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NAGY SZTOCHASZTIKUS MATRIXOK SZUBDOMINANS
SAJATERTEKE!

MOLNAR GYORGY - SIMONOVITS ANDRAS
MTA Kézgzdasigtudomdnyi Intézet

Brédy (1997) cikkét kévetve, egy olyan linedris dinamikus rendszert vizsgd-
lunk, amelynek mdtrixa nagyméretii, nem-negativ és az egyes elemei eléggé
hasonléak egyméshoz. Brody azt sejtette, hogy a rendszer konvergenciasebes-
sége — a dominans és a szubdomindns sajatértékek hdnyadosdnak az abszolut
értéke —— gyorsan né a szektorok szamaval. Ebben a cikkben sztochasztikus
maétrixokra szoritkozva pontos eredményt bizonyitunk: ha a mdtrix elemei
legfeljebb 7/n!t -nel térnek el 1/n-t8l, akkor a szubdomindns sajitérték ab-
szolut értéke legfeljebb 7/n¢, ahol 7 és € tetszbleges pozitiv dllanddk.

1. Bevezetés

A dinamikus vizsgdlatok egyik legfontosabb kérdése a rendszer stabilitdsa.
Nem elegend§ azonban a rendszer stabilitdsat igazolni; azt is tudnunk kell,
hogy a rendszer milyen gyorsan tart az egyensilyl dllapotdhoz. (Mit érne
egy kozonséges mérleg, amely a helyes értéket tobb perc alatt dllapitand
meg?) Ennek ellenére mind a hazai, mind a nemzetkozi kozgazdasdgi iro-
dalomban meglehetésen keveset vizsgdltdk a kiillénbozé dinamikus rendszerek
konvergencia-sebességét. Eléziményként két cikket emlitimk meg: Atkinson
(1969) és Simonovits (1978).

Nemrégiben Brédy (1997) a konvergencia-sebességgel kapcsolatban a ko-
vetkezd kérdést tette fol: lehet-e valamilyen dltaldnos eredményt kapni, ha
a gazdasdgl rendszer nagyon sok és egyméshoz hasonld egységhél &l17 A
vélasza egyszer(l: ha a rendszer nagy és linedris, valamint alkotérészei nagyon
hasonlitanak egymdsra, akkor a konvergencia nagyon gyons.

Tegyilk f0l, hogy dinamikus rendszeriink dllapotat minden iddészakban
egy n-dimenzids vektor irja le, s az allapotok kozti dtmenetet egy n X n-es
A, = A matrix. (Ilyen rendszert vizsgilt kordbban Brddy (1992).) Ismert,

1 Koszinetet mondunk a kordbbi valtozatok névtelen lektorainak, Simonovits Mikldsnak
és mindenekelltt Brédy Andrisnak, aki nemrég megjelent cikkének eredményeil a kizlés
el6tt széhan elmondta és kéziratban megmutatta. Simonovits Andrés koszonetét fejezi ki
az OTKA T 019696 palydzat tdmogatasdért. Beérkezett: 1997. oktSber 14.
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hogy a relativ konvergencia-sebességet a matrix abszolit értékben két leg-
nagyobb sajatértékének — a domindns és a szubdomindns sajatértéknek —
a hdnyadosa hatdrozza meg. Ha az alkotdérészek teljesen azonosak, akkor
az A matrix minden eleme azonos, normdlds esetén 1/n. Ezt a métrixot
E,, = E-vel jeldljiik.

Ebben a dolgozatban el8szdr bemutatjuk a sejtést, majd egy kézeli prob-
léméaval helyettesitjiik a feladatot. Determinisztikus keretben mar jogosan
normalizdlhatjuk az oszloposszegeket, anélkiil, hogy a fliggetlenséggel szembe
keriilnénk. Belatjuk, hogy az A,, matrix szubdomindns sajatértékének az
abszolit értéke legfeljebb alkora lehet, mint A, és E, dn. [;-tdvolsdga.
A tétel kovetkezménye azzal az esettel foglalkozik, amikor mindegyik elem
kozel esik a varhaté értékéhez, és ekkor igazolja a szubdominans kicsinységét.
Végiil megmutatjuk, hogy a tétel éles.

A cikk felépitése a kovetkez6: a 2. pontban Brédynak a véletlen matrixra
vonatkozd sejtését ismertetjiik, és e sejtésnek Wigner (1955), (1958), Fiiredi
és Komlés (1981) cikkéhez valé viszonydt vizsgdljuk. A 3. pontban kifejtjiilk
a sztochasztikus métrixokrdl szdlé eredményeket, és utalunk a Diaconis és
Stroock (1991) cikkel valé kapecsolatra.

2. Véletlen matrixok

Legyen A = A, egy n X n-es matiix, nem-negativ elemekkel: A >0, n > 1.
Féltesszitk még, hogy a mdtrix primitiv (mdsképpen: aciklikus), azaz létezik
olyan (1 és n kozOtti) p természetes szam, amelyre A” > 0. Legyen pu, az
A métrix nem-novekvé sorrendben vett i-edik sajatértéke: |pi| > ||, i =
1,...,n — 1. A Perron—Frobenius tétel szerint létezik egyetlen egy domindns
sajatérték, i, s ez pozitiv: || < i, 1 =2,...,n.

A konvergencia sebességét a mdsodik legnagyobb abszolit értékii, az tin.
szubdomindns sajatérték és a domindns sajatérték ardnya hatdrozza meg.

Brody (1997) azt vizsgdlta, hogyan fiigg a széban forgd hanyados n-tol!
Szellemes fogdssal nem egy adott, hanem egy sereg véletlen elemi métrixra
vizsgalta a kérdést. Mint Brédy (1997) is hangsilyozza, a véletlen matrixok
tipikus elemére dltaldban élesebb eredményt kapunk, mint egy konkrét de-
terminisztikus métrixra.

Legyen {a,;} (1 <4,7 < n) korldtos, fliggetlen és azonos eloszldsi pozitiv
valészintségl valtozék sorozata: A, = (a;;) egy véletlen mitrix.

Brédy az elemzést a determinisztikus esettel, E,-nel kezdte. Ramutatott,
hogy ekkor A rangja 1, és az Gsszes domindlt sajatérték 0. Megallapitotta,
hogy a Mises-iterdciéndl a perturbdcids Gsszetevik egyetlen egy iterdcid alatt
eltiinnek — fiiggetleniil n értékétol.
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A véletlen matrixokndl bonyolultabb a helyzet. Persze megfelel® norméalas
utdn a nagy szdmok térvényéhez hasonléan az elemek 1 valdszintiséggel 1/n-
hez "tartanak”. A sajatértékek folytonosan fliggenek az elemektdl, azonban
a méretndvekedés miatt ez a tétel esetiinkben nem alkalmazhaté. Brédy
heurisztikus meggondoldsokkal és szamitégépes szimulacid segitségével niégis
eljutott a kovetkezd

Sejtéshez. A figgetlen elemekbdl dalls, véletlen A, mdtriz szubdomindns
sajdtértélének és domindns sajdtértékének hanyadosa nulldhoz tart, amint n
tart a végtelenhes.

Ebben a cikkben Brddy kutatdsit folytatjuk. Torténetiinkben fontos sze-
repet jdtszik a szimmetrikus métrixok kétparaméteres serege. Legyen o és
7 két valés szdm: a,; =0, hai=1,...,nés a;; = 7, hai#* 5. J6l ismert
és konnyit igazolni, hogy A sajétértékel py) = o + (n— 1)w és py = o —m,
rendre 1 és (n — 1)-es multiplicitdssal. Eltekintve a valdszintitlen esetektdl,
feltehetd, hogy 1 és n—1 figgetlen sajatvektor 1étezik, amely rendre p¢)-hez és
1p-hoz tartozik. A 3. pontban latni fogjuk, hogy ebben az esetben a sejtésnek
megteleléen gy tart a 0-hoz.

Egészen mds okokbdl a fizikusok (Wigner (1955) és (1958)) mér régéta
vizsgdltdk a szimmetrikus nagy métrixok spektrumét. Itt elegendd lesz ana-
tematikus Filiredi és Komlds (1981) éles eredményére utalni: legyen a f6&tld
616t elemek szérdsa v2, és a varhatd érték mitrix tartozzék kétparaméte-
res csalddunkhoz. (A szimmetria miatt nem lehet minden elem fliggetlen!)
Ekkor

lial 20
il vn
Egyrészt Brédy sejtése dltalanosabb, mint Furedi és Komlds tétele, hiszen
nemcsak szimmetrikus vdrhaté értéklit mdtrixokra vonatkozik. Mdsrészt vi-
szont specidlisabb, mert azonos eloszldsu pozitiv valdszintségi véltozdk sze-
repelnek a sejtésben: o = 7 > 0, mig Fiiredi és I{omlés tetszoleges o-t és m-t
megenged, szabad el6jellel.

Ismert, hogy a kozgazdasagtanban a szimmetrikus matrixok kdzel sem
jatszanak olyan fontos szerepet, mint a fizikdban vagy a statisztikdban. Na-
gyon gyakran foltehetjik viszont, hogy az atmeneti matrix elemei pozitivak
vagy nulldk. Jelen cikkiinkben éppen ezt a fontos esetet vizsgaljuk.

3. Sztochasztikus matrixok

Mostantdl kezdve csak nem-negativ elem{i métrixokat vizsgdlunk, véletlen ha-
tasok nélkil, a kovetkezé normadlassal: mindegyik oszlop Gsszege 1. Ezeket a
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métrixokat sztochasztikusnak nevezzilk, és domindns sajatértékiik egységnyi:
i1 = 1. A sztochasztikus métrixok altal szarmaztatott dinamikdt AMarkov-
ldncnak nevezik, és széleskorlien haszndljdk a valdszintségszamitdsban. Mint
korabban emlitettik, minden primitiv métrixnak egyetlen domindns sajétér-
téke van.

Olyan métrixokra fogjuk Brédy megfigyelését bizonyitani, amelyek kozel
esnek E-hez. (A kozelséget a matrix-normdval fogalmazzuk meg.) Egy n xn-
es U métrix [1-normdjdt a kovetkezdképp definidljuk: az elemek abszolit
értékét véve (|u,j|), az Uj métrix maximdlis oszlopdsszege a norma, azaz
IUf = max; >, Juij|. Ennek megfeleléen két matrix, U és V' I -tdvolsdga a
kiilonbség matrix norméja: ||U — V.

Kimondjuk a

Tételt. A sztochasztikus A mdtriz szubdomindns sajdtértékének abszolit
értéke legfeljebb akkora, mint az A és E mdtriz || -tdvolsdga.

Bizonyitas. Vegylik a D = A — E killonbségmétrixot, ahol d;; = a,; — 1/n.
Mint ismert, az 1’ 6sszegz6 sorvektor minden sztochasztikus métrix baloldali
sajatvektora, tehdt A-é is, E-é is. Az A métrix domindlt sajdtvektoral,
xy, ..., z, mindegyike ortogondlis 1-re. Hasonléan z; az E mdtrix 0 sa-
jatértékhez tartozé (n — 1)-dimenzids sajdtalterében fekszik: Ex; = 0. Ezért
px, = Az; = Exj 4+ Dr; = Dx; maga utdn vonja, hogy p; D-nek is sa-
jatértéke, j = 2,...,n. Ezen a ponton alkalmazhatjuk a kovetkezd elemi
egyenldtlenséget: egy négyzetes matrix barmely sajatértékének az abszolit
értéke legfeljebb akkora, mint a métrix normédja: |uy| < ||D|. Q.E.D.

Mivel |dy;| < 7/n'T (1 <4, j < n) egyenldtlenségekbdl kdvetkezik |D|| <
7/n', egy egyszeribb eredményt is megfogalmazhatunk.

Koévetkezmény. Legyen 1 és € két valds szdm, 7 > 0 és ¢ > 0. Ha az
n X n-es sztochasztikus A, mdiriz elemei kielégitik az |a;; — 1/n| < T /a1
(1 <14,j <n) egyenldtlenségeket, akkor a szubdomindns sajdtértékre teljesil
|pa| < 7/nc.

Megjegyzések

1. A tétel és a kovetkezmény alapgondolata j6l szemléltethetd a kétpa-
raméteres csalddon. Ahhoz, hogy sztochasztikus métrixot kapjunk, egypa-
raméteres csalddra kell szoritkoznunk: o + (n — )7 = 1. Ezért py = 1 és
yy = 1 — nw. Tovdbbi egyszerlisitésnél adédik E,, ahol @ = 7 = 1/n és
pz=0. Hao=1/n+ /0"t akkor uy = /n".

2. Ha e = 1 és az elemek véletlen vdltozdk, akkor a Csebisev-egyenlétlen-
ség miatt a kozelségi feltételiink megbizhatdsagi intervallumra egyszertisodik,
de az egyenlétlenség csak valdszintileg teljesiil. Ha e =0 és 0 < 7 < 1, akkor
a kozelségi feltétel pozitivitdst is implikal.
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3. A feltevés nem sziikséges. Példdul legyen 0 = g/n és 7 = (1 —
B/n)/(n —1). Ekkor py = (8 — 1)/(n —1). Itt az eltérések nagysigrendje
1/n, de pz nagysdgrendje mégis 1/n, nem pedig 1 (ami az € = 0 esethdl
adddna).

4. A 3. megjegyzés ellenére eredménylink més tekintetben éles. Legyen
n=2m,a,; =mhal <ij<mvagym+1<4j<2mésa, =a
egyébként. Ahhoz, hogy sztochasztikus matrixot kapjunk, fel kell tenniink,
hogy mi(m + o) = 1. Ekkor elemi szdmolds utdn py = m(7r — o) adddik. A
szimmetrikus 7 = 1/n + 7/n'7 és a = 1/n — 7/n'+ esetben yuy, = 7/n 4ll.
Eppen ez a tételben és kivetkezményében szerepld felsé hatdr. Az érdekesség
kedvéért megemlitjiik, hogy az itt szerepld eltérés-mdtrix 2-ciklikus (Rézsa,
1974), és az effajta mdtrixok a Simonovits (1978) dolgozatban is kulcsszerepet
jatszottak.

5. Poincaré mddszerét tovdbbiejlesztve, az elmilt években tobb mate-
matikus (példdul Diaconis és Stroock, 1991) érdekes fels korldtokat kapott
a szimmetrikus (és kozvetve, nem szimmetrikus) sztochasztikus méatrixok
szubdomindns sajatértékére. Ezck az eredmények azonban olyan bonyolul-
tak, hogy nem is tudjuk Sket idézni. Csupdn annyit emlitiink meg, hogy az
altaldnos elméletben is az el6z6leg emlitett 2-ciklikus métrixtdl valé tdvolsdg
a dontd. Taldn jol érzékelteti a lényeget a kartyakeverés példdja. Bar a
kdrtyaeloszldsok szédma rendkiviil nagy, néhany (7) keverési miivelet utdn
a kirtydk jol clkeverednek. Ez arra utal, hogy a megfeleld sztochasztikus
mdtrix szubdomindns sajdtértéke abszolit értékben nagyon kicsi.
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THE SUBDOMINANT EIGENVALUE OF A LARGE STOCHASTIC MATRIX

Using intuition and computer experimentation, Brady conjectured thal the vatio of
the subdominant eigenvalue to the dominant eigenvalue of a positive random matrix
(with identically and independently distribnted entries) converges to zero when the
mumber of sectors tends to infinity. In this paper, we diseuss the delerministic case
and, among other things, prove the following version of this conjectire: if each
entry ol the matlrix deviates [rom L/n by af most T fﬂ”" , then the modulus of
the subdominant. rool is al most 7/n', where 7 and € are arbitvary positive real
parameters.



