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A NOVEKEDESI CIKLUSOK ES A PENZ.
A LEGEGYSZERUBB HULLAMMATRIX ES ALAKZATAT!

BRODY ANDRAS
MTA Koézgzdasdgtudomdnyi Intézet

A hossz, mintegy 200 éves ciklus Hawtrey - Keynes - Goodwin féle modellje
elégséges pontossdggal linearizélhatd és jol kozelithetd a novekedés rovidebb
tavii elemzésére és elérejelzésére hasznalt Leontief-féle métrix-modellel. A
mozgds igy megszerkesztett és kdnnyen szdmithaté hullimmatrixdnak sajatos
alakja van. Bz az alak onmagdban is érdekes kévetkestetésekre vezet és
lehetdvé teszi a pénz és a pénztéke értékének és forgalmanak jobb dbrézoldséit
az Input-Output elmélet keretén beliil.

Bevezetés

Korébbi tanulmanyomban? lefrtam, hogyan alakithatd ki Leontief és Good-
win® nyomén a zirt gazdasdg sokszektoros mozgdsegyenlete. Ebben a nem
linedris modellben a termelés novelését szolgdld befektetést minden dgazathan
az éppen érvényesiilé profit (valéjdban a profitrata) nagysdga szabja meg, a
piaci drakat pedig minden termék vagy szolgaltatds piacdn a kereslet és kina-
lat ardnya (tehdt a tiltermelés vagy elégtelen termelés szdzalékos mértéke)
mozgatja. Régi tanulmanyom matematikai lényegét, a mozgdsegyenlet linea-
rizdldsit ismétlem el a "hulldmmétrix” szerkesztésérodl sz6lé méasodik részben.

Az igy lefrt mozgds a szabad verseny klasszikus elképzeléseit tiikrozi.
Akkor is érdemes elméleti alakjit koézelebbrdl vizsgdlni, ha rosszul, vagy
akdr teljesen elégteleniil kozeliti meg a valdsigos gazdasdgok mozgdsdt. A
logikailag zdrt modell ugyanis olyan megdllapitdsokhoz vezet, amelyek az
input-output tdbldzatoktdl figgetleniil, altaldnos statisztikai adatok alapjan
is ellendrizhetdk.

A modellel elvégzett szamitds megmutatta, hogy a modell, a zdrt di-
namikus Leontief-modellhez hasonléan "hibajavité” tulajdonsdgu. Fzen az

1A kutatdst az OTKA T. 13.574 szdmt tdmogatdsa tette lehetévé, Koszondm Korosi
Gabor, Molndr Gydrgy, Simonovits Andras és két anonym birdlém észrevételeit.

2Clklus és Egyensily. Kézgazdasdgi Szemle 1997. Szeptember.

3Két Goodwin-tanulményt idézek az irodalombdl, a Neumann-sugdr koriili ciklusokat
térgyalo 1989. évi és a tarsszerzOkkel frt (valSszinfileg utolsd) 1998. évi értekezést. FElete
végéig a nemlinedris modell dezaggregéldsa foglalkoztatta.
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értendd, hogy a kiindulé adatok adott, mondjuk 1-2 szdzalékos relativ hibéja
mellett a modell 6sszevont gazdasdgl mutatdit nagyobb pontossaggal, tehdt 1-
2 ezrelékes relativ hibaval kapjuk meg. Ez a sajatossdg méar bebizonyosodott
a zdrt modell novekedési ratdjaval kapcsolatban. Hasonld a helyzet a ciklikus
modellbdl szamithatdé minden egyes mozgdsi frekvencia értékére vonatkozdan,
bar a valtozd aggregdcid (részletezettség) ezeket silyosabban érinti. A mo-
dell viselkedése azért hasonlit Leontief modelljéhez, mert beldle szarmazik.
Az egyensiilyl drak és volumenek tekintetében ezért itt is csak annyit lehet
allitani, hogy relativ hibdjuk nem sokkal nagyobb a kiindulé adatok relativ
hibdjandl. A kapott megoldds, mivel kiszamitasa a rendszer matrixdnak in-
vertaldsat igényli, pontatlanabb a kiindulé adatoknél. A hibdk azonban sem-
miképpen nem halmozddnak a nemlinearitds miatt.

A munka soran kiderilt, hogy érdemes a linedris kozelités matrixdt tgy
transzformdlni, hogy egyensilyi pontja egy minden elemében egységnyi vek-
tor legyen. Ennek hasznossdga a modell logaritmikus fogantatdsabdl ered.
Goodwin logaritmikus differencidlegyenletet posztuldlt. Az drak és a termelé-
si intenzitasok vektordnak valtozdsat a Leontief-féle folyd- és téke-rdforditasi
métrixokkal és magaval e vektorral, tehdt a gazdasig pillanatnyi helyzetével
magyardzta. Kordbbi tanulmédnyom megmutatta, hogy az eredeti logar-
itmikus egyenlet az egyensilyi vektorok segitségével linearizalhatd. FEzzel
egyszeriibb, nagy pontossiggal szdmithaté és elméletileg konnyen vizsgdlha-
t6 alakhoz jutunk. A modell

v=Wv (1)

alakban irhaté fel. Ez linedris differencidlegyenlet, ahol tehdt a W matrix
elemei mdar fiiggetlenek az drak és volumenek értékeitdl, amelyek a ciklus
folyamdn jellegzetesen vdltoznak. A v vdltozé és az eredeti drak és volumenek
p és x véltozdi kozott egyértelmii a kapcesolat.

Ezt a W matrixot tehdt akkor nevezem hulldinmtmdtrixnak, ha az egységnyi
drak és az egységnyi termelések pontja a fixpont. Mivel az drak és a mennyi-
ségek pozitivak, a megadott hasonlésdgi transzformdcié (az egyenstilyi vek-
torbdl készitett diagondlis métrixszal és ennek inverzével) mindig létezik. A
hullémmadtrix hozzdsegit ahhoz, hogy az eredeti modell logaritmikus feldlli-
tasdnak szellemében az egyensilyi helyzet kozelében ne kelljen killénbséget
tenni az abszolit és a relativ eltérés kozt.

Tehat 5 vagy 6 fillérnyi, illetve 0.05 vagy 0.06 egységnyi eltérés helyett
mondhatunk 5 vagy 6%-os eltérést. fgy a hulldmmadtrix elemei a szokdsos
elaszticitdsi, rugalmassigi megfontoldsokkal értelmezheték. A hulldmmdtrix
ugyanis éppen a pontrugalmassigokat foglalja Ossze. Az i-edik sor k-adik
oszlopdban 4ll6 wyy, elem azt mutatja, hogy a rendszer mozgdsa folyamdn a
k-adik 4r (vagy termelési intenzitds) 1%-os vdltozdsa hdny %-kal és milyen
irdnyban valtoztatja meg az i-edik drat (vagy termelési intenzitést).
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E W maétrix osszedllitdsat a kovetkezékben from le.

A hullAmmatrix szerkesztése

Legyen adott a Leontief-féle rendszer A folyé- és B téke-raforditdsi mdtrixa.
Akkor az 4rak p és a volumenek x egyensilyi sajdtvektorait

p =p'A+)p'B (2)

és

x = Ax 4+ ABx (2%)
alakban frhatjuk fel. Itt A az egyenstlyl novekedés (az dtlagprofit) rdtdja.
Ha ismerjiik a Leontief-féle inverzet, Q = (1 — A)7L akkor A a QB mdtrix
legnagyobb sajatértékénel reciproka.

Képezzik most a z egyensilyi vektort a p és x vektorok Gsszefiizésébdl,
tehat z = [p, x]. Tehdt az egyensiilyi vektor elsé n elemét az drak, médsodik n
elemét a volumenek vektora adja meg. Azt a diagondlis matrixot, amelynek
foatléjaban ez a z vektor all, Z betiivel jelélhetjiik:

Z = diag(z) . (3)
A teljes rendszer folyé raforditésainak ferdén szimmetrikus K mdtrixa
0 A+)B -1
K= , , > (4)
1-A'"-)B 0

alaki. Ez az egyensulyi vektorral szorozva a (2) definiciés egyenlet alapjdn
zérust ad:
Kz=0.

Legyen az egységnyi termelésre juté tékefelhaszndldst tartalmazd és mindig

szimmetrikus R méatrix
R 0 B 5)
T\B 0

alakd. Ebbél a teljes rendszer szintén szimmetrikus, véltozd elemeket tartal-
mazd, tehadt nemlinedris S tokelekdtési matrixa:

S = diag(Rz./z) — R . (6)

Itt a ./ miiveleti jel a megfelelé vektorok elemenkénti osztésat jelenti? Az S
métrix az U = diag(Raz) jeloléssel az S = UZ™! — R alakban is {rhaté és az

4Ez a tényleges (és valtozd) értékekhez vald viszonyitds teszi nemlinedrissd Goodwin
modelljét. Ennek a hdnyadosnak a rogzitésével (tehdt véltozdsanak elhanyagoldsédval) lehet
a matrixot linedrissd tenni.
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egyensilyl vektorral szorozva ez is zérust ad:
Sz=0.

Az S miétrix féatléjanak, amellyel a tokelekdtéseket kiegészitettiik, az a fe-
ladata, hogy egyrészt az idé szerinti derivéltakat logaritmilus derivaltakkd
valtoztassa, masrészt, hogy a profitot a lekotott tokéhez, a tilkeresletet pedig
az oOsszes termmékhez viszonyitsa. Goodwin logaritmikus modelljében ez a
f64t16 maga is valtozé, az drak és volumenek mindenkori értékének fiiggvénye.
A linedris kozelités azt a megfigyelést haszndlja fel, hogy a véltozé drakkal
¢és volumenekkel kiszamitott diagondlis nem tdvolodik messze az egyensilyi
értékek adta hinyadostél. A diagondlis fix elemiivé véltoztatdsa, rogaftése
a megoldds pontossagit csak kis és elhanyagolhaté mértékben csokkenti. A
linedris kozelités modellje a v = [p, exp(—At)x] vektorra felirva most az

Sv =Kv (7)

alakot olti. A valédi volumenek linedris kézelitéséhez gy jutunk el, hogy a
v vektor volumen-elemeit évente x értékének A szdzalékdval noveljik,

S tehdt szintén szinguldris mdtrix, csak dgynevezett pszeudo-inverze 1é-
tezik. K szingularitdsa is az egyensilyi vektorra 4ll fenn. Ebben az irdnyban
a rendszer mozdulatlan. Ezért hasznilhatjuk a pszeudo-inverzet, amely csak
a zérustol kiilonbozé sajatértékek reciprokaval szdmol. A zérus-altér ("null-
space”) a szdmitds sordn elhanyagolhatd,

Ha a pszeudo-inverzzel szorzunk, majd a kapott métrixot az egyensilyi
Z diagondlméatrixszal igy transzformdljuk, hogy az egyensulyi pont a csupa
egységhdl 4ll6 vektorba tevddjék 4t, akkor megkapjuk a hulldimmatrixot.

W=272"'S'KZ. (8)

Abbdl, hogy az Osszegezd e = (1,1,...,1,...) vektor egyben a fixpont vek-
tora, mar kovetkezik, hogy a W métrix sorésszegei zérussal egyenlok. Sét
kulon-kiilon az drakra és az intenzitdsokra vonatkozé félsorok magulk is zérus
osszegliek.

Ha ugyanis minden ar egyenl8en véltozik, akkor ez nem hathat a mennyi-
sépekre, ha pedig minden mennyiség egyforman né vagy csokken, akkor ez
nem okozhat drvaltozast. Az oszloposszegek azonban dltaldban nem egyenli-
t&dnek ki. Egy-egy dr vagy termelési intenzitds novelésének tehat egészében
pozitiv vagy negativ hatdsa lehet, habdr soha nem lehet minden szektorra
pozitiv vagy negativ az eredmény. A mdtrix egyetlen oszlopdanak sem lehet
csupa azonos, tehat egyezd elGjele, mert minden oszlop az eredeti Gj_.{y(‘llhlll}/l
z vektor négyzetével (tehdt egy pozitiv sorvektorral) szorozva zérust al.

5Mint az idézett tapulményban megmutattam, a Z vektor hossza konstans.
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Egy gyakorlati hullimmatrix

Az aldbbiakban bemutatom a U.S. 1958. évi folyé rédforditdsi és tokelekotési
matrixaibél készitett hullammadtrix egy részletét. Ez az almatrix Hicks piaci
métrixanak rokona, de nem a fogyasztds, hanem a termelés drrugalmassigait
adja meg. Ezek tehdt a W mdtrix bal alsé negyedének elemei. Az adatok
a fejrovatban megnevezett szektor 1%-os drvaltozdsdnak hatdsdt mutatjik
az egyes sorokban szerepld (és az oldalrovatban megnevezett) szektorok ter-
melésére, mégpedig ezrelékes értékben.

Az alapadatokat véltozatlanul vettem &t a mér idézett tanulmanybdl, a
szani{tds eredményeit azonban ezrelékesre kerekitettem.

A tablazat adta értékek, a mdtrixok pontatlansaga és Gsszevontsdga mi-
att, mint erre a szamitdsokkal kapcsolatban mér kitértem, nem megbizhatok.
Tatékiik és eldjelitk azonban logikus és elfogadhaté. A {84t16 nagy és pozitiv,
mert a termék drdnak "kedvez6 4lldsa” a termelés noveléséhez vezet. A t6bbi
érték, mint az vdrhatd is, inkdbb negativ.

E | Sz H

Agrarium 449 | -2 -2 | -2 0 o -47
) 0
2

Kitermelés 16 | -47

6

Gépek § | 2| 17 | -1 27 | -51
Epitkezés 0 | -7|-13]99|-1| 0 |-77
Energia 6 0 0 | -3 [11] 25 | -39
Szolgltatas | 5 | 0 | -2 | -4 | 1 | 55 | -56

Héztartas 32 -2 -1 | -1]-7]-78] 121

1. tdbla. Az USA 1958 évi hulldmmdtrizdnok harmadik kvadrdnsa

Erdekes és megfontolanddak a kivételek. A mezdgazdasigi termékek és a
szolgdltatdsok oszlopdban csak a hdztartds reakcidja negativ, tehédt e szek-
torok drainak emelkedése &ltaldban nem gdtolja, hanem Oszténzi a tobbi
szektor termelését is. A matrix oOsszedllitdsat kovetd évtizedekben éppen
a szolgéltatdsok szektora novekedett a leggyorsabban. Ez vezette a gazdasdg
fejlédését az elmult évtizedekben, de a mezégazdasdg is j6 eredményeket (és
némi tultermelést) ért el. Csak a hdztartds az az dgazat, amely minden
4remelkedéstdl szenved. A béremelkedés a maga részérdl viszont minden més
dgazat fejlédését lassitja. Figyelemreméltck az épitési szektor adatai. Itt is
csak a f84tléban taldlhatd pozitiv drrugalmassdg, és ez meglehetésen magas.
A t6bbi elem mind igen kicsi és negativ. Végtil pedig csak a hztartdsoknak
volt egységnyinél nagyobb drrugalmassdguk.

A hulldmmadtrix e kvadrénsa pozitiv szemidefinit. Van egyensulyi vektora,
tehat van zérus sajatértéke. A tobbi sajatérték pozitiv, mert egy poszitiv
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szenmidefinit métrix pszeudo-inverzének és egy (a zérus egyensilyi értéken
kiviil) szigorian pozitiv sajitértékekkel biré Leontief-mdtrixnak a szorzata.
Pérja a métrix mdsodik kvadrdnsa, ez pedig negativ szemidefinit, mert a
megfeleld Leontief-métrixok az el6bbiek transzponiltjainak negativjai. Ez
is logilus, mivel valamely termék "tdltermelése” a termék drdnak eséséhez
vezet. A f84tléban viszonylag nagy negativ értékek taldlhatok, a matrix tGbbi
cleme kisebb és tébbnyire pozitiv.

Mindezek az el6jeleket és nagysdgrendeket iddsoros makrodkonémiai el-
emzés is igazolhatja vagy céfolhatja az adott idGszakra vonatkozdan, mégpedig
az input-output tdbldzatoktdl fliggetlen adatok segitségével.

Az elemek nagysédga és jelentése

Az Bsszefiiggések jobb megértéséhez vizsgdljuk meg egy kicsi, csupan két szek-
toros gazdasdg "laza” és "kooperativ” formajat. A rend kedvéért mindkét
forma egyenstlyi vektora azonos lesz és egységnyi. Novekedésiik is egyazon
fitemit. A mozgds és belsd "erdviszonyok” mégis killonbéznek az egyensilyi
helyzet kdzelében, mégpedig éppen a technikai Gsszefiggések valtozdsa mi-
att. Két folys raforditdsi matrixot kombindlok ugyanazzal a tékelekotési
métrixszal, amelyet gy vdlasztottam meg, hogy a hullimmatrix els§ és har-
madik kvadrdnsa zérus legyen. Az eltérés tehdt csak a folyd réforditdsok
terén mutatkozé munkamegosztdsban van. Ha mdtrixaink az aldbbiak:

9 0 . 0 9
A17<O 9> i lletve A2—<.9 0> ,
mip a tokemadtrix
1.5 1.5
e (1.5 1.5) '

akkor a lazdn csatolt 1. rendszer hulldmmatrixa, ahol a szektorok csak sajit
termékiiket fogyasztjdk és csak a tSkeszikséglet révén keriilnek egydltalan
osszekottetésbe

0 0 0167  .0167
0 0 0167 —.0167
Wi=1 o167 —.0167 0 0
—.0167 .0167 0 0

Az értékek kicsik és ennek megfeleléen a rendszer igen hosszi, mintegy 188.5
éves ciklussal leng.
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Viszont a két dgazat kdzt szoros kapesolatot mutatd, kooperdld, sét csakis
a mdsik dgazat termékére tdmaszkodd 2. rendszer hullAmmatrixa

0 0 3167 .3167
B 0 0 3167 —.3167
Wo=1 3167 —3167 0 0
3167 3167 0 0

Itt a szoros kapesolds miatt sokkal révidebb, mintegy 10 éves ciklus jon létre,
hiszen a matrix értékei kozel 19-szer akkordk. A W hullimmatrix elemeinek
nagysaga tehdt, szabadon fogalmazva, a belsé csatoltsdg mérdszamédnak te-
kinthetd, eléjelei a befolydsolds pozitiv vagy negativ voltat jelzik. Az elemek
nagysaga forditottan ardnyos a keltett ciklus hosszdval.

Mindkét fenti métrix igen egyszerti és az egyenstilyi (tehat 0 sajédtértékhes
tartozd) diddon kivil csak egyetlen diddot tartalmaz. Azt, amely a ciklust
generdlja. Egy n szdmu szektort tartalmazé rendszer hullimmatrixa 2n sort
és 2n oszlopot tartalmaz, de csak n — 1 szdmu lengést hoz létre. Ez zavard,
kiilléndsen akkor, ha a lengéseket az egyes szektorokra jellemzd termelési és
forgalmi id6kkel szeretnénk magyardzni, ami kézenfekvének timne. Kevesebb
ciklus adédik igy, mint ahdny ”jellemz6” értékkel rendelkeziink.

Valamilyen viszonylag semleges szektort kellene keresni. Ne legyen kiilon
lengése. Ha ezt egy Gsszevont, egyszektoros névekedési modellhez tarsitjuk,
akkor ez utébbinak a lengési lehetdségét, ciklikus novekedését magyardzza
meg. Mivel minden terméknek van termelési és forgalmi ideje, olyasvalamit
kell keresni, aminek vagy egyik, vagy mdsik ideje hidnyzik, vagy specidlis,
példaul végtelen vagy zérus. j

A boldogsag kék madarardl

A fenti két gazdasig tehat még nem a kétszektoros modell legegyszeriibb alak-
ja. Ennek megkeresése végett vegyiik a Leontief modell skaldrisra dsszevont
forméjdt, a Harrod-Domar-féle névekedési modellt, és ezt egészitsik ki a
leheté legegyszeriibb kétszektoros gazdasiggd. A milt szdzadi mintegy 3
szdzalékos szekularis novekedés koriilbelul tiz szdzalékos megtakaritasi rataval
és 4tlagosan 3 évi tdkeigényességgel magyardzhaté. A legkisebb, de mér
mitkods (tehdt reguldrisnak nevezhetd) modell két kiindulé matrixa ezért a
kovetkezd alaki lehet:

() . ne(5)

6N.B. az egyensiilyi megoldds ”ciklusdnak” hossza végtelen, formdlisan 27/0. Ezét is
tartozik hozzd zérus sajatérték.
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Az A métrix nem kivdn meg semmilyen djabb elemet a forma regularitdsanak
biztositdsa végett. A hullimmdtrix kiszdmitdsdhoz ugyanis a Q = (1~ A)~!
Leontief-inverzet haszndljuk fel, s ez létezik és nemnegativ ebben a legegysze-
riibb esetben is. De a rendszer esetleg reducibilissé vdlhat, miikodéképessége
a tékelekotési mdtrix alakjatdl flgg.

A QB és Q'B’ mitrix pozitiv és egyértelmt sajatvektordnak (a ter-
melés és az drak egyenstlyi ardnyainak) 1étezése a G és v értékek létezésén
mulik. Tehat ilyen tokelekotéseket kell feltételezni. Az o érték léte ugyan
elégségesnek latszana, de igazdban nem szlikséges és nem is elégséges feltétel.
Ha ugyanis a mésik két érték zérus, akkor a rendszer reducibilis. Ebben az
esetben azonban nincs egyértelmil gazdasdgi egyensily.

A legegyszeriibb kiegészités tehat az, amikor ~ tékebefektetéssel, de folyd
koltségek nélkil valamit létre lehet hozni, ami maga is téke-jellegi, tehdt
maradandd értéki. Termelési ideje lehet nagyon rovid, akdr zérus, forgalmi
ideje mégis végtelen, mert végtelenil tartds. Nem lehet, és ne is lehessen
elfogyasztani, A folyd termeléshez legfeljebb katalizdtorként jaruljon hozz4,
mert, nem szerepel a folyd réforditdsi matrixban. Mégis legyen rd sziikség
tokeként az addig "egyszektoros” termelés fenntartdsdhoz, mégpedig 8 > 0
mértékben.

Fz a furcsa termék taldn maga a boldogség kék madara. Biztosan boldo-
gitd, mert koltségmentes, szabadon 1étrehozhaté és gyorsithaté t8kenovelést
tesz lehetévé. Nem teljesen a semmibdl hoz 1étre valamit, ex nihilo nihil fit, de
olyan valamib6l hozza létre, ami majdnem semmi: egy sajdtos monopdlium
lehetSsége. A létrehozott pénz aztdn nem kopik és nem szorul megijitdsra.

Az igy leithatd tevékenység leginkdbb a papirpénz nyomtatdsihoz ha-
sonlit.” Azt gondolhatndnk, hogyha e tevékenység szabad, akkor ebbsl minél
t6bb volna jé, akdr végtelentil sok. A szdmitds és a gondosabb logika azonban
arra mutat, hogy itt igen lényeges megszoritdsok sziikségesek ahhoz, hogy
a pokol rdank ne szabaduljon. Olyan szektort taldltunk ugyanis, amelynek
Oonérdeke a szokdsosndl élesebben és konnyebben keriilhet ellentétbe a rend-
szer egészének érdekeivel. Az ellentét természetesen a tobbi termék esetében
is fenndll, hiszen éppen ezt az ellentétet oldja ciklikus mozgdssd a szabad
verseny. Itt azonban a termelési és forgalmi folyamat eltérése miatt a kisiklds
szinte szaballyd valik.

Vizsgdljuk meg ezt az egyszer(i hulldmmétirixot a két skaldr figgvényében.
A bévitett rendszer egyensulyi névekedési rdtdja, bar az 4 szektor ldtszdlag
a toke korldtlan ndvelésének lehet&ségét teremti meg, mégis kisebb lesz az
egyszektoros modell ratajandl. A tékemdtrix, B, nagyobb lett a két elem ér-

"Ezt a gondolatot mar felvetettem a Ciklus és szabdlyozds (Budapest, 1980. KJK)
papirpénzre vonatkozo fejezetében, de a kifejtés menete akkor a hulldmmatrix fogalmdnak
hianydban megszakadt.
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tékével, ennek kovetkeztében QB legnagyobb sajdtértéke, ami 3%-os atlagos
novekedés mellett mintegy 30 koriil van, most megné és nagyobb lesz ennél.
Ennek reciproka, az egyenstlyi novekedési rata éppen ezért csokkenni fog.

A rendszer egészének tehdt még a tisztin elektronikus jelekkel elvégzett
ingyenes és elvont-elvi formajaban teljesen automatizalhaté kliringforgalom
esetében is elemi érdeke marad, hogy ez minél kevesebb tdke lekotésével
jérjon. Ez vonatkozik mind §, mind pedig v nagysdgdra. Az elsé a termel6
egységek folydszdmldjan készenlétben tartott pénz viszonylagos mennyisé-
gét mutatja. A mdsodik a kliringet végzé ”pénzteremtd” szféra sziikséges
anyagi befektetéseit (épiileteit, gépeit, automatizdlt eszkézeit) fejezi ki. E két
mennyiség egyébként mind matematikailag, mind gazdasdgi megfontolasok
alapjan szimmetrikus, tehdt csak szorzatuk, @y a hatékony és szdmunkra
fontos véltozd.®

Matematikailag az a transzformdcid, amely az egyik elemet ugyanannyi-
val osztja, mint a masikat szorozza, ugynevezett hasonldsigi transzformdcio,
és nem véltoztatja sem B sem pedig QB sajdtértékeit. Gazdasdgilag pedig
mennél t6bb "t8ke” van befektetve a pénzkészités szektoraba, tehdt minél
"értékesebb” egy adott névértékii pénzmennyiség "készlete”, annal keveseb-
bet kell belble tartalékolni az egyes dgazatokban, a fizetési forgalom adott
szerkezete és forgalmi sebessége mellett.

Mennyi pénzre van hdit sziikség?

A pénz "higitdsa” az djonnan kialakitott szektor feltétlen érdeke, hiszen ezzel,
ha nem is teremt j és valésagos t6két, mégis gyakorlatilag elszivhatja a mdsik
(illetve dltaldban: az tsszes tobbi) termeld szektor t8kéjét.” Ez pedig, killond-
sen, ha nemzetkézi méretekben torténik, igen vészterhes kdvetkezményekkel
jérhat.

Soros Gyorgy, a pénzpiac magyarok kézt is legismertebb szakembere az
Atlantic Monthly 1997 februari szdméban kézzétett nevezetes dolgozatdban
aggodalmat fejezte a pénzpiaci egyensily sitilytalansiga, rebbenékenysége, bi-
zonytalansiga, kdzgazdasigi miiszéval volatilitdsa miatt. Ugy latja, hogy e
piacoknak nincs valédi, csupdn "reflexiv” egyensiilyuk. Ezen azt érti, hogy a
keresletrdl vagy kinslatrdl, az 4r magassdgardl vagy csekély voltardl kialakuld

8 A QB métrix legnagyobb sajatértéke 15+ 4/900 4- 403/2, azaz a rendszer maximadlis

névekedésének ratdja A = 0,06/(1 + /1 +0.0407). Ez utdbbi kifejezés maximuma 1/30,
és ez csak By = 0 esetén kovetkezhet be.

9Fz a kérdés kiilon targyaldst igényel, a "pénziigyi multiplikdtor” szemrevéielét, amely
a gazdasagba injektalt j pénzeszkozok ttjdt, és csak dtmenetileg &lénkits, de az elosztast
mégis véglegesen médosits hatdsat irja le. E modell angol szovege most keriil sajté ald.
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vélemények, tehdt a piac szerepl6inek elvdrdsai és reményei tilsdgosan befo-
lydsoljdk magukat ezeket az értékeket. Ez azt is jelenti, hogy a spekuldciénak
(vagyis a bizalomnak, illetve hidnydnak) itt a tobbi piacndl lényegesen na-
gyobb, s6t donté a szerepe. Valéban bizonyos pénzpiacok kénnyen pdnikba
esnek, mintegy a tomegpszichdzis dldozataiva vdalnak. A tapasztalat azt mu-
tatja, hogy még a legszolidabb, legpatindsabb bank irdnti bizalom is megtor-
hetd.

Ezek a jelenségek abhdl szarmaznak, hogy a papirpénznek valdoban nines a
gazdasdgl élet egészétd] fliggetlen és 6nalld értéke, mint ahogyan azt régebben
az aranypénz, vagy aranyra dtvdlthatd pénz esetében véltiik. Az a tétel,
hogy a papirpénz csak meghatdrozott mennyiségli aranypénzt helyettesit, ma
mar nem ad maédot arra, hogy ezt a mennyiséget gyakorlatilag megmérjik.
Az arany tényleges dra egyre jobban eltér a pénzldbtdl. Amennyiben a
kepyes szokds még egyaltalan fenntartja az adott nemzeti fizetGeszkoz ilyen
hagyomanyos meghatarozdsat, akkor sem lehet azt komolyan venni. A papir-
pénznek csak nemzeti monopdliuma ad vasdrlderdt, és ez az eré valtozd és
bizonytalan. Mindeniitt inflilédik és egy adott orszdg pénzének mennyi-
ségét ma mar nem csak a kormény vagy a kozponti bank befolydsolhatja.
Nem tudja kikiisz6bolni a kiilféldi pénzek forgalmét. A bels§ piac mar nem
szigetelhetd el mds orszdgok pénzétdl. Ez egyébként a nuiltban is tobb bajjal,
mint haszonnal jart.t

Ma minden egyes bankiigylet a bizalmon alapul. Az az drucikk, amivel
a bank kereskedik, tulajdonképpen nem is a pénz, hanem maga a bizalom,
a goodwill. Mind a bankban elhelyezett betét, mind pedig a banktdl kapott
hitelnek ez a végsd alapja. A pénziigyi krizis idején azonban tjra és 1jra
kideriil, hogy még a legszolidabb bank is csak a pilétajaték sajitos forméjat
lzi. A bankdr, és igy a betevdk jovedelme is csak akkor johet létre, ha egyre
jabb betétek keletkeznek. Pontosabban szélva, barmekkora is a bank &altal
kiakndzott kamatrés, a nyereséget a bizalom csOkkenése hamar eltiintetheti.
Ha ez a lanyhulds (példaul a romld lzletmenet miatt) tartés, akkor a bank
fizetésképtelensége nem kertilheté el, hacsak mds bankok, vagy a bankrend-
szer, illetve a kormdny nem all a bank moégé. Mindez a leggondosabb elSirasok
és szabdlyozds mellett is olyan korkéros likviditdsi vélsdghoz vezethet, ami
még a nagy nemzeti bankokat is tonkreteheti.

Itt a nagysdgrendek a kovetkezdk. A bankok a jelenlegi szabalyozés sze-
rint sajat t68kéjiikk mintegy tizszeresét hitelezhetik ki, ha ehhez elég pénzt,
azaz elég sok és megfeleld iddtartamu betétet tudtak szerezni. A banktéke
profitja ma azonban legfeljebb tiz szdzalék,’! ami a teljes hitelre szémitva

10Mint szigetorszdg, Japan még ma is kozel 31l ehhez az dllapothoz. A yen alacsony
belfoldi vésarlderejének és magas kiilfoldi drfolyamdnak diszparitdsa azonban tdl sok
fejfajast okoz mindkét piacon, semhogy mai mértéke sokaig fenntarthaté inaradna.

1Ttt most redlprofitrdl, tehdt a pénz inflicids ratdjanak levondsa utdn megmaradd



A névekedési ciklusok és a pénz 77

nagysagrendileg 1 szdzalékot tesz ki. Ezzel mdr tidlbecsiiltiik a pénztdke
értékesiilését, mert az dtlagos profit rdtdja évszdzadunkban nem lehetett ma-
gasabb a novekedés dtlagos rdtdjanal, évi 3 szdzalékndl. Ez a 3 szdzalék olyan
dtlagos rdta, amit még a monopolizalt teriletek ratai sem haladhatnak meg
tartésan és jelentSsen. A pénztke értékesiilési ratéja pedig éppen azt jelzi,
vagy legaldbbis azt kellene jeleznie, hogy mennyi tobbletre lehet szert tenni a
pénz birtokdban. A gazdasig dtlagdban — nem pedig a kivételes esetekben. 12
Amikor az értékesiilés ratija ennél magasabban 4ll, akkor a pénztdke dradata
a pénzpiac felé fordul és ez a termelés és a kereskedelem teriiletén a pénztdke
viszonylagos apalyat hozza magdval. Ez a helyzet azonban éppen ezért csak
Atmeneti lehet — még ha az "dtmenet” ideje esetleg évtizedeket jelent is.
Ha ezek az ardnyok mérvaddak, akkor még a tiz szdzalékos, tehdt az
egyensiilyindl vagy atlagosndl hdromszorta nagyobb profit is, ha azt a be-
tétallomény egészének forgalma utdn szdmitjuk, csak 1 szézalékos kamatrést
jelent. Az ilyen, viszonylag csekély killonbozetet a pénz keresletének és kind-
latdnak enyhe lengése is elfiijhatja vagy megtobbszérozheti. A bankiizemtan
a nagy szamok térvényén nyugszik, a tomegesen végrett miiveletek tomegén,
a kialakulé dtlagokon. Egymdstdl kordntsem fliggetlen valdsziniiségi valtozdk
kiilénbsége, illetve ilyen kiilénbségek hanyadosa hatdrozza meg minden egyes
bank eredményét. Az ilyen valtozdkrdl tudjuk, hogy roppant érzékenyek,
kéniyen tétdgast dllhatnak, A bankiizem lényegéhes tartozik tehdt a nagy-
folei volatilitds, a hirtelen és ardnytalan reakeidk gyakorisdga, még alkor is,
amikor a szalkma kedvezd és jél tervezhetd koriilmények kozt miikédik. Soros
Gyorgy figyelmeztetését komolyan kell venni. A bankszakma rendbetétele
ma csak magatdl e szakmdtdl eredhet, mert kivételes helyzetben van. Ha
visszaél vele (és Soros Gydrgy éppen ennek jeleit sorolja fel), akkor nagy kért
okoz. Mégpedig anélkiil, hogy ebb&l végsé soron valéban hasznot is huzna.
Més azonban az egyensiilyi helyzet bizonytalansigét beldtni és mas magdt
az egyensuly clméleti lehetSségét tagadni. A piacok bizonytalansigat és a
papirpénz értékalléségdnak kiilonleges torékenységét elismerve itt mégis azt
4llitom, hogy elméletileg létezik az egyensilyi dllapot. Tehdt, bir [ és vy
értéke killon-kiilon tekintve egyardnt bizonytalan, de szorzatuk valészintleg
meglehetésen Allandénak mutatkozna, ha meg tudndnk mémi. A pénzigyek
terén foglalkoztatott téke nagysdga, a szitkséges pénz mennyisége e téren is

valdsdgos profitrdl van szd.

12{]n valamely kiilonis teriilet. monopdlinma révén az dtlagosndl nagyobb profitra tesz
szert, ez addig tarthaté fenn, amig tébbletjivedelme az egész pazdasig birtokosdva nem
teszi. Ezutdn profitja maga az dtlagprofit, Tehdt vagy a tobbi teriilet profitja volt mir ere-
detileg is dtlag alatti, vagy most az 6 profitja siillyed az dtlag szinvonalara. Elfogadva, hogy
az Atlagprofitrdta kialakuldsiva vezetd tendencia soha nem éri el végeéljat (hiszen éppen
ez a 200 éves ciklus kialakuldsinak lényegi mozgatérugdia), mégis helyes az "egyensily”
fogalman valéban a (gyakorlatilag nem 1étezd, de feltételezhets) egyensilyi helyzetet érteni.
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olyan szildrdsdgu technikai egyiitthatékhoz vezet, mint az egyéb termeld és
szolgaltatd dgakban. Mint ott, ugy itt is megvéltozhatnak az egytitthatdk, és
a technika fejlédésével meg is valtoznak. Mégis a gazdasdg ismerten "gyors”
véltozdival, az arakkal és volumenekkel szemben ezek "lassd” véltozok, mert
viszonylag lagsabban véltoznak.

Az egyensily létezésének eszméje tehdt csupén azt jelenti, sem tobbet,
sem kevesebbet, hogy a gyakorlatban jobban tudunk t4jékozddni, ha a gyors
valtozokat visszavezetjiik a jobban megismerhetS lassi vdltozdkra. Ehhez
csak két dolog kell. Az egyik, hogy ezt logikailag egyértelmil médon lehessen
megtenni és éppen erre a célra szolgalnak a modellek. A mdsik az, hogy ezek a
lasst valtozdk valdban létezzenek. Ez utébbi kérdést hosszabb ideje vizsgdlja
az Input-Output elmélet irodalma. Lényegében megnyugtats eredményekhez
jutott a termelés és a csere teriiletén. A pénziigyi véltozdk ilyen rdforditdsi
egylitthatdit azonban részletesebben még nem vizsgdlta, holott erre nagy
sziikség volna.

Milyen hosszt a hosszu ciklus

Az egyensilyl megoldast, még ha létezését el is fogadjuk, a fenti vizsgdlat
szerint egy igen hosszi, mintegy 200 éves ciklus tartja karban. Az ilyen hely-
zetet persze nem lehet igazdn rendnek tartani. Azt a nézetet viszont, hogy
a tdzsdei brékerek “azonnali” reakcidja allandé egyensulyt biztosit, alapve-
téen tévesnek tartom.'® Ez a nézet dsszecserdli a ciklus idejét megszabd
idStartamokat egyetlen szabdlyozdsi reakcié idejével. Ha egy késleltetett
A%z = —a (differencia)egyenletet helyett az azonnal reagilé i = —ax (dif-
ferencidl)egyenletet tekintjik, ennek mozgdsa hasonlit az el6bbihez.

Amig a pénz forgalomban 1évé mennyisége kisebb, mint az orszdg beruhd-
zott vagyona, a ciklus hossza (a fenti értékek alapjin) meglehet8sen stabilan
188 és 189 év kozt marad, és a pénzmennyiség noévekedtével csak igen las-
san kezd maga is novekedni.!? Ha viszont realitdsra térekszink, és a masodik
szektor adatait a valdsdgos bankokrdl rendelkezésre 4ll6 statisztikdbdl toltjuk
ki, akkor a helyzet médr alapvetéen megvaltozik. Ugyanis ekkor a folyé
réaforditdsok métrixdban is megjelennek adatok: a vallalatok altal a kolesénok
utan fizetett kamatok, a bankok uzemviteli és kamatkoltségei és {gy tovabb.

Azt tapasztaljuk, hogy a realisabban megalkotott és kitoltott kétszektoros

L3Tpen részletesen és nagy apparatussal fejti ki ezt példdul A. Burgsthaller: Property and
Prices cimii kitete (Cambridge, 1994, Cambridge University Press). Ez a monetarizinus
ar és értékelméletét a tulajdonbdl és a tulajdon tdzsdei értékelésébil vezeti le.

14 A 200 évet az adott szekuldris nivekedési rata esetén csak akkor éri el, amikor a gy
szorzat értéke meghaladja a G7-et (tehdt ha a bankszektorban lekstitt tOke meghaladja a
teljes termelés G7-szeresét).
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modell jéval rovidebb ciklusidokhoz vezet. Mint ahogy mar lattuk, az dssze-
fonddas novekedtével, a szorosabb szervezddéssel a ciklus hossza csokken. A
bankszektor tekintetében 10 év a ciklus gyakorlati alsé hatdra. Ettél per-
sze létezhetnek ennél rovidebb ciklusok, de még évi szezonalitasok is. Ezek
tlikrozédni fognak a bankok forgalmédban, a pénz értékének és a kamatok
nagysdginak mozgasdban. De ez a mozgds mashonnan ered. Maguk a pénz-
tigyl kapcsolatok aligha hozhatnak létre tiz évnél révidebb ciklusokat, s ha
mégis ilyeneket észleliink, akkor azok nem innen erednek.

Ez a megfontoldas azonban elhalvanyitja a kétszdz éves ciklus 1étezését
és még inkdbb fontossdgdt, hatdsdnak valdsziniiségét. Tovédbbra is hasznos
elméleti konstrukciénak bizonyulhat, de gyakorlati szdmitdsdra csak akkor
keriilhet sor, ha a modellben szigorian elvilasztjuk az ) pénz teremtését a
meglévd pénz forgalmazdsitol. Ekkor azonban a pénzigyi szektorok szdmaét
Jegalabb kettére kell novelni.'® Ez felel meg annak a kivetelménynek, hogy
a pénz tekintetében legaldbb két drat és két volument illene meghatdrozni.
Elészor is magdnak a pénznek van dra, azaz vasaridereje és van volumene,
azaz mennyisége. Mdsodszor, és ugyanakkor a hiteleknek is van druk, azaz
kamatuk és mennyiségiik is. Ezt a négy nagysdgot semmiképpen nem lehet
egyetlen szektorral megragadni.

A pénziigyek ilyen kettéhasitdsa nem az én igyekezetem terméke, annak
érdekében, hogy a hosszi ciklus gondolati modelljét megteremtsem. A javas-
lat maga sokkal régebbi és mér a hetvenes és nyolcvanas években felmeriilt
az "\j pénziigyi gazdasdgtan” irodalmédban:

“Altaldban (‘most generally’) az 1) pénziigygazdasigtan a pénziigyi szol-
ghltatdsok és a pénzzel valé elldtds kézti megkilonbdstetést hangsilyozza.
Kiilénésen (‘more specifically’) nem kell egyetlen, pénznek nevezett vagyon-
tdrgyban egyesiteni a pénznek azt a két funkciéjat, hogy az elszdmoldsok és
a csere kozege.” 16

A hosszu ciklus hossza igy (a gazdasagilag értelmes és értelmezhetd nagy-
sdgrendek mellett) tehdt kozel konstansnak és valamivel taldn 200 év alatti-
nak adédik. Maga a ciklus gondolata pedig még akkor is segit abban, hogy
a pénziigyeket, a pénz teremtését és forgalmazdsit helyesen, vagy legaldbbis
az eddiginél helyesebben szerepeltessiik az Input-Output tdbldzatokban, ha
egyébként a hosszu ciklus kozvetlen nyomait nehezen, vagy sehol sem fogjuk
megtaldlni a pénziigyi statisztikdban.

15 A munkamegosztds a termelésben és a pénziigyekben is a specializdlédés felé halad, Az
input-output elemzés hatékonysdgst noveli, ha nem von Gssze egyetlen szektorba minden
pénzzel kapcsolatos tevékenységet, a szerencsejatéktol az életbiztositdsig.

16T, Cowen - R. Kroszner: Empirical Predictions of the New Monetary Economics:
Perspectives on Velocity. Journal of Policy Modeling. Vol. 12. Number 3. Summer 1990.
North Holland. 265-280 o.
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CYCLES AND MONEY. THE STRUCTURE OF A SIMPLE WAVE-MATRIX

The trajectory of the logarithmic model of the long swing based on the theories
of Hawtrey, Keynes and Goodwin may be approximated by a linear system of
differential equations, The solution can be readily computed with the aid of the
matrix-model of Leontief, used habitually for analyzing and forecasting economic
growth in the short run. The matrix of the dynamic model, a ”wave-matrix”,
relying on data published already for almost every country, has interesting and
peculiar features. It may also include additional sectors for producing, distributing
and circulating money. It then offers a Detfer picture of money-flows within the
framework of Input-Output. Analysis,
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_ DINAMIKUS PANELMODELLEK BECSLO-
FUGGVENYEINEK OSSZEHASONLITO ELEMZESE!

MARK N. HARRIS - MATYAS LASZLO
Melbouwrne-i Eqyetem — BKE és Pdrizs X1I. Egyetem

Napjainkban egyre nyilvdnvalébbd véalik, amint ezt a témdban ifrott tanul-
ményok bdsége is mutatja, hogy a dinamikus panelmodellek becslése az dko-
nometriai kutatdsok egyik legfontosabb teriilete. Kozismert, hogy a panel-
modellek szokésos becslési eljardsai dinamikus esetben inkonzisztensek. Az
irodalom persze szdmos konzisztens becsléfiiggvényt javasol. Ebben a tanul-
manyban két ij becsléfiiggvényt ajanlunk (egyet a rogzitett-, egyet a véletlen
hatdsu specifikdciéra), és ezek kismintds tulajdonségait hasonlitjuk ossze az
dsszes mar 1étezd becsléfiiggvényével. Reméljilk, hogy e kisérletek eredményei
segitséget nyijtanak az alkalmazott kutaték szdmdra a legelénydsebb becsls-
figgvény(ek) kivalasztdsdban. Végiil, az ésszes becsléfliggvény pontbecslésel-
nek eltéréseit illusztralandé, bemutatunk egy alkalmazést, mely az ausztraliai
Melbourne vonzdskérzetének mosdszerre vonatkozd fogyasztdi keresletét vizs-
gélja.

1. Bevezetés

Az elmuilt években lényegesen béviilt az elérheté paneladatok kore, ugyan-
akkor nagy fejlédést tapasztalhattunk azokban az eszkézdkben is, melyek
az alkalmazott kutaték rendelkezésére dllnak. Mindezek kovetkeztében a
panclmodellek okonometridja az utébbi idében nagyon népszeruvé valt. Mi
tobb, a gazdasdgi valtozékat részleges egyenstlyi helyzetbe hozé eljdrdsok
egyes formdival foglalkozd gazdasdgi elméletek mérhetetleniil hosszi sordbdl
adddéan is egyre nyilvdnvalébbd valt, hogy nagy figyelmet kell szentelni a di-
namikus panelmodellek becslésének. Ezek olyan panelmodellek, melyek ma-
eyardzé valtozd(k)ként az endogén viltozd(k) késleltetett értékeét (értékeit)

LA becslSfiiggvény (estimator) az itt vizsgilt esetekben gyakran nem fejezhetd ki zart
alakban, 4m ez nem véltoztat lényegén, nevezetesen azon, hogy hozzirendelési szabélyt,
fiiggvényt jelent. Ezt a tovdbbiakban a becsléfiiggvény értelmenésénél célszerl mindig
szem eldtt tartani.

A szerzdk kiszémetet mondanak Ritchard Longmire-nak és Koénya Lészlonak a ku-
tatishoz nytdjtott segitségért. Az eredetileg angol nyelven irt: cikket Tordesik Timea, a
BKE IV. évf. hallgatéja forditotta magyarra,
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Is tartalmazzdk. Ez a téma sok tjkeletl elméleti és szimuldcids tanulmény
kézponti kérdésévé vélt (ldsd példdul Arellano és Bond [1991], Arellano és
Bover [1993], Kiviet [1994], Ahn és Schmidt [1993, 1995], és Crépon és mésok
[1996] munk4it).

A paneladatokat dltaldban meg nem figyelt egyedenkénti (és esetleg idé-
beli) heterogenitas jellemzi. Ezen heterogenitds formalizdldsdra a két leggyak-
rabban haszndlt modellspecifikdcid a rdgziteti- és a véletlen hatdsi modell,
Mig az utdbbi feltételezi, hogy az egyedhatdsok egy meghatédrozott eloszlds
realizdcidl, az el6bbi rogzitett paraméterként tekinti ezeket. Sok a vita az
irodalomban arrdl, hogy melyik az ,elényGsebb” specifikdcié (ldsd példaul
Mundlak [1978a, b] és Hsiao [1985, 1986]), mi azonban ebben a tanulmanyban
mindkét specifikdcid becslfiggvényeit vizsgdlni fogjuk.

A dinamikus panelmodellek becslése a heterogenités specifikdciéjatdl fiig-
getleniil sem kénnyti. A régzitett hatdsy specifikdciondl a probléma. abban
Jelentkezik, hogy a panel adatbdzisokat dltaldban viszonylag révid idésorok
alkotjdk. {gy a rogzitett hatdsti dinamikus modell legkisebb négyzetek mdd-
szerével (OLS) valé becslését a szokdsos Hurwitz tipusd torzitds jellemzi
(Nickell [1981]). A véletlen hatdsy specifikdciéndl a becsiilt kovariancia mat-
vixot felhaszndlé (megvaldsithatd) dltaldnositott legkisebb négyzetek médsze-
re —(F)GLS— az egyenlet reziduumai és a késleltetett fiiggd valtozd kdzotti
korreldcid kovetkeztében (Sevestre és Trognon [1985]) szintén torzitott.

Mindkét specifikdciéra taldlhaték azonban konzisztens becsléfiiggvények.
Ezek a becsléfliiggvények tobbnyire az instrumentélis véltozdk (V) alakjdt
oltik. Az I'V becslések tartalmaznak bizonyos ortogonalitési feltételeket, elsé-
sorban olyanokat, melyek kimondjék, hogy az ,,instrumentumok” az egyenlet
hibatagjaival aszimptotikusan korreldlatlanok. Az ilyen ortogonalitdsi felté-
telek szélesebb kérének alkalmazdsa a Momentumok Altaldnositott Médsze-
rével (GM M) készitett becslések teriiletére vezet. A GM M becslések esetén
az érdeklédés éppen az ilyen feltételek maximélis (és optimdlis) szdmdnak
meghatdrozdsa felé fordul (Ahn és Schmidt [1993, 1995] és Crépon és mésok
[1996)).

Ennek a cikknek az elsédleges célja a meglévd I'V /G M M becsléfiiggvényel
kismintds tulajdonsdgainak osszehasonlitdsa. Emellett két 4j becslofiggvényt
is ajanlunk, (egyet a r0gzitett-, egyet pedig a véletlen hatdsa specifikdcidra),
és Osszehasonlitjuk ezek kismintds tulajdonsdgait a méar meglévé becslofigg-
vényekével. Ezen eredmények ismeretében az alkalmazott kutaté joggal bizhat
abban, hogy a sajdt adatainak legjobban megfelel6 becslofiiggvényt hasznélja.

A tanulmény felépitése a kovetkezd: a 2. és 3. fejezet a modellspeci-
fikdcidval, a dinamikus régzitett- és véletlen hatdsi modellek ,,hagyomdnyos”
és (szemi-)konzisztens becsléfiggvényeivel foglalkozik. A 4. fejezet ismerteti a
szimuldcids kisérleteket, és elemzi a kapott eredményeket. A becslések kozotti
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kiilonhségeket egy példdn, a mosdszer- vasdrlasra készitett modell becslésein
keresztiil (a Roy Morgan Research Centre’s Consumer Panel of Australia
sltal a Melbourne vonzdskorzetében realizdlédott fogyasztéi vasarlasokat tar-
talinazé adatok felhaszndldsdval) az 5. fejezet illusztrdlja. Végil a 6. fejezet
néhany osszefoglald kévetkeztetést tartalmaz.

2. A rogzitett hatdst dinamikus panelmodell

2.1 A modell

Tételezziik fel, hogy az y,, eredményvéltozd linedris fliggvénye a valtozd sajat
el6z6 iddszaki realizdcidjanak, az egyidejil egyedi jellemzonek és x,-nek, is-
meretlen 6 és J paraméterekkel. lgy azt irhatjuk, hogy

Yoo = @, + 61/1./.71 + li/é + Uy, (1)

ahol az «,-k az egyedhatdsok (dllanddk minden i-re), és u,; a szokdsos fehér
za hibatagok. Vagy métrix alakban:

=Da+éby  +XB+u, (2)

S

ahol D = Iy ® tp és tp a T x 1-es egységvektor.

Az (1) és (2) egyenlet becslése szokdsosan (azaz amikor nines késleltetett
viltozd (LDV)), kozvetlentl OLS becsléssel torténik (Least Scuares Dummy
Variable Estimator — LSDV), ami a jél ismert Within becsléfiiggvényhez
vezet. Altaldban feltessziik (ldsd pl. Balestra [1992]), hogy

HF1: az x valtozdk nem sztochasztikusak és az u,, hibatagokkal korrelalat-
lanok;

HF2: a hibatagok vdrhaté értéke nulla;
HF3: a hibatagok autokorreldcié mentesek;
HF4: az egyedhatdsok idében dllanddk.

Mivel a paneladatokat jellemzé médon révid idésorok alkotjdk, ezért a gya-
korlati alkalmazdsok szempontjdbdl az N — oo és T véges, szemi-aszimp-
totikus eset vizsgalata a fontos. Az (1) — (2) dinamikus modellek esetén az
OLS és a Within becsléfiiggvények, sajnos, szemi-inkonzisztensek, igy olyan
médszereket kell keresni, amelyek véges 1" esetében is konzisztenciat biztosi-
tanak. (A probléma elméleti megkozelitésére lasd Nickell [1981] és Sevestre és
Trognon [1985], szimuldcién alapuld vizsgdlatdra pedig Nerlove [1967, 1971]
tanulmdnyait.)
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2.2 Az instrumentalis védltozék (V) médszere

A Balestra-Nerlove becsldfligguény (BN(l‘)). Balestra és Nerlove [1966] meg-
mutatta, hogy véletlen hatdsi autoregressziv modellben, ha instrumentumok
gyanant késleltetett exogén valtozdkat haszndlunk, a paraméterek konzisztens
becslofiiggvényéhez juthatunk. Ez a mdédszer rogzitett hatdsa specifikdcidkra
alkalmazhaté (ldsd pl. Sevestre és Trognon [1992]). A 6, a és G IV becsld-
fiiggvényei a (2) modell aldbbi transzforméciojdval kaphatdk:

Z/y = ZIX“ZL) -+ ZIQ R (3)

ahol X =(y_,iXiD), 7,,=(6i8a/) ¢ Z=(X_iXiD).

Amint ezek az Osszefiiggések megvannak, a BN becsléfiiggvény meg-
kaphatd, ha (3)-ra a GLS-t alkalmazzuk gy, hogy a transzformdlt modell
hibatagjdnak, Z'u-nak kovariancia métrixaként a ¢2Z(2'Z)~'Z' kifejezést
hasznéljuk.

Az dllandéd hatdst specifikdcié tovdabbi becsléfliggvényel az elsé differen-

cidk felhaszndldsdaval készilnek:
Ay = AXy+ Au, (4)

ahol Ay, = yu —yir—1 (és fgy tovabb), AX = (Ay | ‘AX) és y=(6:8)".
Ez az eljdrds kedvelt, mivel tobb ortogonalitési feltételt tartalmaz, azaz fel-
haszndlja HF1-HF4-t (ldsd kés6bb), és az eljards HF4 altal kikiiszoboli az
egyedhatdsokat. Mindamellett az els6 differencidk alkalmazdsa maga is okoz
problémékat. El6szor is a most transzformalt modell OLS becsléfiiggvénye
még mindig nem konzisztens, mert a Ay késleltetett endogén valtozd kor-
relalt a modell maradékvektordval, Au-val. Madsodszor, ha az eredeti u,
hibék ,,jél viselkednek” (azaz teljesitik HF2-t és HF3-t), akkor a transz-
formalt Aw,, elsé rendi mozgd atlagoldsu folyamatot (MA[1]) fog kévetni
(1dsd kés6bb).

Az Anderson-Hsiao (AH) és Arellano (AR) becsléfigguény. Anderson és
Hsiao [1982] a (4) IV becsléfiiggvényében mind y;,—y-t, mind Ay;,—u»-t ajdnlja
Ayii—1 megfeleld instrumentumaiként. NMindazonaltal néhdny esetben az
utébbi nem eredményez eléggé hatasos becsl6figgvényt, ezért ;o a meg-
felel8bb instrumentum (Arellano [1988]). Emellett Ay, = yi—o — yir—3 in-
strumentumként valé hasznalata a becslési célok érdekében sziikségessé teszi
a vizsgdlt idéperiddus réviditését (szemben y;,—» hasznélatdval). Ez pedig a
mar amuigy is ,,r6vid” id6sor tovdbbi megnyirbédldsat jelentheti. FEzek szerint
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az instrumentumokat a kévetkezOképp definidljuk:

AR [ 1
ZE = (yu—nizy — 2y ),

(5)

ZJ}H = (yur—2 — Yit—3 Ty — Ty 1)
Az egyszerii AH és AR mddszer a transzformalt
Z'=Ay=Z2'AXy+ 7' Au (6)

modell OLS-sel torténd becslésével kaphaté meg. Ha az instrumentdlis valto-
z6k szdma megegyezik a magyardzé véltozdk szdmadval, akkor az eredménytl
kapott becsléfiiggvénynek —dltaldban— nem lesznek véges momentumai (Ki-
nal [1980]). Ekkor az AH és AR becsléfiggvények kismintds tulajdonsdgai
kiegészitd instrumentdlis véltozdk, példdul AX_, bevezetésével javithatdk.
A kiterjesztett instrumentumhalmaz a kdvetkezo:

Altt _ ) o st ,

ZHY = W imy g — B By — E_1) 7)
AHY e WA /

Ziy = (Yit—2 — Yit—3  Typq — Tyop Ty — Tig—1) -

Mivel az instrumentumok széma meghaladja az exogén magyardzé valtozékét,
(6) GLS-sel becsiilhetd, ha a transzformdlt hibatagjainak kovariancia mat-
rixaként Z'Q1a Z-t haszndljuk. Jegyezzik meg, hogy az elsd differencia képzés
miatt Var(Aw) = 02Qa és

2 -1 0 - 0
-1 2 -1 :
Qr=In@Ya=In®| 0 -1 . . 0 |- (8)
Lo g
0 0 -1 2

A Sevestre-Trognon (ST®) és ST)) becsléfiigguények. Sevestre és Trognon
[1992] szintén (5) haszndlatit javasoltdk, de dgy, hogy az instrumentumok
alkalmazdsa el6tt a QlA/‘Z—del valé szorzdssal a modellt skaldr kovariancia
métrixt modellé alakitjdk. A transzformdcié utédn is fenndll azonban a kor-
reldcié a késleltetett endogén vdltozd és a transzformdélt hibatagok kozott.
Mi tébb, mivel (5) balrdl vald szorzédsa olyan maradékokhoz vezet, melyek az
-k linedris kombindacidi, QIA/ZAE_ n egyediili érvényes instrumentumai mind

QX2AX , mind AX folyé és késleltetett értékei lesznek.?

21.4sd a 10. oldalon taldlhaté b) és ¢) mddszereket
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Habér ezek a becsl6fliggvények hatdsosabbak lesznek azokndl, amelyek
ugyanezeket az instrumentumokat haszndljék a nem transzformélt modell-
ben (Sevestre és Trognon [1992] és White [1984]), példdul az Anderson-
Hsiao becsléfiiggvénnyel vald kézvetlen 0sszehasonlitdsuk nem célszeri, mivel
ktlénbo6z6 instrumentumokat alkalmaznak.

Az Arellano-Bond egylépéses I'V (AB) becslfiigguény. Ha az idésorrdl feltesz-
sziik, hogy t = 0-ndl kezd6dik, a Ay, valtozét csak £ > 2-re definidlhatjuk.
t = 2-re Ay,—; egyetlen érvényes instrumentélis véltozdja y,o (ne feledjiik,
hogy t = 2-nél Aw,, = wy — u,, ami ezért y;-tdl figgetlen). ¢ = 3-ra
azonban érvényes instrumentumainak kore kib6viil y, -gyel. Ez a trianguld-
ris kiterjesztés folytatédik az egymast kovetd periddusokban, meghatdrozva
ezaltal az instrumentdlis valtozdk egész korét, pl. ¢t = 4-re:

» Y40 0 zly -zl
ZiW = (ZFAXY) = Y YUl 0 zz—zn|. (9
0 Y Y Wi Loy — Thy

Tovébbmenve, ha feltessziik, hogy az z-ek szigorian exogének (HF1), akkor
ezek minden idGegyenletnek valddi instrumentdlis valtozdi lesznek, és az in-
strumentumok kore tovdbb bévil:

W )
Yy Loy -+ Ly 0
" !
Z, = Yl Yit Tig - - Ty y (10)
/ N
0 Yio Yil Y2 Ly - - - Ly

ZAT =z AKX .

Az instrumentumok mdtrixait minden egyedre Z = (Z!:...! Z};) -ben ssze-
gytijtve, az Arellano és Bond [1991] becsldfiiggvények a (6) transzformaélt
modellre alkalmazott GLS tipusi becsléfiiggvényként kaphatdk.

Az instrumentumként a fliggd vdltozd késleltetett értékeit haszndlé IV
becsléfiiggvények kozil az AB becsléfliggvény szemi-aszimptotikusan a leg-
hatdsosabb (Sevestre és Trognon [1992]), de a GM M becsléfliggvények koré-
ben ezeknél hatdsosabbak is levezethet6k (lasd késébb). Mindkét AB becslé-
fiiggvény szdmitdsdndl felmertilhetnek azonban problémdak, melyeknek okai:
az instrumentdlis mdtrix mérete (kiiléndsen T novekedésével), két idbszak-
nyi veszteség, valamint az, hogy a (9) és (10) tipust métrixokat a standard
okonometriai programcsomagokkal nehéz kezelni.

A Balestra-Nerlove féle elsd differencia becsldfiggvény (BN(D)). A Balestra-
Nerlove becsléfliggvény szintén alkalmazhaté az elsé differencidkra felirt mo-
dellben, ahol Ay | instrumentélis valtozdi egyszertien a AX_j-ek. A teljes
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instrumentumhalmaz a kovetkezd:
Z=(AX_|AX), (11)

ami abban kiilénbozik a kordbban mar ismertetett ST becsléfuggvényektol,
hogy (6)-ra kozvetlenil GLS becslést alkalmazunk.

Az elsé differencidkra felirt modell kétlépéses IV becsléfigguényei.  White
[1984] nyomdn a HF2 és HF3 feltételek enyhithetdk, és a Z'QaZ métrix,
mely t&bb fenti becsléfiiggvényhes szitkséges, konzisztens mdédon becsiilheto
a kovetkezd mddon:

N
P 1
Opy = — VAL AL Z;
A=y ;:1 Zi' A, AL, Z; (12)

mivel, fiiggetlen egyedeket feltételezve, az YA kovariancia matrix blokk-dia-
gondlis. Annak ellenére, hogy

N
E (Z Z,’A@A@ﬁZ,v) = E(Z'AuAu'Z) ,

=1

ez a két becsléfiiggvény Z'QaZ-re szdmszertien el fog térni egymastél.? A
becslSfiiggvények tobbségénél a paraméterbecslések végeredményei k8zotti
eltérés nagyon kicsiny volt (107 nagysdgrendii).

A Ad, reziduumvektor v egy konzisztens induld becslésébdl szarmazik,
ahol QA (5) szerint alakul. A kulénféle becsléfiiggvények egy- és kétlépéses
valtozatal aszimptotikusan ekvivalensek lesznek, ha az u,-k fliggetlenck és
homoszkedasztikusak (Arellano és Bond [1991]}). Megjegyezziik azt is, hogy
azoknél az eljardsokndl, amelyeknél erre szitkség volt, QA becslése kozvetleniil

i 1 &
A= > A A
=1
\

@

az

felhaszndldsdval tortént.

2.3 A Momentumok Altaldnositott Médszere (GMM)

Hansen nagy hatédsi irdsa [1982] 6éta az alkalmazott Gkonometrikusok eld-
szeretettel haszndljdk a GM M becsléfiiggvényt (hasznos Osszefoglaldsként

3Tekintsiink egy egyszerli, exogén véltozékat nem tartalmazé AR(1) modell AB
becslofiiggvényét két egyedre és a t = 0,1,2 esetre: Z'AuAv'Z = (z10Du12)? +
(yzoAugz)? + 2y1008uiay20iune # Yy, Zidw,AujZ; = (v10Au12)? + (y20Auz2)2.
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ldsd Pagan és Vella [1989] frdsdt). A becslés technikdja nagyon széles kor,
magaban foglal sok més jél ismert médszert (példéul az I'V becsléfliggvényt)
is. A GAMM lényege az, hogy felhaszndlja az elméleti momentumok tulaj-
donsdgait, melyeket a becslés céljabdl a mintabeli megfeleldikkel helyettesit.
Egyebek kozott Ahn és Schmidt (1995) ill. Crépon és mésok [1996] legijabb
munkainak készénhetéen megkiilénboztetett figyelem fordul a dinamikus hi-
bakomponenst panelmodellek G M M becsléfiiggvényei felé, habar ez a mdd-
szer rogzitett hatdst dinamikus modellekre szintén alkalmazhatd.
Elészor is, hatdrozzuk meg a kezdeti értékeket a kovetkezéképpen:

Yin = @, + Qf()ﬁ + i (13)

Megjegyezzik, hogy az exogén valtozdkhoz tartozé § paramétervektort az

(1)-t81 (13) egyenletig azonosnak feltételeztitk. Az (1) és (13) egyenletekben
a HF1-HF4 kikotéseken til egy sor implicit ortogonalitdsi feltétel fejezbdik
ki, gy mint:

(2a) E(y — o —2jyB) =0

(20) E((yio — ai — zjyB)*) =

(2¢)  E((yio — . — 2B (yi — @i — 6ya—1 — 2, f)) =0, (t=1,...,T)

(2d) E(yi —ci —byu—1 —z,f) =0, (t=1,...,T)

E((yir — i — 6yir—1 — 2, 8) (Wis — ot — Syus—1 — m;,0)) =0

20 he=1,.. T, £0)
(21) E((yu, — o — 8Yi—1 — E:lﬁ)z) =iy [Ca=ioraniE)
(29) E((yio — ai — goB)li) =0 (kt=1,....T)

(2h) E((yu — i — Syu—1 — 24, B)2h) =0, (Vk, t=1,...,T)

(2L) E((th — Q& — 5yvit.~l - .@ilé)mfl,) = 01 (Vkv t=1,... )T)



Dinamikus panelmodellek becsléfiiggvényeinek elemzése 89

E((yvt, — Gy — 6:’!11.—1 i B E:lﬁ)xﬁ) - 07

(27)
(Vk, t#s, t=1,...,T, s=1,...,T)

Ezt a tiz ortogonalitdsi feltételt becslési (GM M) célokbdl a megfigyelt vélto-
zokkal és a paraméterekkel kifejezett identifikdcids Osszefliggésekké alakitjuk.
Lathatd, hogy a fentebb ismertetett IV becsl6fiiggvények is eme identifikdld
egyenletek egy részén alapulnak. A rogzitett hatdsi specifikdciéra vonatkozd
becsléfiiggvények tobbsége haszndlhatd a véletlen hatdsi modell esetére is
(mivel az egyedhatdsokat —alkdr rogzitett, akir véletlen a specifikicié—, az
elsé differencidk képzése kikuiszoboll). Ezért az ortogonalitédsi feltételek és az
1V becsléfiiggvények kozotti Osszefliggéseket a késObbiekben részletezztik.

Ha az azonossdgok mindegyikét felirtuk, az a kérdés mertl fel, hogy ezek
kozil hanyat érdemes hasznédlni. Aszimptotikus hatdsossdgi meggondoldsok
azt javasoljak, hogy mindet. Mindazonéltal Crépon és mdsok [1996] meg-
mutattak, hogy nem jelent hatdsossdgvesztést, ha azokat az egyenleteket
figyelmen kiviill hagyjuk, melyekben a lényeges paraméterek (a,. 3, és 6)
valamelyike nem szerepel. S8t, gy is &t lehet rendezni az egyenlguek egy
részét, hogy ne kelljen miden zavaré (a vizsgdlat szempontjébdl érdektelen)
paramétert becsulni. A teljes paramétervektort zﬁ—ként definidlva, mely
v = (o1 8'16)-t, a lényeges paramétereket éppigy tartalmazza, mint a
zavardkat, a GMM becsléfiiggvény az alabbi célfiggvény minimalizdldsdval
kaphatd meg:

jf) - mJirn mN(ljS)’ﬁ-’“lmN(lf—)) , (14)
In

ahol my = N713°, 'm,,(l}")) , W = limpy—eo cov(N % > my) = cov(mpy),

és
i -1 :
W =N E ! 771,_(1',‘))771,_(173)’,

melyet 173 egy kezdeti konzisztens paraméterbecslése helyén értékeltink.

Nehézséget jelent az, hogy ha az ortogonalitdsi feltételek szdma né (kii-
lénésen T novekedésével), a W matrix oszlopai kbzott novekvé kollinearitds
érvényesiil, ami oda vezet, hogy a W métrix nem lesz invertdlhats, Ebben
az esetben néhany feltételt el kell hagyni, ami nem okoz gondot, mivel a
kikotések kozotti erds korreldcios kapesolat miatt ennek hatdsa a hatdsossagra
valészintileg kicsiny lesz. A GM M becsléfiiggvény 4ltal hasznalhaté ortogo-
nalitdsi kritériumok maximadlis szdma a mintanagysdgtél, mind N-t6l, mind
T-t6] fligg. Az 1a. tdbldzat azokat a feltételeket mutatja, amelyeket az ebben
a tanulminyban vizsgdlt mintdkndl felhaszndltunk, mig az 1b. tdbldzat az
1V tipusu becsléfliggvényeket Osszegzi.
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la tabldzat: GMM tipusi becsléfiiggvények dinamikus dllandd hatdsi

modellekre

Mintanagysag Hasznalt feltételek Saly- Becslofv,

T N métrix | roviditése
1 75 7a) - 2j) T GMM-F1
4 50 2a) - 2j) 1 GMM-F1
10 25 2a) - %) T GMM-F1
10 50 2a) - 2)) T GMM-F1L
4 25 2a) - 2g) és 21)} W GMM-F2
4 50 2a) - 2j) W | GMM-F3
10 25 2a), 2b), 2d) és 2f) W | GMM-F4
10 50 2a), 2b), 2d), 20), 2% és 2g) | W | GMM-F5

Megjeqyzések: YW az empirikus momentumok becsiilt kovariancia matrixa,

22i) csak k = 1-re.

1b tabldzat: IV tipusi becslofiggvények dinamikus dllandd hatdsi
modellekre, N — oo, véges T

Kon- A modell becslése Tnstrumentum(ok)
Mddszer zisz- szintek | elsO diflerencidk | it—1-re vagy Ayii_1-re
tencia | alapjan alapjan
OLS - + + yit—1 vagy Aipie 1
Wuthin — + = Yit—1
BN + + - X 1
AH + = + Yit—2
AR + = + Ayit 2
AHT + - + yit—2, AX_1
ART + — + Atir o, AX_ 1
ST™ + = + Q. Pax
ST + - + AX
AB + == + Yio; Yi0, Yil; - -
ABT + = EE Yi, Tyg + -+ Ty PO UL B « o o Zyp
BN(D) + = + AX

3. A véletlen hatdsi dinamikus panelmodell

3.1 A modell

A véletlen hatési specifikdciéban az (1)-ben taldlhaté «;-ket Ugy kezeljik,
mint amelyek egy meghatérozott eloszlas fiiggetlen, véletlen realizécidl, igy a
hibatag ,,0sszetetté” valik, hiszen v, = a, 4+ u,,. Ugyantigy, mint a rogzitett
hatdsu specifikdciondl, a statikus véletlen hatasi panelmodell hagyomdnyos
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becsléfiiggvényei (Within és OLS) dinamikus esetben szemi-konzisztensek
(Sevestre és Trognon [1985]).

A dinamikus véletlen hatdsi modell szemi-konzisztens becsléfuggvényei
hasonléképpen bizonyos hipotézisekre épiilnek, melyek nem feltétlentl azo-
nosak minden becsléfiiggvényre.

HR1: Az u, -k és az y,n korreldlatlanok Vt,i-re.
HR2: Az u;-k és az «, korreldlatlanok Vi,i-re.
HR3: Az u,-k korreldlatlanok Vi,i-re,

HR4: Az u;; hibatagok vérhatd értéke nulla, és o2 a variancidja.

HR5: Az a, egyedhatdsok varhaté értéke nulla és variancidja rr;f.

HR6: Az x valtozdk nem sztochasztikusak, és az egyedenkénti varhaté érté-
keik korreldlatanok mind az w;-kel, mind az «;-kel, Vt,i-re,

HR7: Az z valtozdk nem sztochasztikusak, és korreldlatlanok mind az u,;-kel,
mind az a;-kel, Vi,i-re.

A késleltetett valtozok szerepeltetése kovetkeztében HR6 és HR7 ismét
csak nem teljestil. Hausman és Taylor (1981) nyomén —ldsd kés6bb— az
utébbi kénnyen médosithatd, ha megengedjik, hogy az = véaltozdk egy 1észe
a,-vel korreldljon. Ez ugyanakkor kézvetlentl hat az érvényes instrumen-
tumok kivalasztdsdra, és foloslegesen bonyolitja a késébbi tdrgyaldst. Az
egyenletek hibatagjaira vonatkozd feltételekbdl addddan az Osszetett hibatag
variancia-kovariancia mértixa a kovetkezd lesz:

Q,=V(@)=Iy®E(,)=INn®%,, (15)
1 p o p
S,=allptotlp=az| P 1L
T e p
P |

ahol p = a2 /(02 ++ 02) a csoporton beliili korrelaciés egyiitthato.

3.2 IV becsléfiggvények

Ahogy kordbban mér emlitettiik, az elsé differencidkra épitett modell Osszes
IV becsléfiiggvénye hasonléan alkalmazhaté mind véletlen, mind régzitett
hatdst specifikdcidkndl. Ezért mdr csak a szintekre épitett véletlen hatdsu
modell becslésének dttekintése maradt hatra.
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A Balestra-Nerlove (BN), Housman-Taylor (HT), Amemiya-MaCurdy (AM)
és Breusch-Mizon-Schmidt (BMS) kétlépéses IV becsléfigguények. A statikus
véletlen hatdst panelmodellnél jénéhiny becsléfiggvény javasolta a modell
szférikussd alakitdsat, a GLS-nél szokdsos, az 0, WatEl vald, balrdl torténd
szorzds segitségével. Ez a transzformacid éltaléban megfeleléen alkalmazhaté
dinamikus modellekre is.%

Bdrmilyen is a becsl6fuggvény, ha €, ismeretlen, a szokdsos Meguald-
sithaté Altaldnositott Legkisebb Négyzetek (FGLS) problémdja jelentkezik.
Csakugyan, (1) OLS regresszidjanak reziduumaibdl 2, nem becsiithetd, mert
a paraméterbecslések szemi-inkonzisztensek lesznek, hiszen 2, barmely becs-
l6ftiggvénye a b reziduumokon alapulna. Aszimptotikusan © bdrmely szemi-
konzisztens becsléfiiggvénye (és igy Q,-¢ is) alkalmazhatd, habdr a killonboézé
moédszerek kismintds eltéréseket okozhatnak. Ha 1,-re konzisztens becslo-
fiiggvényt taldltunk és meghatdroztunk egy megfeleld instrumentumhalmazt
(Z), hdrom becsléfiiggvény kozil vélaszthatunk.

a) (1) szorzdsa balrél Z'-vel, majd becslés GLS-sel, Var(Z'v) = Z2'Q,Z
haszndlataval.

1/2

transzformdacié a (transzformdlt) modellnek Z’§Y, 172 del valé balisli

szorzésaval., Végil Var(Z'Q,'v) = Z/Q,1Z haszndlatéval a kétszer
transzformalt modell GLS becslése.

b) (1) skaldr-modellé transzformdldsa Q. /“-del valé szorzdssal. Ujabb

c) Ugyanaz mint b), kivéve, hogy a mdsodik fokozatban a nem trasz-
formalt Z instrumentumhalmaz kerul alkalmazdsra (Q,-,l/ zZ helyett),
és Var(2'Qn %) = 2/ 7.

Az Altaldnositott Balestra-Nerlove (G-BNran) kétlépéses IV becsléfiigguény.
A Balestra és Nerlove [1966] becslSfiiggvény instrumentumhalmazként szintén
folydiddszaki és (egy id8szaki) késleltetett exogén valtozékat haszndl.

A Hausman-Taylor (HT) IV becsldfiigguvény. Hausman és Taylor [1981] az
X métrixot X = (X|!X2) mddon particiondlja, ahol X korreldlatlan az
egyedhatdsokkal, 4m Xy az. Dinamikus panelmodelleknél a késleltetett fiiggd
valtozé Xy-nek felel meg, és HR7-t feltételezve a mepmaraddé magyardzoé
valtozdk (e tanulmédny jelolésel szerint X) a Hausman-Taylor-féle X)-nek
felelnek meg.

A G-BNran becslofiiggvényhez hasonlé logikat kovetve X késleltetett
értékei mellett a HT becsléfiiggvény is figyelembe veszi az eredeti exogén
valtozdk mint érvényes instrumentumok varhaté értékeit és az azoktdl vald

1A Breusch-Mizon-Schmidt becslSfiiggvény kivétel (1dsd késébb).,
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eltéréseket. Amint Breusch, Mizon és Schmidt ([1989], 696. old.) megmutat-
ja, ez a kovetkezd instrumentumok alkalmazdsat jelenti:

Z=(W,X_1:B,X |:X). (17)

Az Amemiye-MaCurdy (AM) IV becsléfigguény. Ha az x-ek szigomian exogén
valtozék, mind mult-, mind folyé- és jovSbeni értékeik érvényes instrumen-
tumokka vélnak. Igy az Amemiya és MaCurdy [19806] becsléfuggvény tovabb
b8viti az instrumentumhalmazt X™* beiktatdsdval, melyet az aldbbiak szerint
definidlunk:

p ke ke
Z[‘Eﬁ) :C:(li) v fﬂﬁl) daw .'Eg}l)- A x&lll).
[EO )] (k) (1) (k)
X Ty aa T PR Loyrpr Fiats Tyt
e A e L™
1 2 A 1 k
i ol ol el o s

Jegyezziik meg, hogy X ™ minden oszlopa csak egy t-re vonatkozo x;, értékeket
tartalmaz, szemben X-szel, mely x;, értékeit ¢ = 1,... T-re tartalmazza.
Valéjdban X (T + 1)-szer kerill alkalmazdsra, T-szer, mint X*, és egyszer,
mint W, X. A dinamikus modellnél mindemellett sziikség van X* -re is, ami
az alabbi lesz:

2 ki 1 K
mﬁl) mg()) . l‘gu) e “35'1)‘ e 1&1)
() (k) (1) (k)
jon T T Ty Ty
X*, = %o z.n z.n %/ z.l B B (19)
1 2 k) 1 k
S R R R 1

A dinamikus modellre ezért a teljes AM instrumentumhalmaz:
Z=(W, X1 X% iX). (20)

Az AM becslbfiiggvény, ha konzisztens, legaldbb olyan hatdsos, mint a HT
becsléfiiggvény (Amemiya és MaCurdy {1986], 871-872. old.).

A Breusch-Mizon-Schmidt (BMS) IV becsléfigguény. A BM S becsléfiggvény
(Breusch, Mizon és Schmidt [1989]) szintén kiterjeszti az instrumentumok
korét. A dinamikus modellben ez (W,y—,)* beiktatdsdt jelenti, melynek
definiciéja hasonld a (19)-ben szerepld X *-hoz. Dinamikus modellben ezek a
kiegészitd instrumentumok nem érvényesek, minthogy ez a forrdsa a Within
becsléfiiggvény inkonzisztencidjanak is. Ezért ebben az esetben a BAMS és
AM becsl8ftiggvények azonosak.
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A Wansbeek-Bekker (WB) IV becsldfiigguény. Bér a javasolt IV becsléfiigg-
vények véges T-re és N — oo-re konzisztensek, véges N-re még mindig torzi-
tottak., A kismintds torzitdson kivil a becsléfiiggvények a szemi-aszimptoti-
kus hatdsossag szempontjabdl rendelkezhetnek kedvezd tulajdonsdgokkal; ezt
akndzza ki Wansbeek és Bekker [1993].

A WB Anderson és Hsiao (1982) megkozelitését terjeszti ki olymédon,
hogy az instrumentumok kozott a fiiggetlen valtozé késleltetett és jovdbeli
értékel (valamint ezek linedris kombindcidi) is szerepelnek. Az y véltozét
t = 1-t6l t = T idbszakig értelmezve a W B becsléfiiggvény instrumentumként
figyelembe veszi y4 linedris fiiggvényeit, ahol y a t = 1-t6l t = T-ig az
egyes egyedekre vonatkozd megfigyelésekbdl maglydzott vektor. A linedris
figgvényeket az A, (' + 1) x T méretd métrix hatdrozza meg, melyb6l
megkapjuk a teljes instrumentumhalmazt, A'y4-t (ahol A = Iy ® 4,). Az
A-ra eldirt korlatozdsok a kovetkezdk: B

Avp=0 és By Au)=trAE(uy,,)=0. (22)

Ezek biztositjak az egyedhatdsok kikiiszobolését valamint a becsléfiiggvény
konzisztencijat.

Wansbeek és Bekker [1993] megmutattdk, hogy ezek a feltételek egy-
ben meghatdrozziak A szerkezetét is, mégpedig ugy, hogy sorait Osszegezve
éppiigy nullat kapunk, mint a legalacsonyabb 7' kvézi-diagondlis elemeinek
bsszegzéseként (nevezetesen a bal alsé elem nulla). Egy véltozd A métrix
segitségével vald transzformdldsanak néhany esetben ,,szokdsos” értelmezése
lesz, mig més esetekben nem (példaként lisd Wansbeek és Bekker [1993]
tanulmdnydt). A teljes W B-féle instrumentumhalmaz ezért a kdvetkezé:

7= (Alyy i X), (23)

és (Z'u) kovariancia matrixaként o2(Z’ Z)-t haszndlva a W B becsléfiiggvény
a GLS-nek a transzformalt modellre térténd alkalmazassval kaphaté meg:”

Z’g:Z’f(l—f— Z'u . (24)
A becsldfiggvény szemi-aszimptotikus kovariancia métrixa a kdvetkezd:
A7 o e s
a? <phm —(X'PzX) l> , (25)
N—oo N

ahol Py = Z(Z'Z) 17, ami (23) alapjin A fiiggvénye. A optimélis értéke
az, amelyik minimalizdlja (25)-t, ugyanakkor kielégiti a red vonatkozd kor-
ldtozdsokat. Valdjdban ezektdl a feltételektdl eltekintve A nincs kozelebbrél

5Megjegyezzilk, hogy ez a kifejezés a (4'Z) variancidnak csak egy kozelitése, amelyik
az igazi varianciatél E(Q;u) # 0 mértékben tér el, dm ezt a keresztkorreldciét nem vettiik

figyelembe.
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meghatdrozva. Az egyszerit AR(1) modell W B becsl6fiiggvénye a megfeleld A
korldtozott optimalizdldsa révén kaphaté meg (Wansbeek és Bekker [1993]).
Ha azonban a modell exogén valtozdkat is tartalmaz, numerikus mddszereket
kell alkalmazni, hiszen a becsléfliiggvény variancidja méatrix, nem pedig skaldr.

Ha csak a paramétervektor kovariancia métrixdval foglalkozunk (és nem
egyes elemeinek kovariancidgjdval), az optimdlis W B becsléfuggvény korlato-
zott optimalizdlds révén kaphaté meg, ahol o2-t konstansnak tekintve azt az
A-t keressiik, amelyik minimalizélja (25) nyomadt, és eleget tesz a (22) korld-
tozdsoknak. Megjegyezziik, hogy az érvényes instrumentumok kore nemesak
A'yy-nal terjeszthet6 I, hanem példdul A’X -szel is (WB illetve WB™),
azaz:

Zt=(Ay AXL X)) (26)

Ezek a becsldflggvények olyan modellekre is alkalmazhatdk, ahol az hibatagok
kovariancia mdatrixdra vonatkozé skaldr kovariancia matrix feltételt feloldot-
tuk. A GLS alkalmazdsdval (24)-re a megfelelé becsléfiggvények most is
megkaphatdk, de (Z'u) kovariancidja most (Z'Q2,Z), ahol O, nem adott. A
korldtozatlan W B becsléfiiggvény kovariancia matrixa:

1 -~ .
plim N(X’PZQX)*. (27)

N—oo

ahol Py = Z(2'Q,Z)717', és a Pyyy inverzének becslése a (12) egyen-
let alapjdn u, el6zetesen becsiilt értékeibdl torténik. A korldtozatlan W B
becslétliggvény (27) nyomdnak minimalizdldsdval Gjra megkaphaté, feltéve,
logy A eleget tesz a sziikséges korldtozdsoknak. A korldtozatlan W B ugyan-
az, mint fent, kivéve hogy Py helyett P}rﬂ—t haszndl, melynek definicidja
nyilvanvald.

Az Avellano és Bover (ABov) IV becsléfiggvény. A W B becsléfiiggvényhez
hasonléan az Arellano és Bover [1993] becsléfliggvény is a T' egvenletek rend-
szerét transzformdlja. A nemszinguldris transzformécié a kovetkez&képpen

adott:
K
Hy= <£’II‘/T> . (28)

ahol [{ a Wansbeek és Bekker féle A-hoz hasonlit abban, hogy /(¢ = 0, ahol
I valamilyen (T — 1) rangt (7' — 1) x T-s matrix. K lehet példdul a Within
csoport operdtor elsé (T' — 1) sora, vagy az elsé differencia operdtor. Mivel
az elsé (T — 1) transzformadlt hiba,

vl = Hu, = (1@,) (29)
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nem tartalmaz c,-t, erre az elsd (T' — 1) egyenletre az Gsszes exogén véltozd
érvényes instrumentum. Mi tobb, a v; maradékok autokorreldlatlansigit
feltételezve az Arellano-Bond becsléfiiggvény nyomén az (i, yi1, - - ., Yir-1)
szintén érvényes instrumentum. Ambétor ez a feltevés K-ra tobb strukturdlis
megkotést igényel, melynek most még fels6 trianguldrisnak is kell lennie (Arel-
lano és Bover [1993] 16. old). Ez definidlja az érvényes instrumentumok
matrixat:

(Efa y‘l.“) :
(&, yio, yi1)
Z.l. _ . ) 3 (30)

(&h, 90, -+ YiT—2)
0 z

ahol z) = (zfyi.. . ialy). Legyen Z = (Z)i...}Z)) és H = Iy ® H;.
Ekkor az A-Bov becsléfuggvény megkaphatdé a transzformalt modell GLS
becsléseibol:

Z’Hy=Z'HXvy+ Z'Hu, (31)
ahol V(Z'Hv) = Z'HQ,H'Z. Arellano és Bover a milkédést tekintve azt
llitja, hogy feltéve, hogy a kapott K kielégiti a fenti feltételeket, az Abov
becsléfiiggvény K vélasztisira nézve invaridns.®

Az el6z6 becslbfiiggvényekhez hasonléan a transzformalt rendszer QF =
HQ.H' kovariancidjat el6zetes szemi-konzisztens becsl6fiiggvények rezidu-
umaibdl kell becsiilni. White [1984] nyomén Arellano és Bover (uo. 6. old.)

a kovetkez6t javasolja:
1 N
At _ oot
Qi =~ 0.0

- N R S
=1

(32)

ahol o7~k a H,u;-k elzetes szemi-konzisztens becslései, és QT,U az Q1 korldto-
zatlan becsléfiiggvénye. A hibatagokra vonatkozé szokdsos feltevések mellett
a korldtozott becsléfliggvény:

OFf = HQLH' (33)
aliol 0, = IN® (82 Jp+621p), és 62, &2 konzisztens becslfiiggvényei o2-nak
illetve o%-nak.

GMM becsléfigguények. A dinamikus panelmodellek GM M becsléfiggvényé-
nek terén az utébbi idében fontos elérelépés tortént. Ezek kozil a legjelen-
tésebbek Ahn és Schmidt [1995] és Crépon és mésok [1996] munkai. A HRI-
HR7 feltételezések a kezdeti értékek specifikdcidjival egyttt (a (20) egyenlet

Szt az eredményt hasznélva az els6 differencia operitort az egymést kisvetd szimulacids
kisérletekben alkalmaztuk (lasd a 4. fejezetet).
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szerint) lehet6vé teszik a paraméterek és az adatok segitségével kifejezett
ortogonalitdsi feltételek feldllitdsat:

(3a) E(yin — ziyB) =0

(3b) E((yio — zi8)?) = 7

Be)  E((yio — 2D (ie — Syi—1 —zufB)) =on, (t=1,....T)
(3d) E(yi, — by —z,8) =0, (t=1,...,T)

Be)  E((wi — 6yir—1 — ) (is — 8yis—1 — z,B)) = 02, (Yt # )
(3f) E((yi — Syu—1 —zif)*) = ol + ol (t=1,...,T)

(39) E(y.,-_()(y,,;‘ — 8Yi—1 —gi,g)) =¢, (t=1,...,T, ckonstans.)

(3h) E((yio — 2ipB)a) =0, (¥k, t=0,...,T)
(34) E((yir — byi—1 — z,, ) ,0) =0, (Vk,t=0,...,7)
(37) E((yir — 6yir—1 —xiyB)xf) =0, (Vk, t=1,...,T)
(3k) E((yir — Syir—1 — 2, B)xly) =0, (Vk, t #5)

Az IV becslbfiiggvények csak azokon a feltételeken alapulnak, amelyek
a vizsgdlt paraméterekben linedrisak (v6. AB becsléfiiggvény és g) feltétel
fent), mig Ahn és Schmidt [1995] a nem-linedris feltételekre forditja a figyel-
met (mint 3f)). Bér, ahogyan Crépon és mésok [1996] rdmutatnak, ezek a
becsléfiiggvények mellzik az elsérendil momentumokat (3a) és 3d)) a csok-
kené hatdsossdg aran is.

A fenti 3a) - 3k) feltételek killonboz6 részhalmazaira szdmos G M M becs-
16fiiggvény épitheté (Ahn és Schmidt [1993]). Mindazonéltal a numerikus
megfontoldsok nagymértékben befolydsolhatjak a haszndlhatd feltételek szd-
mat. (2b tdbldzat).

A szintekre épitett véletlen hatdsi specifikdciora vonatkozd IV tipusi
becsléfiggvényeket a 2a tdbldzat foglalja Ossze. (E1 demes utalni az elsé dif-
ferencidkat haszndlé becsléfiiggvényekre, melyek az 1b tdblazatban lathatdk).
A GMM tipusi becslétiiggvényeknél haszndlhaté ortogonalitdsi feltételek
szdméat itt is N és T hatdrozza meg. Ezen GM M tipusi becsléfiggvények
bsszefoglaldsdt a 2b tdblazat tartalmazza.
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2a tablazat: IV tipusid becsléfigguények dinamikus, véletlen hatdsi
modellekre, N — oo, T véges

Kon- Szférikus

Mdédszer Zi82Z- modellé | y;—1 instrumentumal(i)
tencia alakitds

OLS = e Yit—1

Within —_ Whn Yit—1

FGLS = 77 |y

G — BNranle) + - X1

G — BNran(® + 9,7 | a;x_,

G — BNran(®) + Q0,7 | x4
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2b tabldzat: GMM tipusi becsléfiggvények dinamikus, véletlen hatdsi

modellekre
Mintanagysag Hasznalt feltételek Suly- BecslGfuggvény
T N matrix roviditése
4 25 3a) - 3j) 7 GMM-R1
4 50 3a) - 3j) 1 GMM-RI
10 25 3a) - 3j) I GMM-R1
10 50 3a) - 3j) 1 GMM-RI1
4 25 3a) - 3g) és 3j) W GMM-R2
4 50 3a) - 3k)L 1% GMM-R3
10 25 3a), 3b), 3d) és 3e)? W GMM-R4

Megjegyzések: 'W az empirikus momentumok becsiilt kovariancia matrixa.
2 csak k = l-re.

4. Szimulicids kisérletek

A szimuldciés kisérletekhez az adatokat a kovetkezé médszer szerint generdl-

tuk:
Y = o + Syi—) + & B+ »"C ﬂz +uir
(34)

/
Y = i + 2B + w
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ahol u,; ~ N(0,1), acf:') = :C_EﬁlJregyenletes(fO.S, 0.5), k=1,2,és6 =0, =
By = 0.5. 2

A 10gzitett- és véletlen hatdsa specifikdcidhoz az egyedhatdsokat o, =
1,...,N, illetve a; ~ N(0,1)-ként generdltuk. A kisérletek sordn T =
4,10 és N = 25,50 mintanagysagokat valasztottunk. Végil a szamitédsi id6
korldtai miatt nagy mintdk esetén a Monte Carlo ismétlések szdma 100-ra
korlatozddott. A vizsgilat tdrgya minden esetben § becsléfiiggvénye volt. A
szdmitést a Constrained Optimisor hasznalatdval GAUSS-ban végeztiik el.”
A rogzitett- és véletlen hatdsi specifikdcidra vonatkozd vizsgdlatok eredmé-
nyei a fuggelékben az 1-4. és 5-7. dbrakon l4thatsk.®

4.1 Az régzitett hatdsii modell eredményei

A legkisebb mintanagysdgnal (N = 25, T = 4) az egyszerll OLS becsléfiigg-
vény azonnal melldzhet§ a tiil nagy torzitds miatt (1. dbra). Az AB becs-
18fiigpvény, amely a kib&vitett instrumentumhalmazt haszndlja, lathatélag
nagyon megszenvedi a kismintds torzitdst, féleg a torzitds terjedelme miatt.
A megmaradd szemi-konzisztens becsléfiggvények szempontjabdl gy tiinik,
nagyon kevés kilonbség van az AR és az egyszerl AB becsléfiiggvények
valtozatai kozott. A viszonylag kis torzitds és a stabilitds miatt azonban
az elsé differencidkat hasznalé modell Within becsléfliggvénye vagy egyszer
OLS becsléfiggvénye egyarant alkalmazhaté. Végiil azoknak a GM M tipusi
becsléfiiggvényeknek, melyek az Osszes feltételt felhasznaljdk és salymatrixuk-
ként az egységmdtrix szolgdl (GMM-F1), nagyon hasonlé az eredinényik
azokéhoz, melyeknél a feltételeknek csak egy része szerepel és sulymatrixuk
ezek empirikus kovariancia métrixa (GMM-F2). Valamivel kisebb torzitds
és a torzitds kisebb terjedelme miatt az utébbi el6nyosebb lehet, dmbétor
mindkett8t feliillmaljak az AR és AB becslofiiggvények.

Ha T-t rogzitjiik és N-et otvenig noveljik, hasonld eredményeket kapunk,
nevezetesen azt, hogy az AR és az egyszeri AB becsléfiiggvények a legjob-
bak, és rogton utdnuk kovetkeznek a GMM tipusi becsléfiiggvények. Bdr,
ugyanazon okokbdl, mint elébb, az (inkonzisztens) Within vagy OLS (A)
becsléfiiggvények valamelyikének alkalmazdsa, is lehetséges. Fontos megélla-
pitds még az, hogy a tilzott instabilitds miatt az ABY becsléfuggvények

TA programot a szerz8k kérésre rendelkezésre bocsitjdk. T = 4 az a legkisebb min-
tanagysdg, amely minden becslifiiggvénynek megfelel. A Bi-re és B2-re vonatkozo ered-
ményeket kérésre a szerzék rendelkezésre bocsitjdk. IdGkorlatok miatt a véletlen hatdsi
szimuldcickat a legnagyobb mintanagysig esetén (N = 50 és T = 10) nem futtattuk le.
Becslések szerint egy ilyen kisérlet lefuttatdsa Pentium 120-as személyi szdmitégépen t6bb
mint két hénapot venne igénybe.

8 A szamszerii eredmények megtalilhatdk Harris és Matyds [1996] munkéjiban, az A2 -
AR, tablakban.
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mell6zhetSk. Tovabbd, bir az egyedek szamdnak novekedése lehetdvé teszi a
G M M becslofliggvény szdméra az empirikus kovarianciamartix haszndlatéval
(GMM-F3) az sszes feltétel alkalmazésdt (ldsd 1b tdbldzat), dgy tiinik, ez
nem javitja a GM M tulajdonsigait ahhoz képest, amelyik az egységmdtrixot
haszndlja (GMDM-F1). Mindketts kicsivel gyengébb az AR és AB becslé-
fuggvényeknél.

Az id8szakok szdmdnak tizre vald novelésével (N = 25 mellett) néhdny fi-
gyelemreméltd koévetkeztetésre juthatunk. ElSszor is, ez elég drasztikusan
csdkkenti az ABT becsléfiiggvények, és meglehetésen varatlanul az OLS
(A) becsléfuggvény teljesitményét is (3. dbra). Az eddigi mintdkndl jol sz-
erepld becsléfuggvények most is a legjobbak. A legkivdlébbak kozott azon-
ban vdltozds &ll be, hiszen az AB becslofliggvénnyel most valamivel kisebb
torzitds érhetd el, mint az AR becsléfliggvényekkel. Az AB becsléfiiggvények
mellett a Within becslofuggvény dltaldban tovdbbra is jol szerepel. A GM M
tipusi becsléfliggvények megint kozvetlenul ezek utdn kovetkeznek, és bér
az 1ddszakok szdménak ndvekedése szigorian korldtozza a GMM-F4 &ltal
hasznédlhaté ortogonalitdsi feltételek szamat (1b tdbldzat), ez a becsléfuggvény
mégis jobb az egységmétrixot haszndlé parjandl. A legnagyobb mintanagy-
sdgndl is hasonld eredményre jutunk, az egyszeri AB és AR becsléfiiggvények
teljesitménye a legjobb, bdr a Within becsléfiggvény sem sokkal marad el
télik. A GM M tipusu becsléfiggvények tovabbra is jé teljesitményt nyuj-
tanak, bdr az AH becsléfuggvények most megeldzik Gket.

Mindent dsszefoglalva, a vizsgédlatok illusztraltak az OLS és Within becs-
16fiiggvények ismert torzitdsait (dmbdr a legkisebb mintanagysdgndl az els§
differencidkat haszndlé modell OLS becsléfiggvénye viszonylag j6l szerepelt),
és a Within becsléfliggvény viszonylag kicsiny variancidjat (Kiviet [1994]).
Az AH becsléfiiggvényeket felillmilé AR novekvé hatasossdga szintén egy-
értelmii volt (Arellano [1988]). A Within becsléfliggvény j6 teljesitménye vi-
szont meglepd, killéndsen az eléz6 eredmények tikrében (ldsd Nickell [1981] és
Maddala [1991}).” Az is kideriilt, hogy valdjaban nincs kiilonbség a becsiilt
és az elméleti kovarianciamédtrixot haszndld valtozatok koézott. Hasonldan
meglepd, hogy az eredeti AR és AH becsléfliggvények tovabbi instrumen-
tumokkal torténd bévitése csak kicsiny hatdssal van azok teljesitményére.

Azokndl a szemi-konzisztens becsléfuggvényeknél, melyek csak az exogén
valtozdk érvényes késleltetett értékeit (és ezek transzformdcidit) haszndljdk,
(azaz az ST és BN becsléfiggvényeknél) elénydsebbek azok, melyek vala-
milyen formdban a fligg8 valtozé késleltetett értékeit is alkalmazzdk. Kisebb
mintdkndl az egyszerli AR becsléfiggvény megfelelonek tinik, és ezt koz-

9%z new teljesen igaz, hiszen a szimuldlt (abszoliit) eltérések becslései: 0.022; 0.008;
0.014 és 0.0038 voltak, a meglelelé egzakt aszimptotikus torzitdsok pedig Nickell {1981]
(25) egyenletének felhaszndlasdval rendre: 0.023; 0,007; 0.010 és 0.0025.
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vetleniil az egyszerli AB és GM M tipusi becsléfiiggvények kovetik. Na-
gyobb mintdkndl az AB becsléfiiggvény kezd domindlni, és a GM M tipusi
becsléfiiggvények teljesitménye is megnd (amiatt, hogy bar N novekedésével
megné a becsililt paraméterek szdma, a minta nagyobb keresztmetszeti kom-
ponense lehetévé teszi az elméleti momentumok jobb becslését).

A szamitdsok megkonnyitése érdekében az egyszeri AR becsléfiiggvényt
célszert vdlasztani, mert a standard szoftverekkel az AB instrumentdlis mét-
rixdnak programozasa nehézségekbe iitkézhet. Még kdnnyebb az egyszerii
Within és OLS (A) becslés clvégzése, rdaddsul ezek a becsléfiiggvények,
féleg kismintdban elég jé teljesitményt nydjtanak. Mi tobb, Nickell [1981]
nyoméan ezen becsléfiiggvényeknél a valdszini torzitdsok meglehetésen pon-
tosan kiszdmithatdk. Végiil, ha rendelkezésiinkre 41l egy optimalizdlé prog-
ramcsomag, a GMB tipust becsléfiiggvények is vonzénak mutatkoznak,
féleg nagyobb mintdkndl, és ha kétségeink vannak az igazi adatgenerdlé folya-
matra vonatkozé feltevésekkel kapcsolatban.

4.2 A véletlen hatdsi modell eredményei

A véletlen hatdsi specifikdcié becslése sokkal nehezebbnek tiinik. A legkisebb
mintanagysagnal példaul tartézkodni kell a szemi-konzisztens becsléfliggvé-
nyek hasznalatdtdl, kivéve a GM M tipust W BT és AM becsléfiiggvényeket,
valdszintleg ebben a sorrendben (5. dbra). Az ARM viltozatal kézott valdja-
ban nincs killénbség. Az inkonzisztens OLS vagy FGLS becsléfiggvényelk
haszndlata szintén lehetséges. Az abszolit torzitds szempontjabdl a G M A
tipusit beesléfiiggvények jobbak, az elobbiek azonban dltaldban stabilabbak
(5. dbra). Megjegyzend§, hogy a kiillonbozé GALAL tipusi becsléfiiggvények
kozOtt nincs szdmottevd kiilonbség, még akkor sem, ha a GMM-R2 becslé-
fiiggvénynél szdmos feltételt el kell hagyni (2b. tdbldzat).

N-et otvenre ndvelve (6. dbra) a GAM M eljardsok sokkal pontosabban
tudjdk becsiilni az empirikus momentumokat, és ennek kévetkeztében a tel-
jesftménytlik is megnovekszik. Az ilyen méretdt mintdk esetén (T = 4, N =
50) a GA AL becsléfiiggvények egyértelmiien dominalnak, Bér N ndvelése
megint csak lehet6vé teszi gyakorlatilag az dsszes feltétel hasznalatat a G M A
tipusi becslbfiiggvények szdméra (2b. tdbldzat), a két GAM M valtozat kozott
nagyon kicsiny a kiilénbség. A tobbi becsléfiggvényt tekintve, a WBT
becslofliggvény megint csak jol viselkedik, csak a GAM M tipusti becslGfiiggvé-
nyek miljdk feliil. Bar példdul a HT, AR és BN becsléfiiggvények torzitdsa
valamivel kisebb, mint az AM becslofliiggvényé, az utdbbi a kisebb terjedelem
miatt mégis elényosebb lehet. '

Az id6szakok szamdt tizre novelve a becsléfiiggvények tobbségének tel-
jesitménye jelentésen javul (7. dbra). A kordbbi tanulmdnyokkal 6sszhangban
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(lasd példdul Arellano és Bond [1991) és Kiviet [1994]) példdul az AR és AB
becsléfiiggvények véltozatai is megfontoldsra érdemesek. A legjobban teljesi-
t6 becsl8fiiggvények a W B és W B becslofiiggvények (az utébbi kicsit még
jobb is), a legkisebb torzitds, a torzitdsok alacsony MSE értékei és kis ter-
jedelme miatt. A GM M tipusi becsléfiiggvények tovabbra is jél viselkednek.
Mindamellett, T" novekedése drasztikusan csokkenti a GMM-R4 dltal alkal-
mazhaté ortogonalitési feltételek szamdt (2b. tébldzat), mely rossz irdnyban
hefolydsolja a teljesitoképességét, féleg GMM-RI1-hez képest. Ilyen minta-
nagysig esetén lehetséges mddszerek még a BN becslbfiggvények (foleg a c)
valtozat) és az egyszeril AB becsléfliggvény, minthogy a tobbi becsléfiiggvény
vagy a tilzott torzitds, vagy a torzitds terjedelme miatt nem johet szdba.
Végiil, bar inkonzisztens, a Within becsl6figgvény tovébbra is jol szerepel,
csak a W B és WBT becsléfiiggvények jobbak ndla.

Mindent dsszevéve, a rogzitett hatdsi becsléfiiggvényekkel ellentétben a
véletlen hatdsd szemi-konzisztens becsléfiiggvények nem rosszabbak az in-
konzisztens hagyomanyos becsléfiggvényeknél (a Within becslofiiggvény pél-
dédul csak T = 10, N = 25-nél miilja felill a konzisztens becsléfliggvények
tobbségét). Kis T-re a konnyebb szdmitds kedvéért, gy tlinik, a vdlasztds
az AM és az (inkonzisztens) OLS és FGLS becsléfiiggvények kozott torténik.
Optimalizalé programcsomag segitségével azonban mind a GM M tipusy,
mind a WBT bevsiéfiiggvények haszndlhaték. Tobb idészakra kiterjedd
mintdban egyértelmi gyéztes a WBT becsléfiiggvény, melyet kézvetlenil
ennek egyszeriibb véltozata, W B kévet. A GM M tipusi becsléfiiggvények
hasznélata tovdbbra is megfontoldsra méltd, killondsen, ha kétségeink van-
nak az igazi adatgenerdlé folyamattal kapcsolatban. Ha viszont nem 4ll
rendelkezéstinkre optimalizalé programcsomag, tovdbbra is az egyszeri AB
becsl6fiiggvény 1dtszik megfelelének.

Frdekes eltérések mutatkoznak egy meghatirozott becslSfiiggvény kilon-
bozd valtozatai kozott. Eldszor is, szignifikdns eltérés van az egyszert AR és
AH becsl8fiiggvények, valamint az instrumentumhalmazt kiterjesztd parjuk
kozott (mind AR-nél, mind AH-nal az Gsszes mintdra az utébbinak jobb a
teljesitménye). Bar az

1 N
~ 2 A2,
=1

hasznédlata (ahol 4 az altaldnositott transzformdlt hibatag becsléseit je-
lenti) —lésd a 2. 1dbjegyzetet— nem nyujt tovabbi becsléfuggvényeket, ezek
mégis nagyon kézel dllnak azon becsl6fiiggvények tobbségéhez, melyeknek
van ,,becstilt” parjuk. Végill a GMM tipusu becsléfiiggvényeket illetSen, a
rogzitett hatésu specifikdcidjval ellentétben a , becsiilt” valtozat nem egyér-
telmiien domindns az egységmdtrixos parja felett. Valéjdban, ,nagy” T-re
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az utébbi éppolyan jé, mint az el6bbi, és gyakran felilmilja azt alacsonyabb
torzitdsban és nagyobb hatdsossdgban.

Négy becslofiggvény (BN, HT, AM és ST) haszndlja a GLS tipusu IV
a)-c) valtozatdt. Az AM minden minténdl invaridnsnak tinik a vélasztdsra,
és mint mar megjegyeztik, hatdsossdga a mdsik hdrom becsloéfiiggvényénél
jobban novekszik. Ettél a becsloéfliiggvénytdl eltekintve, nem jelentkezik sem-
milyen hatarozott tendencia sem valamely meghatdrozott becsléfliggvény,
sem valamelyik mintanagysag esetén.

Erdekes kérdés, hogy ezek az eredményck hogyan viszonyulnak a kordb-
biakhoz. Az AB, AR és AH becsléfliggvényeket hdrom tanulmény vizsgalta
(Arellano és Bond [1991], Arellano és Bover {1993], akik csak az AH és AR
becsléseket tanulminyoztdk, és Kiviet (1994]). Arellano és Bover (1993) egy
tisztdn AR(1) folyamatot vizsgdlt, T = 3-ndl. A hibatag értékei standard
normalis eloszldsbdl vett (pszeudo) véletlen mintdk voltak. Az egyedhatédsok
szinte (de az el6z6t6l fliggetlen) normdlis eloszldstak voltak, bdr kilénbozd
variancidikkal dolgoztak. A kezdeti értékek meghatarozdsa a kovetkezd volt:

Loy 1
1-87" " (1—62)1/2

Yin = i) (35)

6§ = 0.5, Var(e,) = 1 és N = 100 mellett a szimuldlt AH becsléfuggvény
értékére 0.8-t kaptak, (viszonylag instabil) hdrom alatti szérdssal. Az egy- és
kétlépéses AB becsléfliggvények, melyek sokkal stabilabbak (0.24 szérdssal)
és pontosabbak (kozel{t6 értékeik 0.4762 és 0.4748), mint az AH becsléfugg-
vény, nagyon hasonlé teljesitményt nytjtottak. Habdr ezen becsléfiggvények
torzitdsa szignifikdnsan cstkkent, amikor N-et 500-ra novelték, a torzitas §
valddi értékének csdkkend fugevénye volt és az egyedi értékek variancidjdval
is valtozott, sorrendjik mégis vdltozatlan maradt.

Avellano és Bond [1991] egy N = 100 és T = 7 nagysdgu mintat vizsgalt,
és kiterjesztette a modellt egy szigorian exogén véltozd bekapcsoldsdval (me-
lyet 0.8 értékii AR paraméter generdlt), s melynek megfeleld koefficiense g =
1 volt. A hibatagokat standard normalis eloszldsbdl vett fuggetlen minta-
elemek reprezentaltdk. Végll, bar a kezdeti értékeket nulldra rogzitették,
az clsO tiz megfigyelést kihagytdk. & = 0.5-nél az egy- és kétlépéses AB
becslések kozelits értékei 0.4884 és 0.4920 voltak. Az egyszerit AH becslés a
—2.4753 kozelitd dtlaggal és 45 feletti szérdssal nagyon gyenge teljesitményt
nydjtott. Az egyszerti AR 0.5075 dtlaggal (és 0.0821 szérdssal) mér sokkal
jobb becslést eredményezett. A torzitdsok dltaldban & dtlagdval ardnyosan
csokkentek (0.2, 0.5 és 0.8 vizsgdlatdra keriilt sor), és bar az egyes becsléfligg-
vényeknél tapasztalt torzitdsok 6 = 0.2-re és § = 0.8-ra nagyon hasonléak
voltak, a kisebb variancia miatt az AB becsléfiiggvények elénydsebbnek tiin-
tek.
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Kiviet [1994] a szimuldcids kisérleteknek egy sokkal szélesebb kérét mu-
tatta be, hiszen modellje egy exogén véltozoét is tartalmazott. Az eredmények
nagy terjedelmére valé tekintettel a tovdbbiakban az olvasénak magdra a ta-
nulményra kell hagyatkoznia. Az dltaldnos konkluzié azonban az volt, hogy
az AH becsléfliiggvények nagyon véltozékonyak, gyakran mutatnak nagy va-
riancidt és gyenge teljesitményt (killondsképp 6 értékének véltozdsaira érzé-
kenyek). A jelen tanulmdnyban vizsgdlt becsl6fuggvények kozil megint az
egyszerd egy- és kétlépéses AB és AR becsléfiggvények tiintek a leginkabb
megfelelének.

Ezeket az eredményeket a jelenlegi kisérletek eredményeivel dsszehasonlit-
va mi sokkal nagyobb torzitdsokat tapasztaltunk. A névekvé torzitdsok elsé-
sorban a kisebb keresztmetszeti minta méreteknek tulajdonithatok (im. N =
50 viszonyitva N = 100-hoz). Kisérleteink eredményei abban aldtdmasztjdk
az el6z6 vizsgdlatok eredményeit, hogy rdvildgitanak az AH becsléfiggvény
megbizhatatlansdgdra (teljesitménye erdteljesen fiugg a mintanagysigtol és
a paraméterek valddi értékeitdl). Mi tobb, az eredményeink megerdsitik az
AB és AR becsléfliggvények viszonylagos elényét AH-val szemben, béar a
legtobh esetben e kettd kozotti kiillonbség nagyon kicsinynek ldtszik (az AB
becsléfiggvény alkalmasabb lehet a kisebb variancidk szempontjdbél, mig
AR a programozés egyszerisége miatt elényosebb), Tanulmdnyunk azonban
t6bb mds becsléfliggvényt is vizsgalt, és bar az AR és AB becslofuggvények
viszonylag jOl szerepeltek, a GM M és W B becsléfuggvények egyértelmiien
felilmultdk Sket.

5. Alkalmazas egy fogyasztéi keresleti modellre

A pancladatok kiilénésen alkalmasak keresleti fliggvények becslésére azdltal,
hogy az egyedi adatok hasznédlatdval az aggregdlt szinten felmerild identi-
fikdciés problémdk elkeriilheték. A keresletelmélet legegyszertibb forméja
feltételezi, hogy a fogyasztéi vésarldsok fontos meghatdrozdja az dr és a
jovedelem. Bér az elsédleges fogyasztdi sziikségletek kielégitésére rovid tavon
nincs hatdssal a jovedelem, az ar azonban befolydssal lehet, s mindkett6
hathat esetleg a vdsdrldsok idézitésére. Megjegyzendd, hogy a késleltetett
fuged valtozd néhdny esetben a megmaradd és taldn a nemi megfigyelhet6
viltozok hatdsait is reprezentdlhatja. Ebben az alkalmazdsban a vizsgdlt
viltozé egy ilyen elsédleges szitkségletet kielégitd termék, a mosdszer.

Az adatok a Roy Morgan Consumer Panel of Australia (CPA)-bdl szér-
maznak, mely egy egész Ausztralidt atfogs, 2831 haztartds adataibdl allé
mintdt tartalmaz, s amely mintainformdcidkat szolgédltat a fogyaszt6i vasér-
ldsokrdl és személyi adatokrdl. Bér ez alapjdn sok termdékesoport vizsgdlata
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lehetséges, figyelmiink a mosészerre korldtozédott, mivel ez alapvetd sziikség-
leti cikk, és igy a késleltetett fliggd véltozdk hasznédlatdval a legpontosabban
modellezhetének tint. A terlileti eltérésekbdl eredd problémék elkeriilése
végett a paneltagok vdsdrldsaira irdnyulé vizsgdlat pusztdn Melbourne von-
zdskorzetére korldtozddott. Mivel a mosdszer nem gyakran vésérolt termék,
a havi adatokat a kérdéses pénziigyi (1992/93) évben negyedéves adatokks
Osszegeztilk, egyrészt a szimuldcids kisérlettel vald Gsszehasonlithatdsag ked-
véért (im. T = 4), de f8ként azért, hogy az adathalmazban csokkentsiik a
nulldk (zavart okozd) el6forduldsat. A mintdbdl kihagytuk azokat, akik egyik
negyedévben sem vésdroltak mosészert (ez 113-ra csdkkentette a mintdban
szerepld egyedek szdmdt). A mértékegység a negyedéves mosdpor vdsdrlds
kilogrammja és a kilogrammonkénti atlagos ar volt. Végul, bar ebben a
munkdban nem tettunk kisérletet a rogzitett- vagy véletlen hatdsd modell
haszndlatdnak aldtdmasztdsara, az empirikus kisérletnél mégis csak az utéb-
bit alkalmaztuk, elsésorban az adatbédzisban szerepld egyedek nagy szdmdara
val6 tekintettel.

Azon becsléfiggvények eredményei, melyek az elsd differencidkra épitett
modellt vizsgaltdk, a 3a. tabldzatban taldlhatdak, a tobbi pedig a 3b. tdb-
ldzatban (az utdbbi konstanst is tartalmaz). A priort arra lehet szdmitani,
hogy a konstans (ha van) és a késleltetett fliggd véltozé pozitivan, az dr pedig
negativan befolydsolja az aktudlis keresletet.

8a tdbldzat: Mosdszerek fogyasztoi keresletének
(elsé differencidkra éptld) paraméterbecslése

Mddszer Késleltetett kereslet Ar
AOLS -0.491 {0.064) | -0.196 (0.093)
AH 0.836 (0.323) | -0.458 (0.167)
AH(S1a) -0.478 (0.072) | -0.215 (0.098)
AHM(az) -0.488 (0.110) | -0.187 (0.166)
AR -0.052 (0.139) | -0.324 (0.095)
ART(0) -0.053 (0.198) | -0.924 (0.135)
ARY(Qaz) -0.053 (0.560) | -0.324 (0.384)
STO)(1a) -0.290 (0.516) | -0.169 (0.145)
STE(Q -0.078 (0.575) | -0.274 (0.152)
STE Q) -0.116 (1.185) | -0.224 (0.352)
ABDA) 0.298 (0.184) | -0.342 (0.131)
ABT(81a) 0.308 (0.581) | -0.343 (0.4106)
AB(S2az) 0.922 (0.158) | -0.414 (0.117)
ABT(Qaz) 0.249 (0.480) | -0.195 (0.361)
BN(A) 0.040 (0.635) | -0.301 (0.158)
BN (Sa ) 0.040 (1.703) | -0.301 (0.441)
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3b tdbldzat: Mosdszerek fogyasztdi keresletének (szintekre épitett)

paraméterbecslése
Mdédszer Késleltetett kereslet Ar Konstans
OLS 0.647 (0.045) | -0.158 (0.084) | 1.929 (0.421)
Within ~0.349 (0.051) | -0.155 (0.068) —
FGLS 0.733 (0.036) | -0.108 (0.072) | 1.953 {0.355)
BN -0.165 (0.559) | -0.207 (0.130) | 5.710 (2.396)
BN} -0.226 (0.413) | -0.190 (0.107) | 5.916 (1.647)
BN -0.010 (0.439) | -0.266 (0.128) | 5.772 (1.851)
HT) -0.223 (0.413) | -0.204 (0.128) | 5.956 (1.801)
HT) -0.209 (0.404) | -0.193 (D.106) | 5.850 (1.616)
HTTE) -0,064 (0.416) | -0.252 (D.123) | 5.958 (L.784)
AN -0.102 (0.352) | -0.208 (0.095) | 5.499 (1.466)
AN -0.102 (0.352) | -0.208 (0.095) | 5.439 (1.466)
AM) 0.005 (0.352) | -0.230 (0.098) | 5.345 (1.459)
WB 0.208 (0.233) | -0.185 (0.083) | 3.979 (0.405)
WBT 0.281 (0.202) | -0.180 (0.079) | 3.634 (0.373)
WB(Pyzq) 0.226 (0.177) | -0.184 {0.098) | 3.893 (0.902)
WBH(Pzq) 0.286 (0.165) | -0.195 (0.089) | 5.586 (0.827)
ABou(82};,) 0.413 (0.132) | -0.188 (0.047) | 3.172 (0.667)
ABov() ) -0.136 (0.316) | -0.222 (0.087) | 5.571 (1.345)
GMHM(I) -0.008 (0.027) | -0.3337(0.199) | 5.579 (0.850)
GMM(W) ? -0.007 (0.125) | -0.634 (0.221) | 10.131 (1.951)

Megjegyzések: A negyedéves adatok mosdszerekre vonatkoznak, Melbourne vonzaskor-
zelében, a Roy Morgan Research Consumer Panel of Australia dltal az 1992 /93-as pénziigyi
évben szolgdltatott adatokbdl szdrmaznak (N=113). A fiiggl valtozd a vdsérolt mosdszerek
kilogrammjdnak negyedéves véltozdsa, a magyardzé véltozok pedig a késleltetett fiiged
véltozo és az dtlagdr valtozdsa. A zirdjelekben az aszimptotikus standard hibakat adtuk
mmeg, az inkonzisztens becsléfiiggvények standard hibdi is inkonzisztensek. A dilten szedett
paraméterek szignifikdusak a becsiilt standard hibdkon alapul$ kétoldali préba alapjan,
5%-o0s szignifikancia szint mellett.

2 Hasznalt feltételek: 3k)-ig mind.

Amint azt a 3a. és 3b. tabldzatok vildgosan illusztraljdk, a kilonbozo el-
jardsck a vizsgdlt paraméterek rendkiviil eltéré pontbecsléseit szolgaltatjik,
Az aszimptotikus standard hiba szempontjabdl vizsgélva, a késleltetett fiiggd
véltozé (kereslet) a becsléfuggvények tobbségénél inszignifikdnsnak bizonyult.
Az ABov becslbfiiggvény ugyan szignifikdns egyttthatot eredményezett, de a
szimuldcidéban nyujtott gyenge teljesitménye kétségessé teszi a becsléfiiggvény
érvényességét. Az ART becsl6fiiggvények szignifikdnsan negativ eredmények-
e vezettek, de az ABT becsléfiiggvény szignifikdns és meglehetSsen stabil, 0.3
feletti egyilitthatét eredményezett. A tovdbbi becsléfiiggvények koztil sokat
a téves eldjelek miatt kell figyelmen kivil hagyni (leginkdbb a GAf M vélto-
zatait), bar dgy tinik, az AB és W B becsléfiiggvények egyardnt 0.2 és 0.3
kozotti stabil egytitthatokat eredményeznek.
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Az dar egyiitthatéjdban mér nagyobb az egyetértés, hiszen az dsszes becslés
szerint az 4r negativ hatdssal van a keresletre. Mi tobb, a becsléfiiggvények
terjedelme sztikebb, kb. 0.2 és 0.6 kozé esik (a GM M (W) eljérds eredményezi
a legnagyobb paraméterértéket). Bdr néhdny becslSfiiggvény statisztikailag
most is inkonzisztensnek bizonyul, ez leginkdbb mégis az els§ differencidkra
épitett modellnél tlinik fel. A megfeleld becslés megint kb. 0.2 koriili érték,
melyet a (szignifikdns) becsl6fliggvények szolgdltatnak, bar az elsé differen-
cidkat hasznalé becsléfiiggvények kicsivel magasabb, 0.3-0.5 kozotti értéket
eredményeznek. Végul mindazok a becsléfuggvények, melyek a valtozdk
szintjeire épulnek, egyardnt statisztikailag szignifikdns, kb. 3.5 és 6 kilogramm
kozotti dtlagos negyedéves mosdszer-vdsarlast becsiilnek. A GAM M (VAV ) itt is
bl nagynak” tind (10 feletti) becslést eredményez.

6. Kovetkeztetések

Ebben a tanulményban a dinamikus panelmodellek két 1) becsléfiiggvényét
ajdnlottuk, és a mar 1étezd szamos becsléfiiggvénnyel egylitt értékeltiik kis-
mintds tulajdonsigaikat. A rogzitett hatdsi specifikdciondl az 0] (GM M)
becsléfliggvény jol szerepelt, és valdsziniileg sok empirikus alkalmazdsnal
hasznos lesz. Mindazondltal kis mintdndl a GM M becsléfliggvényt kismér-
tékben felulmilja az AR és AB becsléfiiggvények teljesitménye, melyek a
szdnitds egyszertsége miatt is elonyGsebbek lehetnek, Barmilyen meglepd,
azok a becslofliggvények, melyek jdl szerepeltek a rogzitett hatdsi specifika-
ci6ndl, méar nem olyan jék a véletlen hatdsi modellben (féleg kevés idészakos
minta esetén). A GALM tipusi becsléfiiggvények ilyen feltételek mellett a
mintamérettél fliggetlenill dltaldban megfelelének tiinnek. A mdsik javasolt
Uj eljdrds, a W B becsléflggvény is nagyon vonzd kismintéds tulajdonsdgokkal
rendelkezik. S6t, t0bb idészakra kiterjedd mintdkndl ennek a becsléfiiggvény-
nek a legjobbak a kismintds tulajdonsdgai. Ezért ez a becslfiiggvény is sok
empirikus alkalmazdshoz megfeleld lehet.

Végil, a becslofuggvény kivélasztdsdnak fontossdgara egy alkalmazdson
keresztil hivtuk fel a figyelmet, mely a mosdszerek fogyasztdi keresletét vizs-
gélta, Azt taldltuk, hogy nemecsak a paraméterbecslések eldjele és nagysiga
kozott van dridsi kiillonbség, hanem a becstlt aszimptotikus standard hibdk
statisztikai szignifikancidl kozott is. Ez kiemeli az egyes problémdkndl és
adathalmazokndl a megfelel§ becsléfiiggvény kivdlasztdsdnak fontossdgét.
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A COMPARATIVE ANALYSIS OF DIFFERENT ESTIMATORS
FOR DYNAMIC PANEL DATA MODELS

It has become increasingly obvious that the estimation of dynamic panel data mod-
els is one of the hot issues in econometric research nowadays as evidenced by the
plethora of papers on the subject. It is well known that the usual techniques for
estimating panel data models are inconsistent in the dynamic setting. Numerous
consistent estimators have been proposed however in the literature. In this paper,
ftwo new estimators are offered (one each for the fixed and the random effects spec-
ification), and their small sample performance is compared with that of all of the
existing estimators, The results of these experiments will provide valuable guid-
ance to applied researchers as to which are the preferred estimator(s). Finally, the
divergences in point estimates of all of these estimators is illustrated through an ap-
plication to a consumer demand schedule of laundry detergent in the metropolitan
district of Melbourne, Australia.
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WAVELETEK ES ALKALMAZASUK AZ IDOSOROK
ELEMZESEBEN

ZSEMBROVSZKY PETRO!
MATAYV Piacelemzd Osztaly

A hagyoményos Box-Jenkins idésoros statisztikai modellek (ARMA, ARIMA)
csak olyan hosszi staciondrius idésorokon adnak megbizhaté eredményeket,
amilyenek a legtobb esetben nem édllnak rendelkezésre. Ezért fordul a figye-
lem egyre inkdbb olyan modszerek felé, amelyek viszonylag rovid idésorokon
is képesek hatékony elemzést adni és szildrd bizist biztositani az elérejelzések
szémara. Az utébbi években éppen ezért gyors fejlédésnek indult néhdny, a
tradicionalistdl eltérd iddsorelemzési irdnyzat: a wavelet elemazés, a fraktdl
analizis és a neurdlis hdlézatok alkalmazdsa. Ez a cikk az emlitett médszerek
kéziil a wavelet analizis elméleti alapjait és alkalmazési lehetdségeit mutatja
be egy, a tdvkozléshez kapesoléds gazdasdgi idésor példajan.

A bevezetést kovetben elbszor bemutatjuk a waveletek lényegét és kapcso-
latukat més, tébbé-kevésbbé ismert idésorelemzési médszerekkel, majd ossze-
foglaljuk a waveletekkel szoros rokonségot mutaté Fourier-analfzis elemeit.
Ezt kovetden sorravesszik a wavelet elemzés alapjait, egy leggyakrabban al-
kalmazott médszerét, lehetséges tovdbbfejlesztéseit, alkalmazdsat, majd az
emlitett szamszertien is kidolgozott feladatot. A cikket a fontosabb hivatko-
zdsok jegyzéke zarja.

1. A waveletekrdl altaldban

A waveletek? bizonyos matematikai kovetelményeket kielégit6 figgvények. E
kivetelmények koziill fontos megemliteni azt, hogy az integraljuk 0 legyen,
tovibbd legyenek az idétartoményban lokalizdltak, ami biztositja, hogy az
egyes idépontokhoz tartozé idésor-értékek jol leirhaték legyenek a waveletek
segitségével. A gyakorlatban haszndlt wavelet fiiggvények emellett kilonb6z6
szdmu eltind momentummal rendelkeznek.

A wavelet elemzés alapotlete, nevezetesen az, hogy az idésor alkalmas
tulajdonsigi filggvények szuperpondldsdval kozelithetd, nem 1ij. Hasonld

1A szerzd ehelyiitt szeretne kdszonetet mondani Lois Lészlénak (BME) a tanulmany
alapos és értékes birdlatdért.

2A wavelet angol szé hulldmocskat jelent. Mivel a magyar nyelvii szakirodalomban még
nem honosodott meg a fogalom, nem latjuk célszeriinek leforditani.
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elemzési moédszer a milt szdzad kezdetétd] létezik, amikor Fourier megmu-
tatta, hogyan lehet szinusz és koszinusz bézisfuggvényekkel mas fiiggvényeket
reprezentdlni. Mivel a wavelet elemnzés a Fourier elemzéshez all kozel, és mivel
ez utdbbi valamelyest ismert a kozgazddszok idésorelemzési gyakorlatdban,
a tovdbbiakban a wavelet elemzés alapjait a Fourier-analizishez kapcsolva
fejtjuk ki.

A Fourier és wavelet médszerek kozds jellemzéje az, hogy linedris transz-
formdcick: a keresett fliggvényt a bézisfliggvények linedris kombindcidjaval
kozelitik, illetve reprezentdljdk. A Fourier-transzformécid hazisfiiggvényei
szinusz és koszinusz fliggvények, ezért ezek csak a frekvenciatartomédnyban
lokalizdltak, az idétartomdnyban nem. A waveletek, melyek hasonlé hizis-
figgvényekkel dolgoznak, idében (vagy térben) is lokalizéltak. A wavelet
modszer fontos eleme a skdla szerinti elemzés, ami annyit jelent, hogy a
wavelet-algoritmusok az adattranszformalést kiilonboz6 skalan azaz kiilénbo-
z0 felbontdsban végzik. Ez nagymértékben alkalmas diszkrét jellegli, hirte-
len megszakitdsokat tartalmazd, nem-stacionarius jelekbél 4llé idésorok e-
lemzésére. Mivel a wavelet elemzés nem trigonometrikus fiiggvényekre épiil,
a nem periodikus idésorok reprezentdldsihoz kevesebb wavelet bazisfiiggvény
kell, mint amennyi szinusz-koszinusz kellene Fourier-analizis esetén.

Ami a technikal megolddst illeti, jéllehet a Fourier-analizis elmélete mér
régen kialakult, az alkalmazasok szempontjdbdl az igazi 4ttorés azonban csak
a szamitogépek megjelenésével kezd6dott. Szdmos algoritmust fejlesztet-
tek ki a Fourier-analizis alkahnazdsdhoz, de a szimitégépeknél a FFT (Fast
Fourier Transform) diszkrét vdltozata bizonyult a leghatékonyabbnak. A
waveleteknél ennek a analégja a DWT (Discrete Wavelet Transform). Mivel
mindkét mddszer 1ényegi eleme az a transzformdcid, amellyel az eredeti id6sor
adatait az \|j bazisba dtviszik, a tovdbbiakban az emlitett két transzformdciot
hasonlitjuk Gssze.

A FFT és a DWT sok hasonldsagot mutat. Mindkettd olyan linedris mii-
velet, ami logy NV (ahol N az idSsor hossza, megfelelé szdmni 0-val kiegészitve)
kiilénféle hossziisdgu egytitthatokbdl dllé adatstruktirat generdl, és melyet ez
a muvelet rendszerint kitdlt és dtalakit a kiilonboz6 2™ (n =0, 1,...,log, N)
hosszusdgu adatvektorokba, Mindkét transzformdciéban a benniik szerepld
matrixok hasonlé matematikai tulajdonsdgokkal rendelkeznek; mind a FFT,
mind pedig a DWT esetén a linedris transzformdcid ortonormdlt, igy a transz-
formdcié matrixa is ortonormadlt, azaz a matrix inverze megegyezik transz-
ponaltjdval. A FFT transzformécié olyan bdzist haszndl, amely szinusz és
koszinusz fiiggvényeket tartalmaz. A wavelet transzformécidndl a megfeleld
bézisfiggvények, az un. waveletek, anya waveletek vagy elemz6 waveletek,
hasonldak bér, de bonyolultabbak. A két transzformécid mds szemponbdl is
hasonlé. Mivel a bazis fuggvények mindkét esetben frekvencia-lokalizaltak, az
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olyan, a frekvenciatartomdnybeli elemzésre épiilé matematikai eszkozok mint
az energiaspektrum (periodogram) és skdlagram (a késébbiekben definidljuk),
az clemzés lényeges részét képezik, és hasznosak lesznek a frekvencia kivélo-
gatdsandl, valamint az energiaeloszlds kiszdmitdsdnal.

A hasonlésdgok mellett azonban a két médszer kozt 1ényeges eltérések is
vannak. Taldn a leglényegesebb eltérés az, hogy szemben a Fourier-analizissel
a wavelet fiilggvények nem csak a frekvenciatartoményon, de id8ben vagy tér-
bew is lokalizaltak. Ez a fajta lokalizdcid, a wavelet frekvencia-lokalizaldsdval
egyetemben, a wavelet tartoményba vald transzformaldskor sok, waveleteket
hasznalé figgvényt és operdtort ritkdva tesz. Ez olyan hasznos alkalmazasokat
eredményez mint az adatkompresszid, a kép sajdtsigok felfedezése és a zaj el-
tavolitasa az idésorokbdl, Jéllehet ezek a fogalmak elsédlegesen a jelfeldolgo-
zAsban jétszanak komoly szerepet, az utolsé fejezetben éppen azt szeretnénk
bemutatni, hogy maga a technika kbzgazdasagi idSsorok komponensekre vald
bontédsdban is j6l alkalmazhaté.

Annak érdekében, hogy megmutassuk az idé-frekvencia felbontdsi ki-
lénbségeket a wavelet és Fourier-transzformécid koztt, nézzilk meg a bézis
fiiggvény lefedését az id8-frekvencia stkban, Az 1. dbrdn a WEFT-t (Window
Fourier Transform) latjuk, ahol az ablak egy egyszerli négyzet hulldm. A
négyzet hulldmn ablak gy vigja le a szinusz vagy koszinusz fliggvényeket,
hogy azok beférjenek a meghatdrozott szélességli ablakba. Mivel a WEFT-
ben minden frekvencia szdémara egy ablakot haszndlunk, a felbontds azonos
az id6-frekvencia sik minden helyén.

WV AN VA
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1. dbra: Fourier bézisfiiggvények,
idé-frekvencia mozaiklapok és az idé-frekvencia sik lefedése
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2. dbra: Daubechies wavelet bazis fiiggvények,
id6-frekvencia mozaiklapok és az id6-frekvencia sik lefedése.

A wavelet transzformaécié elénye ezzel szemben az, hogy az ablakok véltozdak.
Ahhoz hogy elkiilonitsitk a jel diszkontinuitdsét, nagyon 16vid bézisfiiggvé-
nyeket kellene alkalmazni. Ugyanakkor, a részletes frekvencia-analizishez
nagyon hosszu bdzisfiiggvények kellenek. A megoldds a révid, magas frekven-
cidju és hosszi, alacsony frekvencidji bézisfiiggvények egyidejli alkalmazésa.
Bzt a szerencsés eszkozt a wavelet-transzformacié adja. A 2. dbra az idé-frek-
vencia sik lefedését mutatja be specidlis, gyakran hasznalt bézisfiiggvények,
a Daubechies wavelet bazisfliggvények segitségével.

A waveletek valdjaban tehdt olyan alapfiiggvények, amelyek linedris kom-
bindcidival kikeverhetdk az idésorok. A kiilénboz6 alaku waveletek csalddokat
alkotnalk, ilyen pl. a mér emlitett Daubechies csaldd. Minden wavelet csalddon
beltl 1éteznek wavelet osztdlyok, melyek az egyttthatdk szdmadaval és az ite-
rdcids szinttel (ldsd késdbb) killonbozhetdk meg. A wavelet-csalddon belill a
waveleteket leggyakrabban az elttindé momentumaik szdmdval osztdlyozzsk.
fgy példaul, a Coiflet wavelet csalddban 1éteznek a két és harom elt{ing mo-
mentummal rendelkezé Coiflet-ek. A 3. dbra néhdny kiilonbozé wavelet csa-
lddot mutat be.

A 3. 4brdn ldthaté waveletek koziil a késébbiekben els8sorban a mér
emlitett Daubechies waveletekkel foglalkozunk. Az ugyanitt lathaté Haar-
wavelet érdekessége az, hogy ez volt az els§ wavelet, amit a szakirodalom
emlitett (1909), s ez els alkalmazdja, Haar Alfréd magyar matematikus nevét
viseli. A Haar-wavelet fontos tulajdonsdga az, hogy kompakt tartdji, ami azt
jelenti, hogy megszinik egy véges idSintervallumon kiviil. Sajnos, a Haar-
wavelet nem differencidlhaté folytonosan, ami korldtozza a felhasznélédsat.
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3. dbra: Néhany kiilonboz8 wavelet csaldd.
A wavelet név utani szam az eltiiné momentumok szamédt fejezi ki.

2. A Tourier-analizis alapjai

A Fourier-analizis, mely mdr kozgazdaségi alkalmazdsokban is 1étjogosultsé-
got nyert, hatékony és jol bevalt eszkoz a staciondrius idésorok elemzésében.
Ezért ahhoz, hogy a wavelet elemzés 1ényegét jobban megértsiik, célszertinel
latjuk dsszefoglalni a Fourier-analizis alapfogalmait.

Ha az {X,, ¢ =0,=I,..} disskrét staciondrius folyamat, akkor dekom-
poziciéjahoz szinusz és koszinusz fliggvények linedris kombindcidja alkalmaz-
haté. Formélisan:

D / (cos A, + isin \) dZ(N) = / eMdz (), (2.1)

ahol {Z (A\),—m < A < 7} ortogondlis folyamat. A folyamat véltozdjanak

varianciaja
m

Var{X,} = / dF(2) , 2.2)

—T
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ahol E{|dZ (A\) |2} = dF (\). Az F (\)-t a folyamat spektrdlis eloszldsfiiggué-
nyének nevezzik. Ha dF (A) = f(A)d), akkor az f (A) a spektrdlis stirtiség-
fliggvény, vagy egyszertien X, spektruma. Az (2.2) Ssszeftiggés azt mutatja
meg, hogy miképp kapcsolédik az X id8sor variancidja a spektrum kom-
ponenseihez, maga a spektrum pedig azt, hogy az egyes frekvencidk milyen
sillyal szerepelnek az X, eldéllitdsdban.

Ahhoz, hogy Xj-nek az f (X) spektrumét megfigyelések alapjén meghaté-
rozzuk (becsiiljik), a

N—1
1
d(N)=dj = ——=7 ) X', §=0,1,..,[N/2, (2.3)
(%N)w;

alakd transzformdciét kell elvégezni. Ebbél kaphaté az elemzés egyik leg-
fontosabb eredménye, a periodogram, mely az

I, = |d;f%, (2.4)

kifejezéssel definidlhatd, és a spektrum aszimptotikusan torzitatlan becslé-
figgvényének tekinthetd. A periodogram azt mutatja meg, hogy a vizsgdlt
idésorban milyen frekvencidji hulldmosszetevék milyen siillyal fordulnak el6.

Az a tény, hogy a spektrum, feltételezve hogy az X, —k ~,, autokovariancidi
Osszeadhatdk, az

+oo
1 —iAu
FN =5 3 e (2.5)

kifejezéssel irhatd le, azt mutatja, hogy f(.) értékét az egyedi )\ frekvencidn
olyan X, értékek hatdrozzak meg, amelyek a t széles tartomanysin szét vannak
szérva. Ilymédon a spektrum komponensel az idében nem jél lokalizéltak,
ami pedig azt jelenti, hogy néhdny véltozds az X, értékekben az Osszes d;
egyutthaté megviltozdsihoz vezethet.

3. Wavelet elemzés

A wavelet elmélet eredetét nehéz meghatdrozni. Kifejlédéséhez sok tudomény-
teriilet jArult hozzd. Az elmélet magja a jelfeldolgozés, a fizika és a matema-
tika szintézise. A waveletek alkalmazési skaldja széles és felhaszndldsuk roha-
mosan novekszik. De tulajdonképen mi is a wavelet és miért olyan népszer(i?
Ezt a kérdést szeretnénk az aldbbiakban kissé részletesebben megvizsgdlni.
A wavelet elemzés alapja a 1 (x) bézis-, elemzé- vagy anya-wavelet, ami
egy specidlis tulajdonsdgokkal rendelkez6 fliggvény. Maguk a waveletek pedig
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az anya-waveletek dilatdcidinak (ez egyardnt jelent kitdgitdst vagy zsugoritédst)
és transzlaciinak (4thelyezések, eltoldsok) véges halmazal.

Néhdny anya-wavelet tulajdonsdga az, hogy nulldva vilik bizonyos inter-
vallumon kiviil (kompakt tartéjd), ezzel biztositva az idésor komponensek-
re valé gyors bomldsdt. Az ¢ (z) elemzd wavelet eltoldsai (transzldcidi) és
skdldzasa (dilatécidja) a wavelet ortogondlis bazisat hatdrozzdk meg:

Y () =273 (2% = 1),

ahol s,l egész szamok. Ahhoz, hogy generdljuk pl. a Daubechies csalddhoz
tartozé waveleteket, skdldznunk és dilatdlnunk kell a 9 (z) elemzd waveletet
5,0 szamok segitségével. Az s skdla index a wavelet szélessépét jelzi, az |
hely index pedig a wavelet pozicidjat adja meg. Meg kell emliteni, hogy az
elemzd wavelet filggvényeket kettd hatvanyaival skdldzzuk és egész szdmmal
toljuk el. A dilatdcidval és transzlaciéval képzett waveletek dnhasonldsdga
teszi a wavelet bazisokat kiilonosen érdekessé. Ha ugyanis az elemzé (bézis-)
fiiggvény egyértelmiien meghatdrozott, akkor ezdltal mér a bazisrdl is min-
dent tudunk.
Az elemz8 és skdldzd fliggvények kapcesolatdt az aldbbi Osszefiiggés adja

meg;:

N-2

p(x) =Y (1) erv e +5),

h=—1
ahol ¢(a) a1 bazisfliggvény skdlazé fiiggvénye, és ci-k a wavelet egylitthatdk.
A wavelet egyiitthatoknak linedris és kvadratikus kovetelményeket kell tel-
jesiteniiik a kovetkezd formaban:

N1 N-1
S elen=2, > ke = 26,0,

=) he=0)

ahol 6 a Kronecker-féle delta figgvény és [ a lokalizdlasi index. Megje-
gyezziik, hogy a mésodik feltétel a transzformdcié ortonormaltsdgat hivatott
biztositani. Az elemzd waveletek és a megfelel6 skdldzé fuggvények tehdt
egymaéssal szoros kapcsolatban dllnak: az elemz6 waveletek az adott skaldzo
fiiggvényekbdl kaphaték meg.

Szerencsés, ha a kutaté az adott wavelet rendszerhez tigy vdlaszthatja
meg definidlé egyiitthatdit, hogy azok jél illeszkedjenck az adott feladathoz.
Daubechies olyan kiilonleges csalddokat fejlesztett ki wavelet rendszerek sz4-
méra, amelyek kivdléan alkalmasak polinomislis viselkedésii idésorok lefrdsara.

Daubechies a {cy,...,cqn} egyltthatokat szirének tekintette. Ezeket az
egyiitthatékat a nyers adatvektorra alkalmazandé transzformécids métrixba
helyezzitk el. Az egyiitthatékat két domindns séma szerint rendezziik. Az
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egyik a mozgé dtlaghoz hasonléan aluldteresztd (simitd) szlirdként mikédik,
és kozelitd informacidkat ad. A mdsik (feliildteresztd szlird) az adatok kilénb-
ségi (egyedi) informdci6it emeli ki. Az egyiitthaték ezen kettés rendezését a
jelfeldolgozdsi irodalomban QMF (Quadrature Mirror Filter) parnak hivjak.

A wavelet egylitthatémadtrixot hierarchikus algoritmusban alkalmazzuk,
melyet néha piramis algoritmusnak neveznek. A wavelet egyiitthatdkat dgy
rendezziik el, hogy a pératlan sorok aluldteresztd szlirét tartalmaznak, a
paros sorokban pedig kiilonbozé eléjelii wavelet egyiitthaték helyezkednek
el, melyek az adatokbdl a kiilonbségi (egyedi) informacickat tartalmazzak.
Az egyiitthatémdtrixot eldszor a teljes hossziisdgii adatvektorra alkalmazzuk,
majd kivalasztjuk a simitott részt, és a matrixot djra alkalmazzuk addig amig
trividlis szdmu simitott adat nem marad. Egy-egy métrix ismételt alkalma-
zésa az adatok magasabb szintil felbontdsat hozza ki, mikozben egyidejiileg
a megmaradd adatokat simitja. A DWT kimenete a megmaradd kézelitd
komponens(ek)bél és felhalmozott kiilonbségi informacidkbél 4ll.

4. A DWT miikodésének fobb elemei

Ahhoz, hogy megértsiik, mi is torténik pontosan az adatokkal az egydi-
menzidés DWT alatt, tekinsiik 4t hogyan hat a DWT egy N = 2" hossziisdgt,
egymdstél At tdvolsdgban megfigyelt x adatvektorra. A dekompozicié se-
matikusan a 4. dbrdn lathatd.

4. dbra: A DWT mitkédési sémdja
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A DWT elészér az x adatvektort két N/2 hosszusdgd, 2At megfigyelési
tédvolsdgn al, d' részvektorra vdgja ketté. A d! vektor az x vektor DWT-
jénak elsd eleme lesz, és a folymatot az a'—bél folytatjuk tovébb, hogy
negkaphassuk a?-t és d%-t. Ezt ismételjiik addig, ameddig az n lépésben
az a és d’*-ben egy pont nem marad, és az x vektort a d!, d?,...d", és
a' vektor helyettesiti. Minden szinten a két részvektor hosszdnak Osszege
megegyezik a sziilévektor hosszdval, ilymédon a d vektorhossz Gsszege plusz
a végsb a” pont ugyanakkora, mint az eredeti vektor N hossza. Mivel az
elsés szinten x veltor az a szerepét jatssza, célszerd néha az x=a® értelmezés.
Az af - af*t! granszforméciét A-val, az a¥ — d*+! transzforméciot pedig
D-vel jelsljiik. Fontos megjegyezni, hogy az A és a D ortogondlisak. A
dekonpozicié A fazisa lényegében az adatok dtlagoldsdnak felel meg az eléz6
szinten. A frekvencia tartomanyban ez ekvivalens az eléz6 szinten torténd
alacsony frekvencidji szliréssel. A dekomporzicié D fizisa lényegében a foly
szint atlagolt adatai és az eléz6 szint adatai kiildnbségének felel meg. Ez
ekvivalens az eléz6 szinten valé magas frekvencidji sziréssel.

Mivel az A és a D transzformacié ortogondlis, az inverz algoritmus jol
kondiciondlt. Ez azt jelenti hogy a transzpondlt matrixokat a mindenkori
a-ra és dere alkalmazva, az elézé szinten levd a vektor visszadllithats. (Meg-
jepyezziik, hogy az eddig mondottak érvényesek az FF'T algoritmusra is.)

Az A transzforméciéd mogott 4llo ¢ (t) figgvény a skdldzd figgvény, a
D mbgotti () fiiggvény pedig az enya- vagy elemzd wavelet.  Skalazd
fipgvények és elemzd waveletek csak az Osszekoté parokban fordulnak eld.
Néhdny parositds az 5. és a 6. abrdkon ldthato.

'

Haar Scalng Function Haar Wavelet
1 i ——
o, 3 0.8
0o.a
e <0.6-0.26 0.25 0.5 0,75 3
0.2 a.s
-0.5-0.2Z5 O0.25 0.5 O0.75 i -1

5. dbra: Skéldzd és elemz8 Haar-wavelet
Az algoritmus a ¥ (t) waveletet a ¢ (t) skaldzé figgvénybdl dllitja els. A

rdjuk vonatkozd kovetelmények:

/¢(t)dt =1 (4.1)
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/wayh:o (4.2)

konszisztensek az dtlagolds és a kilonbség értelmezésének megfeleléen. A
tovdbbiakban a skdldzé fliggvények és az clemz6 waveletek néhdny alapvetd
tulajdonsdgardl lesz sz6.

Mint azt mér emlitettiik, a skédldzé fliggvények és elemzd waveletek az
id6- és a frekvencia tartomdnyban egyardnt lokalizdltak. A gyakorlatban
hasznélt skdldzo fiiggvények és elemz8 waveletek 1/t-nél nagyobb sebességgel
bomlanak az id6ben és egyidejlleg 1/ f-nél nagyobb sebességtfi bomldssal ren-
delkeznek a frekvencia tartomanyban.

Daubechies' ® n=2 (dc=1/128 Daubechies' W n= 2 (de=1/128)
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6. dbra: Skdldzé és elemzd Daubechies waveletek

A waveletekkel kapcsolatban fontos fogalom a t6bbszords felbontdstd elemzés.
Feltételezziik hogy a

pt—k)  k=..,-2-1,0,1,2,..
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eltoldsok az adattartomény ortonormalt bézisat alkotjdk (egy egység a k-ban
At-nek felel meg). Ekkor a

bin () = 2712 (279t — k) = 279/2¢ (277 (¢ — k27)), (4.3)
gk =..,-2.-1,0,1,2,..., cltolasok 27 nagysdgu transzldcids lépessel bazist

alkotnak a j-edik dtlagolt tartomdny szdméra. Bar az eltolt ¢-k ortonorméltak
egy-egy szinten belill (rogzitett 7), nem ortonorméltak a szintek kozott.

/ B3 (£) by (£) dt = 6k, K (4.4)

Ahhoz, hogy megkaphassuk a szintek kozti ortonormadlt bazist, forduljunk a
kiilonbségi fiiggvényhez - a wavelethez. Valdban, a v (t) elemz6 wavelet

l/)j/. (t) e 2_’/211) (2}t7}‘7) ) ]116: a_2v—1y01112)3 (45)

skalazott eltoldsai az L? ortonormélt bazisit alkotjdk.

/"f’jk () g (B)dt =6, 506 4o (4.6)

Most elérkeztiink a wavelet elemzés egyik legfontosabb allitasahoz, misze-
rint a DWT az adatelemzést kiilonbozd skdldkon (oktdvonként) végzi. Mivel a
2/ transzlicids 1épés a szinthez (oktdvhoz) kapcsolédik, a magas frekvencidjia
események (7 kozel dll 0-hoz) kevés transzlicids 1épés alatt értelmezhetSek.
Alacsony frekvencidji események viszont (j >> 0) nagyobb idéablakot kove-
telnek. A wavelet bézis idd-frekvencia sikja a 7. dbran lathato.

Skdla

it 1dd

7. abra: Wavelet bdzis id6-frekvencia sikja

Mivel a wavelet transzformécié komponenseit j-vel (ami skaldt vagy frek-
vencia-szintet ad) és k-val (ami lokalizaciét ad) indexeljitk, ez azt jelenti
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hogy a wavelet transzformdcié az adatokat egyidejlileg az idé-frekvencia tar-
tomdnyban dbrdzolja. Ez azt is jelenti, hogy az eredetileg egydimenzids
tombot két dimenzidssad transzformadljuk.

A (4.2) egyenlet szerint az elemz6 wavelet integrdlja (nulladik momen-
tuma) eltlinik. A gyakorlatban haszndlt elemz6 waveletek legtobb esetben
t6bb (mondjuk M) eltiind momentummal rendelkeznek:

/t”'w (t)dt=0, m=0,1,2,...,M—1,

Az eltiind momentumok nagyobb szdma a wavelet és skdldzé fuggvény na-
gyobb simitottsdgdval all szoros kapcsolatban.

5. A Daubechies-féle Daub4 transzformacio

A Daub4 waveletet, amely a legkisebb a Daubechies csalddban, egyszeriisége
miatt demonstrdldsra és egyszer(i alkalmazdsokhoz gyakran haszndljdk. Ez
a legkénnyebben megtanulhaté és a legjobban lokalizélt wavelet transzfor-
mdcié négy wavelet egyiitthatén alapszik. Daubechies a kovetkezd négytagi
"biivés” szdmhalmazt (egyltthatdkat) alkalmazta:

1
[e0,c1,¢2,¢3) = —= [1+ V3,34 V3,3~ v/3,1- V3],
4v2
Ezekbdl a szamokbdl épitsiik fel a (2n x 2n) méretil transzformdcids métrixot
a bemend adatvektor hosszéhoz igazitva. A 8. dbrdn a mdtrix felépitése,

a 9. dbrdn pedig az algoritmus végrehajtdsa sordn kialalult adatvektorok
szerkezete, és egyben a transzformadcid lényege lathaté.

A transzforméciés métrixot (ez esetben a Daubd-et) az input (yl..yl16)
vektorra alkalmazzuk. fgy megkapjuk a kozelitett (simitott) (al..a8) adatvek-
tort, amely 4t van lapolva az egyedi hatdsokat tartalmazé ktlonbségi (d1...d8)
adatokkal. Annak érdekében, hogy szétvélasszuk a kozelitett és a kiillonbségi
adatokat, az eredményvektort dtrendezziik (permutdljuk). A kildnbségi ada-
tokat tdroljuk, a kozelitdeket (simftottakat) pedig tovdbb transzforméljuk.
Minden ismétlés a simitott adatokat osztja két részre. Az eljirds bdrmelyik
ponton félbeszakithatd, de dltaldban addig folytatjuk, amig csak két pont
nem marad. A végleges kimenet pontosan annyi adatpontot tartalmaz, amen-
nyi a bemeneten volt.
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co C1 €2 C3
c3-c2 C1-CO
CO Cc1 €2 C3
€3 -C2 €1 -CO
co c1
€3 -C2

c2 C3
ci -

c1 -

co
#c}

c3

c1 €2 €3

-C2 €1 -CO

co ¢c1
C3-C2

2 c3
Cc1 -CO
Cco ¢1
€3 -C2

2 C3
c1 -CO
co c1
C3-c2

2 C3
C1-CO
co ¢
Cc3-C2

8. dbra: A Daub4 transzformdciés matrix

131

2.5zint

~3.szint

4.szint

_ dbra: A transzformécié végrehajtdsa (T — transzformélds, P — permutdlds)
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6. A waveletek alkalmazdsa

Kozgazdasédgi idésorok elemzésénél klasszikus probléma a komponensekre
vald bontds: a trend, a szezondlis komponens, az uzleti ciklus és a szabilytalan
(véletlen) komponens szétvilasztdsa. Mivel a dekompozicié nem egyértelmi
és a komponensek sem fliggetlenek egymadstdl (mint ahogy azt a hagyomdnyos
dekompozicids idésormodellek feltételezik), az egyes Osszetevék identifikildsa
nem egyszerit. Gazdasédgi idésorokban a szezondlis komponenseket dltaléban
nem nehéz megtaldlni. El6szor is tSbbnyire jellemz8 az 4llandd periddus,
ami havi adatok esetében 12 hénap. Mdsodszor, bizonyos feltételezések vagy
az elmélet segit meghatdrozni az idésor szezonalitdsdt. A hosszabb tdvd
(egy évnél hosszabb ingadozdst) ciklusok felkutatdsa mar nehezebb feladat.
Ezt a komponenst csak a szezondlis komponens és a véletlen ingadozdsok
kikiiszobdlésével taldlhatjuk meg. Ugyancsak nehézséget jelent az egyes kom-
ponensek szétvdlasztdsindl az, ha a szezondlis komponens nem egészen sza-
bélyosan alakul. Mivel az idSsorelemzés végsd célja az elérejelzés, a dekom-
poziciét is ennek rendeljitk ald. Altaldban ugyanis konnyebb el6rejelezni az
idésor egyes komponenseit mint az egész id@sort. A wavelet elemzés ebben a
dekompoziciéban nytjt hasznos segitséget.

Az adatelemzés szempontjdbdl a waveletek az adathalmaz dltal generalt

fliggvények dbrizoldsit segitik el6. Az adott 2" méretll y= (yo,...,yon 1)
adatvektor a [0,1] -en, ami az
F (@) = g, z[k/2" (k+1)/2"] —el (6.1)

definidlt f figgvénnyel értelmezhetd. Ez az f figgvény négyzetesen integril-
hatd és wavelet dekomporzicidja

f (@) = coup(@) + Y djpbju(),

alak, ahol ¢(z) (lehet periodikus is) egy skéldzdzd fliggvény.
Ha adott egy a = (aq,...any—1) sorozat, akkor ennek diszkrét Fourier-
transzformAltja a

N-—-1
b, = Z age " (2pi/N) j=0,1,...N -1 (6.2)
t=()

altal definidlt mésik b = (by,by,...by—1) sorozat. A b sorozat annak a
sorozatnak a linedris kombindcidja, amelyik az idStartoménybdl a frekvencia-
tartomédnyba vezet. Az a és a b a diszkrét Fourier-transzformacié Fourier-
egytitthatoi. Hasonléan, ha adott egy ;5 wavelet bézis, akkor az N = 2" di-
menzidji y adatvektorhoz rendeliink hozzd egy mésik ugyanilyen dimenziéji
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d vektort (diszkrét wavelet transzformécié), amelyik y vektorunkat az id$-
és frekvenciatartomanyban &brdzolja. A d vektor azokat az egyiitthatdkat
tartalmazza, amelyek az y-t a kivédlasztott wavelet bazisbdl elddllitjdk. A d
elemei a

d = (con, doo, d10, di1, dg, oy dyp—120-1) (6.3)

elrendezésben helyezkednek el, aholis cgy a skdldzé fiiggvény egyiitthatdja. A
coo-4n kivill van még egy mésik 0-ds szintd dyy egyttthatod, két l-es szinti
egyiitthatd (din, di() és dltaldban 27 szém j szinti djy, dj1, ..., dj o | egyltt-
haté. (Az utolsé szint az (n — 1)). Legvégil kiszdmitjuk a d skdlagramjdt,
ami a wavelet analégja a Fourier-analizisben szerepld periodogramnak. Ha
a d az y diszkrét wavelet transzforméciéjanak egyutthatévektora, akkor a d
"energiat” a j-edik szinten az

20 —1
k=0
képlet definidlja.
A d skalagram a
(k. E(0),E(1),., E(n—1)) (6.5)

mdédon definidlt energia-vektor. A DWT d skdlagramja az idésor kiilénbozé
frekvencigju ciklusokra valé bontdsdhoz haszndlhatd.

A pazdaségi id8sorokban legegyszeriibb esetben a 12 havi szezondlis kom-
ponenst és a hosszitdvil trendet keressitk. FEzért célszerti egy x gazdaségi
adatsor wavclet egyiitthatéinak skdlagramjdban két csicspontot keresni. A
2" dimenziéji x = (x;) idésor dekompoziciéja sordn leggyakrabban két ugyan-
olyan dimenziéji adathalmaz kaphaté: y = (y.), és z = (z). Mindkettd
killén-kiilén (x;) ingadozdsait dbrazolja kiilonbhozé frelvencidkon.

Ha az x wavelet dekompozicidjdnak j-edik alacsony szintjén a legtcbb
dji. egyltthatd nagy, alkkor ez azt jelenti hogy hosszi periédusi, alacsony
frekvencidju komponens van jelen az x-ben. Ha ellenben a j-edik magas
szinten a legtébb egyiitthatd nagy, akkor révid periddusi, magas frelovencidji
komponenst taldlunk.

Vagjuk most ketté a d — ¢ dW re és d@-re, majd mindkét résare alkal-
mazzuk a v~} inverz wavelet transzformdciét. Ezdltal x két komponensét
azonositottuk. Sot, feltételezziik, hogy a d skdlagram két csicspontja a j; <
Jo szinten van. Osszuk most a szintek {0,1,2,....n — 1} halmazdt a két A =
{0,1...,5} és B ={j +1,...,n — 1} vészhalmazra gy, hogy az A halmazban
levé szintek a 7) (elsé csicspont szintje) kériil, a B halmaz szintjei pedig a
42 (masodik csiicspont szintje) kériil helyezkedjenek el. Ekkor a d) ¢s d®
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a kovetkezbképpen definidlhatd:

d®) = (cpo,doo, dio, 11, ..y djo, ooy djge—1 -1, 0, ..., 0) (6.6)

d(2) = (O, m— d,j+1,17 R d7+1)21+1 Ty ey Clv”__l’:z::fl ,1) (67)

és a komponensek, amelyekre x-et bontottuk, a kovetkezdk:

y = ¢ tdW 6  z=vy 1d® (6.8)

Altaldban az vy a gazdasdgl adatsor hosszii tdvi trendjét képviseli, ami
gyakran Osszefligg mds, a gazdasdg tizleti ciklusait tiikrézé mutatdkkal is. A
z pazdasdgl iddsorok esetén leggyakrabban a 12 havi szezondlis viselkedést
koveti, a szezondlis ingadozds jellemzd komponensének tekinthetd, Termé-
szetesen, amennyiben a skalagramnak tobb csicspontja is van, az iddsorban
t6bb ciklus i1s azonosithaté.

7. Illusztrativ példa

Az aldbbiakban azt mutatjuk meg, hogy hogyan lehet DWT és a skdlagramm
segitségével egy idésor komponenseit megtaldlni és szétvdlasztani. A vizsgdlt
idésor a tdvkozlési piacon kialakult dtlagos szamlaértéket abrdzolja havi gya-
korisdggal 1992 és 1996 kozott (57 hénap). Az idésor, melyen a DWT miiko-
dését demonstraljuk, a 10. abran lathato.

Az egyszeriség kedvéért a megadott iddsorbdl kivonjuk annak Atlagdt,
closztjuk a szdérdsdval, és a megmaradt zéro-dtlagu és egységnyi variancidji
id6sorhoz (11. ébra) alkalmazunk diszkrét wavelet transzforméciét.

Az elemzéshez el8szdr wavelet bézist kell vdlasztani; legyen ez a DAUB/4.
A bemend adatok és az eredmények egy részét (els6 24 megfigyelés) az 1.
tdbldzatban mutatjuk be. Mivel a DWT-hez a kiindul6é adatsor hossza 2™
kell hogy legyen, a hidnyzé szamok 0-val pétolhatdk. fgy feladatunkban a
DWT munka- és eredményvektor hossza 64 lett.

A "fogyar” oszlopban az eredeti adatsor, a "z-score”- bau a standardizélt
adatsor, a "DaubdDWT”-ben a DWT egyutthatdk, a "Band33-64”"-t4] a
"Bandl-4"-ig az egyiitthatékbdl visszanyert részletes idGsorok taldlhatdk " frek-
venciasdv” bontdsban. Az utolsd 5 oszlop adatai az egyiitthaték oszlopaibdl
az inverz transzformdciéval kaphaték. A kiindulé adatsor (ebben az eset-
ben a z-score ) az utolsé 5 oszlop soronkénti Osszege. A skdlagram, mely a
"DaubdDWT” oszlopbdl (6.3 képlet) szdmithaté ki a (6.5) képlet szerint, a
12. dbrdn lathatd. A ¢ -4s szint (Allandd komponens) az dbrdn nem szerepel.
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10. dbra: Az 4tlagos szamlaérték alakuldsa
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0o
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53 hénap
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N

11. dbra: A standardizélt szdmlaérték idésordnak alakuldsa
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manth
Jan-32
Feb-92
Mar-92
Apr-92
b ay-92
Jun-92
Jul-92
Aug-92
3 Sep-32
10 Oet-32
11 Mov-32
12 Dec-32
13 Jani2
14 Feba3
15 Mar-33
160 &pr93
17 May-93
18 Jun-33
19 Jul33
0 Aug-33
1 Sepd3
2 Ocl33
3 Nov-33
24 Dec33

&

o W —

W ~m

fogpar " z-score” " Daub4 DWT'" Band 33-64" "Band 17-32" " Band 9-16" "Band 5-8" "Band 1-4"

2784
3700
5345
5120
5540
5130
5650
5205
5305
6070
6220
E430
44955
B525

-2,33928
-1.84273
-112283
-1.23498
-1 02564
-0,73157
-0.97081
-1.19261
-0,84372
-0.76148
-0.68672
-0.55713
1.31722
-0.6347
0.8188

aesli’ : _
| 0435450913 0000756411 -0.04127582.
0102730817

084123
066678
083359
092845
055912
0.22069
0.052842
-0,53021

-3.0364E-07 -0 437469268
2132150081  -0.45146374
3.218991505 0.271007485

. -3.895122795 -0.060936159
1380779799 -0035540934
0,093319788 0.242247489
0.230637471° -0.056815113
-3.BBEB2671 -0.237383302

| 0.683840073 0.125661334

i -0.088244205 -0.022800061

¢ 0197943759 -0.113129778

-0.142365139 0312670303

009611738 -0.274312519
0677306438 0274027331
(.082665689 0134884296
017304763 -0.0874B89797

0147593094 0172269257
0395695629 0033026779
0125647549 -0,188546371
1135214655 0.102684061
0661675785 0.037789952
-0.10387374  0.025176483
0.195455946 -0.155182808

0616778002
0.332716768
0291471107
0.002409834

022859746
0.081116548
0.033759798
0.061085875
0143172288
0116153289

0.28333244
0035350664
0224153676
0.010085402

0130936052

0012810726

10162315367
0084634805
0043718241
0241848623

0 461861636

-0.045354386

0.01240274
-0.12224553
-0,22629278

- 0,29973801

-0,38138476
010216003
0,08035364
016620444
0,27794857
013194572
0,05500597
0,04712331
0,02074725
0,02080361
0.0137862
-0.00032296

04528659
007253602

-0.09428057

Q11750004
. 103961556
0.01117821
0,03488124

25335

11201808
-0.7301934
-0.5038855

0441257
-0.3347708
-0.3919641
-0.4052995
-0.3747772
-0.3560066
-0.1786441
-0.0441226
0.0481579
0.1518105
0.2130221
02856057
03695613

04504698

D.2022272
01114624
00581754
00158717
0.012441
00297705
008766

-0.2372561
0 3061107
-0.3721839
-0.4354937
-0.4395412
-0.5608133
-0.622829
-0.6855984
-0.7481486
-0.8079333
-0.8684617
-0.9237338:
-0.3308066
-1 0526231

CL1tazan3

11756582
1

0
07271752
06130623
4847145
04482765
03856035
01 2966358

. tdbldazat: Kiindulé adatok

és DW'T transzformacio

05

102

Sy

0o

12. dbra: Skdlagram
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Fio Togyar z-score  Daubd DWT scalogram liendiow  Daubd IDWT sezonhigh  Daubd TavDWT |
1 2784 2399281 -3,03B4E.007 9.2197E-014 -3.0364E-007 -1 357436968 ol -1041844521
2 3700, -1.94273 2192150081 i
3 5346 -] 122832 3.218991505 25 5650649 3.218891505 -0.6760753962 D 02467564255
4 5120 -1234976-3.899122795 17.075677 3 339122795 +0.B767507581 0 -0,3582252858
5 55D 102564 1380779799 13963567 1380779799 0343119946 | 0 01913282434
F H/130 -0.731573 0.093319768 4 12766606 0093319768 -0.9527773267 0 02212039393
7 G660 -D.970814 0.230637471 2.04349377 0230637471 -1028128536 0 005731433675
8 &206 -119261 -3.88682671 -3.68682671° -1.060365623 Q0 -01322447417
9 5905 -0.8437168 0.683840079 0 -1.104155105 0.68384008. 0.2604376227
10 E070' -0.761478 -0, 0&"44205 0-0.9867774222 .0, DFB?M?; 0,2252989531
11 E220 -0.68671G 0.197943759 0 -0.9125843511 0. 197943?5 0.2258666344
12 6480 -0.657127 -0.142365139 0 -0.8815758014 -0.14236514  0,3244489588
13 4955 -1317215 -0.09611798 0 -0.6389961499-0.09611798 -0.4782183552
14 B525 -0.534698 0677306438 0-0.8396010199 0.67730644 0.3045029427
15 5955 0818797 -0.062665689 U -fJ 828634EEB1 -0, DE?BGS&Q I] IIJ‘SBB’?QSZD?
16 =630 0891099 -0 17304763 ol -0.6060969146 U 1?304?53 UG?SED?UB???
17 5910 -0.841225 D.495450913 0 -0.7666597367 0.49545091 -0.05456573095
18 6260 -0.686779 -0.147593094 0 -0.6908704432 -0.14759309 0.02419144097
19 6325 -0.853591 -0,395695829 0 -0.6157128425 -0,39569583 -0.2678781631
20 5735 -0.978449-0.125647549 0 -0.5608859346 -0.12564765 -0.3676617523
21 B476 0569121 0135214665 0 -0.5005863712 0.13521466-0.05653422667
(22 7155 -0.220694 -0.661675785 0 -0.4607175005 -0.66167578  0.240023027
23 7764 00828424 -010987374 0 -0.4153739742 -0.10987374  0.4982163442
24 £634 0530212 0195455946 0 -0,3545557923 0.19545595 1) 1656565537
25 B450 -0572079-0 412630163 0 -0.31520454 -0 41263017 -0 256874948

2. tabldzat: Az iddsor komponenseinek szétvdlasztdsa

A grafikonon két csicspont vehetd észre: a 2 és 5 szinten. Ekkor a (6.6)-os
és a (6.7)-es magyardzat szerint d-t felosztjuk d®-re és d@ —re. A AV -be
0,1,2,3 szintti egytitthatok a d® -be pedig 4,5,6 szintii egyiitthaték kertilnek.
Az igy felosztott két egyutthatéhalmazra kilén-kilon alkalmazunk inverz
DWT transzformiciét. Az eljards lebonyolitdsanak moédja a 2. tdbldzatban
kovethetd. (A tdbldzat ezuttal is csak az elsé 24 értékre vonatkozd eredmé-
nyeket mutatja.)

A TRENDLOW oszlopban a d(!) a SEZONHICH oszlopban a d(?) egyiitt-
hatdk taldlhaték. Ezekbdl kaphatdk inverz transzformécid utdn azok az adat-
sorok, amelyek a tabldzatban kozvetlentl a megfeleld egyiitthatdoszlop utén
kovetkeznek. A Daub4dInvDWT nevil 7. oszlop a szdmitott hosszitdva kom-
ponenst, a 9. oszlop pedig a szezondlis ingadozdsok standardizdlt, becstilt
idésorat mutatja. (A kettd Osszege minden idépontban kiadja a z-score 3. osz-
lopban talilhaté megfigyeléseit.) A szezonélis normalizalt iddsor a 13. Abrén
léthaté, Frdemes felfigyelni arra, hogy a szezondlis komponens ez esetben
—cltérben a szokdsostél— nem mutat teljesen szabdlyos, ismétlddé format.
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Az eredeti idGsorra visszatérve (visszafelé alkalmazva a standardizdldst) most
mar megkaphatdk az x;, idésor azonositott komponensei. A x,y és z 0sszevont
diagramja a 14. dbran lathatd, ahol a fels6 tort gorbe az eredeti adatsort
(FOGYAR), simitott gorhe a trendet és az alsé tort gorbe a szezondlis kom-
ponenst dbrazolja. Ez valdjdban az elemzés végeredménye.

A diagrainbdl j6l lathatd, hogy a fogyasztdi dr novekvé tendencidt mutat
és minden évben 1smétléds, bar nem teljesen szabdlyos ingadozdsoknak van
kitéve.

Ezzel a kis bevezetd jellegli példdval azt mutattuk meg, hogy a wavelet
anal{zis alkalmas az id6sorok belsé struktiirdjdba vald betekintésre, és ezdltal
az elemzés, valamint az el6rejelzés hasznos eszkoze lehet.

o /\r’U\ /\m /\M kNI
\/\/U \\/ 43 V\( 60 . 72

0434

-0.65 4

13. dbra: A standardizalt valtozé szezonalis idésora
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14. dbra: Az dtlagos szamlaérték idésoranak komponensei

Irodalom

1. Arvino, M. A.: Time series forecasts via wavelets: an application to car sales
in the Spanish market. Discussion Paper 95-30, ISDS, Duke University, 1996.

2. Arino, M. A. and Vidacovic B.: On wavelet scalograms and their applications
in economic time series. Discussion Paper, 95-21, ISDS, Duke University,
1995.

3. Daubechies, I.: Ten Lectures on Wavelets. SIAM, CBMS-NST Conference
Series, 61, 1992.

4. Graps, A.: An Introduction to Wavelets, IEEE Computational Science and
Enginecring. Vol. 2, num. 2, 1995,

5. Morettin, P. A.: From Fourier to Wavelet Analysis of Time Series. Depart-
ment. of Statistics, University of Sao Paulo, 1996,

6. Pintér 1.: Beszédjelek perceptudlis wavelet-reprezenticidja és zajos heszéd

tisztitdsa. Hiradastechnika, XLV. 1994, szept.

WAVELETS AND THEIR APPLICATION IN ANALYZING TIME SERIES

Wavelets are mathematical functions that cut up data into different frequency com-
ponents, and then study each component with a resolution matched to its scale.
They have advantages over traditional Fourier methods in analyzing physical sit-
uations where the signal contains discontinuities and sharp spikes. This paper
introduces wavelets to the interested economic persons outside of the digital signal
processing field. We shortly mention about prehistory of wavelets, compare wavelet
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transform with the well known Fourier transform. For the purpose of best under-
standing we introduce effective Daubechies algorithm for Fast Wavelet Transform
(I'WT') with application to telecommunication time series. We use sealogramm to
sepatate the final result into low and high [requency components.
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A VELETLEN ADAGOLASI SZABALY
ALKALMAZHATOSAGANAK PIACI FELTETELEI

TASNADI ATTILA
Ph.D. hallgats, BKE Matematika Tanszék

A klasszikus duopol modellekben az ar vagy pedig a kindlt mennyiség a don-
tésl vdltoz6. A mdsik véltozod értéke a modell Osszefuggésel alapjdn meghatd-
rozhaté. A Bertrand-Edgeworth tipust modellekben ezzel szemben mindkét
duopolista szimultdn médon hozza meg az ar és a mennyiségi dontéseit. Mivel
a két védltozé egyszerre dontési valtozd, problémdt okoz, hogy onmagédban a
keresleti gorbe ismerete nem elégséges a magasabb dron kindlé duopolista
keresletének meghatdrozasahoz. Ezt a problémat egy Ugynevezett adagoldsi
szabdly bevezetésével szoktdk feloldani. A Bertrand-Edgeworth duopélium
részletes ismertetése megtaldlhaté tObbek kozott Tirole [12] miivének 5. fe-
jezetében. Az dltalunk vizsgalt véletlen adagolasi szabdly a Bertrand-Edge-
worth tipust modelleknél eldszeretettel hasznélt két adagoldsi szabdly egyike.
A mdsik a hatékony adagoldsi szabdly, amellyel most kildon nem kivdnunk
foglalkozni. A tovédbbiakban csak duopol szitudcidkat vizsgdlunk.

Eldszor egy rovid dttekintést adunk a Bertrand-Edgeworth duopdliumok-
18, hogy érzékelhetd legyen az adagoldsi szabdlyok szerepe. Majd kitérink
kiilon az adagolds fogalmara. Ezek utan ratériink a véletlen adagoldsi szabaly
irodalomban fellelhetd levezetési médjaira. Végezetill pedig egy alternativ
levezetési médot adunk a véletlen adagolasi szabalyra megszdmldlhatéan
végtelen sok fogyasztd esetében.

1. Bertrand-Edgeworth duopdliumok

A Bertrand-Edgeworth duopdliumokban az &r és a mennyiség egyszerre don-
tési valtozok. A modelinek létezik homogén és differencidlt terméki véaltozata.
Mi a tovébbiakban a homogén termékii esetet vizsgdljuk. A differencidlt val-
tozatot illetden 14sd Benassy-t [4].

A parcidlis megkozelitésben a fogyasztdi oldal az aggregdlt keresleti gor-
hével adott. Ez tovabbi informdcidk hidnydban egy alulspecifikalt modellt
eredményez. Nevezetesen a parcidlis elemzés keretei kozott maradva, az agg-
regdlt keresleti gorbe 6nmagdban nem nyijt elegendd tdmpontot a magasabb
dron kindlé véllalat keresletének meghatdrozdsdhoz. Az informdcié hidnyét
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egy Ugynevezett adagoldsi szabdly segitségével pétolhatjuk. Az aggregélt
kereslet: gorbe az adagoldsi szabdllyal egylittesen mér elegendd informdaciét
hordoz mindkét vallalat értékesitésének meghatdrozdsahoz. Megjegyzends,
hogy az aggregdlt keresleti gérbe ismerete akkor elégséges, ha az alacsonyabb
aron kindlé duopolista lefedi az egész piacot. Ez a helyzet all fenn a Bertrand
duopéliumban. Azonban a Bertrand-Edgeworth duopdlium esetében az ala-
csonyabb dron kindlé vallalat nem képes vagy nem érdekelt a piac teljes
lefedésében. Az elébbi viselkedés oka lehet a kapacitdsok korldtos volta, mig
az utébbi viselkedést okozhatja egy U-alakd hatarkoltségfiiggvény.

Szdmtalan elképzelhetdé adagolédsi szabdly lehetséges. Az irodalomban a
két leggyakrabban alkalmazott adagoldsi szabdly a hatékony és a véletlen
adagoldsi szabdly.

2. Adagolasi szabalyok

Adjunk egy, az elemzéseinknek megfelelé definiciét az adagoldsi szabalyra.
Ehhez elébb vezessik be a D C lRf’r jelolést a megengedett keresleti fligg-

vények halmazara.

2.1 Definicid. Adagoldsi szabdlynak nevezziik azt a leképezést, amely az agg-
regilt keresleti gorbe, a vdllalatok drainak és kindlt mennyiségeinek ismerete
alapjdn megadja az egyes termel6k dltal értékesithetd termék mennyiségeket.
Formalisan egy duopol piacon adagolasi szabdly egy h: D x lRﬁ_ X ]RfL — ZRi
alaku leképezés.

A véletlen adagoldsi szabdly esetében az alacsonyabb dron kielégitett
kereslet és az Osszkereslet ardnya allandé. Az aldbbi definiciébél 14thats, hogy
ez az ardny 1 — q;/D(p,). Emiatt a véletlen adagoldsi szabdlyt az irodalom-
ban ardnyos adagolédsi szabdlynak is nevezik. A véletlen jelzé haszndlatanak
oka a kovetkez$ szakaszban vilik vildgossa.

2.2 Definicid. Egy h:D x ﬂ?i X ]Rfr — Ri adagolasi szabdlyt véletlennek
neveziink, ha Vj € [1..2] :

D(SP;/') ha  p; <puy i #7;
hi(D,p1,p2, 1, a2) =3 wia D (P5) ha py=piuit#
max (1= p5)D(:),0) bha p; > pi, i

2.8 Definicid. A magasabb dron kindlé vdllalat terméke iranti fogyasztéi
keresletet rezidudlis keresletnek nevezziik. Jele D,.
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3. A véletlen adagolédsi szabaly alkalmazhatésaga

Tisztdzandd kérdés, hogy milyen piaci helyzetekben lehet a véletlen adagoldsi
szabdlyt alkalmazni. Sajnos, az irodalomban sok helyiitt heurisztikus, pon-
gyola vagy pontatlan levezetések taldlhaték. Ezért ebben a szakaszban az
irodalomban taldlhaté levezetéseket tekintjik &t, és ott, ahol sziikséges, az
adott levezetést pontositjuk.

A levezetések szitkségessé teszik a modelliinkben a fogyasztéi oldal részle-
tezését. Mint mér emlitettiik, a keresleti gorbe nem nyujt szdmunkra elegen-
d6 informdciét. A fogyasztdi oldalt az egyéni keresleti gérbék megaddsdval
gazdagitjuk. Ekkor meg kell még adnunk, hogy az alacsonyabb dron kindld
véllalat mely fogyasztékat szolgdlja ki elébb. Nyilvdn a rezidudlis keresletet
azok a fogyasztok fogjdk majd alkotni, akik az alacsonyabb dron nem jutottak
a termékhez. A véletlen adagoldsi szabdly azt feltételezi, hogy a kiszolgd-
lds sorrendje véletlenszerli. Ezzel a véletlen adagoldsi szabdly elnevezés is
értelmet nyert.

3.1 Azonos egyéni keresleti gorbék

A kovetkezd gondolatmenet megtaldlhaté Wolfstetter [15] miivében. Tegyiik
fel, hogy mindegyik fogyasztd keresleti gorbéje azonos (d(p)) tovdbbd, hogy
I < oo véges sokan vannak, valamint mindegyik fogyaszté ugyanalckora
eséllyel jut az alacsonyabbik dron a termékhez. Legyen az elsd termeld dra
az alacsonyabbik, azaz p; < py és kindlata ¢;. A szdmunkra érdekes esetben
g1 < I-d(p1). Nyilvan M = H—)J személy szolgalhato ki maradéktalanul.
Ha d(p)) nem osztéja gi-nek, akkor lesz egy olyan személy, akinek a keres-
lete csak részben elégithetd ki az alacsonyabb dron. Ekkor ezt a fogyasztdt
hatérfogyasztonak nevezziik.

Nézziik elészor azt az esetet, amikor d(p) ) osztdja q1-nek. Ekkor a rezidudlis
kereslet D,.(p) = (I—M)d(p) = ( f#)D(p) = (1~ﬁ'{l'}—|5)D(p). Azaz valdéban
a véletlen adagoldsi szabélyt kaptuk.

Ha d(p,) nem osztdja qi-nek, akkor és csak is akkor kapjuk meg pon-
tosan a véletlen adagoldsi szabdlyt, ha a hatdrfogyaszté a véletlen adagoldsi
szabsly szerint fogyaszt. Ez csak specidlis hasznossdgi fiiggvény esetében
kévetkezhet be. Egy fogyaszté korldtozott kindlat melletti hasznossdg ma-
ximalizdciés dontésének vizsgdlataval, tobbek kozott Howard [9] és Neary és
Roberts [11] foglalkoztak. Ok viszont nem teremtettek kapcsolatot az op-
timalis déntés és az adagoldsi szabdlyok kozott. Ez egy kilon tanulmany
tdrgya lehet, Most beérjiik azzal, hogy ha a fogyaszték szdma nagy, alckor
megkozelitileg a véletlen adagoldsi szabdly valésul meg, ekkor ugyanis a
hatdrfogyaszté dontése elhanyagolhatévd vélik.
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3.2 A fogyasztdk eloszldsa atommentes

Egy mésik megkozelités szerint, ha a fogyasztdk ar szerinti eloszldsmértéke
atommentes!, akkor (egy segédfeltevés mellett) megkaphaté a véletlen ada-
goldsi szabdly. Ez a megkozelités talilhaté meg Allen és Hellwig [1] valamint
Gelman és Salop [8] mitveiben.

A fogyasztdk halmazan adott egy (€2, A, p) valdszinfiségi mértéktér. Az
egyes fogyasztdk keresletét a d : Ry x Q — Ry, fligevény frja le, ahol
d(p,a) az a € Q fogyaszts p dr melletti kereslete. Ekkor az aggregalt kereslet
D(p) = [qd(p,a)dp(a). A véletlen adagoldsi szabaly biztositdsshoz fel kell
tételezniink, hogy nincs szignifikdns kilénbség az alacsonyabb dron kiszolgalt
és a kiszolgalatlan fogyaszték kézott. Formdlisan legyen A, C A azon fo-
gyasztok halmaza, akiket kiszolgdltak az alacsonyabb dron, és legyen B =
A\ A} a maradék fogyaszték halmaza. Ekkor a Vp € Ry

A d(p, a)dp(a) = j(A1)D(p) (1)

/B d(p, a)dp(a) = u(B1)D(p) (@)

feltevések sziikségesek.

Beldtjuk, hogy az (1) és a (2) feltevések valdban biztositjik a véletlen
adagoldsi szabdly megvalésuldsat. Most is tegytik fel, hogy p; < ps. Nyilvdn
a D(p1) > q1 eset az érdekes, killénben a rezidudlis kereslet értéke nulla.
Ekkor ¢, = fA. d(p1,a)du(a) = u(A)D(py), az (1) feltevés miatt. Atala-
kitva p(A1) = q1/D(p1). Eat és a (2) feltevést felhaszndlva a mdsik véllalat
kereslete

], s @)iute) = w(BDE) = (1~ w(A)Dle) = (1= 52 ) Dl
13 D(p1)

ami pontosan a véletlen adagoldsi szabdly szerinti rezidudlis keveslettel egyezik
meg.

A fenti megkozelités kétségkiviil nagyon elegdns, mégis kritizalhats. Egy-
részt az atommentes eloszldsmérték feltételezése megszamlalhaténal t6bb fo-
gyasztét tételez fel. Mdsrészt az (1) és (2) feltevések nem igazdn szemlé-
letesek. Konnyen igazolhatd, hogy példaul amennyiben az ésszes fogyaszté
keresleti gorbéje azonos, akkor ez utdbbi két feltétel teljesiil. Tovdbbd kri-
tizdlhaté még, hogy a fenti megkézelitésbél nem vonhatd le aszimptotikus

1Az A C Qegy atom az (Q, A, u) mértéktérben, ha p(A) > 0és a B C A tartalmazasbol
kovetkezik, hogy p(A) = p(B) vagy p(B) = 0. A j mértéket atommentesnek mondjuk, ha
(22, A, i) nen tartalmaz atomot.
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kovetkeztetés, vagyis a modell véges, de sok fogyasztd esetében semmiféle
kévetkeztetésre nem jogosit fel. Ezt a hdrom kifogdst kikiiszoboli a kovetkezd
szakaszban megszdamldlhaté sok fogyasztdra bemutatott levezetés.

3.8 Véletlen minta

Egy heurisztikus indokldst ad Osborne [10] a véletlen adagoldsi szabaly al-
kalmazhatésagdra. A feltételeket kiilon kiemeljlik, mivel a késébbick sordn
még haszndlni fogjuk.

3.1 Feltevés. Mindegyik fogyaszté pontosan 0 < a < co mennyiséget hajlan-
d6 vésdrolni, mégpedig legfeljebb rezervicids drdn (r). Azaz keresleti gorbéje

_J o ha p<ry
d(p)i{O, ha p>r

alakd. Az ilyen alaku keresleti gorbéket a tovdbbiakban « paraméterti elfajult
keresleti gbrbéknek nevezzik.

3.2 Feltevés. Mindegyik fogyasztd ugyanakkora eséllyel juthat az olcsébbik
termékhez. Ez definidl egy valdszinliségi mértéket a fogyasztdk terén.

A levezetés szerint a 3.1, 3.2 feltevések és o« = 1 paraméterérték mel-
lett, ha az adagolasi szabdlyt igy probaljuk meghatdrozni, hogy egy véletlen
minta alapjan rendeljiik hozzd az alacsonyabb (p;) dron vésdrolni kivdnd
fogyasztékat a g, kindlathoz, akkor barmely rezervécids dron a fogyasztdk
q1/D(p1) hdnyada lesz kiszolgilva az alacsonyabb dron. Euzzel az érveléssel
az a baj, hogy valdjdban nem mintavételrdl van sz6, ugyanis a mintaelemszam
nem kicsi az alapsokasig elemszdmahoz képest, mivel a D(p;) fogyasztébdl
egy ¢1 elemll minta vételérdl lenne sz6. Az, hogy ez a hewrisztikus érvelés
megszamldlhatdan végtelen sok fogyasztd esetében mégis helyes eredményhesz
vezet, a kovetkez$ szakaszban lefrt hipergeometriai eloszldsra vonatkozd ha-
tareloszlasi tétel miatt igaz.

3.4 A kiszolgalas valdsziniisége azonos

Egy mdsik heurisztikus indoklds a véletlen adagoldsi szabdly alkalmazhatdsd-
gdra taldlhatd Tirole [12] miivében (a 213-214 oldalon). A baj az, hogy azok
a feltételek, amelyek mellett heurisztikusan érvel nincsenek a miivében pon-
tosan leirva. Feltevése szerint minden egyes fogyaszté azonos valdszintiséggel
juthat hozzd az alacsonyabb dru termékhez. Tegylik fel, hogy most is teljesil
a 3.1 feltevés, méghozzd a = 1 paraméter mellett. Ha most azt mondjuk,
Logy mindenki ¢ := ¢;/D(p;) val6sziniliséggel juthat hozzd az alacsonyabb
aron a termékhez, akkor véges sok fogyaszté esetében nyilvan ilyen médon
egyaltaldn nem biztos, hogy pontosan g, darab terméket osztunk szét.
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A fenti gondolatmenet helytdlls, ha kontinuum sok fogyaszté van. Célszerti
a feladatot a [0, 1] intervallumra transzformdlni. Legyen X = [0, 1] azon fo-
gyasztok halmaza, akik az alacsonyabb dron vésdrolni szeretnének. Vezessik
be tovdbbd az Y := {0,1} jeldlést. Jelolje M C YX az 6sszes X — Y Borel
mérhetd leképezések halmazat. M a [0, 1] Borel halmazaihoz tartozé karak-
terisztikus fliggvények halmaza. Egy adott f € M fiiggvény f(z) helyen
felvett értéke (z € X)) megadja, hogy az = fogyaszté hozzdjutott-e az alacso-
nyabb dron a termékhez. Az fA fdX érték megadja, hogy osszesen az A-beli
fogyasztdk hanyad része jutott a p) dron a termékhez (ahol f € M, A € B(X)
és A a Lebesgue-Borel mérték). Ahhoz, hogy pontosan annyi terméket osz-
szunk szét, mint amennyi a kindlat az f x fdX = g feltételnek kell teljestilnie.

Tekintsiik az ; ;=Y = {0,1} alaphalmazokat és a hozzd tartozé A, :=
P({0,1}) o-algebrékat, ahol t befutja a [0,1] intervallumot. Definidljuk az
(Q, A;) mérhetd téren a p valdsziniiségi mértéket az aldbbi mdédon:

0, ha B = (J;
) oq ha B = {1},
wB)=y 1-g, naB- o} ®)
1, ha B = Q/,.

Jeloljén tovdbbé &, : Q, — {0,1} olyan valdszinfiségi vdltozdkat, amelyekre
€1 (w) = w. Legyenek az igy definidlt p, valészin(iségl mértékek fliggetlenek
egymdstol. A fliggetlenségiik miatt egyértelmiien létezik (14sd példdul Bauer
[3] 9.2 tételét) az (YX,P(YX)) mérhet§ téren egy olyan u valdsziniiségi
mérték, amelyre:

VJ C[0,1] ¢ |J| < oo, Pry(u) =[] m,
LeJ

ahol a Pr egy projekcids operdtor. A ;o mértéket explicite nem tudjuk
megadni, de ez nem is sziikséges a probléma megolddsdhoz.

Vezessik be az r = ;—;((;:—f% jelolést.  Legyenek a fogyasztdk gy ren-
dezve, hogy a legaldbb py rezervicids dra fogyasztdk a [0,7] intervallumon
helyezkedjenek el. Ekkor [(; fdX értéke mepadja, hogy a magasabb rezer-
vacids aru fogyasztdk hédnyad része jutott hozzd a p; dron a termékhez. A
nagy szémok Kolmogorov-féle erds térvénye alapjén n, :== Y i | £, 71 — gr
epy valbszinliséggel, ha n — oo, ahol ¢; € [r T'7_] Az 7, egy Riemann-
féle integralkozelitsé Gsszeg. Eze1t ha f € YX a ¢ valészinliségi vdltozé
egy realizdcidja, akkor f Riemann-féle integrélja 1 valdsziniiséggel 1étezik
és méghozzd 1 valdszintséggel gqr. Az eredmény helyes, ugyanis specidlisan
ha r = 1, akkor az integrdl értéke g, vagyis valéban pontosan ¢D(p;) meny-
nyiségl alacsonyabb dron kindlt termék taldl gazddra. Tehdt beldttuk, hogy

LI,)%LI—) = gr, amely atalakitdsival megkaphaté az aldbbi tétel:
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3.3 Tétel. A 3.1, 3.2 és I = R, feltételek mellett a rezidudlis kereslet 1
valdsziniséggel:

a@w:mmm—@:D@»Q—DaQ. @

ahol py < p2, p1 € Ry, pp € Ry és q1 < D(py).

4. Megszamlalhatéan végtelen sok fogyaszt6 esete

Ebben a szakaszban a véletlen adagolasi szabélyt vezetjuk le megszamldlhato
sok fogyaszté esetében a 3.1 és 3.2 feltételek mellett.

4.1 Véges szamau fogyasztok esete elfajult keresleti gorbék mellett

Tegytik fel egyeldre, hogy a fogyasztdk szdma véges azaz I < 0o, Legyenek a
d; egyéni keresleti gérbék 1/I paraméterti elfajult keresleti gérbék. Az egyéni
keresleti gorbék horizontélis Osszegzésébdl kapott aggregilt keresleti gérbét
jeldlje a @ : IRy — IR . leképezés, ahol () := Zf:l d;.

A . N =M
4.1 Jelolés. Vezessiik bea Hp (N, M,n) = “lri=t L jelolést. Azaz H(N, M,n)

az N, M, n paraméterti hipergeometriai valdszimiiségl eloszldst jeloli.

4.2 Tétel. Legyen p) < p2, p1 € IRy, p» € IRy, q1 az alcsonyadb dron
kindlt termékmennyiség. Teljestljon a 8.1 feltétel 1/I paraméterrel, tovdbbd
alljanak fenn a 8.2, I < oo €és q1 < D(p)) feltételek. Ha még I -q, € IN is
fenndll, akkor a rezidudlis kereslet eloszldsa az aldbbi:

Dyfps) = THU- Q) T- Qe T a1) (5

Bizonyitds. A () keresleti gorbét ugy is megkaphatjuk, hogy a fogyasztdkat
rezervacios draik szerint cstkkendleg sorbarendezziik. Minden fogyasztd pon-
tosan 1/I egységet igényel. A sorban elfoglalt pozicidjuk alapjin index-
elt fogyasztéi indexhalmazt jelolje Z. Azon fogyaszték halmazat, akik haj-
landdak megadni a py Osszeget jeldlje Ay, mig azon fogyaszték halmazit,
akik a magasabb &rért nem veszik meg a terméket, de az alacsonyabb arért
még igen, jeldlje M,. Formalisan M, = {1 € T : pi < r, < py} és
My = {i € T :pp <} Nyilvan Q(p1) — Q(pz) = |M1|/1 ,Q(p2) = |Ma|/T
és M, UM, C Z. Az My halmazba tartozé fogyasztdk pe-nél olesébban is
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hozzdjuthatnak a termékhez. Jelolje a £ valdszintiségi valtozd azon Moy hal-
mazbeli fogyaszték szdmdt, akik p; dron hozzdjutnak a termékhez. Az ilyen
fogyaszték szdma I - q;. Mivel feltettiik, hogy mindegyik fogyaszté személyes
értékitéletétod] figgetleniil egyenld eséllyel indul a termék megszerzésére, ezért
Osszesen (lM‘[l.";!M’l) féleképpen szerezhetik az M1 U My halmazbeli (vagyis a
p1 dron védsédrolni szdndékozo) fogyasztdk a g, darab olcsébbik terméket. I3
nyilvdn hipergeometriai eloszldsu, ezért

(D - ()
(IMu |+|Mz|)
1-q

P(e=F) =

Figyelembe véve M) és My jelentését a tételt bebizonyitottuk. O

4.3 Megjegyzés. A reziduilis kereslet vdrhaté értéke pontosan a véletlen
adagoldsi szabdlyt adja.

4.4 Megjegyzés. A I-qy € IN feltétel azért sziikséges, mert killdnben a
rezidudlis kereslet értéke, még attdl is fuggne, hogy az a fogyasztd, akinek
kereslete csak részben teljesithetd p; dron, a magasabb vagy az alacsonyabb
rezervécis dru fogyaszték korébdl keriil ki, Vezessik be a §, = [T - q1)
jelolést. A késSbbiekben szilkségiink lesz arra a kénnyen igazolhaté megélla-
pitdsra, hogy ha I elég nagy, akkor a rezidudlis kereslet eloszldsa

Du(ps) ~ TH(I - Q1) - Qlp), ). (6)

4.2 A hipergeometriai eloszlis egy hatdreloszlisa

A megszdmldlhatdan végtelen sok fogyasztora val dttéréshez szitkségiink lesz
a hipergeometriai eloszlds egy specidlis hatdreloszldsdra, amelyben a ,,se-
lejtardny” mellett a kivdlasztdsi ardny is allanddé marad. Tekintettel arra,
hogy az aldbbi tétel bizonyitdsa nem szerepel standard valészinliségszamitasi
kényvekben, a tétel egy bizonyitdsit is megadjuk.
A k=g (N, M. , o p o

4.5 Tétel. Legyen xy, := %2, ahol 1(N, M n) := 'n% ésa(N,M,n):=

n%%% Tegyiik fel hogy M és n értékei eleget tesznek az aldbbi
osszefiigaésnek:

%—’7‘;%—*q,haNﬂoo, ahol r,q € (0, 1). (7
Ha N — o és P AT
|mkl = M kOl"lEitOS, (8)

a(N, M, n)
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akkor
(ko p(N.M. u))z
e 2 a{N. M, )

Hu(N, M, p) ~ &0 °
K ) V2ra (N, M,n)

(9)
Bizonyitds. A bizonyftds sordn szlikséglink lesz a Stirling-formuldra:

n\" 1
| = e -
nl =2 (2) (1+0(-)), (10)
aliol O egy olyan fiiggvény, amelyre
o OU ()

= K, ahol K konstans. 11
n—o0 f(ﬂ,) ( )

Tovabba felhaszndljuk az aldbbi Osszefuiggést:
z? .
log(l+a)=2— -+ O(z%), ha |z| < 1. (12)

Vezessiik be még a kovetkezd jelolést:

yi = o (N, M, n), (13)

ekkor nyilvéan £ = 71]]\\; +ypésn—k=mn NEM — Y
A bevezetett jeloléseket felhaszndlva és (10)-et alkalmazva: Hy, (N, M,n) =

1 M(N—=M)n(N—un)
VTS g (M ) (s NN 4y )N
MM N=AN =M " (N—)N —* (14)

' M N N — M
= n g A N M — g g N M s
(ndt 4y )"V (MEF2 —y) i N (&M —p )" TS

—

’ ( (N —n )5[/\’-‘1"1 ) +in )Ww‘yk NN
abol a Stirling formuldbdl adédé O tagokat mér elhagytuk, ezek (7) és (8)
miatt mind nulldhoz tartanak, ha N — oo. A nevezd y-t is tartalmazo
tagjait hozzuk (14 £-) alakra. Egyszeriisitések elvégzése utan csoportositsuk
{14)-et egy négytagi szorzatti:

L / NNN ) 1
N nAM(N—M)(N—n) \/“l-’;“v:)(l - g (1 H

N—u \.' }(H':v «l(a\'—\!))
i e

.[M' N—MIN =M 0 (Nep N_..N‘-N
[ ] (

A e N MN=w ;"_ L
AL gy ) N oy g M T Y N e (L BT CEL I N

— _ TR —niiN A3

T o 3 Wi ——y ~ e

(vl R (lfﬁﬁ) —'.f (”5 — AT :
M5

N
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Az elsd tag nyilvdn m Tovabbd (7) és (8) miatt a masodik tag
l-hez tart, ha N — oco. Egyszeru dtalakitdsokkal meggy6zédhetiink arrdl,
hogy a harmadik tényezs értéke 1. A legtébb megfontoldst a negyedik tag

igényli:

exp '(('HM + yi.) log (] + jf%‘f)) *
exp ((M’T — i) log (l E H‘{J%,—-) #

axp ((TI.N_I"” - JL) IQ’: (l v ,u ) % (la)
ex].s((w + | log N—\!)))'

Most (12) alkalmazdsaval, figyelembe véve, hogy (7) és (8) miatt az O tagot
elhagyhatjuk, ha N — oo, akkor (15) egyenl6 az aldbbi kifejezéssel:

exp (%yf <nA] e M(N T n(N poy Sl gy n)(N M)))

. (16)
5 N N?
exp (‘511:: ((n/u)z T AN Y W (N T (NS (N

Az yf mogott szerepld szorzdtényezd, mint azt egyszeru dtalakitdsokkal el-
lenévizhetjiik, éppen 1/a?(N,M,n). Az y} mogdtti szorzé tényezd pedig
nulldhoz tart, ha N — oo. igy yx jelentését figyelembe véve bebizonyitottuk
a tételt. O

4.6 Megjegyzés. A bizonyitds a Moivre-Laplace tételre Bardti, Bogndr, Fejes
T6th és Mogyorddi [2)-ben adott bizonyitds Stleteire tdmaszkodik.

4.7 Megjegyzés. A 4.5 tétel Feller [6] konyvében mint kitiizott feladat szere-
pel.

4.3 Megszdmldlhaté szamossigu fogyaszték esete elfajult keresleti
gorbék mellett

Gondoljuk végig, hogy mit is varunk a megszamlélhaté esettél. Tartsuk meg
tovédbbra is a 3.1 és a 3.2 feltételeket. Ha a keresleti gorbérél feltessziik,
hogy monoton csokken6 és D(0) < oo, akkor ebbél kivetkezben az egyes
fogyasztok keresleteinek végteleniil kicsivé kell vdlnia, mert kiilénben a D(0)
értéke végtelen lenne. Ezért a megszdmlalhatd esetet a 4.2 tétel segitségével
a fogyasztdk szdmanak végtelenbe tartdsdval kaphatjuk meg. Megjegyzendd,
hogy egy folytonos keresleti gorbe tetszélegesen kozelithet6 elfajult egyéni
keresleti gorhék aggregdldsdval, ha a fogyasztdk szdmdt, az o paramétert és
a rezervicids drakat megfelelSen vilasztjuk.
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Most rdtériink a megszamldlhaté eset tdrgyalasdra. Jeldlje az dttekint-
hetébb jelolés érdekében I helyett ¢ a fogyasztdk szdmdt. Tegyiik fel hogy
p1 < po és ekkor legyen M, = i Qi(pe), Ni = i- Q.(p1), n = [i-q1],
ryo= % = %&—f% e A U‘f'p—lj Tegyiik fel tovabbd, hogy az r =
lm, o 73, ¢ = limy, 00 8; 68 & D(p) = lim; 0 Qi(p) (Vp € IR4) hatérértékek
léteznek.

Amennyiben csak megszdmlalhatéan végtelen sok fogyasztonk van, akkor
a 4.4 megjegyzés és a 4.5 tétel alapjan megoldhaté a feladat.

4.8 Tétel. A fenti feltételek mellett a rezidudlis kereslet (p1 < pu):

Di(p2) = D(p2)(1 — q). (17)

Bizonyitds. A 4.2 tétel és 4.4 megjegyzés alapjdn a véges eset hipergeo-
metriai eloszldssal lefrhaté. Legyen p; = s;7; és 02 = 5,(1 —s;)r. (1 — ;). A
4.5 tétel alapjdn megfeleld feltételek esetén

k=N, e 2

2 N o2
e 7

\/ZTFNIO',; '

Els6 lépésként meghatarozzuk, hogy a terméket magasabb aron is megvésa-
rolni hajlandé fogyasztdk hanyad része jut hozzd alacsonyabb dron a termékhez.
Ezért végrehajtjuk az = = k/N; transzformdciét. Ha n ~ N(Nii, 0, VN,
akkor a & = n/N;i ~ N(u;,0./v/N;). De ha i — oo, akkor ¢ szordsa
nulldhoz tart. Tehdt ha &, hatdreloszldsat £-vel jeloljiik, akkor a £ kon-

stans valdsziniiségi valtozd, mégpedig p := lim, o0 pt; allandéval. Tehat

() — D, (pa
D(py

rendezéssel beldthaté a tétel. O

Hk(NhA/Ilvanl-) ~ (18)

= p = gr eredményhez jutottunk. Ebbdl mér egyszerii dt-

5. Osszefoglalds

Attekintettitk a véletlen adagoldsi szabély levezetési médjait, Rémutattunk
az egyes levezetések hidnyossdgaira. Majd megszdmldlhatéan végtelen sok
fogyasztd esetében egy levezetést adtunk a véletlen adagoldsi szabdlyra. A
levezetéshez sziikséges feltételek az egyenld esély elve és az egyéni keresleti
gorbék elfajult volta.

A megszamlélhatd esetre adott levezetésnek szamos elénye mellett ugyan-
aklkor hatranya is van a harmadik szakaszban adott négy levezetéssel szem-
hen.
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Az elsé mddszerrel (harmadik szakasz els§ pontja) szemben nem tételezi
fel a keresleti gorbék azonossdgat. Viszont csak elfajult egyéni kevesleti gor-
bék mellett érvényes a levezetés. Iz utdbbi nyilvan szintén egy erds megszo-
ritds.

A miésodik médszerrel szemben nincs sziikség kontinuum sok fogyasztéra,
nem igényli az ott sziikséges két feltételt tovdbbd adott a hipergeometriai
eloszlés illetve ennek normadlis hatdreloszldsa segitségével a véges esettel vald
kozelités lehetdsége.

A harmadik és negyedik levezetések pontatlanok voltak. A harmadik eset
pontositdsa tulajdonképpen a megszdmldlhats esetre adott levezetéshez ve-
zetne. A negyedik eset levezetése mint ldthatd tulajdonképpen a fogyaszték
szdmossdganak eltérésétol eltekintve a megszamldlhatd esettel azonos felté-
teleket igényel.
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RANDOM RATIONING RULE IN CERTAIN MARKET SITUATIONS

In Bertrand-Edgeworth type duopolies a rationing rule is needed for a full specifica-
tion of the mode! as long as our analysis is of partial nature. In the literature one of
the two most commonly used rationing rules is the so-called random rationing rule.
We consider market situations, in which the random rationing rule is reasonable.
We will describe a special market situation with countable many consumers, which
will lead to the random rationing rule.






Szigma, XXIX. (1998) 3. 155

TUDOMANYOS ELET

Beszamold a Gazdasdgmodcllezési Térsasdg
V. Szakértéi Konferencidjardl

A Gazdasdgmodellezési Tdrsasdg 6t6dik Szakértdi konferencidjat tartotta
Matrafiireden 1998. szeptember 28-30. kozott az Avar Szdlléban. A konferen-
ciabusz — a két évvel ezelStti esettel ellentétben — idében és technikai gondok
nélkil indult a Kézponti Statisztikai Hivatal el6l, majd a Keleti Palyaudvartdl
és érkezett meg a konferencia helyszinére.

A konferencidt Meszéna Gyérgy, a GMT elnéke nyitotta meg. Az elé-
addsok plendris tiléseken folytak a szerda déli ebédig, ami egyben a kétnapos
tilésszak zdrdeseménye volt. A konferencia — szinte maradéktalanul — a nyom-
tatott program szerint zajlott le.

Az el626 GMT konferencidinkkal szemben kiilon szinfoltot jelentett, hogy
sikeriilt meghivnunk egy tisztan elméleti matematikust — aki persze az alkal-
mazasok felé mindig is nyitott volt — Tusnddy Gabor akadémikust a féként
gazdasdgi problémdkkal és annak modellezési kérdéseivel foglalkozd tudomé-
nyos lilésre. A "Mutdcié és szelekcid” cimii eladdsdban a dinamikus rend-
szerek kaotikus viselkedésérél hallottunk, amit az evolicié és genetikai op-
timalizdldsi modellekkel kapcsolatban tapasztalt. Legfontosabb {izenete a
konferencia homo economicusainak az volt, hogy sose feledkezzenek el homo
ludensi mivoltukrdl, mert e nélkiil nines igazi tudomény.

Ezt Rudas Tamds és Verdes Emese elfaddsa kovette, akik a kontingen-
ciatdbldk illeszkedésének vizsgdlatéra egy 4j mérészamot vezettek be, és an-
nak az un. logisztikus regresszidra torténé alkalmazédsat mutattdk be. Az elsé
nap tudoményos tilésszakat a Gyongy0Osi Zeneiskola ndi zenekaranak kellemes
esti hangversenye zdrta.

A kedd délelétti programot Flistds Laszlé - Kovdes Erzsébet - Meszéna
Gyorgy - Simonné Mosolygd Néra: "Héromdimenzids faktoranalizis és tér-
sadalomtudomdnyi alkalmazdsa” cimd hdrom {rdsvetitds el6addsa nyitotta
meg. Meszéna Gyorgy ismertette a hdromdimenzids faktoranalizis Tucker-
féle elméleti modelljét. Ezen modell egy érdekes alkalmazdsdt mutatta be
Kovécs Erzsébet az értékek és életmdd vdltozdsainak a feltérképezésénél —
abrakkal illusztrdlva. (A modellezés TUCKALS3 programmal tortént.)

Avugusztinovics Mdria egészen mas problémakort érintett a ” Globalizécid
és az eurdpai szocidlis modell” cim{ gondolatébreszté elbaddsiban.
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Mihélyffy Ldszl6 ” A kiilsd informécié idészertiségének problémdja folyam-
atos reprezentativ megfigyeléseknél” cimmel beszélt egy korrekcids eljardsrdl
— az dltaldnositott iterativ skdldzdsok mddszerérél — amelyet a KSH munka-
er-felméréseinél rendszeresen hasznédlnak.

Ségi Zoltdn a "Tobbkritériumd dontéstimogatds tender értékelésekhez”
cimii eléadédshan egy t6bb déntéshozds modellosztdlyt tdrgyalt, amelyben a
szempontrendszert kritériumfaval {rta le.

A délutani program a Gazdasdgmodellezési Tarsasdg Kézgytilésével kez-
dédott. A résztvevdk az elbre kikildott napirendi pontokat tdrgyaltdk; sok
érdekes felvetés hangzott el.

Ezutdn Vorés Joézsef "Hatékony befektetések néhdny tulajdonsiga” cim-
mel tartott eléadést. Ebben a hatékony felilet megkeresését egy parametrikus
programozési problémaként tdrgyalta.

Rapcsdk Tamds " Informatikai tanderek kiértékelése kdzpontositott kbzbe-
szerzési eljardsokban” cimmel mutatott be egy esettanulmanyt, amelyet a Mi-
niszterelnokség Kozbeszerzési és Gazdasdgi Igazgatésiga rendelt meg 1997-
ben az MTA SZTAKI-tél. Végre egy olyan modellrdl hallhattunk, amelyet a
kozigazgatdsban eredményesen alkalmaztak.

A nap zaréeseménye kerekasztal-beszélgetés volt Chikdn Attila gazdaségi
miniszterrel — tarsasdgunk alapité tagjdval — arrél, hogyan vehet 1észt a Gaz-
dasdgmodellezési Tarsasdg a gazdasdgi stratégia megalapozdsaban.

A Konferencia mdsodik napja egy kotetlen eszmecserével parosulé 4116-
fogadéssal zarult.

A szerda délel6tti szekcidban Briill Kéroly az APEH SZTADI adatrend-
szerének a gazdasdgi kutatdsokban és elemzésekben torténé felhaszndldsi
lehetdségeit ismertette, majd Varga Sédra a jovedelem-felvételnél a hidnyzé
adatok pétlasiardl, Kovics Erzsébet a biztositdsi striiségrdl, végiil Pauler
Gébor a Neuro-Fuzzy rendszerekrdl tartott eldadast.

A j6l sikeriilt szakértdi konferencidt egy kozos ebéd zdrta.

Horvéath Gézdné



