KREKO BELA DiJ

A Gazdasigmodellezési Térsasig Elnoksége 2000. februdr 21.-i iilésén Kreké
Béla dij alapitdsat hatdrozta el.

A dijat a gazdasdgmodellezés teriiletén folytatott eredményes kutaté mun-
kéért, illetve a Téarsasig szakmai tevékenységének tartds, aktiv segitéséért
lehet elnyerni.

A dijat évente egy alkalommal, dltaldban szakmai konferencia keretében a
GMT mindenkori Elnoksége mint kuratérium itéli oda; a vele jiré pénzosszeg
100 ezer forint. A dontés eredménye és az indoklas minden alkalommal meg-
jelenik a SZIGMA-ban.

A dij elnevezésének révid indokldsa

Kreké Béla a gazdasdgmodellezés terliletén elévillhetetlen érdemeket szer-
zett eredményes munkéjdval. Szakmai tevékenységérol a Szigma XXV. év-
folyam 1994/3. szaméban Szép Jen6 irt méltatast. Két részletet azonban
kiilén is szeretnénk megemliteni. A 60-as évek elején —amikor az informa-
cidelmélet még a lexikonok szerint is burzsod dltudomany volt— kiharcolta
a ,terv-matematika” szak meginditdsit a Kozgazdasagtudoményi Egyete-
men. A szakon végzett hallgaték méra a gazdasdgmodellezés torzsgarddjahoz
tartoznak. Az Egyetemi Szdmitokdzpont létrehozdsaban és 14 éven &t torténd
igazgatdsdban sokoldaliian gyarapitotta tovabb érdemeit.

Meszéna Gyorgy
a GMT elncke
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SZOMSZEDOS RELACIOK?

~ MAGYARKUTI GYULA
BKAE Matematika Tanszék, Budapest

A gazdasig szerepl8inek {zlését bizonyos reléciok segitségével lehet jellemezni.
Azt kutatjuk, hogy mit jelent az {zlésck hasonlésdga és hogyan lehet ezt
topolégiai eszkozok segitségével megragadni olyan médon, hogy egyméshoz
kozeli relaciék bizonyos tulajdonsdgai azonosak legyenek.

1 Bevezetés

A gazdasig szerepldinek {z1ését preferencia relacidk segitségével szokds jelle-
mezni. Mivel adott halmazon értelmezett reldcidk voltaképpen a szorzathal-
maz részhalmazai, ezért ha az {zlések hasonlésdgdnak intuitiv fogalmat mate-
matikai eszk6zokkel szeretnénk kezelni, akkor ezen halmazok ,,kozelségének”
fogalmét kell megragadnunk. Altaldban egy halmaz elemeinek kozelségét a
halmazon bevezetett topoldgia segitségével fogjuk meg. Ilyenkor azt gon-
doljuk, hogy z, — = azt fejezi ki, hogy az z, elég nagy indexekre kozel
van az z-hez. Ennek az analégidnak a fenntartdséval a relacidk kozelségéhez
a relacidk halmazén tehdt a szorzathalmaz bizonyos részhalmazainak hal-
mazéin kell bevezetniink topolégiat. Persze a preferencia reldcick halmazin
sokféleképpen tudunk topolégidt bevezetni. Akkor mondhatjuk, hogy koz-
gazdasigi szempontbdl is értelmes fogalmat kapunk, ha a reldcidknak a koz-
gazdasagi szempontbdl relevdns tulajdonségai kozeli preferenciardl kozelire
dttérve megbrzédnek. A matematikai nyelvre visszatérve ez azt jelenti, hogy
péld4ul tranzitiv reldciék ilyen értelemben vett hatdrértéke is tranzitiv legyen.
Matematikai szempontbdl — a késébbi j6l kezelhetség érdekében — olyan
topolégia bevezetésére lenne sziikség, amely lehetdség szerint minél szebb
tulajdonségi. Azt fogjuk megmutatni, hogy méd van olyan topologia beve-
zetésére, amely a fenti értelemben kozgazdaségilag relevans és a kapott pre-
ferencia tér kompakt szeparabilis metrikus tér lesz. Ilyen topoldgia konnyen
jellemezheté és a természetes vdromanyos a zart konvergencia topoldgia.

Nézziik most részletesebben, hogy hogyan juthatunk el a zart konvergen-
cia topoldgidhoz. Megvizsgaljuk elészor killon-kilon a probléméat reflexivitas
majd tranzitivitds szempontjabol.

2 Definicidk és jelolések

Legyen az egész dolgozatban X egy halmaz és R C X x X egy relaci6. Ezt
egyszeriien (X, R) médon jeloljiik.

1Beérkezett: 1998. szeptember 19. A kutatédst részben a Soros Alapitvény tdmogatta.
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Definicié 2.1 Definidljuk a reldcié tartdjdt:

supp (X, R) i= { ex: X hoey (3,2) € R vagy .

Jy € X, hogy (z2,y) €R

Vildgos, hogy a reldcié metszeteivel is meg lehet fogni a fogalmat:

supp (X, R) : U R, U U RY,
TER yER

ahol a reldcié z-metszete és y-metszete a kdvetkez6képpen van definiglva:
R,:={2€X:(z,2)€R} é& RY:={z€X:(z,y)€R}.

Definici6é 2.2 Azt mondjuk, hogy az (X, R) reldcid relattv reflexiv, ha (x,y) €
R= (z,z) € R és (y,y) € R.

Akkor érdekes a relativ reflexivitds, ha a reldcié tartéja nem az egész X.
Ellenkez6 esetben, nyivan a reflexivitdst kapjuk vissza. Most definidljuk a
reldci6 azon legb6vebb részhalmazét, ahovd megszoritva a reldcit, mér re-
flexiv reldciét kapunk.

Definicié 2.3 Az (X, R) reldcié reflexiv magja a
ref (X,R):={z € X : (z,z) € R}
halmaz.

A pontos fogalmazés érdekében irjuk fel, a jél ismert Kuratowski—limesz
fogalmat is.

Definicié 2.4 Legyen (X, T) egy topoldgikus tér és A, C X.

e Az A, halmazok Kuratowski-értelemben vett limesz inferiorja azon x €
X pontok halmaza, amelyekre igaz, hogy minden U € 7 (x) kérnyezet
esetén az UN A, # () véges sok n-tél eltekintve. Ezt a halmazt Li A,,-nel
gelolyik.

o Az A, halmazok Kuratowski-értelemben wvett limesz szuperiorja azon
z € X pontok halmaza, amelyekre igaz, hogy minden U € 7 (z) kornye-
zet esetén az U N A, # () végtelen sok n-re. Ezt a halmazt Ls A,,-nel
jeloljiik.

o Amennyiben Li A, = Ls A,, akkor azt mondjuk, hogy az A, halmaz-
sororzat Kuratowski-értelemben konvergdl a kéz0s Li A,, = Ls A,, hal-
mazhoz.

Pusztén jelGléstechnikai kérdés, de Li A, és Ls A, jeloléssel azt szeretném
hangsiilyozni, hogy nem pontsorozat, hanem halmazsorozat limesz szuperi-
orjardl és limesz inferiorjardl van szé.

Vildgos, hogy amennyiben a 7 topolégia a tér diszkrét topolégidja, tigy a
klasszikus limesz szuperior és limesz inferior fogalmakat kapiuk.
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3 Reflexivitas

Allités 3.1 Az (X, R) egy reldcié pontosan akkor relativ reflexiv, ha
ref (X, R) = supp (X, R) .

Vildgos, hogy ref (X, R) C supp (X, R) mindig teljesiil, ezért a fenti tételt
vigy is fogalmazhatjuk, hogy az (X, R) relaci6 relativ reflexivitdsanak sziiksé-
ges és elegséges feltétele az, hogy minden z € supp (X, R) esetén (x,z) € R.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a reldcié relativ reflexiv és z € supp (X, R).
Ekkor vagy

e dz € X, hogy (x,2) € R;
e Jy € X, hogy (2,y) € R;

Mindkét esetben a relativ reflexivitds miatt (z,z) € R, ami azt jelenti,
hogy z € ref (X, R). Tehdt supp (X, R) C ref (X, R), mésik irdny1 tartal-
mazds viszont trivialis.

Tegyiik most fel, hogy supp (X, R) C ref (X, R), és legyen (x,y) € R.
Vildgos, hogy ekkor z,y € supp(X,R), ezért (z,z) € R és (y,y) € R is
fenndll, ami azt jelenti, hogy (X, R) valéban relativ reflexiv. m]

Fontos, de konnyti 1atni, hogy ha (X, R) egy relativ reflexiv relacié, akkor
az A := supp (X, R) jeloléssel (A, R) reldcié reflexiv. Forditva, ha A C X
mellett kiindulunk egy (A, R) reldciébdl, akkor ezt tekinthetjitk az egész
X-en értelmezett (X, R) relacidnak is hiszen R € A x A C X x X. Ha
az (A, R) reldcié reflexiv, akkor az igy nyert (X, R) relécié is relativ re-
flexiv. Ez azt jelenti, hogy kolcsondsen egyértelmd megfeleltetés van az X
részhalmagzain értelmezett reflexiv relicidk és az egész X-en értelmezett re-
lativ reflexiv reldcidk kozott, és ezt a megfeleltetést a supp operator adja,
amely egy az egészen értelmezett relativ reflexiv relaciéhoz a fentiek szerint
bijektiv médon rendel egy az X valamely részhalmazén értelmezett, de mdr
reflexiv reldciét. Ilyen médon &ttérhetiink a részhalmazokon értelmezett re-
flexiv reldcidk vizsgalatardl az egészen értelmezett relativ reflexiv reldcidk
vizsgalatara.

Most ratériink annak vizsgilatdra, hogy milyen feltételek mellett kovet-
keztethetiink az egész X -en értelmezett reldcié relativ reflexivitasdra, amennyi-
ben tudjuk, hogy valamilyen értelemben hozza kozeli relicié szintén relativ
reflexfv. Nézziink elbszor egy konnyd Allitast:

Tétel 3.2 Legyen (X,T) topoldgikus tér és F, C X x X olyan halmazok,
amelyre fenndll, hogy

LsF,DF (LiF,2F).

Ekkor
Ls (supp Fy,) 2 supp F, (Li (supp Fy,) 2 supp F).
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Bizonyitds: Legyen z € supp F| azaz létezik, mondjuk y € X, hogy (z,y) €
F. A Ls definiciéja miatt ekkor minden U € 7 (z) esetén az (U x X)NF, #
végtelen sok n-re, ami azt jelenti, hogy létezik z,, € supp F,, részsorozat
amelyre még z,, € U is teljesiil. Eszerint tehdt = € Ls (supp F},) .
A Li-re vonatkozé 4llitds hasonléan bizonyithaté. O

Tétel 3.3 Legyen (X,T) topoldgikus tér és F,, C X x X relativ reflexiv
reldciok sorozata X -en, amelyre

LsF,=F.
Ekkor (X, F) is relativ reflexiv reldcid.

Bizonyitds: (z,y) € F. Meg kell mutatnunk, hogy (z,z) € F és (y,y) € F.
Legyen V az (z, x) valamely kornyezete az X x X szorzat topolégidban. Ekkor
a szorzat topolégia definicidja szerint létezik U € 7(x), hogy U x U C V.
De az el6z6 allitds miatt « € Ls(supp Fy,), létezik tehdt olyan részsorozat,
hogy xn, € supp Fy,, és z,, € U. No de az F,,, relativ reflexivitdsa szerint

("I;nk’xnke) € Fnk:v fgy
(mn;\:)xnki) e (U X U) ﬂF’I’Lk-_ g VOF’ILA,;

ami azt jelenti, hogy F,, NV végtelen sok n-re nem tires halmaz. Mivel
V tetszoleges kornyezete lehet az (x,x) pontnak, ez utébbi éppen azt je-
lenti, hogy (z,z) € F. Az (y,y) € F bizonyitdsa a fentivel analég médon
torténik. O

4 Trangzitivitas

Az el6z6ekhez hasonldan a részhalmazokon értelmezett tranzitiv reldcidk ké-
réboél elészor at fogunk térni az egész X-en értelmezett relacidk korébe. A
kapott fogalom a negativ tranzitivitis gyengitése lesz.

Definicié 4.1 Azt mondjuk, hogy az (X, R) reldcié negativ tranzitiv?, ha

E;:Z))gﬁ }=>(:c,z) ¢ R.

Nyilvdnvald, hogy az (X, R°) komplementer reldcié pontosan akkor negativ
tranzitiv, ha (X, R) tranzitiv.
Ha egy negativ tranzitiv reldcié alaphalmaza valamely halmaz részhalmagza,
akkor ha a reldciét a bévebb halmaz reldcidjdnak tekintjiik, akkor a reflex-
ivitdshoz hasonléan a negativ tranzitivitis sem marad meg. Vildgos ugyanis,
hogy ha olyan (z, z) parbdl indulunk ki, amelyre (z,2) € R, és taldlunk egy
a tartén kiviili y elemet, akkor (z,y) ¢ R és (y,2) ¢ R. Ennek megfeleléen
most is gyengiteniink kell a fogalmat.

2Taldlébb lenne a co-tranzitiv elnevezés, de a nemszetkozi standardtol nem szeretnék
eltérni
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Definicié 4.2 Legyen (X, R) egy reldcid. Azt mondjuk, hogy ez relativ nega-
tiv tranzitiv, ha minden y € supp (X, R) esetén

GAeR | aen

Most is teljesen nyilvanvald, hogy az ha az egész halmazon értelmezett
relaciérél attériink a tartora leszoritott relaciéra, akkor a relativ negativ
tranzitivitds negativ tranzitivitdsba megy at, és forditva. Pontosabban, ha
(X, R) egy relacid, akkor A := supp (X, R) jelolés mellett az (A, R) reldcié
negativ tranzitiv. Forditva, ha A C X mellett kiindulunk egy (A, R) negativ
tranzitiv reldciébdl, akkor az egész X-en értelmezett (X, R) reldcid is re-
lativ negativ tranzitiv. Azt kaptuk tehat, hogy az az operator, amely az
egész halmazon értelmezett relativ reflexiv relacidkhoz reflexiv relacidkat ren-
delt, most a relativ negativ tranzitiv reldcidk esetén negativ tranzitiv relaciét
eredményez.

Most tovabb targyalva a reflexivitds és tranzitivitds kozti analdgiat, azt
mutatjuk meg, hogy negativ tranzitiv relacik Kuratowski—féle limesze nega-
tiv tranzitiv reldciét ad.

Tétel 4.3 Legyen (X,T) topoldgikus tér és F, C X x X relativ negativ
tranzitiv reldciék sorozata X-en, amelyre

LsF,=LiF, =F.
Ekkor (X, F') is relativ negativ tranzitiv reldcid.

Bizonyitas: Tegyiik fel —indirekt—, hogy valamely y € supp F esetén (z,y) ¢
F, (y,2) ¢ F, mégis (z,2) € F. Ekkor minden U € 7 (z) és minden Uz € 7 (2)
esetén létezik (z,,2,) € (U1 x Uz) N F, minden n > N esetén. Legyen
V € 7 (y) is tetszbleges kornyezet. Lattuk kordbban, hogy y € Li(supp F»),
ezért feltehetd, hogy minden n > N esetén létezik y,, € supp Fy, és y, € V.
No de az F,, halmazok relat{v negativ tranzitivitdsa miatt az

(xnyyn) ¢ Fll és (yna Zn) §E Fn

koziil legaldbb az egyik nem teljesiilhet, hiszen egyébként (un,2n) ¢ Fn
kévetkezne. Ebbél viszont mér kdvetkezik, hogy vagy 1étezik (n, , Yn,) € Fn,
részsorozat, vagy 16tezik (Yn,, zn,) € Fn, részsorozat. Az elébbi nem lehet,
hiszen ekkor az (z,y) tetsz8leges Ur x V kérnyezete végtelen sok Fi,-beli pon-
tot tartalmazna, azaz (z,y) € Ls F, = F. Az (yn, , 2, ) € Fy, esetbol teljesen
hasonléan az kovetkezne, hogy (y, z) € F, tehét ellentmonddst kaptunk. O

5 Alkalmazas

Az eléz6 két szakasz eredményeit a kovetkezéképpen foglalhatjuk dssze.
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Kovetkezmény 5.1 Legyen az (X, F,) reldcick relativ reflexivek és relativ
negativ tranzitivek, valamint tegyiik fel, hogy az F,, C X x X halmaz Kuratow-
ski—€értelmeben konvergdl valamely F C X x X halmazhoz. Ekkor az (X, F)
reldcio is relativ reflexiv és relativ negativ tranzitiv.

Definidljuk egy kicsit szokatlan mddon a preferencia relcié fogalmat eleve
folytonosnak:

Definicié 5.2 Legyen (X,7) topoldgikus tér, valamint A C X. Az (A, )
reldciot preferencia reldcionak nevezzik, ha

e A zdrt halmaz,

e ~C A x A nyilt halmaz,

e > irreflexiv,

e >~ tranzitiv.

Az X bsszes részhalmazain értelmezett 6sszes preferencia reldeidi hal-
mazdt jeloljik P-vel.

Most mar definidlhatunk egy konvergencia fogalmat a Kuratowski-limesz
segitségével a (folytonos) preferencidk P halmazén.

Tétel 5.3 Tekintsik az (An, =n) € P preferencidkat. Legyen
E,i=(Ap X Ap)\ =n
komplementer reldcid. Ekkor nyilvdn

o I, zdrt A, x A, -ben, ezért X x X-ben is,
o (A, F,) reflexiv, ezért (X, F),) relativ reflexiv,

o (A, ) negativ tranzitiv, ezért (X, F,) relativ negativ tranzitiv.

Amennyiben az F,, halmazok Kuratowski-értelemben konvergdlnak vala-
mely I halmazhoz az X x X szorzat topoldgikus térben, akkor azt mondjuk,
hogy az (An, =n) preferencia reldcidk sorozata konvergens. Ebben az esetben
definidljuk a sorozat (A, ) hatdrértékét a kovetkezdképpen:

A:=supp (X, F), ==(AxA)\F.

Ldttuk, hogy (X, F) relativ reflexiv, ezért (A, F) reflexiv, ezért a komple-
menterére (A, =) irrefleziv.

Ldttuk, hogy (X, F) relativ negativ tranzitiv, ezért (A, F') negativ tranzitiv,
ezért (A, >) tranzitiv.

Lathato, hogy akdrmilyen halmazok Kuratowski-limsupja zdrt halmaz, tehdt
F zdrt, ezért A is az. Igy F zdrt az A x A halmaz relativ topoldgidjaban,
ezért = nyilt.
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Azt kaptuk tehdt, hogy a hatdrértékil definidlt (A, >) reldcié valdban prefe-
rencia reldcid. Vegyiik még észre azt is, hogy az A tartét az F relativ reflexiv
volta miatt definidlhattuk volna

A={ze X, (z,z) € I}
mddomn 1s.

Persze természetes médon meril fel a kérdés, hogy mondjunk olyan felté-
teleket, hogy a fenti konvergencia a P valamely topologizalasabdl szdrmazé
konvergencia-fogalom legyen, s6t olyan feltételekre vagyunk, hogy minél szebb
tulajdonsdgai legyenek ennek a topolégikus térnek. Tudjuk példdul, hogy ha a
kiinduldsul vett (X, 7) topoldgikus tér kompakt metrikus tér, akkor az X x X
is ilyen a szorzat topoldgidval, és kompakt metrikus tér zart részhalmazai a
Hausdorff metrikival elldtva kompakt metrikus teret ad, amely konvergen-
cia fogalma egybeesik a Kuratowski-limesszel. Tehat, ha kompakt metrikus
térbdél indulunk ki, akkor a preferencidkon az imént bevezetett konvergencia
fogalom szintén egy kompakt metrikus tér konvergenca fogalma.

Persze rogton latszik, hogy elsd nekifutdsra sikeriilt tdlontul erds felté-
teleket taldlni, hiszen (X, 7) kompaktsidga, még IR™ egy nem korldtos rész-
halmazan sem teljesill, ami pedig mindenképp része a klasszikus esetnek.
Felmeriilhetne valamilyen kompaktifikdcid, de ott nehéz lenne a bejové kép-
zetes elemeknek kozgazdasigi tartalmat adni, bar valamilyen ligyes interpre-
tacié elképzelhetd, és még az is lehetséges, hogy kozelebb vinne a tartalom
megértéséhez.

A misik lehetdség, hogy definidljuk az X x X zart részhalmazain a zart
konvergencia topoldgidt. Ahhoz, hogy T2 teret kapjunk, tehat a sorozat
hatérértéke egyértelmii legyen, azt kell feltenni, hogy az (X, 7) lokdlisan kom-
pakt. Ismert, hogy ha még szepardbilitdst is feltesszik az (X, d) lokélisan
kompakt metrikus térrdl, akkor a zart konvergencia topolégia egy kompakt
metrizalhaté topoldgidt ad, melynek konvergencidja szintén a Kuratowski-
limesszel esik egybe. Ezt a kérdéskort is tartalmazd részletes monogréfia
példéul [5]. Vildgos, hogy ez utébbi sokkal inkdbb megfelel vizsgalatainknalk.
Tehat fenndll a kovetkezo tétel.

Tétel 5.4 Megadhatd olyan topoldgia, amellyel elldtva P-t kompakt metrikus
teret kapunk és ebben a topoldgidban

(Ap,=n) = (A=) <= LiF,=1lsF, =F

ahol Fy, := (Ap X Ap)\ =p s Fi=(Ax A)\ ».
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NEIGHBORING PREFERENCES

The tastes of economic agents are described by preference relations. The intuitive
concept of ‘similar’ tastes is therefore made precise mathematically by a topology
on the set of all preferences. We need a topology that is metrizable, separable
or even compact. Such a topology exists and can easily be characterized. The
natural candidate for a topology on the set of all preference relations is the closed
convergence topology.
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FELTETELES SZELSOERTEKFELADATOK A
MIKROOKONOMIABAN!

~ 8zABO IMRE?
BKAFE Matematika Tanszék, Budapest

A mikrodkonémisdban mind a fogyasztdsi elmélet, mind a termelési elmélet a
gazdasdgi szereplOk viselkedését igen egyszeril szélsdértékfeladatokkal irja le.
Ezeket a ma mér klasszikusnak szamitd feladatokat mér sokféleképpen meg-
vizsgaltdk. Mindkét elméletben kétféle megkozelitésben is megfogalmaztak a
problémat.

1 Bevezetés

A dolgozat a fogyasztdk illetve a termelék viselkedésének a mikrookonémidban
szokésos szélsbértékfeladatokkal vald jellemzése héatterét vizsgélja. Ez egy
igen régen vizsgdlt tertilet, s6t a gradudlis tananyag része is, ennek ellenére
még nem teljesen kidolgozott. A dolgozat ezen teriilet széles korben ismert
4llitdsait (in. néptételeit) gondolja tjra, elsésorban Diewert [4] és [5] dol-
gozata alapjan. Ugy igyekeztem elrendezni az allitdsokat és megfogalmazni
a bizonyftdsokat, hogy jél latszédjon, miszerint egyrészt a kapott leképezé-
sek (példdul indirekt hasznosségi fiiggvény, koltségvetési leképezés, keresleti
leképezés) tulajdonsigai a széls6értékfeladatok fiiggvényeinek milyen tulaj-
donsdgaibdl kovetkeznek, mdsrészt mi a felhasznalt matematikai eszk6zok
(példdul a Berge-tétel) szerepe. Ennek sordn sikeriilt eléggé dttekinthetd bi-
zonyitast taldlni a koltségvetési leképezés folytonossagara, amely altaldnosabb
esetben is mitkodik. Tovabbra is nyitott kérdésnek mondhaté az értékfiigg-
vény derivalhatésdganak a problematikédja, amelynek vizsgdlata meghaladja
e dolgozat kereteit.

Erdekes médon kétféle szélsdértékfeladattal is jellemezhetjik a fogyaszto-
kat: egy maximum- és egy minimumfeladattal. Ezek a feladatok ugyanannak
a dolognak két kiilonbozd, de teljesen egyenrangi megkozelitései, amelyek
egyméshoz vald viszonya ismert. Azonban tudjuk, hogy a széls6értékfeladatok
altaldban is Osszetartozé péarban jelennek meg. Az egyes problémék kelld
matematikai kitisztdzdsa utdn tdvolabbi cél lehet a mikrotkonémia e két fel-
adatdnak egymdshoz valé viszonyét leirni, ezen viszony konvex analizisbeli
hétterét megvildgitani. Mindezek ismeretében ezen feladatok kozgazdasigi
értelmezése gazdagabbd és harmonikusabbé teheté majd.

I Beérkezett: 1998. oktéber 7.
2 A kutatdst részben a Soros Alapitviny Belfoldi Doktorandusz Osztond{j programja
tamogatta.
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2 A haszonmaximalizdldsi feladat
(Marshall-féle megkéozelités)

Elséként a haszonmaximalizdldsi feladatot, a Marshall-féle megkézelitést tér-
gyaljuk. Ezamegkozelités azért is érdekes, mert az dltaldnos egyensilyelmélet
Arrow-Debreu modeljében ennek a feladatnak egy Altalénositdsdval frjdk le
a fogyasztok magatartdsdt. Az egyensiily létezésének, azaz a Kakutani fix-
ponttétel alkalmazhatésiginak a feltétele, a Berge-tételen keresztiil, a kolt-
ségvetési leképezés folytonossdga. Ennek a bizonyitdsa tekinthetd az elmélet
legmunkésabb részénck. Az alabbiakban a haszonmaximalizilési alapfeladat
és az dltalanositott haszonmaximalizalési feladat kéltségvetési leképezésének
a folytonossagat hasonlé gondolatmenettel bizonyitjuk.

Legyen f: IR} — IR adott fiiggvény. Tekintsik a kdvetkezs, (u,p) €
int/Ry x intIR} paraméterparral paraméterezett feladatsereget:

f(z) — max (1)
mikézben (p,z) < pésze R}
2.1 Definicié. Az (1) feladatsereg feltételi leképezésének nevezziik azt a

H:intlRy x intlR} — P(RY) halmazértéki leképezést, amelyre ¥ (u,p) €
intiR, x intIRY esetén

H(p,p) :={z € R} : (p,z) < u}.
Ekkor az (1) feladatsereg a kdvetkezd ekvivalens alakba frhaté:

f(z) — max
mikozben = € H(u,p)

2.2 Definicié. Az (1) feladatsereg megoldésleképezésének nevezzik azt az
X o intlRy x intRYy — P(IRY), halmazértéki leképezést, amelyre ¥ (u,p) €
intlRy x intIR} paraméterpdr esetén

X(,U/,p) = argma‘xH(y.,p)f'

Amennyiben ¥V (p,p) € intlRy x intIR} esetén X(u,p) # 0, akkor az X
halmazértékd leképezés egy x : intIRy X intﬁi — IR szelekcidjat az (1)
feladatsereg egy megoldésfiiggvény ének neveziink.

2.3 Definicié. Az (1) feladatsereg értékfiiggvényének azt az f¥ : intlR, x
intIRYy — IR fiigguényt nevezziik, amelyre

Y (p,p) == sup f.
H(p,p)

Ha létezik x @ intIRy x intIR} — IR} megolddsfiggvénye a feladatseregnek,
akkorV (u,p) € intIRy xintIRY} esetén f¥(u,p) = f(x(u,p)) , dgy f¥ = fox .
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2.4 Megjegyzés. Az értékflggvény segitségével a megoldisleképezés a ko-
vetkezSképpen is megadhaté: V (p,p) € intIRy x intIR} paraméterpar esetén

X(p,p) ={o € H(pp): f(z)=f'(n.0)}

2.5 Megjegyzés. A fogyasztisi elméletben a fentieket a kovetkezoképpen
interpretalhatjuk: Tekintsiink egy gazdasagot, amelyben tegyiik fol, hogy egy
fogyaszténak van egy fogyasztdsi halmaza, ez legyen IR} Jelolje x € IRY} a fo-
gyasztési javaknak, p € intIR] pedig ezen fogyasztési javak drainak vektorat.
A fogyaszté rendelkezik egy f: IR} — IR hasznossigi fiiggvénnyel, valamint
© € intIR; nagységi jovedelemmel. A fogyasztd a fogyasztasi javainak vek-
torat dgy hatérozza meg, hogy maximalizalja az f(x) hasznossigit a (p,z) <
1 kbltségvetési feltétel mellett. Ekkor az (1) feladatot haszonmaximalizéldsi
feladatnak, a H : intIRy. x intIR} — P(IR}) feltételi leképezést koltségvetési
leképezésnek, az X : intIR, x intIR} — P(IR]) megoldasleképezést Walras-
illetve Marshall-féle vagy kozonséges verseny keresleti leképezésnek, az ¥
intlRy x int/RY} — 1R értékfiiggvényt indirekt hasznossdgi fiiggvénynek ne-
vezzuk.

A késébbi (4) feladattal ellentétben az (1) feladatnak nincs interpreticiGja a
termelési elméletben, mert a profitmaximalizélési feladat més szerkezetii.

2.6 Definicié. Az (1) feladatban p-vel osztva, ﬁ helyett p-t irva, a feladatnak
a kovetkez6 mddositdsdt kapjuk:

f(@) — max (2)
mikdzben (p,z) <1 ésa € R}

A (2) feladatsereg feltételi leképezése az a H - intR} — P(RY) hal-
mazértéki leképezés, amelyre ¥V p € intIR} esetén

H(p):={z € R} : (p,x) <1}.

A (2) feladatsereg megoldasleképezése az az X intIR} — P(IRY}) halmazér-
tékl leképezés, amelyre X (p) := argmaxf| a0 - A (2) feladatsereg értékfiige-

vénye az az fv DintIRy — TR fiigguény, amelyre
V() = sup f| g = sup{f(z) : (p,z) <1lésze Ry} .
Ha létezik x : intlR} — IR} megolddsfiigguénye e feladatseregnek, akkor
Fp) = fx) , fgy f¥ =Fox.
2.1 A feltételi (koltségvetési) leképezés tulajdonsagai

2.7 Allitas. A (2) feladatsereg H: intIR} — P(IR}) feltételi leképezése

71Y Tenmaron  barvnmn bt vt Sl
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(2) lokdlisan Lipschitz-folytonos a Hausdorff-metrikdra nézve, igy Haus-
dorff-folytonos, ezért

(3) Vietoris-folytonos leképezés.
Bizonyitas. (1) A H nyilvan konvex és zart értéki. Belatjuk még, hogy

korlatos értékli. Legyen p ¢ intIR?} tetszoleges adott, ekkor 3 a > 0, hogy

Vk=1,...,n esetén p; > o Legyen = € H(p) tetsz8leges, ekkor egyrészt
T € R:L_, mésrészt

n n n
D= P2y e mp=a) z=|zh 2a 7”“’”
k=1 k=1 k=1

azaz ||z| < ﬁg, jelolje K := -\g, ekkor ||z|| < K. Ezek szerint a H(p) halmaz
korlatos. Mivel egy zdrt halmaznak és egy zdrt halmaz folytonos 8sképének
a metszete, azért zart is, igy kompakt.
(2) Legyen p € intIR7} tetszdleges adott, ekkor I o > 0, hogy V k= 1,...,n
esetén p, > o, ezért 36 > 0, hogy V q € B(p, §) mellett V k = 1,...,n esetén
PE > 5

A B(p,6) halmazon a H egyenletesen korlitos. Valéban: Legyen q €
B(p, 6) tetszOleges. Legyen x € H(q), ekkor egyrészt z € IR}, mésrészt

"« o
;quzgg k=g

azaz ||z]] < 2{“@, jelolje X := 2{.@, ekkor ||lz|| < K. Legyenek ¢1,¢2 € B(p, 6).
Beldtjuk, hogy ha az z; € H(q;), akkor az o = m -x1 € H(qg).

M;
8
&

1% a 1
3 lelh > 5 el

-
Il
—

Ugyanis: Legyen z; € H(qy), ekkor egyrészt o, € IR, mésrészt (q,21) <1,
gy (g2,21) = (@, 21) + (g2 — @1, @1) < 1+ |lga — | - || f 14 Kllga —
qi||, ezért az xg = m @y esetén (q2,22) = (92, Tyryg=ary ~ &1) =
1 i
ThRTa=al (#2:%1) S 1.
Végﬁl belétju_k hogy Yq1,q2 € B(p, §) esetén

) H(q1) C B(H(g2), ]C2||Q2 —aill),

) H(g2) € B(H(q1),K?||g2 ~al),
¢) ezért d(H(g2), H(q1)) < K2|lgz — au .

) Legyen z; € H(qy) tetszOleges, ekkor a fentiek szerint egyrészt az zg :=

(a
(b
(
(a

T Rla—a  ©1 € Hig), fgésrészt 21 — @2l = llz2 — ey - @1ll =
1 2— 2
1- 1+K]g2— <11||| ]l < 1+’Cl|]|2qzzlql |- K <K?g2 — |-

A (b) forditott szereposatdssal adédik, mig a (c) ezekbdl kovetkezik.

Ezek szerint a H halmazértéki leképezés a B(p, §) kornyezetben Lipschitz-
Hausdorft-folytonos, igy az int/R]} halmazon lokélisan Lipschitz-Hausdorff-
folytonos, ezért Hausdorff-folytonos.

(3) Kovetkezik (2)-bsl. O

2.8 Allitss. A (1) feladatsereg H : intIRy x intlR} — P(IR}) feltételi

(Lo Srntotden) lokdrassas
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(1) konvex, kompakt értéki,

(2) lokdlisan Lipschitz-folytonos o Hausdorff-metrikdra nézve, igy Haus-
dorff-folytonos,

(8) Vietoris-folytonos leképezés.

Bizonyitas. Egyrészt lathats, hogy H = H o frac, ahol frac : int/R . x
int R} — IR}, amelyre frac(u,p) = £ . Mésrészt H az el6zé llitds szerint
lokalisan Lipschitz-folytonos a Hausgorﬁ—metrikéra nézve, a frac figgvény
lokdkisan Lipschitz-folytonos, azért a kompozicidjuk azaz a H halmazértéki
leképezés, konvex és kompakt értékii lokélisan Lipschitz-Hausdorff-folytonos,
ezért Hausdorff- folytonos, igy Vietoris-folytonos leképezés. O

2.9 Megjegyzés. A fenti 4llitds alapvetden fontos, mert a Berge-tétel
alapjin ezen muilik mind a megolddsleképezés fels6-Vietoris-folytonossiga,
mind az értékfiiggvény folytonossiga.

2.2 A megoldasleképezés tulajdonsagai

Az (1) feladatsereg megolddsleképezése (keresleti leképezése) a kovetkezo tu-
lajdonsdgokkal rendelkezik.

2.10 Allitas.

(1) Haaz f: R} — IR figgvény folytonos, akkor X : intIRy X intIR} —
P(IRY) felsé-Vietoris-folytonos.

(2) Haaz f : IR} — R fiiggvény kvazikonkdv, akkor X : intIR, xintiRY —
Peonv(IRY) konvex értéki, azaz V (g, p) € mtIRy x intIRY} esetén
X(u,p) C P(IRY) konvez halmaz.

(8) Ha az f: R} — IR fiigguény szigorian kvdzikonkdv, akkor X értékei
egyelemi halmazok, azaz X = x : intIRy x intIR} — IR} fiigguény,
azaz ¥ (u,p) € intlRy x intIRY} esetén 3! x(p,p) megolddsa az (1)
feladatnak.

Bizonyitds. (1) Mivel a H : intlRy x intIR} — P(IR}) kompakt hal-
mazértékii, Vietoris-folytonos leképezés, azért ez kovetkezik a Berge-tételbdl.
(2) Mivel az f kvazikonkédv, azért V (i, p) € intIRy x intIR} paraméterpar
esetén f1([fY (i, p),00)) C IR konvex halmaz, ezért az

X(pp) = Y (1, 0),00)) N RE N (p, )~ (—o0, 4]

halmaz is konvex.

(3) Indirekt médon tegyiik fel, hogy a X (1, p) megolddshalmaz tSbb pontbol
&ll, legyen x,,zy € X(u,p). Mivel (2) szerint az X'(u, p) halmaz konvex, azért
¥ A € (0,1) esetén Azy + (1 — Azg) € X(u,p), mivel f szigortian kvézikonkay,
azért FTy 4+ (1 — Azo)) > min{ f(z1), f(zo)}, ami ellentmondas. O
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2.3 Az értékfliggvény tulajdonsigai

Az (1) feladatsereg fV : intIR, x intIR} — IR értékfiiggvénye (indirekt hasz-
nossigi fiiggvénye) a kovetkezd tulajdonsigokkal rendelkezik.

2.11 Allités.

(1) Ha az f : R} — IR figguény folytonos, akkor fV : intIR, xintIR} — IR
véges €s folytonos.

(2) Ha az f : R} — IR fiigguény monoton novekeds, akkor

(a) Vp € intIR} esetén fV(.,p): intR} — IR monoton nivekeds,
b) Yu € intlR, esetén fV(u,.): intIRy — IR monoton csokkend.
H + b +

3) Az f¥ : intlRy x intIR} — IR fiigguény kvdzikonver. (A (8 tulajdon-
+ T
sdghoz nincs szikség az f : R} — IR figguény kvdzikonkdvitdsdra. )

Bizonyitds. (1) Mivel a H : int/R; x int/R} — P(RR}) kompakt hal-
mazértékli, Vietoris-folytonos leképezés, azért ez kivetkezik a Berge-tételbél.
(2) () Legyen p € intIRY} tetszbleges adott. Ha py < g, akkor (—oo, w1 C
(—OO,/,Ll] ezért (pr '>_](_O’O: .“'1] C (pr '>_1(_Oohu'2] igy H(/J,],p) - H(/Lg,p) )
mivel az f monoton névekedd, azért fV(uy1,p) = SUPE () f < SUPH () f =
FY(pa,p).

(b) Legyen p € intIR* tetszoleges adott. Hap; < pa, akkor (pg, )N (—o0, ) C
{p1,.) "' (—o0, ], ugyanis ha valamely 2 € IR} esetén (pg,z) < u, akkor
(p1,2) < p, (ha py < py, akkor is csak <-ség van,) igy H(u,ps) € H(p,p1),
mivel az f monoton névekeds, azért fV(u, pr) =8UPg(up) [ 2 SWPH ) [ =
IV (1, p2).

(3) Be kell latni, hogy Ya € IR esetén az (f¥)~!(—oc0,a] C R} konvex.
Legyenck (u1,p1), (p2,p2) € (f¥) 71 (—00,0], azaz f¥(u1,p1), f¥(p2,p2) <
a tetszOlegesek, legyen A € (0,1) tetszOleges.

Legyen (,p) := (A1 + (1 — A)po, Apr + (1 — A)ps). Be kell 1itni, hogy
(1,p) € (f¥)7H(—o00,¢]. Legyen = € H(u,p) tetszbleges, azaz

Mp1,2) + (1= A)pa, 2) < M+ (1~ Mgz

Ekkor (p1,2) < p1 vagy (p2,z) < pe. Ugyanis, indirekt médon tegyiik
fel, hogy (p1,z) > py és (pa2,x) > pg, ekkor mivel A, (1 —X) > 0, azért
Mpr,z) + (1 = N (p2,z) > Apg + (1 — A)pg, ami ellentmondés.

Ha (p1,3) < p1, akkor f(z) < fY(p1,pm) < @, ha (py,x) < pg, akkor
f(x) < fY(p2,p2) < @, ezért f(z) < a. Ezigaz Vo € H(u,p) estetén,
azért fY(u,p) < o, azaz (u,p) € (f¥)"H~o0,a]. O

2.4 A haszonmaximalizilasi feladat altaldnositiasa

Az altalanos egyensiilyelmélet Arrow-Debreu modelljében a fogyasztokat leird
haszonmaximalizdlasi feladat a fenti (1) feladatng]l valamivel $1+aldnnashhan
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van megfogalmazva. Nem azt teszik fel, hogy a fogyasztdsi halmaz IR,
hanem azt, hogy az IR"-nek egy konvex és zdart részhalmaza. A kompaktsdgot
direkt médon nem kell feltenni, mert egy iigyes triikkel, a relevans allokdcio
fogalmdnak a bevezetésével el lehet érni, hogy az egyensily szempontjabdl
szébajohetd pontok halmaza egy rogzitett kompakt halmazban legyen benne.

Az alabbiakban legyen X Banach-tér (specidlisan ez szokdsosan IR™).
Legyen M C X egy konvex, kompakt halmaz. Ezt tekintjik egy fogyasztd
fogyasztdsi halmazdnak. Jelolje z € X a fogyasztési javaknak, p € X* pedig
ezen fogyasztdsi javak arainak vektordt. A fogyasztét egy f: X — IR
hasznossagi fiuggvény jellemez. A fogyaszté jovedelme a kovetkezokbdl All:
Egyrész rendelkezik egy a € X kezdSkészlettel, masrészt egy h: X — IR
folytonos fuggvénnyel, ami megadja a termelSk profitjabdl valé részesedését,
ezek alapjdn a jovedelme egy adott p € X* 4r esetén p(a)+ h(p) (= (p,a) +
h(p))-

A fogyaszté a fogyasztdsi javainak vektorat gy hatdrozza meg, hogy
maximalizdlja az f(z) hasznossigit a p(z) < p(a) + h(p) (azaz (p,z) <
(p,a) + h(p)) koltségvetési feltétel mellett.

A fogyaszté viselkedését a kovetkezd, p € X* paraméterrel paraméterezett
feladatsereg irja le:

f(z) — max (3)
mikézben x € M és p(z) < p(a) + h(p)

2.12 Definicié. Az (3) feladatsereg feltételi leképezésének (kiltséguetési
leképezésének) nevezziik azt a H : X* — P(X) azt a halmazértéki leképezést,
amelyre ¥ p € X* esetén

H(p) = {z € M : p(z) <p(a) + h(p)} -
Ekkor az (3) feladatsereg a kovetkezd ekvivalens alakba irhato:

f(z) — max
mikozben x € H(p)

2.13 Definicié. Az (3) feladatsereg megolddsleképezésének (keresleti leké-
pezésének) nevezziik azt az X : X* — P(X) halmazértéki leképezést, amelyre
YV p € X* paraméter esetén

X(p) = argmax g, f -

Amennyiben ¥ p € X* esetén X(p) # 0, akkor az X halmazértéki leképezés
eqy x : X* — X szelekcigjdt az (8) feladatsereg egy megolddsfiggvényének
nevezunk.

2.14 Megjegyzés. Az Arrow-Debreu elméletben az egyensiily létezéséhez,
azaz a Kakutani-tétel alkalmazhatésagahoz be kell 14tni, hogy a keresleti leké-
pezés fels6-Vietoris-folytonos. Ez a Berge-tétel alkalmazasaval a koltségveté-
si leképezés Vietoris-folytonossdgdbdl kovetkezik. Ennek a bebizonyitasa te-
inthetd ar almélet leormiimkaieénvesebhb részének. Ennek sordn hasznialiulk fel
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a pozitiv kezdOkészletre (mds néven létminimumra vagy déntési szabadsagra)
vonatkozd, viszonylag erSsnek tekinthetd, kdzgazdasigilag nehezen indokol-
haté feltételt:

Vpe X* drvektor esetén 3 b, € X, hogy p(b,) < p(a) + h(p) .

Az aldbbiakban az (3) feladatsereg H kéltségvetési leképezésének a Vietoris-
folytonosségat az (1) feladatsereg H koltségvetési leképezésének Vietoris-foly-
tonossdgahoz hasonléan, a bizonyitds némi médositdséval 1atjuk be.

2.15 Allitds. Legyen H : X* — P(X) az a halmazértékii leképezés,
amelyre Vp € X* esetén V p € X* esetén

H(p) = {z € M : p(z) < 1}.

Tegyik még fel, hogy ¥V p € X* esetén I b, € X, hogy p(by) < 1. Akkor
H:X* > P(X) nemdires, konvex és kompakt erteku Hausdorff- folytonos,
igy Vietoris-folytonos leképezés.

Bizonyitds. Kénnyen ldthato, hogy V p € X* esetén H(p) # 0 , valamint
konvex és kompakt halmaz.

Legyen p € X™ tetszoleges adott. Ekkor 3 « > 0, hogy p(b,) < 1—a,
ezért 3 6; > 0, hogy V ¢ € B(p, 61) esetén q(b,) < 1 — . Legyen e > 0
tetszOleges. Legyen K := max,enm ||z|| + diamM. Legyen 0 < A < £

Mivel lims_o4 AL =) +(1—N)(1+68) = A1 —a)+ (1 —A) = [— Ao <
1, azért 3 62 >0, hogy AMl—a)+(1—-XA)(1+6) <1 . Legyen
03 1= min{éy, ,C} . Ekkor V qi,920 € B(p,83) esetén V x € M mellett
lg2(z) — qu(z)| < 62, fgy qo(z) < qu(z) + 62 .

Legyenek q1,q2 € B(p,83) tetszélegesek. Belatjuk, hogy ekkor V z; €
H(q1) esetén az xg:= A- by, + (1 — \)- z; vektorra

(a) z2 € H(go),

(b) llwz — 1]l <&, ezért

(c) 21 € B(H(g2),¢) .

(a) Mivel az M halmaz konvex, azért z5 € M. Tovibba gz(z2) = ga(X - b, +
(1 =) 1) = A-ga(bp) + (L= N) - g2(w1) S A1 =) + (1= X)(q1(z1) +62) <
Ml=a) + (1 =21 +6) <1, azaz go(w2) < 1, mivel 25 € M is, azért
xg € H(q) .

() llez — a1l = A+ by + (1= N) - 21 — 0]l = flor — A (by — 22) — 1] =
Allbp — z1|| < X~ diamM < £ - diamM < ¢ .

(c) Kovetkezik (a) és (b)-boL.

Ezek szerint H (n) C B(H(qy), €) - A q1 és gy szerepét felcserélve adédik,
hogy H(qz) C B(H(qy),¢) . Ezért H(qy) és H(go) Hausdorf-tévolsiga nem
nagyobb e-nil, ahonnan gy = p vélasztdssal adédik a H leképezésnek a p-beli
Hausdorff- folytonossaga ]

2.16 Allitas. Tegyiik fel, hogy ¥ p € X* drvektor esetén fenndll a pozitiv
kosddkecrdet foltétele: IR X hornr oofbh N o= ol nN L B\
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Akkor a (3) feladatsereg H : X* — P(X) koltséguetési leképezése konvex és
kompakt értékd, Hausdor(f-folytonos, igy Vietoris-folytonos leképezés.

Bizonyitas. Egyrészt lathatd, hogy H = Ho % ,ahola: X* > IR az
a linedris leképezés, amelyre V p € X™ esetén a(p) := p(a). Misrészt mivel
H az el6z6 éllitas szerint konvex és kompakt értékii, Hausdorff-folytonos,
igy Vietoris-folytonos leképezés, valamint az E‘_‘:—h folytonos fiiggvény, azért a
kompoziciéjuk, azaz a H halmazértékii leképezés konvex és kompakt értékii,

Hausdorfl-folytonos, igy Vietoris-folytonos leképezés. O

3 A koltségminimalizalasi feladat

(Hicks-féle megkozelités)
Legyen f : IR} — IRy adott fliggvény. Tekintsik a kovetkezs, (v,p) €
R(f) x intIR7 paraméterparral paraméterezett feladatsereget:

(p,z) — min 4)
mikézben f(x) > v ésx € R}

3.1 Definicié. Az (4) feladatsereg feltételi leképezésének nevezziik azt a H :
R(f) — P(IRL), halmazértékii leképezést, amelyre ¥ (v,p) € R(f) x intIR}
esetén

H(v,p):={z € R} : f(z)>v}.
Megjegyzés: A H(v,.) halmazértéki leképezés nyilvdn konstans.

Ekkor az (4) feladatsereg ekvivalens a kovetkezovel:

{p,z) — min
mikozben z € H(v,p)

3.2 Definicié. Az ({) feladatsereg megoldasleképezésének nevezzik azt az
X : R(f) x mtIR} — P(IR}), halmazértéki leképezést, amelyre ¥ (v,p) €
R(f) x intIRY esetén

X(l/, p) = argminH(u,p) (pa >

Tegyiik fel, hogy ¥ (v,p) € R(f) x intIRYy esetén X(v,p) #£ 0, ekkor az X
halmazértéki; leképezés egy x : R(f) x intlR} — IR} szelekcidjit az (4)
feladatsereg egy megolddsfiiggvény ének neveziink.

3.3 Definicié. Az (4) feladat értékfiiggvény ének azt az f~ : R(f) xintR} —
TR fiigguényt nevezziik, amelyre V (v,p) € R(f) x intIR} esetén

fNv,p) = Hi(r;fp)(p, )
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Ha létezik x : R(f) x intIR} — IR} megolddsfiigguénye a feladatseregnek,
akkor ¥ (v,p) € R(f) x intRR} esetén f(v,p) = (o x(v,p)) , gy f =
() o (pra,x) -

3.4 Megjegyzés. Az értékfliggvény segitségével a megoldasleképezés a
kévetkezoképpen is megadhaté: V (v, p) € R(f) x int/R} paraméterpér esetén

X(V)p) = {:L' € H(l/,p) : (p,:r) = f/\(I/,p)}-

3.5 Megjegyzés. A fenticket mind a fogyasztdsi elméletben mind a ter-
melési elméletben interpretdlhatjuk. A fogyasztdsi elméletben a fenticket a
kovetkezGképpen interpretalhatjuk: Tekintsiink egy gazdasdgot, amelyben
tegyiik fol, hogy egy fogyaszténak van egy fogyasztési halmaza, ez legyen
R. Jeldlje = € IR} a fogyasztdsi javaknak, p € intIR} pedig ezen fo-
gyasztasi javak drainak vektorat. A fogyaszté rendelkezik egy f : Ry — IR
hasznossagi fiiggvénnyel. A fogyaszté a fogyasztdsi javainak vektorst ugy
hatdrozza meg, hogy minimalizdlja a (p,2) koltségét, mikézben legaldbb v
megkivant hasznossagi szintet ér el. A (4) feladatnak a kordbbi (1) fela-
dattal ellentétben a termelési elméletben is adhaté egy interpretdciéja. Te-
kintsiink egy gazdasdgot, amelyben tegyiik fol, hogy n input felhaszndldsdval
egyetlen outputot allitunk el6. A technolégidt egy f termelési figgvény
irja le, ami azt jelenti, hogy egy adott periédus alatt az z n-dimenzids in-
putvektor felhasznalasdval legfeljebb f(z) mennyiségii output llithaté eld.
A termelé gy hatdrozza meg az termelési tényezSk inputvektorat, hogy
minimalizilja a (p,x) kéltségét, mikézben legaldbb v mennyiséget termel.
A fenti esetekben a (4) feladatot koltségminimalizdldsi feladatnak, az X :
R(f) x intIR} — P(IR}) megolddsleképezést Hicks-féle vagy kompenzdlt
keresleti leképezésnek, az f* : R(f) x intIR} — TR értékfiiggvényt kiaddsi-
vagy feltételes koltségfiiggvénynek, Vp esetén a 9 f(.,p) : R(f) — IR de-
rivéltfiiggvényt (feltéve, hogy ez 1étezik) hatarkoltségfiiggvénynek nevezziik.

3.1 A feltételi leképezés tulajdonsagai

3.6 Allitas. Az [+ R} — Ry figguény pontosan akkor felilrél félig
folytonos, ha H : R(f) x intIR} — P(IRY), zdrt grdfi.

Bizonyitas. Szikségesség: Legyen az f feliilrél félig folytonos, és (Vn, Py Tn)
graph H-beli sorozat, azaz V n-re f(x,) > v,,. Tegyiik fel, hogy (vn, Pp, Zn) —
(v,p, ), ekkor f(z) = f(limz,) > limsup f(z,) > limuv, = v, azaz = €
H(v,p), azaz (v,p,z) € graphH .

FElégségesség: Mivel a. H zart grafd, azért zdrt értéki is, azaz az f 1y, 00)
halmazok zartak, azaz az f feliilrdl félig folytonos. O

3.7 Allitas. Legyen az f: IR} — IRy figguény felilrél félig folytonos,
ekkorV (v,p) € R(f)xintIR} eseténI K > 0 szdm és 3 U xB(p, §) kornyezet,
hogy

1. YV u.o)elUx B(p 8 esetén X(i: o) — Hl A\ RO K-



Feltételes szélséértékfeladatok a mikrockondmiaban 21

2. legyen H : U x B(p,8) — P(R}) az a halmazértéki leképezés, amelyre
V (i, q) € U x B(p, 6) esetén H(p,q) := H(u,q) N B(0,K), ekkor a H
kompakt értékii, felsd-Vietoris-folytonos leképezés;

8.V (p,q) € U x B(p,6) esetén f™p,q) =infgqgle.) = inff](u,q)@’ W s

4. ¥ (u,q9) € U x B(p,6) esetén X(u,q) = {z € H(pu,q) : (g,z) =
FAa)}

Bizonyitas. 1. Legyen (v,p) € R(f) x intIR} tetszéleges adott. Ekkor
Ja >0, hogyVk=1,...,nesetén py > , ezért 36 > 0, hogy V ¢ € B(p, )
mellett V k =1,...,n esetén gx > §. A kovetkezd két eset lehetséges:

I eset: 3 2o € IRY, hogy f(xo) > v. Ebben az esetben legyen U := (—oo0, v),
ez kornyezete v-nek.

II. eset: v =max R(f), ekkor 3 =g € IR}, hogy f(xo) = v. Ebben az esetben
legyen U := (—o0, v, ez R(f)-beli kornyezete v-nek.

Legyen (i,q) € U x B(p,§) tetszbleges. Ekkor egyrészt xo € H(u,q).
Mésrészt  (g,20) < llg - [lwoll < (lIpll + 8) - [|lo]| - Legyen = € X(p,q)
tetszbleges, ekkor (g, ) < (g,zo) . A fentiek szerint

n

04 (64 =
llel =32 o < 3 aim = {0,2) < {a,20) < (Il +9) ol

ezért ||z < K := v22(||p|| + 8)||zol| , azaz X(v,p) C B(0,K). Ezek szerint
X(k,q) C H(p,q) N B(0,K).

2. Mivel a H zart grafd, azért a H is az, valamint H értékei benne vannak egy
adott kompakt halmazban, azért felsd-Vietoris-folytonos, tovabba ugyanezért
nyilvéan kompakt értéki.

3. Ez abbdl kévetkezik, hogy egyrészt 1. szerint V (,q) € U x B(p, 6) esetén
X(1t,q) C H(u,q), masrészt f*(1e,q) = f(x(, ), ahol x(p, ) € X(p,9) -
4. A 3 megjegyzés szerint V (v,p) € R(f) x int/R! paraméterpar esetén
X(v,p) = {z € H(v,p) : ({p,z) = f*(v,p)}, iy ez kévetkezik 3.-bol. O

3.8 Allitds. Ha az f: R} — R, fiiggvénynek nincs lokdlis mazimuma
(példdul szigorian monoton névekvs), akkor o H : R(f)xintIR} — P(IR}),
leképezés alsd-Vietoris-folytonos.

Bizonyitas. 1. Legyen (v,p) € R(f) x intIR] tetszdleges adott. Legyen
G ¢ R} nyilt halmaz, amelyre H(v,p) N G # 0, ekkor 3 = € H(v,p) NG,
azaz f(z) > v és z € G. Mivel az f|g-nek z-ben nincs maximuma, azért
Jy € G, hogy f(z) < f(y). Ekkor U := (0, f(y)) kornyezete v-nek, tovabbd
V u € U esetén f(y) > v, ezért y € H(u,p), ezért y € H(p,p) NG, igy
H(u,p) NG # 0, azaz ¥V p € U esetén H(u,p) NG # 0, azaz a H(.,p)
leképezés alsé-Vietoris-folytonos v-ben. Mivel a H leképezés p-ben konstans,
azért a H leképezés alsé-Vietoris-folytonos (v, p)-ben, mivel (v, p) tetszéleges,
azért az egész értelmezési tartoményon. O.
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3.2 A megolddsleképezés tulajdonsagai

A (4) feladatsereg megoldésleképezése (keresleti leképezése) a kdvetkezé tu-
lajdonsagokkal rendelkezik.

3.9 Allitss.

(1) Haaz f: R} — R, figguény kvdzikonkdv, akkor X : R(f)xintR} —
Peonu(IRY) konvez értékd, azaz X(v,p) C P(IR}) konvex halmaz min-
den (v,p) € R(f) x intIR} esetén.

(2) Ha oz f: R} — IRy fiigguény szigorian kvdzikonkdv, akkor X értékei
egyelemii halmazok, azaz X = x : R(f) x intlR} — R} fiiggvény, azaz
V (v,p) € R(f) xintIR} esetén 3! x(v,p) megolddsa az (4) feladatnak.

Bizonyitas. (1) és (2) Legyen (v,p) € intlR} x intIR} tetszéleges adott.
[[Allz’tafs: Legyen az f: IR} — IR fliggvény kvdzikonkav, (ebben az eset-

ben H(v,p) = IR} N f~[v, 00) konvex halmaz), akkor az argming,, . (p, .)

halmaz a H(v,p) halmaz extremaélis halmaza.

Bizonyitds: Legyen x € argmin H(v,p) Py ) tetszOleges, ekkor ha u,v € H(v,p)

olyan, hogy valamely A € (0,1) esetén Au + (1 — A\)v = x, ekkor

)\<p,u> + (1 - )\)(}7,1)) = (p’ Au + (1 . A)U> = <p7 :13> = )\<P, T) + (1 . )‘)<p’ 33),
igy A((p,u) = (p, 7)) + (1- A)(p,v) — (p,z) = 0, mivel (pyu) — <p7 z) >
0és (p,v) — (p,x) > 0, azért (p,u) = (p,z), és (p,v) = (p,z), azaz u €
argminy,, ,, (p,.) és v € argmin,, ) (v, )]

Ebbdl kovetkezik, hogy ha az f kvézikonkév, akkor argmin H (u,p) (D, -) kon-
vex halmaz. Tovabba az f : IR} — IR fiiggvény szigorian kvézikonkdv
pontosan akkor, ha f~*[v, 00) € IR} szigoriian konvex halmaz, azaz minden

extremadlis halmaza singleton, ezért a H(v,p) = R} N f~![v,00) halmaz is
szigortian konvex, ezért az argmin H(v,p){P, ) halmaz singleton. O

3.3 Az értékfiiggvény tulajdonsigai

Ha csupén azt tessziik is fel, hogy létezik az (4) feladatnak megoldasa, azaz
az f fiiggvény felilrdl félig folytonos, az értékfiiggvénye mar akkor is szdmos
szép tulajdonsiggal rendelkezik.

3.10 Allitas Ha az [+ R} — IRy fiigguény felilrél félig folytonos (azaz az
[y, 00) C R} halmaz zdrt), akkor

1. az f*: R(f) x ntRRY — IR értékfiigguény

(a) nemnegativ,
(b) véges értéki,
(c) alulrédl félig folytonos,

2.V p eintlRY esetén az fA(.,p): R(f) — IR figguény
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(a) monoton niévekedd,
(b) ha 0 € R(f), akkor f*(0,p) =0,
(c) ha sup f = oo, akkor lims, f"(.,p) = oo,

3. ¥ v € R(f) esetén az fN(v,.) : intIR} — R fiigguény

(a) pozitivan homogén
(b) konkduv,

(c) monoton névekedd.
(d) folytonos.

Bizonyitas. 1. (a) Mivel V (v,p) € R(f) x intIR} esetén f"(v,p) =
inf r7(,,) (P, .} , ahol H(v,p) = R} N f~[v,00) , azért f"(v,p) >0.

(b) és (c) A 3.1 3. szerint V (v,p) € R(f) x intIR] pontnak 3 U x B(p, 6)
kornyezete, hogy V (i, q) € U x B(p, §) esetén

fNu,q) = inf (p,.),
H(p,q)

tovabbd ugyanezen 3.1 allitds 2. szerint ebben a kérnyezetben a H feltételi
leképezés kompakt értékii, felsé-Vietoris folytonos. Ezért egyrészt f"(v,p)
véges érték. Mdsrészt a Berge-tétel szerint, mivel infimumot vesziink, f”
alulrdl félig folytonos ezen a kornyezeten, igy a (v,p) pontban is, de ez
tetszbleges volt, fgy f alulrdl félig folytonos az értelmezési tartoméanyan.

2. Legyen p € intIR’} tetszOleges adott.

(a) Ha v < vy, akkor [v1,00) D [ve,00), igy f~'[v1,00) D f~ e, 0), igy
H(vi,p) D H(va,p), ezért infgy, »)(p,.) < infy, py(p, ), azaz on,p) <
(w2, p).

(b) Egyrészt a fentiek szerint f(0,p) > 0, mésrészt 0 € H(0,p), ezért
fN0,p) < (p,0) =0.

(¢) Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 vx — oo sorozat, és IC > 0, hogy V k
esetén f (v, p) < K. Ekkor V k esetén Jz), € H(vy, p), amelyre (p, zx) < K.
Mivel p > 0, azért az () sorozat korldtos (ugyanis V k és j = 1,...,n esetén
1}(3 ) < K). Mivel az f feliilr8l félig folytonos, azért az f(xy) sorozat korlétos,
ugyanakkor f(zr) > vy és v — oo.

3. Legyen v € R(f) tetszbleges. Ekkor a p — H(v,p) = R} N f~[v,00)
halmazértékii leképezés konstans, jeldlje ezért az aldbbi bizonyitdsok soran
H(v,po) == IR} N f7'[r,00) ezt a halmazt, ahol po € intRY, tetszbleges
rogzitett.

(a) Y X > 0 esetén fA(r,A-p) = infyp)(A-p,.) = A infgep(p,.) =
A f/\(lj, p) '

(b) fAv,.) = o"(|H(v,po)), és ismert, hogy az alsé tdmaszfliggvény konkév.
Részletesen: Legyenek pi,po € intIRY, A € [0,1], ekkor
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A, Aoy + (1= Npa) = infr(p,) (Ap1 + (1= N)p2,.) > Ninf gy, po) (1) +
(1 o )‘) ian(U,p()) <p21 > = )‘f/\(l/7 Pl) o )\f/\(l/u pZ) .

(c) Mivel V (v,p) € R(f) x intIR} esetén f"(v,p) = infp(p)(p,.) , azért
ha p; < pg, akkor f*(v,p1) < fA(v,p2) -

(d) Mivel konkdv és véges, azért folytonos int/R}-on. O

3.11 Megjegyzés. Altaldban az értékfiiggvénynek csak a v-beli alulrél félig
folytonossagat szoktdk beldtni, de ez a fentiek szerint igaz egyiittesen is. Sét
az egylittes folytonossdg is viszonylag gyenge feltételek mellett belathatd,
amelyet dolgozatunk £6 eredményeképpen az alabbi tételben rogzitiink.

3.12 Allitas. Ha az f: IRy} — IRy figguény felilrdl félig folytonos,
valamint nincs lokdlis mazimuma (példdul szigorian monoton névekvd), akkor

L az f* - R(f) x intIR} — IR értékfiigguény folytonos,

2. az X : R(f) x intIR} — P(IR}) megolddsleképezés felsé-Vietoris-
folytonos.

Bizonyitas. 1. A 3.1 allitds szerint a H feltételi leképezés alsé-Vietoris-
folytonos, ezért a Berge-tétel szerint a — f” alulrdl félig folytonos, ezért az
értékfiiggvény feliilrdl félig folytonos. (Most nem sziikséges, hogy a H feltételi
leképezés kompakt értékii legyen, mert alsé Vietoris-folytonossig esetén ez
csak az értékfiggvény végességéhez kell, de az elézd allitds ezt mar tgyis
biztositja.) Az el6z6 3.3 4llitds szerint pedig f” alulidl félig folytonos is,
ezért folytonos.

2. A 3.1 allitds 4. szerint V (v,p) € R(f) x int/R} pontnak létezik olyan
U x B(p,6) kornyezete, hogy V (11,q) € U x B(p,§) esetén X(u,q) = {z €
H(p,q) : (g,2) = @)} = H(p,q) N {z : {g,2) = f(i,q)}. Mivel az
[ folytonos, azért a fenti szinthalmaz zart grafd, valamint H fels$ Vietoris-
folytonos, ezért a metszetik is felsé Vietoris-folytonos. O

Végiil szeretnék koszonetet mondani Kdnnai Zoltdnnak a dolgozat meg-
irdsa sordn nyujtott tdmogatdsdért.
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CONSTRAINT EXTREMAL PROBLEMS IN MICROECONOMICS

Both in production and consumption theory we can describe the behavior of agents
of an economy by optimization problems. It turns out that such problems can be
formulated simultaneously as maximization and minimization problems in a dual
way. According to Marshall’s approach the consumer possesses a utility function,
and intends to maximize this function subject to his budget set which is determined
by the prices of the commodities and the wealth of the consumer. On the other
hand Hicks proposed an approach such that the consumer minimizes his/her budget
subject to his/her utility level. Our main goal is to examine the mathematical
background of the two dual approaches.
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ARFOLYAMINGADOZASOK ES KOCKAZATBECSLES A
BUDAPESTI ERTEKTOZSDEN!

~ PALAGYI ZOLTAN
BKAE Matematika Tanszék, Budapest

Ebben a dolgozatban a Budapesti Ertéktézsde egyik vezetd részvényének, a
MOL-nak a tranzakciénkénti dringadozdsait tanulmanyozzuk. Megmutatjuk,
hogy az dringadozdsok empirikus siirtiségfliggvénye jelentGsen eltér a norma-
listdl, és a vizsgdlt id6szakban jOl kozelithetd egy o = 1.48 indexi stabil
eloszlissal. Szemléltetjiik, hogy ennek az eredménynek milyen hatdsa van a
részvény kockdzatdanak becslésére.

1 Bevezetés

Az drfolyamingadozdsok lefraséra hasznélt legelterjedtebb modell {1] szerint a
részvények ara (P(t)) Brown-mozgdst kovet, azaz rogzitett T késleltetési idd
mellett killénboz ¢ értékekre az In P(t -+ T) — In P(t) mennyiségek fiiggetlen
normélis eloszldst valdsziniiségi valtozdk, amelyek virhato értéke zérus, szd-
résuk pedig ardnyos a T késleltetési id6Gvel.

Mira vildgossé valt, hogy a fenti modell nem irja le kielégitéen az adat-
sorokat, mert az aringadozdsok empirikus eloszldsa rendszerint til csicsos
ahhoz, hogy normélis legyen. Pontosabban az dringadozasok hisztogrammjai
hasonlitanak ugyan egy haranggorbére, de a kozéps6 tartomany csicsosabb,
a farokrész levagisa pedig lassabb, mint a minta vérhaté értéke és szdérdsa
alapjdn illesztett normalis eloszldsé. Mivel a normalitds alapvetd feltevése
fontos pénziigyi elméleteknek (derivativdk drazdsa, CAPM), elvetésének ko-
moly elméleti kovetkezményei vannak, melyekkel ebben a dolgozatban nem
foglalkozunk.

1963-ban Mandelbrot [2] a gyapotérak vizsgédlata alapjan ugy médositotta
a fenti modellt, hogy In P(t+7T")—In P(t) stabil (Levy) eloszlast kévet. A Levy
eloszlésok csalddja (a kovetkezd szakaszban dttekintjiik tulajdonsagaikat) tar-
talmazza a normalist, de az utébbi kivételével a Levy eloszlasoknak nincs
szérasuk. Emiatt Mandelbrot modelljét sok kritika érte.

Késébb szdmos tanulmdny [3-7] késziilt nagy frekvencidji adatsorokra
- fgy pédaul az S&P500 [5] illetve a CACA40 [7] indexek idSsoraira. Ezek
a vizsgalatok annyiban megerdsitették Mandelbrot modelljét, hogy az em-
pirikus eloszldsok sfirtiségfiiggvényeinek k6zépsd tartomdnydra jél illeszkedd
1 < a < 2 paraméterii stabil eloszldst taldltak. A gorbe farokrészének
"levagasa” azonban nem az illetd stabil eloszlas aszimptotikus tulajdonségai-

1Reérkezett: 1998. szeptember 14.
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nak megfelel6en, hanem altaldban gyorsabban, exponenciglisan [8], vagy hat-
vénykitev6 szerint [9] torténik, igy a széréds véges lesz.

Ebben a dolgozatban el8szor attekintjiik a stabil eloszldsok néhdny tulaj-
donsagat, majd a Budapesti Ertéktézsdén megfigyelt 4ringadozdsokat vizs-
géljuk [10-13]. Vizsgdlatunk fontos eleme, hogy napon beliili adatokat hasz-
nilunk. Valasztdsunk a MOL 1'észvényre esett, mert a napi tranzakcidk
szamat tekintve ez a papir az elsk kozott van.

2 A stabil eloszldasok néhdny tulajdonsiga

Az egyvaltozés stabil eloszldsok elméletét lényegében az 1920-as és 1930-
as években P. Levy és A. Y. Hincsin dolgoztdk ki. A részleteket szémos
kényvben [14-15] megtaldlhatjuk, itt csak néhény eredményt idéziink.

Az X, X1, X, ... X, figgetlen azonos eloszldsii valésziniiségi valtozdk el-
oszldsat stabilnak mondjuk, ha barmely n > 2 természetes szamhoz taldlha-
tok Cp, pozitiv és D, valds szdmok, amelyekre X; 4+ X, + ... + X, eloszldsa
megegyezik C, X + D,, eloszldsdval. Figgetlen azonos (stabil) eloszlési va-
l6sziniiségi valtozdkat Osszeadva tehdt az eloszlds (nytjtastdl és eltoldstdl
eltekintve) nem valtozik.

Mit jelent a stabilitds a pénziigyi idésorokban? Legyen példaul Py, Py, ...P,
egy részvény egymast kovets drainak sorozata (napon beliili arakrdl van szd,
tehdt az Osszes megfigyelt drat feljegyezziik). Tegyiik fel, hogy In Pry; —1n P,
(ez 1ényegében a t-edik kotéstd] a t+1-edik kotésig elért hozan) a fenti X;-vel
azonos (stabil) eloszldsu valdszin{iségi véltozé. Ekkor

InPyo—InP=(InPys—mmPi1)+(InPiy; —InB)

X1+ Xo-vel, azaz Cp X + Dp-vel azonos eloszlésii. Ehhez hasonldan In Py, —
In By C, X + Dp-nel azonos eloszldsi. Leegyszertiisitve azt mondhatjuk, hogy
a hozamokat kiilénb6z6 iddskildkon nézve azonos eloszlast kapunk. Szem-
léletesen, ha az 4ringadozasok grafikonjait elészor szabad szemmel, majd
nagyitéval nézziik, hasonlé alakzatot ldtunk. Megmutathaté, hogy C, =

e (0 <o < 2) ahol « a stabilitds indexe (karakterisztikus exponens,
Levy exponens). Normdlis eloszlisra oo = 2, a tobbi a-ra a stabil eloszldsd
valtozénak nincs szdérdsa, 0 < oo < 1 esetén pedig még varhaté értéke sincs.
(A pénziigyi id8sorokban eddig megfigyelt o értékekre 1 < o < 2, ekkor van
véarhato érték.) A stabil eloszldst valtozdk gyakorlati alkalmazdsait neheziti
az a tény, hogy slrliségfiiggvényiik (néhdny kivételtdl, példdul a normalistél
eltekintve) nem irhaté explicit alakban, karakterisztikus fiiggvényiik (az o #
1 esetben):

EexpifX = exp(—a®|0]*(1 — iB(signd) tan(ra/2)) 4 ipb),
ahol sign a szignum fiiggvény, « a stabilitds indexe, B a ferdeséget (aszim-

metridt) méri, p eltoldsi, o pedig skdlaparaméter. (X pontosan akkor szim-
moetrilciie ha A — N de 1r — N Ha V.ol vman vrdrhatd Zebdlbra alblboe oo 5 el
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egyenld.) A vizsgélt pénziigyi idésorokban [ és u értéke alig tér el nulldtdl.
A = p =0 esetben X slirliségfiiggvénye:

)y =1/7 Aw exp(—yz®) cos(tz) dz ,

ahol bevezettik a y = o paramétert. Az integrdl numerikus kiszdmitdsdhoz
hasznos észrevenni, hogy

Fo(8) =y Yo f1(y ),

igy elég f1(.)-et kiszdmolni. A farokrész (t nagy) becsléséhez j6l haszndlhatd
az

1) =~ T(1 + @) Sin(ﬂ—a/g)/mpm

(a < 2) kozelits formula. Ez utébbi az tigynevezett "vastag farok” tulaj-
donsig: a siirliségfiiggvény gorbéjének farka aszimptotikusan hatvanykitevo
szerint "vag le” az o < 2 esetben, vagyis a normalis sliriségfiggvénynél
sokkal lassabban. Ennek a tulajdonsdgnak a pénziigyi kockdzat becslésénél

van szerepe, hiszen a széls6séges események éppen a farokban vannak.

3 Az arfolyamingadozasok stlirtiségfiiggvénye

Az elézb szakaszban leirt stabilitis vizsgdlatdhoz a MOL részvénynek a Bu-
dapesti Ertékt6zsdén 1997. janudr 1-t5l 1998. jinius 30-ig megfigyelt drainak
sorozatdt (P, P, ... P,) vélasztottuk. Py tehdt 1997 elsé tranzakcidjdnak 4ra,
P, a mésodiké, stb. A vizsgélt id&szakban a tranzakciok szama n = 214392.
Feltessziik, hogy az In P11 — In P, (tick-by-tick) hozamok mintéjit szim-
metrikus o és v paraméterfl stabil eloszldsi valtozd

f&y=1/w AOO exp(—vyz®) cos(tz) dx

stirliségfiiggvénye frja le. Kénnyii beldtni, hogy n ilyen stiriiségfiiggvény kon-
voldcidja:

fult) = 1/m /0 "~ exp(—myz®) cos(tz) dz,

innen pedig f,(0) = n~Y*f(0). fn(0)-t n fiiggvényében log-log skaldn
dbrazolva a kapott egyenes meredekségébdl megbecsiiljilk a-t, a tengelymet-
szetbél pedig f(0)-t. Ezutén az f(0) = I'(1/a)/may'/* képletbél kiszdmitjuk
v-t.

fn(0) kiszdmitdsahoz az eredeti (In P41 —In P;) mintabél n elemet hizunk
véletlenszeriien visszatevéssel és a kihtizott elemeket Osszeadjuk. A hizasok
szdma félmillié — ez szdmitastechnikailag még kiénnyen kezelhet. A kapott
osszegelet egy 0.0012 ablakszélességli hisztogrammba tessziik és leolvassuk
£.(0) értékeét.
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Az els6 dbran log, f,,(0) értékeit tiintettitk fel logy(n) fiiggvényében. Lét-
haté, hogy a pontokra szépen illeszkedik egy egyenes — o becstilt értéke 1.48.
A fent leirt médon -ra a 0.000011 értéket kapjuk.

A miésodik dbrdn az (In Py — In P;) adatokbél kapott hisztogrammot
(gyéméntok), a fenti o és v paramétereknek megfelels stabil eloszlds nu-
merikus integrdldssal kiszamitott stirliségfiiggvényét (folytonos vonal), vala-
mint a minta virhaté értéke és szdérdsa alapjan illesztett normélis eloszlds
sirliségfiiggvényét (szaggatott vonal) latjuk. A fliggéleges tengelyen tizes
alapui logaritmus skéldt haszndlunk. L4thatd, hogy a stabil eloszlds sii-
riiségfiiggvénye négy nagysdgrenden 4t szépen illeszkedik az adatpontokra,
az illesztés csak a sz6lsé tartomanyokban kezd romlani, ahol mir nem volt
elég adat, igy a rogzitett hisztogramm ablakszélesség miatt ezek a pontok
szétszérédtak — lényegében ”zajnak” tekinthetjiik 8ket. Szépen latszik az is,
hogy a normalis stiriiségfiiggvény mennyire tavol esik az adatpontoktdl.

4 Kovetkeztetések

A dolgozatban a MOL részvény Budapesti Ertéktézsdén megfligyelt 4ringa-
dozdsainak empirikus siiriiségfliggvényét vizsgdltuk. Megallapithatd, hogy
az eredmény lényegesen eltér a normélis eloszlds stirliségfliggvényétdl és jél
leirhaté egy a = 1.48 exponensii Levy eloszlds siirtiségfiiggvényével.

A mésodik dbrdn a szaggatott vonal (normadlis eloszlds) és a vizszintes
tengely metszete a minta Otszoros szérdsinak felel meg. A 0.02 (tizszeres
szords) illetve —0.02 pontoktdl jobbra illetve balra normalis eloszlds szerint
lényegében nem lehetnének adatpontok - nagyjabdl az univerzum életkordnak
megfelel§ ideig kellene varni, amig ebben a tartomdnyban figyelnénk meg
dringadozast. A vizsgalt mdsfél éves idétartam alatt viszont sok 4ringadozas
esett ebbe a tartomédnyba — ezek a nagy ingadozédsok jelentik a pénziigyi
kockazatot, amelynek mértékét a normalis eloszlds nagysigrendekkel aldbe-
csiili. A stabil eloszlds kielégitéen irja le az adatokat, a farokrész pontosabb
becsléséhez sokkal tobb adatra lenne sziikség, ezért pillanatnyilag nem tudunk
Jjobbat mondani.

5 Koszonetnyilvanitas

Az adatok megszerzésében Pacsi Zoltdn, Schalkhammer Erika és Szerelmy
Gabor segitettek - nélkiiliik ez a munka nem johetett volna létre. Koszonettel
tartozom a Cashline Broker Rt-nek az anyagi tdmogatdsért.

Végiil Medvegyev Péter kollégdmnak szeretném megkoszonni tandcsait és
hasznositmutatdsait.
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PRICE CHANGES AND RISK ESTIMATION OF THE BUDAPEST STOCK

EXCHANGE

We study the empirical density function of tick by tick log price changes of a heavily
traded stock (MOL) of the Budapest Stock Exchange. A heavy tailed stable density
of index 1.48 seems to describe the data well. This ‘heavy tail’ phenomenon has
been observed in many other markets of the world. The fact that the empirical
distribution of price changes is not normal inspires further theoretical research
(option pricing, CACPM etc.), and affects our view on modelling and estimating
financial risk. .
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NEMZETKOZI PORTFOLIO DIVERZIFIKACIO A
MAGYAR ES A NEMET BEFEKTETOK
NEZOPONTJABOL!

BUGAR GYONGYI - RAIMOND MAURER?

Janus Pannonius Tudomdnyegyetem, Pécs - Universitat Mannheim

A tanulmdnyban a magyar és a német befekteték nézépontjibdl a szerzdk azt
vizsgaljak, hogy milyen elénycket kindl, ha befektetéseikkel a hazai részvény-
piacrdl kilépnek a nemzetkozi piacra. A német értékpapirpiac — a folyama-
tosan fejlédo, de kis méretii magyar piaccal szemben — egyike a vilig legjelen-
tésebbjeinek. A magyar befektetok szdméra ex post értelemben a nemzetkozi
diverzifikdcid ,,jétékony hatdsa” a vizsgélt befektetés-kombindcidk kockdzats-
nak csokkenésében nyilvanult meg, mig a német befektetok szdméra nemcsak
a kockazat cstkkentésében, hanem a magasabb dtlaghozamok elérhetéségében
rejlé lehetdségek tették vonzéva a kiilfoldi cégek részvényeinek vasdrlsat.
Valamennyi - a szerz6k &ltal vizsgdlt - portfolié kivélasztdsi stratégia tel-
jesitményének ex ante médon torténd értékelése szintén azt erdsiti meg, hogy
a nemzetkozi portfolié diverzifikdcié mindkét orszdg szamédra potencislis els-
nyokkel jar.

1 Bevezetés

A modern portfélié analizis térvényszeriiségeit Grubel (1968) alkalmazta
elészor a nemzetkozi értékpapirpiacra. Ezt kovetden tobb, a nemzetkozi
portfdlié diverzifikdcidban rejlé lehetdségeket vizsgdldé empirikus tanulmény
latott napvildgot. A korai tanulményok (Levy/Sarnat (1970), Lessard (1973,
1976), Solnik (1974)) ex post értelemben hatékony portfélick teljesitményét
vizsgaltak és a befektetések nemzetkozi kiszélesitésére hatd motivacidkat a
kiilénboz6 orszdgok tézsdeindexei kozotti alacsony korrelaciéban talaltdk meg.
A kés6bbi tanulmdnyok (Jorion (1985), Eun/Resnick (1988, 1994), Levy/Lim
(1994) és Liljeblum/Loflund/Krokfors (1997)) ex ante értelemben hatékony
portfolid kivalasztasi stratégidkat vizsgaltak, finomitottik az egyes értékpapi-
rok varhaté megtériilésének becslési mddszereit és figyelembe vették a fedezeti
tgyletek altal az drfolyam kockdzat csokkentésére kindlt lehetéségeket.

Az e témdban megjelent tanulmanyok tobbsége amerikai befektetdkre
(vagy legalabbis dolldr-alapi befektetésekre) és a nagy tézsdék dltal nyujtott
befektetési lehetOségekre koncentralt. A végzett elemzések egyontetii ko-
vetkeztetése az volt, hogy az amerikai értékpapirpiac dltal nydjtott befek-
tetések nemzetkozi kiszélesitése potencidlis eldnyokkel jar. Bar az utdbbi

1Beérkezett: 1998. szeptember 14.
2 A cmarrZl mramlbieninil an (YTICA (T N92400Y Lo a MEAPTTIS +Lrmmoatdelds
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id6ben megjelent néhiny tanulmény, amely a nemzetkozi befektetés kom-
bindcidkat més ndciék nézbpontjabdl vizsgilja, mind a mai napig megle-
het8sen hidnyos az arrdl alkotott kép, hogy a nemzetkézi portfélié diver-
zifikdcié milyen lehetéségeket kindl a nem amerikai befektet8k szdmdra. Az
elébb emlitett tanulmdnyokra jé példa Eun/Resnick (1994) munkéja, amely
vizsgélatait az amerikai befektet6k mellett kiterjeszti japan befektetOkre,
valamint Adjaouté/Tuchschmid (1996) és Liljeblum/Léflund/Krokfors (1997),
akik svéjci illetve skandindv befektetOket vesznek alapul. Ez utébbi tanul-
manyok —az amerikai befektetSkre koncentralé munkdkhoz hasonléan— a
nemzetkozi portfolié diverzifikécidbol szérmazé jelentds elénydket mutattak
ki.

A jelen tanulmény f6 célja annak vizsgdlata, hogy a magyar és német
befekteték szaméra milyen elényokkel jar, ha befektetéseikkel a hazai rész-
vénypiac helyett kilfoldi t6zsdéket céloznak meg.

A cikk a kdvetkez&képpen tagolddik: a 2. részben az elemzésben haszndlt
adatokat frjuk le. A 3. részben azt vizsgiljuk, hogy a nemzetkézi részvény-
hozamok valamint az egyes fizet8eszkozok kozotti atvaltasi ardny valtozédsa
milyen hatést gyakorolt a magyar és német befektetések hozaméra és kocks-
zatara. A 4. részben a vizsgdlatba bevont orszdgok tézsdeindexeinek hozama
kozotti kapesolatot igyeksziink feltdrni. Az 5. részben azokat a potencidlis
elénycket szamszerfisitjitk, amelyeket az dltalunk vizsgalt idészakban a nem-
zetkozi portfélié diverzifikdcid nyijtott a magyar és a német befektetSk szd-
méra. A 6. részben néhdny ex ante diverzifikdcids stratégia teljesitményét
értékeljiik. A 7. rész a cikk Osszefoglaldsit és kovetkeztetéseinket tartalmazza.

2 Adatok

A felhasznélt adatbazis 17 kivalasztott orszég tézsdeindexének idésorit tar-
talmazza havi bontdsban. A vizsgélatba bevont orszdgok: Ausztralia (AUS),
Ausztria (AUT), Belgium (BEL), Kanada (CAN), Svijc (CH), Németorszig
(D), Dénia (DEN), Spanyolorszg (ESP), Franciaorszig (FR), Nagy-Britannia,
(GB), Magyarorszdg (HUN), Olaszorszag (IT), Japén (JP), Hollandia (NL),
Norvégia (NO), Svédorszdg (SW), Egyesiilt Allamok (US). A tdzsdeindexek
idésordnak forrdsa (kivéve a magyar tézsdeindexet) a Morgan and Stanley
Capital International (MSCI) adatbézisa. A magyar tdzsdeindex (BUX)
id8sora a Budapesti ErtéktSzsdérél (BET) szarmazik. Ez utébbi indexet
nem hivatalos, ideiglenes formaban 1991 tavaszdn vezették be, 1991. janudr
2-ai 1000 pontos indulé értékkel. A BUX — az MSCI indexekhez hasonléan
— kapitalizacié silyozésu értékindex, amely az arfolyamvaltozasbdl és az osz-
talékfizetésbdl szarmazé hozamokat is tartalmazza (A Budapesti Ertéktézsde
részvényindexének kézikonyve, 1997).

A vizsgilt periddus az 1991. janudr és 1997. aprilis kozotti idéintervallum
volt (vélasztdsunkat a BUX-ra vonatkozé id8sor korldtozta). Ez azt jelenti,
hogy minden orszdg tézsdeidexének hozamsoraként a havi hozamok 76 elem
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teljes hozamédnak kiszamitdsahoz a forintra és a mérkdra vonatkozé hé végi
deviza kozéparfolyamokat vettitk alapul. A kockdzatmentes rata proxy-jaként
a havi pénzpiaci kamatldbakat hasznaltuk. A fenti adatokat a német Bun-
desbank és az MNB bocsdtotta rendelkezésiinkre.

3 A vizsgalt orszagok t6zsdeindexeinek és de-
viza-arfolyamainak hozam és kockdazat ka-
rakterisztikaja

Abbdl a célbdl, hogy megéllapitsuk, hogy az egyes orszdgok részvénypiaci
hozamai és deviza-arfolyam hozamai mekkora részben jarulnak hozzd az adott
orszagbeli befektetés teljes hozamdhoz, minden egyes orszdgra vonatkozdan
elvégeztitk az adott orszdgbeli részvény-befektetésbdl szdrmazé teljes hozam
Osszetevokre bontdsat. Amenunyiben Sj; az i-ik orszdg fizetSeszkozének a t-
ik idépontban forintban vett arfolyamdat jeloli, P;; pedig ugyanezen orszig
tézsdeindexének arfolyamét, akkor barmely befektetési periédus végén az
adott orszdgbeli befektetéshol szarmazo teljes hozam egy magyar befektetd
nézdpontjibdl a kovetkezoképpen szdmithatd ki:
S Pi

R; pur = S

p . 1=+ R)(1+e)—1=Ritei+Re (1)
it—142t—1

ahol R; a lokélis (helyi) hozam az -k t8kepiacon, e; az i-ik orszdg fizetéesz-
kézének a forinthoz viszonyitott arfolyam-valtozdsabdl szarmazé hozam.
A fentiek alapjan a varhaté hozam az aldbbi médon bonthaté fel:

E(R;nur) = E(R:) + E(e;) + E(R;e;) (2)

A (2) formula értelmében a teljes hozam varhaté értéke (roviden a vérhaté
hozam) a helyi tézsdeindex virhat6 hozaménak, az arfolyam-valtozdshol szar-
mazd varhaté hozamnak és az elézbek szorzata varhatd értékének az Gsszege.

Az el6z6 formuldk alkalmazhatdk egy német befekteté vizsgdlt orszagbeli
befektetésének teljes hozamara is, azzal a kiilonbséggel, hogy ekkor ¢; az adott
orszag fizetbeszkozének a német markahoz viszonyitott drfolyam-valtozdsabdl
eredd hozamot jeloli.

Az 1. tdbla a vizsgdlt kiilfoldi orszdgokban forintban realizalhaté havi
atlagos teljes hozam Osszetevékre bontdsit mutatja az 1991. janudr és 1997.
aprilis kozotti periédusra vonatkozdan. A 2. tabléban ugyanezt a felbontdst
egy német befektetd nézépontjabdl készitettiik el, német mérkat alapul véve.
Az epyes hozam-komponensek nagysiga (az 1. és 2. tdbla els§ négy oszlo-
pa3) mellett kiszdmitottuk szdzalékos megoszldsukat (az 1. és 2. t4bla utolsé
hdrom oszlopa) is.

3A +2ZRh1ZLhan crarentd horamale oovedge O7.
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E(R:ppe)  B(R)  Ele) B(Riei) B(HR)  Bled) E(Ri i)

AUS 2.68 1.21 1.62 -0.1 45.15  56.72 -1.87
AUT 1.46 0.19 1.31 0 13.01 89.73 -2.74
BEL 2.73 1.43 1.31 0 52.38 47.99 -0.37
CAN 2.32 1.07 1.23 0.02 46.12 53.02 0.86
CH 3.28 1.95 1.34 0 59.45 40.85 -0.30
D 2.50 1.21 1.31 0 48.40 52.40 -0.80
DEN 2.33 1.04 1.33 0 44.64 57.08 -1.72
ESP 2.75 1.80 0.96 0 65.45 34.91 -0.36
FR 2.53 1.21 1.33 0 47.83 52.57 -0.40
GB 2.62 1.33 1.29 0 50.76 49.24 0
HUN 2.91 2.91 0 0  100.00 0 0
IT 2.13 1.18 0.96 0 55.40  45.07 -0.47
JP 1.70 0.11 1.60 0 6.47 94.12 -0.59
NL 3.13 1.83 1.32 0 58.47 42.17 -0.64
NO 2.27 1.07 1.25 -0.1 47.14 55.07 -2.20
SW 3.14 2.09 1.07 0 66.56 34.08 -0.64
Us 2.99 1.49 1.47 0.03 49.83  49.16 1.01

1. tibla. Az egyes orsziagok tézsdeindexébe torténd befektetés havi dtlagos teljes
hozamanak 6sszetevOkre bontdsa a magyar befektet6k nézdpontjabél

Magyarorszag esetében minden deviza arfolyam-valtozasanak hozama po-
zitfv és a teljes hozam viszonylag nagy hdnyadit teszi ki. A japin tézs-
deindexbe torténé befektetés esetén ez utdbbi a teljes hozam tobb mint
00%-4t képezi. A deviza arfolyam-valtozas hozaméanak a teljes hozamhoz
torténd hozzajiruldsa a Spanyolorszdgba valo befektetés esetében a legkisebb
(kozel 35%), de ez az érték is viszonylag nagy. Megdllapithatd tovdbba,
hogy a (2) formuldban szereplé harmadik tag (a helyi hozam és a deviza
arfolyam-valtozés szorzatdnak varhaté értéke) az Osszes esetben kicsi, szinte
elhanyagolhatd.

E(R,(]_;,i-;m) E(R.j EL‘E{) E(R;, ;) E(R;) Fleq) E{R..f—',-}

AUS 1.53 1.21 0.29 0.03 79.08 18.95 1.97
AUT 0.19 0.19 0 0 100 0 0
BEL 1.43 1.43 0 0 100 0 0
CAN 1.10 1.07 0.01 0.02 97.27 0.91 1.82
CH 1.96 1.95 0.01 0 99.49 0.51 0
D 1.21 1.21 0 0 100 0 0
DEN 1.06 1.04 0.02 0 98.11 1.89 0
ESP 1.48 1.80 -0.35 0.03 121.6  -23.70 2.10
FR 1.23 1.21 0.01 0.01 98.38 0.81 0.81
GB 1.32 1.33 0 -0.01 100.8 0 -0.80
HUN 1.68 2.91 -1.21 -0.02 173.2 -72.1 -1.1
IT 0.95 1.18 -0.32 0.09 124.2 -33.7 9.47
JP 0.44 0.11 0.33 0 25.00 75.00 0
NL 1:84 1.83 0 0.01 99,46 0 0.54
NO 1.03 1.07 -0.10 0.01 103.9 -4.85 0.95
SW 1.85 2.09 -0.20 -0.03 112.9 -10.80 -2.10
US 1.74 1.49 0.25 0 85.63 14.37 0

2. tabla. Az egyes orszagok tézsdeindexébe torténd befektetés havi dtlagos teljes
hozamanak osszetevSkre bontdsa a német befekteték nézépontjibdl

A deviza drfolyam-viltozds hozamdnak hatdsa a befektetés teljes hozama-
ra a német befektet8k esetében nem olyan jelentés, mint a magyar befektetk
esetében. Az Eurépai Kozosség orszégaiba torténd befektetés esetén a német
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esetek tobbségében elhanyagolhaté. Kivételt képeznek Spanyolorszdg, Olasz-
orszag és Svédorszag, amelyekre ez utébbi hozam relative nagy negativ érté-
keket vesz fel, ami a német marka eréstdését jelzi a fenti orszdgok fizetBesz-
kozeihez képest a vizsgdlt idészakban. A deviza drfolyam-valtozas hozama a
tobbi eurdpai orszig esetében sem tdl nagy (Svéjcra 0,01%, Norvégidra vo-
natkozdan pedig —0, 1%). Ez utdbbi orszdgok koziil Magyarorszag kettds ,,ex-
tremélis pont”, abban az értelemben, hogy a deviza drfolyam-valtozds hoza-
maként ebben esetben adédik a legnagyobb abszolit értékll negativ szdm,
ugyanakkor a lokalis tézsdei hozamokat tekintve pedig a BUX hozama volt a
legnagyobb a vizsgdlatba bevont 17 orszag tézsdeindexei koziil. Megéllapit-
hatd, hogy a német befekteték szemszogébdl a forint jelentds leértékelédése
a markdhoz képest (a deviza drfolyam-véltozas hozama ez esetben dtlagosan
havi —1,21%) csokkenti a Budapesti Ertéktézsdén elérhetd rendkiviil ma-
gas lokalis hozam (4tlagosan havi 2,91%) vonzerejét. Ebbél nem kovetkezik
azonban, hogy a magyar t6zsdére valé befektetés irdnt a német befektetSk
érdektelenek lennének. Ha a kiilonboz6 orszdgok részvénypiacaira irdnyuld
befektetés vonzerejét (kizdrdlag) a befektetés teljes hozamaval mérnénk, akkor
Magyarorszag 6todik helyet foglalna el a fenti orszagok kozott a német befek-
tetdk dltal készithetd rangsorban. A tengerentili-befektetésekre vonatkozdan
(Kanadét kivéve) relative magas pozitiv deviza drfolyam-hozamot figyelhe-
tunk meg, ami ellentmond az ‘erés’ német markérdl kialakitott elképzelésnek.

Mint ismeretes, egy portfdlié-kivalasztdsi stratégia teljesitménye nem itél-
hetd meg kizardlag a befektetés jovedelmezbsége, azaz teljes hozama alapjén,
hanem a stratégia kockédzatéra is tekintettel kell lenni. A Markowitz (1985)
altal bevezetett hozam-kockdzat megkdzelités értelmében a hozamok vari-
ancidjat haszndlhatjuk a kockdzat méroszamaként. A variancia helyett tel-
jes joggal tekinthetd annak négyzetgyoke, a szérds (standard eltérés) is a
kockazat mértékének.

A teljes hozam variancidja a kovetkez8képpen bonthaté Gsszetevéire (Eun/
Resnick 1994, 145. o.):

Var(R; gur) = Var(R;) + Var(e;) + 2Cov(R;, e;) + AVar, (3)

ahol Var(R;) az i-ik orszag tézsdeindexe lokélis hozaméanak variancidja, Var(e;)
az 1-ik orszdg fizetdeszkdzének a forinthoz viszonyitott drfolyam-véaltozasa
hozamédnak variancidja, Cov(R;,e;) és AVar az elézd két viltozd, illetve
azok szorzata kozotti kapcsolatbdl adddd ,hozzdjérulds” mértéke. A (3)
formuldt forint-alapd befektetésekre, tehdt magyar befektetSkre frtuk fel.
Természetesen az elézdvel azonos formula érvényes a német befektetékre is.

A forintban illetve markdban szdmitott teljes hozam varianciajanak 0ssze-
tevSkre bontdsat a 3. illetve 4. tabla mutatja. A tdbldk utolsé négy oszlopa
az egyes komponensek szdzalékos megoszldsit tartalmazza.*

4 A tibliban szerepld variancia értékek %-ban értenddk.
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Var(Ryyr)  Var(R)  Var(e]  2Cov  AVar  Var(R) Var(e) 2Cov  AVar

AUS 29.97 14.93 12,22 5.20 -2.39 50 41 17 -8
AUT 30.63 29.79 9.80 -8.99 0.03 97 32 -29 0
BEL 16.65 13.90 9.96 -7.28 0.07 83 60 -44 0
CAN 22.71 10.41 8.71 3.04 0.56 46 38 13 2
CH 22.43 15.20 13.19 -6.48 0.53 68 59 -29 2
D 20.27 17.35 9.75 -7.02 0.19 86 48 -35 1
DEN 20.84 21.63 9.97 -11.00 0.23 104 48 -53 1
ESP 39.60 31.02 12.51 -5.07 1.13 78 32 -13 3
FR 26.73 21.40 9.91 -5.31 0.73 80 37 -20 3
GB 23.29 14.02 11.36 -2.82 0.74 60 49 -12 3
HUN  124.00 124.00 0 0 0 100 0 0 0
IT 56.63 49.44 11.03 -3.77  -0.10 87 19 -7 0
Jp 47.62 34.01 15.08 -2.09 0.62 71 32 -4 1
NL 14.13 12.95 9.85 -8.62 0 92 70 -61 0
NO 37.49 40.38 9.70  -13.30 0.70 108 26 -36 2
SW 48.60 45.56 12.04 -9.41 0.42 94 25 -19 1
US 17.73 9.32 6.94 0.89 0.59 53 39 5 3

3. tabla. A teljes hozam variancidjinak dsszetevkre bontdsa magyar befektetsi nézépontbdl

A 3. tabldbdl 14thatd, hogy a magyar befekteték esetében a deviza 4rfo-
lyam-véltozds hozaménak variancidja a teljes variancia viszonylag nagy hé-
nyadét teszi ki, ez utébbi ardny 19% (Olaszorszig mint befektetési célpont
esetében) és 70% (Hollandia esetében) kozott mozog. A helyi tzsdeindex és
a deviza arfolyam-véltozds hozama kozotti kovariancia az eurépai orszigok
és Japan esetén negativ és tobbségben relative nagy értéket képvisel. Az
utébbiak miatt a deviza drfolyam-véltozdsbdl eredd bizonytalansignak a tel-
jes kockédzatra gyakorolt hatdsét illetGen nem Allapithaté meg egyértelmii és
ltaldnosan érvényes tendencia. A 17 orszdg kozott csak 5 olyan van, amely-
ben a helyi tézsdeindex variancidja a teljes variancidn beliil 70%-nal kisebb
részaranyt képvisel, igy legfeljebb csak ezekre az orszdgokra vonatkozéan
allapithaté meg, hogy a deviza arfolyam-véltozdsbdl eredd bizonytalansig
jelentésen noveli az oda irdnyul6 befektetés kockdzatét. Dénia és Norvégia
esetében a helyi tézsdeindex hozama variancidjanak részaranya 100%-n4l na-
gyobb. Ez azt jelenti, hogy a helyi tézsdeindex hozama variancidja nagyobb
a teljes hozam variancidjanal, ami a helyi t6zsdeindex és a deviza drfolyam-
véltozas hozama koz0tti nagy negativ kovariancia miatt fordulhat el6.

Var(Rppay)  Var(R)  Var(e) 2Cov  AVar  Var(R) Var(e) 2Cov  Avar
AUS 37.83 14.93 15.85 6.46 0.59 39 42 17 2
AUT 29.84 29.79 0 0.05 0.01 100 0 0 0
BEL 14.42 13.90 0.27 0.24 0.01 96 2 2 0
CAN 28.73 10.41 13.44 4.54 0.34 36 47 16 1
CH 16.30 15.20 1.44 -0.46 0.13 93 9 -3 1
D 17.35 17.35 0 0 0 100 0 0 0
DEN 21.63 21.63 0.65 0.20 -0.85 100 3 1 -4
ESP 41.39 31.02 4.05 6.16 0.16 75 10 15 0
FR 22.13 21.40 0.43 0.28 0.01 97 2 1 0
GB 19.98 14.02 5.02 0.83 0.10 70 25 4 1
HUN  133.50 124.00 8.27 2.37 -1.14 93 6 2 -1
IT 68.91 49.44 6.81 12.29 0.38 72 10 18 1
JpP 43.69 34.01 9.86 -0.21 0.04 78 23 0 0
NL 13.02 12.95 0.01 0.06 0 99 0 1 0
NO 43.61 40.38 1.16 2.06 0.02 92 3 5 0
sSw 44.50 45.60 6.21 -5.40 -1.90 102 14 -12 -4
Us 21.33 9.32 11.41 0.35 0.25 44 53 2 it

4. tédbla. A teljes hozam variancidjidnak dsszetev8kre bontdsa a német befektet8k nézépontjabsl
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A német befektetSk néz8pontjabdl (4. tdbla) a tengerentiili befektetések-
hez kapcsolddé deviza drfolyam-kockazat szdmottevéen noveli a teljes koc-
kézatot. Az el6bb emlitett | kockdzat novel¢” hatds az eurdpai orszagok
tobbségére nézve (Magyarorszdgot is beleértvel) kicsi. Ez Magyarorszéig
esetében els6 l4tdsra meglepének tinik. Rogton érthetévé valik azonban,
ha megvizsgiljuk a 4. tdbla 2-3. oszlopdaban taldlhaté értékeket: lathatd,
hogy a magyar tézsdeindex (BUX) havi hozamainak variancidja az dltalunk
vizsgalt iddszakban 124% volt, ami az drfolyam-valtozds hozaménak vari-
ancidjahoz (8, 27%) képest rendkiviil nagy, ezért az el6bbi a teljes variancidn
belill nagyobb részarianyt képvisel, mint az utébbi. Ha elsé kozelitésben a
varidcids koefficiens reciprokit haszniljuk az egyes orszdgokba valé befek-
tetés teljesitményének megitélésére, akkor Magyarorszag a német befektetSk
szémadra az {gy képezett , liga-tdbla” aljdn taldlhato. A német tézsdeindexbe
torténé befektetés ellenben — ebben az értelemben — nagyon vonzdnak tiinne
a magyar befektetOk szamara.

4 A részvényt6zsdék hozamai kozotti korre-
ldcié hatdsa a portféliok hozamara

Annak érdekében, hogy nemzetkozileg diverzifikdlt portfélidk teljesitményét
értékelni tudjuk, sziikségiink van azokra az Osszefliggésekre, amelyekkel egy
ilyen portfélié megfelelé paramétereit meg tudjuk hatdrozni.

Egy magyar befektet6 nemzetkozileg diverzifikdlt portfdlidjanak teljes
hozama a befektetés célpontjiul valasztott orszagokbeli hozamok befektetési
hényadokkal silyozott Osszege:

N
Rp = ZmiRri,HUF ) (4)
=1
ban, z; az i-ik orszdg tékepiacdra invesztalt tékehdnyad, N a szébanforgd
orszagok szama.
Az elbzével azonos osszefiiggés érvényes a teljes hozam varhatéd értékére,
azaz:

N
E(Rp) = Zl’iE(R/i,HUF) (5)
=1
A fenti portfélié kockdzata, azaz teljes hozaménak variancidja a kovetkezo-
képpen szamithaté ki:

N N N
Var(Rp) = foVar(R;,HUF) + sziijOV(Ri,HUF, R;rur), (6)

=1 =1 i=1
i#

ahol Cov(R; nur, Rj nur) az i-edik és a j-edik orszdgokbeli, forint-alapu tel-
jes hozamok kozotti kovariancia. Természetesen a fenti Gsszefliggések marka-
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alapu befektetésekre, azaz német befektetOkre is érvényesek, ha a fenti for-
muldkban a forint-alapi teljes hozam helyett marka-alapi teljes hozamot
szerepeltetink.

A vizsgélt orszagok tézsdeindexei havi teljes hozamainak korreldcids mét-
rixdt az 5. tdbla mutatja. A f64tl6 feletti elemek kiszdmitdsa forint-alapi, a
6416 alatti elemeké mérka-alapi hozamokra épiil, tehdt az elébbiek a magyar
befektet6k, mig az utébbiak a német befektetdk nézdpontjat tikrozik.

Mint tudjuk, minél kisebbek a korreldciés métrix elemei, anndl nagyobb
kockdzat-csokkentési lehetség rejlik egy nemzetkozileg diverzifikalt portfélié
kialakitdsdban. A két korreldciés métrix elemeinek pdronkénti osszehason-
litdsa azt mutatja, hogy a 136 esetb8l 100 esetben a megfeleld korreldcids
egyltthaté Németorszagra magasabb volt, mint Magyarorszdgra. A részvény-
arfolyamok kozotti kapcsolat erésségének jellemzésére Meric/Meric (1989) és
Longin/Solnik (1995) a paronkénti korreldciés egyiitthaték dtlagit hasznlja.
Az dtlagos korrelacids egylitthaté Németorszdg esetében 0,57, Magyarorszag
esetében pedig 0,51. Ez utobbi eredmény — a korreldcids egytitthaték paron-
kénti 0sszehasonlitasahoz hasonléan — azt sejteti, hogy a korreldcids egytitt-
hatdk kozotti kiilonbség szisztematikus. Ennek megéllapitdsa céljabdl tesz-
teltiik azt a nullhipotézist, hogy a teljes hozamok korreldciés métrixa a két
orszagra egyenld, azzal az alternativ hipotézissel szemben, hogy a Magyar-
orszagra vonatkozo korreldciés egyutthatdk kisebbek. A fenti célra a Jennrich
(1970) tesztet haszndltuk. Ebben a tesztben a prébafiiggvény aszimptoti-
kusan x? eloszlést, esetiinkben (azaz 17x17-es korreldciés métrix esetén) a
szabadsagfokok szdma 136. A x? statisztika értékeként 84,34 adédott, ami
nem jelez szignifikdns killonbséget a két métrix kozott.

AU| A | B|CA|[CH| D |DE|E | F |GB|HU|[IT|JP|NL|NO|SW|US
AUS .40]1.30) 46| .30 |.17| .27 |.32|.32| .31 | .27 [.11|.26|.34| .21 | .28 | .36
AUT | .45 52| 41| 49| .65 .38 | .43|.57| .49 | .30 | .29 | .28| .61 | .30 | .32 | .37
BEL | .56 | .51 51].69|.63| .58 |.53]|.73| .69 | .27 |.26|.38| .78 | .51 | .43 | .67
CAN | .73 | .46 | .60 42| .39| .34|.47| .51 | .55 | .42 |.33|.38]| .55 | .39 | .48 | .75
CH 46 | .45].49| .45 51| .42 |.45) .58 .64 | .34 |.06.38] .66 | .37 | .51 | .53
D .62 | .64].59| .45 .39 .55 |.69).69| .61 |.21|.34]|.27]| .75 | .44 | .54 | .45
DEN | .45 | .40 (.62 .46 | .38 | .65 65| .47 | .57 | .24 | 40| .32 .54 | .52 | .56 | .38
ESP | .59 | .46 | .58 | .55 | .45 | .60 | .67 61| 64| .36].46|.43]|.63| .61 | .67 | .54
FR .67 |.65|.70| .55 | .48 | .63 | .45 | .62 77 1.31]1.29] .43 ) .80] .53 | .51 | .60
GB .69 | 46] .66 | .60 | .55 | .55| .57 | .66 | .74 27 |.231.47| 82| .57 | .58 | .67
HUN| .42 |.37|.39]| 50| .44 |.31]| .34]| 44| .40 .38 .25 ].15| .34 | .38 | .35 | .39
IT .32 1.39)|.42| .48 | .16 | .46 | .52 | .65 | .39 | .35 | .34 331,22 35| .34 | .24
JP 48 |.25].33| .39 | .29 | .21 .31 |.43].37| .42 | .20 | .40 50| .31 .41 ] .34
NL .71 |.60).76| .64 | .67 |.71| .67 | .68 |.76| .80 | .47 | .39 | .45 b8 | .62 | .67
NO .58 |.38]|.62| .52 | .44 |.52]| 60| .66|.59| 64 | .45].47|.35| .68 .63 | .46
SW |.62].29|.39]| .51 | 43 |.49| .54 | .66|.46]| .54 | .40 | .40| .39 | .58 | .65 .54
Us .64.39]|.70| .81 | .51 ) .44 .45|.59].60| .67 | .47 | .41{.32]|.70| .57 | .53

5, tabla. A t8zsdeindexek havi teljes hozamainak korrelaciés métrixa (1991. jan. — 1997. é,pr.)5

s 2

5A fenti mdtrixban a f64tlé feletti elemek kiszdmitdsdndl forint-alapd, a f84tlé alatti
elemek meghatarozasanal pedig marka-alapti hozamokat vettiink alapul.
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5 A nemzetko6zi portfélié diverzifikdciébdl
szarmazo elénydk: ex post elemzés

5.1 A portfélié kivdlasztasi stratégiik leirasa

A nemzetkézi részvény-befektetésekbdl szdrmazé potencidlis elénydk illuszt-
rdldsa céljabdl elvégeztiik néhdny portfoli6 kivalasztasi stratégia ex post érté-
kelését. Jollehet a portfélié elmélet szakirodalméban tobb hatékonyssgi kon-
cepci6 (példaul a sztochasztikus dominancia szabalyok) ismeretes, mi ebben
a tanulmanyban a Markowitz-féle hozam-kockazat hatékonysagi kritériumot
hasznéltuk. Szdmitdsaink az 1991. janudr és 1997. dprilis kozotti iddszak
havi teljes hozamain alapulnak. Osszességében mindkét orszdgra vonatkozéan
négy nemzetkozileg diverzifikdlt portféliét vizsgaltunk: az tin. naiv portféliét
(EQW), a minimum-variancia portf6liét (MVP), az ,,érint8” portfélist (CET)
és a hazai t0zsdeindexszel (hazai portfoliéval) megegyez8 kockdzati hatékony
portfélidt (ERP).

Az in. naiv portfélié esetében minden orszdgba ugyanakkora t6kehanya-
dot invesztalunk. Ez a stratégia az értékpapirok hozamaira, kockdzatéra és
az értékpapirok kozotti korreléciéra vonatkozdé informdcié nélkiil igyekszik
megragadni a nemzetkdzi befektetésbdl szarmazé eldnyoket.

A mésik hdrom stratégia a hozamokra vonatkozd torténeti adatsorok fel-
hasznélasaval azonositja a hozam-kockdzat hatékony portfélidkat. Az emlitett
adatsorok a befektetdi vdrakozdsok modellezésére szolgilnak. A minimum-
variancia stratégidt konzervativ befektetési stratégiaként tartjik szdmon. Ez
a stratégia annak a portféliénak a meghatdrozdsit célozza, amely a legkisebb
kockézattal rendelkezik. Jellegzetessége, hogy alkalmazdsa nem igényli az
egyes értékpapirok virhaté hozamainak elérejelzését. Amennyiben megen-
gedjik a fedezetlen eladdsokat, a minimum-variancia portfélié a kovetkezd
optimalizalési feladat megolddsdval nyerheto:

minV = x7Cx .

1Tx =1, ™
ahol: x az egyes orszdgokba invesztalt tékehanyadok vektora, C a teljes
hozamok variancia-kovariancia méatrixa, 1 Osszegez6 vektor (minden kompo-
nense 1), 7 a megfelel vektorok transzponaltjét jeldli.

Ha kizarjuk a fedezetlen eladasokat, akkor a modellben szerepl6 korldtozé
feltétel az x > 0 feltétellel egésziil ki. Természetesen ebben az esetben a
minimum-variancia portféliét elééllité algoritmus is médosul.

Az ,.érintd” stratégia a Sharpe-féle hanyadost — mint célfiiggvényt — max-
imalizldé portfélié kivalasztisara torekszik.® A Sharpe-féle hanyadoshoz gy
jutunk, ha a kockdzatmentes hozamon feliili hozam virhaté értékét elosztjuk
a kockazattal. Az el6z6 stratégidhoz képest ez egy agressziv stratégia, amely
kozvetlenil felhasznalja a portfdlidt képezo vagyontargyak varhaté hozamaéra

SEzt a stratégiat Eun/Resnick (1994, 148 o.) ,,certainty-equivalence-tangency” névvel
Meti ezért yroyviden O ctratdoialidnt hivatlvaziinlk rd
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vonatkozé informéacidt. Az érint6 portfélié a kovetkezd optimalizélasi feladat

megoldasaval szarmaztathato:

(ET —r;17)x

vxTCx (8)

1"x=1 (x>0)

max S =

ahol: E a vdrhaté hozamok vektora, r¢ a kockdzatmentes hozam.

Ahhoz, hogy a nemzetkozi portfolié diverzifikiciobdl szarmazé elényoket
értékelni tudjuk, sziikségesnek latszik, hogy egy kizardlag hazai részvényekbol
allé portfdlié és egy nemzetkdzileg diverzifikdlt portfolié teljesitményét koz-
vetleniil 6sszemérhetévé tegyiik. Ez elképzelhetd igy (14sd Haavisto/Hansson
(1992)), hogy ,,a részvények nemzetkdzi kindlatabol” kivalasztjuk azt a ha-
tékony portféliét, amely a hazaival azonos varhaté hozammal, de kisebb
kockdzattal rendelkezik. A. fenti célra ebben a tanulméanyban mi azt a portfé-
liét (ERP) igyeksziink azonositani, amelynek kockazata egyezik meg a hazai
portfélidéval. Ha a nemzetkozileg hatékony portfélidk kozott sikeril a fenti-
eknek megfeleld, a hazaindl nagyobb virhaté hozammal rendelkez6 portféliét
taldlni, akkor ez egyértelmiien bizonyitja, hogy a nemzetkozi diverzifikdcié jé
hatéssal van a befektetések hozaménak novekedésére. Abban az esetben, ha a
hatékony portfdlick kozott nem taldlunk a hazaival megegyezé kockazatiit, —
ez lehetséges, ha kizdrjuk a fedezetlen eladdsokat — azaz, ha a hazai portfélié
kockazatosabb, mint a legnagyobb varhaté hozami nemzetkdzi befektetés,
akkor az ERP helyett ez utébbit vdlasztjuk. Az ERP magasabb kockdzattal
rendelkezik, mint a minimum-variancia portfdlié és a hazai portfélié kockaza-
t4t6] fiiggden alacsonyabb vagy magasabb kockézattal, mint a CET portf6lio,
igy tobbé-kevésbé agressziv stratégianak konyvelhetd el.

Amennyiben x€ egy hatékony halmazbeli portfoliét jeldl, akkor (magyar
nézépontbdl) az ERP-nek megfelel$ x portfélié meghatarozdsa a kévetkezd
maximalizdldsi probléma megoldasit igényli:

max E = ETx
1Tx=1 xex®* (x>0) 9)
xTCx < Var(RHUF)

ahol Var(Ryyr) a hazai portfélié (BUX) variancidja. Az altalunk hasznalt

i et b atZlmannr ctrntdeidlbatr ar 1 <hhera 1liierdralia
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Vérhaﬁé hozam

b
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Kockazat

1. dbra. Portfélié kivalasztdsi stratégidk

Gyakran azt is vizsgéljak, hogyan befolydsolja a nemzetkdzi portfélio-
kivdlasztasi stratégidk teljesitményét az drfolyam-kockdzat fedezése. Glen/
Jorion (1993), Eun/Resnick (1994) és Liljeblum/Loflund /Krokfors (1997)
szdmitdsba veszik, hogy a hazai befektetd a devizdk jovébeli értékének biz-
tositdsa céljabdl forward vételi szerz&dést kothet. Napjainkban ezen fedezeti
lehet3ségek piaca Magyarorszdgon is rendelkezésre 4ll és folyamatosan fejlédik.
Az altalunk vizsgalt teljes id8szakra vonatkozéan ez nem volt érvényes, igy
tanulmédnyunkban mind a magyar, mind pedig a német befektetékre vonat-
kozdan eltekintettiink az drfolyam-kockazat fedezésének vizsgalatatol.

5.2 Empirikus eredmények

Az 1-5. tabldban szerepl6 bemend paraméterek (vdrhatd teljes hozamok, a ho-
zamok variancidja, a hozamok kozotti korrelacid) felhasznildsdval meghats-
roztuk az el6z6 szakaszban emlitett nemzetkozileg diverzifikalt portfélidk ho-
zamdt és kockédzatat mind a magyar, mind a német befekteték nézdpontjabdl.
A portfolidk teljesitményének értékelésére a Sharpe-féle mutatét alkalmaz-
tuk. Szdmitdasainkban feltételeztiik, hogy a befekteték élhetnek a fedezetlen
eladdsokkal, és az ebbdl befolyt jovedelmet szabadon felhasznalhatjak. Ered-
ményeinket a 6. tdbla mutatja.

NEMETORSZAG MAGYARORSZAG

Atlagos | Hozam | Sharpe- | Atlagos Hozam | Sharpe-

hozam szérdsa | mutaté hozam szérdsa mutatd
EQW 1.30 4.07 0.186 2.56 3.80 0.248
MVP 1.64 2.83 0.388 2.93 2.85 0.458
CET 3.72 4.48 0.711 4.92 4.31 0.764
ERP 3.45 4.14 0.704 9.48 11.06 0.711
Hazai Portfélié 1.21 4,14 0.162 3.28 11.06 0.349

6. tabla, Portfélidk ex post teljesitménye az 1991. januar és 1997. aprilis
kozotti idészakban (az dtlagos hozam és a széras havi érték, egvséepe %.)
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Magyar néz6pontbdl az EQW, MVP és CET stratégidk alkalmazisibdl
— igy a befektetések nemzetkozi diverzifikdcidjabdl szdrmazd eldnydk — a
kockazat (a hozam szérdsdnak) csOkkenésében Oltenek testet. E kockézat
csokkenés mértéke még a naiv portfélié (EQW) esetében is magas. Az EQW
stratégia alkalmazdsa esetén cstkken a kapott portfélié havi atlagos hozama
is és — a hazai portfélidhoz viszonyitva — a Sharpe-féle mutaté értékében
is cstkkenés tapasztalhatd. Német nézoépontbdl a naiv portfélié domindns
a hazal portfoliéval szemben, mert az el6bbi nagyobb atlagos hozammal és
kisebb kockazattal rendelkezik. Ennek eredményeként azonban csak enyhe
javulds mutatkozik a teljesitményben (a Sharpe-féle mutatd értékében).

Magyarorszégra vonatkozéan az MVP hozaménak szérdsa kozel 75%-kal
kisebb, mint a hazai portféliéé (amit a BUX jelképez). Ez a hozam mérsékelt
csdkkenésével egytitt is azt eredményezi, hogy e portfélié teljesitménye nagy-
mértékben névekszik a hazai portfélié teljesitményéhez képest. Németorszdg
esetében szintén jelentés novekedés tapasztalhaté a Sharpe-féle mutatd érté-
kében az MVP stratégia alkalmazdsa soran. Ez annak koszonhet6, hogy az
MVP havi 4tlagos hozama kb. 35%-kal magasabb, kockizata pedig 30%-kal
alacsonyabb mint a hazai portféliéé. Nem meglepd, hogy az Gsszes stratégia
koziil a CET-re adddott a legnagyobb Sharpe-féle mutatd, hiszen a CET
portfélié éppen ez utébbi mutatd értékét maximalizalé értékpapir-kombindcid.
Magyarorszag esetében a CET portfélidnak nagyobb az atlagos hozama és
egytittal kisebb a kockdzata mint a hazai portfoliéé. Az ERP Magyarorszig
esetében a hagzai portféliénal 290%-kal, mig Németorszdg esetében 285%-kal
magasabb 4tlaghozamot biztosit ugyanakkora kockazat mellett.

A fenti eredmények azt mutatjik, hogy a részvény-befektetések nemzet-
kozi diverzifikdciéja mindkét orszdg szdmdra haszmos lehet. Ex post vizs-
gilatokndl (amikor az optimélis portfdlidk eléallitdsa és teljesitményének
értékelése ugyanazon mintaperidédus alapjdn torténik) az el6éllitott portfélick
teljesftménye azdltal javul, ha nd a portfoliét alkoté értékpapirok szama.
Statisztikal szempontbdl felmeriil a kérdés, hogy ez a teljesitmény novekedés
elég nagy-e ahhoz, hogy ne csupdn a véletlennek legyen tulajdonithaté. En-
nek megitélésére Gibbons/Ross/Shanken (1989) kifejlesztett egy tesztet. Ha
T a megfigyelések szdma, Ny a kezdetben rendelkezésre all6 értékpapir-minta
elemszdma, N a kibSvitett (teljes) értékpapir-minta elemszama és No = N —
Nj, akkor a Gibbons/Ross/Shanken (1989) tesztben szerepld prébafiiggvény
a kovetkezd alaku: ) )
o el 0% — 0%,

Na 1+6%,

ahol By, és Oy a Sharpe-féle mutaté maximalis értéke az Ny és NV elemszdmu
értékpapir-mintdban. A prébafiiggvény (T'—N, Ny) szabadsagfoku F-eloszlast
kovet. Magyarorszdg esetében a probafiiggvény értéke 1,518, az ehhez tar-
tozé valdszinlség 0,179, ami nem jelez statisztikailag szignifikans névekedést a
nemzetkozileg diverzifikdlt portfélié teljesitményében. Németorszégra a teszt
statisztika értéke 1,722, a hozza tartozé valdszinliség pedig 0,114, ami szintén
nem jelent statisztikailag szignifikdns kiilonbséget a hazai és a nemzetkozi
nortfélié kozott.

(10)
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Az egyes stratégiak Altal szolgdltatott optimélis portfliéban szerepls be-
fektetési hanyadokat a 7. t4bla mutatja.

Német befektettk Magyar befektet8k
MVP CET ERP MVP CET ERP
AUS -13.50 7.88 5.05 17.95 29.01 54.47
AUT -5.16 | -55.10 | -48.50 -9.51 | -59.50 | -175.00
BEL 16.20 9.16 10.09 | -13.40 | -23.00 -45.20
CAN 2.48 | -30.40 | -26.00 1.63 | -23.10 -79.90
CH 30.23 67.52 62.59 17.75 48.61 119.60
D 26.64 -4.32 -0.23 26.82 4.60 -46.50
DEN 17.87 1.00 3.23 20.07 -2.69 -56.50
ESP -18.40 -6.93 -8.45 | -16.40 -3.15 27.44

FR -2.01 | -10.90 -9.74 | -13.40 | -22.90 -44.70
GB -1.564 | -39.50 | -34.50 | -19.60 | -45.30 | -104.00
HUN -4.47 -5.05 -4.97 -3.45 -3.82 -4.67
IT 0 19.11 16.58 10.99 26.54 62.33
JP 10.14 | -22.20 | -18.00 1.84 | -27.10 -93.60
NL 37.62 | 178.00 | 159.50 56.77 | 192.70 505.30
NO -11.00 | -36.70 | -33.30 8.06 | -15.00 -68.10
SW 2.50 8.15 7.40 | -18.70 11.20 5.91
USs 12.45 20.40 19.35 31.93 35.28 42.97

7. tdbla. Az optimaélis ex post portfélidkhoz tartozé befektetési
ardnyok (%-ban)

A magyar befektet6k minimum-variancia portféliéjiban a legnagyobb siily-
lyal Hollandia (56,77%), USA (31,93%) és Németorszag (26,82%) szerepel.
Az el6z6 portfélicban Nagy-Britannia és Svédorszag viszonylag nagy negativ
silyt kapnak, ami azt jelenti, hogy ez utdébbiakban végrehajtott fedezetlen
eladasok finanszirozasi forrdst képezhetnek az el6bbi orszdgokbeli befekteté-
sekhez. A német befekteték MVP stratégidja esetében Hollandidra (37,62)
adédik a legnagyobb pozitiv, mig Spanyolorszigra a legkisebb negativ siily.
A CET portf6lié szerkezetét a vizsgilt orszdgok tézsdeindexeinek Sharpe-
mutatdja hatdrozza meg. fgy mind a magyar, mind a német befektetk
CET portféliéjdban Hollandia képviseli a legnagyobb siilyt (hiszen a Sharpe-
mutaté Hollandidra a legnagyobb), Svdjcot és az USA-t megelézve. Emlitésre
érdemes, hogy az ERP-ben a magyar (német) befektetSk esetében a vizsgalt
17 orszag kozil csak 7 (9) orszdgra adddott pozitiv sily és a kapott silyok
szélsGségesen szérédnak. A magyar ERP-ben példdul Hollandia rendkiviil
nagy pozitiv silyt képez (505, 3%), mig Ausztriira nagy negativ ardny adédik
(—175%). A fentiek német nézépontbdl is érvényesek, azzal a kiilonbséggel,
hogy a német ERP-ben Hollandia 159, 5%-o0s, mig Ausztria —48, 5%-os stilyt
képvisel. Mindkét orszag vonatkozdsdban Magyarorszag, mint befektetési cél-
orszag szerepe szinte elhanyagolhatd, ugyanis Magyarorszégra mindkét eset-
ben kis (negativ) silyokat kaptunk. A fentiek Németorszagra nem érvényesek,
amely —mint befektetési célorszdg — mind a magyar, mind a német befekteték
minimum-variancia portfélidjdban fontos szerepet jatszik.
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6 Nemzetkozi portfolié diverzifikacio: ex ante
elemzés

6.1 Modbdszertan

Az eléz6 szakaszbeli eredmények azt mutatjak, hogy az 1991. januar és 1997.
aprilis kozotti idszakban a nemzetkozileg diverzifikalt portfdlidk jobb tel-
jesitményt mutattak, mint a hazai portfélié. Az alkalmazott ex post elemzés
hatréanya, hogy az optimaélis portféliét meghatirozé befektetési aranyok csak
utdlag térhatdk fel. Felvetédik a kérdés, hogy a részvény-befektetések nem-
zetkozi diverzifikdcidja dltal kindlt elényok akkor is mutatkoznak-e, ha a be-
fektetési dontés kizardlag a dontést megelézd informécidkra épiil.

A befektetési dontéshozdsnak egy valdsdgos dontési szitudcidt tikrozd
megkozelitési médja, hogy a killonb6zé portfélidk teljesitményének értékelé-
sére egy ex ante ,,visszatesztelési” médszert alkalmazunk (ldsd Eun/Resnick
(1988,1994), Glen/Jorion (1993), Levy/Lim (1994) és Liljeblum/Léflund/
Krokfors (1997)). Ennek megvaldsitdséhoz két kiilonbozé idShorizont hasz-
nélatos: egy becslési és egy elbrejelzési periddus. Vizsgdlatainkban mi egy
24 hoénapbdl 4llé becslési periédust alkalmaztunk, amelyet — az &ltalunk
feltételezett egy hdnapos tartdsi (elérejelzési) periédusnak megfeleléen —havi
csuszdsokkal |, tovabbgorgettink”. fgy az elsé becslési periddus 1991 janudr-
jatdl 1992 decemberéig tartott, a médsodik 1991 februarjatél 1993 januarjaig
és igy tovdbb; az elsd tartdsi periddus 1993 janudrja, a méasodik 1993 februdrja
és igy tovabb. A becslési periédus segitségével meghatdrozott paraméterek
(teljes hozamok, a hozamok szdrdsa, a hozamok kozotti korreldcié) — ame-
lyek a portfolié kivilasztdsi probléma bemend paraméterei — felhasznalaséval
a becslési periddust kovetd egy hénapos tartdsi periddusra vonatkozdan el6al-
litottuk az egyes stratégidk alkalmazdsdnak megfelelé optimélis portféliokat
(befektetési ardnyokat). A kialakitott befektetési ardnyokat minden tartdsi
periédus (hénap) végén — az egy hénappal ,,tovabbgérgetett”, dj becslési
periédusbeli statisztikai informécidknak (1j paramétereknek) megfeleléen —
feliilvizsgaltuk. Osszességében, ezzel a mdédszerrel minden egyes stratégidra
vonatkozéan 52 (76-24) egymdst kéveté, havi hozamot tudtunk el6rejelezni.

Minden tartdsi periédusban — az egyes stratégiak Altal szolgédltatott op-
timAlis befektetési ardnyok meghatdrozdsahoz — becsiilni sziikséges a vizs-
galt értékpapirok teljes megtériilésének variancia-kovariancia matrixdt (V).
Tanulminyunkban az emlitett matrix becslésére a Jorion (1986, 286. o.) altal
javasolt matrixot haszndltuk, amely a kovetkezéképpen allithaté eld:

T-1
V=S T-N_3 (11)
ahol S az idésori értékekbdl becsillt (torzitatlan) variancia-kovariancia métrix,
T a becslési periédus hossza, N az értékpapirok szama. Esetiinkben 7" = 24
és N = 17. A (11) formulabdl megéllapithat6, hogy a (T' —1)/(T' — N — 2)
szorzdtényez6 ,,emeld” hatdst fejt ki a matrix elemeire és ez a hatds a becslési
neriddus hosszdnak rovidilésével és az értékpapirok szamanak novekedésével
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erdsodik. I'gy a modositott matrix segitségével a portfolik kockdzata maga-
sabb lesz, mint amit S felhasznaldsdval kapnank.

A fentiek birtokdban, az 52 tartdsi periédus mindegyikére meghatdroz-
haték a minimum-varidncia portféliénak megfeleld befektetési ardanyok, ha
megoldjuk a (7) optimalizildsi problémdt. Ezek utdn a kapott portfolick
hozama elérejelezhetd.

Az, érint6” portfdlis, valamint az ERP meghatarozdsshoz — a variancia-
kovariancia matrix mellett — sziikség van az egyes értékpapirok vérhaté hoza-
mainak becslésére. Ennek a legegyszeriibb médja, ha a hozamok idésoraibdl
szédmitott dtlagértékeket hasznéljuk a fenti célra (ahogy az ex post elemzésnél
tettiik). Ez a megkdzelités kizdrdlag az id6sorban meglévé, értékpapir-speci-
fikus, miltbeli informaciét haszndlja a hozam becslésére. Jorion (1985,1986)
rdmutatott, hogy ennek a médszernek az a probléméja, hogy az igy szdmitott
tlagérték nagyon instabil, becslési kockdzatot hordoz. Ez az ,,érintd” port-
foli esetében igen érzékenyen érinti a kapott befektetési ardnyokat, azok
instabilitdsdhoz vezet. Ez az instabilitds szélséségesen valtozé portfélid-
hozamokban 6lt testet.”

A hozamok variancidja és a hozamok kozotti korreldcié szintén ki van
téve a becslési kockdzatnak, de amint azt Merton (1980), Jorion (1986), Ka-
planis (1988) kimutatték, ezek a paraméterek dltaldban idében stabilabbak,
mint a varhaté hozamok. A teljes hozamok korreldciés métrixa id8beli sta-
bilitdsanak teszteléséhez a vizsgalt idészakot két részperiddusra bontottuk:
1991. jan. — 1994. febr. és 1994. madarc. — 1997. 4pr. kozotti iddszakra.
A két idészak korreldciés métrixdnak osszehasonlitdsdra a Jennrich-tesztet
alkalmaztuk, amelynek prébafliggvénye aszimptotikusan x? eloszlasi, ami
esetiinkben 136 szabadsdgfokkal rendelkezik. A tesztelés sordn az adédott,
hogy a két korrelacidés matrix egyenlSségére vonatkozé nullhipotézis sem Ma-
gyarorszag, sem Németorszdg esetében nem vethetd el a szokdsos 5%-os szig-
nifikancia szinten.® A részvénypiacok egyiittmozgasdnak a fentiekben tapasz-
talt stabilitdsa 0sszhangban van més kutatok empirikus eredményeivel (14sd
Meric/Meric (1988), Kaplanis (1988), Longin/Solnik (1995) vagy Liljeblum/
Loflund/Krokfors (1997)). Az emlitett tanulmdnyok kimutattdk, hogy a ko-
variancia matrix nem tekinthetd idében stabilnak azzal Gsszefliggéshen, hogy
a hozamok variancidi nem mutatnak iddbeli stabilitdst. A vilasztott két
id8szak kovariancia métrixai egyenl6ségének tesztelésére szintén a Jennrich-
tesztet alkalmaztuk. A szabadsidgfokok szdama ebben az esetben 153, mert a
métrix diagonalis elemei idében valtozhatnak (Longin/Solnik, 1995, 5. o.).
Szamitasaink soran azt kaptuk, hogy a kovariancia métrixok egyenléségére
vonatkozé nullhipotézis Németorszdg esetében 11%-o0s, Magyarorszég eseté-
ben pedig 13%-o0s szignifikancia szinten utasithaté el, tehdt —a korreldcids
matrix stabilitdsdhoz hasonléan— a kovariancia méatrix stabilitdsara vonat-

"Fedezetlen eladdsok megengedése esetén példul szélsOségesen magas (200% folotti)
befektetési ardnyok (short vagy long poziciék) adddhatnak bizonyos orsziagokra. Egy itt
nern kozolt — a tanulményban haszndlt adatokon és stratégidkon alapulé — elemzésben a
szerzék a becslési periédus hosszdanak valtoztatdsa sordn néha kiugréan magas, néha pedig
. katasztréfalisan” alacsony portfélié-hozamokat tapasztaltak.

8 A részletes eredmények elérhetdk a szerzéknél.
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koz6 hipotézis sem vethet® el a szokdsos 5%-os szignifikancia szinten.
Jorion (1985) szerint az epyes értékpapitok virhaté hozaméra, azaz a
varhaté hozam vektorara jé becslést szolgidltat a kovetkezd formula:

e* = (1 —w)e+wley, (12)

ahol e a hozamok id6soraibdl becsult varhaté hozamok vektora, 1 Osszegzo-
vektor (minden eleme 1), ep pedig az ex post minimum variancia portfélié
dtlagos hozama. A w paraméter tulajdonképpen egy ,,0sszehizd” tényezd,
amely e elemeit eg-hoz kozeliti. Jorion (1985) w meghatdrozdsira az aldbbi
Osszefiiggést javasolja:

(N+2)(T-1)
(N+2)(T — 1) + (6 — eol)TTS"I(T — N — 2)(e — eol)

(13)

w =

Ha a kovariancia méatrix becslésére a (11) formuldt, a vdrhaté hozamok
becslésére pedig a (12) formuldt alkalmazzuk és ezek utan megoldjuk a (8) op-
timalizaldsi problémat, akkor az in. Bayes-Stein-féle érinté portfélidhoz ju-
tunk. A (12) becsl6formula — speciélis esetként — w = 0 ill. w = 1 értékekre a
klasszikus érintd portfoliét ill. a minimum-variancia portfélidt szolgéltatja. A
Bayes-Stein-féle érinté portfdlié agresszivebb befektetési stratégia ,,terméké-
nek” tekinthetd, mint a minimum-variancia port{éli6 és kevéshé agresszivének,
mint az érintd portfélié. Ez annak a kovetkezménye, hogy 0 < w < 1 esetén
a (12) formuldnak megfelelden az egyes értékpapirok becsiilt varhaté hozama,
a minimum variancia portf6li6 és a klasszikus érint6 portf6lié atlagos hozama
kozé esik.?

Az ERP stratégia esetében a fent bemutatott Bayes-Stein-féle becslési
eljardssal (transzformdcidval) ugyanazokhoz a befektetési ardnyokhoz jutot-
tunk, mint amikor a varhaté hozam vektort az idésorbdl becsiiltiik, azaz
a Bayes-Stein transzformécié nem eredményezett javuldst az ERP stratégia
teljesitményében.

A portfélié havi feliilvizsgdlata —az alkalmazott portfdlié kivalasztasi
stratégidtol fiigghen— a befektetési ardnyok valtozdsit eredményezi. A befek-
tetési ardnyok mddositisdnak a gyakorlatban koltségvonzata van, amelynek
a hozam csokkenése a kovetkezménye. FEunnek figyelembe vétele céljabol a
portfélié silyok —egyik periddusrdl a mésikra torténé— Osszvaltozdsinak a
0.25%-4t kitevd ,,tranzakcids koltségekkel” szémoltunk, azaz az ennek meg-

feleld hanyadot levontuk a kapott portfélié hozamdahbdl.

A fedezetlen eladdsok megengedése a portfdlié kivalasztasi problémakban
szélséséges pozitiv illetve negativ befektetési aranyokhoz vezethet. Szamos
t6zsdén az ilyen tranzakcidk nem megengedettek illetve bizonyos befekteték
szdmdra tiltott vagy erésen korldtozott ez a lehetGség. A német befektetési
alapok és biztositasi cégek — amelyek az egyéni befektetOk részére fontos

9 Azokban a periédusokban — a Liljeblum/LAund/Krokfors (1997) tanulmdnyhoz ha-
sonléan — amikor az érinté portfélié varhatd hozamiéra alacsonyabb értéket kaptunk mint
a kockdzatmentes hozam, dgy tlekintettilk, hogy a befektetd pénzét teljes egészében a

reledrat mentee lhafeletotéche inveeztslia
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kozvetitot jelentenek egy nemzetkozileg diverzifikalt portfolié kialakitdsdban
—szdmara a felligyeleti szervek tiltjak az ilyen tranzakcidkban vals részvételt.
A fentiek a magyar befektetSkre is érvényesek, igy az ex ante stratégidk
vizsgdlatdndl kizartuk a fedezetlen eladdsok lehet&ségét.

6.2 Empirikus eredmények

Minden altalunk alkalmazott stratégira kiszdmitottuk az 52 tartdsi periédus-
ra vonatkozé atlagos hozamot, a hozamok szérdsit és a Sharpe-féle mutaté
értékét. Ez utébbit hasznéltuk a portflié kivalasztési stratégidk teljesitmé-
nyének értékelésére. A kapott eredményeket a 8. tdbla mutatja. A nemzetko-
zileg diverzifikalt portflidk és a hazai portfdlié teljesitménye kozotti killonb-
séget a Jobson/Korkie (1981) altal kidolgozott z-statisztikdval teszteltiik. A
8. tabldban azt is szerepeltetjiik, hogy a kiilonbdzé stratégidk alkalmazésa
esetén mekkora volt a havi rendszeres portfélié-feliilvizsgalat eredményeként
a befektetési ardnyokban bekévetkezett dtlagos valtozas (A).

NEMETORSZAG
Atlagos A hozam Sharpe- JK- Vald- A
hozam (%) | szérdsa (%) | mutaté stat, szinliség
EQW 1.69 3.99 0.320 -0.250 0.40 0
MVP 1.98 4.02 0.387 -0.760 0.22 37.39
CET 1.49 3.84 0.278 0.027 0.49 48.72
BST 1.41 3.61 0.274 0.014 0.49 62.01
ERP 1.75 4.07 0.326 -0.240 0.41 50.02
Hazai p. 1.61 4.09 0.290 - - 0
MAGYARORSZAG
Atlagos A hozam Sharpe- JK- Valé- A
hozam (%) | szérdsa (%) | mutaté stat. szintiség
EQW 3.06 3.42 0.460 -4.630 0 0
MVP 3.03 3.15 0.485 -4.648 0 30.23
CET 2.65 3.52 0.327 -2.868 0 52.09
BST 3.00 3.34 0.449 -4.067 0 51.99
ERP 3.42 6.68 0.286 -1.287 0.13 73.08
Hazai p. 4.33 12.81 0.221 - - 0

8. tdbla. Az ex ante portfslié kivilasztési stratégidk teljesitményének Ssszehasonlitisa

Az ex post elemzés soran tapasztaltakhoz hasonléan a részvény befeketések
nemzetkozi diverzifikdcidjabdl szdrmazé elényok a magyar befekteték szamara
a kockdzat csokkenésében Oltenek testet. Az EQW, MVP, CET és BST
stratégidk alkalmazdsa esetén a kapott portfélick hozaménak szérisa tébb
mint 70%-kal kisebb mint a hazai portfélié (BUX) hozaménak szérésa. Az
ex post elemzéssel osszhangban a minimum-variancia portféliénak a legkisebb
a kockazata. A fent emlitett stratégidk egytttal csdkkenést eredményeznek
az altaluk szolgédltatott portfdlié 4tlagos hozamdban. E csokkenés mértéke
30% (EQW) és 40% (CET) kozott mozog. A fedezetlen eladésokra vonatkozé
korlédtozds miatt a hazai portféli6 a legkockdzatosabb nemzetkdzileg hatékony
portfoliéndl is nagyobb kockézattal bir. Ezzel magyardzhaté, hogy az ERP
kockazata alacsonyabb a hazai portféliéénsl (kozel 50%-kal). Usvanakkor a



50 Bugédr Gybngyi — Raimond Maurer

fenti portfdlié 4tlagos hozama 21%-kal alacsonyabb a BUX 4tlaghozamén4l.
Az ERP stratégia kivételével az 6sszes nemzetkozi portféliG-kivalasztasi stra-
tégia teljesitménye szignifikdnsan magasabb a hazai portf6li6 teljesitményénél
(ldsd a Sharpe-mutatdk egyenl6ségére vonatkozé Jobson/Korkie stat. értékét
és a hozzd tartozé valdszinliséget). Magyarorszdg esetében az egyes tdzsde-
indexek varhaté hozamai becslésének | finomitisa”, azaz a Bayes-Stein-féle
hozambecslési eljaras javuldst eredményezett a kapott portfdlié teljesitményé-
ben. A BST stratégia ugyanis domindns a CET stratégidval szemben, mert
kisebb kockdzat mellett nagyobb atlagos hozamot biztosit. Figyelemre méltd,
hogy a CET stratégidra kaptunk a mdasodik legkisebb Sharpe-féle mutatdt,
ami nem felel meg az ex post elemzés alapjan kialakitott varakozdsainknak.
A Dbefektetési ardnyokban bekovetkezett dtlagos véltozds (ami a havonkénti
portfélid feliilvizsgdlattal jar) 30,23% (MVP) és 73,08% (ERP) kozott vél-
tozott.

A német befektetékre vonatkozdan szintén , regisztralhatunk” a nemzet-
kézi portfélié kivdlasztasi stratégidk alkalmazasibdl adéddan bizonyos mér-
tékil kockézatcsokkenést, de ez kozel sem akkora, mint a magyar befekteték
esetében. Az ERP stratégidra a hozam szdrasa kozelitOleg megegyezik a hazai
portfélidééval, az eldbbi dtlagos hozama viszont magasabb, mint az utdbbié,
ami osszhangban van az ex post elemzés soran kialakitott varakozdsainkkal.
A hazal portféliéndl magasabb atlagos hozammal rendelkezik a naiv portfélié
valamint a minimum-variancia portfélié is. Emlitésre érdemes, hogy a mini-
mum-variancia portfolié paraméterel nem igazoljak elézetes varakozasainkat,
ugyanis ennek a portfélionak a CET és a BST portféliénél is nagyobb az
atlagos hozama és egyittal magasabb a kockdzata is. Németorszag esetében
a bemendé paraméterek becslésével jard kockazat kontrollalasa nem vezetett a
teljesitmény novekedéséhez, ugyanis a BST stratégiara alacsonyabb a Sharpe-
mutaté értéke, mint a CET stratégidra. Ezen kiviil ez utébbi stratégidk tel-
jesitménye alacsonyabb a hazai portfélié teljesitményénél (DAX). A tovabbi
hérom stratégidra (EQW, MVP, ERP) a Sharpe-mutaté értéke magasabb a
hazai portfélidra kapott értéknél, ez a kilonbség azonban egyik esetben sem
tekinthetd statisztikailag szignifikdnsnak. A befektetési ardnyokban beko-
vetkezett dtlagos vdltozds az MVP stratégidra a legalacsonyabb, mig a BST
stratégidra a legmagasabb.

Az ex ante stratégidkra kapott atlagos befektetési ardnyokat a 9. tabla
mutatja.

A magyar MVP stratégia alkalmazdsa esetén a létrehozott portfélidban
nagy aranyt kap a ddn (22,65%) és az amerikai (20, 03%) részvénypiacra ird-
nyulé befektetés. Hollandia az emlitett portfoliéban elveszti az ex post elem-
zésben megfigyelt domindns szerepét. A CET portfélidban Svéjc (35,8%)
és az USA (17,25%) magas részesedését figyelhetjiik meg. Hollandia ebben
a portféliéban is kisebb szerepet jatszik, mint az ex post elemzés sordn. A
macsvar FRP._hern Qvddarerdo lédnvicoli o leonaovahh d+laocne arilvt (24 6194)
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Német befektetdk Magyar befektetSk

MVP CET BST | ERP | MVP CET BST ERP
AUS 0 0 3.85 0.17 9.49 5.59 | 11.70 5.77
AUT 2.63 0 0 0 0.15 0 0.10 0
BEL 14.60 1.38 6.84 0 4.61 2.77 3.71 0
CAN 0 0 0 0.04 2.05 0.13 0.10 0
CH 19.10 | 59.20 | 45.10 | 55.20 | 11.20 | 35.80 | 26.20 | 23.10
D 11.20 1.19 4.56 0 10.40 2.48 7.56 0
DEN 7.22 0.10 1.67 0 | 22.65 6.01 | 15.96 0
ESP 0 0.08 0.01 0.79 0.80 0.56 0.22 0
FR 0.41 0 0 0 0 0.10 0.07 0
GB 6.31 3.10 4.02 1.58 0.79 1.52 1.20 0
HUN 2.79 0.05 0 1.20 3.68 0.32 0.10 | 19.23
I'T 1.42 2.22 1.41 1.68 6.72 6.73 6.78 1.92
JP 6.87 3.26 2.86 4,13 1.62 1.10 0.59 7.69
NL 7.35 16.65 15.29 3.44 1.83 8.66 3.84 0
NO 0.50 1.60 0.92 2.76 3.69 1.88 1.95 1.92
SW 0.40 4.07 4.39 19.74 0.99 9.07 3.51 34.61

us 19.96 7.11 9.14 9.24 | 20.08 | 17.25 | 16.40 5.77

9. tabla. Az optimélis ex ante portféliskhoz tartozé dtlagos befektetési aranyok

(%-ban)

Emlitésre érdemes, hogy az ERP stratégia az 52 részperiédus koziil 18
esetben szolgaltatta (100%-os részesedéssel) optimaélis portflicként a hazai
portfoliét (a BUX-ot). Ez azzal magyarazhat6, hogy minden részperiédusban
a BUX rendelkezett a legmagasabb becsiilt kockazattal. Az emlitett 18 eset
kozil 10 esetben — a 17 tézsdeindex koziil — a BUX biztositotta a legnagyobb
varhaté hozamot, ami az 1996-o0s évben a Budapesti Ertéktézsdén végbement
rendkiviil intenziv Hausse-nak kdszonheté. Ex ante elemzésiinkben német
nézdpontbdl, az ex post eredményekhez hasonléan, Svdjc — mint befektetési
célorszdg — mind az MVP, mind pedig az érinté stratégidk altal szolgaltatott
optimalis portfélickban fontos szerepet jatszik. Megfigyelhetd, hogy az ERP-
ben egydltaldn nem kap szerepet a német befektetSk esetében a hazai be-
fektetés. Ez azzal magyardzhatd, hogy a nemzetkozi részvénypiac — azonos
kockazat mellett — minden tartési periédusban magasabb hozammal , kecseg-
tetett” ) mint a hazai.

7 6sszefoglalés és kovetkeztetések

Tanulmdnyunkban két eurépai orszdg — Magyarorszdg és Németorszag — be-
fektetSinek nézépontjdbdl vizsgdltuk a nemzetkozi portfélié diverzifikdcidbdl
szdrmazé potenciélis elénySket. Empirikus elemzésiink 17 orszag tézsdeindexe
ltal reprezentalt részvény-portféliGkra terjedt ki. A vizsgélt id8szak az
1991. janudr és 1997. aprilis k6zotti periédus volt. A nemzetkézi portfélié-
kivalasztési stratégidk teljesitményét mind ex post mind ex ante alapon
értékeltiik. Fun/Resnick (1994) és Liljeblum/Loflund/Krokfors (1997) mun-
kajat kovetve megvizsgaltuk az in. naiv, a minimum-variancia és az érinté
portfolidkat szolgaltatd stratégidkat. Az egyes tézsdeindexek vdrhatd hoza-
mai becslésének ,,finomitdsdra” elvégeztilk a Bayes-Stein transzformdciét.
Ezen kivill elméletileg és empirikusan azt a nemzetkozi stratégiat is ele-
meztik, amely a Markowitz-i értelemben hatékony portfélidk koziil a hazaival
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megegyezd kockdzatit vélasztja ki. Ez utébbi portféliét ERP-nek neveztiik.
Az ex ante stratégiak értékelésénél figyelerbe vettiik a havi rendszeres port-
£61i6 feliilvizsgalat hozamcsokkenté hatdsit. Elemzésiink f6bb eredményei a
kovetkezdkben Osszegezhetdk:

1. Az ex post elemzés sordn feltdrtuk, hogy a nemzetkozi portfolié diver-
7zifikéci6bél szarmazéd potencidlis elényok a magyar befektetSk szamara
a kockédzat csokkenésében, mig a német befekteték szdméra mind a
kockézat csokkenésében (bar ez utébbi kisebb volumenti volt, mint
a magyar befektet8k esetében) mind magasabb atlaghozamok elérhe-
t0ségében oltottek testet. Annak ellenére, hogy az emlitett hatdsok
kozgazdasigilag jelentdsnek latszanak, a nemzetkézi portfdlidk teljesit-
ményében bekdvetkezett novekedés nem bizonyult statisztikailag szig-
nifikdnsnak.

2. A vizsgalt portfélis-kivalasztdsi stratégidk teljesitményének ex ante mo-
don torténd értékelése sordn azt az eredményt kaptuk, hogy a ma-
gyar befektetSk szdmdra —ex post vizsgilatainkkal megegyezden— a
nemzetkozi portfélié diverzifikdcié dltal nyidjtott elényok a kockazat
csdkkenésében jelentkeznek. Annak ellenére, hogy minden vizsgalt nem-
zetkozi stratégia esetében az dtlaghozam kisebb volt, mint a hazai
portfélié (BUX) 4tlagos hozama, minden esetben javulds mutatkozott a
Sharpe-mutatéval mért teljesitményben. A nemzetkozi stratégiak telje-
sitményében bekdvetkezett novekedés —az ERP stratégia kivételével —
statisztikailag szignifikdnsnak adédott. A magyar befektetok esetében
a varhaté hozamok becslésének a Bayes-Stein médszer segitségével tor-
ténd , finomitésa” jé eredményeket hozott, hiszen —ahogy a 8. tablabol
leolvashaté— a BST stratégia teljesitményében felilmilja a CET stra-
tégidt. A fentiek alapjdn levonhaté az a kovetkeztetés, hogy a részvény-
befcktetések nemzetkozi kiszélesitése —a hazai részvénypiacon tapasz-
talhaté kockdzat nagyaranyt csokkenése és a portfélidk teljesitményé-
nek novekedése miatt— elényos a magyar befektetSk szadméra. Az elébb
emlitett hatds nem ilyen pozitiv a német befekteték szempontjabol.
A vizsgdlt 6t nemzetkdzi stratégia koziil csak hdromnak az esetében
kaptunk a hazai portfélidhoz (DAX) képest nagyobb Sharpe-mutatét,
de a novekedés ez utébbi esetekben sem bizonyult statisztikailag szig-
nifikdnsnak. Emlitésre méltd, hogy mindkét orszag esetében az MVDP
stratégia mutatta a legjobb teljesitményt és erre a stratégidra regiszt-
ralhattuk a rendszeres havi portfélié feliilvizsgdlattal jard, a befektetési
ardnyokban bekovetkezett legkisebb atlagos véltozast.
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INTERNATIONAL DIVERSIFICATION OF STOCK PORTFOLIOS

In this paper we study the benefits derived from the international diversification of
stock portfolios from Hungarian as well as German point of view. The Hungarian
Stock Exchange is an emerging market in contrast to the German capital market
which is one of the largest markets in the world. In an ex post perspective the
benefits from internationally diversified portfolios for Hungarian investors accrue
only in terms of reduction in risk while for German investors also in terms of higher
expected returns. By examining the performance of several ex ante strategies the
paper also presents evidence on the benefits from international diversification for
both countries.
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NEMZETKOZI JOVEDELEMEGYENLOTLENSEGEK
VALTOZASI TENDENCIAI
Empirikus vizsgalat bootstrap mddszerrel?

MAJOR KLARA
Magyar Nemzeti Bank, Budapest

A nemzetkoézi jovedelemegyenlétlenségek idSbeni alakuldsa szdmos Gjabb vizs-
galat targyat képezi. A jelen dolgozatban jovedelem alatt az egy fére jutéd
redl GDP-t fogjuk érteni, és azok kilonbozségeit vizsgdljuk.

A nemvzetkézi jovedelemegyenlStlenségek vizsgdlatdnak egyik lehetséges
médja egyenlOtlenségi mutatdk szamitdsdn keresztill vezet. Az irodalom-
ban tobb killénbtz6 mutaté is létezik, melyek az egyenlétlenségek kiilonbozd
aspektusat ragadjdk meg és jellemzik. A mutatdk egy része paraméterek
fiiggvénye is lehet, ily médon nem csak egyszeriien egyenlétlenségi mutatdkrol,
de valéjaban mutatécsalddokrdl érdemes beszélni. Az egyenlétlenségek mu-
tatdszamokkal torténd jellemzése esetén felmeril az egyes mutatdk statisztikai
jellemzdinek kérdése is, nevezetesen hogy a kovetkeztetések levondsa sordn
milyen mértékben lehet épiteni a kapott eredményekre.

Az egyenldtlenségek mértékének kérdését is elhalvanyitéan az irodalom
elsédleges hangsulyt fektet a valtozdsi tendencidk feltardsdra, arra, hogy in-
dokolt-e az egy fére jutd jovedelmek killonhozdéségében csokkenésrdl beszélni
az elmult kozel harom évtizedben vagy inkdbb névekedés, esetleg , stagnilas”
figyelheté meg. PhD dolgozatom téméjaként vélasztva egy ilyen szertedgazd
és tobb részkérdést is tartalmazé problémadt, a tovdbbiakban ennek csak egy
kis szeletére fogok koncentralni. A dolgozatban a jovedelimek egyenl&tlenségét
egyenlStlenségi mutatdk szdmitdsaval mérjiik a vizsgdlati periédus minden
egyes évére vonatkozéan. A kiilonbozé idépontbeli szdmitott értékek alapjan
kirajzol6do tendenciat az egyenlStlenségi mutatdk koré szerkesztett konfiden-
cia-intervallumokkal kivanjuk alatdmasztani, mely utébbi jelentds mddszerta-
ni appardtus igénybevételét jelenti. A dolgozat elsé felében {gy az alkalmazott
moédszertan részletes kifejtésére torekszink.

Az empirikus elemzéshez a Summers-Heston féle Penn World Table (PWT)
adatbéazis 1995-0s, 5.6-0s verzidjat haszndltuk fel. Az adatbdzisban szerepld
egy fore juté GDP adatok 1985-6s US dolldrban vannak megadva, nemzetkozi
osszehasonlité aron. A vizsgalati periédus 1960-1992 éveket 4tfogd interval-
lum, melyben mintegy 111-128 orszag redl GDP adata 4llt rendelkezésre a
szamitdsok elvégzésére.? Felmeriilhet kérdésként, hogy mennyire relevdns

1Beérkezett: 1998, szeptember 14.

2Az Alan Heston és Robert Summers altal 1991-ben publikdlt Penn World Table
adatbdzis, mely akkor az 5-0s sorszémot kapta (Mark 5) a vizsgdlt orszdgok nemzeti szamla
rendszerének adatbAzisara épitve nemzetkdzi Osszehasonlitd drakon szamitott, azonos
né7zhnembern meocadott iovedelmi adatonkast tartalimar fov aonle ficrtdn readl maovelanlenals
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egy olyan adatbézis haszndlata a fenti kérdések esetén, melybdl ,,mindéssze”
egy harminc éves periédust lehet vizsgdlédds ald vonni, s melynek legutolsé
adata kozel tiz éves. A nemzetkozi jovedelemegyenlétlenségek valtozdsa azon-
ban igen lassan, hosszabb tavon figyelhetd meg, s a kérdés teljes kort el-
emzése valdjaban nem harminc, de kétsziz éves idésor ismeretét igényelné. Az
el6bbi gondolatmenetnek megfeleléen az idésor hossza jelenthet problémaét,
nem pedig az, hogy az tiz éves. Az adatbézis mellett szdélé tovabbi érvek
kozott igen sulyosan esik latba annak teljeskorilisége (Osszehasonlitva mds,
pl. vildgbanki adatbézisokkal), illetve elkészitésének specidlis mivolta (ld.
2. 1dbjegyzet).

Jelen kutatés korabbi munkénk® — melyben szémos egyenlétlenségi muta-
t6 (a relativ szérds, a Gini koefliciens, killénbozd entrépia indexek, Atkinsoni
mutatdk) értékét szdmitottuk ki a vildg orszdgaira az egy fére juté GDP
egyenlOtlenségének vizsgilata céljabdl — szerves folytatdsa. Az akkori vizs-
gélatban minddssze az 1961-1986-0s vizsgdlati periddusra végeztiink szdmi-
tdsokat moédszertani megfontoldsokbél. Ebben a sziikebb intervallumban
t0bbé kevésbé egyértelmiien a jovedelemegyenlétlenségek novekedése figyel-
het6 meg a vizsgdlati periédusban az Gsszes szdmitott mutatéd tekintetében.
Kérdésként meriilt fel azonban, hogy az egyetlen mintabdl szdmitott pont-
becslés eredményei mennyire tartalmaznak egyedi hatdsokat és mennyire al-
kalmasak dinamikus (valéjdban komparativ statikai) osszefiiggések levondsa-
ra. Ezért a kutatds egy tovabbi 1épéseként konfidencia-intervallumot sz4mi-
tottunk, mely vizsgalat képezi a jelen dolgozat targyéit.

1 Szamitott egyenlotlenségi mutatdok

A jovedelmi egyenlOtlenségek mérésére definidlt egyenltlenségi mutatdkra
vonatkozé kutatdsok sordn kialakult két kiloénbozé megkozelités egyike tar-
sadalmi j6léti rendezés definidldsan és jellemzésén keresztiil jut el az egyenlét-
lenséget méré mutatdkig, mig a masik irdnyzat kozvetleniil magukbdl a mar
definidlt egyenl6tlenségi mutatdkbdl indul ki és prébalja axiomatizdlni dket
(az axiomatizalds egyik lehetséges médjat adja pl. Krtscha [1994]). A je-
len dolgozatban nem kivinjuk az egyenlotlenségi mutaték megvélasztdsinak
kérdését elemezni, hanem — kordbbi munkankhoz szervesen kétddéen — hdrom

tekinthetdk, azaz fiiggetlenek mind az egyes orszigok drszinvonalainak, mind valuta-
4rfolyamainak alakuldsdtdl. Az adatbdzist széles korben tekintik a jovedelmi kiilonbségek
empirikus vizsgélatai alapjdnak, kiilongsen a névekedéselméleti irodalomban elmiilt
években er8sen kutatott konvergencia téméjdban alkalmaztik ld. példdul Lucas [1993],
Quah [1998], Romer [1994], Solow [1994], Durlauf-Quah [1998]. Az 1991-ben publikalt
Mark 5 jelli PWT adatbézisban 1950-1988-as évekre vonatkozé adatok taldlhatok. Eazt
az adatbdzist a National Bureau of Economic Research (NBER) publikélta és elérhetd
minden kutaté szdmdra. Az adatbdzis djabb, 5.6-0s verzidjdt 1995 janudrjiban publikilta
az intézet, melyben a legttbb orszégra vonatkozdan 1992-ig taldlhaték meg adatok. Ku-
tatdsunkban az 5.6 verzié adatait haszndltuk fel szémitdsainkhoz.

3Major, [1998]

4A vizsgdlati periddus kivdlasztdsénak szempontjairél a Felhasznilt adatbdzis és
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elére meghatarozott egyenl6tlenségi mutaté értékét fogjuk kiszdmitani; ezek
rendre a relativ szérds, a Gini koefliciens és az egyenlStlenség Atkinson féle
mutatdja. Az atkinsoni mutaté az elébb emlitett tdrsadalmi j6léti megkdze-
lités egy — tulajdonsigai alapjdn igen széles korben alkalmazott — mutatéja.
Ebert [1988] dolgozatdban részletesen elemzi az elébbi irdnyvonalat és meg-
adja a killonbozé tarsadalmi jéléti fiiggvények esetén definidlt egyenlétlenségi
mutatdk tulajdonsigait. A relativ szdrds az eléz6ekkel szemben tdrsadalmi
joléti fliiggvénybol nem szarmaztathaté mutatd, azonban az egyenlétlenségek
mérésének igen gyakran alkalmazott, hagyomdnyos mutatdja. A Gini koefli-
ciens igen szemléletes geometriai jelentése mellett (bar eredetét tekintve nem
a j6léti irdnyzat mutatdja), felirhaté tdrsadalmi j6léti koncepciénak megfelels
alakban.

A kérdés tovabbi részletezése nélkiil egyetlen kérdést szeretnénk itt ki-
emelni, az egyenl6tlenségi mutato relativ avagy abszolit jellegének a kérdését.
Egy egyenlStlenségi mutatét relativnak hivunk, ha minden jovedelem pl.
megkétszerezbdése esetén a mutatd értéke valtozatlan marad. Abszolit egy
egyenldtlenségi mutatd, ha minden jovedelemnek egy adott, abszolit nagysa-
gi névekedése esetén a mutatd értéke viltozatlan marad. A tovdbbiakban az
egyes orszagok kozott 1étezd relativ kiilonbségek vizsgdlatara koncentralunk
és ennek érdekében relativ egyenlStlenségi mutatdkat fogunk szamitani. Hajdu
[1997] alapjdn réviden ismertetjiik a szamitott egyenlStlenségl mutatdkat és
az empirikus eloszlds meghatarozdsdra hasznélt statisztikai mddszertant.

1.1 Relativ szdéras

A relativ szérds a szérds és az atlag hanyadosa, vagyis képletben

1 (y; —7)2
Relativ szdéras = — —EM ,
7 n

(ahol 7 jeloli az empirikus jovedelmi értékek dtlagat).

1.2 Gini egyiitthatd

A Gini egylitthat6 a Lorenz gorbe és az atl6 altal hatarolt teriilet, valamint
a teljes 4t16 alatti terllet ardnydt mutatja meg. A konkrét szamitdsokhoz a
Gini egyltthaté kovetkezd felirdsi formajat hasznéltuk fel:

. , 1
Gini egylutthaté = W ZZ: EJ: ly: — ;] -

1.3 Atkinsoni mutatd

Atkinson egyenl6tlenségi mutatéja tarsadalmi joléti fliggvény koncepcidjara
épil. Az elmélet szerint a tdrsadalmi j6lét a jovedelemeloszlds aldbbi linedris
funkciondljaval adhaté meg:

W(E) = [uy)dr(), &)
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ahol F' a jovedelem eloszlasfiiggvénye. A tdrsadalmi jélét értékét az empirikus
eloszlas-fliggvénybdl a kovetkezd formula alapjdn lehet szamitani:

W(F) == Y ulw:).

T

Egy lehetséges médja a tarsadalmi jéléti koncepcidbdl egyenlStlenségi mu-
taté kialakitdsanak az in. egyenletes eloszldssal ekvivalens jovedelemszint
definidlasadn keresztill lehetséges. Atkinson [1980] alapjan ezt a jovedelem-
szintet a kovetkez6 implicit dsszefliggés definidlja:

w(YEDE) = /U(y) dF(y).

Az yppE jovedelemszint az empirikus jovedelemeloszlasbdl az aldbbi képlet
szerint szdmithatd:

w(fepE) = % Zu(yi) :

7

Szamitasainkhoz az

11—5_1 K
wp) = { T Bee 2l @
Iny, egyébként

hasznossagi fiiggvényt hasznaltuk, ahol ¢ az in. egyenlStlenség-elutasitdsi pa-
raméter. A fenti, (2) kifejezésben hasznalt hasznossdgi fliggvény haszndlatat
a kovetkezd szemléletes tulajdonsdga indokolja: ha minden jévedelem meg-
kétszerezGdne, akkor a fenti hasznossigi fliggvény esetén az egyenletes el-
oszléssal ekvivalens jovedelemszint is dupldjéra fog emelkedni.? Ezen tényt
figyelembe véve konnyen lathatd, hogy az Atkinsoni egyenlStlenségi mutatd,
képletben: B
Atkinsoni mért&k =1 — y_Eng

az egyenlOtlenségek relativ mutatdja. A mutaté azt fejezi ki, hogy milyen
mély szakadék létezik a megfigyelt eloszlds atlagjovedelme és azon jovedelmi
szint kozott, ami ugyanazt tdrsadalmi joléti szintet eredményezné egyenletes
jovedelemelosztas esetén, mint a jelenlegi jovedelemelosztés.

5Bz az Osszefiiggés ldthatd az aldbbi dtalakitdsbdl. A fenti hasznossigi fliggvény ese-
tében az egyenletes jovedelemelosztassal ekvivalens jovedelemszintet a kovetkezé implicit

egyenlet hatdrozza meg
~1—¢ 1—e
YEDE _ lz : Y
1—¢ n 1-¢'
2

amelybdl azt kifejezve az aldbbi, Vi-re y;-ben elsé fokon homogén kifejezés addédik:

1—¢
- 1 -
YEDE = [— E yil E:,
n
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Konkrét szdmitisaink soran ésszerlinek tiint egyetlen konkrét e értéket va-
lasztani. Ennek egyrészt technikai okai voltak: a vizsgdlat rendkivill eréforras-
igényes, ezért hirom valasztott mutatdra vonatkozéan kiviantuk elvégezni. A
relativ szérds és a Gini koefficiens j6l definidlt mutatdk, mellettiik egy, a joléti
koncepcidra épiild egyenl6tlenségi mutaté szamitdsa indokoltnak tiint. A
fent definidlt Atkinson mutaté esetén ez az elébbi paraméter megvalasztdsit
igényli. Mésrészt a fent definidlt mutaté e-nak monoton fiiggvénye, azaz mi-
nél nagyobb € mértéke, anndl nagyobb egyenlStlenséget fog mutatni (feltéve,
hogy nem egyenlé minden adat, mely szélsGséges esetet nyugodtan kizdrha-
tunk, mint empirikusan teljesen irrelevinsat). Megmutathatd, hogy amint e
tart a végtelenbe, gy a hasznossdgi fiiggvény tart a miny; fiiggvényhez, s
az Atkinsoni mutatd értéke az 1-hez. A paraméter tehdt az egyenlStlenséggel
szembeni elutasitds mértékét adja meg, s minél nagyobb, anndl nagyobb
siulyt kapnak a szdmitds sordan az alacsony jovedelmi értékek. Ez azon-
ban azt is jelenti, hogy a mutaté anndl kevésbé valik robusztussd, anndl
érzékenyebbé vilik az adatvételi és mérési hibdkra. A fenti okok miatt ésszeril
kompromisszumnak tlint £ értékét 1-nek vilasztani, azaz ennek megfeleléen
logaritmikus hasznossigi figgvénnyel dolgozni. A logaritmikus hasznossdgi
fiiggvény meglehetdsen dltaldnos a kozgazdasdgi irodalomban.

Az atkinsoni mutatdval szemben felhozott érv leggyakrabban a tarsadalmi
jOléti fiiggvény koncepcidjabdl fakad, nevezetesen az, hogy annak explicit
meghatdrozasdval mintegy kivillr6l adjuk meg a tarsadalom egyenl6tlenséggel
szembeni preferencidit amely nagy valészinuséggel 6nkényes és feltételezhetd,
hogy inkdbb a kutaté sajat elképzeléseit titkrozi, vagyis kevéssé ad objektiv
alapot az egyenl6tlenség megitélésére. Ezen érv természetesen igen silyosan
érinti az egyenl6tlenség mértékének megitélését célzd kutatdsokat, ugyanakkor
fontos, hogy szem el6tt tartsuk, hogy ez waldjdban minden mds mutatdval
szemben felhozhatdé. Minden egyenlStlenségi mutaté teljes rendezést ad meg
az eloszldsok halmaza felett és igy implicit maga is feltételez egy ” tarsadalmi
joléti fuggvényt”. Ugyanakkori az atkinsoni mutaté mellett sz6l6 érv, hogy a
fent emlitett ” tarsadalmi joléti fliggvény” az egyetlen olyan fiiggvény, melynek
(1)-ben megadott linedris funkciondlja relativ egyenldtlenségi koncepciét tes-
tesit meg, azaz minden jovedelem pl. megkétszerezOdése esetén az altala
szadmitott egyenlStlenség mértéke valtozatlan marad.

2 Konfidenciaintervallum szamitasa bootstrap
mintavétellel

Az egyes mutatdk pontbecsiéseinek statisztikai vizsgalatdhoz konfidencia in-
tervallumokat szdmitottunk. Ehhez a mutaték empirikus eloszldsat in. foly-
tonos bootstrap (smoothed bootstrap) médszerrel hatdroztuk meg. Boot-
strap mintavétel esetén az eredeti n elem(i mintabdl visszatevéssel generalunk
1jabb n elemil mintdkat és mindegyikre kiszdmitjuk a kérdéses mutato értékét.
Kelléen nagy szdmu bootstrap minta esetén a mutaté mintabeli eloszlasa
meofoleld nontocedcoal mechatiarozhatd A folvtonos bootstran annviban tér
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el az el6z6 eljarstdl, hogy nem az eredeti adatokbdl generslja az j mintdkat,
hanem azok eloszldsdnak folytonos becslésébél. Erre azért lehet szitkség, mert
visszatevéses mintavétel esetén a generdlt 1j mintdkban sziikségszeriien lesz-
nek 1smétléds elemek. Olyan esetekben, amikor az eredeti adatok természe-
tiik szerint folytonosak (pl. valamely intervallumon vehetnek fel értékeket) és
a kérdéses mutaté érzékeny az ismétlédd adatokra, hasznos lehet a folytonos
bootstrap eljarés, amelynek sordn a generalt j mintdban 0 valdszintiséggel
lesznek csak azonos adatok. A folytonos bootstrap klasszikus itja lehet az el-
oszlas paraméteres becslése majd az abbél valé mintavétel. Nem-paraméteres
statisztikai médszerek is rendelkezésre dllnak az eloszlis folytonos becslésére
és az abbdl valé mintavételre. Jelen dolgozatban a nem-paraméteres eljdrdst
vélasztottuk a kovetkezé megfontoldsok miatt. Paraméteres eljérds esetén a
kutaté nullhipotézist 4llit fel az eloszlds jellegét illetSen és a rendelkezésre 4llé
adatokbdl becsiili az eloszlds néhdny, ismeretlen paraméterét. Ez az eljirds
a jelen probléméban t6bb okbdl sem tiint alkalmazhaténak:

o az adatbazisbél kordbban készitett nem-paraméteres jovedelemeloszlds-
becslések alapjan az nem sorolhaté be egyetlen ismertebb eloszl4scsalad-
ba sem. A kapott eloszlas — kordbbi tapasztalatokkal dsszecsengBen —
kozel lognormélis alaki, azonban hosszan elnyiilé farokkal rendelkezik,
melyen tovabbi (két, hdrom) csiics talalhaté, melyek alapjan az eloszlds
lokélis tulajdonségai er8sen killénboznek a lognormélis eloszldstdl;

e a vizsgdlat célja az eloszldsok néhany jellemz8jének (az egyenlStlenségi
koncepciénak megfeleld mutatészamok értékének) mintabeli viselkedé-
sének meghatdrozdsa. Ha a paraméteres eljarast vélasztottuk volna,
az eloszlas tipusdnak specifikicidja és a paraméterértékek becslése utén
azok analitikusan is kiszdmithatéakkd vdlnak. A jelen dolgozatban fel-
vetett kérdés azonban a mutaték mintabeli viselkedését kivanta feltdrni
és ezért hasznosnak tiint, hogy semmilyen kiinduld hipotézissel ne éljiink
az eloszlds jellegére vonatkozdéan, és azt az eloszldst tekintsitk kiin-
dulépontnak, melyet az adatok rajzolnak ki.

A nem-paraméteres stiriiségfiiggvénybecslés metédusa megadja a lehetd-
séget, hogy eltekintsiink a fent emlitett feltevések megfogalmazasitdl, ugyan-
akkor szdmos tovabbi problémat vet fel maga is, beleértve a kernelfiiggvény
és a sévszélességi paraméter megvilasztdsit. A hivatkozott dolgozat szerint
az eljards robusztusnak tekinthetd a kernelfiiggvény megvélasztasa tekin-
tetében. A siirliségfiiggvény nem-paraméteres becslésének alapgondolata az,
hogy az adatok altal kirajzolt naiv becsléfiiggvényre” (mely 1épcsés, azaz nem
folytonos) lokélisan illesztiink siirliségfiiggvényeket, s az igy kirajzold becsiilt
stirliségfiiggvény folytonos lesz. A kernel megvélasztésa lényegében arrél szél,
hogy lokalisan “kis haranggtrbéket” vagy "kis paraboldkat” illesztiink-e a

6A nem-paraméteres siir(iségfiiggvény becslés médszertandrél kivals Attekintést nyujt
a sokat hivatkozott Silverman [1986] illetve az djabb Wand — Jones [1995]. A folytonos
bootstrap elvégzéséhez algoritmust javasol Silverman [1986], 143. old.
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naiv becsléfiiggvényre (mely maga a hisztogram &ltaldnositdsa). Tehéat a
stiriségfiiggvény folytonos becslése az adatoknak és a kernelfiiggvénynek a
konvolicidjaként jon létre. A folytonos bootstrap algoritmusa erre a kon-
cepcidra épiil; oly médon hozza létre az 1j mintdkat, hogy az eredeti minta egy
véletlenszertien kivalasztott elemét és a becsléshez hasznélt kernelfiiggvénybél
vett véletlen elem "konvolicidjat” hozza létre. A folytonos bootstrap eljaras
implementalasa magdnak a siirliségfiggvény becslésének megvaldsitdsat nem
igényli.

Az eloszlas sliriségfiiggvényének a becsléséhez gaussi kernelt hasznaltunk,
melynek haszndlata azonban tovdbbi moédszertani problémdkat vetett fel.
Ebben az esetben a mintaadatoknak a normadlis eloszlds stiriségfiiggvényével
alkotott , konvolacidja” adja a slrliségfiigevény becslését. A jovedelmi ada-
tok azonban tipikusan csak pozitiv értékeket vehetnek fel, mig a normdlis
eloszlas értelmezési tartoménya a valés szdmok halmaza. Ebbdl fakaddan a
stirliségfiiggvény becslése a nulla egy kornyezetében torzitott lesz. A boot-
strap becslés soran azonban az jelentette a problémadt, hogy a fenti emlitettek
miatt a gaussi kernellel szamitott folytonos eloszldsfiiggvénybdl generalt 1]
mintdk tartalmaztak negativ elemeket is. Ezek egyrészt kozgazdasdgilag ér-
telmezhetetlenek, mésrészt bizonyos egyenlétlenségi mutatékat (pl. az Atkin-
soni mutatét is) negativ adatokra nem lehet értelmezni. Ezt a problémdt dgy
oldottuk fel, hogy a folytonos siirtiségfiiggvénybecslést nem az eredeti ada-
tokra, hanem azok logaritmusara végeztiik el, majd visszatranszforméalds utdn
szamitottuk a mutatékat. Mindazondltal ahol ez matematikailag kivitelezhetd
volt, ott mind a két mddszerrel (logaritmizalt adatokbdl valé mintavétel il-
letve az eredetibdl) készitettiink bootstrap konfidenciaintervallumot. A fent
emlitett probléma megnyugtaté megolddsa azonban az lesz, ha a slirliség-
fuggvény folytonos becslését a specidlisabb, de kompakt értelmezési tarto-
manyd pl. Epanechnikov kernellel végezziik el. Az algoritmus implemen-
taldsa még folyamatban van. A fent leirt mintavétel ismételt alkalmazédss-
val nagy szamu ,,4j mintdra” tehetiink szert, és minden egyes mintédra ki
lehet szémitani a kérdéses egyenlétlenségi mutatd értékét. A nagy szdmd
bootstrap mintdbdl szamitott egyenlétlenségi mutaté-értékekre illesztett em-
pirikus eloszlasfiiggvényt lehet felhasznalni a konfidencia-intervallum megha-
tarozésara.®

2.1 Naiv mddszer

A nailv médszer szerint a konfidenciaintervallum alsé és fels6 hatdrat 2«
megbizhatésigi szinten®

Oro(e) = (F*)™H«)
bup(a) = (F7)"(1-a)

8 A kovetkezd rovid kifejtés erésen tdémaszkodik Vinod [1993) targyaldsdra.

9A tovébbiakban F*-gal fogjuk jelslni a kérdéses mutaté bootstrap eljdrassal nyert
mintabeli empirikus eloszlasfiggvényét. A jelolést az elméleti tdrgyalds kedvéért vezetjiik
be, az algoritmus implementildsa sordn csak a kritikus értékek meghatdrozdsdra volt
szlikség.




62 Major Klara

fejezi ki, ahol F™* jeloli a mutat6 bootstrap eljdrassal nyert empirikus eloszl4s-
fiiggvényét (a tovabbiakban *-gal jel6ljiikk a bootstrap becsléseket). A naiv
modszer arra a feltevésre épit, hogy ha 6. ~ 6, ahol ~ a kozel egyenld jele
és 0,; jeloli a j-edik bootstrap becslést (7 =0,...,J), akkor

P*[eLo(a) S H*j S HUP( )] = [GLO ) <40 S HUp(a)] =1-2c.

2.2 Torzitas korrigalt mdédszer

A naiv médszer azonban megbizhatatlan eredményekre vezethet, ha a becs-
l6fiiggvény torzitott. A torzitds korrekcidjét eredményezi bizonyos esetek-
ben, ha a fenti feltevés helyett a kevéshé megszorité 6,; — 0, ~ 0, — 0 fel-
tevéssel éliink, ahol 6, az eredeti mintdbdl nyert pontbecslés. Ez a feltevés
azt jelenti, hogy a bootstrap mintdbdl nyert becslés és a pontbecslés viszonya
koriilbeliil ugyanaz, mint a pontbecslés és a sokasagi érték viszonya. Ilyenkor
a kovetkezd konfidencia-intervallum adddik §-ra:'0

P 0po(e) — 0p < 04y — b, < Oup(ar) — 8] =
= P*[26, — By p(a) <8 < 28, — Or0(a)] =1 — 2a

2.3 Normalizalt torzitds korrigalt médszer

A normalizélt torzitds korrigalt (normalized bias corrected NBC) médszer 1é-
nyegében az empirikus eloszlasfiiggvényt felhasznédlva a meghizhatéségi (vals-
szinliségi) szint korrekei6jan keresztiil prébalja kezelni a torzitas problémaéjst.
Az eljarés sordn az elézd pontban végrehajtott tiikrozéshez hasonlé korrekeist
végziink, csak azt most megfelelé normalizdldsi transzformécié utdn végezziik
el.

A médszer feltevése szerint, ha létezik olyan ¢ = g(6) monoton névekedd
normaliz3ld transzforméacis, amelyre!! ’

(/)p - ¢ g N(—ZOU, (72) és ¢*] - (75}9 ~ N(_20{71 02) 3

ahol a fenti kifejezésben szerepl6 zp és o ismeretlen paraméterek, akkor
a konfidencia-intervallum meghatdrozdsdhoz clégséges 2y paraméter értékét
becsiilni. Ehhez az empirikus eloszldsfiiggvénybdl meghatirozzuk a bootstrap
mintdk azon hdnyaddt, amelyre 8.; < 6,. Ekkor

F(0p) = P*[01; < 6] = Pl < ¢p] = P(¢hsj — ¢bp + 200) /0 < 0] .

A médszer fent emlitett feltevései miatt (¢, — ¢p + 200) /0 ~ N(0,1), ezért
zp-ra az aldbbi becslés adddik:

20 = (I)_l(F*(ap)) )

YEz a médszer torzitds korrigélt (bias corrected, BC) elnevezést kapta Vinod [1993]
6sszefoglalé miivében. TObb més irodalomban azonban az itt harmadikként targyaldsra
keriil6 médszert hivjdk torzitds korrigdlt madszernek.

11 A7 alabbi kifeitéds elstsorban Carthwaite. Jolliffe. Jones [1905] minksidm alanay il
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ahol ® a standard normalis eloszlas eloszldsfiiggvényét jeloli. Mivel feltevés
szerint ¢, — ¢ ~ N(—200,02) az 1 - 2c valdsziniiségi konfidenciaintervallum
f-ra

[g_l (¢p + 200 — Zao-): g_l(d)p + 200 + Zag)] )

ahol ®(z,) = 1 — . Az alsé hatdr megdllapitdsdhoz tekintsiik a kovetkezé
atalakitast

P*[pus < pp+200 — 200] = P*[(baj — p+200) [0 < 220 —20] = P(220 — 2a) -

A konfidenciaintervallum alsé hatdra 1 — 2« szignifikanciaszinten tehdt azon
0ro () érték lesz, amelyik éppen a bootstrap becslés ®(2z9 — z, )- ik kvantilis
értéke. Hasonloképpen elvégezve a megfeleld szamitdsokat az intervallum
fels6 hatdrara, az NBC mddszer szerint adddé konfidenciaintervallum f-ra a
fentiek alapjan a kovetkezd:

P [(F*) (2220 — 24)) <0 < (F*)7H(®(220 + 20))] =1 — 2cx.

Ha 8, becsléfiiggvény nem torzitott, akkor zg értéke 0, és a metddus szerint
szamolva a naiv mddszerrel azonos konfidenciaintervallum adédik -ra. Az
eljaras soran a konfidenciaintervallum szamitasdhoz hasznilt meghizhatdsigi
szintet médositjuk attol fuggben, hogy a megfigyelt empirikus eloszlds mi-
lyen mértéku torzitast mutat. Torzitatlan becslés esetén a pontbecslésnek a
mintabeli eloszlis dtlagival kell egybeesnie, ekkor a korrekcié mértéke nulla.

2.4 Empirikus torzitéas

Az alabbi kifejezéssel megkaphatjuk az eljards torzitasinak mértékét:
12
empirikus torzitds = 5 jz::l 0.j—6p.

Ha a fenti kifejezés 0-tél kiillonbozik, az azt jelenti, hogy az els6ként targyalt
naiv médszer dltal adott konfidenciaintervallumok torzitottak és szitkségessé
valik a mdédszertani korrekcié alkalmazédsa. A normalizélt torzitds korrigélt
médszer alkalmazédsa kiszilri ezt a torzitdst, és valdéban, ha a fenti képlettel
szamitott empirikus torzitds értéke 0, akkor a normalizalt torzitas korrigdlt
mddszer az eredeti naiv intervallumokat adja vissza.

3 Felhaszndlt adatbazis és szamitasok

Az empirikus elemzés céljaira a PWT 5.6 adatbdzist hasznéltam fel. Az
adatbdzisbdl 111-128 orszdg egy f6re juté GDP adatainak egyenlStlenségeit
szémitottam 1960-1992 évekre. Az adatbdzis Gsszedllitasat nehezitette, hogy
bizonyos orszdgokra vonatkozd adatok csak a megadott intervallum egy részé-
re voltak elérhetfk. A szdmitdsok alapjat képezhetd adatbazis Gsszedllitasira
ily médon két 1t latszott lehetségesnek. Egyrészt kivalasztani az orszdgok egy
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olyan csoportjat illetve meghatdrozni Ggy a vizsgdlati periédust, hogy abban
ne legyenek hidnyzé adatok. Kordbbi munkdmban ezt az utat kovettem,'?
ez azonban tobbnyire igen rovid vizsgalati periddust tesz lehetévé. Jelen
esetben a vizsgalati periédus és a vizsgdlatba bevonhaté orszdgok szdmanak
emelése céljabdl az Osszes, a fenti intervallumba esd adatot felhasznédltam.
Ez azzal a hatrannyal jart, hogy az egyes években szdmitott egyenlStlenségi
mutatdk mogdtt kilonbozo szdmii megfigyelés all. Ez természetesen felveti
az OsszevethetOség kérdését.

Ebert [1988] tanulménydban foglalkozik a killonbozd népességszam mel-
letti egyenlétlenségi mutaték osszehasonlithatésiginak kérdésével. Ebben
megmutatja, hogy a Gini egyiitthatd és az atkinsoni mutaték kielégitik az
an. 'népesség elv’-et (Principle of Population), amely kimondja azt, hogy ha
két jovedelmi vektor, = és y azonos egyenl6tlenséget képvisel, akkor azok m-
szeres ismétlésébdl a1l 2:(™) és y(™) vektorok is azonos egyenlétlenséget kép-
viselnek. Ezen elv alapjdn lehet killénbozé népességszam (illetve jelen eset-
ben kiilonbozd szdmn orszdgok esetén) szdmitott egyenlétlenségi mutatdkat
Osszehasonlitani. A relativ szérdsra hasonld Osszefliggés nem érvényes, de a
relativ széras az egyenlétlenségeknek igen széles korben elterjedt és szdmitott
mértéke, idobeni alakuldsa fontos része lehet a dolgozat alapjat képezd kérdés
megvalaszolasaban.

Az egyenl6tlenségi mutatdk értékeire kapott pontbecslések idésordt dssze-
vetve a korabbi munkdkkal lathatjuk, hogy a fenti adatszelekcié nem valtoz-
tatta meg lényegesen a kialakuld képet: az egyenlOtlenségi mutaték pont-
becsléseinek id8sora tovibbra is enyhén emelkedd tendencidt mutat. Most
azonban megfigyelheté abban egy ”csiicspont”, "kiemelkedés” 1980 koriil.
Ennek okat a fenti adatszelekcids eljardsban latjuk. 1980-ban 6t orsziggal
novekedett a vizsgilatban szerepld orszdgok szama, ebbdl két orszdg kozel a
vilagédtlaghoz hasonld, anndl kicsit alacsonyabb jovedelemmel rendelkezett.
A mdsik hirom orszdg (Kuvait, Egyesilt Arab Emirségek és Katar) egy
fére jutd jovedelme egyenként is az adott évi vildgdtlag 5, 8 illetve 8,5 sze-
rese volt, melyek egyiittes hatdsa latvdnyos ugrast hozott az egyenlGtlenség
mértékében. Ez a kiugras a kdvetkezo években eltlint, ami részben annak
volt kdszonhetd, hogy az elébb emlitett orszagok esetében az 80-as évtized
elsé felében kiugrd jovedelmi szint dtmenetinek bizonyult (*79-es olajvalsdg
hatdsa), és kés6bb abszolit értékében is, ily mddon az egyre névekedd vilag-
Atlag szézalékdban kifejezve is toredékére (kozel felére) esett vissza.

A fliggelékben hét tablazatban foglaltuk Ossze a szdmitasi eredményeket.
Az egyes tabldzatok tartalmat mutatja az 1. tdbldzat. A fiiggelékben szerepld
tablazatokban a szdmitott konfidenciaintervallumokon kiviil megadtuk az em-
pirikus torzitds mértékét is. Az 1. gbrdn lathatjuk a hét szamitéds esetében az
empirikus torzitas nagysdgat. Az empirikus torzitds minden esetben jelentos,
ami indokolja a normalizélt torzitds korrekciés médszer alkalmazédsat a konfi-
denciaintervallumok szdmitdsa sordan. A kutatdsok sordn mind a hadrom kon-
fidenciaintervallum szémitdsa indokoltnak tiint a torzitds varhaté mértékére
vonatkozé informdacidk hianyaban.

12Major, [1998].
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Fuggelék | Szamitott Szamitdsi Bootstrap Megbizhatd-
sorszdma | mutaté modszer mintdk szdma sagl szint

1 relativ szoras eredeti adatok 10000 0.05
2 relativ széras logaritmizalt adatok 10000 0.05
3 Gini koefficiens eredeti adatok 10000 0.05
4 Gini koefliciens logaritmizédlt adatok 10000 0.05
5 atkinsoni mutaté | logaritmizalt adatok 10000 0.01
6 atkinsoni mutaté | logaritmizalt adatok 10000 0.05
7 atkinsoni mutaté | logaritmizalt adatok 10000 0.10
1. tdbldzat. A fuggelékben szerepld szdmitdsok paraméterei
0.25 ¢ Relativ
0.2 + szoras
—— Relativ
0.15 - szoras™
------ Gini
Ll . . . egyithato
0.05 L — Gini
egyltthato™
0 e e -
I R R Atkinsoni
8686335388233 et
L ]

1. dbra. Az egyenl8tlenségi mértékek empirikus torzitdsa A ** jeldlt esetekben az adatok
logaritmusdbdl tortént az ismételt mintavételezés.

Az eredmények alapjin a naiv mddszer nem vezet megbizhaté eredmé-
nyekre a konfidencia-intervallumok szémitasa soran és igy igazolja a torzitas
korrigalt modszerek szdmitdsdt. Az eredmények értékelése kapcsdn ennek
megfeleléen az NBC mddszer altal adott intervallumokat fogjuk figyelembe
venni. Mindazondltal az egyik mutatd, a relativ szérds péld4jan érdemes
megvizsgalni a hdrom mddszer dltal adott konfidenciaintervallumok viszonyat.

Annak érdekében, hogy az empirikus eloszlas torzitdasara rdmutassunk,
egy konkrét szamitdsi esetben elvégeztiik az empirikus eloszlds folytonos
becslését, ezt mutatja a 2. dbra. A 2. dbran a relativ széras mutaté empirikus
eloszlasat lehet latni az 1960. évi adatok alapjan. Lathato, hogy az eloszlds
nem szimmetrikus, enyhén balra d6l. A pontbecslés a mintadtlagndl kisebb,
melyek kilonbsége megadja az empirikus torzitds nagysdgat. A becsilt sii-
rliségfiiggvény nem szimmetrikus, enyhén balra ferde. Ennél is jellemz6bb
tulajdonsiga, hogy az eloszlds nem rendelkezik hosszan elnyild farokkal.
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2. dbra A relativ szérds mintabeli eloszldsa az 1960. évi adatok alapjin, pontbecslés = 0.9981,
bootstrap atlag = 1.0759, torzitds = 0.0778.

A 8. dbrdn lithatjuk a relativ szérds mutatéhoz készitett konfidenciain-
tervallumokat a hdrom killénb6zd konfidenciaintervallum szamitdsi mdédszer
esetében. Ldthatjuk, hogy a torzitds korrigélt és a normalizalt torzitds kor-
rigalt modszer esetében az intervallum felsd hatérai kozel egybeesnek, és je-
lent6sen eltérnek a naiv médszer eredményétél. Ennek is az az oka, hogy
a mutaté mintabeli eloszlasdbdl szamitott varhatd érték és az eredeti pont-
becslés eltérnek egymdstol. Az empirikus torzitds eldjele mutatja, hogy a
pontbecslés lefelé torzitott, ennek megfelelden kellett a konfidenciainterval-
lumokat korrigdlni. A korrekcié hatésira a szdmitott konfidenciainterval-
lumok hatdrai lefelé tolédtak el, azaz a pontbecslésre majdnem szimmetrikus
intervallum adédott. Figyelembe véve a torzitdsra kapott eredményeket, a
tovabbiakban a normalizilt torzitds korrigdlt médszer eredményeivel fogunk
foglalkozni.

1.5
14
1.3
1.2
pontbecslés
1.4 4
nalv
—X—BC
—{1—NBC

0.6 +—t——++—t+————+————————
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3. abra. Bootstrap konfidenciaintervallumok relat{v szérds mutatéhoz naiv, torzitis korrigalt
és normalizdlt torzitds korrigalt médszerrel 5%-os megbizhatésdgi szinten. [A mintavételezés
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A 4. dbrdn a Gini koefficiens konfidenciaintervallumait ldthatjuk nor-
malizdlt torzitds korrigdlt modszert alkalmazva. A két 4brazolt intervallum
kozil az egyik az eredeti adatokbdl tortént mintavételezés esetén késziilt
a masik a pedig mdr emlitett logaritmizalasi transzformécié utdn. Maga a
mutatd matematikai formuldja értelmezhetd negativ adatokra is, igy ezen mu-
tatd esetében lehetséges Osszehasonlitani a két eljaras kozti kiillonbséget. Azt
l4thatjuk, hogy a tendencia megitélésében (mely jelenleg a legf6bb kérdések

egyike) hasonlé eredményekre vezetnek, mindazondltal tovdbbi megolddsokat
kell keresni a fent emlitett probléma megolddsira.

0.58
_|,

0.56
0.54

0.52 +
0.5 pontbecslés

—{—Gini

Gini (log)

1962 +
1982 +
1984 1
1986 +
1988
1990 L
1992 L

4. dbra. Bootstrap konfidenciaintervallumok Gini koefliciens mutatéhoz az eredeti adatokbdl
tortént mintavételezés illetve logaritmizalt mintavételezés esetén 5%-os megbizhatdsigi szinten.
[Az intervallumokat normalizalt torzitdskorrigalt médszerrel szamitottuk (Id. 3-4. Fiiggelék).]
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0.4 + pontbecslés
0.01 felsd
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5. dbra. Bootstrap konfidenciaintervallumok Atkinsoni mutatéhoz 1%, 5% és 10%-os
megbizhatésigi szinteken. [Logaritmizalt adatok, normalizalt torzitds korrigilt médszer
(1d. 5-7. Fuggelékek).]
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Az 5. dbra esetében az atkinsoni mutatdhoz szdmitott konfidenciainter-
vallumokat lathatjuk kiilonboz6 megbizhatosdgi szintek mellett. Az inter-
vallumokat a normalizalt torzitds korrigdlt médszerrel szdmitottuk és ennek
koszonhetd az az eredmény, hogy a torzitds korrekcidjdnak eredményeképpen
a konfidenciaintervallum alsé hatdra mind a hdrom vizsgalt szignifikanciszint
esetében egybeesik. Ennek az az oka, hogy a pontbecslés a bootstrap minték
igen alacsony hanyaddban helyezkedik el, pl. az 1960-ik évben a 10000
elemi bootstrap mintdban nagysdg szerint az 1115-ik, 1961-ben 1077-ik,
és végignézve az eredményeket altaldban elmondhaté, hogy a pontbecslés
a bootstrap minta els6 5-10%- dban helyezkedik el, vagyis igen messze a
minta atlagatdl. Ezért a normalizalt torzitds korrigdlt médszer mind a hdrom
vizsgalt valésziniiségi szinten a bootstrap minta elsd elemét adta meg a kon-
fidenciaintervallum alsé hatiranak. Ha Osszevetjik ezt az eredményt a re-
lativ szdras esetében bemutatott hdrom kiilonb6z6 médszerrel készitett kon-
fidencia intervallummal, akkor jél lathaté, hogy a naiv mddszer esetében
a pontbecslés a konfidenciaintervallum alsé hatardhoz kozel helyezkedik el,
amit az el6bb emlitett eredmény jél magyardz. A naiv intervallum azonban
tul magasra helyezi az egyenlOtlenségi mutatdk lehetséges értékeit, s ezt a
torzitdst korrigdlja a két emlitett korrekcidos médszer. A szémitott konfiden-
claintervallumok esetében azt lathatjuk, hogy az egy fére jutd jovedelmek
egyenlStlenségei — a pontbecslésekbdl ad6dd kovetkeztetésekhez hasonldan —
a vizsgalt mutatd figgvényében inkabb enyhén novekedd, esetleg stagnild
tendenciat mutatnak.

4 Kovetkeztetés és tovabbi kutatas

A kapott eredmények megerésitik azt a korabbi — pontbecslések alapjan
feldllitott — hipotézist, miszerint az egy fére jutdé jovedelmek, illetve az egy
fére juté GDP kozti killénbségek tendencidjanak ilyen, komparativ statikai
eszkozokkel vald elemzése az egyenlGtlenségek tartds jelenlétét vagy enyhe
novekedését sugallja. Az irodalomban ettél ellentétesnek latszé eredmények,
melyek az egy fore jutd jovedelmek killonhozéségének csokkenésérdl, illetve a
fejlettségbeli lemaradés felzarkézasardl szélnak, a kilonbozé megkdzelitésnek
és médszertannak tudjuk be. A kiindulasul megfogalmazott probléma szdmos
kilonbozé megkozelitést rejt magdban, és a kérdés pontos felvetésétdl figg
a kérdésre adott vélasz is. Jelenlegi dolgozatban arra a kérdésre kerestem a
vélaszt, hogy figyelembe véve a rendelkezésre all6 adatokat, mit mondhatunk
az egy fére jutd jovedelmek egyenldtlenségének tendencidjirol. Két fogal-
mat emelnék ki az el6z8 mondatbdl: egyenlétlenség és tendencia. Egyrészt a
vizsgdlatot azokra az évekre lehetett elvégezni, melyekre rendelkezésre dllnak
adatok, és ezek alapjdn azt mondhatjuk, hogy a vizsgélt periédusban (az
elmilt 30 évben) az egyenldtlenségek mértéke nem valtozott szdmottevien.
Jovore vonatkozdan kovetkeztetéseket levonni bel6le igen korlatozottan lehet:
a felvetett probléma természetét illetden nem harminc éves tdvlatokban,
inkabb évszizadokban mérhetd a meghatarozé folyamatok lefutdsanak ideje.
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Misrészt az egyenl6tlenségi mutaté koncepcidja azt a feltevést rejti magdban,
hogy a jovedelmek nemzetek kozotti megoszldsdnak egyenldtienségét egyetlen
mutatészammal ki tudjuk fejezni. Ennek szdmos mdédja van és ez felveti az
egyenl6tlenségi koncepcid kérdését, nevezetesen hogy hogyan értelmezziik azt.
Tovabba ennek a mutaténak az értékében bekovetkezd viltozdsnak sokféle
kiilénb6zé oka lehet, ezért pusztin az egyenldtlenségi mutatd csolckenésébél
nem lehet kovetkeztetni arra, hogy mi lehetett annak az oka, hogy mondjuk
javultak a felzdrkdzdsi esélyei a szegényebb orszagoknak, vagy ténylegesen
nivelldlédas ment végbe, mely lehetett recesszié kovetkezménye is. Tovabbi
kutatési célkitlizésként lehet meghatdrozni a téma fenti irdnyokban megjelolt
vizsgdlatdt. Vagyis meghatdrozni azt, hogy mi az oka az egyenltlenség
globalis mutatdéi valtozatlansdgénak, milyen folyamatok eredményezték ezt,
mennyiben beszélhetiink felzdrkézdsi esélyek javuldsardl/romldsardl, a vildg-
szinten " valtozatlan” egyenl6tlenség mogott esetleg teriiletileg killonbozd dif-
ferencidléddsi/nivelldlédasi folyamat hizddik-e meg, melyek kiegyenlité ha-
tésa okozza a globélis (az egész nemzetkdzosségre szdmitott) mutaték valto-
zatlansagat.

Tovabbi kérdésként meriilhet fel a dinamika és komparativ statika vi-
szonya. Az alkalmazott mdédszertanbdl levonhaté kdvetkeztetéseket erésen
korlatozza a dinamika, vagyis az idébeni kapcsolatok modellezésének hidnya.
Ennek vizsgdlata azonban szintén tilmutatott a jelen dolgozat keretein.
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1. Fiiggelék

Ev Orsz. Pont- Naiv Naiv BC BC NBC NBC Emp.

szdma | becslés alsé fels6 alsé felsd alsé felsé | torzitds
1960 111 0.9981 | 0.9312 | 1.2437 [ 0.7525 | 1.0651 | 0.8170 | 1.0714 | 0.0778
1961 112 1.0027 | 0.9369 | 1.2457 | 0.7598 | 1.0686 | 0.7743 | 1.0744 | 0.0790
1962 112 1.0032 | 0.9378 | 1.2559 [ 0.7504 | 1.0685 | 0.7775 | 1.0769 | 0.0802
1963 112 1.0000 | 0.9317 | 1.2527 | 0.7472 | 1.0683 | 0.8015 | 1.0772 | 0.0785
1964 112 1.0088 | 0.9378 | 1.2596 | 0.7581 | 1.0799 | 0.7672 | 1.0863 | 0.0787
1965 112 1.0106 | 0.9409 | 1.2653 | 0.7558 | 1.0802 | 0.8392 | 1.0890 | 0.0799
1966 112 1.0050 | 0.9380 | 1.2598 | 0.7502 | 1.0720 | 0.8048 | 1.0803 | 0.0792
1967 113 0.9981 | 0.9269 | 1.2460 | 0.7501 | 1.0692 | 0.7935 | 1.0746 | 0.0785
1968 113 0.9893 | 0.9189 | 1.2368 | 0.7419 | 1.0598 | 0.7798 | 1.0664 | 0.0780
1969 114 0.9958 | 0.9269 | 1.2477 | 0.7439 | 1.0648 | 0.8048 | 1.0709 | 0.0795
1970 119 0.9787 | 0.9158 | 1.2144 | 0.7430 | 1.0416 | 0.7718 | 1.0481 | 0.0756
1971 119 0.9709 | 0.9078 | 1.2078 | 0.7339 | 1.0339 | 0.8089 | 1.0415 | 0.0760
1972 119 0.9772 | 0.9125 | 1.2169 | 0.7375 | 1.0419 | 0.8100 | 1.0500 | 0.0760
1973 119 0.9846 | 0.9195 | 1.2309 | 0.7384 | 1.0498 | 0.8313 | 1.0570 | 0.0772
1974 119 0.9757 | 0.9119 | 1.2207 | 0.7306 | 1.0394 | 0.8111 | 1.0473 | 0.0762
1975 120 0.9513 | 0.8902 | 1.1827 | 0.7198 | 1.0123 | 0.7859 | 1.0195 | 0.0751
1976 120 0.9509 | 0.8862 | 1.1875 | 0.7143 | 1.0156 | 0.7818 | 1.0206 | 0.0762
1977 120 0.9464 | 0.8831 | 1.1793 | 0.7134 | 1.0096 | 0.7815 | 1.0124 | 0.0751
1978 120 0.9424 | 0.8793 | 1.1730 | 0.7117 | 1.0055 | 0.7557 | 1.0121 | 0.0736
1979 120 0.9492 | 0.8865 | 1.1813 | 0.7172 | 1.0120 | 0.7974 | 1.0138 | 0.0762
1980 125 1.1615 | 1.0012 | 1.4779 | 0.8251 | 1.3018 | 0.8797 | 1.3183 | 0.0780
1981 125 1.0960 | 0.9751 | 1.3988 | 0.7933 | 1.2169 | 0.8657 | 1.2204 | 0.0772
1982 125 1.0421 | 0.9435 | 1.3128 | 0.7715 | 1.1408 | 0.8364 | 1.1476 | 0.0758
1983 125 1.0083 | 0.9352 | 1.2655 | 0.7511 | 1.0814 | 0.8239 | 1.0925 | 0.0779
1984 127 1.0216 | 0.9494 | 1.2764 | 0.7668 | 1.0938 | 0.8115 | 1.1013 | 0.0790
1985 128 1.0154 | 0.9474 | 1.2626 | 0.7682 | 1.0833 | 0.8522 | 1.0906 | 0.0793
1986 127 1.0027 | 0.9378 | 1.2481 | 0.7574 | 1.0677 | 0.8335 | 1.0763 | 0.0780
1987 124 0.9938 | 0.9265 | 1.2400 | 0.7475 | 1.0611 | 0.7878 | 1.0673 | 0.0768
1988 122 0.9940 | 0.9270 | 1.2450 | 0.7430 | 1.0611 | 0.8038 | 1.0680 | 0.0801
1989 119 1.0177 | 0.9469 | 1.2825 | 0.7529 | 1.0885 | 0.8330 | 1.0938 | 0.0824
1990 102 1.0041 | 0.9253 | 1.2860 | 0.7223 | 1.0830 | 0.7980 | 1.0881 | 0.0856
1991 92 1.0066 | 0.9209 | 1.3071 | 0.7061 | 1.0923 | 0.7926 | 1.1070 | 0.0895
1992 83 0.9774 | 0.8844 | 1.2895 | 0.6653 | 1.0705 | 0.7666 | 1.0855 | 0.0901

Konfidencia intervallum becslés eredményei relativ szérds pontbecsléséhez.
A bootstrap mintavétel az ismételt mintavételt az eredeti adatokra illesztett
folytonos stirtiségfiiggvénybol vette gaussi kernelt haszndlva. Az adatbézisban
szerepld Osszes orszag szdma: 132. Bootstrap mintdk szdma: 10000, szig-
nifikanciaszint: 0.05.
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2. Fluggelék

Ev Orsz. | Pont- Naiv Naiv BC BC NBC NBC Emp.

szdma | becslés alsé fels6 alsé fels6 alsd fels6 | torzitas
1960 111 0.9981 | 0.9432 | 1.3389 | 0.6574 | 1.0530 | 0.7968 | 1.0560 | 0.1197
1961 112 1.0027 | 0.9515 | 1.3550 | 0.6504 | 1.0539 | 0.8006 | 1.0602 | 0.1248
1962 112 1.0032 | 0.9520 | 1.3609 | 0.6454 | 1.0543 | 0.8079 | 1.0588 | 0.1270
1963 112 1.0000 | 0.9498 | 1.3520 | 0.6479 | 1.0501 | 0.8260 | 1.0515 | 0.1265
1964 112 1.0088 | 0.9625 | 1.3819 | 0.6358 | 1.0552 | 0.8191 | 1.0618 | 0.1334
1965 112 1.0106 | 0.9700 | 1.3902 | 0.6309 | 1.0511 | 0.8491 | 1.0597 | 0.1374
1966 112 1.0050 | 0.9635 | 1.3788 | 0.6312 | 1.0465 | 0.8257 | 1.0469 | 0.1363
1967 113 0.9981 | 0.9544 | 1.3646 | 0.6315 | 1.0417 | 0.8190 | 1.0441 | 0.1352
1968 113 0.9893 | 0.9573 | 1.3516 | 0.6271 | 1.0213 | 0.8425 | 1.0262 | 0.1411
1969 114 0.9958 | 0.9666 | 1.3667 | 0.6250 | 1.0251 | 0.8379 | 1.0253 | 0.1455
1970 119 0.9787 | 0.9551 | 1.3364 | 0.6210 | 1.0023 | 0.8084 | 0.9987 | 0.1416
1971 119 0.9709 | 0.9491 | 1.3271 | 0.6146 | 0.9926 | 0.7904 | 0.9936 | 0.1432
1972 119 0.9772 | 0.9545 | 1.3406 | 0.6138 | 0.9999 | 0.8190 | 0.9984 | 0.1480
1973 119 0.9846 | 0.9673 | 1.3633 | 0.6059 | 1.0019 | 0.8418 | 1.0042 | 0.1538
1974 119 0.9757 | 0.9594 | 1.3505 | 0.6009 | 0.9919 | 0.8529 | 0.9912 | 0.1524
1975 120 0.9513 | 0.9465 | 1.3108 | 0.5917 | 0.9560 | 0.8558 | 0.9554 | 0.1558
1976 120 0.9509 | 0.9466 | 1.3278 | 0.5740 | 0.9552 | 0.8360 | 0.9562 | 0.1605
1977 120 0.9464 | 0.9423 | 1.3175 | 0.5752 | 0.9504 | 0.8434 | 0.9509 | 0.1601
1978 120 0.9424 | 0.9395 | 1.3088 | 0.5759 | 0.9453 | 0.8201 | 0.9455 | 0.1580
1979 120 0.9492 | 0.9503 | 1.3268 | 0.5717 | 0.9482 | 0.8204 | 0.9471 | 0.1640
1980 125 1.1515 | 1.0222 | 1.7792 | 0.5238 | 1.2808 | 0.9026 | 1.3346 | 0.1554
1981 125 1.0960 | 1.0064 | 1.6477 | 0.5444 | 1.1856 | 0.8488 | 1.2061 | 0.1560
1982 125 1.0421 | 0.9891 | 1.5098 | 0.5745 | 1.0952 | 0.8623 | 1.1017 | 0.1582
1983 125 1.0083 | 0.9916 | 1.4619 | 0.5547 | 1.0250 | 0.8814 | 1.0285 0.1732
1984 127 1.0216 | 1.0121 | 1.4630 | 0.5802 | 1.0311 | 0.8634 | 1.0316 | 0.1766
1985 128 1.0154 | 1.0145 | 1.4273 | 0.6035 | 1.0162 | 0.8678 | 1.0165 | 0.1765
1986 127 1.0027 | 1.0060 | 1.4142 | 0.5913 | 0.9995 | 0.8838 | 0.9992 | 0.1767
1987 124 0.9938 | 0.9980 | 1.3970 | 0.5906 | 0.9896 | 0.8752 | 0.9878 | 0.1768
1988 122 0.9940 | 1.0044 | 1.4157 | 0.5724 | 0.9837 | 0.8516 | 0.9831 0.1859
1989 119 1.0177 | 1.0205 | 1.4474 | 0.5880 | 1.0149 | 0.9132 | 1.0153 | 0.1850
1990 102 1.0041 | 1.0029 | 1.4559 | 0.5524 | 1.0054 | 0.8844 | 1.0049 | 0.1905
1991 92 1.0066 | 1.0109 | 1.5019 | 0.5113 | 1.0023 | 0.8696 | 1.0017 | 0.2104
1992 83 0.9774 | 0.9870 | 1.4902 | 0.4646 | 0.9678 | 0.8342 | 0.9674 | 0.2220

Konfidencia intervallum becslés eredményei relativ szérds pontbecsléséhez. A
bootstrap mintavétel az ismételt mintavételt az eredeti adatok logaritmusdra
illesztett folytonos siirtiségfiiggvénybdl vette gaussi kernelt hasznédlva. Az
adatbdzisban szerepld Osszes orszig szama: 132. Bootstrap mintdk szdma:
10000, szignifikanciaszint: 0.05.
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3. Filiggelék

Ev | Orsz. | Pont- [ Naiv | Naiv BC BC NBC | NBC | Emp.

szama | becslés alsé fels6 alsé felsG alsé fels6 | torzitas
1960 111 0.4869 | 0.4938 | 0.6399 | 0.3339 | 0.4800 | 0.4315 | 0.4799 | 0.0750
1961 112 0.4910 | 0.4976 | 0.6422 | 0.3398 | 0.4845 | 0.4253 | 0.4846 | 0.0750
1962 112 0.4924 | 0.4985 | 0.6465 | 0.3384 | 0.4863 | 0.4314 | 0.4872 | 0.0749
1963 112 0.4926 | 0.4960 | 0.6452 | 0.3400 | 0.4893 | 0.4242 | 0.4892 | 0.0738
1964 112 0.4985 | 0.5022 | 0.6512 | 0.3458 | 0.4948 | 0.4213 | 0.4946 | 0.0738
1965 112 0.5009 | 0.5039 | 0.6557 | 0.3460 | 0.4978 | 0.4585 | 0.4982 | 0.0741
1966 112 0.5001 | 0.5039 | 0.6542 | 0.3460 | 0.4962 | 0.4420 | 0.4964 | 0.0728
1967 113 0.4973 | 0.4979 | 0.6483 | 0.3464 | 0.4967 | 0.4312 | 0.4971 | 0.0716
1968 113 0.4991 | 0.4959 | 0.6488 | 0.3494 | 0.5023 | 0.4320 | 0.5031 | 0.0689
1969 114 0.5034 | 0.5030 | 0.6548 | 0.3521 | 0.5039 | 0.4456 | 0.5040 | 0.0702
1970 119 0.4973 | 0.4959 | 0.6398 | 0.3548 | 0.4987 | 0.4353 | 0.4992 [ 0.0657
1971 119 0.4958 | 0.4929 | 0.6375 | 0.3542 | 0.4987 | 0.4269 | 0.4990 | 0.0648
1972 119 0.5000 | 0.4966 | 0.6441 | 0.3558 | 0.5033 | 0.4434 | 0.5037 | 0.0649
1973 119 0.5043 | 0.5001 | 0.6491 | 0.3594 | 0.5085 | 0.4579 | 0.5083 | 0.0655
1974 119 0.5018 | 0.4966 | 0.6452 | 0.3585 | 0.5070 | 0.4446 | 0.5078 | 0.0637
1975 120 0.4967 | 0.4902 | 0.6327 | 0.3607 | 0.5032 | 0.4449 | 0.5038 | 0.0605
1976 120 0.4979 | 0.4886 | 0.6367 | 0.3590 | 0.5071 | 0.4344 | 0.5076 | 0.0604
1977 120 0.4961 | 0.4869 | 0.6325 | 0.3598 | 0.5054 | 0.4420 | 0.5047 | 0.0593
1978 120 0.4944 | 0.4841 | 0.6289 | 0.3599 | 0.5047 | 0.4275 | 0.5052 | 0.0582
1979 120 0.4981 | 0.4897 | 0.6351 | 0.3611 | 0.5065 | 0.4351 | 0.5071 | 0.0599
1980 125 0.5351 | 0.5331 | 0.7139 | 0.3563 | 0.5371 | 0.4491 | 0.5365 | 0.0826
1981 125 0.5251 | 0.5201 | 0.6900 | 0.3603 | 0.5302 | 0.4506 | 0.5297 | 0.0760
1982 125 0.5173 | 0.5089 | 0.6695 | 0.3652 | 0.5258 | 0.4560 | 0.5255 | 0.0694
1983 125 0.5150 | 0.5086 | 0.6638 | 0.3661 | 0.5214 | 0.4551 | 0.5218 | 0.0660
1984 127 0.5217 | 0.5168 | 0.6721 | 0.3714 | 0.5267 | 0.4437 | 0.5272 | 0.0674
1985 128 0.5223 | 0.5178 | 0.6704 | 0.3741 | 0.5267 | 0.4754 | 0.5278 | 0.0669
1986 127 0.5190 | 0.5135 | 0.6636 | 0.3744 | 0.5246 | 0.4613 | 0.5244 | 0.0649
1987 124 0.5165 | 0.5090 | 0.6616 | 0.3714 | 0.5240 | 0.4362 | 0.5239 | 0.0638
1988 122 0.5188 | 0.5110 | 0.6664 | 0.3711 | 0.5266 | 0.4543 | 0.5264 | 0.0652
1989 119 0.5253 | 0.5206 | 0.6817 | 0.3689 | 0.5300 | 0.4634 | 0.5296 | 0.0693
1990 102 0.5198 | 0.5100 | 0.6853 | 0.3542 | 0.5295 | 0.4378 | 0.5297 | 0.0717
1991 92 0.5239 | 0.5114 | 0.7030 | 0.3448 | 0.5364 | 0.4465 | 0.5360 | 0.0745
1992 83 0.5145 | 0.4934 | 0.6995 | 0.3296 | 0.5357 | 0.4308 | 0.5361 | 0.0725

Konfidencia intervalium becslés eredményei Gini koefficiens pontbecsléséhez.
A bootstrap mintavétel az ismételt mintavételt az eredeti adatokra illesztett
folytonos slirliségliiggvénybdl vette gaussi kernelt haszndlva. Az adatbézisban
szereplé Osszes orszag szédma: 132. Bootstrap mintdk szdma: 10000, szig-
nifikanciaszint: 0.05.
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4. Fuggelék
Ev Orsz. Pont- Naiv Naiv BC BC NBC NBC Emp.
szédma | becslés alsd fels6 alsé felsd alsé fels6 | torzitds
1960 111 0.4869 | 0.4623 | 0.5627 | 0.4110 | 0.5114 | 0.4172 | 0.5095 | 0.0273
1961 112 0.4910 | 0.4679 | 0.5679 | 0.4141 | 0.5142 | 0.4176 | 0.5137 | 0.0279
1962 112 0.4924 | 0.4698 | 0.5690 | 0.4158 | 0.5150 | 0.4186 | 0.5148 | 0.0281
1963 112 0.4926 | 0.4691 | 0.5700 | 0.4153 | 0.5162 | 0.4222 | 0.5144 | 0.0281
1964 112 0.4985 | 0.4772 | 0.5759 | 0.4210 | 0.5198 | 0.4204 | 0.5199 | 0.0290
1965 112 0.5009 | 0.4792 | 0.5792 | 0.4225 | 0.5225 | 0.4406 | 0.5214 | 0.0296
1966 112 0.5001 | 0.4811 | 0.5784 | 0.4217 | 0.5191 | 0.4290 | 0.5194 | 0.0294
1967 113 0.4973 | 0.4772 | 0.5753 | 0.4193 | 0.5174 | 0.4274 | 0.5162 | 0.0297
1968 113 0.4991 | 0.4816 | 0.5794 | 0.4187 | 0.5166 | 0.4398 | 0.5162 | 0.0307
1969 114 0.5034 | 0.4871 | 0.5818 | 0.4251 | 0.5198 | 0.4431 | 0.5201 | 0.0314
1970 119 0.4973 | 0.4823 | 0.5748 | 0.4198 | 0.5123 | 0.4236 | 0.5114 | 0.0313
1971 119 0.4958 | 0.4803 | 0.5741 | 0.4175 | 0.5114 | 0.4224 | 0.5109 | 0.0320
1972 119 0.5000 | 0.4843 | 0.5792 | 0.4207 | 0.5156 | 0.4399 | 0.5152 | 0.0327
1973 119 0.5043 | 0.4905 | 0.5853 | 0.4232 | 0.5181 | 0.4462 | 0.5182 | 0.0335
1974 119 0.5018 | 0.4880 | 0.5825 | 0.4212 | 0.5157 | 0.4512 | 0.5147 | 0.0333
1975 120 0.4967 | 0.4860 | 0.5778 | 0.4156 | 0.5074 | 0.4485 | 0.5060 | 0.0356
1976 120 0.4979 | 0.4864 | 0.5821 | 0.4137 | 0.5093 | 0.4336 | 0.5082 | 0.0365
1977 120 0.4961 | 0.4853 | 0.5793 | 0.4130 | 0.5070 | 0.4422 | 0.5058 | 0.0365
1978 120 0.4944 | 0.4839 | 0.5758 | 0.4130 | 0.5049 | 0.4409 | 0.5053 | 0.0363
1979 120 0.4981 | 0.4893 | 0.5823 | 0.4139 | 0.5069 | 0.4456 | 0.5065 | 0.0376
1980 125 0.5351 | 0.5099 | 0.6289 | 0.4413 | 0.5603 | 0.4608 | 0.5622 | 0.0331
1981 125 0.5251 | 0.5055 | 0.6166 | 0.4336 | 0.5448 | 0.4457 | 0.5459 [ 0.0340
1982 125 0.5173 | 0.5002 | 0.6044 | 0.4303 | 0.5345 | 0.4589 | 0.5341 | 0.0350
1983 125 0.5150 | 0.5028 | 0.6026 | 0.4273 | 0.5271 | 0.4637 | 0.5263 | 0.0376
1984 127 0.5217 | 0.5112 | 0.6088 | 0.4347 | 0.5323 | 0.4623 | 0.5320 | 0.0374
1985 128 0.5223 | 0.5132 | 0.6047 | 0.4398 | 0.5313 | 0.4631 | 0.5321 | 0.0371
1986 127 0.5190 | 0.5095 | 0.6038 | 0.4342 | 0.5285 | 0.4677 | 0.5283 | 0.0375
1987 124 0.5165 | 0.5080 | 0.6009 | 0.4321 | 0.5251 | 0.4650 | 0.5254 | 0.0382
1988 122 0.5188 | 0.5113 | 0.6066 | 0.4309 | 0.5262 | 0.4635 | 0.5265 | 0.0403
1989 119 0.56253 | 0.5168 | 0.6125 | 0.4381 | 0.5338 | 0.4681 | 0.5349 | 0.0388
1990 102 0.5198 | 0.5106 | 0.6121 | 0.4275 | 0.5290 | 0.4576 | 0.5287 | 0.0416
1991 92 0.5239 | 0.5159 | 0.6243 | 0.4235 | 0.5319 | 0.4595 | 0.5321 | 0.0466
1992 83 0.5145 | 0.5076 | 0.6244 | 0.4047 | 0.5215 | 0.4552 | 0.5205 | 0.0519

Konfidencia intervallum becslés eredményei
A bootstrap mintavétel az ismételt mintavételt az eredeti adatok logaritmusdra
ilesztett folytonos slirliségfiiggvénybél vette gaussi kernelt hasznilva. Az
adatbdzisban szerepld Osszes orszdg szdma: 132. Bootstrap mintdk szdma:
10000, szignifikanciaszint: 0.05.

Gini koefficiens pontbecsléséhez.
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5. Fuggelék

Ev | Orsz. | Pont- Naiv Naiv BC BC NBC | NBC Emp.

szdma | becslés alsé felsd alsé fels6 alsé fels§ | torzitds
1960 111 0.3385 | 0.2902 | 0.4626 | 0.2145 | 0.3869 | 0.2655 | 0.3828 | 0.0397
1961 112 0.3455 | 0.2997 | 0.4697 | 0.2212 | 0.3913 | 0.2645 | 0.3893 | 0.0405
1962 112 0.3475 | 0.3029 | 0.4731 | 0.2220 | 0.3921 | 0.2747 | 0.3937 | 0.0410
1963 112 0.3485 | 0.3041 | 0.4721 | 0.2250 | 0.3929 | 0.2651 | 0.3934 | 0.0411

1964 112 0.3582 | 0.3164 | 0.4831 | 0.2332 | 0.3999 | 0.2769 | 0.4027 | 0.0422
1965 112 0.3623 | 0.3185 | 0.4890 | 0.2356 | 0.4061 | 0.2863 | 0.4055 | 0.0428
1966 112 0.3617 | 0.3225 | 0.4862 | 0.2372 | 0.4009 | 0.2822 | 0.4032 | 0.0427
1967 113 0.3587 | 0.3141 | 0.4843 | 0.2331 | 0.4033 | 0.2859 | 0.3983 | 0.0426
1968 113 0.3648 | 0.3258 | 0.4928 | 0.2368 | 0.4038 | 0.2909 | 0.4032 | 0.0436
1969 114 0.3715 | 0.3328 | 0.4940 | 0.2491 | 0.4102 | 0.2986 | 0.4102 | 0.0444
1970 119 0.3659 | 0.3307 | 0.4892 | 0.2425 | 0.4011 | 0.2684 | 0.3998 | 0.0437
1971 119 0.3646 | 0.3283 | 0.4877 | 0.2416 | 0.4010 | 0.2903 | 0.4000 | 0.0444
1972 119 0.3720 | 0.3346 | 0.4960 | 0.2480 | 0.4094 | 0.2992 | 0.4077 | 0.0453
1973 119 0.3798 | 0.3477 | 0.5060 | 0.2536 | 0.4120 | 0.3049 | 0.4134 | 0.0462
1974 119 0.3779 | 0.3406 | 0.5035 | 0.2523 | 0.4152 | 0.3130 | 0.4123 | 0.0457
1975 120 0.3762 | 0.3451 | 0.4995 | 0.2529 | 0.4072 | 0.3133 | 0.4066 | 0.0469
1976 120 0.3801 | 0.3461 | 0.5094 | 0.2508 | 0.4141 | 0.2906 | 0.4115 | 0.0476
1977 120 0.3786 | 0.3466 | 0.5069 | 0.2502 | 0.4106 | 0.3216 | 0.4097 | 0.0477
1978 120 0.3767 | 0.3459 | 0.4988 | 0.2546 | 0.4075 | 0.3127 | 0.4079 | 0.0474
1979 120 0.3832 | 0.3539 | 0.5114 | 0.2549 | 0.4124 | 0.3169 | 0.4131 | 0.0486
1980 125 0.4261 | 0.3773 | 0.5757 | 0.2764 | 0.4748 | 0.3381 | 0.4765 | 0.0470
1981 125 0.4141 | 0.3725 | 0.5558 | 0.2724 | 0.4557 | 0.3394 | 0.4565 | 0.0473
1982 125 0.4058 | 0.3677 | 0.5420 | 0.2696 | 0.4439 | 0.3258 | 0.4458 | 0.0475
1983 125 0.4072 | 0.3756 | 0.5414 | 0.2731 | 0.4389 | 0.3407 | 0.4428 | 0.0496
1984 127 0.4158 | 0.3831 | 0.5480 | 0.2836 | 0.4484 | 0.3521 | 0.4494 | 0.0498
1985 128 0.4164 | 0.3860 | 0.5441 | 0.2887 | 0.4468 | 0.3476 | 0.4476 | 0.0493
1986 127 0.4133 | 0.3826 | 0.5418 | 0.2847 | 0.4439 | 0.3445 | 0.4448 | 0.0489
1987 124 0.4115 | 0.3806 | 0.5399 | 0.2831 | 0.4424 | 0.3268 | 0.4424 | 0.0494
1988 122 0.4181 | 0.3869 | 0.5496 | 0.2865 | 0.4492 | 0.3475 | 0.4499 | 0.0512
1989 119 0.4224 | 0.3901 | 0.5579 | 0.2870 | 0.4548 | 0.3413 | 0.4560 | 0.0506
1990 102 0.4163 | 0.3784 | 0.5584 | 0.2742 | 0.4542 | 0.3326 | 0.4542 | 0.0526
1991 92 0.4301 | 0.3876 | 0.5811 | 0.2791 | 0.4725 | 0.3290 | 0.4684 | 0.0565
1992 83 0.4272 | 0.3852 | 0.5855 | 0.2688 | 0.4692 | 0.3462 | 0.4701 | 0.0597

Konfidencia intervallum becslés eredményei atkinsoni mutatdé pontbecsléséhez.
A bootstrap mintavétel az ismételt mintavételt az eredeti adatok logaritmusdra
illesztett folytonos slirliségfiiggvénybol vette gaussi kernelt haszndlva. Az
adatbédzisban szerepld Osszes orszag szdma: 132. Bootstrap mintdk szdma:
10000, szignifikanciaszint: 0.01.
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6. Fuggelék

Ev Orsz. | Pont- Naiv Naiv BC BC NBC NBC Emp.

szama | becslés alsé felsé alsé fels® alsé fels§ | torzitéds
1960 111 0.3385 | 0.3118 | 0.4427 | 0.2344 | 0.3653 | 0.2655 | 0.3625 | 0.0397
1961 112 0.3455 | 0.3207 | 0.4501 | 0.2409 | 0.3703 | 0.2645 | 0.3692 | 0.0405
1962 112 0.3475 | 0.3226 | 0.4522 | 0.2428 | 0.3725 | 0.2747 | 0.3729 | 0.0410
1963 112 0.3485 | 0.3250 | 0.4532 | 0.2438 | 0.3721 | 0.2651 | 0.3724 | 0.0411
1964 112 0.3582 | 0.3350 | 0.4642 | 0.2522 | 0.3814 | 0.2769 | 0.3819 | 0.0422
1965 112 0.3623 | 0.3384 | 0.4695 | 0.2552 | 0.3862 | 0.2863 | 0.3853 [ 0.0428
1966 112 0.3617 | 0.3407 | 0.4683 | 0.2551 | 0.3826 | 0.2822 | 0.3833 | 0.0427
1967 113 0.3587 | 0.3373 | 0.4641 | 0.2533 | 0.3801 | 0.2859 | 0.3788 | 0.0426
1968 113 0.3648 | 0.3454 | 0.4729 | 0.2567 | 0.3842 | 0.2909 | 0.3837 | 0.0436
1969 114 0.3715 | 0.3530 | 0.4774 | 0.2656 | 0.3901 | 0.2986 | 0.3906 | 0.0444
1970 119 0.3659 | 0.3499 | 0.4693 | 0.2624 | 0.3818 | 0.2684 | 0.3807 | 0.0437
1971 119 0.3646 | 0.3482 | 0.4698 | 0.2595 | 0.3811 | 0.2903 | 0.3808 | 0.0444
1972 119 0.3720 | 0.3554 | 0.4774 | 0.2666 | 0.3886 | 0.2992 | 0.3886 | 0.0453
1973 119 0.3798 | 0.3653 | 0.4873 | 0.2723 | 0.3944 | 0.3049 | 0.3944 | 0.0462
1974 119 0.3779 | 0.3630 | 0.4848 | 0.2709 | 0.3928 | 0.3130 | 0.3934 | 0.0457
1975 120 0.3762 | 0.3637 | 0.4806 | 0.2717 | 0.3886 | 0.3133 | 0.3881 | 0.0469
1976 120 0.3801 | 0.3663 | 0.4892 | 0.2709 | 0.3938 | 0.2906 | 0.3927 | 0.0476
1977 120 0.3786 | 0.3663 | 0.4861 | 0.2710 | 0.3908 | 0.3216 | 0.3904 | 0.0477
1978 120 0.3767 | 0.3641 | 0.4828 | 0.2706 | 0.3893 | 0.3127 | 0.3890 | 0.0474
1979 120 0.3832 | 0.3726 | 0.4918 | 0.2745 | 0.3937 | 0.3169 | 0.3944 | 0.0486
1980 125 0.4261 | 0.4006 | 0.5491 | 0.3030 | 0.4516 | 0.3381 | 0.4532 | 0.0470
1981 125 0.4141 | 0.3933 | 0.5322 | 0.2960 | 0.4349 | 0.3394 | 0.4350 | 0.0473
1982 125 0.4058 | 0.3865 | 0.5184 | 0.2932 | 0.4252 | 0.3258 | 0.4255 | 0.0475
1983 125 0.4072 | 0.3936 | 0.5207 | 0.2938 | 0.4208 | 0.3407 | 0.4222 | 0.0496
1984 127 0.4158 | 0.4020 | 0.5292 | 0.3024 | 0.4296 | 0.3521 | 0.4291 | 0.0498
1985 128 0.4164 | 0.4054 | 0.5252 | 0.3076 | 0.4274 | 0.3476 | 0.4282 | 0.0493
1986 127 0.4133 | 0.4011 | 0.56226 | 0.3039 | 0.4254 | 0.3445 | 0.4251 | 0.0489
1987 124 0.4115 | 0.4000 | 0.5216 | 0.3014 | 0.4230 | 0.3268 | 0.4240 | 0.0494
1988 122 0.4181 | 0.4052 | 0.5311 | 0.3050 | 0.4309 | 0.3475 | 0.4300 | 0.0512
1989 119 0.4224 | 0.4098 | 0.5365 | 0.3084 | 0.4351 | 0.3413 | 0.4355 | 0.0506
1990 102 0.4163 | 0.4008 | 0.5362 | 0.2964 | 0.4318 | 0.3326 | 0.4329 | 0.0526
1991 92 0.4301 | 0.4128 | 0.5568 | 0.3034 | 0.4474 | 0.3290 | 0.4451 | 0.0565
1992 83 0.4272 | 0.4096 | 0.5617 | 0.2927 | 0.4448 | 0.3462 | 0.4453 | 0.0597

Konfidencia intervallum becslés eredményei atkinsoni mutaté pontbecsléséhez.
A bootstrap mintavétel az ismételt mintavételt az eredeti adatokra illesztett
folytonos stiruségfiiggvényhdl vette gaussi kernelt haszndlva. Az adatbazisban
szerepld Osszes orszdg szama: 132. Bootstrap mintdk szdma: 10000, szig-
nifikanciaszint: 0.05.
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7. Fliggelék

Ev Orsz. | Pont- Naiv Naiv BC BC NBC NBC Emp.

szdma | becslés alsé felsd alsé fels® also fels6 | torzitds
1960 111 0.3385 | 0.3235 | 0.4324 | 0.2447 | 0.3535 | 0.2655 | 0.3523 | 0.0397
1961 112 0.3455 | 0.3318 | 0.4402 | 0.2508 | 0.3592 | 0.2645 | 0.3585 | 0.0405
1962 112 0.3475 | 0.3334 | 0.4414 | 0.2536 | 0.3616 | 0.2747 | 0.3622 | 0.0410
1963 112 0.3485 | 0.3351 | 0.4433 | 0.2538 | 0.3619 | 0.2651 | 0.3622 | 0.0411
1964 112 0.3582 | 0.3451 | 0.4548 | 0.2616 | 0.3712 | 0.2769 | 0.3711 | 0.0422
1965 112 0.3623 | 0.3500 | 0.4594 | 0.2653 | 0.3746 | 0.2863 | 0.3746 | 0.0428
1966 112 0.3617 | 0.3514 | 0.4582 | 0.2652 | 0.3720 | 0.2822 | 0.3728 | 0.0427
1967 113 0.3587 | 0.3473 | 0.4543 | 0.2631 | 0.3701 | 0.2859 | 0.3689 | 0.0426
1968 113 0.3648 | 0.3563 | 0.4615 | 0.2681 | 0.3732 | 0.2909 | 0.3742 | 0.0436
1969 114 0.3715 | 0.3631 | 0.4678 | 0.2752 | 0.3799 | 0.2986 | 0.3807 | 0.0444
1970 119 0.3659 | 0.3591 | 0.4606 | 0.2711 | 0.3727 | 0.2684 | 0.3716 | 0.0437
1971 119 0.3646 | 0.3579 | 0.4607 | 0.2686 | 0.3714 | 0.2903 | 0.3714 | 0.0444
1972 119 0.3720 | 0.3653 | 0.4694 | 0.2746 | 0.3787 | 0.2992 | 0.3781 | 0.0453
1973 119 0.3798 | 0.3746 | 0.4787 | 0.2809 | 0.3850 | 0.3049 | 0.3846 | 0.0462
1974 119 0.3779 | 0.3723 | 0.4756 | 0.2802 | 0.3835 | 0.3130 | 0.3837 | 0.0457
1975 120 0.3762 | 0.3741 | 0.4716 | 0.2807 | 0.3782 | 0.3133 | 0.3788 | 0.0469
1976 120 0.3801 | 0.3767 | 0.4787 | 0.2814 | 0.3834 | 0.2906 | 0.3832 | 0.0476
1977 120 0.3786 | 0.3759 | 0.4759 | 0.2812 | 0.3813 | 0.3216 | 0.3810 | 0.0477
1978 120 0.3767 | 0.3744 | 0.4734 | 0.2800 | 0.3790 | 0.3127 | 0.3793 | 0.0474
1979 120 0.3832 | 0.3816 | 0.4817 | 0.2846 | 0.3847 | 0.3169 | 0.3850 | 0.0486
1980 125 0.4261 | 0.4105 | 0.5370 | 0.3151 | 0.4416 | 0.3381 | 0.4407 | 0.0470
1981 125 0.4141 | 0.4045 | 0.5209 | 0.3073 | 0.4238 | 0.3394 | 0.4244 | 0.0473
1982 125 0.4058 | 0.3981 | 0.5092 | 0.3025 | 0.4136 | 0.3258 | 0.4145 | 0.0475
1983 125 0.4072 | 0.4031 | 0.5097 | 0.3048 | 0.4114 | 0.3407 | 0.4116 | 0.0496
1984 127 0.4158 | 0.4126 | 0.5185 | 0.3131 | 0.4190 | 0.3521 | 0.4190 | 0.0498
1985 128 0.4164 | 0.4144 | 0.5163 | 0.3165 | 0.4184 | 0.3476 | 0.4182 | 0.0493
1986 127 0.4133 | 0.4110 | 0.5126 | 0.3139 | 0.4155 | 0.3445 | 0.4153 | 0.0489
1987 124 0.4115 | 0.4092 | 0.5118 | 0.3112 | 0.4138 | 0.3268 | 0.4136 | 0.0494
1988 122 0.4181 | 0.4165 | 0.5211 | 0.3150 | 0.4196 | 0.3475 | 0.4196 | 0.0512
1989 119 0.4224 | 0.4193 | 0.5255 | 0.3194 | 0.4256 | 0.3413 | 0.4251 | 0.0506
1990 102 0.4163 | 0.4112 | 0.5243 | 0.3082 | 0.4214 | 0.3326 | 0.4210 | 0.0526
1991 92 0.4301 | 0.4260 | 0.5473 | 0.3128 | 0.4341 | 0.3290 | 0.4333 | 0.0565
1992 83 0.4272 | 0.4212 | 0.5517 | 0.3026 | 0.4331 | 0.3462 | 0.4327 | 0.0597

Konfidencia intervallum becslés eredményei atkinsoni mutaté pontbecsléséhez.
A bootstrap mintavétel az ismételt mintavételt az eredeti adatok logaritmusdra
illesztett folytonos siiriiségfiiggvénybdl vette gaussi kernelt haszndlva. Az
adatbazisban szerepld Gsszes orszdg szama: 132. Bootstrap mintdk szdma:
10000, szignifikanciaszint: 0.10.
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