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SZOMSZEDOS RELACIOK!

~ MAGYARKUTI GYULA
BKAE Matematika Tanszék, Budapest

A gazdasig szereplSinek {zlését bizonyos relacick segitségével lehet jellemezni.
Azt kutatjuk, hogy mit jelent az {zlések hasonldsdga és hogyan lehet ezt
topolégiai eszkozok segitségével megragadni olyan médon, hogy egyméshoz
kozeli reldcidk bizonyos tulajdonsdgai azonosak legyenek.

1 Bevezetés

A gazdasag szerepl6inek {zését preferencia relacidk segitségével szokas jelle-
mezni. Mivel adott halmazon értelmezett reldcick voltaképpen a szorzathal-
maz részhalmazai, ezért ha az {zlések hasonlésaganak intuitiv fogalmat mate-
matikai eszkdzokkel szeretnénk kezelni, akkor ezen halmazok ,,kdzelségének”
fogalmat kell megragadnunk. Altaldban egy halmaz elemeinek kozelségét a
halmazon bevezetett topoldgia segitségével fogjuk meg. Ilyenkor azt gon-
doljuk, hogy z, — = azt fejezi ki, hogy az z, elég nagy indexekre kozel
van az z-hez. Ennek az analégidnak a fenntartdséval a reldcidk kozelségéhez
a reldcidk halmazdn tehdt a szorzathalmaz bizonyos részhalmazainak hal-
mazén kell bevezetniink topoldgidt. Persze a preferencia relacidk halmazin
sokféleképpen tudunk topolégidt bevezetni. Akkor mondhatjuk, hogy koz-
gazdasdgi szempontbdl is értelmes fogalmat kapunk, ha a relaciéknak a koz-
gazdasagi szempontbdl relevdns tulajdonsagai kozeli preferenciardl kozelire
attérve megbrzddnek. A matematikai nyelvre visszatérve ez azt jelenti, hogy
példaul tranzitiv relacidk ilyen értelemben vett hatérértéke is tranzitiv legyen.
Matematikai szempontbdl — a kés6bbi jol kezelhetéség érdekében — olyan
topolégia bevezetésére lenne sziikség, amely lehet6ség szerint minél szebb
tulajdonsagi. Azt fogjuk megmutatni, hogy méd van olyan topoldgia beve-
zetésére, amely a fenti értelemben kozgazdasigilag relevans és a kapott pre-
ferencia tér kompakt szepardbilis metrikus tér lesz. Ilyen topolégia kénnyen
jellemezheté és a természetes varomdnyos a zart konvergencia topoldgia.

Nézziik most részletesebben, hogy hogyan juthatunk el a zart konvergen-
cia topoldgishoz. Megvizsgaljuk elészor kiilon-kiilon a problémat reflexivitas
majd tranzitivitds szempontjabdl.

2 Definicidk és jelolések

Legyen az egész dolgozatban X egy halmaz és R C X x X egy relaci6. Eazt
egyszeriien (X, R) médon jeloljiik.

1 Beérkezett: 1998. szeptember 19. A kutatdst részben a Soros Alapitviny tdmogatta.
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Definicié 2.1 Definidljuk a reldcid tartdjdt:

supp (X, R) := {ZGX: 3z € X, hogy (z,2) € R; vagy }

Jy € X, hogy (2,y) € R

Vilagos, hogy a reldcié metszeteivel is meg lehet fogni a fogalmat:

supp (X, R) := U R, U U RY,
rER yER

ahol a reldcié z-metszete és y-metszete a kdvetkez8képpen van definidlva:
Ry={2€X:(z,2)€eR} é RY:={z€X:(2,y)€R}.

Definici6 2.2 Azt mondjuk, hogy az (X, R) reldcid relativ reflexiv, ha (x,y) €
R=(z,z) € R és (y,y) € R.

Akkor érdekes a relativ reflexivitds, ha a reldcié tartéja nem az egész X.
Ellenkez6 esetben, nyivén a reflexivitast kapjuk vissza. Most definidljuk a
reldcié azon legb6vebb részhalmazdt, ahovd megszoritva a reldciét, mar re-
flexiv reldciét kapunk.

Definicié 2.3 Az (X, R) reldcié reflexiv magja a
ref (X,R):={z € X : (z,z) € R}
halmaz.

A pontos fogalmazds érdekében irjuk fel, a jél ismert Kuratowski—limesz
fogalmat is.

Definicié 2.4 Legyen (X, T) egy topoldgikus tér és A, C X.

o Az A,, halmazok Kuratowski—értelemben vett limesz inferiorja azon x €
X pontok halmaza, amelyekre igaz, hogy minden U € T (x) kérnyezet
esetén az UNA, # 0 véges sok n-tél eltekintve. Ezt o halmazt Li A,,-nel
gelolyik.

o Az A, halmazok Kuratowski—értelemben wvett limesz szuperiorja azon
z € X pontok halmaza, amelyekre igaz, hogy minden U € 7 (z) kornye-
zet esetén az U N A, # @ végtelen sok n-re. Ezt a halmazt Ls A,,-nel
jeloljik.

o Amennyiben Li A, = Ls A,,, akkor azt mondjuk, hogy az A, halmaz-
sororzat Kuratowski-értelemben konvergdl a kozos Li A,, = Ls A,, hal-
mazhoz.

Pusztan jeloléstechnikai kérdés, de Li A, és Ls A,, jeloléssel azt szeretném
hangsilyozni, hogy nem pontsorozat, hanem halmazsorozat limesz szuperi-
orjardl és limesz inferiorjardl van sz6.

Vilagos, hogy amennyiben a 7 topoldgia a tér diszkrét topolégidja, tgy a
klasszikus limesz szuperior és limesz inferior fogalmakat kapjuk.
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3 Reflexivitas

Allitas 3.1 Az (X, R) egy reldcid pontosan akkor relativ reflexiv, ha
ref (X, R) = supp (X, R) .

Vilagos, hogy ref (X, R) C supp (X, R) mindig teljesiil, ezért a fenti tételt
gy is fogalmazhatjuk, hogy az (X, R) reldcié relativ reflexivitdsdnak sziksé-
ges és elegséges feltétele az, hogy minden = € supp (X, R) esetén (z,z) € R.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a reldcié relativ reflexiv és z € supp (X, R) .
Ekkor vagy

e dz € X, hogy (z,2) € R;
e Jy € X, hogy (2,y) € R;

Mindkét esetben a relativ reflexivitds miatt (z,2z) € R, ami azt jelenti,
hogy z € ref (X, R). Tehdt supp (X, R) C ref (X, R), mésik irdnyu tartal-
mazds viszont trivialis.

Tegyiik most fel, hogy supp (X, R) C ref (X, R), és legyen (z,y) € R.
Vilagos, hogy ekkor z,y € supp (X, R), ezért (z,z) € R és (y,y) € R is
fenndll, ami azt jelenti, hogy (X, R) valéban relativ reflexiv. m]

Fontos, de konnyti 14tni, hogy ha (X, R) egy relativ reflexiv relacié, akkor
az A = supp (X, R) jeloléssel (A, R) relacié reflexiv. Forditva, ha A C X
mellett kiindulunk egy (A, R) reldciébdl, akkor ezt tekinthetjik az egész
X-en értelmezett (X, R) reldciénak is hiszen R € A x A C X x X. Ha
az (A, R) relcié reflexiv, akkor az igy nyert (X, R) reldcié is relativ re-
flexiv. Ez azt jelenti, hogy kolcsondsen egyértelmil megfeleltetés van az X
részhalmazain értelmezett reflexiv relacidk és az egész X-en értelmezett re-
lativ reflexiv reldcidk kozott, és ezt a megfeleltetést a supp operator adja,
amely egy az egészen értelmezett relativ reflexiv relacidhoz a fentiek szerint
bijektiv médon rendel egy az X valamely részhalmazan értelmezett, de mar
reflexiv reldciét. Ilyen médon attérhetiink a részhalmazokon értelmezett re-
flexiv relécidk vizsgdlatdrdl az egészen értelmezett relativ reflexiv reldcidk
vizsgalatéra.

Most ratériink annak vizsgalatdra, hogy milyen feltételek mellett kovet-
keztethetiink az egész X-en értelmezett reldcié relativ reflexivitdsara, amennyi-
ben tudjuk, hogy valamilyen értelemben hozzd kozeli relacié szintén relativ
reflexfv. Nézziink el8szor egy konnyt Allitast:

Tétel 3.2 Legyen (X, 7) topoldgikus tér és F, C X x X olyan halmazok,
amelyre fenndll, hogy

LsF, D F, (LiF,2F).

BEkkor
Ls (supp F,) 2 supp F, (Li(supp F;,) 2 supp F).
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Bizonyitas: Legyen x € supp F, azaz létezik, mondjuk y € X, hogy (w, y) €
F. A Ls definiciéja miatt ekkor minden U € 7 (z) esetén az (U x X)NF, # ()
végtelen sok n-re, ami azt jelenti, hogy létezik z,, € supp F,, 1észsorozat
amelyre még z,,, € U is teljesiil. Eszerint tehdt z € Ls (supp F,) .
A Li-re vonatkozé 4llitds hasonléan bizonyithaté. a

Tétel 3.3 Legyen (X,T) topoldgikus tér és F, C X x X relativ reflexiv
reldcick sorozata X -en, amelyre

LsF, = F.
Ekkor (X, F) is relativ refleziv reldcié.

Bizonyitds: (z,y) € F. Meg kell mutatnunk, hogy (z,z) € F és (y,y) € F.
Legyen V az (z, x) valamely kornyezete az X x X szorzat topolégidban. Ekkor
a szorzat topoldgia definiciéja szerint létezik U € 7 (z), hogy U x U C V.
De az el6z6 allitds miatt « € Ls (supp Fy,), 1étezik tehat olyan részsorozat,
hogy x,, € supp F,, és z,, € U. No de az F,, relativ reflexivitdsa szerint
(znk:’mnk:) € Fy,, igy

(Zng,Zn,) € UXU)NF,, CVNE,,

ami azt jelenti, hogy F,, NV végtelen sok n-re nem tres halmaz. Mivel
V tetszleges kornyezete lehet az (z, ) pontnak, ez utébbi éppen azt je-
lenti, hogy (z,z) € F. Az (y,y) € F bizonyitdsa a fentivel analég médon
torténik. a

4 Tranzitivitas

Az eléz6ekhez hasonldan a részhalmazokon értelmezett tranzitiv reldcidk ko-
rébdl elészor at fogunk térni az egész X-en értelmezett reldcidk korébe. A
kapott fogalom a negativ tranzitivitds gyengitése lesz.

Definicié 4.1 Azt mondjuk, hogy az (X, R) reldcié negativ tranzitiv’, ha

E;i’)) gg }:, (¢,2) ¢ R.

Nyilvénvald, hogy az (X, R°) komplementer relécié pontosan akkor negativ
tranzitiv, ha (X, R) tranzitiv.
Ha egy negativ tranzitiv relacié alaphalmaza valamely halmaz részhalmaza,
akkor ha a reldciét a bévebb halmaz reldciéjanak tekintjiik, akkor a reflex-
ivitdshoz hasonléan a negativ tranzitivitds sem marad meg. Vildgos ugyanis,
hogy ha olyan (z, z) parbdl indulunk ki, amelyre (z, z) € R, és taldlunk egy
a tartén kivili y elemet, akkor (z,y) ¢ R és (y,2) ¢ R. Ennek megfeleléen
most is gyengiteniink kell a fogalmat.

2Taldlébb lenne a co-tranzitiv elnevezés, de a nemzetkdzi standardtdl nem szeretnék
eltérni.
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Definicid 4.2 Legyen (X, R) egy reldcid. Azt mondjuk, hogy ez relativ nega-
tiv tranzitiv, ha minden y € supp (X, R) esetén

Most is teljesen nyilvanvald, hogy az ha az egész halmazon értelmezett
reldcidrdl attérink a tartéra leszoritott reldcidra, akkor a relativ negativ
tranzitivitds negat{v tranzitivitdsba megy at, és forditva. Pontosabban, ha
(X, R) egy relécid, akkor A := supp (X, R) jelolés mellett az (A, R) relacié
negativ tranzitiv. Ford{tva, ha A C X mellett kiindulunk egy (A, R) negativ
tranzitiv relaciébél, akkor az egész X-en értelmezett (X, R) reldcié is re-
lativ negativ tranzitiv. Azt kaptuk tehat, hogy az az operator, amely az
egész halmazon értelmezett relativ reflexiv relaciékhoz reflexiv reldciékat ren-
delt, most a relativ negativ tranzitiv relacidk esetén negativ tranzitiv reldciot
eredményez.

Most tovabb targyalva a reflexivitds és tranzitivitas koztl analdgiat, azt
mutatjuk meg, hogy negativ tranzitiv reldciék Kuratowski—féle limesze nega-
tiv tranzitiv relaciét ad.

Tétel 4.3 Legyen (X, T) topoldgikus tér és F, € X x X relativ negativ
tranzitiv reldcidk sorozata X-en, amelyre

LsF, =LiF, =F.
Ekkor (X, F) is relativ negativ tranzitiv reldcid.

Bizonyitas: Tegyiik fel —indirekt—, hogy valamely y € supp F esetén (z,y) ¢
F, (y,2) ¢ F, mégis (=, 2) € F. Ekkor minden U; € 7 (z) és minden U» € 7 (2)
esetén létezik (wn,z,) € (Up x Uz) N F,, minden n > N esetén. Legyen
V e 7(y) is tetszéleges kornyezet. Lattuk kordbban, hogy y € Li (supp Fr,),
ezért feltehetd, hogy minden n > N esetén létezik y, € supp F,, és y, € V.
No de az F,, halmazok relat{v negativ tranzitivitidsa miatt az

(xn)yn) §é El és (yna Zn) ¢ Fn

koziil legaldbb az egyik nem teljesiilhet, hiszen egyébként (2n,zn) ¢ Fn
kovetkezne. Ebb6] viszont mér kévetkezik, hogy vagy 18tezik (v, ,Yn, ) € Fr,
részsorozat, vagy 16tezik (yn,,2n,) € Fn, részsorozat. Az eldbbi nem lehet,
hiszen ekkor az (x,y) tetsz8leges Ur x V kérnyezete végtelen sok Fr,-beli pon-
tot tartalmazna, azaz (v,y) € Ls Fy, = F. Az (yn,,, Zn,) € Fn, esetbOl teljesen
hasonléan az kovetkezne, hogy (y, 2) € F, tehét ellentmonddst kaptunk. O

5 Alkalmazas

Az elbzd két szakasz eredményeit a kovetkezSképpen foglalhatjuk dssze.
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Kévetkezmény 5.1 Legyen az (X, F,,) reldcick relativ reflexivek és relativ
negativ tranzitivek, valamint tegyiik fel, hogy az F,, C X x X halmaz Kuratow-
ski—értelmeben komvergdl valamely FF C X x X halmazhoz. Ekkor az (X, F)
reldcio is relativ reflexiv és relativ negativ tranzitiv.

Definidljuk egy kicsit szokatlan médon a preferencia reldcié fogalmat eleve
folytonosnak:

Definicié 5.2 Legyen (X, 7) topoldgikus tér, valamint A C X. Az (A,»)
reldcidt preferencia reldcionak nevezzuk, ha

o A zirt halmaz,

o ~C A x A nyilt halmaz,

o — irreflexiv,

o > tranzitiv.

Az X bsszes részhalmazain értelmezett osszes preferencia reldcidi hal-
razdt jeloljuk P-vel.

Most mar definidlhatunk egy konvergencia fogalmat a Kuratowski-limesz
segitségével a (folytonos) preferencidk P halmazén.

Tétel 5.3 Tekintsik az (An, >n) € P preferencidkat. Legyen
F,i=(An x A\ =
komplementer reldcié. Ekkor nyilvdn

o [, zdrt A, x A,-ben, ezért X x X-ben is,
o (An, ) reflextv, ezért (X, F,,) relativ reflexiv,

o (A, F,) negativ tranzitiv, ezért (X, Fy,) relativ negativ tranzitiv.

Amennyiben az F,, halmazok Kuratowski-értelemben konvergdlnak vala-
mely F' halmazhoz az X x X szorzat topoldgikus térben, akkor azt mondjuk,
hogy az (An, =n) preferencia reldcidk sorozata konvergens. Ebben az esetben
definidljuk a sorozat (A, ) hatdrértékét a kovetkezSképpen:

A:=supp (X, F), ==(Ax A)\F.

Ldttuk, hogy (X, F) relativ reflexiv, ezért (A, F) reflexiv, ezért a komple-
menterére (A, =) irreflexiv.

Ldttuk, hogy (X, F) relativ negativ tranzitiv, ezért (A, F) mnegativ tranzitiv,
ezért (A, >) tranzitiv.

Lathatd, hogy akdrmilyen halmozok Kuratowski-limsupja zdrt halmaz, tehdt
F zdrt, ezért A is az. Igy F zdrt az A x A halmaz relativ topolégiajdban,
ezért — nyilt,
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Azt kaptuk tehdt, hogy a hatdrértékil definidlt (A, =) reldcid valdban prefe-
rencia reldcid. Vegyiik még észre azt is, hogy az A tartét az F relativ reflexiv
volta miatt definidlhattuk volna

A={ze X, (z,z) e F}
modon 18.

Persze természetes médon meriil fel a kérdés, hogy mondjunk olyan felté-
teleket, hogy a fenti konvergencia a P valamely topologizaldsabdl szdrmazé
konvergencia-fogalom legyen, s6t olyan feltételekre vagyunk, hogy minél szebb
tulajdonsdgai legyenek ennek a topolégikus térnek. Tudjuk példaul, hogy ha a
kiinduldsul vett (X, 7) topoldgikus tér kompakt metrikus tér, akkor az X x X
is ilyen a szorzat topoldgidval, és kompakt metrikus tér zart részhalmazai a
Hausdorff metrikival ellitva kompakt metrikus teret ad, amely konvergen-
cia fogalma egybeesik a Kuratowski-limesszel. Tehdt, ha kompakt metrikus
térbdl indulunk ki, akkor a preferencidkon az imént bevezetett konvergencia
fogalom szintén egy kompakt metrikus tér konvergenca fogalma.

Persze rogton latszik, hogy elsd nekifutasra sikerilt tilontil erds felté-
teleket taldlni, hiszen (X, 7) kompaktsdga, még IR™ egy nem korlatos rész-
halmazén sem teljesil, ami pedig mindenképp része a klasszikus esetnek.
Felmeriilhetne valamilyen kompaktifikicid, de ott nehéz lenne a bejové kép-
zetes elemeknek kozgazdasdgi tartalmat adni, bar valamilyen tigyes interpre-
tacid elképzelhetd, és még az is lehetséges, hogy kozelebb vinne a tartalom
megértéséhez.

A misik lehetdség, hogy definidljuk az X x X zért részhalmazain a zart
konvergencia topolégidt. Ahhoz, hogy T2 teret kapjunk, tehat a sorozat
hatarértéke egyértelmii legyen, azt kell feltenni, hogy az (X, 7) lokdlisan kom-
pakt. Ismert, hogy ha még szeparabilitdst is feltessziik az (X, d) lokalisan
kompakt metrikus térrdl, akkor a zart konvergencia topologia egy kompakt
metrizéalhaté topoldgist ad, melynek konvergencigja szintén a Kuratowski-
limesszel esik egybe. Ezt a kérdéskort is tartalmazé részletes monografia
példaul [5]. Vildgos, hogy ez utébbi sokkal inkdbb megfelel vizsgalatainknak.
Tehat fennall a kovetkezd tétel.

Tétel 5.4 Megadhatd olyan topoldgia, amellyel elldtva P-t kompakt metrikus
teret kapunk és ebben a topoldgidban

(An,>=n) > (A -) <= LiF,=LsF, = F

ahol By, i= (A X A,)\ &0 €5 Fi= (A X A)\ >

Irodalom

1. Barten P.A., and Bohm, V., 1982, Consumer Theory, in: K. J. Arrow and
M. D. Intriligator, eds., Handbook of Mathematical Economics, Vol. 1, (North—
Holland Amsterdam).



10 Magyarkuti Gyula

2. Bridges, S. D. and Mehta B. G., 1995, Representations of Preference Order-
ings. Lecture notes in economics and mathematical systems 422, Springer-
Verlag Berlin Heidelberg,

3. Dancs, S., 1980, Halmazértékii topolégiak, Kézirat.

4. Eilenberg, S., 1941, Ordered Topological Spaces, American Journal of Math-
ematics 63, 39-45.

5. Hildenbrand, W., 1974, Core and equilibra of a large economy, Princeton,
N. J., Princeton University Press.

6. Kreps, D.M., 1990, A course in microeconomic theory, Princeton, N. J .
Princeton University Press.

7. Rader, T., 1963, The Existence of Utility Function to Represent Preferences,
Review of Economic Studies 31, 229-232.

8. Schmeidler, D., 1971, A condition for completnes of partial preference rela-
tion, Econometrica 39, 403-404.

9. Sonnenschein, H., 1965, The Relationship Between Transitive Preference and
the Structure of the Choice Space, Econometrica 33, 624-634.

10. Uzawa, H., 1960, Preference and Rational Choice in the Theory of Consump-
tion Proceedings of a Symposium on Mathematical Methods in the Social Sci-
ences, Stanford: Stanford University Press.

NEIGHBORING PREFERENCES

The tastes of economic agents are described by preference relations. The intuitive
concept of ‘similar’ tastes is therefore made precise mathematically by a topology
on the set of all preferences. We need a topology that is metrizable, separable
or even compact. Such a topology exists and can easily be characterized. The
natural candidate for a topology on the set of all preference relations is the closed
convergence topology.



