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KAKUKK-ALGORITMUS TANULASI STRATEGIA A
MEGBIZO-UGYNOK MODELLBEN!

KERENYI PETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A tanulmanyban a Kakukk-algoritmust (Cuckoo Search) kévetd tanuldsi stra-
tégia teljesitményét vizsgdljuk a megbizé-tigynok modellben. Feldllitunk egy
standard meghizé-ligynck keretrendszert, ahol az el6allitott outputbol torté-
né részesedéssel (linedris szerz0dés) az ligynok Oszténdzhetd, és elkeriilhetd
az erkdlesi kockazat. A modellben a meghiz6 nem ismeri sem az iigynok hasz-
nossagi fiiggvényét, sem pedig a sztochasztikus kornyezet tulajdonsagait, de
a szerz6déskotésbol és az eldallitott output megfigyelésébdl allé folyamatot
iteralva, folyamatosan javitva a szerz6dés paramétereit kitanulja és optimali-
zalja a sajat célfiiggvényét. Monte-Carlo szimulaciés médszertant alkalmazva
arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a megbizé-tigynok problémara jellemzo,
és a tanulast nehezitd, nem folytonos hasznossagi fliggvény és sztochasztikus
kornyezet ellenére a Kakukk-algoritmus a korabbi tanulasi algoritmusoknal
pontosabban képes meghatarozni a megbiz6 hasznossagi fiiggvényének maxi-
mumat.

Kulcsszavak: megbizo-iigynok probléma, linedris szerzédés, ismételt jaték,
Kakukk-algoritmus. JEL kddok: C61, C63, C73, D86

1 Bevezetés

A megbizé-ligynok probléma sordn az eszkoz (véllalat, know-how, informécié
stb.) tulajdonosa (megbizd) megbizza az tigynokot, hogy az & nevében eljérva
és dontéseket hozva az eszkoz haszndlataval minél tobb outputot Aallitson
el6. A két szereplé azonban kiilonbozé szempontok alapjan hozza meg a
dontéseket, amik érdekkonfliktushoz vezetnek. Fontos kérdés, hogy a megbizd
hogyan tudja 6szténozni az ligynokot, hogy a szamara optimaélis dontéseket
hozza meg. Egy lehetséges és elterjedt 6sztonzési mechanizmus a megbizé és
az igynok kozotti linearis szerzodés, ahol a szereplok kifizetése két részbol 4ll,
egy fix, illetve egy valtozo részbol, ahol a valtozd rész az output linedris fiigg-
vénye. Stiglitz [1974] a részesaratdsndl haszndlt linedris szerzédést vizsgélja
Osztonzési szempontb6l. Ennél a szerzédésnél a f6ldbérls (ligyndk) egy fix
bérleti dijat fizet a foldtulajdonosnak (megbizd) a f6ld hasznalatdért, majd
a f6ldon megtermelt javakbol egy elore rogzitett ardanyban részesedik. Holm-
strom és Milgrom [1991] a menedzserszerz&dések 0sztonzési hatdsait elemzi.
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Ezekben a szerzédésekben a véllalat tulajdonosa (megbizd) a menedzsernek
(ligynok) egy fix fizetést ad, majd a véllalat dltal megtermelt profit egy elére
meghatarozott részét bénuszként fizeti ki. Hazai kutatdk kozul Csdka et al.
[2015] a potencidlisan nem fizetd vevével rendelkezé vallalkozasok hitelezése
soran megjelené moralis kockazatot vizsgdlja szerzdédéselméleti és Gsztonzési
szempontbdl, Berlinger et al. [2017] az &llami tAmogatds és a morélis kockazat
viszonyat elemzi, Kéczy és Kiss [2017] pedig a Nobel-emlékdijas Oliver Hart
és Bengt Holmstrom szerzodéselméleti munkassagat mutatja be.

A megbizé-iigynok keretrendszerben a meghizo feladata egy olyan linedris
szerz6dés felajanlasa az ligynok szamara, amivel elérhetd, hogy az ligynok
olyan min0ségli munkét végezzen, amivel maximalizdlja nem csak sajit, ha-
nem a megbizd hasznossagi fiiggvényét is. Ha a megbiz6 ismeri a sajat és
az ugynoOke céljait, azaz a hasznossigi fliggvényeket, valamint a bizonyta-
lan kornyezet jellemzoit, akkor analitikus iton meghatarozhatok a szerzodés
optimalis paraméterei.

A valésdgban azonban a megbizé nem ismeri sem az ligyndk hasznossagi
fliggvényét, sem pedig a zajos kornyezet pontos jellemzoit. Jelen tanulmény-
ban arra keressiik a valaszt, hogy hogyan és milyen médon érheti el mégis a
meghizd, hogy kitaldlja, kitanulja az optimélis paramétereket. Abbdl a fel-
tételezésbol indulunk ki, hogy a megbizénak lehetésége van a szerzédéskotés
utdn megfigyelni az iigynok tevékenységének outputjit, ami kapcsolatban
van az Uigynok er6feszitésével, majd egy 1j, finomitott szerzédést ajanlani az
igynoknek.

Axelrod [1987] a fogoly-dilemmét vizsgalja ilyen iterativ jaték segitségével.
Szabé és Téke [1998] evoliicids modellezést haszndl az iterativ fogoly-dilemma
vizsgdlatdra négyzetes halékban, Szabé et al. [2005] pedig tovabbi kétdimen-
7zi6s héldkat haszndl ezen kérdés elemzésére. Roth és Erev [1995] megerdsitéses
tanuldst (reinforcement learning), Rose és Willemain [1996] genetikus algo-
ritmust, Camerer és Hua Ho [1999] pedig tapasztalattal stlyozott vonzerd
tanuldst (experience weight attraction learning) hasznél a megbizdé-iigynok
probléma megolddséara. Arifovic és Karaivanov [2010] szimulaciés médszertant
hasznalva kiilénb6z6 tanulési, evolicids algoritmusokat hasonlit 6ssze a meg-
bizé-ligynok probléma esetén, és elemezi ezen algoritmusok tulajdonsigait,
majd arra a kovetkeztetésre jut, hogy a tarsadalmi-evolicios tanul6 algorit-
mus (tanulds mésoktdl, learning from others) gyorsabban konvergdl az op-
timélis megoldds kozelébe, mint az egyéni tanuldst végzé (cselekvés altali
tanulds, learning by doing) algoritmusok.

A kiilénbo6z6 tanuléd stratégidk teljesitményét, és azt, hogy mennyire al-
kalmazkodnak egy adott problémahoz, nagyban befolyasoljak a célfiiggvény
tulajdonsagai. A tanulé stratégidknak problémét jelenthet, ha a célfiiggvény
nem folytonos, mert ilyenkor a nagy szakadas megneheziti a paraméterek fi-
nomitasat. Tovabbi és az el6z6nél nagyobb problémat jelenthet, ha a célfiigg-
vénynek lokdlis széls6értékei vannak, mert ilyenkor az iterativ tanulé eljara-
sok konnyedén egy ilyen lokdlis széls6éértékbe konvergalhatnak. Az optimum
megtaldlasdban tovabbi probléma lehet, hogy a zajos kornyezetben nehezen
megfigyelhetoé a célfiiggvény elméleti értéke. Megfeleld iterativ eljarasokkal
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azonban a valdsagra sok esetben jobban hasonlitd, a megbizd szaméra isme-
retlen hasznossagi fliggvények és sztochasztikus kornyezet is vizsgalhatok.

A tanulményban Arifovic és Karaivanov [2010] nyoman a megbizé-iigynok
mechanizmustervezési feladatot a Yang és Deb [2009] altal kifejlesztett, a pa-
razita kakukk madar viselkedését modellezé Kakukk-algoritmussal (Cuckoo
Search) oldjuk meg. A Kakukk-algoritmust sikeresen alkalmazzak mds, felté-
teles optimalizacios problémaknal, mint a projekt titemezés és hozzarendelés
Tein és Ramli [2010]), a szerkezet optimalizacids problémdk (Gandomi et
al. [2013]) vagy a hétizsék probléma (Layeb [2011]). Kutatdsok alapjén a
Kakukk-algoritmus més optimalizacids-tanuldsi algoritmusoknal jobb teljesit-
ményt nydjt (Yang et al. [2012], Yang és Deb [2014]). Célunk, hogy a meg-
bizé-ligynok probléma esetén Osszehasonlitsuk ezen algoritmikus stratégia
teljesitményét a korabban megfogalmazott stratégiakkal szemben, és ezaltal
egy, akar a gyakorlatban is hasznalhaté médszert mutassunk be az tigynokok
Osztonzésére.

A vizsgélatot Monte-Carlo szimulacids eszkézokkel végezziik. A 2. feje-
zetben bemutatott, Arifovic és Karaivanov [2010] 4ltal is haszndlt keretrend-
szer adja meg a szereplOk hasznossagi fiiggvényeit és a feltételes szélsGérték
feladatot. A 3. fejezetben a Kakukk-algoritmus altal kijelolt stratégidt im-
plementaljuk a megbizora, majd az igy meghatdrozott szabalyok és a 4. fe-
jezetben bemutatott paraméterek alapjan szimulaljuk a megbizé és az tigynok
kozotti ismételt jatékot. A 5. fejezetben a Kakukk-algoritmus és az Arifovic
és Karaivanov [2010] tanulményban a legjobb teljesitményt nyujté Social
Evolutionary Learning (SEL) stratégidt hasonlitjuk 6ssze kiilonbozé szem-
pontok alapjan. Arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a Kakukk-algoritmus a
SEL-hez hasonléan jél alkalmazkodik a megbizé-ligynok problémahoz és al-
kalmas az optimum meghatérozasara, viszont a SEL-hez képest pontosabb, és
gyorsabban konvergél az optimumhoz. A 6. fejezetben a Kakukk-algoritmus
érzékenységét vizsgaljuk mind a modell, mind pedig az algoritmus paraméte-
reinek fiiggvényében, és azt tapasztaljuk, hogy ezen paraméterekre az algo-
ritmus robusztus.

Osszességében elmondhaté, hogy a Kakukk-algoritmus j6l hasznalhaté
olyan megbizé-iigynck problémak esetén, amikor lehet6ség van az elééllitott
output gyakori megfigyelésére és a szerzddéses paraméterek ismételt megval-
toztatasara. Ilyen gyakorlati alkalmazas lehet a idében véltozd paraméteri
linedris szerzédéssel torténd optimalis 6szténzésre az online tartalmakat, mint
példdul a videdmegoszt6 portalok (Youtube, Twitch stb.), a kérdés-valasz f6-
rumok (Yahoo Answers, StackOverflow stb.) vagy az értékelé oldalak (Epin-
ion, TripAdvisor stb.) tartalmait eléallité felhaszndlok Gsztonzése a jobb
(t6bb, gyorsabb) tartalmak el8allitasdra és ezéltal a bevételek névelésére.
Masik ilyen alkalmazds lehet a taxisoférok 6sztonzése (Uber stb.). Ebben az
esetben a taxitarsasagnak a soférok az online rendszerhez vald csatlakozasért
napi dijat fizetnek, majd adott ardanyban részesednek az online platform altal
szervezett fuvarok dijaibdl.
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2 Modell keret

A dolgozatban az algoritmusok ésszehasonlithatésiga miatt Arifovic és Kara-
ivanov [2010] &ltal is hasznélt standard linedris szerz6dés modellt haszndl-
juk. A célfiiggvények ismeretében analitikus médon kiszamithatok a szer-
z0dés optimalis paraméterei, amit referenciaként hasznalunk az algoritmus
teljesitményének mérésére.

A termelés outputja y(z) := z + ¢, ahol z € IR az iigynok erdfeszitésének
mértéke, e ~ N (0,0?) pedig egy véletlen zaj. Az iigyndk erdfeszitésének mér-
tékét a megbiz6 nem képes megfigyelni, pusztan az output alapjan kovetkez-
tethet rd. A megbiz6 kifizetése ekkor 7(y) := (1 —s)-y+ f, ahol s a meghizé
részesedése az outputbdl (s € [0, 1], valtozd rész), f € IR pedig a fix rész. A
megbizo koltsége egyenld az iigyndk kifizetésével: c(y(z)) :==s-y(z) — f. A
meghizé kockdzatsemleges, ezért 6 varhaté értékben optimalizdl. Az tigynok
hasznosségi fiiggvénye legyen konstans abszolit kockézatelutasitasi (CARA)
fliggvény négyzetes ertfeszités koltséggel:

u(z) = —e v (eWwE)=32%) (1)
ahol v € RT a kockézatelutasitdsi paraméter. Ekkor az iigyndk varhaté
hasznossaga:

E(u(z)) = O - L (2)
A megbiz6 varhaté kifizetése:

E(w(y)) = E((l—s)y(z)—l—f) = E((l—s)-(z—l—a)—l—f) =(1-s)-2z+f. (3)

A meghiz6 feladatat a kovetkezéképpen irhatjuk fel:

max B(7(y)) (4)

s.t.
2 = argmax B (u(2)) (1cC)
E(u(2)) > u(a) (PC)

A megbizé feladata tehat a szokdsos megbizé-ligynok mechanizmustervezési
feladat megolddsa (pl. Bolton és Dewatripont [2005] [pp. 137-139]). A meg-
bizé maximalizélja a varhaté profitjat (kockdzatsemleges) azon korldtok mel-
lett, hogy az ligynok a sajat hasznosséagi fliggvénye alapjan a sajat hasznat
maximalizalja és ennek fiiggvényében valasztja meg az erofeszités szintjét
(ICC, incentive compatibility constraint, 6szténzési korldt), illetve, hogy az
igynok varhaté hasznossaga meghaladja a kiils6 opciéjanak a hasznosségat
(példankban ez a kiils6 opcié kifizetése egyenl6 0-val), azaz az iigyndknek
egyaltaldn megérje részt venni a jatékban, elfogadni a szerzédést (PC, partic-
ipation constraint, részvételi korlat). A feltételes széls6érték feladatot szem-
élteti az 1. dbra.
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1. dbra. A megbizé varhato kifizetésének kozombdosségi gorbéi az S X F' stratégiatérben o = 0,6 és
v = 0,3 paraméterek mellett. A PC korlat fekete szaggatott vonallal, az elméleti optimum piros
ponttal jeldlve.

A feladatot visszafelé oldjuk meg (részletes levezetés 1d. A. melléklet),
azaz adott (s, f) parhoz kiszémitjuk az iigynok optimalis z* er6feszités szint-
jét (megoldjuk az ICC korldtot), majd ezutdn optimalizéljuk a meghizé cél-
fliggvényét. Ez alapjan z* = s.

A feladat végs6 megolddsaként adédik az optimélis szerzédés két paramé-
tere:

. 1
3 1402 )
1—v-02
*:— 6
/ 2-(14~-02)? (6)

Az output szérdsébdl (o) és az iigynok kockézatelutasitdsanak mérté-
kébdl () ismert hasznossigi fliggvények mellett az optimadlis szerzédéses
paraméterek kiszamithatok, és a késébbi fejezetekben az igy kapott elméleti
optimumokat hasznéljuk referenciaként az algoritmusaink teljesitményének
mérésére.

3 Kakukk-algoritmus implementalasa

A 2009-ben Xin-She Yang és Suash Debt altal kifejlesztett Kakukk-algoritmus
a parazita kakukkmadar viselkedését alapul véve probalja megtaldlni a cél-
fliggvény optimalis megoldasit. A Kakukk-algoritmus jél hasznalhaté olyan
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célfiiggvények globalis szélséértékének meghatarozasara, amely célfliggvények
nem folytonosak. A megbiz6-ligyndk probléma iterativ megoldédsa sordn ezt
az eljarast implementaljuk.

Az iterativ jaték szimuldcidjaban az algoritmus minden forduléban m :=
(s; f),s € S, f € F paraméterparokat (ezeket nevezziik a kés6bbiekben stra-
tégidknak) ajdnl az azonos hasznosségi fliggvénnyel rendelkez iigynokoknek.
A stratégidkat minden esetben egy G stratégiatérbdl valasztja, amely straté-
giatérbél minden m € G stratégia rendelkezik egy ratermettségi értékkel. A
stratégiak ratermettségi értéke kezdetben 0, majd a forduldk soran ezeket az
értékeket folyamatosan finomitja az algoritmus. A ¢ : G — IR fiiggvény se-
gitségével az algoritmus megkapja egy adott stratégia aktualis ratermettségi
értékét. Egy m stratégiat egy forduléban J darab iigynoknek ajanl, akik meg-
hatarozzak a stratégidhoz tartozoé z* optimalis eréfeszités szintet, el6allitanak
egy y; = s+¢; outputot. Ezen outputokat atlagolva az algoritmus kiszamitja
a stratégidhoz tartozé # = f+ (1 —s) - (s + %ijl ;) atlagos megbizé
kifizetést. Végiil az m stratégidhoz tartozé ratermettségi értéket ezzel a &
értékkel pontositja, mégpedig ugy, hogy megnézi, hogy a korabbi fordulékban,
amikor ugyanezen stratégiat ajanlotta, milyen 7 értékeket tapasztalt, majd
ezeket az értékeket atlagolja. fgy a stratégia ratermettsége a varhato kifizetés
torzitatlan becslése lesz.

Az algoritmus minden ¢ = 1,...,T forduléban egy N elemii b € GV
stratégiakat tartalmazo vektorral dolgozik. Els6 1épésként az el6z6 forduléban
meghatarozott b; ,_q stratégidkbodl Lévy-repiiléssel g; ; stratégidkat készit. A
Lévy-repiilés egy olyan véletlen bolyongas, ahol a névekmények vastag széli
eloszlést kovetnek, igy nagy valészintiséggel a g; ; stratégidk a b; ;1 stratégidk
kozelében maradnak, de normalis eloszlasndl nagyobb valdszintiséggel tavo-
lodnak el az eredeti stratégiatél. A Lévy-repiilés szimulaldsdara Mantegna
[1994] algoritmusét hasznaljuk, ahol két paraméterrel (v és ) definidlhaté a
bolyongas.

Gt :=Dbit—1+ 1 N(0,1), (7)
ahol

1

TN R
livt = Q- <m> . (bi,t—l —_ bt—l) .z (8)

bi_p = m?Xbi7t_1 (9)
T(1+8)-sin(Br/2) \ 7

w~ N(0,1) - <r(1_;@) - 2(5_1)/2> (10)

v~ N(0,1) (11)

2~ N(0,1) (12)

Egy g:,+ stratégia legeneralasat tekintjiik egy miiveletnek. Egy forduléban
a stratégiageneraldas O(NN) futdsi idejil, azaz a stratégidk szdmanak linedris
fliggvénye.
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A g, ; stratégidkat az algoritmus felajanlja az tigynokoknek, és kiszamitja,
illetve pontositja a hozzajuk tartozé ratermettségi értékeket. Ezeket a g;+
stratégiakat ratermettségiik alapjan Osszehasonlitja az el6z6 fordul6bdl szar-
maz6 b; ;1 stratégidkkal, és a ratermettebbeket rakja a h; ; gazdastratégidk-
nak nevezett stratégidkba:

- bit—1, ha @(bit—1) > ¢(git)-

Egy miiveletnek tekintjik egy stratégia egy iigynoknek torténé felajanlasat
és a ratermettségi érték frissitését a megfigyelt outputtal. Ennek a fazisnak a
futési ideje O(N - J), azaz a stratégia- és az tigyndkszdm szorzatdnak linedris
fliggvénye.

A fordulé mésodik lépésében ezekhez a h; , gazdastratégidkhoz c; , kakukk-
stratégiakat general az algoritmus. A ¢;; kakukkstratégidk p val6sziniiséggel
megegyeznek a h;; gazdastratégidkkal, ezzel modellezve azt a természetben
elofordul6 eseményt, amikor a gazdamadar felfedezi a fészkébe kertilt kakukk-
tojast és még a kakukkfioka kikelése el6tt kiloki a fészkébdl. 1 — p valdszi-
niiséggel viszont kikel a kakukkfiéka és versenyez a gazdamadar fidkajaval a
tilélésért. Ezeket a kakukkstratégidkat a gazdastratégidkbol egyenletes el-
oszlésu torzitott véletlen bolyongdssal (biased random walk) allitja elé az
algoritmus.

iy = {gi,ta ha p(bi,i-1) < ¢(9i,t) (13)

R (T &

ahol
rig i =u-(hjr— hie), (15)
u~U0,1], (16)

J és k egyenletes eloszlasu véletlen egész az [1; N] intervallumbél. Ezt a folya-
matot (stratégiagenerdlds) ismét egy miiveletnek tekintve, ennek a fazisnak
a futdsi ideje O(N), azaz a stratégidk szdménak linedris fiiggvénye.

Az algoritmus ezeket a c;, kakukkstratégidkat ajinlja az ligynokoknek
és az outputok megfigyelése utan frissiti a stratégidk ratermettségi értékeit.
Végiil ezeket a h;; gazdastratégidkat és c;; kakukkstratégidkat paronként
versenyeztetve meghatdrozza az adott fordulé gydztes b; ; stratégiait:

hie, @(cie) < @(hiy)
b+ = ’ ’ ’ 17
ot { Cits (cie) > o(hiy) (17)

Ismét egy miiveltnek tekintjik egy stratégia egy tigynoknek torténd felajan-
lasat és a ratermettségi érték frissitését a megfigyelt outputtal. Ennek a fa-
zisnak a futdsi ideje O(N - J), azaz a stratégia- és az ligynokszam szorzatdnak
linearis fiiggvénye.

A Kakukk-algoritmus tanuldsi stratégiat kovetve egy fordulé futdsi ideje
2-O(N)+2-O(N-J) = ON - J), azaz a stratégia- és az lgyntkszdm
szorzatanak linearis fiiggvénye.

A szimuldcié egy realizdcidja sordn a fenti 1épésekbdl allé folyamatot
iterdljuk a T idékorlatig.
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4 Szimulacios paraméterek

Az algoritmus teljesitményének tesztelését a 2. fejezetben bemutatott (4) pél-
dén végezziik. Vizsgalatunk soran el6szor egy referencia szimulaciét végziink,
majd komparativ statika segitségével megvizsgaljuk, hogy a kiillonb6z6 para-
méterek milyen hatdssal vannak a teljesitményre. A referencia szimulécid
eredményeit Osszevetjiik a SEL algoritmus eredményeivel, ezért kezdetben
az Arifovic és Karaivanov [2010] tanulmédnyban haszndlt és ott a legjobb
eredményt eléré paraméterbeallitasokat hasznéljuk.

A modellparamétereket a szimuldciéban minden futds sordn véltoztatjuk,
hogy kisziirjiik ezek hatdsat az eredményekbdl. Az tigyndk kockazatelutasitasi
paraméterét () 0,2 és 3 értékek kozott egyenletes 1épéskozzel valasztjuk, az
outputra rakédé zaj szérésit (o) pedig a 0 (ekkor tokéletesen megfigyel-
hetd az tligynok erdfeszitése) és 0,6 kozotti intervallumbél vélasztjuk egyenld
1épéskozzel.

A 6. fejezetben megvizsgdljuk és elemezziik, hogy az algoritmus mennyi-
re robusztus ezen modellparaméterekre. A szimuldcié soran toreksziink az
Arifovic és Karaivanov [2010] tanulmannyal vett dsszehasonlithatésdgra és a
reprezentativitasra, ezért az egyes bedllitasokat 70 kiillonboz6 véletlen mag
mellett futtatjuk le, azaz igy Osszesen 15 x 7 x 70 = 7350 futtatast végziink.
Egy-egy futds sordn T' = 1200 fordul6t szimuldlunk. A (4) feladat diszkreti-
zaldsaként a G stratégiateret egy 0,01 finomsagu [0; 1] x [—0,05; 0,5] réccsal
kozelitjik. A G stratégiatér dimenzidnak széleit gy hatarozzuk meg, hogy
minden modellbeallitds mellett az (s*; f*) analitikus optimum a rdcs szélein
beliil legyen.

Az algoritmus paraméterei koziil a stratégidk szamat (V) és az tigynokok
szamét (J) kezdetben 30-nak, illetve 10-nek vélasztjuk (az Arifovic és Kara-
ivanov [2010] tanulmanyhoz hasonléan), de a 6. fejezetben ezen paraméterekre
vett érzékenységet is megvizsgdljuk. A SEL algoritmustdl kiilonb6z6, csak
a Kakukk-algoritmushoz sziikséges paramétereknél a Lévy-repiilés a skala
paraméterét a G stratégiatér finomsagaval megegyez6 méretire, azaz 0,01-re
allitjuk, a valdszintiség eloszlast meghatarozé (§ paramétert pedig kezdet-
ben 1-nek valasztjuk, ami pont Cauchy-eloszldst eredményez. A kakukktojas
felfedezésének valdszinliségét szimbolizald p paramétert kezdetben 0, 25-re al-
litjuk. A 6. fejezetben a 3 és a p paraméterre vett érzékenységet is vizsgdljuk.

A referencia szimuldciéban hasznélt futtatdsi paramétereket az 1. tabldzat
foglalja Ossze.?

2A szimuldcidkat a MATLAB R2017a programmal futtatjuk. A kédok elérhetéek
a MATLAB ko6z0sség fajlcseréld oldaldn: https://www.mathworks.com/matlabcentral/
fileexchange/66251-cuckoo-search-learning-strategy-in-the-principal-agent-model
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Paraméter Erték
Modell
Kockdzatelutasitds paraméter, ~y 15 egyenletes tdvolsdgu pont a [0,2; 3]-bdl
Output szérésa, o 7 egyenletes tdvolsadgu pont a [0;0,6]-bdl
Szimuldcid
Véletlen magok szama, seed 70 egyenletes eloszlasu véletlen a [1; 10000]-bSl
Stratégiatér elemszama, |G| 101 - 56 = 5656
Racsfinomsig, d 0,1
Fordulék szama, T' 1200
Kakukk
Stratégidk szama, N 30
Ugynokok szama stratégidnkként, J 10
Lévy-repiilés skiala paramétere, o 0,01
Lévy-repiilés eloszlas paramétere, 3 1

Kakukktojas felfedezés valészintiisége, p 0,25

1. tabldzat. A referencia szimuldciéban hasznilt paraméterek és azok értékei

5 Elemzés

Elemzéstink soran a 3. fejezetben bemutatott Kakukk-algoritmus, illetve az
Arifovic és Karaivanov [2010] tanulmédnyban hasznélt SEL algoritmus (rész-
letes implementdciét 1d. B. melléklet) dltal kijelolt stratégidk alapjan lefut-
tatott véletlen szimuldcidkat hasonlitjuk 6ssze. A két implementacié futdsi
idoben nem kiilénbozik egymastdl, mindkét esetben egy fordulé futasi ideje
O(N - J), azaz a stratégia- és az ligyndkszém szorzaténak linedris fliggvénye
(1d. 3. fejezet és B. Melléklet). Megvizsgaljuk, hogy a szimuldciék mekkora
héanyadaban hasznaljak az optimalis stratégiatol adott tavolsagon beliili stra-
tégidkat, illetve azt, hogy az id6ben ezek az aranyok hogyan valtoznak.
Tovabbi elemzési szempont az algoritmusok optimalis értékhez valé konver-
gencidja és a konvergencia sebessége.

Bér a feltételes szélsérték feladatnak — (4) feladat — csak egy globdlis ma-
ximuma van és nincsenek lokélis maximumai, az optimum megtalaldsa tanuld
algoritmus segitségével mégsem egyszerii feladat. A specifikalt feladatban a
célfiiggvény nem folytonos, a PC korlat mentén szakad és utdna 0 értéket
vesz fel. Raaddsul a maximum ezen a PC gorbén helyezkedik el, ami azt
jelenti, hogy kozvetlen kornyezetében mar hirtelen O-ra esik a célfiiggvény
értéke és igy az iteracids tanuld algoritmus nehezen tudja kitapasztalni ezt a
maximumot (Id. 1. dbra). Tovabbi problémat jelenthet az outputra rakédd
za]j, ami neheziti a stratégiak pontos ratermettségének meghatirozasat.

Az algoritmus teljesitményének teszteléséhez elészor Arifovic és Kara-
ivanov [2010] &ltal is hasznalt két mértéket definidlunk. Az elsé egy stratégia
tavolsidga az optimalis stratégiatdl, amit az euklideszi tavolsaggal mériink:

de(m) := [m* —m| =|(s*, f*) = (s, /)l = V(s* = s)> + (f* = f)>. (18

A teljesitmény mérésére haszndlt masodik mértékiink az optimaélis stra-
tégia varhaté kifizetésének és az adott stratégia adott forduléban tapasztalt
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ratermettségének abszolut eltérése szazalékos formaban:

dr(mig) == ‘% - 1‘. (19)

ElGszor azon stratégidk tavolsagait vizsgaljuk, melyeket az algoritmus az
utolsé fordulékban kap végeredményiil (1d. 2. tdbldzat). Az esetek 86,44%-
aban a Kakukk-algoritmus az optimalis stratégiat kapja, de az esetek tilnyo-
mé részében is (94,30%) mindossze az optimum 0,05-o0s kdrnyezetében van
az eredmény. A Kkifizetések tekintetében még jobb teljesitményt nyijt ez az
algoritmus, itt az esetek 98,53%-ban az utolsé forduléban haszndlt stratégidk
rdtermettségi értéke az optimdlis varhaté kifizetés 1%-os kornyezetén beliil
taldlhaté. Az eredmények alapjdn a kis tdvolsdgok esetén (0 vagy 0,01) a
Kakukk-algoritmus diktalta stratégia valamivel felilmulja a SEL stratégia
teljesitményét. Ez alapjan azt allithatjuk, hogy a Kakukk-algoritmus képes
alkalmazkodni a megbizé-ligynok probléméhoz.

Utolsé forduléban az opti- Utolsé forduléban az opti-
mumtdl z tédvolsdgon belil mumtdl z%-on belil 1évo
16v6 stratégidk ardnya, % kifizetések ardnya, %

z=0 =001 =005 =01 2=0% z2=1% z=5% z=10%
Kakukk 86,44 86,60 94,30 97,63 14,16 98,53 98,85 98,89
SEL 29,72 70,34 86,15 97,63 14,00 96,29 99,91 99,99

2. tdbldzat. Az utolsé forduléban adott x tdvolsdgon beliil 16vE stratégidk ardnya, %

Ezt az éllitasunkat tovabb erdsiti, hogy ha nem csak az utolsé forduléban
hasznalt stratégidkat, hanem a teljes futds soran hasznalt Osszes stratégiat
vizsgdljuk. Egy adott futds sordn (seed = 2017, o = 0,3, v = 0,6) hasznélt
stratégiak relativ gyakorisagat mutatja a 2. dbra. Lathatd, hogy az adott
futds soran az algoritmusok a G stratégiatér csak egy kis részét jatsszak ki,
és ezek koziil is messze kiemelkedik egy stratégia a maga 60%-hoz, illetve 80%-
hoz kozeli relativ gyakorisdgaval. A teljes szimuldcié sordn hasznalt Gsszes
stratégia tavolsagainak relativ gyakorisdgat mutatja a 3. dbra. Ez jelentGsen
nem kiilénbozik a SEL eredményektdl. A 2. dbra alapjan lathatd, hogy a SEL
stratégia soran a megbizé a stratégiatér csak egy kisebb részét hasznalja, mint
a Kakukk esetben, de az optimalis stratégidt nem taldlja meg pontosan, egy,
az optimalis kifizetéshez nagyon kozeli kifizetést eredményez6 masik szubop-
timdlis stratégia eltériti az algoritmust, és az végiil ide konvergal. Mindezek-
bol arra kovetkeztethetiink, hogy az algoritmus mar joval az utolsé forduld
elott rendszeresen haszndlja az utolsé forduléban hasznélt stratégidkat, és
viszonylag hamar kitanulhatja az optimalishoz kozeli paramétereket.
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2. dbra. Egy tipikus futds sordn (seed = 2017, ¢ = 0,6, v = 0,3) hasznilt straté-
gidk eloszldsa az S X F' stratégiatérben. Az optimdlis stratégia s = 0,9 és f = 0,36.

A Kakukk-algoritmus esetén leggyakrabban (65,24%) haszndlt stratégia (0,9;0,36), SEL esetén
leggyakrabban (89,11%) hasznélt stratégia (0,85;0,32)
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8. dbra. A szimulacié sordn haszndlt stratégidk és azok ratermettségi értékeinek optimumtdl
vett tdvolsigainak eloszlasa.

Az algoritmus forduldéinak fiiggvényében vizsgédlva a tavolsagaranyokat, a
4. dbrdn azt lathatjuk, hogy atlagosan az utolsé forduléban tapasztalhatd
tavolsdgaranyokat az 500. fordulét megelézéen éri el a Kakukk-algoritmus,
innentdl kezdve jelentGs javuldas mar nem figyelheté meg. Ugyanez a jelenség
a SEL esetén mar jéval hamarabb bekovetkezik. Ahhoz, hogy ezt a kér-
dést alaposabban megvizsgdlhassuk, Arifovic és Karaivanov [2010] nyomén
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definidlunk egy konvergencia kritériumot. Ha létezik 7 € [1;T — L], hogy

T+L

L Z {( Zl{d it <$}>>Q}>r (20)

i=1

feltétel teljesiil, akkor az algoritmus az adott paraméterek mellett d mérték
szerint 7 fordulétdl (L, ¢, r, z, d) konvergens. A legkisebb ilyen 7 az algoritmus
konvergencia-kezdépontja. Azaz, ha egy futds sordn létezik egy 7 idépont,
amit koveté L fordul6bdl allé részsorozatra igaz, hogy a részsorozaton beliil
t6bb mint a forduldk ¢ szédzalékdban az adott forduléban szerepl6 stratégidk
r szazaléka a d mérték szerint x tavolsdgon beliil van az optimumhoz képest,
akkor az algoritmus 7 1épéstél (L, q,r,x,d) konvergens, és a legkisebb 7 a
konvergencia-kezdGpont.
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4. dbra. A szimuldcié sordn haszndlt stratégidk és azok ratermettségi értékeinek adott x
tavolsdgon beliili 4tlagos ardnya az egyes fordulékban

A (200,90%,90%, x,d) konvergencia definiciét hasznilva a szimuldcids
eredményekre azt kapjuk, hogy az algoritmusok a szimulacidk jelentés részé-
ben konvergensek. A Kakukk-algoritmust hasznalé futdsok 84,84%-ban van
olyan 200 fordulé hosszi iddszak, amikor t6bb, mint 180 forduléban (90%)
legaldbb 27 stratégia (90%) pontosan az optimalis stratégia. Ilyen esetek-
ben az atlagos konvergencia kezdépont a 474. forduldoban van, azaz az algo-
ritmus mar ebben a forduléban szinte tokéletesen megtanulja az ligynokok
hasznosségi fliggvényét és innentdl az optimaélis szerzédést ajanlja nekik. A
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SEL algoritmust hasznal6 futdsokndl ugyanez az eredmény mar joval alacso-
nyabb teljesitményt titkroz, itt mindossze 30,19% a pontosan az optimumba
konvergal6 futdsok ardnya. A tavolsag ndvelésével a SEL algoritmus kon-
vergencia teljesitménye is javul. A Kkifizetések szempontjabdl vizsgilva a
kérdést a Kakukk-futdsok 99,45%-ra igaz, hogy létezik 200 hosszi idészak,
amikor legalabb 180 forduléban minimum 27 stratégia atlagos kifizetése az
optimadlis varhaté kifizetés 1%-os kornyezetén beliil van és az dtlagos konver-
gencia kezddpont a 311. forduls. A SEL esetében ugyanez az ardny 96,99%,
viszont az dtlagos konvergencia kezddpont itt mar csupan a 104. fordulé. A
tovabbi eredményeket a 3. tdbldzatban foglaljuk Gssze.

Ezek alapjan arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy ha a pontos optimalis
stratégia hasznalata kiilonosen fontos, akkor a Kakukk-algoritmus altal kije-
161t stratégia a célravezetd, mig ha konvergencia gyorsasaga a fontos, és ezért
cserébe megelégszink egy, az optimalis kifizetéstdl épp hogy elmaradé stra-
tégidval, akkor a SEL algoritmus nyujt gyorsabb teljesitményt. Az optimalis
stratégia megtalaldsa kifejezetten fontos olyan problémak esetén, amikor a
célfiiggvénynek lokalis szélsGértékei vannak, és ilyenkor a Kakukk-algoritmus
elényei hatvanyozottan érvényesiilhetnek.

(200,90%, 90%, x, d) konvergens Atlagos konvergencia-kezdSpont
futdsok aranya, %

r=0 =001 z=005 z=01 x=0 x=0,01 x=0,05 x=0,1
Stratégidk euklideszi tdvolsdga
Kakukk 84,84 85,02 93,81 98,29 474,14 473,60 413,71 291,10
SEL 30,19 70,72 89,43 98,35 196,50 217,82 126,12 47,20
Vdrhatd kifizetés tavolsdg
Kakukk 14,29 99,45 99,97 99,99 212,60 311,71 217,74 184,24
SEL 13,99 96,99 100 100 19,07 104,33 14,36 3,49

3. tabldzat. Konvergens futdsok ardnya (%) és az dtlagos konvergencia-kezd8pontok

6 Erzékenységvizsgélat

Ebben a fejezetben az Kakukk-algoritmus robusztussagat vizsgaljuk mind a
modellparaméterek (o, ), mind pedig az algoritmus paramétereinek (N, J,
p, ) fiiggvényében.

Eloszor a modellparaméterekre valé robusztussdgot vizsgaljuk. Az 5.
dabrdn az outputra rakdédo zaj szérasanak figgvényében abrazoljuk az 0,01
illetve 1% tavolsdgon belili stratégidk aranydt a ¢ = 100, ¢ = 400, ¢ = 800
és t = 1200 forduldkban. Az dbran azt latjuk, hogy az algoritmus az output
szorasanak novelésével, mind a négy forduléban egyre kisebb ardnyban talalja
meg az adott optimalis stratégiatol adott tavolsdgon beliili stratégidkat. Ez
azt jelenti, hogy a konvergencia sebessége csokken, akar olyan mértékben is,
hogy még az 1200. forduléban sem konvergal. Mivel az algoritmus a magasabb
ratermettségi értékkel rendelkezd stratégidkat valasztja, és a ratermettségi
értéket a korabban tapasztalt kifizetésekbdl szamitja, igy az atlagos varhato
kifizetés tavolsag tekintetében a széras novelésével a 400. fordulotdl az ardnyok
nem valtoznak, csak a 100. forduléban, azaz a konvergencia sebessége csokken.
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A kockézatelutasitdsi paraméter () novelésével az ardnyok nem valtoznak
szignifikdnsan az egyes forduldkban, igy az algoritmus ezen modellparamé-
terre robusztus.
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5. dbra. A Kakukk-algoritmust implementalé szimuldcidék sordan haszndlt stratégiak és azok
ratermettségi értékeinek x = 0,01 illetve x = 1% tdvolsdgon beliili 4tlagos ardnya az egyes
fordulékban kiilénb6zd8 o és v és a tobbi paraméter (1d. 1. tdbldzat) valtozatlansiga mellett

Az algoritmus paramétereire val6 érzékenységet vizsgalva el6zetesen arra
szamitunk, hogy mivel az outputban és ezen keresztiil a ratermettségi értékek-
ben megjelend véletlen zaj szorasa rontja az algoritmus teljesitményét, ezért
a kiajanlott stratégidk szamanak, illetve az iigynckok szaméanak novelésével
pontosabban becsiilhetd a kifizetés varhatd értéke valamint a ratermettségi
érték, és igy az algoritmus teljesitménye javulhat. Azt tapasztaljuk (1d. 6. db-
ra), hogy ha 15-r6l 100-ra néveljiik a stratégidk szamat (N), azaz 2 x 15 X
10 x 1200 = 360000 szerz6déskotés helyett 2 x 100 x 10 x 1200 = 2400000
szerzOdéskotés torténik futasonként, akkor az optimumhoz képest 0,01-os
kornyezetben 1év§ stratégidk ardnya kortilbeliil 10%-kal javul az 1200. for-
duléban, mig az atlagos varhato kifizetés tekintetében nem torténik jelentSs
véaltozas, az ardny 98% f616tt marad. A 100. forduléban az ardnyok t6bb mint
10%-kal javulnak, és ebbél arra kovetkeztethetiink, hogy a konvergencia se-
bessége n6 a fordulonként haszndlt stratégiak szamanak novelésével. Ha az
igynokok szamat (J) noveljitk 10-r8l 100-ra, akkor, bar futdsonként majdnem
kétszer annyi szerz6déskotés torténik, mint az el6zo, J = 10, N = 100 eset-
ben, javulas az algoritmus teljesitményében mégsem figyelhet6 meg. Tovabbi
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érdekesség, hogy J = 60-rél tovabb novelve az ligynokok szamat, jelentos
javulds mar nem érhet6 tetten. Ez alapjan azt allithatjuk, hogy mind a fordu-
16nként hasznélt stratégidk szaménak (J), mind pedig az iigynokok szamanak
(N) novelésével Gsszességében mérsékelt javuldst érhetiink el. Azonban, ha
az outputra rakédé zaj szérdsa (o) nagy, akkor pontatlanabb lesz az out-
put varhaté értékének becslése, ami meghatarozza a stratégiak ratermettségi
értékét, igy ebben az esetben N és J novelése nagyobb mértékben javithatja
az algoritmus teljesitményét.
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6. dbra. A Kakukk-algoritmust implementalé szimuldcidk soran haszndlt stratégiak és azok
ratermettségi értékeinek x = 0,01 illetve x = 1% tdvolsdgon beliili 4tlagos ardnya az egyes
fordulékban kiilénboz8 N és J és a tobbi paraméter (1d. 1. tdbldzat) véltozatlansdga mellett

Az algoritmus paraméterei koziil a kakukktojas felfedezésének valészinii-
ségét valtoztatva azt talaljuk, hogy ennek komoly szerepe van az algoritmus
miikodésében. Ha a valdszinliséget p = 1-re allitjuk, azaz a kakukktojast
biztos, hogy felfedezik és a c¢;,, kakukkstratégidkba a (14) képlet alapjin
mindig a h; + gazdastratégiak keriilnek és igy lényegében nem késziilnek valédi
kakukkstratégiak, akkor az algoritmus teljesitménye jelent&sen romlik (1d. 7.
@bra), az 1200. forduld utdn mindGssze a stratégidk 6,13%-a van az optimum
0,01-os kornyezetén belill és a kifizetéseknél csak 20,15% az 1%-os eredmény.
A masik szélséséges esetben, amikor a valészinliség p = 0, azaz a kakukk-
tojas biztos, hogy kikel, az eredmények azt mutatjdk, hogy az algoritmus a
leggyorsabban konvergél, de az euklideszi tavolsagot tekintve nem a legjobb
teljesitmény nyujtja a vizsgdlt hét paraméterbedllitas koziil. Az euklideszi
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tavolsdg alapjan az 1200 fordulét tekintve a p = 0,25 bedllitds a legked-
vezObb. A Mantegna Lévy-repiilést el6allité algoritmusdnak § paraméterét
valtoztatva az algoritmus teljesitményében kis mértéki valtozas figyelheto
meg, erre a paraméterre az algoritmus kevésbé érzékeny.
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7. dbra. A Kakukk-algoritmust implementalé szimuldacidék sordan haszndlt stratégidak és azok
ratermettségi értékeinek x = 0,01 illetve x = 1% tdvolsdgon beliili 4tlagos ardnya az egyes
fordul6kban kiilénb6zd p és B és a tobbi paraméter (1d. 1. tdbldzat) valtozatlansidga mellett

A Kakukk-algoritmus érzékenységvizsgalatabdl arra kiévetkeztethetiink,
hogy a modellparaméterek koziil az outputra rakodé zaj o szérasanak nove-
kedése, megfeleléen az el6zetes varakozasoknak (vérhaté érték becslési hibaja
miatt), rontja az algoritmus teljesitményét, az igynok kockdzatelutasitasi
paraméterének véltoztatasa viszont érdemben nem valtoztatja meg az ered-
ményeket. Az algoritmus paraméterei koziil a fordulénként hasznélt stratégidk
N szamanak és az iigynokok J szaméanak novelésével, bar pontosithaté a var-
haté érték becslése, a szimulaciokban mégsem figyelheté meg javulds. Ezen
paramétereknek zajosabb koérnyezetben lehet jelentOsebb szerepiik. A ka-
kukktojas felfedezésének valdszintliségét szabalyozd p paraméter vizsgalatabol
kittinik, hogy a ¢; ; kakukkstratégidknak lényegi szerepiik van. Ha ezt a 1épést
kihagyjuk a folyamatbdl, azaz a p = 1 paraméterbedllitast valasztjuk, akkor
a teljesitmény dramaian lecstkken. A Lévy-repiilést szabalyozd [ paramé-
ternek mérsékeltebb szerepe van, legfeljebb a konvergencia sebességére van
hatéassal.
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7 (")sszegzés

A dolgozatban a megbizé-iigyndk problémét vizsgaljuk egy evoliciés-tanuld
algoritmus, a Kakukk-algoritmus segitségével. Az algoritmus teljesitményé-
nek mérésére Arifovic és Karaivanov [2010] nyomén feldllitunk egy egyszerii
lineéris szerz6dés modellt tartalmazo keretrendszert, ahol a szereplSk a szer-
z0dés paramétereinek meghatarozasa és az eréfeszitésszint valasztasabol allo
iterativ jatékot jatsszdk. Olyan feltételezésekkel éliink, mint, hogy a meg-
biz6 csak linearis szerzodést ajanlhat, kockdzatsemleges és varhaté értékben
optimalizél, az ligynokok csak az adott forduldt veszik alapul, a sajat, azonos
hasznossagi fiiggvényiik alapjan optimalizalnak és nem probalnak komplexebb
stratégiat jatszani. Tobbek kozott nem vessziik figyelembe példaul azt sem,
hogy a folytonos, fordulérdl forduldra torténd szerzédésmoédositasok befo-
lyasoljak-e az iigynokck magatartdsat, és ennek milyen kihatdsai vannak a
kifizetésre.

Ezen leegyszeriisito feltételezések mellett a szimuldcidk alapjan azt taldl-
juk, hogy bar a sztochasztikus kornyezet és a nem folytonos kifizetésfiiggvény
miatt nehéz dolga van az adaptiv tanul6 algoritmusoknak, a Kakukk-algorit-
mus jol implementalhaté a feldllitott megbizé-iigynok keretrendszerben. Az
algoritmus a kordbbi algoritmusokndl gyorsabban éri el a kozel szazszazalékos
eredményt. A modellparaméterek koziil a sztochasztikus kornyezet zajossdga
az, ami nagyon megnehezitheti az algoritmus dolgat, minél nagyobb a véletlen
za] szérasa, a megbizd anndl kisebb ardnyban képes megtanulni az optimalis
paramétereket. Az ligynokok és a stratégidk szamanak novelése, azaz az erd-
feszitésszint minél pontosabb becslése, egyarant segitheti az algoritmus telje-
sitményének javuldsat. Az algoritmus érzékenységvizsgalatabdl az is kideriil,
hogy az algoritmus egyik lényegi pontja, a kakukkstratégiak el6dllitasa, ami
alapjaiban hatdrozza meg az algoritmus miikodését.

A Kakukk-algoritmus a felallitott keretrendszerben leginkabb a pontossag,
azaz a optimalis stratégia pontos megtaldlasiban nyudjt jobb teljesitményt,
mint a korabban hasznalt SEL algoritmus, a kifizetés és a konvergencia te-
kintetében elmarad téle. A Kakukk-algoritmus diktalta stratégiat jatszva
kisebb valészintiséggel ragad a meghizd egy szuboptimalis stratégidban. Ezek
alapjan bizhatunk abban, hogy olyan kornyezetben, ahol a megbizé cél-
fliggvényének lokdlis szélsoértékei vannak, a Kakukk-algoritmust hasznélva a
meghizé maximalizdlhatja a hasznossagat. Ezen hipotézis vizsgalata késobbi
tanulmanyok témaja lehet.

A szimuldcidk alapjan a Kakukk-algoritmus miikédhet olyan megbizé-
iigynok problémandl, ahol a termel6eszkoz tulajdonosa viszonylag sok, ha-
sonl6é hasznossaggal rendelkez6 ligyncknek tudja felajanlani az eszkozét, a
termelés gyors, szinte azonnal megallapithaté az eredmény, és lehetGség van
gyakori szerzédésmodositasra. Ilyen gyakorlati alkalmazas lehet az online
tartalom-el6allitas vagy akar a személyfuvar-kozvetités is.
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A 2. fejezetben bemutatott megbizdé-ligynok keretrendszert és az optimalis
szerzOdéses paraméterek levezetését Bolton és Dewatripont [2005] [137-139)
nyoman ebben a mellékletben kozoljik.

y(z) == z + €, output
z € Ba' , Ugynok erdfeszités szintje
N(0,0?), véletlen zaj
m(y(z)) := (1 —s) - y(z) + f, meghizé kifizetése
s € [0;1], véltozo rész
f € R, fix rész
c(y(2)) :==s-y(2) — f, meghizé kéltsége, ligyndk kifizetése

u(z) = _6_7‘(0(?"(2))_%’22), igynok CARA hasznossagi fiiggvénye
v € IRT, kockézatelutasitdsi paraméter

Ekkor a megbizo6 feladata:

max(1 — ) B(y(2)) + f (21)
s.t.

z = arg {naXE(u(é)) (6sztonzési korlat IC)

E(u(z)) > u(w) (részvételi korldt PC)

A feladatot visszafelé oldjuk meg, azaz adott (s, f) parhoz kiszdmitjuk az
iigynok optimalis z* eréfeszités szintjét (megoldjuk az IC korldtot), majd ez
utdn optimalizaljuk a meghiz6 célfiiggvényét. Az ligynok varhatd hasznossdga:

Bulc(y),) = B( - e AT HD) oot ()

(22)
1 i 2
E(e ) = . / e VT e 22 de = / +d5 =
( ) V2o J_so 2710
1 /°° _(etyes: 62222—7 5204 d
= . 20 E =
V2ro
425202  (e—(=q-5:02))2 2,2,2
—e 2 . 202 de =e 2
2710
=1, mert ~N(—v-s-02,02)slirliségfiiggvénye
(23)
A (22) egyenléséget tovabb folytatva:
E —y(sz—f—% 2) 225202
= — §z2—J—3% . 2 =
(’U/(C(y)) Z)) € € (24)

= e v(sa— i} —Fs520%) _ _ yib(z)
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Az iigynok kockazat egyenértékese:

1
w(z)zs-z—f—a-ZQ—%-SQ-UQ. (25)

Mivel a hasznossagi fiiggvény exponencialis alaku, igy az ligynok Osztonzési

korlatja atirhat6 a kovetkezd formaba:

z = argmax w(2). (26)

Ezt maximalizéljuk z-ben, azaz az els6rendi feltétel (z szerinti parcidlis de-
rivalt):

pu(z) _
5, 5% (27)
Zf=s. (28)

Az optimalis z* értéket behelyettesitjiik a PC korlatba. Esetiinkben az tigy-
nok kiils6 opcidjanak értéke 0, azaz w = 0 és mivel az v hasznosségi fiiggvény
exponenciélis (monoton), ezért a PC korldt a kovetkez8képpen alakul:

1
szt —f— 52’*2 - %5202 >0 (29)
s-s—f $2— 15262 >0 (30)
2 2
< ésQ 15242 (31)

A meghizé célfiiggvénye, amit maximalizalni szeretne:
(1—s8)-s+f=s—5"+Ff. (32)
Ez az s-ben mésodfoku kifejezés akkor lesz maximalis, ha f értéke maximalis,

azaz a (31) kifejezés egyenléségre teljesiil. Ekkor a célfiiggvény:

1
(l—s)-s—l—f:s—sQ—l—asQ—%sQoQ. (33)

A célfliggvényt derivéilva kapjuk az s* optimélis értéket:

o((1—s)-s+f)
Os

=1-25+5—7-0%-5 (34)

. 1

Ezt visszahelyettesitve f egyenletébe (31), adédik az f* optimélis érték:
1—v-02

J”Zm- (36)
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Ebben a mellékletben Arifovic és Karaivanov [2010] nyomén a Social Evolu-
tionary Learning (SEL) algoritmus implementaci¢jt részletezziik.

m:= (s;f),s € S,f € F, megbizé altal jatszott stratégidk a G stratégia-
térbol

¢ : G — IR, meghatarozza az adott stratégia ratermettségi értékét az adott
forduléban

Yy =5+ ¢;, a j-edik ligynok altal megtermelt output

F=f+(1-5)-(s+% ijl g;), adott stratégidhoz tartozé dtlagos kifizetés

Az algoritmus minden ¢ = 1,...,T forduléban egy N elemii b € GV
stratégiakat tartalmazo vektorral dolgozik. Els6 1épésként az el6z6 forduléban
meghatdrozott b; ;1 stratégidkat p; ; valészinliséggel valasztja be a gy + stra-
tégiakba:
bit—1, D1t
bai—1, Doy

gkt ‘= ’ (37)

bN,t—h PNt

ahol adott b; +—1 stratégia bevalasztdsanak valészinlisége a stratégia rater-
mettségi értékétol fugg:

e (bit—1) -
Dit = —Zszl T (38)

Az igy kivalasztott g; ; stratégiak helyett p valdszinliséggel az adott g;
stratégia r,, sugaru kornyezetébdl valasztja a h; ; stratégiat:

Gits L—p
hi = ’ 39
ot { it + Tit, M, ( )
ahol
Tit ~ U[_T'm; T'm] . (40)

Végiil a megkapott g;: stratégidkat paronként sszehasonlitja a b; ;1
stratégidkkal, és a nagyobbat valasztja a b;; stratégidkba:

Gi,ts ha ¢(b;t—1) < ¢(gi¢)

b: — 5 5 5 41

bt { bii—1, ha obit-1) > @(git)- (41)

Egy 1j b;; stratégia legenerdldsat tekintjiik egy miiveletnek. Egy for-
duléban a stratégiageneralds O(N) futdsi idejli, azaz a stratégidk szdmanak
linearis fiiggvénye.

Ezek utdn az ugynokok eloallitjak az outputokat, majd az algoritmus
frissiti a ratermettségi értékeket. Ismét egy miiveltnek tekintjik egy stratégia
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egy lgynoknek torténo felajanlasat és a ratermettségi érték frissitését a meg-
figyelt outputtal. Ennek a fazisnak a futdsi ideje O(NV - J), azaz a stratégia-
és az ligynokszam szorzatanak linedris fiiggvénye.

Azért, hogy a SEL 0sszevethetd legyen a Kakukk-algoritmussal, és a
teljesitménykiilonbség ne csak a ratermettségi érték pontosabb becslésébol
fakadjon (a Kakukk-algoritmus egy forduléban kétszer ajanl stratégidkat az
iigynokoknek, és kétszer frissiti a ratermettségi értékeket), egy forduléban a
fenti folyamatot egymds utan kétszer futtatjuk le. A SEL algoritmus tanuldsi
stratégiat kovetve egy forduld futési ideje 2- (O(N) + O(N - J)) = O(N - J),
azaz a stratégia- és az ligynokszam szorzatanak linedris fiiggvénye. A futta-
tasi paramétereknek az Arifovic és Karaivanov [2010] tanulményban legjobb
eredményt elér6 paraméterbedallitasokat hasznalunk. Ezeket a bedllitasokat a

4. tdbldzat tartalmazza.?
Paraméter Erték
Modell
Kockazatelutasitds paraméter, ~y 15 egyenletes tdvolsdgu pont a [0,2; 3]-bdl
Output szérésa, o 7 egyenletes tavolsdgd pont a [0;0,6]-bdl
Szimuldcid
Véletlen magok szdma, seed 70 egyenletes eloszldsu véletlen a [1;10000]-bdl
Stratégiatér elemszdama, |G| 101 - 56 = 5656
Racsfinomsag, d 0,1
Forduldk szama, T 1200
SEL
Stratégidk szdma, N 30
Ugynokok szama stratégiankként, J 10
Mutécié valdsziniisége, p 0,05
Mutécié sugara, rm 0,1

4. tdbldzat. A referencia szimuldaciéban haszndlt paraméterek és azok értékei

Irodalom

1. Arifovic, J. és Karaivanov, A. [2010] Learning by doing vs. learning from oth-
ers in a principal-agent model. Journal of Economic Dynamics and Control,
34(10):1967-1992, . URL https://doi.org/10.1016/j.jedc.2010.04.007.

2. Axelrod, R. [1987] The evolution of strategies in the iterated prisoner’s dilemma.
The dynamics of norms, 1-16.

3. Berlinger, E., Lovas, A., és Juhdsz, P. [2017] State subsidy and moral hazard
in corporate financing. Central European Journal of Operations Research,
25(4):743-770, URL https://doi.org/10.1007/s10100-016-0461-8.

4. Bolton, P. és Dewatripont, M. [2005] Contract theory. The MIT Press, Cam-
bridge, Massachusetts. ISBN 978-0-262-02576-8.

5. Camerer, C. és Hua Ho, T. [1999] Experience-weighted attraction learning in
normal form games. Econometrica, 67(4):827-874. URL http://dx.doi.org/
10.1111/1468-0262.00054.

3A szimuldcidkat a MATLAB R2017a programmal futtatjuk. A kédok elérhetéek
a MATLAB ko6z0sség fajlcseréld oldaldn: https://www.mathworks.com/matlabcentral/
fileexchange/66251-cuckoo-search-learning-strategy-in-the-principal-agent-model



98

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Kerényi Péter

. Cséka, P., Havran, D., és Szlics, N. [2015] Corporate financing under moral

hazard and the default risk of buyers. Central European Journal of Operations
Research, 23(4):763-778. URL http://dx.doi.org/10.1007/s10100-013-0319-2.

. Gandomi, A. H., Yang, X.-S., és Alavi, A. H. [2013] Cuckoo search algo-

rithm: a metaheuristic approach to solve structural optimization problems.
Engineering with Computers, 29(1):17-35. URL http://dx.doi.org/10.1007/
s00366-012-0308-4.

. Holmstrém, B. és Milgrom, P. [1991] Multitask principal-agent analyses: In-

centive contracts, asset ownership, and job design. Journal of Law, Eco-
nomics, & Organization, 7:24-52. URL http://www.jstor.org/stable/764957.

. Kéczy, A. L. és Kiss, H. J. [2017] Hart és Holmstrom szerzédéselméleti munkds-

saga. Hitelintézeti Szemle, 16(1):162-174. URL http://hitelintezetiszemle.hu/
letoltes/koczy-a-laszlo-kiss-hubert-janos.pdf.

Layeb, A. [2011] A novel quantum inspired cuckoo search for knapsack prob-
lems. International Journal of Bio-inspired Computation, 3(5):297-305. URL
https:/ /doi.org/10.1504/I1JBIC.2011.042260.

Mantegna, R. N. [1994] Fast, accurate algorithm for numerical simulation of
Levy stable stochastic processes. Physical Review E, 49(5):4677-4683. URL
https://doi.org/10.1103 /PhysRevE.49.4677.

Rose, D. és Willemain, T. R. [1996] The principal-agent problem with evolu-
tionary learning. Computational & Mathematical Organization Theory, 2(2):
139-162. URL https://link.springer.com/article/10.1007 /BF00240424.

Roth, A. E. és Erev, 1. [1995] Learning in extensiv e-form games: Experi-
mental data and simple dynamic models in the intermediate term. Games
and Economic Behavior, 8(1):164-212. URL https://doi.org/10.1016/S0899-
8256(05)80020-X.

Stiglitz, J. E. [1974] Incentives and risk sharing in sharecropping. The Re-
view of Economic Studies, 41(2):219-255. URL http://www.jstor.org/stable/
2296714.

Szabd, G. és Téke, C. [1998] Evolutionary prisoner’s dilemma game on a
square lattice. Physical Review E, 58(1):69. URL https://doi.org/10.1103/
PhysRevE.58.69.

Szabd, G., Vukov, J., és Szolnoki, A. [2005] Phase diagrams for an evolution-
ary prisoner’s dilemma game on two-dimensional lattices. Physical Review E,
72(4):047107. URL https://doi.org/10.1103/PhysRevE.72.047107.

Tein, L. H. és Ramli, R. [2010] Recent advancements of nurse scheduling mod-
els and a potential path. In Proc. 6th IMT-GT Conference on Mathematics,
Statistics and its Applications (ICMSA 2010), 395-409.

Yang, X.-S. és Deb, S. [2009] Cuckoo search via Lévy flights. In Nature &
Biologically Inspired Computing. NaBIC 2009. World Congress on, 210-214.
IEEE, 2009. URL https://doi.org/10.1109/NABIC.2009.5393690.

Yang, X.-S. és Deb, S. [2014] Cuckoo search: recent advances and applications.
Neural Computing and Applications, 24(1):169-174. URL https://doi.org/
10.1007/s00521-013-1367-1.

Yang, X.-S., Deb, S., Karamanoglu, M., és He, X. [2012] Cuckoo search for
business optimization applications. In omputing and Communication Systems
(NCCCS), National Conference on, 1-5. IEEE, 2012. URL https://doi.org/
10.1109/NCCCS.2012.6412973.



Kakukk-algoritmus tanuldsi stratégia a megbizo-ligynck modellben 99

CUCKOO SEARCH LEARNING STRATEGY IN THE PRINCIPAL-AGENT
MODEL

In this study we analyze the performance of Cuckoo Search learning algorithm in a
principal-agent model. We introduce a standard principal- agent model framework,
where the principal can incentivize the agent using output sharing (linear contract)
and the moral hazard can be eliminated. In the model the principal knows neither
the agent’s utility function nor the properties of the stochastic environment, but
by iterating the process which consits of contracting, observation of output and
update of contract parameters, she can learn and optimize her objective function.
We use Monte-Carlo simulations and find that, despite the discontinuous utility
function and the stochastic environment, the Cuckoo Search can accommodate to
the principal-agent model and find the maximum of principal’s utility function more
precisely than former algorithms.

Keywords: principal-agent problem, linear contract, repeated game, Cuckoo
Search. JEL codes: C61, C63, C73, D86
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A VALOS ERTEKELES TOKEPIACI ERTEKITELETRE
GYAKOROLT HATASA EUROPAI NAGYBANKOK
RESZVENYEINEL!

TAKACS ANDRAS — SZUCS TAMAS
PTE KTK

Jelen tanulmany a valds értékelés tOkepiaci értékitéletre gyakorolt hatdsat
vizsgdlja az eurépai bankszektorban. A szerzék 20 eurdpai nagybank 2006-
2015 iddszaki adatai alapjan vizsgdljdk meg az eredményesség (EPS) és az
egy részvényre jutd sajat tOke azonos idészaki részvényarfolyamra gyako-
rolt hatasat, kiemelten a valds értékelésen alapuld szamvitel és a bekertilési
érték alapu szamvitel eltéréseire illetve a 2008-2009-es valsag hatasara kon-
centrilva. Az elemzés egyik kovetkeztetése, hogy a vélsigévek a pénziigyi
teljesitmény és az arfolyam kozti, kordbban altalanos igazsagnak tekintett
Osszefiiggést eltorzitottak. Ugyanakkor az elemzést a valsag utani idészakra
(2010-2015) lesziikitve szignifikdns kapcsolat mutathaté ki a valés értékeléssel
meghatarozott EPS és az arfolyam kozott. Mindez arra enged kovetkeztetni,
hogy normal (vélsigmentes) tizleti koriilmények kézott a befekteték donté-
seiket els6dlegesen a bank nyereségessége alapjan hozzak meg, melynek meg-
itélése tekintetében a valds értékelés relevancidja tovabbra sem vitathato.

Kulcsszavak: valds értékelés, netté eredmény, egyéb atfogd eredmény, egy
részvényre juté netté eredmény (EPS), netté eszkozérték, eurdpai bankszek-
tor, részvényarfolyam. JEL kodok: G11, G15, G21, M41

1 Bevezetés

A t6zsdei befektetok a véallalatok altal kbzzétett pénziigyi kimutatasok alapjan
képesek megitélni a vallalat pénziigyi és jovedelmi helyzetét, valamint tizlet-
vitel kockazatat, a vallalati részvények vételére, illetve eladdsara irdanyuld
dontéseiket az gy kialakult értékitéletiikre alapozva hozzdk meg. A vallalati
vagyon és eredmény meghatarozasa szempontjabol nagyon fontos a megbiz-
hat6, korrekt értékelési mechanizmus kialakitdsa. Az 1980-as évek kozepétél
szamitva a nemzetkozi szamviteli rendszerek folyamatosan kezdték levaltani a
koltségalapi értékelést a piaci alapu értékelésre. Shaffer (2012) kiemeli, hogy
a pénzpiacok komplex volta miatt egy inflaciéra hajlamos kérnyezetben a be-
keriilési érték modell alkalmatlan a megfelel6 értékelésre, az informécidkat

1Takdcs Andras habilitélt egyetemi docens, Pécsi Tudominyegyetem Kozgazdasig-
tudomanyi Kar, Pénziigy és Szamvitel Intézet, 7622 Pécs, Rakoczi it 80., e-mail:
takacsandras@ktk.pte.hu. Sziics Tamadas adjunktus, Pécsi Tudomanyegyetem Kozgaz-
dasdgtudomanyi Kar, Pénziigy és Szamvitel Intézet, 7622 Pécs, Rdkdczi it 80., e-mail:
tomi@ktk.pte.hu. A szerzék jelen tanulmanyt a Pécsi Tudomdanyegyetem alapitdsanak
650. évforduléja emlékének szentelik. Beérkezett: 2017. szeptember 19.
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csak késve képes rogziteni, ezért a valds értéken (fair value) torténd értékelés
mellett foglal allast. A valés értékelés szerepe kiilonosen erés a Nemzetkozi
Pénziigyi Beszdmoldsi Standardokban (International Financial Reporting Stan-
dards, IFRS), ami az EU hivatalos szdmviteli rendszerének tekinthetd. A
piaci alapu értékelésre torténé atmenet folyamataban el6szor csak bizonyos
pénziigyi instrumentumok bemutatdsi modelljének kijavitdsa volt a cél, majd
a valds érték késobb a pénziigyi instrumentumok dominans mérési eszkozévé
valt, napjainkban pedig az IFRS-ben mar bizonyos nem pénziigyi eszkozok,
példaul befektetési céld ingatlanok értékelésére is alkalmazzak (IAS 40). A
valds értékelés figyelembe veszi azokat a pénziigyi informécidkat (a pénz
id6értékét, a kockdzat drat), amelyeket a bekeriilési érték modell elutasit.
Barth és szerzétarsai (2012) szerint, mig a bekeriilési érték alapi szamviteli
gondolkodas nem tudja kezelni a vallalat szempontjabdl jo, illetve rossz ,,hir”
hatasait, addig a valds értékelés figyelembe veszi ezeket az adott vagyonrész
értékének meghatdrozasakor. A szerzék szerint a valds értékelési modell képes
felismerni és mérni a ,,jo hirben” rejlé potencidlt, a magasabb jovedelem, osz-
talék és menedzsment bénuszok realizdlasat.

A valés értékelés toretlennek tiinG népszertisége és elfogadottsiga ellen
els6ként Beneish (1999) emelt szét: érvelése szerint a valds értékelés hatékony
eszkoze a pénziigyi beszamoldék manipuldlasanak, az egyes vagyonrészek fel-
értékelésébol szarmazoé jovedelmek indokolatlan részvényarfolyam-emelkedést
vonnak maguk utdn. Ennek indoklasat egy b évtizeddel késébb Shaffer
(2012) fogalmazta meg megfeleléen: a valds értékelés csak bizonyos feltételek
megléte esetén mitkodhet jol. Aktiv, likvid piacok hidnydban vagy a piaci
krizisek idOszaka alatt az értékelés gyakran nem ad objektiv, értheto és tran-
szparens eredményt, ami félrevezeto lehet a befekteték szamara.

A 2008-2009-es pénziigyi valsag kirobbandsa utén szamos szakérté készi-
tett tanulmanyt, melyben a valds értékelés valsagban betoltott szerepét vizs-
galta. Markansan két allaspont koré sorakoztak fel az egyes kutatok és gyakor-
lati szakemberek. Az egyik alldspont szerint a valds értékelés a valsig egyik
kirobbantdja volt, mig a masik alldspont a valsag vészjelzdjeként azonositja
ezt az értékelési modszert. Allan és Carletti (2008), valamint Gorton (2008)
szerint a valds értékelés modszertandnak kritikaja abban keresendd, hogy
egy illikvid piaci kornyezetben a valds értéket rendkiviil nehéz megbecsiilni,
legtobb esetben megbizhatatlan eredményt ad. A valds érték tehat a piaci lik-
viditasi szint egyfajta méroszamaként is értelmezhetd. Tovabbi kritikak arra
irdnyultak, hogy valds értékelés mechanizmusa nyomast gyakorolt a pénzinté-
zetek szamara olyan mértékii értékvesztés elszamolasara, melynek eredménye-
képpen az érintett eszkozok jelent&sen alulértékeltté valtak (Gorton, 2008).
Ugy tlnik tehat, hogy a valsag szamottevéen rontotta a valds értékeléssel
szemben addig kialakult bizalmat. Ebben az idészakban a hitelek arazasi
mechanizmusai sem gy miikodtek, mint a valsdgot megel6z6 években (Pitz-
Schepp 2013). Kés6bbi tanulményok, mint példdul Fvans és tdrsai (2014)
viszont arrdl szamolnak be, hogy a valsagot kovetd években a valds értékelés
a befektetOk dontéseiben ismét relevans tényezévé valt.

Jelen kutatéds 20 eurépai nagybank 2006-2015 id6szaki adataira alapozva
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vizsgalja meg, hogy statisztikailag is igazolhaté-e a valds értékelés hiteles-
ségének csokkenése a valsdg idOszakaban, valamint hogy a valsagot koveto
években valoban visszaallt-e ezen értékelési méd elfogadottsaga. Bar szamos
tanulmany foglalkozott ezzel a téméval az utdbbi években, azok jellemzben
nem specifikusan a bankszektorra, vagy nem az eurdpai régiéra, illetve nem
a 2006-2015 iddszakra irdanyultak. A szakirodalom-kutatds sordn a szerzék
nem talaltak olyan tanulmanyt, amely ugyanilyen mintan hasonlé modszerrel
vizsgalta volna ezt a kérdést. A szerzék meggy6zddése, hogy az elvégzett
kutatas 1j és hasznos empirikus eredményekkel jarul hozzd a meglévo —
kiilonGsen a hazai — szakirodalomhoz.

A cikk tovdbbi részében el6szor a vonatkozé szakirodalmat tekintjiik at,
melyet a moédszertani hattér bemutatasa kévet. Mindezek utan a megfeleld
statisztikai modellek kidolgozasa kovetkezik, melyet az eredmények ismerte-
tése, a kovetkeztetések levonasa és a konkluzié kovet.

2 Szakirodalmi attekintés

A témahoz kapcsolédd elsd, nagy hatast kivalté tanulmédnyok publikalaséra
az 1990-es évek elején keriilt sor, melyekben statisztikailag igazolast nyert a
szamviteli eredmény és az arfolyam kapcsolata. Faston, Harris és Ohlson
(1992) mintegy 1000 elemii véllalati mintdn mutatott ki szignifikdns egyiitt-
mozgast az eredmény és a piaci kapitalizacié kozott, tovabba megallapitottak,
hogy amennyiben nemcsak egy év, hanem tobb multbeli év halmozott ered-
ményét alkalmazzak fiiggetlen valtozdként, akkor az arfolyamra vonatkozd
magyarazé eré novekszik. Graham, Pope és Rees (1992), valamint Harris,
Lang és Mdller (1994) is hasonld osszefliggést taldlt a profit és a tOzsdei
teljesitmény kozott német és amerikai vallalatok adatai alapjan.

Mas szerzok az eredmény abszolut Osszege helyett kiillonb6z6 szamviteli
teljesitménymutatdkat hasznaltak a részvényar magyarazo valtozéiként. Tobb
orszagspecifikus vizsgélat is kimutatta, hogy az egy részvényre juté addzott
eredmény (Earnings Per Share, EPS) j6l magyardzza az arfolyamot: Ma-
ditinos és tarsai (2007) gorog t6zsdei vallalatokat, Chang és tarsai (2008)
tajvani cégeket, Wang, Fu és Luo (2013) pedig a sanghaji t6zsdén jegyzett
vallalatokat elemezve mutatta ki a két valtozd kozti egylittmozgast.

Az eredmény-ar viszonyhoz hasonléan szamos kutatés foglalkozott a valds
értékelés arfolyam-relevancidjdval mar az ezredfordulé eldtt is. Barth (1994),
Bernard és tarsai (1995), Barth és tdrsai (1995), valamint Barth és Clinch
(1998) tanulményai egyardnt a valds érték szamvitel (Fair Value Account-
ing, FVA) és a bekertilési érték alapu szamvitel (Historical Cost Accounting,
HCA) részvénydrra gyakorolt hatdsit hasonlitottdk Ossze, és egyontetiien a
valés érték szamvitel és az arfolyam kozott mutattak ki szignifikdns egytitt-
mozgast. Ugyanezt a kapcsolatot masfél évtizeddel késébb Song és szerzd-
tarsai (2010), valamint Li és Kyu (2010) is kimutatta amerikai illetve kinai
véllalatok adatain. Yao és tdrsai (2015) ausztrél véllalatok esetében a sa-
jat toékében nyilvantartott atértékelési tartalék jovobeli hatasat vizsgaltak.
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Eredményeik arrdl tanuskodnak, hogy a valds értékelésbol szarmazoé kilon-
bozetek leginkabb a kévetkezd 1-2 év jovedelmét befolyasoljak.

A termeld, szolgaltaté illetve kereskedelmi vallalatokat vizsgdld tanulmé-
nyok mellett szép szammal jelentek meg specidlisan hitelintézetekre, pénziigyi
véllalkozdsokra koncentralé frasok. Kolev (2008) amerikai pénziigyi véllalko-
zasok adatait tartalmazd 172 elemid mintan vizsgélta a valds érték kiilonb6zo
modelljeit, és megdallapitotta, hogy a befektetok lényegesen magasabb értéket
tulajdonitanak az aktiv piacok jegyzett araibdl szarmaztatott értéknek, mint
a becsléseken alapulé értéknek. Sun (2014) ausztral bankok adatait vizsgélva
megallapitotta, hogy a valds értékelés hozzajarul a rendkiviili piaci volati-
litashoz, és a megfelel6 dontések meghozatala érdekében a befektetoknek
meg kell értenilik a valds érték relevancidja és a volatilitds kozti trade-off-
ot. Evans és tarsai (2014) 6sszesen 7794 amerikai banki adatra tdmaszkodva
a valés értéken meghatarozott eszkozérték és az arfolyam kozott mutattak
ki egylittmozgast, tovabbda arra jutottak, hogy a valds eszkozérték jobban
magyarazza a jovobeli arfolyamot, mint az azonos idészaki tozsdei arat.

Bagna, Martino és Rossi (2014) 120 eurépai bank 2008-2012 kozti adatait
feldolgozva, OLS regressziés modell segitségével elemezték a valdsérték-hie-
rarchia kiiléonb6z6 szintjeinek arfolyamra vonatkozé relevancidjat. A kutatéds
modszertani hatterét az IFRS 7 standard képezte, amely a valés értéknek
harom szintjét kiillonbozteti meg. E harom szint prioritasi sorrendben a
kovetkez6: teljesen objektiv piaci informaciékon alapulé (Mark to Market),
részben piaci informécidkon alapulé (Mark to Matrix), valamint becslésen
alapulé (Mark to Model) valds érték. A szerzék az arfolyam/kényv szerinti
érték (P/BV) hanyadost vizsgdlva megéllapitottak, hogy a Mark to Market
érték arfolyamra gyakorolt hatasa jéval erdsebb, mint a Mark to Matrix vagy
a Mark to Model értékeké.

A szakirodalmi attekintés két fontos kutatdsi iranyt tart fel. Egyrészt, a
szamviteli adatok (eredmény, vagyonérték) és az arfolyam kozti Gsszefiiggést
az 1990-es évek Ota szamos kutatas bizonyitotta. Masrészt, sok szerzé iga-
zolta a valds értékelés szignifikans hatasat a befektetési dontésekre, azon
keresztiil pedig a részvényarakra. A hivatkozott miivek jellemz6en nem speci-
fikusan a bankszektorra vagy nem az eurdpai régidra irdnyultak. Ez aldl
kivétel Bagna, Martino és Rossi (2014) munkdja, akik azonban csak egy vi-
szonylag sziik idoszakot vizsgaltak, és nem kifejezetten a 2008-2009-es valsag
alatti illetve utani allapot Gsszehasonlitasat tlizték ki célul. Jelen tanulmény
ezt a kutatasi rést megcélozva 1j empirikus eredményekkel szolgal a valds
értékelés jelentOségével kapcsolatban.

3 Modbdszertani hattér
3.1 Valés értékelés és annak hatasa az eredményre és
a sajat tokére

A valds értékelés egységes kereteit a 2011 méjusdban kibocsatott IFRS 13
standard fogalmazza meg. A standardban definidlt valds érték alkalmazhatd
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a pénzigyi és a nem pénzilgyi eszkozokre is. A valds érték fogalméat az
alabbi médon hatarozza meg: ,,az az ar, amelyet egy eszkoz értékesitésekor
kapnanak, illetve egy kotelezettség atruhazasakor kifizetnének egy piaci sze-
replck kozott 1étrejott szabalyos tigylet alapjan az értékelés idopontjaban.”.
Az értékelési eljaras alapjan a pénziigyi instrumentumokat két csoportba
sorolhatjuk. A kereskedelmi pénziigyi eszkdzok és kitelezettségek? kozé sorolt
vagyonelemek valds értékének valtozdsait kozvetleniil az eredményben (nyere-
ségként vagy veszteségként) kell elszdmolni, igy ezek az értékvaltozasok koz-
vetleniil befolyasoljak a vallalat targyévi jovedelmezdségét. A valds értéken
értékelt pénziigyi instrumentumok masik csoportjaba azok a pénziigyi eszko-
z0k tartoznak, melyek esetében nem a kereskedelmi jelleg dominél, azonban
birtokosuk nem is kivanja a lejaratukig megtartani cket, vagy egyaltalan nem
rendelkeznek futamidével. Ezek az tn. értékesitheté pénziigyi eszkozok®.
A standard értékelési szabalyainak megfeleléen az ilyen eszkozok kezdeti
értékeléskor a bekeriilési érték és a valds érték kozotti kiilénbozet az ered-
ményben keriil elszdmoldsra, ugyanakkor a késobbi idGszakokban elvégzett
felértékeléseket a sajat tokén belil elkiilonitetten, atértékelési tartalékként
(més néven egyéb atfogd eredményként [Other Comprehensive Income, OCI])
kell megjeleniteni. Az igy keletkezd felértékelések tehdat nem kozvetleniil
a targyévi eredményt, hanem a véllalat netté eszkozértékét (sajat t6kéjét)
modositjak. Az emlitett atértékelési tartalék természetesen nem véglegesen
képezi a sajat tOke részét, azt az eszkoz kivezetésekor (példdul értékesités ese-
tén) az eredménybe kell dtvezetni az TAS 39 standard szerint. Amennyiben az
értékesithet6 pénziigyi eszkozok értékében olyan negativ valtozas kovetkezett
be, amely a standardban rogzitett, objektiv médon bizonyithatd, akkor az el-
szenvedett veszteséget az eredmény terhére, értékvesztésként kell elszamolni.

A fentieket ugy foglalhatjuk Ossze, hogy a walds értékelés helyes alkal-
mazdsa eqyrészt a vdllalat targyévi eredménykimutatisdban megjelend netto
eredményre, mdsrészt pedig a mérlegben szerepld sajdt tokére gyakorol hatdst.
Az eredményhatésok az IFRS szerinti eredménykimutatdsban elkiilonitetten,
a ,,valos értékelésbol szarmazo jovedelem” illetve | értékvesztés” sorokon je-
lennek meg, mig a sajat tokét érintd kilonbozetek a sajat toke ,,atértékelési
tartalék” soraban szerepelnek.

Mivel a teszteléshez felhasznalt valtozok definidlasakor jelentosége lesz,
a fent leirtak alapjan roviden Osszefoglaljuk, hogy konkrétan mely tételek
okoznak eltérést a valds értékelés alapjan meghatarozott és a bekeriilési érték
elven kalkulalt eredmény és sajat téke kozott. A valds értékelés mellett meg-
hatdrozott netto eredmény tartalmazza a kereskedelmi pénziigyi eszkozokre
és kotelezettségekre a valds érték valtozasa miatt elszamolt, valamint az
értékesithet6 pénziigyi eszkozok kezdeti értékelésekor elszamolt nyereségeket
és veszteségeket, tovabba az eszkozok leértékelésekor konyvelt értékvesztést.

2Az IFRS 9 standardban foglalt, 2018. janudr 1. utdn hatdlyba 1ép6 besorolds szerint
ezen instrumentumok hivatalos megnevezése ,,eredménnyel szemben valds értéken értékelt
pénziigyi instrumentumok” (Fair Value To Profit and Loss, FVTPL).

3Az IFRS 9 standardban foglalt, 2018. januar 1. utdn hatdlyba 1épS besoroldsa ezen
instrumentumokat ,,az egyéb atfogd eredménnyel szemben valds értéken értékelt pénziigyi
eszk6zoknek” (Fair Value To Other Comprehensive Income, FVTOCI) nevezi.
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Igy tehét a valés értékelést alkalmazé (IFRS szerinti beszdmoldkban kézzé-
tett) netté eredménybél a kovetkez6képpen vezethetd vissza a valds értékelés
nélkiili (bekeriilési érték alapi) eredmény:

Valos értékeléssel meghatdrozott eredmény
+ Ertékvesztés
— Valds értékelésbdl szdrmazd jovedelem (nyereség/veszteség)
= Valds értékelés nélkili eredmény

A walds értékeléssel meghatdarozott sajdt téke a hagyoményos bekeriilési
érték alapu értéktdl két tételben tér el: magaban foglalja az értékesithetd
pénziigyi eszkozok valds értékének novekedésekor keletkezett halmozott kii-
16nbozeteket az atértékelési tartalék soraban, valamint az évrél évre az ered-
ménnyel szemben elszdmolt tételek (nyereségek és veszteségek, értékvesztés)
halmozott egyenlegét:

Valos értékeléssel meghatdrozott sajdt toke
— Atértékelési tartalék
— Valds értékelésbdl szarmazo, az eredményben elszdmolt tételek halmozott 6sszege

= Sajdt téke valds értékelés nélkiil

3.2 Mintavétel és adatforrasok

Az empirikus vizsgalat alapjdat a szerzfk sajat gytjtési panel-adatbéazisa
képezte, amely 20 eurdpai nagybank 2006-2015 id6szaki adatait tartalmazza.
A vizsgalandé ipardg (bankszektor) kivélasztdsét tobb fontos szempont be-
folydsolta. Egyrészt a bankok altal kezelt vagyon donté részét pénziigyi in-
strumentumok képezik, amelyek értékelésénél meghatérozé a valods érték, igy
az értékelés eredményre, illetve vagyonra tett hatasa e szektorban érhet6 tet-
ten a legmarkéansabban. Masrészt a bankok a 2008-2009-es pénziigyi valsag
elsédleges érintettjei voltak, ami lehetéséget ad arra, hogy kimutassuk a val-
sagnak a valds érték relevancidjara gyakorolt hatdasat. Végil, a banki szaba-
lyozas folyamatos szigorodasabdl kifolyolag a banki pénziigyi kimutatasokban
lényegesen tSbb és részletesebb informacié all rendelkezésre — a valds értékkel
kapcsolatban is —, mint a termeld, szolgdltatd vagy kereskedelmi vallalatok
esetében.

Ssz. Bank neve Ssz. Bank neve
1. Banco Santander Group 11. ING Group
2.  Banco Bilbao Vizcaya Argentaria Group  12. Intesa Sanpaolo Group
3. Barclays PLC 13. Lloyds Banking Group
4. BNP Paribas Group 14. Natixis Bank Group
5. Commerz Bank Group 15. Nordea Bank Group
6. Crédit Agricole Group 16. Royal Bank of Scotland Group
7. Credit Suisse Group 17.  Societe Generale Group
8. Danske Bank Group 18. Standard Chartered Plc
9. Deutsche Bank Group 19. UBS Group AG

10. HSBC Holdings 20. UniCredit Group

1. tabldzat. A vizsgdlatba bevont eurdépai nagybankok
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Az adatbézis kialakitdsakor az 500 millisrd EUR-t meghalad6 mérlegf6-
Osszeggel rendelkez6, t0zsdén jegyzett eurdpai bankok koziil véletlenszeriien
kivalasztottunk hiszat, amely megitélésiink szerint jol reprezentilja az eu-
répai bankszektort. A mintdba keriilt bankokat bet{irendben az 1. tdbldzat
mutatja.

A kivalasztott bankok 2006-2015 id8szakra vonatkozé IFRS szerinti be-
szamolodibdl legyijtottik a mérleg és az eredménykimutatas adatait. Minden
esetben a konszolidalt beszamoldk adataival dolgoztunk, melyek a hitelinté-
zetek sajat honlapjain voltak elérheték. Valamennyi bank mérleg- és ered-
ményadatait EUR-ban allapitottuk meg. Azokat az adatokat, amelyek mas
pénznemben kifejezve voltak elérhetdk, az fxtop.com oldalon megtaldlhato
arfolyamok alapjan valtottunk &t EUR-ra.

Ulbert (2001) szerint a véllalat, illetve annak részvényei értékelésére alap-
vetden két megkozelités, a hozamérték és a vagyonérték mddszer alkalmazhato
hatékonyan. Ebbél kiindulva minden bank minden évére (2006-2015) négy
{6 pénziigyi teljesitménymutatét hataroztunk meg, melyek a regresszids mo-
dellekben fiiggetlen valtozdként szolgalhatnak:

o EPS wvalos értékeléssel: az ,alap” egy részvényre jutd eredmény, azaz
a targyévi eredménykimutatasban kimutatott nettd eredmény és a for-
galomban 1év6 részvények hanyadosa.

o EPS walds értékelés nélkil: az el6z6 valtozonak a valds értékelés soran
elszamolt tételektol megtisztitott értéke, azaz a nettd eredmény valds
értékelésbdl szarmazoé jovedelemmel csokkentett, valamint az elszamolt
értékvesztéssel novelt Gsszege, elosztva a részvények szamaval.

o Sajat téke (nettd eszkdzérték) valds értékeléssel: a mérlegben kimuta-
tott sajat toke egy részvényre vetitett Osszege.

o Sajat téke (netté eszkizérték) valds értékelés nélkil: a sajat t6kének
az adott év végi atértékelési tartalékkal és valds értékelésbdl szarmazd
halmozott (a vizsgalt idészak kordbbi éveiben és a targyévben Gsszesen
keletkezett) eredménnyel cstkkentett Gsszege, elosztva a részvények sza-
maval.

Az EPS a bank eredményességét méri — az IFRS-ben ez egy kiilén stan-
dard &ltal szabélyozott, kiemelt jovedelmezéségi mutaté (Fenyves és tdrsai
2015), mig a sajit tOke a vagyonnagysdgot fejezi ki. A fent bemutatott négy
teljesitménymutaté abbdl adddott, hogy mind az EPS, mind a részvény-
egységre jutd sajat tOke mutatdjat kétféleképpen hataroztuk meg: a valds
értékelés szabalyainak alkalmazasaval, illetve azok kizarasaval. Ezzel tulaj-
donképpen a valds érték szamvitel (FVA) és a bekeriilési érték szamvitel
(HCA) eltérését ragadtuk meg. Végiil e magyardzé véltozok mellé a mintabeli
bankok minden évére meghataroztuk a forgalommal silyozott éves atlagos
tozsdei részvényarfolyamot, melyhez a shareprices.com oldal szolgalt adat-
forrasként.
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Az igy Osszeéllitott panel minden véltozéjdra vonatkozéan ADF (Aug-
mented Dickey-Fuller) tesztet futtattunk a véltozdk integraltsdgdnak vizs-
galata érdekében. Az ADF tesztek bizonysiga szerint a fent taglalt Gsszes
magyarazo valtozo, valamint az eredményvaltozoként alkalmazott részvény-
arfolyam is stacioner.

3.3 Modellépités

Az empirikus vizsgédlathoz els6ként felirt modell felépitését a felhasznélt adat-
bézis panel-jellege hatdrozta meg. A modell az el6z6 alfejezetben bemuta-
tott négy fiiggetlen valtozé adott vallalatra és adott idészakra vonatkozo
értékeinek és ugyanazon vallalat azonos idOszaki atlagarfolyamanak kapcso-
latat vizsgédlja (a vizsgdlt nagybankok mindegyike negyedévente tesz kozzé
évkozi beszamoldt, igy feltételezhetd, hogy a magyarazo tényezok valtozasai
altal generalt befektet6i valaszlépések éven belil megtorténnek, ezek hatdsa
pedig mér a targyévi drfolyamokban kifejezédik). Mindemellett az adatbazis
el6z6ekben ismertetett szerkezete alapjan feltételezheté olyan meg nem fi-
gyelt, bankspecifikus jellemzSk jelenléte, melyek bankonként eltéroek, az
egyes bankok esetében azonban idében dllandéak (vagy legaldbbis véltozasuk
nem jelentds). Ezen feltételezést a panelen elvégzett Hausman-teszt is alata-
masztotta, ahol a véletlen hatdsi (random effect) modellek alkalmazhatdésa-
gara vonatkozo nullhipotézis 0,0089-es p érték mellett elvetésre kertlt, ami
egyben azt is jelenti, hogy a valtozok kozotti kapcesolat jelen esetben allando
hatésui (fixed effect) panelmodellel vizsgalhat6 hatékonyan (Kdrdsi-Matyds-
Székely 1990). Az eredeti modell tehét az aldbbi:

Pit =q; + ﬂlEPSf;V“wl + ﬂQEPSiI*;Vea:cl + ﬂBSEiI*;Vi'rwl + ﬂ4SEiI*;Vea:cl +ut

(1)
ahol

P;:: az i-edik bank t-edik évi stlyozott dtlagos részvényérfolyama

EPSEVinel. az i-edik bank t-edik évi, valés értékelés hatdsat tartalmazé EPS
mutatdja

EPSEVerel: az i-edik bank t-edik évi, valés értékelés hatdsstdl megtisztitott EPS
mutatdja

SEEVirel: az i-edik bank t-edik évi, valds értékelés hatdsat tartalmazé egy rész-
vényre juté sajat tékéje
SEEVerel. az i-edik bank t-edik évi, valés értékelés hatdsatsl megtisztitott egy
részvényre juté sajat tokéje
Az (1) modellben kétféle torzité hatds is el6dllhat, melyeket megfelel sta-
tisztikai médszerekkel sziikséges kezelni. Az egyik a tengelymetszet (o) altal
megtestesitett bankspecifikus dllandé hatds, amely bels§ (,,within group”)
transzformécié segitségével kertilt kisziirésre. A transzformécié annyit jelent,
hogy az egyes véltozok eredeti értékeit atalakitjuk oly médon, hogy az adott
bankhoz tartozé adott évi érték helyére ezen érték és a valtozd Osszes meg-
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figyelt id6szaki atlagértékének kiilonbségét irjuk:
Pi—P; = (i — @) +Bi(EPSLY ™ -EPS, ") + p2(EPSE,Y ' “EPS;

——=FVincl ——=FVexcl

+ B3(SELY™ —SE; )+ Bu(SELY ™ —SE; )+ (uie — i) .

——=FVexzcl

)+

@)
Belathatd, hogy ennek eredményeképpen az a; véaltozo eltiinik a modellbol
(mivel adott bank esetében idében allandd, transzformalt értéke minden idé-
szaki megfigyelésnél nulla lesz). A transzformdcié masik fontos kovetkezmé-
nye, hogy a véaltozok kozti Gsszefliggés igy mar tesztelhetd egyszert legkisebb
négyzeteken alapulé (OLS) regresszi segitségével (Pintér—Rappai 2007). Az
emlitett a; tényez6 elhagyasdval, valamint a szakirodalomban alkalmazott
egyszerlisitett jeloléssel a (2) egyenlet az aldbbi formaban is felirhat:
PLt _ ﬂlEPSiVuLcl + ﬂQEPSFVeJ,cl + ﬂSSEiVULcl ﬂ4SEiVeJ,cl T dit - (3)
A masik lehetséges torzité hatdst az id6tényezd jelenti. Annak vizsgélata,
hogy van-e olyan — a mintaban szerepl6 Osszes bankot érinté — id6beli hatés,
amely hatéast gyakorol az eredményvéltozéra, in. id6-dummyk alkalmazasaval
torténhet meg. Amennyiben t id6szakra vonatkozé megfigyelésekkel ren-
delkeziink, akkor t — 1 szamd dummyra van sziikség. Esetlinkben ez 10
éves adatsornal 9 dummyt jelent, ezeket a modellben 65097, 82008, - - -5 02015
jeloli, ahol 6; értéke (j = 2007, ...,2015) a j-edik évi megfigyelések esetében
1, minden mé&s esetben 0. A teszteléssel megallapithaté, hogy a dummyk
egyltthatdi szignifikdnsan eltérnek-e a nulldtél. Amennyiben igen, akkor a
modellben 1étezik a fiiggd véaltozot befolydsold idéhatéds, mig ellenkez6 esetben
az eredményvéltozéra az idStényezének nincs hatdsa. Az empirikus vizsgalat-
hoz felhasznalt végleges modellt tehat az aldbbi, id6-dummykat is tartalmazé
valtozat képezi:
PLt _ ﬂlEPSZVuLcl + ﬂQEPSZVeJ,cl + ﬂSSEZVuLcl ﬂ4SEZVeJ,cl
+Y200702007 + - - - + V201502015 + Uit -
Amennyiben a tesztelés soran igazoldst nyer, hogy az idétényezének nincs
jelentOs hatédsa, valamint a négy fiiggetlen valtozo kozil legaldbb egy szignifi-
kénsnak bizonyul, akkor e szignifikdns fiiggetlen véltozé(k)nak az arfolyamra
gyakorolt hatdsa és magyardzé ereje a megfelels egyvéltozés (transzformélt)
modell(ekk)el lesz megéllapithaté:

(4)

FVincl

Py = BEPS;, " +ii (5)
.. FVexcl .

by, = pBEPS;, + gy (6)
.. FVincel .

Py = BsSEy, + gt (7)
.. FVexcl .

By = BuSE, + gy (8)

4 Teszteredmények és kovetkeztetések

A modellépitésnél leirt gondolatmenetet kovetve els6ként az eredeti — a (4)
formulaval felirt — tobbvaltozds modell tesztelését végeztiik el a kivalasztott
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20 bank 2006-2015 idészakra vonatkozé valamennyi adatat tartalmazo teljes
mintéan. Az eredmények a 2. tdbldzatban lathatdk.

Modell: (4)
n = 200 (20 bank, 2006-2015)
Fliggd valtozd: Pi

Viltozé Koefficiens Std. hiba t érték  p érték
EPS ™! 32,3613 27,5759  -1,1735  0,2421
EPS;," e 24,2789 18,8786 1,2861  0,2000
SEhYind 32,797 19,4303  1,6879  0,0931
SEhY e -19,8648 14,0127  -1,4176  0,1580
2007 75,2815 219,563  -0,3429  0,7321
62008 403,543 239,889  -1,6822  0,0942
62000 515,649 228,781  -2,2539  0,0254
82010 438,412 223,553  -1,9611  0,0514
62011 469,544 229,158  -2,0490  0,0419
2012 -500,461 230,72 -2,1691  0,0313
62013 451,58 231,556 -1,9502  0,0527
82014 480,021 228,065 -2,1048  0,0367
2015 500,116 227,268 -2,2006  0,0290

2. tabldzat. A (4) modell teszteredményei a teljes (2006-2015) mintan

A tablazatbdl leolvashaté egyik fontos informécié az, hogy 1%-os szinten
egyik id6-dummy sem szignifikans. Ez alatamasztja azt az elozetes feltétele-
zésiinket, hogy a modellben az id6tényezének a fiiggd valtozéra vonatkozdan
nincs relevancidja, azaz nincs jelen idchatas. Ugyanakkor azt is latni kell,
hogy a négy magyarazo6 valtozé soraiban sem taldlhaté egyetlen elfogadhatd
p érték sem, tehat a valds értékelés alkalmazasatodl fliggetleniil allithatd, hogy
a teljes mintan sem az EPS, sem az egy részvényre jutd sajat téke nem képes
magyarazni a részvényarfolyamot. Ennek egyik valészinti indoka a 2008-
2009-es pénziigyi valsag lehet, mely soran a fundamentalis értékek arfolyamra
vonatkozé relevanciaja jelentésen csokkent, a részvények arait szamos egyéb
tényez6 mozgatta.

Modell: (4)
n = 120 (20 bank, 2010-2015)
Fliggd valtozd: Piy

Viltozé Koefficiens Std. hiba t érték  p érték
EPS, ™! 22,6395 6,8045  3,3271  0,0012%%*
EPS;," -16,6684 6,5415  -2,5481  0,0122
SEhYind -4,6987 3,6627  -1,2828  0,2022
Sphverd 2,6037 2,7516  0,9462  0,3461
2011 77430 18,7261  -0,4135  0,6801
82012 8,6080 19,3299  -0,4500  0,6536
62013 2,1542 18,9211  -0,1139  0,9096
2014 22,8225 18,6703  -1,2224  0,2242
82015 35,5873 18,9544  -18775  0,0631

3. tabldzat. A (4) modell teszteredményei a 2010-2015 részmintdn
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Annak érdekében, hogy e feltételezést aldtdmasszuk, a teljes mintdbdl
kizartuk a vélsdgot megel6zé éveket (2006-2007) és a pénziigyi valsdg éveit
(2008-2009), és ugyanezen modellt leteszteltiik az igy kapott 2010-2015 min-
tdn is. A kapott eredményeket a 3. tdbldzat mutatja.

Az idé6-dummyk jelen esetben is inszignifikdnsak, tehat az id6tényezd
hatdsat itt is kizdrhatjuk. A négy magyarazé tényezd koziil a valds értékelés
hatdsat tartalmazo EPS szignifikdansnak bizonyult, a masik harom valtozd
(valds értékelés nélkiili EPS, egy részvényre jutd sajat téke a valds értékelés
hatdsdval illetve anélkiil) viszont a teljes mintdan kapott eredményekhez ha-
sonldan itt sem mutat ok-okozati kapcsolatot a részvényarral.

Mindebbdl két fontos kovetkeztetést vonhatunk le. Egyrészt az egy rész-
vényre juté sajattéke-érték (netté eszkozérték) és a részvénydrfolyam kozott
valsdgmentes idészakban sem mutathaté ki kapcsolat. Masrészt viszont a
valsagévektdl megtisztitott mintan a valds értékelés hatasat tartalmazo EPS
szignifikdns magyarazo valtozoja a részvényarnak. Hogy a kapcsolat tényén
tul e valtozd milyen magas kozvetlen magyarazo erével rendelkezik a részvény-
arra vonatkozéan, azt az (5) formuldval felirt egyvaltozds modell tesztelésének
eredményei mutatjik meg (4. tdbldzat).

Modell: (5)
n = 120 (20 bank, 2010-2015)
Fliggd valtozoé: Py

Valtozé Koefficiens Std. hiba t érték  p érték R?
EPstY ™! 18,1186 546247  3,3169  0,0086*** 0,057

4. tdbldzat. Az (5) modell teszteredményei a 2010-2015 részmintan

Az egyvéltozdés modell eredménye alapjan megallapithatjuk, hogy a valds
értékelés hatasdnak figyelembe vételével meghatarozott EPS mutaté 5,7%-o0s
R-négyzet mellett képes magyardzni az ugyanazon évi részvényarfolyamot.

A 2010-2015 iddszakra leszlikitett mintdn kapott eredményeket Osszegezve
megallapithatd, hogy a kutatdsba bevont eurdpai nagybankok részvényei
esetében a befekteték dontéseit normél iizleti koriilmények kozott (nem vél-
ségidbszakban) a bank jovedelmezésége (EPS) szignifikdnsan befolydsolja. A
kétféleképpen meghatarozott EPS koziil a tesztelés sordn a valds értékelés
hatasat is tartalmazo érték bizonyult relevans magyarazo valtozonak az ar-
folyamra vonatkozéan. A szamok tehat arrdl tantuskodnak, hogy a kritikdk
ellenére a valds értékelésnek tovdabbra is kimutathato hatdsa van az drfolyamok
alakuldsdra, ez az allitds pedig annak ellenére megéllja a helyét, hogy a
vizsgdlt mintan csak alacsony magyardzé erdt (5,7%) sikeriilt kimutatni. Az
R-négyzet alacsony értéke arra utal, hogy pusztan az EPS alapjan elorejelzést
késziteni az arfolyamra nem lenne megbizhatd, hiszen azt sok egyéb tényezo
is befolyasolhatja. E vizsgédlat céljai kozott azonban nem is szerepelt az
elorejelzésre alkalmas modell felépitése, a szerzok a valtozok kozti ok-okozati
Osszefliggés meglétét kivantdk bizonyitani, amit az (5) modell 0,01 alatti p
értéke alapjan sikeriilt is megvaldsitani. A szakirodalomban tobb olyan je-
lent6s tanulmany is talalhatd, amely a valtozdk kozti kapcesolatot bizonyitva
komoly tudomanyos attorést jelentett, mikézben a magyardzo eré alacsony
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szinten maradt. Egyik példaként emlithetjiik a mar hivatkozott Faston, Har-
ris és Ohlson (1992) munkdjat, ahol az adott évi eredmény és a kovetkezd évi
arfolyam kozti szignifikans kapcsolat kimutatasa a maga koraban uttoéro ered-
ménynek szamitott, mikozben az R-négyzet értéke alig 6% volt. Egy mésik
példa lehet Darvas és Schepp (2007) kutatésa, amely a devizadrfolyamok mo-
dellezése teriiletén mutatott fel nagy jelentéségii Gj empirikus eredményeket,
modelljeik magyardzo ereje ugyanakkor a kiilonbozé devizanemek esetében
mindossze 0,5-5,5% kozott mozgott.

5 (")sszegzés

Az 1980-as évektdl kezdve a hagyoméanyos bekeriilési érték alapu értékelés
helyét a dominans szamviteli rendszerekben folyamatosan vette at a valds ér-
tékelés. Kiilonosen igaz ez a Nemzetkozi Pénziigyi Beszamolasi Standardok
(IFRS) szabélyrendszerében, amely nemcsak megengedi, hanem az eszk6zok
egy részénél kifejezetten eldirja a valds értéken torténé értékelést. Ennek al-
kalmazasa mind a mérlegben megjelené nettd eszkozértékre, mind pedig a
targyidoszaki eredményre hatast gyakorol: a pénziigyi kimutatasokban sze-
replo értékek a mindenkori piaci viszonyoknak megfelel6 aktudlis értéken
jelennek meg, ami akar jelentGsen eltérhet a koltségalapon megallapitott
értékektél. A 2008-2009-es pénziigyi vélsdgot megelézden nyilvanvalénak
tlint, hogy a befektetok a valds értékeléssel megallapitott értékeket tekin-
tik relevansnak mind az eszkozértékek, mind a véllalat nyeresége esetében.
A vilsag azonban sok tekintetben alddsta az ezen értékelési méd iranti bizal-
mat, tobb korabban hivatkozott szerz6 azonositotta a valds értékelést a valsag
egyik okozdjaként. Mindez jogosan vetette fel azt a kérdést, hogy vajon a
valsadg utan a valds érték tovabbra is ugyanolyan fontossdggal bir-e a tézsdei
befektetdk szemében, mint a 2000-es évek elején.

Jelen kutatds e kérdésre koncentralt, mely soran a szerzék hisz (a beszé-
mol6jét IFRS szerint készité) eurdpai nagybank 2006-2015 idészaki adatait
vizsgaltdk meg azt kutatva, hogy a bankok részvényegységre juté netté esz-
kozértéke (sajat tékéje) illetve jovedelmezésége (EPS) — mindkét valtozd érté-
keit valés értékeléssel és valds értékelés nélkiil is meghatdrozva — képes-e ma-
gyardzni a banki részvények arfolyamat. Az empirikus eredmények alapjan
igazolddott, hogy valsagidészakban a fundamentélis értékek és az arfolyam
kozott a valds értékelés alkalmazasatol fliggetleniil nincs kimutathaté ok-
okozati kapcsolat. A vélsdgmentes iddszakra (2010-2015) lesziikitett modell-
tesztelés soran az egy részvényre jutd nettd eszkozérték és az arfolyam kozti
kapcsolat keresése szintén sikertelen volt, ugyanakkor a bank valds értéke-
léssel meghatérozott EPS-e szignifikdns magyarazé valtozonak bizonyult az
arfolyam tekintetében 5,7%-0s magyarazé erd mellett. Ez alapjin pedig le-
vonhatd a végkovetkeztetés: bar a 2008-2009-es pénziigyi valsag nyilvanvals-
an sok mindent megvaltoztatott a befektetoi magatartast tekintve, a banki
részvények esetében a valds értékelésnek a befektetdi dontésekre vonatkozo
relevancidja tovabbra sem vitathato. Meggy6zodésiink, hogy ez az empiriku-
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san igazolt eredmény hozzaadott értéket képvisel, kiilonosen a hazai szakiro-
dalomban, ahol kiterjedt irodalomkutatdsunk soran nem taldltunk hasonld
kérdést, hasonlo iparagi fékusszal és modszerrel vizsgald irdst.

A kutatés korlatai k6zott emlithetd, hogy az empirikus eredmények szigo-
rdan véve csak a kivalasztott 20 bankra és azok 2006-2015 idoszaki adataira
vonatkoznak. Tovabbi korlatot jelenthet a felhaszndlt minta relative kicsi
mérete, amely esetlegesen csokkentheti a kapott eredmények relevancidjat a
korabban hivatkozott nagymintés vizsgdlatokhoz viszonyitva. Mivel azonban
a mintadban az eurdpai bankszektort jél reprezentald, vezeto szerepet betoltd
globalis nagybankok szerepeltek, és a 200 elem minta statisztikai értelemben
elegendGen nagy ahhoz, hogy a kovetkeztetések megbizhatok legyenek, a
szerzOk meggy06zodése szerint a kutatdsi eredmények altalanosithaték. Mind-
emellett felvetédhet a kérdés, hogy miképpen modositana az eredményeket,
ha nemcsak nagybankok, hanem kozepes és kis méretli bankok adatai is be-
keriilnének az adatbazisba, valamint ha a linearis kapcsolat mellett nemlindris
modellekkel kozelitenénk meg a valtozdk kozti kapcsolatot. Ezek megvalaszo-
ldsa tovabbi kutatas targyat képezi.
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THE EFFECT OF FAIR VALUATION ON EUROPEAN LARGE BANKS’
STOCK PRICES

This study focuses on the question how stock prices are affected by fair valuation
compared to traditional cost-based accounting, also examining the effects of the
financial crisis of 2008-2009. The research is based on a database of 200 company-
years, containing twenty European financial institutions’ data in the 2006-2015
period. Testing results indicate that, by ignoring fair valuation (that is, using cost-
based accounting values) and including the crisis years of 2008-2009 in the model,
no statistically proven relationship can be shown between financial performance
indicators and share prices. However, only using the after-crisis data of the selected
banks and applying fair valuation, earnings per share (EPS) becomes a significant
explanatory variable for the stock price, which means that, under normal business
circumstances, fair value is an important factor in the eyes of stock market actors.

Keywords: fair valuation, net income, earnings per share (EPS), other compre-
hensive income (OCI), financial institutions, share price
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A FOGYASZTOI TERMEKVALASZTAS EGYENI (AGYI)
PREFERENCIAFUGGVENYE!

VERES ZOLTAN - TARJAN TAMAS
Pannon Egyetem — Budapesti Gazdasdgi Egyetem

A cikk célja, hogy multidiszciplinaris forraselézmények alapjan feltdrja az
attribiutumpreferencia-alapi termékvalasztasi magatartas egyes matematikai
kovetkezményeit. A mogottes preferencidk kinyilvanitott preferencidkba tor-
téné attranszformalasit az agyi preferenciafiiggvénnyel modellezziik. Az agyi
preferenciafiiggvény eltér a féaramlattél két vonatkozasban. Az egyik az,
hogy az Osszes attribitumhoz rendeliink mégottes preferenciarangsort, a ma-
sik, hogy a rangsorolas itt részbenrendezést is jelenthet. Megmutatjuk, hogy
szigorian tranzitiv mogottes preferenciakbdl intranzitiv kinyilvanitott prefe-
renciat is el6 tudunk &llitani az agyi preferenciafiiggvénnyel. A tobbségi elv
alapjan a modell nem Orzi meg sziikségszertien a tranzitivitast a mogottes
preferencidkbdl a kinyilvanitott preferencidba valé leképezés sordn. A fiigg-
vény miikodésének megértéséhez a kisérletes médszert javasoljuk a kisérleti
feltételek olyan manipuldlasaval, amellyel felerésithetjiik azokat a hatasokat,
amelyek a valasztas inkonzisztenciajat eredményezik. Ilyen manipulécié a ter-
mékvalasztasi teszt lesziikitése a semleges attributumokra. Egy pilot kisérlet
igazolta, hogy a termékvalasztas a dontési kontinuumon Markov-lanccal ir-
haté le.?

Kulesszavak: termékattribitum-preferencidk, agyi preferenciafiiggvény,
termékvalasztds, intranzitivitds, dontési kontinuum. JEL: A12, C15, C91,
D12, M31.

1 Bevezetés

Tanulméanyunk a fogyasztoi magatartas egyik kulcskategoriajaval, a preferen-
cidkkal foglalkozik. A fogyaszt6 termékvélasztdsat meghatarozé preferencidk
modellezése és mérése hosszi ideje foglalkoztatja a kutatékat (néhény alap-
forras idérendben: Lancaster 1971; Jain, Mahajan és Malhotra 1979; Hauser
és Shugan 1980; Walsh és Roe 1987; Moore és Semenik 1988; Srinivasan
1988; Green és Srinivasan 1990; Green, Krieger és Agarwal 1993; Torres és
Greenacre 2002; Netzer et al. 2007; Bond, Carlson és Keeney 2008; Scholz,

IVeres Zoltan, tanszékvezetd egyetemi tandr, Pannon Egyetem, Gazdasigtudoményi
Kar, 8200 Veszprém, Egyetem u. 10. E-mail: veres.zoltan@gtk.uni-pannon.hu.
Tarjan Tamads, tudoményos fémunkatars, Budapesti Gazdasigi Egyetem, Kutatékozpont,
1054 Budapest, Alkotmany u. 9-11. E-mail: Tarjan.Tamas@uni-bge.hu Beérkezett:
2018. februar 28.

2Koszonetnyilvanitas: A kutatdst az NKFIH az OTKA K 116040 szdmt alapkutatési
palydzat alapjan tdmogatja.
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Meissner és Decker 2010; Netzer és Srinivasan 2011). A sokattribitumos
fogyasztéi dontésekben szabalyossagok és szabalytalansagok egyarant meg-
figyelhet6ek. A téméval foglalkozé kiilonbozé elméleti megkozelitések erds
versenyben vannak egymaéssal, azonban egyik sem vélt meghatdrozéva [ldsd
Russel (2014) &ttekintd cikkét a markavalasztdsrdl]. Sziikség lenne tehét
egy olyan konszenzusos matematikai modellre, amely a vélasztas jelenségét a
lehetd legjobban altaldnositva irja le. Tanulmanyunk célja, hogy hozzajarul-
junk az attributumpreferencia-alapu termékvélasztasi magatartas egyes ma-
tematikai kovetkezményeinek feltarasahoz. Ehhez — szakitva a leegyszertisito
modellekkel — meg kell érteniink a déntés valds természetét. Ervelésiinkben a
fogyasztdéi magatartds kutatéi mellett masok javaslatait is figyelembe vessziik
[igy példdul Hastie (2001) dontéselméleti elemzését a hagyomanyos modellek
kiterjesztésérél].

2 Multidiszciplinaris forrasel6zmények

A fogyasztdi preferencidkat els6ként a mikrodkonomia irta le. FEzekben a
modellekben a hasznossagi szintek fogyasztoi megitélése a preferencia alap-
informécidja, és a valasztds a maximaélis Osszhasznossig elérésén alapul a
koltségvetési korlat figyelembe vételével. A mikrookonémiai modellek mind-
azonaltal szamos megszoritast tartalmaznak. A racionélis preferencia példaul
feltételezi a teljességet és a tranzitivitast. Teljesség alatt azt értjilk, hogy a
fogyasztd barmely két jészdgkészletet képes Gsszehasonlitani, mig a tranzi-
tivitas azt jelenti, hogy létezik a joszagoknak egy egyértelmii, ellentmondés-
mentes rangsora. Mar ezek a megszoritdasok is kezelhetetlen egyszerisitések-
nek mindsiilnek egyes mas tudomanyteriileteken.

Maradva még a mikrockondémia teriiletén hivatkozzunk Samuelson (1938;
1948) érvelésére, amely szerint a fogyaszté magédval hozott mdgittes preferen-
ciairdl lehetnek feltételezéseink, mérni azonban csak a fogyasztd piaci visel-
kedésének megfigyelésével azonositott kinyilvdnitott preferencidkat tudjuk.
Amartya Sen 1973-as cikkében annyiban finomitja Samuelson allaspontjat,
hogy a mogottes és a kinyilvanitott preferenciak kozotti kapcesolatot arnyal-
tabbnak, s6t korldtozottnak gondolja. Hastie kérdésfelvetése (2001, 667) in-
dokolt: ,,Amennyiben a preferencidk kézvetleniil nem vezetheték le az elvért
hasznossagokbdl, mi legyen helyette a megoldés?”

A fogyasztdspszicholdgidban némiképp hasonléan a mogottes preferenci-
dkhoz Simonson (2008a, 2008b) olyan tun. inherens preferencidkat feltételez,
mint a kinyilvanitott értékitélet elézményei, amelyek a jelenlegi technikékkal
nem mérhetdek, 1étezésiik csak a hatasukkal azonosithaté. Mivel az inherens
preferencidk mélyen gyckereznek, kontextustdl fiiggetlenek, igy stabilabbak,
és az értékitéletben dominans szerepiik van. A fogyasztok a vasarlasi dontést
megel6zéen mar rendelkeznek egy felépitett preferenciarendszerrel (1dsd a mo-
gottes preferencidkat), az id6tényezd miatt azonban a preferenciarendszer
vdltozdsa nem zarhatd ki (Bettman, Luce és Payne 1998). A valtozdst ma-
gyardzhatjak kiilonboz6 stimulusok és/vagy informécidk. A kézgazdasdgtan
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preferenciafelfogdsaval szemben a pszichologia egyes outputokat ugy értelmez,
mint bizonyitékot az instabil vagy (kordbban) nem létez preferencidkra (Has-
tie 2001, 667).

A dontéstudomdny is foglalkozik a vasarlasi dontéssel (Payne et al. 1992;
Keeney és Raiffa 1993). Greifeneder, Bless és Tuan Pham (2011) Ggy érvelnek,
hogy a termékek megitélése interakcié az intuitiv és az analitikus informacidk
kozott.  Sokszor a vevé nem elsosorban terméket keres, hanem egy gyors
megoldast a problémdjara. Ennek egy moddja a heurisztika, amely — mint
egy intuitiv folyamat — jelentds szerepet jatszik a dontésben. A dudlis rend-
szermodell (Dhar és Gorlin 2013) hidat képez az intuitiv (irraciondlis, in-
konzisztens) és a tudatos (raciondlis, logikus) dontések kozott, segitve a pre-
ferenciarendszer alakuldsdnak megértését. Kahneman (2011) gondolkoddsi
szintjeinek egylttmiikodésére hivatkozva jol lathaté a kapcsolat a gazdasdg-
pszicholdgidval.

A preferenciakutatdshoz jelentés mértékben hozzajarult a viselkedéstudo-
mdny és a szocidlpszicholdgia is (Egan, Bloom és Santos 2010). Ajzen ,A
tervezett viselkedés elmélete” cimii kényvében (1991, 2011) hivja fel a figyel-
met arra, hogy az attitidok és az aktudlis viselkedés kozott jelentOs eltérések
lehetnek. Hivatkozhatunk itt az un. attitlid-viselkedés gap-re (Boulstridge
és Carrigan 2000, Papaoikonomou, Ryan és Ginieis 2011) vagy a szandék-
viselkedés gap-re (Carrington, Neville és Whitwell 2010). Nem mellesleg a
vélasztéds bizonyos esetekben (pl. konfliktusos attribitumok) egyaltaldn nem
optimalizalhaté (Cho, Khan és Dhar 2013). E modellek mellett meg kell
emliteni a fogyaszt6i magatartdsra irdnyuld szociolégiai kutatasokat (Chatzi-
dakis, Hibbert és Smith 2007; Chatzidakis és Lee 2013). Témdank szem-
pontjabdl kiilénosen érdekes az etikus fogyasztés vizsgélata (Papaoikonomou
et al. 2011). Eszerint a fogyasztds nem egy egyszerii raciondlis dontés, hanem
tarsadalmi normak is befolyasoljak. Ebbdl vezethet6 le az tn. fogyasztdi
ellendllas, amely egyes termékattributumok diszpreferencidjat jelenti.

Beshears és tsai (2008) vizsgaltdk azokat a tényezket, amelyek magya-
razatot adhatnak a mogottes- és a kinyilvanitott markahasznossagok kozott
tatongo résre, tgymint a dontés Osszetettsége, a kordbbi tapasztalatok korla-
tozé hatésai, a kiils6 marketingingerek vagy az intertemporalitds (ldsd még
Platz és Veres 2014). A preferenciamodell akkor altaldnosit, ha képes kezelni
a fogyasztoi preferencia Osszes lehetséges sajatsagat. Ezek a sajatsagok be-
folyéasoljédk a fogyaszto termékvalasztasat, meghatarozé vagy moderald érte-
lemben. Ilyen sajatsagoknak véljiik a kézombosséget, az attribitumsilyokat
vagy fontossdgokat, hasznossagi intervallumokat, az instabilitast, a tanuldsi
tapasztalat hatasat, az attribitum bonyolultsagat és a hibrid fogyasztéi ma-
gatartast. Ezek a dimenzidk jatszanak szerepet a dontésben, valtozé intenzi-
téssal és szdmos atfedéssel. A fenti preferencia-sajatossidgok kozos jellemzdéje,
hogy képesek finomitani a valasztds magyarazatat, szemben a leegyszertisito
hasznossagi megkozelitéssel.

Végiil megjegyezziik, hogy az utébbi évtizedben az idegtudomdny (neuro-
science) is sok 1j eredményt produkilt a fogyaszték preferenciaalapi vélasz-
tasdnak feltdrdsaval (e.g. Yoon et al. 2012 vagy Diederich és Oswald 2014).
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,,Ma az egyik legizgalmasabb kérdés az idegtudomany, a pszicholdgia és a koz-
gazdasagtudomany szdmara az, hogy az emberi agy milyen médon hoz létre
preferencidkat és hogyan vélaszt?” — ahogy Dolan és Sharot (2012) fogalmaz-
nak. Ez is azt tdmasztja ald, hogy a preferenciakutatdsban 1j eredmények a
multidiszciplinaris megkozelitésektol varhatoak.

Végil emlitsiik meg, hogy a valasztési inkonzisztencia témakorében hazai
elézmény példaul Koltay és Vincze és tanulménya (2009), amely tébbek ko-
zOtt a dontési hibabdl szarmazo inkonzisztenciat és egyes preferencia-eltérito
hatésokat vesz géres6 ald. Boleskei (2009) a fogyasztéi preferencidk véltozdsait
intertemporalis dontésekben vizsgdlja, Selei (2012) a preferenciatorzuldsok
pszicholGgiai hatterét elemzi, mig Hlédik (2015) a preferencidk instabilitdsa-
nak empirikus kutatasardl kozolt a témat atfogéan elemzo cikket.

3 Egy javaslat: az egyéni (agyi) preferencia-
figgvény

Az elsé 1épés az, hogy leirjuk a kapcsolatot — egy dltaldnos matematikai keret
feltételei mellett — a maogdttes és kinyilvanitott preferencidk kozott, feltéve,
hogy nemcsak egy, hanem tobb mdgdttes preferencia van. Annyi, ameny-
nyi az n targy/alternativa figyelembe veendd attribitumainak a szdma. A
fogyasztdk valasztasi dontéseinél ezek az alternativék jelentik a termék val-
tozatait, és a mogottes preferencidk tiikkrozik vissza az attributumok Gssze-
hasonlité (azaz relativ) hasznossdgat. A modell matematikailag megegyezik
a dontés- és szavazaselméletben jol ismert aggregédlasi problémaval, amely-
ben egy rangsort kell el6allitani tobb rangsorbdl, ujszertisége az, hogy a fo-
gyaszté mogottes preferencidit a hagyoméanyos vektoros értelmezéssel szem-
ben tobbdimenzids métrixformaban képzeljiik el. Feltételezziik, hogy a fo-
gyasztok agya rendelkezik egy mogottes preferencia-értékkel/rangsorral az
Gsszes k attribitum esetén: [w;j]nxx. Ami az u hasznossag értéktartomdnyat
illeti, ordinélis hasznossag esetén alkalmas egész szamot jelent, mig kardinalis
hasznossag esetén u barmilyen valds szam lehet. Mindazonaltal az az allas-
pontunk, hogy csak az attribitumvéltozatok ordindlis rangsora a relevans.
Végiil az alany agya csak egy preferencia értéket/rangsort ,,aggregdl” bel6liik,
amit dltaldban kinyilvanitott preferencidnak neveziink: [r;],x1. Mind a md-
gottes, mind a kinyilvdnitott preferencidk esetén feltételezzik, hogy azok rész-
benrendezések (vagy a grafelmélet nyelvén megfogalmazva tranzitiv irdnyitott
grafok ). A leképezés képletben az aldbbi:

Up - Uy s Uk T
B:lun o0 wi e ug | | Ty
Upl ~ Upj ° Upk Tn

A fenti elrendezésben az alany m objektumra vonatkozé mdgdttes pre-
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ferencia értéke/rangsorszama a j-edik attributumnak megfelel6 j-edik (u;)
oszlopvektorban taldlhatd, amelybdl az alany agya &llit el6 egy (r) kinyilvani-
tott preferencia érték/rangsor-vektort egy B matrix — vektor leképezés dltal.
Jegyezzik meg, hogy a mogottes preferenciak kinyilvanitott preferenciakba
torténd attranszformaldsanak modellezésével a fenti un. agyi preferencia-
fiiggvény® pusztdn egy matematikai leképezést jelent anélkiil, hogy megma-
gyardznank azt (Veres és Tarjan 2017). Hangsilyozzuk tehét, hogy célunk
nem a leképezés konkrét formulaszerii definidlasa, ugyanis az egyértelmiien
nem kvantifikalhato. Koncepcionk az, hogy a kutatok feladata, hogy egy
multidiszciplindris keretben feltérjak/leirjék az agyi preferenciafiiggvény mii-
kodését kiilonféle helyzetekben. fgy példaul a fogyasztoi valasztasi feladatok
megolddsdnak idegtudoméanyi (neuroscience) kisérleti eredményei kozelebb
vihetnek a leképezés feltarasahoz annak szerény kvantifikdlhatosagaval.

3.1 Intranzitivitas az agyi preferenciafiiggvénnyel kap-
csolatosan

Az agyi preferenciafiiggvény eltér a f6aramlattdl két fontos vonatkozédsban.
Az egyik az, hogy a mdgdttes preferencia értékelés/rangsor hagyoményos fel-
fogésédval szemben, ahol csak egy (aggregalt) preferencia értékelést/rangsoro-
last feltételeziink, itt mind a k attributumhoz rendeliink mégéttes preferencia
értékelést/rangsoroldst, ezzel modellezve a véalasztdst megel6z6 attribitum-
konfliktusok lehet&ségét. A joléti kbzgazdasdgtanbdl ismert Kéldor-Scitovsky
kritériumok (prébdk) és az agyi preferenciafiiggvény kozotti nyilvanvalé ma-
tematikai parhuzamok ellenére esetiinkben nem az egyéni preferenciak k6zos-
ségi szintl aggregalasat, hanem az egyén tobb termékattributumra vonatkozo
mogottes preferencidinak egy kinyilvanitott preferencidba torténd transzfor-
malasat modellezziik. Megjegyezziik, hogy ebben a modellben a koltségvetési
korlat nem jelenik meg. Masrészrol a rangsorolas nadlunk mar nemcsak tel-
jes rendezést, de részbenrendezést is jelenthet. Utébbi még inkabb felveti
az intranzitivitds megjelenésének kérdését is, mint ahogy azt alabb a teljes
rendezésre (Tversky 1969) és a tobbségi szabalyra (MR) hivatkozva kifejtjiik.

Jegyezziik meg, hogy még ha a B maétrix oszlopai (azaz a mdgdéttes pre-
ferencidk) teljes rendezést alkotnak is (vagyis a grafelmélet nyelvén tranzitiv
kormérkézések), a kinyilvanitott preferenciasorrend csak egy irdnyitott graf.
Matematikailag kifejezve a fenti B matrix — vektor leképezés (agyi preferen-
ciafiiggvény) nem feltétlentll 6rzi meg a tranzitivitdst a mdgdttes preferen-
cidknak egy kinyilvdnitott preferencidba valé leképezése soran.

Ennek a megjegyzésnek a fontossagat az adja, hogy — Tversky alapmiivé-
nek koszonhetéen — 1969 6ta bebizonyosodott, hogy olyan kisérleti helyzetet
is 1étre lehet hozni, amelyben az egyének az intranzitiv preferencidk kovetke-
zetes mintdit nyilvanitjak ki (Shafir 2004). Erre a célra Tversky alkalmazza
az ugynevezett lexikografikus semiorder modellt (Shafir 2004, 435-448), ahol

3Az agyi preferenciafiiggyvény kifejezés arra utal, hogy a fogyaszté preferencia-alapi
dontése az agyban lejatsz6do folyamat eredménye, és azt az agyi kapcsolati métrix (brain
graph) terminus ihlette.
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,,az Otlet az, hogy az alany az alternativakat tobb attributum dimenzié men-
tén hasonlitja &ssze . .. amelyeket fontosségi sor /idérendben rangsorol, és egy
késObbi dimenzidt csak akkor vesz figyelembe, ha minden korabbi dimenzié-
ban még nem tett kiillonbséget a két vizsgdlt alternativa kozott. Més szdval,
az alany a dimenzidokat lexikografikusan vizsgélja: igy ha egy j dimenziét
talal, amelyben egy x alternativa felilmulja a masik y alternativat egy e kii-
szOobértéket meghalado értékkel, akkor x-et jobbnak nyilvanitja, mint az y-t.”
(Manzini és Mariotti 2012, 4)
Nézziik meg egy példan a lexikografikus heurisztika miikodését:

Termék Dimenzidk (attribitumok)
alternativak I 1I
T 2¢e 6e
Y 3e 4e
z 4de 2e

Mivel a Dimenzi6é I oszlopdban — amely elsobbséget élvez a Dimenzid
II-héz képest — az egymast koveto alternativak kiilonbségei nem haladjék
meg az ¢ kis kiiszobértéket, azaz a termékalternativak kozotti kiillonbség nem
észlelhetd, a preferencia sorrendben a Dimenzi6 II érvényesiill. Mas szdval,
egy markansabb kiilonbség egy kevésbé fontos dimenziéban ellensulyozhatja,
vagy akar le is gy6zheti egy fontosabb dimenzié ellentétes, kis kiilonbségét.
A séma matematikai szimbdélumokkal:

Termék Dimenzidk (attribitumok)
alternativak I 11
T 2e 6e T >y
=T >z
Y 3e 4e Yy >z
z 4de 2¢e z>T Q

Jelmagyardzat: % - ellentmondds

Ez azt jelenti, hogy a tranzitivitas sériilhet, ha ko6z0mbos parokat is
megengedink. Kordbban lattuk, hogy a lexikografikus heurisztika legaldbb
két tulajdonsdgdimenzié esetén (k > 2) mar miikoddik, mivel prioritési sor-
renddel rendelkeznek, igy egy késobbi dimenzi6 csak akkor jatszik szerepet,
ha a vizsgdlt két alternativa kozott az Osszes korabbi dimenziéval nem lehetett
kiilonbséget tenni. Tehat lexikografikus heurisztika esetén egy prioritasi sor-
rend és az alternativdak megkiilonboztethetéségének hidanya sziikséges egyes
dimenzidknal, hogy intranzitivitast tapasztaljunk. Ennek megfelel6en az elsé
dimenziéndl a preferencia nem teljes, csak részbenrendezés. Az agyi preferen-
ciafliggvény igy elGallit egy intranzitiv kinyilvanitott preferenciasorrendet, de
mindezt nem tranzitiv harmasbdl. fgy még azt nem allithatjuk, hogy a B
agyi preferenciafiiggvény nem Orzi meg a tranzitivitdst a mogottes preferen-
ciak kinyilvanitott preferenciaba valé leképezése soran.

A tobbségi szabalyra alapozva (Majority Rule, MR) — mint egy, a de-
mokracia elméletébdl | kolcsonvett” elvet — a modell az intranzitiv preferen-
cidnak nem csak kisérleti, hanem egy elméleti keretét is szolgaltatja (14sd
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még Veres és Tarjdn 2013). Inada 1969-ben a tGbbségi dontések tranzi-
tivitdsanak feltételeit dltaldnos értelemben targyalja. Azonban Sen és Pat-
tanaik (1969, 178) hangsilyozta, hogy ,,a raciondlis valasztds probléméja nem
ugyanaz a probléma, mint a preferenciarelacio tranzitivitasa, annak ellenére,
hogy minden ezzel kapcsolatos vélemény a tarsadalom szaméra kizérdlag a
tranzitiv tipusi rendezését tartja kivdnatosnak”. A tébbségi szabaly (MR)
két alternativa és n attribitum esetére a kovetkezoképpen miikodik: Tegytik
fel, hogy a két alternativa x és y és az attribitumok N = {1,2,3,...,n}.
Az i attribitum esetén x =; y, azaz az alany z-et vélasztja y-nal szem-
ben, amikor csak az i attribitumot veszi figyelembe. A tObbségi szabély
— amelyet M R-rel jelolink — azt jelenti, hogy az x és y alternativa kozott
végil azt valasztjuk, amelyet tobb mint az Gsszes N attribtutum fele esetén
valasztottunk. Hasznélva az alabbi jeloléseket

{i € N : feltétel}|

,,az elemek szama N-ben, amelyre a feltétel igaz” , a tobbségi szabaly a fentiek
értelmében:
HieN:x>=y}|/n>1/2 = z>ury.

Az attributumok, amelyekre nem x-et valasztottuk: vagy y >; =, vagy indif-
ferensek, x =; y.
Itt kell megjegyezniink, hogy mdar Tversky (1969) azt javasolta, hogy

legyen egy preferencia vagy kozombosségi reldcié X az aldbbi:

)

N =

TRy akkor és csak akkor, ha P(z,y) >

ahol P(z,y) az z-nek y-nal szembeni valasztdsdnak a valészintiségét jeloli, és
P(z,y) + P(y,z) = 1.
Tegyiik fel, hogy az n paratlan szam, akkor abban az esetben, ha

Plz,y)={i e N:xz>; y}|/n,

és nincsenek k6zombos /=, y parok, a fenti két relicid (MR és a Tversky
daltal javasolt) egyenértéki.

A tobbségi szabdly alapjan intranzitivitast el lehet érni méar legaldbb
3 termék-attribitum esetén (Flood 1980). Masként fogalmazva, amikor n
termék 3 kiilonbozé tranzitiv rendezése esetén az egyén Ugy hozza meg a
dontését, hogy A jobb, mint B, ha legaldbb két esetben a hdrom tranzitiv
termék-rendezésbdl A jobbnak bizonyul, mint B. Az a kérdés, hogy milyen
a tranzitiv reldcidk ardnya az Osszes lehetségeshez (tranzitiv + intranzitivak)
viszonyitva a tObbségi szabaly esetén n fiiggvényében? Az eredményeket
n = 3-t6l 10-termékig az 1. dbrdn lathatjuk (lasd a vizszintes tengelyt). Az
alsé gorbe annak a valdsziniségét mutatja, hogy a 3-attribitumos tranzitiv
relacidk intranzitiv sorrendet okoznak tobbségi szabaly esetén, mig a felso
gorbe az intranzitiv teljes irdnyitott grafok val6szintiségét mutatja (14sd Veres
és Tarjan 2013).
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1. dbra. Az intranzitivitds fliggvénye a fogyasztéi valasztasban. Forrds: Veres és Tarjan 2013

Alapvetd kérdés tehat a mogottes és kinyilvanitott preferenciak kapcsola-
tat illetéen, hogy eredményezhetnek-e intranzitiv kinyilvanitott preferencia-
kat — és milyen feltételek mellett — a részben vagy teljesen rendezett mogottes
preferencidk. Az intranzitivitds kutatdsdnak sziikségességét és problemati-
kajat a lexikografikus heurisztika alkalmazasaval Tversky targyalta el6szor.
O részben rendezett mogottes preferenciakbdl allitott el intranzitiv kinyil-
vanitott preferencidkat. Koncepcidjat tovabbfejlesztve a tobbségi szabaly
segitségével el6 lehet édllitani intranzitiv kinyilvanitott preferencidkat is tel-
jesen rendezett mogottes preferencidkbdl, bar ez esetben nem 2, hanem 3
attribitummal. Igy most mér allithatjuk, hogy szigortian tranzitiv mogottes
preferencidkbdl — egy evidens elv alapjan — intranzitiv kinyilvanitott preferen-
ciat is el6 tudunk &llitani az agyi preferenciafiiggvénnyel, szemben a Tversky
modell gyengébb (részben rendezett) feltételével. Megjegyezziik, hogy a mo-
dell erés parhuzamot mutat az Arrow-féle diktator-elv logikai kontextusaval
(Arrow 1963).

Mutassuk be a fent emlitett harom attribitum-dimenziés példat, ame-
lyek tehdt teljes rendezések, és teljesen egyenrangiak is (azaz nincs koztiik
semmiféle prioritds). Itt a lexikografikus heurisztika helyett az dgynevezett
tobbségi elvet? haszndljuk. Nézziik az aldbbi mintat [Bilmes és Meila modell-
je a Condorcet-paradoxon (Condorcet 1785) alapjén a tobbségi szavazdsrdl
2006, 4], ahol minden egyes alternativa hdrombdl két esetben jobb (2. dbra).
A t6bbségi elv feltételei szerint — az esetek nagy tobbségében (pontosan 2/3-
os részesedéssel) — a kovetkezd harom kinyilvanitott preferencia reldcié &ll
fenn, vagyis a ciklikus sorrendben; x > y, y > z és z > x teljesiil.

4A cikkben a tobbségi elv, tobbségi szavazas és tobbségi szabaly kifejezéseket szinoni-
maként hasznaljuk.
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2. dbra. A tObbségi szavazas modellje a Condorcet-paradoxonban. Forrds: Bilmes és Meila 2006

Hérom egyén tranzitiv preferencidja (bal oldali hdrom &bra) tobbségi
szavazat esetén intranzitiv preferencidt (jobb oldali 4bra) eredményez. Mind-
egyik irdnyitott graf paronkénti preferenciat abrazol, ahol a nyil a kevésbé
preferdltbdl a preferalt felé mutat. A korabbi séméval dbrazolva:

Termék Dimenzidk (attribitumok)
alternativak I 11 111 MR
T a b c =z >y
y b c a =>y>z
z c a b =>z>x 4

fgy mér dllithatjuk, hogy a matrix — vektor leképezés, B (agyi prefer-
enciafiiggvény) nem Orzi meg a tranzitivitdst a ,,moégottes preferencidkbol”
a ,kinyilvanitott preferencidba” [r;],x1 valé leképezés sordn, mert a fenti
x >y > z > x intranzitiv ciklust kaptuk®. Ennek alapjan kénnyti létrehozni
olyan kisérleti helyzetet, amikor valdodi intranzitivitast lehet el6allitani. Je-
gyezzik meg, hogy ha a fenti kinyilvanitott preferencia nem rangsor, hanem
pontozasos értékelés (rating) és a, b és c tetszOleges valds szamok, melyeket
rendre az z, y és z alternativdkhoz rendeliink, tovdbb4 ha a B leképezés (agyi
preferenciafiiggvény) a leggyakrabban hasznélt szabdly szerinti silyozatlan
pontosszeg lenne — amennyiben a 3 attribitum-dimenziét teljesen egyen-
rangunak tételezziik fel —, akkor a kinyilvanitott preferencia eredményeként
a leképezés a ko6zOombos harmas =, y és z alternativat eredményezi. Mind-
ekozben a fenti ,,t0bbségi elv” egy szigortan ciklikus sorrendet eredményezett.
Mas széval, a ,,t0bbségi szabaly” feltarja a harom alternativa belsé szerkezeti
ellentmonddsat is, mig a pontozés végosszege mindezt Gsszemossa/elfedi [1dsd
a ciklikus tobbségi szavazds példdjat (Cullis-Jones 2003, 118 vagy Stiglitz
2000, 183-184)].

Az elézbekben a forrdsel6zmények alapjan bemutattuk, hogy két kritiku-
san viselkedd, de egyszerlien értelmezheté termékvalasztasi stratégia, im. a
lexikografikus, illetve a tobbségi elv is mar eredményezhet intranzitivitast.
Ezzel nem allitjuk azt, hogy a fogyasztd valasztasi stratégidja szlikségszeriien
a lexikografikus vagy a tobbségi szabalyt koveti, pusztan azt kivantuk illuszt-
ralni, hogy az intranzitivitas a viszonylag egyszeri valasztasi stratégiaknak
is természetes, immanens eleme.

3.2 Markans és semleges attribitumok

Az agyi preferenciafiiggvény miikbdésének megértéséhez — a dontéspszicho-
logia tudomanyos gyakorlatdhoz hasonléan — a kisérletes modszerek vihet-

5Hasonlban, ahogy az a ,,k6-papir-ollé” (zéré-sszegli) jaték esetén torténik.
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nek kozelebb. A kisérletekben a mogottes preferencidkkal | érkez6” kisérleti
alanyok szimulalt vagy valds kornyezeti termékvalasztasok soran nyilvanitjak
ki szituativ preferencidikat. A vélasztési dontés feltételeinek manipuldldsaval
egyrészt csokkenthetjiik a kisérleti alanyok mentalis terhelését, masrészt fel-
erosithetjik azokat a hatasokat, amelyek a valasztas inkonzisztenciajat ered-
ményezik.

Fischer és mtsai (2000) kutatdsukkal egy olyan modellt fejlesztettek ki,
amely a sokattributumos preferencia-bizonytalansag tobbkritériumos érté-
kelésével kiterjesztette az addigi magatartdasi modelleket. Az attribitum
extremitds hipotézisiik azt allitja, hogy a nagyobb attribitum extremitas
(magas vagy alacsony attribitum érték) kisebb preferencia-bizonytalansigot
eredményez. Ez tamasztja ala, hogy — az inkonzisztens valasztasi mechaniz-
mus erésitése érdekében — vizsgdlatunkat a kevésbé extrém, kevésbé markdns,
un. semleges attributumokra korldtozzuk. Ennek a megoldasnak ,,jarulékos
haszna” a masik oldalrél nézve, hogy a magas, illetve csekély attributum-
fontossagokbdl szdrmazé déntési evidencidk hatdséat is kisziirjiik. A kisérlet
ilyen manipuléldsaval a nyilvdnval6 vélasztdsok (azaz a konnyt feladat) gya-
korisdgat drasztikusan le tudjuk csokkenteni, miutan a markénsan kiilonb6z6
attributumhasznossagok kozotti valasztas kis mentalis terhelést jelent, igy az
egyértelmiien, konzisztens modon teljesithetd lenne. Megjegyezziik, hogy a
kisérleti pszicholégidban a Szabad Viélasztas Paradigmajanak esetében is az
un. ,,choice stage” két semleges alternativa kozotti valasztason alapul. Ezek
a hasznossagi skala kozépsé tartomanyaban helyezkednek el, mint példaul a
Chen-Risen-féle kisérletben (2010). Kozgazdasdgtudomanyi parhuzamokra
is konnyli rdmutatni. Az attribitum-extremitds esete példdul a Kaldor-
Scitovsky prébak modelljében annak az esetnek felel meg, amikor valamely, a
kozosség egyes tagjainak jolétére ellentétesen hato tarsadalmi projekt erGsen
polarizalt jovedelemmegoszlasi helyzetben tesz lehetévé sikeres kompenzaciot
a vesztesek érdekében, mig a semleges attribitumok vélasztdsakor olyan
helyzetrol van sz, amikor a tarsadalmi jélét valtozasat kivaltd, az egyes
szereplOk helyzetét ellentétes modon érinté projekt kovetkeztében az egyéni
jolétet befolyasold tényezokben csak kis mértéki valtozas kovetkezik be.

Az attribitumok markédns vagy semleges jellege az egyén szintjén a fon-
tossagok értékelésével tarhaté fel. Ehhez a Q-maddszerbdl, kozelebbrol a kény-
szervélasztdsos Q-racsbdl kolesondzhetjilk a mddszertant (Stephenson 1953;
Brown 1966). A Q-médszernél a valaszaddknak az dsszes attributumot be kell
vonniuk (,,rate all”), és minden egyes fontossédgi szinthez rogzitett szdmu att-
ribitumot kell hozzdrendelniiik. A kiilonbozé fontossdgi szinten elhelyezett
attribitumok széma jellegére nézve a normaél eloszldst koveti. A fontossdgi
skdla a nagyon fontostdl a semleges attribitumokon keresztiil a legkevésbé
fontosig terjed. Ezzel a mddszerrel minden résztvevé ugyanannyi semleges
attributum dimenziét fog kivdlasztani. Az attribitumok elrendezésére a
3. dabrdn lathaté példa, ahol a leginkabb semleges 5 attribitum a racs k6zéps6
oszlopdban lathaté.
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haszndlat
kezelGfeliilet
szorakozds
szin internet forma
[ stilus kamera csatlakoztathatdsdg vastagsag mdrka |
legkevésbé nem annyira fontos is meg nem is, fontos nagyon
fontos fontos azaz semleges fontos

3. abra. 1l-attribitumos Q-rics — egy lehetséges megoldds okostelefonokra. Forrds: sajat szerkesztés

A kivélasztott attribitumok eloszldsa természetesen kisérleti személyen-
ként eltérhet. Fontos mddszertani megoldas lehet, hogy a szubjektiv meg-
télésbdl szarmazo eltéréseket a szamitégépes kisérleti program megorzi és
egyénenként ,,viszi magaval” a kovetkezO, szekvencidlis paros Osszehasonli-
tason alapulé termékvalasztasi fazisba. A Q-médszer logikdjival a szubjek-
tivitas jol megorizhetd, igy a hibahatas csokkenthetd. Egyértelmi, hogy ez
a modszer sokkal redlisabb eredményt ad, mint a részeredmények statisztikai
Osszemosasa.

3.3 Egy pilot kisérlet

Az inkonzisztens preferencidk méréséhez egy N = 112 elemii mintdn szdmité-
géppel tamogatott pilot kisérletet végeztiink. A résztvevék feladata az volt,
hogy egy termékcsoport valtozatai kozotti preferencidikat szekvencialis paros
6sszehasonlitdssal nyilvénitsdk ki (4. dbra).

Jeldlie meg azt a termékvaltozatot, amelyiket valasztana, ha barmelyiket megkaphatna ajandékba?

Hasznélat Szin Stilus Vastagsag Kezeléfeliilet
Termék A D Multifunkcids Fekete Egyszer(i Kozepes QWERTY billentyiizet
Termék B D Praktikus, kénnyd kezelni Fekete Elegdns Kézepes Erint6képernyd

Hasznélat Szin Stilus Vastagsig Kezel&feliilet

4. abra. Egy példa a paros 6sszehasonlitasokra okostelefon attributumokkal. Forrds: sajat szerkesztés

A péronkénti Gsszehasonlitds a tobb-kritérium szerinti déntéshozatal fon-
tos eszkoze (Bozoki, Csaté és Temesi 2016). A paronkénti 6sszehasonlitasbol
képzett rangsorok mindentitt megjelennek a modern gépi tanuldsi kutatdsok-
ban is. Itt a feladat altalaban az, hogy kikévetkeztessiik az adott objek-
tumok/alternativék (esetleg inkonzisztens, de) teljes sorrendjét. Fontos meg-
jegyezni, hogy az objektumok /alternativak szdménak fliggvényében az Gssze-
hasonlitasok szaméanak négyzetes alakulasa rendszerint lehetetlenné teszi az
Osszes lehetséges par megmérését (Wauthier, Jordan és Jojic 2013).

A kisérleti alanyainkat tehat arra kértiik, hogy példaul az okostelefon
11 attribatuma koziil a szerinte a semlegesnél fontosabb 3-at és a kevésbé
fontos 3-at valassza ki, igy a kozéps6 oszlopban 5 attribitum marad. Majd
,,megalkotjuk” (a fenti Q-rendezés &ltal) a kozépsé oszlopban — a kisérleti
személy altal egymaés alé helyezett: Al, A2, A3, A4, A5 attribiitumok alapjan
— az elvileg lehetséges 3° = 243 db terméket, mivel minden attribiitum esetén
3 (0,1,2) lehetséges szintet, dllapotértéket definidltunk. Ezen 243 elem koziil
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kivélasztunk 9 db (R0O—R8) reprezentdnst gy, hogy azok egymadstdl a lehetd
legtavolabb essenek, és ugyanakkor t6ltsék ki a leheto ,,legegyenletesebben”
a 243 db elem 4&ltal alkotott halmazt. Erre azért van sziikség, hogy a kisérleti
személyek terhelését radikélisan csckkentendd, ne kelljen mind a 243 elembol
képezhetd part felmutatni. A tévolsdg két termékviltozat kozott értelem-
szeriien adodik aszerint, hogy az 5 attributum 5 poziciéjaban hany eset-
ben kiilonboznek egymastdl az attribitum allapot-értékek. Ezek lehetséges
értékei (szintkédok) a fentiek értelmében a 0, 1 vagy 2 lehetnek. A fentiek-
nek eleget tevo 9 reprezentanst konnyen taldlunk is, lasd pl. az 5. dbrdn az
(RO — RB) reprezentans terméket. Lathat6, hogy az 5. 4brdn lathaté métrix
barmely két (reprezentans termékének) sora legaldbb 3 értékben kiilonbozik
egyméstdl; azaz d(Ri,Rj) > 3 minden i # j esetén, ahol az tin. Hamming-
tdvolsagot® d jeloli. Ezutén a fenti 9 db (RO — RS8) virtudlisan megalkotott
reprezentdns terméket, pszeudo-véletlen sorrendben, paronként (Ri < Ry,
i # j) megmutatjuk a kisérleti alanynak, hogy a preferencidja alapjén ha-
sonlitsa Gssze. Osszesen (g), azaz 91/(2!7!) = 36 ilyen pér létezik. Lathatéan
ezzel a megoldédssal radikalisan csokkent a kisérletben felmutatandé varians-
péarok szama.

Al A2 A3 A4 A5
RO 0 0 0 0 0
R1 0 1 1 2 1
R2 0 2 2 1 0
R3 1 0 2 2 0
R4 1 1 1 1 2
R5 1 2 1 0 1
R6 2 0 1 1 1
R7 2 1 2 0 0
RS 2 2 2 2 2

5. d@bra. A 9 reprezentans termékvaltozat
szintkédokkal. Forrds: sajat szerkesztés

A fentieket Gsszegezve a Q-rendezés a tesztalanyt arra kényszeriti, hogy a
11 attributum kozul a szerinte legfontosabb 3-at és a legkevésbé fontos 3-at
vélassza ki. A megmaradt 5 tulajdonsagbdl 9 reprezentans, virtudlis terméket
LHgyartunk”. A vizsgalt termék esetén a termékvéltozatok koziil pszeudo-
random sorrendben (g) = 36 termékpart mutatunk be, amelyek esetében
a kozépen maradd 5 semleges attributumbdl alkotott reprezentans elembol
bérmely kettd legaldbb 3 attribitumaban kiilonbozik. Igy ezeket tekinthetjiik
pszeudo-random paroknak. Fsetiinkben a kisérlet ott ért véget, amikor egy
résztvevé mdr minden lehetséges 36 part osszehasonlitott.

A val6s déntési mechanizmus egy igen korldtozott idéintervallumban, ugy
is fogalmazhatnank, hogy egy ,,id6pontban” és egy tényleges eladéashelyi szi-
tudciéban/kontextusban, igen Osszetett médon, szémtalan attribitum-ész-
lelési inger hatasara torténik a vasarlé agyaban. Ezen nagyon Osszetett

6 A Hamming-tavolsig alatt két azonos hosszisagu binaris jelsorozat eltérd bitjeinek a
szamat értjiikk. A fogalmat kiterjeszthetjiik két azonos hosszisdgu szoveges (alfanumerikus)
karaktersorozatra is.
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dontési folyamatot kénytelenek vagyunk egy mesterségesen atalakitott és
id6ben egymadst kovetd (szekvencidlis) 1épések sorozatara bontani, vizsgalni
és elemezni. Mindazonaltal a szekvencialis termékvalasztas nem szokatlan
gyakorlat a fogyasztéi magatartasban. Jéllehet szamtalan olyan gyakorisagi
heurisztika van, amelyek befolyasolhatjak a dontéshozatalt, és azok nem
szolnak paros 6sszehasonlitasrdl, a raciondlis dontések pszicholdgiai kutatasa-
ban gyakran modellezik a preferencidkat paros 6sszehasonlitassal. Képzeljiik
el, hogy a fogyaszt6 bemegy a boltba, és ott van egy termékbdl sokféle varians,
kiilénbozé attribitum-értékekkel. A rendkiviil 6sszetett kinalat értékeléséhez
a termékvaridnsok szekvencialis 6sszehasonlitasara kényszeriil a vasarlasi don-
tés elott, mintegy a mentalis folyamat egyszerisitésére. Hogyan oldja meg a
feladatot? Ugy, hogy kezdetben van egy feliiletes — mondjuk lexikografikus
logikaju — elGszirés, amikor egyszeriien kizarja azokat a termékeket, ame-
lyekrdl biztosan tudja, hogy nem fogja megvenni, példaul mert soha nem
hasznal olyan markat. Ezutan kezdddik a péaros osszehasonlitas, amikor mar
kevesebb attribitummal kell neki dolgoznia, igy azt mar képes végigkovetni.
Ami a paros 6sszehasonlitds életszeriisége mellett sz6l, az az egyid6ben be-
fogadhaté informaciomennyiség. Kisérleti modelliinkben ez legaldbb 6 in-
forméacié [lasd errdl Miller (1956) mdr klasszikusnak szdmité tanulményét
vagy tjabban Cowan publikdciéit (2001, 2008) a dontési stratégidk informa-
ciétartalmardl].

A kisérlet végrehajthatésdga érdekében a kisérletbe bevonandé termék-
attribitumok szamat jelentésen redukalni kell, ezekbdl kell a kisérleti, un.
virtudlis termékeket megkonstrualni.” Itt az Osszes szdmba jov6 attribitum
koziil a semlegesekre alapozva/fékuszélva torténik a redukcid, mint ahogy az
a szabadvélasztds paradigma kisérletes vizsgalat esetén is torténik (l1dsd pl.
Chen és Risen 2010). Tehat a semleges tartoményba helyezettekre alapozva,
azaz a markans relevancia, illetve irrelevancia tartomanyaba képzeltek el-
hagydsaval valdsul meg a termék-attributum redukcié. A redukalt szamu
attributumbdl toérténik a kisérleti termékek megkonstrudldsa. A paronkénti
Osszehasonlitasok elvégzéséhez még ebben a redukélt attribitumszamn eset-
ben sem lehet minden paros Osszevetést megejteni, ezért itt 1ényegesen kisebb
szamu, olyan , konstrudlt” termékeket kell vélasztani, amelyek reprezentaljdk
az un. Hamming-tavolsaggal definialhaté metrikus kornyezetiiket, és az al-
taluk reprezentdlt kornyezetiikkel egyiitt (halmazunidként) mar kiadjak az
Osszes lehetséges part. Az okostelefonos lekérdezés esetén ez konkrétan azt
jelenti, hogy az Osszes lehetséges (2;13) par lekérdezése helyett csak 36 rep-
rezentans par lekérdezésére van sziikség. Lassuk be, hogy 36 par egymast
kovetd (szekvencidlis) lekérdezése is elég nagy mentélis feladatot igényel a
kisérleti személytél (virtudlis vésarl6tol). A reprezentativ péarok sorrendjét
szandékosan ugy valasztottuk meg, hogy azok pszeudo-véletlen sorrendben
kovessék egymast. Ha véletlenszam-generatorra ,,biztuk volna” az egymast
koveté 36 par kivalasztdsat az Osszes lehetséges (2;3) parbdl, akkor eset-
leg a 243 elemi tér egyes reprezentansai nagyon kozel, mig egyesek nagyon
tavolra keriilhettek volna a legk6zelebbi (Hamming-tdvolsag értelmében vett)

"Feltételezve, hogy a fogyaszté dontési stratégisja él az attribitum-redukeié eszkdzével.
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szomszédjatol. A mi valasztadsunkkal sikeriilt egy olyan konstrukciét taldlni,
amelyben minden reprezentans par legaldbb harom helyen kiilénbozott az
Ot attributumaban, azaz a Hamming-tavolsaguk legalabb harom volt, és igy
36 par elég egyenletesen reprezentélta az Osszes lehetséges 3° = 243 elemf,
5-hosszisdgi és harmas allapotértéki (0, 1, 2) sorozatokbdl all6 teret.
Visszatérve a pilot kisérlethez, kideriilt bel6le, hogy a mért intranzitiv
haromszogek szamanak eloszlasa egy A = 0,153 paraméteri exponencialis
eloszlashoz illeszkedik [tiszta illeszkedésvizsgalat; x* = 13,9; x3 o5 (kritikus)
= 33,9]. Tegyiik fel most, hogy ha az N = 112-elemti kisérlet esetén Gsszesen
kapott 575 db intranzitiv haromszog az elvileg lehetséges (g) = 84 helyre n
és p paraméterti B(n,p) binomidlis eloszlast kovet, akkor ennek empirikus
valészintiségi paramétere p = 575/(112 - 84) = 6,11% és n = 84, x? =
51,3, ahol a kritikus érték x3 o5 (kritikus) = 33,9. Tehat az illeszkedési
(null) hipotézist magas szinten el kell vetniink. Jegyezziik meg, hogy a
kisérletben a maximélis gyakorisdg az volt, hogy 18-an , hibdtlanul” (pr—o =
18/112), tehat intranzitiv hdromszog mentesen teljesitették a tesztet, 10-en
csak egyszer ,hibdztak” (py—; = 10/112) az Osszesen 36 lépésben, mig a
tisztan binomialis eloszlds esetében ezen két esemény gyakorisadga éppen nem
a maximumon, hanem a minimalis értéken, 0 és 3 kozott alakul. Tehét jogos
annak a hipotézisnek a feldllitdasa, hogy a kisérleti alanyokat legaldbb két részre
bontsuk, szegmentdljuk: 1) akik nagyon tudatosan dtldtjdk és érvényesiteni
tudjdk dontéseik sordn az un. mdgdttes preferencidjukat és azokra, 2) akik
erre nem nagyon képesek, vagy ha tetszik, nem tartjik fontosnak mindezt.

Ennek modellezésére egy nagyon egyszerii sztochasztikus szabélyt allitunk
fel: egy ,hibatlan” 1épés utan egy kisebb p valdszintiséggel tételezziik fel
(engedjiik meg) a ,,hibdzdst” mig egy ,,hibds” 1épés utén megengedSbbek
vagyunk, és egy nagyobb g valdsziniiséggel engedjiik meg a ,,hibdzast” (ahol
tehdt 0 < p < ¢ < 1). fgy nem egy szokasos p paraméterii binomialis
eloszlds 4ll fenn, hanem egy annél kissé bonyolultabb szabdlyt kovetiink®.
A kérdés az, hogy ezzel a modell-mdédositdssal sikeriil-e feloldani az ellent-
mondé&st, és kozelebb keriilniink a valds empiridhoz? A binomiglis eloszldst
kissé édltalanosité B(n,p,q) két (p,q)-paraméterii matematikai modell, ahol
p, q két adott valdszinliség (0 < p < ¢ < 1). Jegyezziik meg, hogy a bi-
nomidlis eloszlas fenti kétparaméteres altalanositasat staciondrius atmenet-
val6szintiségli (homogén) Markov-ldncként is felfoghatjuk. E modell esetén a
két ismert induld relativ gyakorisdgbdl, azaz a pr—o = 18/112 és pr—1 =
10/112 val6szintiséghdl egyszerli algebrai levezetéssel meghatdrozhatjuk a
p és ¢ paramétert. Azt kaptuk, hogy p = 0,0215 és ¢ = 0,710. Miutdn
kiszamitottuk a modell p és ¢ paraméterét a 112-es kisérlet eredményeibdl,
a modell sztochasztikus szabalyait kovetve lefuttattunk egy szimulacids szé-
mitdst (egy millidt is meghaladd esetre), és azt kaptuk, hogy az illeszkedés
mértéke itt mar igen erds, hiszen az illesztési x> = 7,7 érték joval kisebb a
X505 (kritikus) = 33,9 értéknél.

8 Jegyezziik meg, hogy abban a specidlis esetben, amikor p = ¢, akkor a j6l ismert
B(n,p) binomiélis eloszlasrdl van szé.
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3.4 Az eredmények értelmezése

Osszegezve megallapithatd, hogy a kisérletben kapott intranzitiv harmasok
szaménak eloszldsa jol illeszkedik az exponencidlis eloszldshoz. Abbdl a null-
hipotézisbdl kiindulva, hogy az egy B(n,p) binomidlis eloszldst kovet, az
illeszkedés khi-értéke x? = 51,3, és a kritikus érték x%705 (kritikus) = 33,9,
azt magas szinten el kell vetniink. Végiil, ha egy kétparaméteres (p, ¢) mate-
matikai modellt — azaz az elébbi binomidlis eloszlias némiképp altalanositott
form&jat — alkalmazzuk, ami tulajdonképpen egy stacionarius Markov-lanc,
azt taldljuk, hogy az illeszkedés mértéke nagyon erds, mivel az illeszkedés
khi-értéke 2 = 7,7 sokkal kisebb, mint a x%705 (kritikus) = 33,9, azaz a
nullhipotézis magas szinten elfogadhato.

A fenti elemzés eredményeit dbrazolva a 6. dbrdn az intranzitiv harom-
szogek szdménak gyakorisdgfiiggvényét (e), és egy ,.fej-vagy-frdsos” (N =
998400)-as random-teszt gyakorisagfiiggvényének (x) sszehasonlitdsat 14t-
hatjuk. A valés (N = 112)-es kisérlet gyakorisdgfiiggvénye (o) tehdt a két
véglet, a jobb oldali random, dn. ,fej-vagy-irdsos” teszt gyakorisagfiiggvénye
(x) és egy bal szélre esd, fiiggbleges nyillal (1) dbrazolt elméleti eloszlds kozott
helyezkedik el, amely utébbi olyan lenne, mintha egyaltalan nem fordulna el
intranzitiv haromszog, azaz a szamuk mind a 112 esetben azonosan 0, tehat
a fliggdleges nyil az origdbdl indulna. fgy nemcsak az 6sszes 112 kisérletbol a
16,1%-ot jelentd 18 eset, hanem mind a 112, ami 100%-ot jelentene. Mésként
megfogalmazva, mintha az Osszes 112 valasztds — mind a 36 lépésben — tel-
jesen tranzitiv médon (azaz intranzitiv hdromszég mentesen) tértént volna.
Szemmel ldthatéan a tényleges (N = 112)-es kisérlet grafja 5,13-as dtlaggal
joval kozelebb van az origéban 1év6, nullas atlagot jelento bal oldali véglethez,
mint a jobb oldali (x) 21-es 4tlagd in. random grafhoz. A e és x graf a 13
db haromszognél metszik egymast, azaz itt jél elvilasztodnak.
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6. dbra. Intranzitiv hdromszogek szdménak az (N = 112)-es kisérletben és egy ,,fej-vagy-irdsos”
(N = 998400) random-teszt gyakorisdgfiiggvényének 6sszehasonlitdsa. Forrds: sajat szerkesztés
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A preferencia-alapi dontési kontinuum egyik végpontja tehat azt a tudatos
fogyasztdt képviseli, aki képes

— teljes mértékben kontrolldlni a dontését,
— az attribitum hasznossagok ellentmonddsmentes észlelésére,

kovetkezésképpen barmely szitudcioban képes konzisztens, azaz tranzitiv don-
tések meghozataldra (Gn. formdlis racionalitds jellemzi a valasztdst). A kon-
tinuum masik végére azt a fogyasztét helyezziik, aki dontését minden meg-
fontolas nélkiil, teljesen random mdédon hozza meg. Ez utébbi igy dént, mint
egy pénzérme feldobasakor a fej-vagy-irds ,,vélasztasakor”. A valés dontés-
hozatal, azaz a nem-végletes magatartds a két végpont kozott helyezkedik
el, és Markov-lanccal irhaté le. Az elemzés eredményeként megéllapithatd,
hogy a Markov-modell képes — alkalmasan vélasztott két (p,q) paraméter
segitségével — két termékvélasztasi dontési magatartdsi szegmenst egy mo-
dellbe integralni, és kielégité mdédon leirni.

4 (")sszegzés

A tanulmanyban tébb nézépontbdl targyalt agyi preferenciafiiggvény a fo-
gyasztéi preferencidk olyan konzisztens, multidiszciplinaris keretét képezi,
amely legalabb négy tudomanytertilet alapkoncepcidjaval érintkezik, im. a
mikrodkonomia, a kognitiv pszicholdgia, a marketingtudomany és az idegtu-
domény. Bemutattuk, hogy ezekben a diszciplinakban a preferenciafiiggvény
fontosabb elemeinek megjelenése és kell6en pontos definiciéja egy évtizedeken
atnyulé fejlédés eredménye. A korai leirasok szerint a preferencia a termék
fogyaszt6 &ltali aggregalt értékelése/rangsoroldsa, és Samuelson (1938) volt
az elso, aki megkiilénboztette a mérhetd, Un. kinyilvanitott preferencidkat.
Jéllehet az agyi preferenciafiiggvény attribitum-kombinaciék és nem jészag-
kombin&cidk preferenciaviszonyait modellezi, matematikai értelemben ezek
izomorfok. Megjegyezziik, hogy Samuelson és kévetéi modelljeiben az in-
tranzitivitds a koltségvetési korldt miatt nem is dllhat fenn. 35 évvel késébb
Sen (1973) elemezte a mogottes preferencidk 1étezését. Ez a nyilvdnvaléan
hipotetikus feltételezés az utébbi fél évszazadban nagyon hasznosnak bi-
zonyult az agyunk altal indukalt termék-értékrangsorolas és a végso valasztasi
dontés altal kinyilvanitott preferencia megkiilénboztetésében. A mogottes
preferencidk és a kinyilvanitott preferenciak kapcsolatanak alapkérdése, hogy
a teljesen vagy részben rendezett mogottes preferencidk vezetnek-e, és ha
igen, milyen feltételek mellett, intranzitiv kinyilvanitott preferencidkhoz. Meg-
jegyezzilk, hogy — ahogy azt pilot kisérletiink is igazolta — altaldnossagban
nem &llithaté a fogyasztdi viselkedés inkonzisztencidja (intranzitivitdsa). Szig-
nifikdns aranyban tapasztaltuk ugyanis a feladat tranzitiv megoldasat is.
Tversky (1969) a lexikografikus heurisztikédk alkalmazdsaval targyalta az
intranzitivitas elemzésének sziikségességét. Részben rendezett mogottes pre-
ferencidk segitségével két attribitum esetén tudott intranzitiv kinyilvanitott
preferencidkat elGidézni. fgy Tversky munkajinak koszonhetéen igazolhato,
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hogy létrehozhaté olyan kisérleti helyzet, ahol a kisérleti alany intranzitiv
preferencidk konzisztens mintdit nyilvanitja ki. Ezt tovabbfejlesztve kimu-
tathatd, hogy a tobbségi szabaly alapjan, legaldbb harom attribitum esetén
teljesen rendezett mogottes preferenciakbodl is generalhatdk intranzitiv kinyil-
vanitott preferencidk.

A Sen-féle mogottes preferencidk egydimenzids értékek/rangsorok, mig
az agyi preferenciafiiggvény szamos dimenziét megenged, tulajdonképpen
annyit, ahdny észlelheté és mérhet6 termék-attributum szamitdsba veheto.
Ebben a modellben a mogottes preferencia egy altalanosabb, sokdimenziés
érték/rangsor. Az agyi preferenciafiiggvény lehet mind determinisztikus,
mind sztochasztikus mapping, mas szavakkal a mogottes preferenciabdl meg-
nyilvanulé vélasztas természeténél fogva lehet determinisztikus és sztochasz-
tikus.

Kutatdsmodszertani nézépontbol megallapithatd, hogy a modell miik6dé-
sének vizsgalatdhoz a preferencia-alapu attributum-valasztas szimulacidja vi-
het kozelebb. Ehhez olyan kisérleti eljarasok kidolgozasara van sziikség, ahol
a termékvariansok Osszehasonlitasat még kezelhet6 mentdlis terhelés mel-
lett kell a kisérleti alanyoknak végrehajtaniuk. A multiattributiv vélasztasi
dontések jelentOs nehézségei miatt célszeriinek latszik az attribitum-készlet
szisztematikus minimalizédldsa. A cikkben egy ilyen kisérleti manipulaciora
tesziink javaslatot. Jollehet a bemutatott kisérlet jol illeszkedik a legijabb
kognitiv megkozelitésekhez (1dsd pl. Cowan 2001 és 2008), kontrollkisérletként
vizsgalhaté lenne 3 vagy akar 4 termékvarians egyidejii Gsszehasonlitdsa is.
Természetesen minden kisérleti modell szimplifikal, egyben miikodik a kisérlet
sajatossagaibdl ered6 Kahneman-féle keretezési hatds, ezért a jelenség felta-
rasdhoz minél tobbféle kisérleti design alkalmazéasa sziikséges. fgy példaul
a bemutatott kisérleti modelliink korlatjaként meg kell emliteniink, hogy az
nem veszi figyelembe a preferenciak intenzitasat, azaz kvazi kardindlis erd-
sorrendjiiket (14sd Cullis-Jones 2003, 127). A modell ilyen irdnyu fejlesztése
is egy lehetséges tovabbi kutatasi irany.
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THE INDIVIDUAL BRAIN-FUNCTION OF CONSUMERS’
PRODUCT CHOICE PREFERENCES

The paper aims to reveal some mathematical implications of the attribute preference-
based product choice behaviour based on multidisciplinary sources. The transfor-
mation of underlying preferences into revealed preference order is modelled by the
so-called brain-function. The brain-function differs from the mainstream in two
respects. One is to assign underlying preferences to all the attributes, and the
other is the ranking here may mean partial order, as well. We demonstrate that
intransitive revealed preference can be derived from the strictly transitive underly-
ing preferences with the brain-function. Based on the so-called majority rule the
brain-function does not necessarily preserve transitivity during the mapping from
underlying preferences into revealed preference. To understand the functioning of
the brain-function, we recommend experimenting with the manipulation of experi-
mental conditions to amplify the effects that result in the inconsistency of choice.
Such manipulation is a narrowing of the product choice test to neutral attributes.
A pilot experiment proved that product choice could be described by Markov-chain
on the decision continuum.

Keywords: product attribute preferences; brain-function; product choice; intran-
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FOGALMAK, MODSZEREK

A NEMZETGAZDASAGI MODELLEKBEN SZEREPLO
MATRIXOK KETIRANYU KIIGAZITASI
MODSZEREIROL!

REVESZ TAMAS - KOPPANY KRISZTIAN
Budapesti Corvinus Egyetem — Széchenyi Istvdn Egyetem

A cikk elséként vallalkozik a kétirdnyd méatrix-kiigazitasi, vagy més néven pe-
remfeltételes matrixbecslési probléma hazai szakmai olvasékozonség szamara
torténd, legtijabb publikacidk eredményeit is magaban foglalé bemutatasara.
A rendkiviil szertedgazd, sokféle altaldnositasi lehetéséget kindlé probléma-
korbol csak a gyakorlatban leginkabb eléforduld, a biztosnak tekintett és
konzisztens sor- és oszloposszesenekhez torténd, a matrix belsejére vonatkozd
Osszetettebb feltételek nélkiili esettel foglalkozunk. A probléma lehataroldsa
és matematikai formalizaldsa utdan a becstilt és a referencia-matrix eltéréséhez
egy nemnegativ valds szamot rendel? kiilonféle , tavolsag-" illetve ,,entrépia”-
fliggvényeket ismertetjiik, amelyek minimalizdland6 célfiiggvényként jelen-
nek meg azokban a matematikai programozasi feladatokban, amelyekben
korlatozo feltételként a sor- és oszlopOsszesenre vonatkozo kévetelmények,
valamint egyes esetekben nemnegativitdsi, illetve el6jelmegtrzési feltételek is
szerepelnek. E matematikai programozasi feladatok vagy roviden modellek
kozil néhanynak a megoldasahoz vezets iteracios algoritmusat is targyaljuk.
Ennek kapcsédn bemutatjuk a szerzdk egyike altal kidolgozott ,,additiv’-RAS
algoritmust, és bebizonyitjuk, hogy egyfeldl nemnegativ referenciamatrix és
peremfeltételek esetén azonos eredményt ad a RAS-mddszerrel, masfeldl pedig
negativ elemeket is tartalmazé referencia-matrix, de eldjeltarté megoldasok
esetén azonos eredményt ad, mint a ,,javitott normalizalt négyzetes eltérése-
ket” minimalizald, angol roviditéssel INSD-modell, illetve altalaban is azzal
az INSD-modellel, amibdl elhagyjuk az eléjelvaltds biintetéfiiggvényét. Azt is
demonstraljuk, hogy az additiv-RAS algoritmus a GRAS-modell 1épésenként
masodfoki egyenlet megoldasat igényld iteracios algoritmusaval szemben nem-
csak hatékonyabb, hanem esztétikusabb is. Ugyanakkor a GRAS-modell

1Révész Tamés, Budapesti Corvinus Egyetem, Matematikai Kozgazdasigtan és Gaz-
dasigelemzés Tanszékének tudoméanyos fémunkatdrsa, e-mail: revesz.tamas@bge.hu.
Koppany Krisztidn, Széchenyi Istvdn Egyetem Nemzetkozi és Elméleti Gazdasagtan
Tanszékének egyetemi docense, e-mail: koppanyk@sze.hu. A kutatést a ,,Kozszolgaltatasok
kozgazdasagi és irdnyitasi kérdéseinek kozpontja Alapitvany” valamint Koppany Krisztidn
részérél a GINOP 2.3.4-15-2016-00003 ,,A KKV-k nemzetkozi versenyképességét tamogatd
szolgéltatdsok fejlesztése” cimii projekt tdmogatta. Beérkezett: 2017. szeptember 19.
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megoldédsanak elGjeltarté volta és amiatt, hogy az INSD-modell a GRAS-
modell egy Taylor-soros kozelitésének tekintheto, igazoljuk, hogy kis eltérések
esetén az additiv-RAS-mddszer, kiillonosen pedig az in. mddositott additiv-
RAS médszer is hajlamos az eléjeltartésra, kivéve, ha erre példdul a peremek
eldjelvaltdsa kényszeriti. Lemelin (2009) szdmpélddjan azt is demonstraljuk,
hogy az additiv-RAS még az ilyen extrém, eldjelvéiltdst megkoveteld eset-
ben is jol mikddik, s6t a Lemelin altal vizsgalt modellek koziil a legjobb
eredményt adja. A cikk felsorolva a tobbszektoros nemzetgazdasigi model-
lezés azon gyakran hasznalt matrix-kategoriait, amelyekre kétiranyd matrix-
kiigazitasi médszereket szoktak alkalmazni, bemutatja, hogy a nemzetgaz-
dasagi elemzésekben valo sikeres alkalmazas feltétele a konkrét kozgazdasagi
jelenség és az erre felirt referencia matrix sajatossagainak alapos ismerete.
A sikeres alkalmazdsok egyik példdjaként bemutat egy olyan friss kutatdsi
projektet is, amelynek sordn mind az additiv-RAS, mind pedig egy olyan
Osszetettebb matrixkiigazitasi modell egyarant igen j6 eredményeket adott,
amelyben a becstilend6 matrix elemeire blokkosszesen-feltételek szerepeltek.
A célfiiggvényben pedig korabbi szerzok technikai megolddsainak, illetve a
szerzOk ujszert elgondoldsainak hatékony és kreativ 6tvozésére keriilt sor.

1 Bevezetés

Jénéhany tudoméanydgban el6fordul, hogy egy olyan, matrixszal megadhatd
adattébla elemeinek értékét kell megbecsiilni, amelynek csak a peremeit (sor-
és oszlopOsszesenjeit) ismerjiik. A métrix egyes elemei vagy ismertek (ebben
az esetben ezeknek a hozzajuk tartozo sor- és oszloposszesenekbdl vald levo-
nasaval a becslési feladatot vissza lehet vezetni azon esetre, amikor a matrix
elemei ismeretlenek) vagy csak kozvetett informécié 4ll rendelkezésre rajuk
vonatkozéan. E kozvetett informacié altaldban egy referenciamatrix, amir6l
feltételezziik, hogy sor- illetve oszlopszerkezete valamilyen mérce szerint ,,ha-
sonld” a keresett métrixéhoz. A referenciaméitrix lehet a keresett matrixnak
egy korabbi idészakra vagy mas megfigyelési egységre vonatkozé megfelelGje.
A hasonlésagot illetve ennek ellentétét egy ,,tdavolsdgfiiggvény” méri, a cél az,
hogy ez a tavolsig (azaz a célfiggvény értéke) a legkisebb legyen.

Tipikus példa erre az un. szallitdsi matrix. Ennek i-edik sordnak j-edik
eleme az i-edik kiinduldsi (feladé-) helyrél a j-edik rendeltetési (fogadd-)
helyre szallitott mennyiséget jelenti (példaul egy személyszéllitdsi feladatban
a szallitott személyek szamét). Altaldban ismert a méatrix korabbi idészaki
megfelelje, a targyidoszakbdl pedig az, hogy melyik kiinduléhelyrél mekkora
mennyiséget szillitottak el (sorésszegek), illetve, hogy melyik rendeltetési
helyre mekkora mennyiség érkezett meg (oszloposszegek).

Szemléletesebben tgy fogalmazhatunk, hogy a feladat a referencia matrix
szerkezetét a legjobban megoérizve rafesziteni azt az 4j peremekre. Ennek az
in. méatrixkiigazitdsi probléménak a megoldasara mar a XX. szazad elején az
egyes szakteriileteken tobbé-kevésbé egymastdl fiiggetlentil kiilonb6z6, sok-
szor hasonld, s6t matematikailag azonos eljarasokat dolgoztak ki. Mégis a
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modszereket a kiilonféle szakteriileteken eltéréen hivjak. Példaul a cikkben
részletesen ismertetésre keriil§, a kbzgazdasdgtudoméanyban RAS-mdédszernek
nevezett eljdrast a kozlekedéstudomédnyokban Furness [1965] nyomén Fur-
ness-, mashol pedig Fratar-algoritmusnak nevezik.

Altaldban a fenti ., kétiranyd” matrixkiigazitasos feladatok megoldasara
javasolt moddszereket két nagy csoportba sorolhatjuk: az dn. ,.entrépia-
modell”-nek nevezett (amelyben altaldban az informdaciéelméletbdl vett lo-
garitmus fiiggvény szerepel) mddszerek kozé (ide tartozik a RAS-mddszer is)
illetve a legkisebb négyzetek elvén nyugvé kvadratikus célfiiggvény it modellek
kézé. A szakirodalomban terjedelmes vita bontakozott ki, hogy mikor melyik
modszer a hatékonyabb, megbizhatébb. Az eddigi tapasztalatok szerint az,
hogy melyik médszert érdemes valasztani, az részben a matrix, az elvart
peremek, valamint a becsult métrixszal kapcsolatos elvarasaink matematikai
tulajdonsdgaitdl (nemnegativitds, zérusérték, eldjelvéaltas megengedett volta,
ritka métrix-e stb.) fiigg, részben pedig a métrix kozgazdasdgi tartalmatol.
Példaul a negativ vagy zérus értékek akadalyozzak a sztenderd mddszerek
alkalmazdsat. Gyakran el6fordulhat, hogy egy kiigazitandé matrix egyik
pereme (vagy annak egyes elemei) vigy kell zérus értéket felvegyen(ek), hogy
a matrixban megmaradjanak pozitiv és negativ értékek egyarant.

A szakirodalomban az egyes szerzék kozott nemcsak abban volt vita, hogy
a gyakorlatban melyik mddszer ad jobb becslést, miikodik megbizhatébban
(példaul biztositja-e a referenciamétrix elemei el6jelének megérzését), hanem
a mddszerek matematikai tulajdonségait illetéen is (torzitanak-e, az egyes
specidlis esetekben miikodnek-e, egyértelmii-e a megoldas, azonos-e két kii-
16nféle médon megfogalmazott modell megoldésa? stb.)

Cikkiinkben ezeket a mddszereket tekintjik at, el6szor vazlatosan mate-
matikailag, majd megvildgitva a tobbszektoros modellezési gyakorlatban el6-
fordulé métrixok (kiilondsen a szamszertisitett altaldnos egyensilyi (CGE-)
modellek adatigényét képezd kiilonféle tranzakcids és transzformacios matri-
xok) statisztikai problémait és becslési sajatossiagait. A kifejtés sordn néhany
szampéldaval is megvildgitjuk a mdédszerek alkalmazasat.

Fentiek keretében kiilon hangsilyt kap a szerzonek a negativ elemii refe-
rencia-matrixszal és/vagy nempozitiv elvirt peremekkel rendelkez8 matrixok
becsléséhez kidolgozott ,,additiv-RAS” mddszerének ismertetése, és hatékony-
saganak szampélddakkal valé illusztraldsa. A gyakorlati tapasztalatok és a
szakirodalom tanulsigainak Osszefoglalasa kapcsan javaslatokat tesziink a
becslési modszerek tovabbfejlesztésére és jovébeni alkalmazasanak maédjara.

2Péld4ul, hogy az abszoliit matrixelemekre (,,tranzakciékra”) vagy az abbdl szamitott
egylitthatékra kell-e a feladatot (illetve a célfiggvényt) felirni (ldsd Mesnard [2011] 4.2.
alfejezetét).
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2 A matrixkiigazitasi probléma és leggyakrab-
ban hasznalt megoldasi moédszerei

Ebben a fejezetben elészor a fenti , kétiranyd” matrixkiigazitasos feladat for-
malis matematikai megfogalmazasat adjuk meg. Ezutan a feladat nemnegativ
matrixok esetében javasolt megolddsi mddszereinek két nagy csoportjat, az
un. ,.entropia-modell”’-eket és a kvadratikus célfiiggvényii modelleket, illetve
ezek viszonyat ismertetjik.

2.1 A matrix kiigazitasi probléma

A szakirodalomban leggyakrabban targyalt matrixkiigazitasi problémat a
kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg (ldsd példaul Lahr & Mesnard [2004],
amin a mddszer aldbbi ismertetése is alapul):

Legyen X* egy mxn-es méretl ismeretlen matrix, amelynek sorGsszesenjei
az ismert u oszlopvektorral, oszloposszesenjei pedig a szintén ismert v sorvek-
torral egyeznek meg (azaz X*1 = u, 17X* = v, ahol 1 a megfelel§ méretit
oszegzbvektor, a T felsd index pedig a transzponalds jele).

Ha rendelkezésiinkre 4ll egy szintén m xn-es méretii A induldmdtriz (vagy
més néven prior- vagy referenciamétrix), ami szerkezetében hasonlé X*-hoz,
akkor azt azzal a szintén m x n-es méretii X matrixszal becstilhetjiik, amely-
nek sorOsszesenjei az u oszlopvektorral, oszlopOsszesenjei pedig a v sorvek-
torral egyeznek meg (azaz X1 = u, 17X = v) tigy, hogy X az A referencia-
matrixhoz valamilyen értelemben leghasonlobb legyen.

A fenti bekezdésekben a ,,szerkezet” sz6 hasznalatat az aldbbi megfonto-
lasok indokoljak:

Természetesen attdl fiiggben, hogy hogyan definidljuk két matrix ,,hason-
16s4gat” (vagy ennek ellentéteként ,,eltérését” vagy ,,tavolsdgat”), a feladat
megolddsa (X) eltérhet. Még ha rogzitjiik is a két matrix sszehasonlitdsdnak
képletét, a megoldas természetesen tovabbra is fligg az A referenciamatrixtol.
Ha azonban ennek nemcsak szerkezetétdl (elemei bels6 ardnyaitél), hanem
még A ,,szintjétdl” is fiigg a megoldds (azaz, hogy valamely 7 skaldrral szo-
rozva A-t, méas megolddst kapunk), akkor célszerii az A-t v skaldrral szorozva
gy mdédositani (ardnyosan kiigazftani), hogy mindosszesenje (17 A1) meg-
egyezzen a keresett X* minddsszesenjével (17X*1), azaz 1TA1l = 1Tu =
vT1 legyen. Ez teszi ugyanis csak lehetévé, hogy ha ekkor még Al = u
és 1T A = v is éppen teljesiil, akkor az A indulémétrix maga legyen az X
megoldas. Mivel eleget tesz a feltételeknek, és a lehetd leghasonlébb A-hoz,
vagyis azonos vele. Az A referenciamatrix fenti ,,szintezése” tehdt csokkenti
a tovabbi kiigazitds sziikséges mértékét, szerencsés esetben (ha a peremfelté-
teleket is teljesiti) pedig sziikségtelenné is tesz minden tovébbi kiigazitést.

Természetesen két matrix ,,hasonlésidganak” adott képlete mellett elkép-
zelhetd, hogy a feladatnak tobb megolddsa van, azaz amelyekre ez a képlet
azonos értéket ad. Azonban ha A indekompozdbilis (irreducibilis), a lehetséges
megoldasok halmaza kompakt, és a célfliggvény e halmaz felett folytonosan
differencidlhato, akkor csak egyetlen megoldas létezik, ami az altalunk tar-
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gyalt eljardsokra altaldban fenndll (Mesnard [2011]). E problémaéval &ltala-
nossagban tehat itt nem foglalkozunk, de majd visszatérink ra a matrixok
,,hasonlésdganak” konkrét képletét alkalmazé eljardsok (modellek) térgyala-
sakor.

Mindenesetre a matrixkiigazitasi feladat matematikai programozdsi fela-
datként frhaté fel, amelyben az adott korldtok (X1 = u, 17X = v, valamint
esetleg nemnegativitdsi, illetve el6jel-azonosségi korldtok) mellett keressiik a
célfiigguény optimalis értékét (konkrétan a hasonlésdgi képlet maximumaét
vagy az eltérés valamilyen monoton nvekvd fiiggvényének minimumat). Is-
meretes, hogy ha a korlatozo feltételek linearis egyenléségek, akkor az opti-
mum a Lagrange-szorzok mdédszerével hatdrozhaté meg. Az ezekkel felirt un.
Lagrange-fiiggvényben e szorzok a korlatoktol valo eltéréseket biintetik, és azt
fejezik ki, hogy a korlatok egységnyi novelése mekkora mértékben valtoztatja
meg az optimum értékét. Néhany szerzo azonban eleve a Lagrange-fliggvény-
bol indul ki, de azt médositja, példaul ugy, hogy a korlatoktol valo eltéréseket
nemcsak a megfelelé Lagrange-szorzoval szorozva szerepelteti, hanem az igy
kapott szorzatok logaritmusat véve (ldsd példdul Giinliik-Senesen, G. — Bates,
J. M. [1988)]). Ennek a célfiiggvényiikben logaritmust szerepeltet6 tn. entré-
pia-modellekben van haszna, amennyiben igy az elsérendi feltételekbdl szar-
mazé (bér az eredeti feladat szempontjabdl nem optimalis!) megolddsban az
Tij = Qij - N - T; egyszerd szorzatalakban fejezhetd ki a referenciamétrix
megfelel6 eleme, valamint az el6irt sor- és oszloposszegektdl vald eltérésekhez
tartozé A; illetve 7; Lagrange-szorzok kozott.

Felvetdédik, hogy ahelyett, hogy azt vizsgalnank, hogy mennyire 6rzi meg
a kiindul6 struktirét az adott (programozési modell megolddsét biztositd)
eljaras, inkabb azt kellene vizsgalni, hogy mennyire mddositja azt a pere-
meken elvdrt vdltozdsoknak megfeleléen, azokkal 6sszhangban. Példaul, ha
mind a vizszintes, mind a fliggbleges perem névekedett, akkor jogos elvaras,
hogy az ezek metszéspontjaban 8116 elem is ndvekedjen (persze lehetéleg csak
az indokolt mértékben). E kérdést jelen mi kivetkezd fejezeteiben tobbszor
érintjiik, de altalanos targyalasara nem vallalkozhatunk. Mindenesetre ilyen
és ehhez hasonl6 szempontokat vizsgald kritériumrendszer Gsszedllitasan ér-
demes elgondolkodni.

2.2 A RAS-moddszer

A legkézenfekvébb, mar az 1930-as években dokumentalt, s az 1940-es években
mar az input-output-modellezésben is hasznélt megoldasi algoritmus a RAS-
modszer, amelyet a kozgazdasagi szakirodalomba, elsGsorban az Agazati Kap-
csolatok Mérlegének becslésére Richard Stone vezetett be (Stone [1961]; Stone
és Brown, [1962]).

Ennek az iterdciés médszernek elsé 1épése az A mdtrixnak (aminek sor-
Osszesenjeit jelolje a b oszlopvektor, oszlopdsszesenjeit pedig az f sorvektor)
el6szor a sorait szorozza meg a hozzatartozoé kivant sordsszesen és a tény-
leges sordsszesen (u;/b;) ardnydban (ezaltal a matrixot kiigazitva az elvért
sorGsszesenekhez), majd az igy kapott matrixot oszlopirdnyban igazitja ki
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hasonlé ardnyos médon az elvart v oszloposszesenekhez?. A mésodik lépésben
az igy kapott A' métrixra hajtja végre a fenti sor- és oszlopirdnyt ardnyos
kiigazitdsokat, majd igy tovabb, az i-edik 1épésben az (i — 1)-edik 1épésben
kapott A‘~! métrixra végrehajtva a fenti sor- és oszlopiranyt kiigazitasokat
kapja az A’ méatrixot. Ez az eljiras rendszerint konvergens*, az A’ matrix-
sorozat hatarértéke, azaz a megoldasul kapott X méatrix az

m n

Xl=u 1"X=v, sz"’j In(x; ;/a; ;) — min (1)

matematikai programozasi feladat megolddsa (Bacharach [1970]%), és (a fe-
ladatot a Lagrange multiplikdtor médszerrel megoldva) el6éll az

X = #AS§ (2)

szorzat alakban, ahol ~ a vektorbdl diagondlis matrix képzésének a jele, r
és s pedig rendre az X1 = u és 17X = v korldtok drnyékaraibdl képzett
vektorok (Bacharach [1970]). Mivel a célfiiggvény konvex és folytonosan dif-
ferencidlhaté egy kompakt halmazon, ha az A métrix indekompozabilis (tel-
jesen Osszefiiggd, ldsd Zalai [2012]), akkor az X = £ AS megoldds egyértelmii,
pontosabban az r és s vektorokndl egy tetszéleges ¢ skalarszorzét leszamitva
(Bacharach [1970], Mesnard [2011]). Ez azt jelenti, hogy ha egy r és s vek-
torpar egy megoldds, akkor az r - § és s/6 vektorpar is az.

A RAS-mddszer tehdt egy biproporciondlis (kétirdnyu ardnyositsi) méd-
szer, ami végeredményben az eredeti matrixot egyfel6l soronként, masfelol
oszloponként (az adott soron, illetve oszlopon beliil) egységes szorzékkal
igazitja ki.

A RAS-mdédszer fenti célfliggvényét a szakirodalom az analég informécio-
elméleti képlet alapjan informéciéveszteségnek nevezi.® Lemelin et al. [2013]
precizen levezetik, hogy a RAS-feladat egyenértékii a

m m n

n
S pij=pg, > pij=pi, Y pijn(pi;/pl;) —min  (3)
i=1 =1

i=1 j=1

feladattal, ahol p? ; = a; /1T A1, p; j = x; j/w, p. ; = hj/w, pi. = ui/w, és
ahol w = u’'l (azaz az X métrix elemeinek eléirt minddsszesenje). Ekkor
tehdt a keresendd p; ; értékek egy kétdimenzids egytittes valészintiségeloszlas
elemeinek tekinthetok, a célfiiggvény pedig azon ,,idegen” informdcionak,
amit a p; j valoszinliségeloszlas tartalmaz a p?' ; valdszintiségeloszlashoz képest.

3 Az altaldnossdg rovasa nélkiil a sor- és oszlopirdnyu kiigazits sorrendje felcserélhetd,
a megoldast nem érinti.

4A konvergencia sziikséges és elégséges feltételeit MacGill [1977] mutatta ki (ldsd még
Lemelin et al [2013])

5Schneider és Zenios [1990] szerint ezt Bregman [1967] mar Bacharach [1970] el6tt be-
bizonyitotta.

6 A matematikai informaciéelméletet Shannon [1948] dolgozta ki, és Theil [1967] vezette
be a kdzgazdasdgtudomdnyba.
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Az ilyen alakra hozhaté feladatokat illetve megolddsi médszeriiket kereszt-
entrépia (cross-entropy) feladatoknak illetve médszereknek nevezi’. A RAS-
modszer tehat a kereszt-entropia mddszerek specidlis esete.

Lemelin et al. [2013] levezetését dltaldnositva elmondhatjuk, hogy a RAS-
modszer ugyanolyan eredményre vezet akkor is, ha az A indulématrixot tet-
szOleges pozitiv szammal megszorozzuk. Ugyanis a ~ skalarral vald szorzas
esetén a célfiiggvény

m n m n

szu n(zi; /(7 - ai;)) szu{ln Tij/ai;) —Iny} =

i=1 j=1 i=1 j=1
m n

—ZZ&;U (ij/ai;)—w-lny,

i=1 j=1

azaz csak egy konstansban tér el az eredeti feladatétol, és emiatt ugyana-
zon helyen van minimuma. Tehat matematikai szempontbdl nincs annak
sem jelentdsége, ha az A métrixot a v = w/17 A1 skaldrral 4tszorozva biz-
tositjuk, hogy minddsszesenje megegyezzen az eléirt peremekével (w-vel).
Természetesen egészen mas kérdés, hogy érdemes-e az A indulématrixot ugy
moédositani A*-ra, hogy az eleve kielégitse az A*1 = u, 17 A* = v perem-
feltételeket, azaz az (1) feladat egy lehetséges megolddsa legyen. Tovabbi
kérdés, hogy a keresett referenciamétrix m - n elemével szemben tamasztott
mindGssze n + m — 1 fliggetlen feltétel miatt meglévé jelentds szabadsdgfok
miatt 1étezd sok ilyen lehetséges modositas koziil melyiket valasszuk. fgy
eljuthatunk a kétfokozati matrixbecslés problematikdjahoz, azaz, amelyben
az els6 fokozatban valamilyen modellel az A kiindulé matrixot igazitjuk ki e
modell szerint optimélis A*-ra, majd ezt hasznalva referenciamatrixként egy
masik matrix-kiigazité modellben hatarozzuk meg a végsé becslést, azaz az X
matrixot. Felvethetd, hogy a két fokozatban hasznélt modelleknek mennyire
kell ,,harmonizélniuk” (kevésbé kolt6i kifejezéssel elméletileg koherensnek
lennitik), illetve eltérniiik (nyilvan teljesen azonos modellt hasznélva nincs
értelme az eljarast két fokozatra bontani: ugyanis minden optimalizal6 eljaras
amugy is egy lehetséges megoldds megkeresésével kezdi a szdmitdsokat).

2.3 Egyéb matrix kiigazité modellek

Természetesen, még nemnegativ matrixok esetén is, a matrixkiigazitasi prob-
lémara ettdl az informacidveszteségtol eltérd célfiiggvények is hasznalatosak
és indokolhatok. Az egyik igen hasonld célfiiggvény a

m n

Zzau n(ai; /i),

i=1 j=1

ami éppen megforditja a célfliggvénybeli szereposztast a referenciamatrix
elemeinek és a becsiilt matrix elemeinek értékei kozott (e célfiiggvénnyel

7 A kereszt-entrépia fogalmat Kullback, S. és Leibler, R. A. [1951] vezette be és targyalta
elészor.
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kapott megoldasok 6sszehasonlito elemzését 1asd példaul McNeil és Hendrick-
son [1985] cikkében). E célfiiggvény elénye, hogy minden z; ; valtozé csak
egyszer szerepel a képletben, igy konnyebb kiszamitani, és matematikai tu-
lajdonsdgai (monotonitds, nemnegativitds, stb.) is konnyebben atlithatdak.

Az elsésorban a széllitdsi matrix® becslésére alkalmazott tn. gravitacids-
modellek (14sd példaul Niedercorn és Bechdolt [1969] illetve Black [1972])
alapvéltozata is a RAS-mddszerrel egyenértékiinek tekinthetd (Mesnard
2011]).

A tovabbi, természetes alapi logaritmus-fiiggvényt tartalmazé, de eltérd
sulyozasu lehetséges célfiiggvényekre itt nem térunk ki, hanem e helyett at-
térink a ,,korlatozott legkisebb-négyzetek” jellegu célfliggvényekre.

Lahr és Mesnard [2004] szerint Pearson x? mutatéjét avagy a normalizalt
négyzetes eltérést (mas néven a normalizalt legkisebb négyzetek mddszerét)
eldszor Deming és Stephan [1940] majd Friedlander [1961] hasznélta a matrix-
kiigazitdsi feladat megolddsdra, majd Lecomber [1975] ajanlotta a szimmetri-
kus dgazati kapcsolatok mérlegeinek (SIOT-ok) frissitésére (,,update”-elésére).
A minimalizédlandé célfiiggvény az aldbbi két egyenértékii formulaval irhaté
fel:

m n m n

szw ai;)?/ai; = ZZ%J/%J—) CQg (4)

i=1 j=1 i=1 j=1

A mésodik képletbdl lathatd, hogy ez a célfiiggvény a becsiilt és eredeti
métrixelemek relativ (%-os) eltérésének az eredeti métrixelemek nagysdgéval
sulyozott négyzetosszegét jelenti. Ezaltal kompromisszumot jelent a szakiro-
dalom &ltal Almon [1968] tanulmany&hoz térsitott

m n

SO @iy —aiy)? (5)

i=1j=1

egyszerl négyzetosszeg?, és a stilyozatlan relativ négyzetes eltérés

m n m n

SN wiglai; =17 =3 (wi; —ai;)*/a3; (6)

i=1j=1 i=1j=1

célfiiggvények kozott.

Konnyen belathatd, hogy az egyszerii négyzetosszeg a kis elemeknél hajla-
mosabb nagyobb eltéréseket megengedni, mig a silyozatlan relativ négyzetes
eltérés éppen forditva, a szétosztandé (az elSirt sor- és oszloposszeghez sziik-
séges hozzdadandd, illetve levonandd) mennyiségeket a nagyobb elemekhez
hajlamos osztani, ahol a mddositas szazalékosan kisebb értéket jelent.

8 A szallitasi feladat abbdl 4ll, hogy az u; termékmennyiséggel rendelkezd i-edik kiindu-
16helyrdl a v; termékmennyiséget igényl6 j-edik érkezési helyre mekkora x; ; mennyiséget
szallitsunk dgy, hogy a szallitdsi koltség minimélis legyen.

9B4r Almon ezt a képletet az AKM egyiitthatéira alkalmazta, azazaz X1 = u, 17X = v
peremfeltételek helyett az Xg = u, 17X g = v peremfeltételek mellett torténik a széban
forgé célfiiggvény minimalizdldsa, ahol g a brutté termelési értékek ismertnek feltételezett
vektora.
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A négyzetes eltéréscket, illetve azokat az 1/a; ; illetve 1/ a,aj sulyokkal
Osszesité (4), (5) és (6) célfiggvények altaldnositdsaként Harthoorn és van
Dalen [1987] a

m n

SO (wig—aiy) /9

i=1j=1

képlettel irjék fel a célfiiggvényt, ahol az 1/g, ; stlyok képviselik az z; ;
elemek ,,els6 kozelitésének” tekintett a; ; elemek ,,relativ megbizhatésédgat”
(Timurshoev et al [2011]).

Az is kénnyen lathaté, hogy az entrépia jellegii, azaz logaritmus fiiggvényt
tartalmazo célfiiggvényekkel szemben a négyzetes eltéréseken alapulé célfiigg-
vények elvben megengedik azt, hogy a becsiilt x; ; az eredeti a; ;-tol eltérd
eléjeli legyen. Hasonloképpen nyilvanvald, hogy az eredeti zérus elemek is
valhatnak nemzérussa. E problémékkal a kévetkezo fejezetben foglalkozunk.

3 Negativ elemeket is tartalmazd, illetve zérus
peremértékii matrixok kiigazitasi modszerei

Ebben a fejezetben elGszor a , kétiranyu” matrixkiigazitasos feladatnak a
2. fejezetben ismertetett mdédszereinek olyan moédositasait mutatjuk be, ame-
lyek ahhoz sziikségesek, hogy ezeket eredményesen lehessen alkalmazni olyan
esetekben is, amelyekben a métrix elemei és/vagy el6irt sor- illetve oszlop-
Osszesenjei kozott negativ elemek is vannak.

Egy kiilonféle dezaggregiciokat tartalmaz6 gazdasagi modellezés adat-
béazisaban gyakran szerepel ilyen dezaggregalt kategériak kereszt-tablazata
(vagy mds néven kontingencia-tabldzata). Ha ezek becslésére van sziikség,
akkor sok esetben a negativ vagy zérus értékek akadalyozzdk a sztenderd
modszerek alkalmazasat. Példaul, ha a kiigazitandé matrix egyik peremének
(vagy annak egyes elemeinek) eléirt értéke zérus, akkor a RAS-becslés az egész
indulé sort illetve oszlopot lenullazna, még akkor is, ha valésdgban mind
pozitiv, mind negativ irdnyban léteznek nullatél nyilvanvaldéan jelentOsen
eltéro elemek. Az se sokkal szerencsésebb eset, ha a referencia matrix valame-
lyik sor- vagy oszloposszesenje zérus (természetesen ekkor a széban forgd sor
illetve oszlop vagy minden eleme zérus, vagy negativ elem(ek)nek is lennie
kell benne), de a megfelels el6irt peremérték zérustdl eltéré. A probléma
sulyat érzékeltetendd megemlithetd, hogy az erre az esetre egyébként nem
ajanlott RAS-algoritmus az adott sor illetve oszlop ardnyos kiigazitdsa sordn
zérussal val6 osztéast kisérelne meg.

Mint a 2. fejezetben bemutatott képleteikbdl is sejthetd, a matrix-kiigazi-
tas eddig targyalt modszerei nem, vagy nem megfeleléen miikodnek akkor,
ha az indulématrix egyes elemei vagy az eloirt sor- illetve oszlopdsszesenek
egy része negativ. E problémdak bandlis ad hoc kezeléseit leszamitva, mint
példdul a kis negativ a; ; elemek zérusra cserélését (Omar [1967]'°) vagy

107dézi Lahr és Mesnard [2004].
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véltozatlanul hagyédsat (amit Huang et al [2008] szokésos médszernek nevez),
Giinliik-Senesen és Bates [1988], majd az & eredményeiket tGjrafelfedezve'!
Junius és Oosterhaven [2003] foglalkozott eldszor alaposan a negativ elemek
kezelésével. Azonban az ltaluk kidolgozott un. ,,generalized”-RAS (GRAS)
modszernek az altaluk a

m n

DD laigl wig/ai; I /a)

i=1j=1
képlettel felirhaté célfiiggvénye torzit (Huang et al [2008]), és nem is al-
kalmazhaté, ha nem minden oszlopban és sorban van pozitiv elem (Temur-
shoev [2013]), illetve, mint majd latjuk, még normél esetben sem mindig a
legjobb eredményt adja a becslési mddszerek kozil. Késébb Oosterhaven
[2005] is rAmutatott, hogy az eredetileg javasolt célfiiggvényében a negativ és
pozitiv eltérések kiolthatjak egymést (a tokéletes illeszkedés illizidjat keltve),
és helyette az abszolit informéciéveszteségnek (AIL) elnevezett

m n

SO laig - wig/ai; - n(wi;/ai ;)]

i=1 j=1
célfiiggvényt javasolta. Késébb a GRAS-médszer célfiiggvényének torzitisat'?
Lenzen et al [2007] korrigaltak. Huang et al [2008] pedig a célfiiggvényt a

SN laisl - (zig - Inzi/e) + 1)

i=1 j=1
alakra tovabb mdédositva (bér ez utébbi médositas csak egy olyan konstanst
ad a fiiggvényhez, amire a z; ; = 1 értékek mellett a fiiggvény éppen zérus
lesz, de ez nem érinti az optimumhelyet) a médszert ,,javitott-GRAS”-nak
(IGRAS) nevezi.

Mindenesetre mar a célfiiggvényben szerepl6 logaritmus-fliggvénybol is
lathatd, hogy ha a modellnek egydltaldn van megolddsa, akkor abban minden
i,j parra z; j/a;; = z;,; > 0. Tehdt a GRAS-modell megolddsa garantdlja,
hogy a métrix elemei megtartjdk az el§jeliikket (azaz, hogy a becslés eléjele
az induléérték eléjelével azonos legyen).

A valamilyen informédciémennyiségen alapulé célfiiggvényeket tartalmazd
un. entrépia-modelleken tul a kvadratikus célfiiggvényt tartalmazé modellek-
ben is megfogalmazhaté a becsiilt matrix elemeire az el6jelvaltas tilalma.
Jackson és Murray [2004] példaul (14sd a 10. sorszami modelljiiket) a z; ; =
x;,;/a; ; valtozok szerint minimalizdlandé

m n

D> (zig iy —aig)? - lal

i=1 j=1

HT4sd Umed Temurshoev et al [2011] (ld4sd még: http://www.wiod.org/publications/
papers/wiod2.pdf)

12Nevezetesen, hogy a z - Inz fiiggvény minimuma a z = 1/e értéknél van (ahol e a
természetes alapu logaritmus alapja és z képviseli az x; j/a; ; ardnyt, tehdt a z = 1 helyen
kellene lennie a minimumnak), mig az altala javasolt z - In(z/e) fliggvénynek van a z = 1
értéknél minimuma.
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célfiiggvényt alkalmazzak erre a célra a szokdsos peremfeltételek és a z; ; > 0
nemnegativitasi feltételek mellett. A nemnegativitasi feltételeket szerepeltetd
fenti, altaluk ,.el6jeltarté négyzetes eltérés’-nek nevezett modell ugyan elég
jol megoldhato a rendelkezésre all6 matematikai programozési szamitégépes
programcsomagokkal (pl. GAMS), de ezen egyenlétlenség tartalmu feltételek
nem teszik lehetové az optimdlis megoldas levezetését a Lagrange-szorzdk
mddszerével. Taldn ezért is Huang et al [2008] a métrixelemek eléjelvaltdsat
nem igy, hanem a Lagrange-fiiggvénybe beépitett

m n

M/2-3 7> " ai ] - [min(0, z ;)]

i=1j=1

taggal akadalyozza meg, ahol M egy adott kelléen nagy pozitiv szam.

A Junius és Oosterhaven [2003] dltal a negativ elemeket is tartalmazd,
részben negativ peremil matrixok kiigazitasara adott szampéldan 6k és ké-
s6bbi publikdciok szerzoi empirikusan is vizsgaltdk, hogy az egyes, az illeszke-
dés josagat méré (,,assessment”) kritériumok szerint melyik becslési mddszer
a jobb. E médszerek koziil Jackson és Murray [2004] éppen a fenti ,,eléjeltartd
négyzetes eltérés” modellt talaltak Osszességében a legjobbnak.

Hasonléképpen Huang et al [2008] is arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy
az altaluk ,,javitott normalizélt négyzetes eltérés’-nek (INSD) nevezett,

m n m n

SO @ig/aig =17 aig) +M/2- ) Y aij] - [min(0, 2 )] (7)

i=1j=1 i=1j=1

képlettel megadott célfiiggvény teljesitett (dtlagosan) a legjobban Junius és
Oosterhaven [2003] szdmpélddjén. Ez — a jé becslési eredmények mellett —
elvileg is aldtdmasztja az EU-GTAP projektben dltalunk valasztott hasonld
(kvadratikus jellegii) célfiiggvény indokoltsigét (Rueda — Revesz et al [2016]).
Ahogy Huang et al [2008] ramutattak, és ahogy Temurshoev et al [2011] pre-
cizen levezették, az INSD célfliggvény az IGRAS célfiiggvényének a z; ; =1
hely koriili Taylor-soros felirdsanak els6 tagja:

laij|- (zij (2 5/€)+1) = |ai ] - (0+ 25 - (20— 2) +1) = |ai 4] - (20, — 1)*.

Ezért, és mivel a GRAS-becslésben z; ; > 0, Huang et al [2008] ugy
érvelnek, hogy az INSD-mddszer hajlamosabb megérizni az elemek el6jelét,
mint més, nem-biproporcionalis médszerek.

Fenticken és az empirikus tesztelésen til Huang et al [2008] felirjak az
egyes moddszereknek megfelelé korlatozott optimalizalasi feladatokhoz tar-
tozd Lagrange-fiiggvényeket, és ezekbdl levezetik az optimélis megoldasok
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képleteit.'> Az INSD célfiiggvény esetén ezek az aldbbiak:

1 ha Q5 = 0
Zij = { 1+sgn(a; ;) - (A +7;) ha ez nemnegativ vagy M =0  (8)
0 ha M végtelenhez tart.

o= (=D s+ D (M- any - min(0,2,5) = 75 - aig)) /Y lasg| - (a)
J J J

7y = (0 =D s+ 3 (M - ag; - min(0,205) = A -lail)) /D lai| (8b)

ahol z; ; = x; j/a; ;, \; és 7; pedig a Lagrange-fiiggvényben a sor- és oszlop-
irdnyu eltérésekhez tartozo Lagrange-szorzdk.

Konkrétan akkor, ha z; ; > 0, azaz ha az a; ; elem nem vdlt eldjelet, \; és
7; fenti képletei az aldbbiakra egyszertisodnek:

(0= 30 = 37 haag 1)/ 3l (9)
7= (v = P = 20N lasgl)/ 3 e (10)

A z; ; meghatdrozdsara szolgdldé (8)-beli képlet kozépsd részébdl latszik,
hogy ekkor pozitiv a;; elemek esetében hozzaadni, negativ elemeknél pedig
levonni kell a Lagrange-szorzokat.

A (8) k6zépsé egyenletét a; ;-vel beszorozva

Ai

Tij = Zij Qi = i+ @ sgn(aig) - (N +75) (11)

majd bevezetve a d; ; = z; ; — a;,; jelolést, mindkét oldaldbdl a; ;-t levonva
és figyelembe véve, hogy a; ; - sgn(a; ;) = |a; |, a

dij = xij — aij = la; ;|- (N +75) (12)

Osszefliggés ad6dik a Lagrange-szorzok és a métrix elemeinek (optimélis) val-
tozasa kozott.

A (9) és (10) egyenletekbdl pedig azt latjuk, hogy e szorzék egyméstol
fiiggenek, valamint fiiggenek az adott a; ; elem sorirdny illetve oszlopirdnyd
abszolitérték-részesedésétol is.

Erdemes megjegyezni, hogy hasonléan a RAS-mddszerhez (amelynek meg-
olddséban a sorok és az oszlopok (Lagrange-) szorzdi csoportonként egyméssal
forditott aranyban, csoporton beliil egységesen, de barmily aranyban aranyo-
san valtozhatnak) a (12) képletbdl latszik, hogy ugyanarra a becslésre vezet,

13B4r hibdsan, az altaluk megadott elsérendii feltételek akkor dllndnak fenn, ha a La-
grange-fiiggvényben a korldtoktdl valé eltérések forditott elGjellel lennének felirva. Ezt
kés6bb Temurshoev et al. [2011] javitjak, de 8k se indokoljék a célfiggvény megfelezését
a Lagrange-fliggvény képzésénél, ami egyébként a peremektdl valé eltéréseket biintets
fliggvény kétszeres sillyal valé beszdmitasaval egyenértékii.
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ha egy tetszdleges ¢ értéket valasztva A; helyére A; + ¢ értéket, 7; helyére
pedig 7; — ¢ értéket adunk meg, sét tovabbra is kielégitik a (8), (9), (10)
elsorendii feltételeket is. Tehat ilyen értelemben, ha van egy megoldas, akkor
végtelen sok van, csak amig a ,,multiplikativ’ RAS esetében a Lagrange-szor-
zOkban a szabadsdgfok egy ardanyossagi tényezoben jelentkezik, addig az INSD
esetében ez egy additiv komponensben.

Mivel a Huang et al [2008] 4ltal targyalt dltaldnos (el§jelvéltast megtiltd)
esetben a (8), (9), (10) egyenletrendszer szimultdn (\; és 7; fiiggenek z; ;-t6l

és forditva), megolddsara egy iterdcids algoritmust javasolnak Z(O) =1, )\(O)

0, ’TJ(»O) = 0 indul6értékekkel. Az altalunk targyalt, eléjelvaltast megengedd
esetben azonban \; és 7; csak egymadstol fliggenek, és a Huang et al [2008]
altal javasolt iteracids algoritmus nem rekurzivan értelmezett valtozatanak
elsd 1épésében a (9) és (10) képletek alapjin a Lagrange-szorzdk a

MY =i/ aigl (13)
7

™ =hi) > Jail (14)

képletekkel hatarozodnak meg, ahol bevezettikk a g; = u; — Zj ai; és h; =
vj—_, a; ; jeloléseket az el6irt sor- és oszlopGsszesenek eltérésére az A matrix
megfelel sor- és oszlopOsszesenjeitol.

Legyen S = |A|, ahol |A | az a métrix, amely A elemeinek abszolit értékeit
tartalmazza, w = 17S, q = S1, valamint R = § 'S és C = Sw ! az S
sor- illetve oszlopirdnyd megoszldsait tartalmazé matrixok. A (13) és (14)
képletnek (12)-be valé behelyettesitésével azt kapjuk, hogy az elsé iterdcids
lépésben a matrix elemei a

1 1 1
dY) =lai |- M+ = g; |aw|/2|au|+h |aw|/2|au|—

T Jj + h Ci,j
(15)
mértékben viltoznak meg. Ez tehat azt jelenti, hogy az elsé iteracid a sorok,
illetve oszlopok sziikséges kiigazitdsat éppen az egyes a; ; elemek sorirdny,
illetve oszlopiranyu abszolutérték-részesedésének ardnydban szétosztva végzi
el. Figyeljiik meg, hogy ez az els6 iteracids 1épés a kiigazitast Osszességében
duplan végezné el, a kapott matrix minddsszesenje

m n m

22 b =20 +Zh

i=1 j=1

képletében mind a Y7, g;, mind a 37 h; tag Gnmagdban biztositand,
hogy a matrix mindésszesenje az eloirt legyen.

A kézben bevezetett jelolésekkel a Lagrange-szorzdk (végsd) értékeit meg-
hatdrozé (9) egyenleteket ¢; = ). [a; j|-vel, a (10) egyenleteket pedig w; =
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>~ las j|-vel beszorozva a

)\i'Qi:gi_ZTj'si,j (16)
J

S ) (17)

7

alakra egyszertisodnek. Matrixalgebrai jelolésekkel (16) és (17) a

Bl s

inhomogén linedris egyenletrendszerben foglalhaté Ossze, ahol A, 7, g és h
rendre a A;, 7j, g; és h; elemekbdl képzett oszlopvektorok.
Mivel 17g = 17h, valamint §1 = q = S1 és W1 = w = ST1, fenndll,

& $J[4)-[3

azaz a tovabbiakban S*-gal jelolt [ SqT VSAV] (egyébként lathatéan szimmet-

rikus) métrix szinguldris (sorai, illetve oszlopai Gsszefiiggdk). Ezért a (18)
egyenletrendszer nem oldhaté meg az S* (nem 1étez8) inverzével balrdl vald
beszorzasaval, hanem (legaldbb) egy véltozét ki kell fejezni a tobbivel, és el
kell hagyni az egyenletrendszer hozza tartozé (azonos sorszami) egyenletével
egylitt. Végil az (m + n — 1) egyenletbdl és valtozébdl 4ll6 redukélt egyen-
letrendszert lehet megoldani a redukalt egyiitthatomatrix inverzével balrdl
valé beszorzasaval.

3.1 Az elgjelvaltast megenged6 moédszerekrol

A negativ elemeket is tartalmazé matrixok elemeinek becslésénél el6fordulha-
t6 eléjelvaltast korabban értelemszertien igyekeztek elkeriilni (mér csak azért
is, mert negativ z; ; esetén a célfiiggvényként definidlt, az entrépia-modellek-
ben szokdsosan haszndlt logaritmus fiiggvény nincs értelmezve), s el8jeltar-
t6 (,,sign-preserving”) algoritmusokat kidolgozni. Azonban eléfordulhatnak
olyan esetek is, amikor az eléirt peremek olyanok, hogy az a; ; és x; ; elemek
eléjele kiilonboz6 kell, hogy legyen.

Lemelin [2009] egy ilyen esetet is bemutat a cikkében. Mikézben igyekszik
kiterjeszteni és tesztelni a GRAS- és a Kullback — Leibler [1951]-féle kereszt-
entrépia becslési modszereket zérus-peremii matrixokra, Junius és Ooster-
haven szampélddjanak matrixat el6szor mint netto vildgkereskedelmi mdtrizot
értelmezi at, ahol az inkonzisztens kiindulé adatok A métrixanak a; ; ele-
me mutatja a j-edik orszdg netté exportjat az i-edik termékbol, és amely-
nek becsiilt X matrixanak mind a sorGsszesenjei, mind az oszloposszesenjei
zérusok kell, hogy legyenek, majd mint nemzetkozi befektetési nettd pozicidk
matrixat, ahol az inkonzisztens kiindulé adatok A matrixdnak a;; eleme
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mutatja a j-edik orszag nettd kovetelését az i-edik befektetési eszkozbol, és
amely becsiilt X matrixa sorsszesenjeinek ugyancsak zérusnak kell lenniiik,
de az egyes oszlopOsszesenek negativ értékét teszi sziikségessé. Ez utébbi eset-
ben Lemelin a matrix eredetileg pozitiv elemekbdl &ll6 2. oszlopanak el&irt
Osszegét szandékosan negativ értékkel hatdarozza meg, hogy kikényszeritse
egyes elemek el6jelvaltasat, és ezen tesztelhesse Kullback és Leibler, valamint
Junius és Oosterhaven erre az esetre Lemelin altal némiképpen mddositott
GRAS- illetve kereszt-entrépia moédszerét.

Az indulémétrix és az elvéart peremek konkrétan az 1. tdbldzatban szereplé
értékek voltak.

1. orszdg 2. orszdg 3. orszdg 4. orszdg Osszesen El6irt Osszesen

1. p.i. eszkoz 7 3 5 -3 12 0
2. p.u. eszkdz 2 9 8 1 20 0
3. p.u. eszkoz -2 0 2 1 1 0
Osszesen 7 12 15 -1
El6irt sszesen 9 -16 17 -10

1. tabldzat. Nemzetkozi befektetési nettd pozicidk matrixanak kiindulé értéke

A kereszt-entropia mddszerrel becsiilt métrix a 2. tdbldzat szerinti lett.

Pénziigyi eszkdz 1. orszdg 2. orszdg 3. orszdg 4. orszdg Osszesen ElSirt 6sszesen

1. p.ii. eszkoz 27495.1 -36579.2 24854.4 -15770.3 0 0
2. p.u. eszkoz -11049.5 36563.2 -34936.8  9423.2 0 0
3. p.ii. eszkoz -16436.5 0 10099.5 6337.1 0 0
Osszesen 9 -16 17 -10
El&irt osszesen 9 -16 17 -10

2. tdbldzat. Nemzetkozi befektetési netté pozicidk kereszt-entrépia modellel becsiilt matrixa

Lemelin a kereszt-entropia médszer nyilvanvaldéan irreélis eredményeit az-
zal magyarazza, hogy a mddszer igyekszik meg6rizni a métrix elemeinek aré-
nyait, igy ha akar csak kis oszloposszegeket kell korrigalni nagyobb ardnyban,
akkor a hozzdjuk tartozo oszlop elemeket is azonos nagy aranyban modositja
(a RAS-hoz hasonldan).

Lemelin [2009] a GRAS-mddszerrel a 3. tdbldzatbeli becslést kapta (1dsd
a cikke 8. tdblazatdt).

1. orszdg 2. orszdg 3. orszdg 4. orszdg Osszesen El6irt Osszesen

1. p.i. eszkoz 17,07 -23,44 18,65 -12,28 0 0
2. p.i. eszkoz -2,49 7,44 -6,52 1,58 0 0
3. p.i. eszkoz -5,57 0 4,87 0,71 0 0
Osszesen 9 -16 17 -10
ElSirt osszesen 9 -16 17 -10

3. tabldzat. Nemzetkozi befektetési nettd pozicidk GRAS-modellel becsiilt méatrixa

Lemelin a két moddszerrel kapott eredményeket Gsszevetve megallapitja,
hogy a mddositott GRAS-médszere jobbnak bizonyult, mint a kereszt-ent-
répia modszer. Sajnos nem vizsgalta a kvadratikus jellegl célfiggvényekkel
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kaphaté megoldasokat, pedig azok maguktdl értetédéen megengedik az eld-
jelvaltasokat. Erre a kovetkezo alfejezetben még visszatériink.

Lenzen [2014] miutén elsésorban a (az AKM-ekben kiilon oszlopban meg-
jelend) készletvaltozasok kapcsédn bemutatja, hogy a készletvéltozdsok milyen
okokbdl, mely termékekbdl és milyen gyakorisaggal véltoznak, altalaban is
megforditja az elGjelvaltas addigi negativ mindsitését, és erényként hangsu-
lyozza, hogy ha kell, adott esetben a becslési eljaras meg tudja forditani a
matrix elemeinek eldjelét.

3.2 Az additiv RAS moddszer

A zérus (vagy zérus-kozeli) elvart peremek, illetve szerencsétlen helyen és
nagysagrendben megjelené negativ elemeket tartalmazé induléméatrix eseté-
ben haszndlhatatlan RAS-mddszert egy olyan iterdciés algoritmusra médo-
sitottam (Révész [2001]), hogy szorzds helyett elszor a sordsszegekben az
elvarttol valo elmaradast kell szétosztani a indulématrix adott sordban levé
elemek kozott az abszolutérték-részesedésiik aranyaban a

Jig,lj)(lr) aij+gi" i (20)

képlet alapjén (ahol g,fl)

kell végrehajtani a

= ¢;), majd oszlopirdnyban is hasonlé kiigazitast
1 D(r 1
zp) =)+ hY e (21)

képlet alapjan, ahol h§1) =v -y, x(l)( )
Altaldban az n-edik iterdcié (amely tehat az n-edik soriranyu és n-edik
oszlopirdnyu kiigazitds 1épéseit tartalmazza) a

0 =l )
(aholg =u— ) x(” 1)) illetve

o =) 2
képletekkel irhaté fel, ahol h(") - ")( ). Ennek alapjan az els6 n

(rb)

n
iterdci6 utan az egyes elemek d( ) — a;,; Osszes addigi médosulasa a

n

n k k k - k
d,gj = Z( (k) Ty +h( ) Cij) =T Zg( )+cm . Zh§ ) (24)
k=1

k=1 k=1

képlettel irhato fel. Ha az eljaras konvergens, akkor nyilvanvaléan a df%)
hatarértékre a
dfz) =Tij -gfz) + Cij - h(z) (25)

all fenn, ahol g( ) — =lim, 0 g; (n) gg h( ) — =lim, s h(”)
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Mivel a konvergencia nyilvan csak az el6irt sor- és oszloposszesenekhez
torténhet (kiilénben az eljards tovdbb médosit az eltérések szétosztasaval), a
(25) egyenletet j-re Osszegezve a

b b b
Zd(z) Z Ti5 f ) +Ci7j h§ )) = g,f ) 'Z(”J —l—CiJ . h§ )) =
J

J
b b
— @+ ey b
J

(26)
illetve i-re Osszegezve a

hi = Zd(z) Z rig o) ey hSY) = er g 0N e =

) D)
—Zm 9" hﬁ)

(27)
feltételekhez jutunk a g,fz) és h§2) ez iddig ismeretlen értékeire. A (26) és
(27) egyenleteket matrixalgebrai formaban rendre a

g=g® +Ch® =gq 'g® +Sw 'h™ (28)
h=R"g® + h® =87q g™ + ww 'h® (29)

forméban frhatjuk fel, ahol g*) és h(*) a g,gz), illetve h§2) elemekbol képzett
oszlopvektorokat jelentik. A (28) és (29) egyenleteket a

& g1 o®
s w] [ R = [ &
inhomogén linedris egyenletrendszerben foglalhatjuk dssze. Osszevetve ezt
a kapott egyenletrendszert a (18) egyenletrendszerrel, ldthatd, hogy mind
az egyltthatématrixuk, mind a konstans vektoruk azonos. Tehdt a (18) és
(30) egyenletrendszernek azonosak a megolddsai is. Tehdt ha a A, 7 a (18)
megoldésa, akkor a g~ 'g®) = X\ és W 'h®) = 7 Gsszefiiggéseknek eleget

tevo
g™ =ax (31)

h® = wr (32)

g) és h*) vektorok a megoldésa a (30) egyenletrendszernek. Az igy kapott
értékeket behelyettesitve a (25) egyenletbe a

d(E)

¥

=g Qi NG Wi T =85 N+ Sig T = ag gl (N +15) (33)

Osszefliggés adddik az additiv-RAS algoritmus eredé cellamddositdsaira. Ez
pedig éppen megegyezik a Huang et al [2008] altal levezetett INSD-mddszer
(12) képletben taldlhaté (optimalis) megolddsaval.

Tehét bizonyitottuk, hogy az additiv-RAS algoritmus eredménye azonos
az INSD-modszerével abban az esetben, ha a matrix elemei nem valtanak
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eléjelet. Szerencsére az elgjelvaltas csak az elvart és tényleges peremértékek
extrém ardnyai esetében fordulhat el§. Ugyanis (mivel az abszolutérték-része-
sedések kisebbek a részesedéseknél) hacsak az elvart és tényleges peremérté-
kek ardnyai nem csokkennek -100% ald, akkor az iterdcié biztosan nem vezet
a matrix elemeinek elGjelvéltasdhoz. Sot, altaldban még ennél extrémebb
aranyokndl sem. Mindenesetre extrémebb aranyok esetén megkérdgjelezodik
a referencia matrix hasznalhatésdga, azaz, hogy a keresett matrix szerkezete
tényleg képes-e megérizni az eredeti matrix szerkezetét.

A fenti ,,abszolitérték-részesedések kisebbek a részesedéseknél” megélla-
pitas némi pontositasra szorul. Ugyanis ez akkor igaz, ha ugyanazon vektor
elemeibdl szamitédnak. A fentebb bemutatott algoritmus esetében azonban
az abszolutérték-részesedések mindig az indulématrix a; ; elemeibdl szami-

( )( ) rb)

tédnak, mikozben az aktudlis részesedések a mindenkori x; , illetve x;

métrixok elemeibl. Igy ha valamilyen oknél fogva ez utobblak aranyai Jelen-
tOsen eltérnek az eredeti matrixétol, akkor eléfordulhat, hogy az additiv-RAS
algoritmus elGjelet valt. Ett6l persze még konvergalhat, és egész ésszeriinek
latszé eredményekre is vezethet, de nem garantalhatd, hogy valamilyen szo-
késos optimumkritérium (tdvolsigmetrika) alapjin a legjobb becslést adja.
Ha tehét az additiv-RAS algoritmus eléjelvaltast eredményez, és ezaltal
matematikai tulajdonsagai ugyis atlathattalanna valnak, akkor mar érdemes
az algoritmust egy technikailag csekély modositassal hasznalni. Nevezete-
sen az abszolutérték-részesedéseket is — a RAS-algoritmus szorzéi logikajahoz
(”)( ) ”,) méatrixok (pontosabban mivel
rb)( ).

hasonléan — a mindenkori z; illetve x;
eltérnek az eredeti addltlv-RAS algorltmusetol ezért jeloljiik ezeket T;

vel illetve JJ( »)-vel) ardnyaban szétosztani. Tehdt az n-edik iterdcids lepes
(22)-(23) kepletel a kovetkezOkre médosulnak:

-ifz)(,) ~(rL 1) _'_gtrb) (rL)) (34)

i.j
ahol 7‘(”) |Z; (” |/ > |£,EZ_1)|, illetve

w0 =z 4l (35)

ahol c(rb) | (rb)( )|/Z | ('L)( )|

Altalaban is az additiv RAS modszer altaldnos képleteibdl (lasd a (22)-
(23), illetve (34)-(35) egyenleteket) léthato, hogy mivel ) .7 ; = >, 7‘(")

YiCii =26 ”) = 1 definiciészertien, ezért

a0 = 3 EMO Z (n) _ Z~<n>:%

J J

azaz az el6irt peremfeltételek teljestilnek.

Természetesen nemnegativ elemek esetén mind az eredeti, mind a médo-
sitott additiv-RAS iteracids 1épései pontosan ugyanazt adjdk, mint a hagyo-
ményos RAS-algoritmus, azaz megoldésaik is azonosak.
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Az elébb elmondottak alapjin egyeldre (kolt6i) kérdés, hogy a végered-
ményben kapott Z; ; matrix a fentiekben targyaltakon til milyen matematikai
tulajdonsagi, mennyire jol illeszkedik a kiindulé matrixhoz vagy egy, az el6z6
bekezdésben vézolt kiigazitott kiindulé matrixhoz. A fent igazolt matemati-
kai tulajdonsdgaitdl eltekintve azt mondhatjuk, hogy a mdédositott additiv-
RAS algoritmus olyan, mint egy természetgyigyész készitmény, megfeleléen
hat, de a hatdsmechanizmusa és az alkalmazhatdsagi/hatékonysdgi koriilmé-
nyei nem minden tekintetben tisztazottak. Valdszintleg ilyesfélék miatt nem
keltette fel eddig a matematikusok figyelmét, és igy a mddszer matematikai
tulajdonsagainak részletesebb, preciz diszkussziéja tehat még hatravan, és
szamos érdekes Osszefiiggést tarhat fel.

Szerencsére az eddigi, tObb mint 25 éves tapasztalataink alapjan dltaldban
az additiv-RAS-mddszernek mind a konvergencidja elég gyors, mind az illesz-
kedése rendkiviil j6. De, hogy ne a sajat szampéldankkal érzékeltessiik ezt,
tekintsiik a Huang et al [2008] cikk szampéld&jét.

Természetesen az additiv-RAS-t nem tartalmazza a Huang et al [2008]
cikk, igy a ra vonatkozo szamitasokat mi végeztiik el. Mindenesetre az ad-
ditiv-RAS megolddsnak a Huang &ltal preferalt AIL (average information
loss) illeszkedési mutatdja ugyanakkoranak adddott (11,28), mint az 4ltala
legjobbnak tartott INSD-moddszer eredményéé, sot tényleg a matrix minden
elemére pontosan azonos becslést adott az additiv-RAS mddszer és az INSD-
célfiiggvénnyel szamitott modszer.

Noha az eléjelvéltasok esetében az additiv-RAS illetve az INSD-becslés
matematikai tulajdonsdgairél a Huang et al [2008] &ltal mondottakon til
kevés konkrétumot tudunk mondani, mind az eredeti, mind a maddositott
additiv-RAS algoritmusok a Lemelin [2009] &ltal konstrudlt szdmpéldéra is
kivél6 eredményt adtak. Az eredmények a 4. tdbldzatban lathatok.

1. orszdg 2. orszdg 3. orszdg 4. orszdg Osszesen El6irt Osszesen

1. p.i. eszkoz 7,89 -4,42 5,10 -8,58 0 0
2. p.i. eszkoz 2,62 -11,58 9,64 -0,67 0 0
3. p.i. eszkoz -1,52 0,00 2,27 -0,75 0 0
Osszesen 9 -16 17 -10
ElSirt dsszesen 9 -16 17 -10

4. tdbldzat. Nemzetkozi befektetési netté pozicidk additiv-RAS modellel becsiilt matrixa

A fenti tabldzatot Osszevetve az el6z6 alfejezetben méar bemutatott indu-
loméatrixszal lathato, hogy szinte minden elem a el6irt peremek eléréséhez
sziikséges valtozasok iranyaban valtozott meg, és a valtozasok relativ nagy-
saga is kielégité. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a modszeriink nem haszndl
semmiféle 6nkényes normalizalést.

Lemelin [2009] 8. tdblazatdban (dltalunk fentebb a 3. tdbldzatban) szerep-
16 javasolt megoldasaval 6sszehasonlitva az eredményeinket, vilagosan lathato,
hogy az additiv-RAS megoldas egyértelmiien jobb, kiilonésen az as ; elemet
tekintve, valamint Lemelin megoldasaban az egész 2. és 4. oszlopot nézve,
ahol rejtélyes, hogy miért emelkedett két elem, ha mind a hozzajuk tartozo
sorosszegeknek, mind az oszloposszegeknek csokkenitik kellett.
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A MAD (mean average deviation) értékek kiszdmitdsaval prébaltuk kimu-
tatni a Lemelin-cikk megolddsanak, valamint az eredeti és a mddositott ad-
ditiv-RAS algoritmus megolddsanak az illeszkedési ,,pontossdgat”. A Lemelin
vs. additiv-RAS-megoldasok k6zott persze e nélkiil is l1dtvéanyos volt a kiilénb-
ség és az additiv RAS-becslés abszolit folénye, amit a MAD érték is fényesen
igazol (Lemelin GRAS-megolddsaban 7,28, az additiv-RAS-nél pedig 3,42).
Az eredeti- és mddositott additiv-RAS szdmitds MAD-je kozott kicsi a kii-
16nbség, a médositott additiv-RAS-é kicsit magasabb (3,47).

3.3 A 2010. évi EU-AKM-eket a GTAP-agazati bon-
tasban becsléo modell

A gyakorlati alkalmazdsi és dltaldnositasi lehetéségek érzékeltetésére ebben
az alfejezetben egy olyan friss kutatasi projektrél lesz sz6, amelyben a matrix-
kiigazitasi feladatot a fentieknél altalanosabban kellett megfogalmaznunk, és
a megoldasandl a probléma kozgazdasagi-gazdasagstatisztikai vonatkozasait
szem elott tartva kiilonféle szakmai fogasokat kellett célszertien kombindlnunk.

Az in. EU-GTAP projekt keretében (14sd Rueda et al (2016) a EU-GTAP
project - final report-161005.pdf file-ban) az Eurépai Bizottsidg Kereskedelmi
Féigazgatdsdga (DG Trade) megbizdsiabdl a Kozos Kutaté Kézpont (JRC) az
Eurostat kézvetitéi, médszertani ellendrei és a GTAP-konzorcium™ szakértéi
segitségével el6szor az EU-orszdgoknak az SNA2008 (lasd Eurostat [2008])
moédszertana és dgazati bontdsa szerinti 2010. évi Agazati Kapesolati Mérle-
geit (AKM—eit) és termékadd matrixait allitottak el6 egységes szerkezetben
(beleértve a hidnyzé AKM-eknek a becslését is, és a netté termékads mét-
rixoknak a fébb adé- és tamogatisok szerinti bontasat is — becslésekkel —
elvégezve). Ezutan az igy kapott ,,Eurostat-szerkezeti” AKM-eket és a hozzé-
juk tartozé termékadé métrixokat transzformélva (elsésorban a bényéaszatot,
az élelmiszer-ital-dohanyipart, a textil-ruhazati ipart, a kohaszatot, valamint
a villamosenergia-gaz-hészolgaltatdst dezaggregélva) a GTAP-adatbézis 57
dgazatdra eléallitottdk mind alapdron, mind felhaszndldi dron a termék(cso-
portos) bontasi EU-GTAP AKM-eket. Az eredményeket a GTAP vilagmodell
adatbazis 9.2-es verzigjaba épitették be.

E projekt keretében is sor keriilt az additiv-RAS médszer alkalmazésara.
Spanyolorszagra allitolag létezik a nettd termékadd matrix, de titkositva van.
Ezért az additiv-RAS kétirdnyu aranyositdsi mddszerrel becsiiltiik a 2010. évi
Felhasznalés tablat hasznélva referenciamétrixként!. Ez az 6sszehasonlités-

14Errél a vildgmodellezési adatbazissal foglalkozé szervezetrsl lasd a honlapjukat
(www.gtap.org)

15Ez azokban a sorokban minden elemre negativ netté termékadét becsiilt, ahol a
sordsszesen, azaz az adott terméken levd Osszes termékaddk és tdmogatdsok egyenlege
(nett6 termékadd) negativ volt (példdul a mezégazdasig, banydszat és szdrazfoldi kozle-
kedés esetében). Hasonléan, azon dgazat (konkrétan az élelmiszeripar) oszlopaban, amely-
nek az inputjain Osszességében negativ volt a termékaddk és tamogatdsok egyenlege,
szintén minden elemre negativ (vagy zérus) termékaddt becsiilt az additiv-RAS médszer.
Ezzel szemben a RAS-mddszer a negativ peremii sorok és negativ peremi oszlopok ta-
l4dlkozdsi pontjéban (celldjdban) pozitiv (!) nettd termékaddt becsiilt, ami teljességgel
elfogadhatatlan.
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ként szintén alkalmazott RAS-mddszerhez képest joval ésszeriibb szétosztasat
eredményezte a rendelkezésre all6 sor- és oszlopOsszeseneknek.

Az EU-GTAP projektben a kétirdnyd maétrix-kiigazitasi probléma egy
komplexebb becslési feladat részeként jelent meg. Ugyanis mind a hazai ter-
mékdramldsok mdtrizat, mind az importmdirizot kellett becsiilniink, de nem
kiilén-kiilon, hanem gy, hogy az oszloposszesenek (foly6 termel6felhasznélas
dgazatonként, Osszes felhaszndlds végso felhasznalasi kategdridnként), illetve
az egyes cellakra vonatkozé alsé- és fels6 korlatok csak a két matrix Gsszegére
alltak rendelkezésre. Ezért a feladatot bi-mdtriz kiigazitdsi feladatnak is ne-
vezhetjiik.

Ezen tilmenden (fleg az eredeti statisztikai adatok hibdi, inkonzisz-
tencidja és negativ elemekhez vezeté mddszertani megolddsai miatt) néhény
esetben egyedi kivételekkel, de a matrixok elemei zomére nemnegativitasi ki-
kotéssel is kellett élntink, valamint az aggregaltabban rendelkezésre 4ll6 ada-
tokat figyelembe véve a becslendd (dezaggregéltabb) matrix elemeire blokk-
Osszesen- és egyéb feltételeket is el kellett irnunk.

E komplex feladat megoldasara kidolgozott modell (az alsé, felsé korlato-
kat az egyes raforditasi egyiitthatdkra, export/termelés részardnyokra és kész-
letfelhalmozdsokra, az el6jelkorlétokat és kivételeket nem tartalmazd) lényegi
részét az aldbbiakban {rhatjuk fel matematikai jelolésekkel:

Halmazok

I GTAP-adatbédzisban (www.gtap.org) szerepld dgazatok (éltaldnos elemét
i-vel, illetve j-vel jeloljuk, attol fiiggben, hogy sor- vagy oszlopindexet
jelol)

V Végs6 felhasznalasi kategdridk (dltaldnos elemét v-vel jeldljiik)

B Az Eurostat AKM-ek és a GTAP-agazatok kozos aggregdcidjanak dgazatai
(&ltalanos elemét b-vel illetve b'-vel jeloljitk attdl fiiggben, hogy sor-
vagy oszlopindexet jeldl)

M(b,1) A kozos aggregdcids szint dgazatai és a GTAP-dgazatok megfelel-
tetésének halmaza, azon (b,i) pérok halmaza, amelyben az i GTAP
agazat a b kozOs aggregaciés agazatba tartozik

Viltozdk (normélis esetben nemnegativak, példaul a készletfelhalmozas)

Dr(i, ) a hazai termékek folyé termeld felhasznaldsdnak matrixa az AKM-
ben

D/ (i,v) a hazai termékek végs6 felhasznaldsanak métrixa az AKM-ben

MP(i,7) az importmatrixnak a folyé termelé felhasznaldsi blokkja

M/ (i,v) az importmétrixnak a végs6 felhasznélasi blokkja

Paraméterek

2 (@) brutté termelési értékek GTAP-dgazatonként
m(i) import GTAP-dgazatonként
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v(7) hozzdadott érték GTAP-dgazatonként
¢ alkalmasan megvélasztott kis szam (0,1 a GAMS programban)
A alkalmasan megvélasztott nagy szdm (10 a GAMS programban)
D} (i, j) referencia (prior) métrix a DP (i, j) becsléséhez
DJ (i, v) referencia (prior) matrix a D7 (i,v) becsléséhez
My (z j) referencia (prior) matrix az MP (i, j) becsléséhez

M{ (i,v) referencia (prior) métrix az M/ (i,v) becsléséhez
D"(b b') a DP (i, j) kozos aggregicios dgazatokra vonatkozé blokk-Gsszesenjei
MP(b, V') az MP (i, j) kzos aggregicids dgazatokra vonatkozo blokk-0sszesenjei
DJ(b,v) a D' (i,v) kozos aggregéciés dgazatokra vonatkozé blokk-Gsszesenjei
M (b,v) az M (i,v) kdzds aggregacios dgazatokra vonatkozé blokk-Osszesenjei

Korldtozo feltételek'®
(i) = 3, DP(i, 5) + 32, D' (i,v)
m(i) =32, MP(i, j) + 32, M7 (i, v)
v(j) = 2(j) = 24ADP(E,5) + MP(i, 5)}
DE(b,b') = Zil(b,i)eM Zj|(b’,j)e]% Dr(i, j)
ME(1,0") =3 1 b0yenm 21 yem MP( )
DI(b,v) = Zu(b,z‘)eM DY (i,v)
M({(b» v) = Zﬂ(b,i)eJW M1 (i, v)

Célfugguény
S (misre ) o)+ g
D(; o Fo 1y

Figyeljiilk meg a fenti célfiiggvény alabbi sajatossigait:

e ¢ alkalmasan valasztott kis szamérték teszi lehet6vé, hogy olyan cellakra
is nemzérus becslést kaphassunk, amelyekre az indulématrixban zérus
érték szerepelt. Ezt a minimumértéket vezette be példaul Mohr et al

6Ebben a blokkban a | fiiggSleges vonalszakasz a ,,ha” sz6t helyettesiti, azaz azt je-
lenti, hogy az Osszegzés azon elemekre szoritkozik, amelyek a | jel jobb oldaldn 4116
feltételt kielégitik. Itt sem soroljuk fel az egyes réaforditdsi egyilitthatékra, exportokra
és készletfelhalmozdsokra vonatkozé abszolit- illetve relativ alsd, illetve felsd korldtokat és
az eléjelkorlatokat, illetve az ezek aldli kivételeket.
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(1987) a RAS-médszer alkalmazdsanél az eléirt feltételek (sokszor rej-
tett) inkonzisztencidja kikiiszobolésére (ezt a szerzdék ,,augmentation”-
nek hivjék), ezdltal biztositva, hogy rendelkezésre alljanak novelhetd
elemek, ha az el6irt sor- és oszlopOsszegek ezt kivanjak meg. Késobb
példaul Lemelin et al [2013] is hasznaltdk ezt a mdédszert arra hivatkozva,
hogy a kereszt-entrépia modell célfiiggvényében szereplo logaritmust
zérus elemekre e nélkiil nem lehetne kiszdmitani (,,To avoid having to
take the log of zero in the CE /Cross Entropy/ method, the GAMS
program adds a small amount to each cell value”) és ezt az érvelést sz
szerint, de idézés nélkiil atveszi Ming-Chang Lee [2014]. Mi azonban
nem pusztan a fenti technikai okokbdl engedjiik meg az ilyen kis pozitiv
értékeket, hanem azért is, hogy a ténylegesen kordbban nem létezd
dramldsokat is megragadhassuk, valamint azért, hogy biztositsuk a ritka
matrixok esetén is a gyors konvergenciat és kozgazdasigilag értelmes
megolddst (a kényszerigazoddsok mellékhatdsait csokkentendd).

o Az egyes matrixelemek relativ eltéréseit az indulémétrix megfelel$ ele-
métol reciprok, a szamlalét a nevezdvel felcserélé médon is szerepel-
tetjiik, Osszeadva az eredeti hinyadossal. Ez az tjszerti megoldés'”
megakadalyozza, hogy az indulématrixbeli nagy abszolut értékii elemek
nagyon kicsire valtozzanak a becslésben.

e A )\ silyok (konkrétan A = 10 értékkel futott a GAMS program),
amiket mas elvi alapon mésok is mar bevezettek (Byron [1978] példdul
az indul6értékek megbizhatésagdnak mutatdjaként értelmezi), itt arra
szolgdlnak, hogy a végsé felhasznaldsokra adott becslés jobban igazod-
jon az indulématrixbeli értékhez, pontosabban annak ellensilyozasara
lettek bevezetve, hogy a becslés ne legyen hajlamos az igen nagy szamu
folyé termel6felhasznalasi matrixelem relativ hibainak csokkentése ér-
dekében feldldozni a viszonylag kis szamu végsé felhasznalasi matrix-
elem illeszkedési pontossagat.

A nemzetgazdasagi elemzésekben hasznalt
fontosabb kiigazitandé matrixok

Ebben a fejezetben azt a kordbban megfogalmazott allitast fejtjik ki kicsit
részletesebben, hogy az, hogy a kétiranyu matrixkiigazitasi feladat megolda-
sanak melyik mddszerét érdemes valasztani, az a métrix kozgazdasagi tar-
talmatdl is fiigg. A nemzetgazdasdgi modellekben hasznalt kiilonféle kiigazi-
tando matrixok tipusainak felsorolasa mellett ramutatunk azokra a sajatos-
sagokra, amelyek a matematikai becslési eljaras valasztasat, annak varhato

17A hényados reciprokdnak hasznilata 6nmagaban korabbi szerzéknél is eléfordult, az
Ujitas az eredeti és a reciprok hanyados Osszeaddsa és kombindldsa az € hozzdadasdval mind
a szdmlaléhoz, mind a nevezdhoz a reciprok mdédszer hitranyainak (zérussal valé osztds)
kikiiszObolésére.
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eredményességét befolyasoljak, illetve azokra a moddszerekre, amelyekkel a
standard matematikai eljarasokat célszer(i kiegésziteni.

4.1 Az ,,A-tipusi AKM”

Ha a felhasznélasokban nem kiilénboztetjik meg a hazai és import eredetii
termékeket, akkor a termékmérlegek az x + u = T1 + y” + z egyenletrend-
szerrel {rhatdk fel, ahol az x vektor az egyes dgazatok (vagy termékek) bruttd
termelésének vektora, az u, z, és y” rendre az import, az export és a belfoldi
végsé felhaszndlds termékenkénti bontdsat mutaté vektor, a T matrix ¢;; ele-
me pedig az i-edik termék (folyé termeld) felhaszndldsét mutatja a j-edik
termék eléallitdsdban. Az dn. ,,A” tipusi AKM™ is egyiitt szerepelteti a
tablazat felsé hasabjaban az importalt és a hazai termékek elosztasat, de az
oszlop- és a sorosszegek egyenlOségét az importnak a végsd felhasznédlasbol
val6 levondsaval teremti meg (x = T1 +y”" +z — u képlettel felirhaté netté
termékmérlegeket dbrazolva, ahol z — u a netté export).

Léthatd, hogy a netté termékmérlegekbél készitett tdbldzatnak (azaz a
[T, y",z, —u] métrixnak, aminek sordsszegei az x brutté termelési értékek)
egy mas (4j) brutté termelési vektorhoz és més oszlopdsszegekhez (Gsszes
termékfelhasznélasok felhaszndldk szerint) torténd kétirdanyu kiigazitdsakor
a referenciamétrixban az —u komponens miatt szdmos negativ eleme van.
Ezért a standard RAS-médszer nem hasznédlhatd, pontosabban semmi garan-
cia nincs arra, hogy jél miikodik, vagy ahogy Jackson és Murray [2004] jelle-
mezték, a negativ elemek esetén a RAS viselkedése ,,erratic”, azaz kiszamit-
hatatlanul valtozékonyak lehetnek az iteracidk eredményei.

A negativ elemek el6forduldsdnak probléméja a nyilt statikus AKM-mo-
delleknél haszndlt AKM-eknél a métrix més helyein, mas kategoéridknal is
jelentkezik, mindenekelStt a készletvdltozds oszlopvektorandl (amely tehdt az
Osszes készletvaltozast termékenként mutatja). Ha az egész AKM-et kell be-
csiilni, azaz a hozzdadott érték elemei is ismeretlenek, akkor ritkdn (ha a
foly6 raforditdsok nagyobbak a termelési értéknél) eléfordulhat, hogy maga a
hozzdadott érték is negativ, amibol természetszertileg kovetkezik, hogy vala-
melyik Gsszetevije (gyakorlatilag vagy a mikddési eredmény, vagy a termelési
addk és tdmogatdsok egyenlege) negativ.

Az AKM-ekben taldlhaté tovabbi negativ elemek egyes rendkiviili esemé-
nyek sajdtos elszdmolasabdl adédnak. Az Eurostat adatbédzisban taldlhatd
2010. évi termékcsoportos bontasu AKM-ben példaul ilyeneket talalhatunk
az dlldeszkoz-felhalmozdsok, a fogyasztds és az export oszlopdban (f6leg a re-
export jellegli tételek nett, arkiilonbozet jellegli elszdmoldsa miatt). Az ezek
okdara vonatkozé vizsgalataink eredményeinek ismertetését e cikk terjedelme
nem teszi lehetévé, itt csak annyit jegyziink meg, hogy bar sokszor igen nehéz
utdnajarni a negativ elemek okanak, de egyes fontosabb esetekben minden-

18 Az AKM-ek két egymést atfedd mérleghél llnak. Egyfelél (az dn. felsd hasabban, vagy
idegen széhasznalattal a ,tranzakciés-métrixban”) tartalmazzdk (sorirdnyban) az egyes
termékek mérlegeit, masfel8l (oszlopiranyban) a termelési érték felosztdsat raforditasokra
és jovedelmekre. B8vebbet ldsd Zalai [2012]-ben.
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képpen meg kell prébalni, miel6tt a kiigazitas ,,vak” &ltalanos modszereit
vetnénk be.

Az AKM-ek kétirdnyt kiigazitdsat is problematikusabbé tehetik a sor-
illetve oszloposszesenekben taldlhaté zérus elemek. Példaul, ha az ,,A-tipusi
AKM-et probaljuk szdmszeriisiteni (ahol a sordsszesenek a brutté termelési
értékek), akkor a sordsszesenek egy része konnyen lehet zérus, azaz ha az
adott termékbdl nincs hazai termelés. A készletfelhalmozdsok oszlopdndl is
kénnyen eléfordulhat, hogy ennek Osszesenje zérus vagy ahhoz kozeli. Az
AKM-ek referenciamatrixként valé alkalmazasdnal fontos tudatositani, hogy
a készletfelhalmozés kordbban, vagy mas megfigyelt régioban megfigyelt ér-
tékei (féleg, ha a szokdsos mddon a statisztikai hibét is itt szdmoljdk el) a
nagy mértékii esetlegessége miatt (aminek elemzését 1ldsd példaul Lenzen et al
[2014] cikkében) nem szolgalhat referenciaként egy AKM-becslésénél, hanem
a referenciamétrixban a készletfelhalmozast valamilyen ésszeri médon kell
megadni (példdul a termékek esetében a bruttd termelési értékek ardanydban).

4.2 A termékaddk és -tamogatasok egyenlegének matrixa

Az AKM-ek tin. hattértablazatai (vagy szemléletesebben ,,levoné matrixai”)
kozott szereplé un. termékadok €s -tdmogatdsok egyenlegének mdtrizdban
értelemszeriien negativ cellaértékeket taldlunk, ha az adott termék adott fel-
hasznaldsan tobb a tdmogatds, mint az add. Természetesen, ha e nettd ter-
mékaddk csak egy sorban (ldsd az alapdras AKM-eket, ahol az alaparon
kimutatott termékaramldsok alatt egy sorban vannak feltiintetve az adott
felhasznald Osszes termékfelhasznéldsat érinté addk és tdmogatdsok), vagy
egy oszlopban (mint példdul az in. Forrds-tdbldban, ahol az egyes termékek
alaparon elszamolt forrdsai mellett kiilon oszlopban tiintetik fel a termék
Osszes felhasznaldséra esé addkat és tdmogatasokat) jelennek is meg a kérdéses
adattablazatban, akkor is szerepelhetnek benniik negativ elemek.

A termékaddk és -tdmogatdsok métrixa egy ,ritka” (angolul: sparse)
matrix, aminek elényei és hatranyai vannak, és az elénycket ligyesen megter-
vezett becslési eljarassal ki lehet hasznalni. Példaul a termékaddk és -tamoga-
tasok egyenlegének matrixanak egyes adénemek matrixaira és a tamogatasok
métrixdra valé felbontdsandl kihasznalhaté (ahogy a 3.3. alfejezetben ismer-
tetett EU-GTAP projektnél meg is tettiik), hogy a termékaddk és -tdmoga-
tasok egyenlegének matrixanak egyes elemei mogott tobbnyire csak egy-egy
adénem vagy tamogatas hizédik meg, igy a becslési eljaras ide ,,hizza be”
az eloirt peremekrol szétosztando osszegeket.

Ugyanezt a ritka jelleget hasznalhatjuk ki a termékaddk matrixanak és
a terméktamogatasok matrixanak kiigazitasara az alabbi mdodon: Legyen T
a termékadok referenciamatrixa, S a terméktamogatdsok referenciamatrixa
(negativ vagy 0, tébbnyire utébbi). gy a T+S matrix a termékaddk és -tdmo-
gatdsok egyenlegének métrixat jelenti. Egy ettdl eltérd idészakra (vagy régid-
ra) a statisztikai hivatalok altal kozzétett adatokbdl sok esetben (legfeljebb)
csak e mdtrix peremei ismeretesek (a sordsszegek, azaz a termékaddk és -ta-
mogatasok egyenlegének termékenkénti bontasa altalaban a Forras tablabol,
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az oszloposszesenek, azaz a felhaszndlénkénti bontasa pedig az AKM—bél).
Jeloljiik ezek koziil a sorOsszeseneket az r oszlopvektorral, az oszlopOsszese-
neket pedig a c sorvektorrall Ekkor a kiigazitasi feladat sémdja az aldbbi
tablazatban adhaté meg:

?

5. tabldzat. Termékaddk és tdmogatasok
matrixdnak alapelrendezése

Lathatd, hogy ez a feladat a RAS-mddszerrel nem oldhaté meg, mert a
peremek egy része (amiket kérddjellel jeloltiink a tdbldzatban) ismeretlen.
Ezenfeliil a RAS- vagy hasonlé médszerek alkalmazdsakor semmi sem biz-
tositja, hogy a becsiilt matrixban az S matrixot tartalmazd blokkok helyére
keriil6 matrixok is azonosak lesznek.

Hogy ezt a feladatot a RAS- illetve additiv-RAS médszerrel kezelni tudjuk,
irjuk fel a feladatot az aldbbi médon (az S matrix oszlopait illetve sorait
,,széthizva’):

T (s.1) (s.2) (s.n) r
(s1.) | =S11 | =S12 | -+ | =S1n | O
(s2.) | =So21 | =So2 | --- | =S2,, | O
(sn.) —Sn1 —Sno . —Snn 0

c 0 0 0

6. tdbldzat. Termékaddk és tamogatasok matrixanak
elrendezése additiv-RAS algoritmushoz

ahol s.; az S j-edik oszlopa, s;. az S i-edik sora, (-) a diagonalis métrix képzés
jele, S;; az S matrixbdl csak az s; ; elem megtartasaval, a tobbi elemnek pedig
a lenullazasaval képzett matrix transzpondltja.

Ezt az egyenértékiien atfogalmazott feladatot a RAS a 0 peremek miatt
ugyan nem tudja kozgazdasagilag értelmes médon megoldani, az additiv-RAS
viszont igen. A megolddsban a T métrix soraiban és oszlopaiban taldlhatd
azonos indexi becsiilt S matrixelemek azonosak lesznek.

Viszont probléma a méret. Példdul az EU AKM-ek 64 dgazata esetén
64 - 65 = 4160 sor és oszlop lenne a tablazat belsejében. Viszont az S eleve 0
elemeire nem kell felirni a mérleget! Es mivel az S maétrix ritka, ez lehetévé
teszi a sorok és oszlopok igen nagy részének elhagydasat, ami aztan kezelhet6vé
teszi a problémét. Az imént ismertetett elrendezés (séma) alkalmazhaté més
olyan problémék (pl. additiv-RAS-médszerrel vald) kezelésére is, amelyekben
csak az Gsszesenekre rendelkezésre all6 peremadatok alapjan kell megbecsiilni
az Osszetevéket (példdul regiondlis AKM-ek becslése).
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4.3 Fogyasztas- és beruhazasi transzformaciés matrixok

Egyes kifinomultabb CGE-modellek a beruhazasi keresletet a beruhazé agaza-
tok keresletébdl és az dgazatra jellemzd beruhdzasi jészag-szerkezetbél (,,anya-
gi-miiszaki Osszetétel”-b6l, importhanyadokbol) vezetik le. E szerkezeteket
foglalja Ossze a beruhdzdsi mdtriz (pontosabban alldeszkoz felhalmozasi mat-
rix), amelynek sorai a beruhdzdsi javak (szallitéit), oszlopai pedig a beruh&zé
(&lléeszkoz felhalmozd) dgazatokat képviselik. A beruhdzasi métrix is egy
,,ritka” matrix, mert az épitéiparhoz és gépiparhoz tartozo sorain és esetleg
a szervezeti besorolast AKM-eknél a diagonalisokban is megjelend pozitiv
elemeken (,,sajat rezsis beruhdzdsok”) kiviil alig van zérustdl eltéré eleme.
fgy kétiranyu kiigazitdasos becslésénél az elvart és tényleges peremek eltérései
szétosztasandl kicsi a mozgdstere a becslési algoritmusnak, és a peremek (vagy
azok egy-egy csoportjai) kénnyen inkonzisztensnek bizonyulhatnak, azaz a fe-
ladat megoldhatatlannak bizonyul.

Természetesen, ha a termékaramlasokat e beruhazasi transzforméciés mat-
rixban is alaparon szamoljuk el, de az oszloposszesenek a felhaszndloi aras
Osszkiadasok, akkor a felhaszndldi dras és alaparas Osszkiaddsok kiilonbségét,
azaz a termékaddk és -tamogatasok egyenlegét ugyanigy kiilon sorban kell
elszamolni, mint magdban az alaparas AKM-ekben. fgy e transzformacids
matrix ,termékadok és taAmogatasok egyenlege” soraban is lehetnek negativ,
tdmogatdsi tébbletet képviseld értékek.

Hasonléan, a fogyasztast is sokszor az in. COICOP-fogyasztasi kategdridk
szerinti bontdsbdl kiindulva becslik, az tn. (Lancaster-féle) fogyasztas-transz-
formdcids mdtrizszal transzformalva az el64llité dgazatokra (illetve termék-
csoportokra). Itt is el6fordulhatnak, bar tobbnyire statisztikai okokbdl inkon-
zisztens peremek, de mégse ez szokott a gyakorlatban a legnagyobb probléma
lenni a becslésénél, hanem az arrés illetve a termékadok levéalasztdsa a fo-
gyasztoi aron adott COICOP-kategériakbol. Ugyanis az altalaban alaparas
AKM-ek az rrést és a termékadokat kiilonvalasztjak, igy az erre val6 transz-
formalasnal is ez torténik. Viszont a statisztikai hivatalok &ltal eléallitott
fogyasztas-transzformaciés matrixok altalaban fogyasztéi aron késziilnek, igy
ez referenciamatrixként csak akkor szolgdlhat az alapsras AKM fogyasztési
oszlopéra valé transzforméacio soran, ha az arrések és a ,,termékaddk és tamo-
gatdsok egyenlege” sorit elére imputaljuk bele (valamilyen becslés alapjan,
de felhivva a figyelmet arra, hogy a beruhdzasi matrixnal is jelzett mdédon
a ,,termékaddk és tdmogatdsok egyenlege” negativ is lehet), vagy a transz-
formaciot fogyasztéi aron hajtjuk végre, és az arréseket és termékaddkat
utdlag valasztjuk le termékenként (sz&llité dgazatonként) becsiilt kulcsokkal,
de az Osszes fogyasztasra megadott termékaddkkal és arrésekkel 6sszhangban.
Természetesen mindkét 1t elég gorongyos (példdul hogy biztosithatd, hogy
a RAS-sal vagy més kiigazité mdédszerrel becsiilt arréseknek, illetve termék-
addknak a fogyasztoi kiadasokra vetitett, ,,szazalékos” értékei ésszerti hatarok
kozott maradjanak), de e cikkben ennek kifejtésére nincs mad.

Tovabbi probléma, hogy ugyan a fogyasztas transzforméciés métrixban és
beruhéazas-transzformacios matrixban, valamint az un. bilaterdlis kilkereske-
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delmi mdtrizban az dgazatok soraiban elvileg szintén nem szerepelhetnének
negativ elemek, de amennyiben ezek az AKM fogyasztasi, beruhazasi, illetve
export oszlopainak a kibontasdnak tekinthetOk, orckolhetik az AKM ezen
oszlopaiban a fentebb emlitett negativ értékeket. Emellett, mivel a hasznalt
alléeszkozok adéasvétele részét képezi az egyes agazatok alldeszkoz-felhalmo-
zdsdnak, a beruhdzasi matrixban (aminek egyes oszlopai tehét azt mutatjak,
hogy az adott dgazat alléeszkoz-felhasznaldsa mely termékekbdl, ,,beruhazasi
javakbol” tortént) mar csak ezért is taldlhatunk negativ elemeket.

4.4 A nemzetgazdasagi statisztikaban el6fordulé tovabbi
kiigazitando matrixok

Ha példaul egy haztartasi rétegekre vonatkozo, a réteg bevételeit és kiaddsait
(beleértve természetesen a befektetéseket is) egy vektorban (oszlopban), de
ellentétes el&jellel tiintetjiik fel (amire f6leg azért lehet sziikség, mert az Gssz-
bevétel (=bsszkiadds) értéke sem ismert), akkor a vektor Gsszesenje értelem-
szerien zérus lesz. Ekkor a bevételek és a kiaddsok csak szimultdn mddon
becstilheték, nem lehetséges kiilon-kilon a bevételeknek, ill. a kiadasoknak
az Osszbevételekhez val6 igazitdsa. A zérus peremhez vald igazitds azonban a
hagyoményos RAS-mddszerrel arra vezetne, hogy mar az elsé aranyositasnal
az egész oszlopot lenullazna, ami nyilvanvaléan elfogadhatatlan eredmény
lenne, mivel azt jelentené, hogy a széban forgd rétegnek se bevétele, se fo-
gyasztasa nem volt.

Hasonloképpen, ha egy olyan kdvetelés-tartozdas mdtrizot tekintiink, amely-
nek sorai az egyes hitelezési instrumentumokat (financial assets), oszlopai
pedig a gazdasdg szerepl6it mutatjak (ahol tehét az adott hitelviszonyt meg-
testesito értékpapir allomanyat a kibocsaté addsnal negativ értékkel szamol-
juk el), akkor abban is szdmos negativ elem taldlhat6 (1dsd példdul Lemelin
[2009] fentebb térgyalt szampéldajét).

Mivel az AKM a Tdrsadalmi Elszimoldsi Mdtriz (angol réviditéssel: SAM)
részét (egyszeriibb véltozatokban az egyik blokkjat) képezi, értelemszeriien
a SAM becslésénél is taldlkozhatunk a negativ elemek probléméjival. Azon-
ban a SAM maés celldiban is eléfordulhatnak negativ elemek. Ugyanis a
SAM 0sszedllitdsa sokszor egy tin. SAM-multiplikdtor modell szdmszertisitése
céljabdl torténik. Marpedig a SAM-multiplikdtor modell az endogénnek v&-
lasztott szamlék oszloposszesenjeire vetitett egyiitthatokkal szamol, igy fon-
tos, hogy minden tranzakcié abban az oszlopban legyen lehetéleg elszamolva,
amelynek az Gsszesenjével ardnyosnak tekinthetd (s6t, hogy lehetéleg olyan
tranzakcidk szerepeljenek csak az oszlopokban, amelyek kozgazdasagilag ér-
telmes Osszesent képviselnek). Ezért példaul az i-edik szdmldnak a j-edik
szamla felé torténd ¢;; kiadésat forditott irdnyban, azaz a fé4tléra tiikrozve,
negativ elgjellel, a ¢;; tranzakcié(k) részeként szdmoljuk el. Igy ha a j-edik
szamlanak az i-edik szamla felé torténo egyéb kiaddsai ennél kisebbek voltak,
akkor a t;; értéke negativ lesz. Ha példdul az exogén szdmldk (rendszerint az
allami kiaddsok és a kiilfold kiadésai) valamely szamla felé torténd kiadésait
(példaul a lakdsberuhdzdsok allami tdmogatédsédt) endogén médon (ennek a
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széban forgd szdmldnak a f6osszegével ¥ ardnyosan) akarjuk a modellben meg-
hatarozni, akkor ezt a széban forgd szamlanak az adott exogén szamla felé
torténé (negativ) kiaddsaként szamoljuk el.

Az e fejezetben elmondottakat, helyenként kiegészitve, a 7. tdbldzatban

foglaljuk Gssze.

Negativ és egyéb problémaés
elemek

A probléma megoldasanak
lehetséges mdédszerei

AKM

Nett6 termékaddk matrixa

Fogyasztasi matrix

Beruhdzasi matrix

Bevétel-kiadas matrix

Kovetelés-tartozas matrix

SAM

készletvaltozds, (re)export,
fogyasztas, beruhdzdis, netté
termékaddk, hozzdadott
érték (és Osszetevdi), import
(A-tipusi AKM-ben negativ
oszlopként), zérus termelés
(A-tipustt AKM-ben)

tamogatdsi tobblet esetén
negativ elemek, ritka matrix

negativ elemek elézé
id6szakbdl szarmazéd cikkek
eladdsa miatt

negativ elemek elézé
id6szakbdl szarmazé gépek
eladdsa miatt

kiaddsok negativ tételként

tartozdsok negativ tételként

egyes transzferek
tételként

negativ

készletvaltozas termelési
értékkel vagy Osszfelhaszné-
lassal aranyos becslése, re-
export bruttdsitdsa, a tobbi
esetben az additiv-RAS és
tobbfokozati becslési eljara-
sok alkalmazasa

additiv-RAS alkalmaza-
sa, tdmogatdsi matrix kiilon
becslése (1d. 6. tdbldzat)

additiv-RAS alkalmaza-
sa, referencia-matrixban ha-
sonlé elemek zérusra cserélé-
se illetve kiilén (exogén) ke-
zelése

lasd a fogyasztasi matrixnal

additiv-RAS vagy 0Osszbevé-
telek eldzetes becslése majd
bevételek és kiaddsok kiilon-
kiilon becslése

hasonléan az el6z6hoz
additiv-RAS vagy forditott
irdnyban (4tléra
szimmetrikusan) pozitivként
szamolni el negativ tételeket

7. tdbldzat. Osszefoglalé tablazat a fontosabb kdzgazdasdgi matrixkategéridk becslésérsl

5 A kétiranyu matrixkiigazitasi modszerek
kombinalt és szekvencialis alkalmazasai

Ahogy a 3.3. alfejezetben az EU AKM-ek GTAP-dgazati bontdsban val6
becslésénél is mar utaltunk ra, a matrixkiigazitasi feladat altaldanosabban,
egy komplexebb feltételes optimumszamitési feladatként is megfogalmazhato.
Ebben a kétiranyd métrixkiigazitasi mdodszereknek csak egyes részfeladatok
megolddsdban lehet szerepe, elsésorban a referenciamétrix (a prior) el6él-
litdsdnak egyes lépéseinél. A kétirdnyu médtrixkiigazitdsi médszerek tehat
nemcsak egymdssal versenyeznek, hanem egymds kiegészitdi is lehetnek. A

9A f86sszeg egyarant képviseli az dsszbevételt, illetve (a modell alapfeltevésébél, illetve
a kiaddsok kiterjesztett, a megtakaritdsokat is magaba foglalé értelmezésébdl eredden) az
ezzel egyezd Osszkiadast.
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hazai és import termékek mérlegeit Gsszevontan dbrazolé A-tipusu AKM-
eket az in. ,,additiv-RAS” mddszeremmel lehet becsiilni az import dgazati
termékszerkezete ismerete nélkiil (Révész [2009] ). Ennek sordn elészdr az Gn.
., A”-tipusi AKM-et becsiiljiik az additiv-RAS mddszerrel, igy megkapva az
import agazati jelleg szerinti bontdsat. Ezutan a kapott becslés felsé matrix-
blokkjaban csak a hazai termékek felhasznalénkénti bontdsit mutaté un.
,,B”-tipusu AKM-et becstiljiik hasonlé mddszerrel, amelynek soran becslést
kapunk az import sordra, azaz felhaszndlénkénti bontasara is. Végiil pedig a
termék x felhasznalé bontdsi, Gn. importmatrixot becsiiljik ugy, hogy a B-
tipust AKM-becslése sordn kapott importsort a még hidnyzé importmétrix
becsiilt oszloposszegeinek véve, sorosszeseneknek pedig az importnak az ,,A”-
tipusu AKM-becslésénél kapott agazati jelleg szerinti bontasat tekintve, a re-
ferencia (indulé-) importmatrixszal (ahol a készletfelhalmozas indul6értékeit
valamilyen ésszerti médon médositjuk) RAS-becsléssel meghatdrozzuk az im-
portmatrixot. A mddszer érdekessége, hogy a végeredményben kapott hazai
és import termékmérlegek Gsszeadasdaval az els6 1épésben becsiilt ,,A”-tipusi
AKM-t6] eltérd szamokat kapunk, azaz ez feliilirhato.

A kétirdnyd métrixkiigazitasi mdédszerek szekvencidlis alkalmazdséra tesz
javaslatot az in. két- illetve hdromfokozatd RAS mddszere (14sd példdul
Bacharach [1970] miive 93-99. oldalat, illetve Gilchrist és St. Louis [1999]
TRAS-médszerét). Ebben az els6 fokozatban az indulémaétrixot, vagy annak
valamely blokkjait egy RAS-mdédszerrel igazitjdk ki az elvart peremekhez,
majd ezt a peremeknek immar eleget tevé matrixot hasznaljak fel referen-
ciamétrixként egy ijabb RAS-becsléshez, vagy egy valamilyen bonyolultabb
célfiiggvényt alkalmazoé entropia-modell megoldasa soran.

6 (")sszefoglalés

A kétirdnyd matrixkiigazitasi feladatok kezelésében a probléma sziik problé-
makérre valé naiv, heurisztikus alkalmazasabdl kiindulva a tudoméany nagy
utat tett meg. A probléma szabatos matematikai megfogalmazasanak és a
megoldasra javasolt médszerek matematikai tulajdonsagainak feltarasanak,
a jobb statisztikai adatoknak (amik jobb referenciamdtrix el6allitasat teszik
lehetGvé), a szdmitastechnika fejlédésének (hatékonyabb megoldé szoftverek-
nek), valamint a felhalmozédott nemzetkozi alkalmazdsi tapasztalatoknak
koszonhetéen egyre tobb teriileten lehet e médszereket alkalmazni. Termé-
szetesen még sok matematikai Osszefiiggés tisztazandd, és cikkiinkben ezekre
is kitértiink. Bemutattuk, hogy a nemzetgazdasagi elemzésekben vald sikeres
alkalmazas feltétele a konkrét kozgazdasagi jelenség, az erre felirt referencia-
matrix sajatossigainak alapos ismerete. Az EU AKM-ek GTAP-4gazati bon-
tasba valé sikeres transzformaciéja kapcsan gyakorlati példaval is érzékeltet-
tiik, hogy a jé becslési eredmények elsésorban az (alapadatokbdl szerkesztett
indulématrix komplex, 6 1épésben tortént elézetes kiigazitdsdval kapott) re-
ferenciamétrix josdganak koszonhetd. A témaval foglalkozé szerzok, tébbek
kozott McNeil és Hendrickson [1985] és Round [2003] is megéllapitottak,
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hogy ha a referenciamatrix elemeinek értéke kozel van a becsiilendé matrix
megfeleld elemének értékéhez, akkor a kétirdnyu matrixkiigazitasi-modell a
kiillonboz6 szokasos célfiiggvények mellett is hasonlé becslési eredményekre

vezet.

A kétirdnyd méatrixkiigazitdsi modszereket nemcsak elszigetelve, hanem
egymds utan (,,szekvencidlisan”) is lehet alkalmazni (ldsd példdul a kétfoko-
zati RAS-mddszert). Emellett az itt kidolgozott médszerek, szakmai fogdsok
(,,triikkok”) komplexebb matematikai programozasi feladatokba beépitve is
hasznosithatok.
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BIPROPORTIONAL MATRIX ADJUSTMENT FOR MULTISECTORAL
MACROMODELS

This paper gives a brief overview of the biproportional matrix adjustment problem.
We focus on the most frequent case with certain and consistent row and column
sums, and no special conditions to the cells of the matrix. After the definition
and mathematical formulation of the problem, we describe the so-called distance
and entropy functions assigning a non-negative real number to the difference of
the estimated and reference matrices. These functions are to be minimized sub-
ject to given row and columns sums, and in special cases, some non-negativity and
sign-preserving conditions. For these models, we present iterative solution meth-
ods, among them the so-called additive RAS algorithm developed and used first by
Révész. On one hand, in the case of non-negative reference matrix and marginal
conditions, additive RAS gives the same solution as the standard RAS, and on
the other hand, in the case of negative cells, but sign-preserving margins, it gives
the same solution as the improved normalized squared differences (INSD) model
without penalties for sign-switching. We demonstrate that additive RAS is more
efficient and more aesthetic than other INSD and GRAS iterative solution methods
used by previous authors. In the case of small differences, additive RAS, especially
the modified additive RAS, tends to be sign-preserving, unless it is forced by sign-
switches of the margins. Using the example of Lemelin (2009), we demonstrate
that additive RAS performs very well in such an extreme sign-switching case, as
well, moreover, it gives the best solution compared to other algorithms. The paper
overviews some standard matrix balancing problems in practice, where such meth-
ods can be used. The most important conditions for the successful application are
the knowledge about the economic phenomena under investigation and the deep
understanding of the related reference matrix. For an example of this, a current
research project is presented, where both additive RAS and other more complex
matrix adjusting models were used and showed a good performance.





