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KAKUKK-ALGORITMUS TANUL¶ASI STRAT¶EGIA A
MEGB¶IZ¶O-ÄUGYNÄOK MODELLBEN1

KER¶ENYI P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A tanulm¶anyban a Kakukk-algoritmust (Cuckoo Search) kÄovet}o tanul¶asi stra-
t¶egia teljes¶³tm¶eny¶et vizsg¶aljuk a megb¶³z¶o-ÄugynÄok modellben. Fel¶all¶³tunk egy
standard megb¶³z¶o-ÄugynÄok keretrendszert, ahol az el}o¶all¶³tott outputb¶ol tÄort¶e-
n}o r¶eszesed¶essel (line¶aris szerz}od¶es) az ÄugynÄok ÄosztÄonÄozhet}o, ¶es elkerÄulhet}o
az erkÄolcsi kock¶azat. A modellben a megb¶³z¶o nem ismeri sem az ÄugynÄok hasz-
noss¶agi fÄuggv¶eny¶et, sem pedig a sztochasztikus kÄornyezet tulajdons¶agait, de
a szerz}od¶eskÄot¶esb}ol ¶es az el}o¶all¶³tott output meg¯gyel¶es¶eb}ol ¶all¶o folyamatot
iter¶alva, folyamatosan jav¶³tva a szerz}od¶es param¶etereit kitanulja ¶es optimali-
z¶alja a saj¶at c¶elfÄuggv¶eny¶et. Monte-Carlo szimul¶aci¶os m¶odszertant alkalmazva
arra a kÄovetkeztet¶esre jutunk, hogy a megb¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶em¶ara jellemz}o,
¶es a tanul¶ast nehez¶³t}o, nem folytonos hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ¶es sztochasztikus
kÄornyezet ellen¶ere a Kakukk-algoritmus a kor¶abbi tanul¶asi algoritmusokn¶al
pontosabban k¶epes meghat¶arozni a megb¶³z¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek maxi-
mum¶at.

Kulcsszavak: megb¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶ema, line¶aris szerz}od¶es, ism¶etelt j¶at¶ek,
Kakukk-algoritmus. JEL k¶odok: C61, C63, C73, D86

1 Bevezet¶es

A megb¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶ema sor¶an az eszkÄoz (v¶allalat, know-how, inform¶aci¶o
stb.) tulajdonosa (megb¶³z¶o) megb¶³zza az ÄugynÄokÄot, hogy az }o nev¶eben elj¶arva
¶es dÄont¶eseket hozva az eszkÄoz haszn¶alat¶aval min¶el tÄobb outputot ¶all¶³tson
el}o. A k¶et szerepl}o azonban kÄulÄonbÄoz}o szempontok alapj¶an hozza meg a
dÄont¶eseket, amik ¶erdekkon°iktushoz vezetnek. Fontos k¶erd¶es, hogy a megb¶³z¶o
hogyan tudja ÄosztÄonÄozni az ÄugynÄokÄot, hogy a sz¶am¶ara optim¶alis dÄont¶eseket
hozza meg. Egy lehets¶eges ¶es elterjedt ÄosztÄonz¶esi mechanizmus a megb¶³z¶o ¶es
az ÄugynÄok kÄozÄotti line¶aris szerz}od¶es, ahol a szerepl}ok ki¯zet¶ese k¶et r¶eszb}ol ¶all,
egy ¯x, illetve egy v¶altoz¶o r¶eszb}ol, ahol a v¶altoz¶o r¶esz az output line¶aris fÄugg-
v¶enye. Stiglitz [1974] a r¶eszesarat¶asn¶al haszn¶alt line¶aris szerz}od¶est vizsg¶alja
ÄosztÄonz¶esi szempontb¶ol. Enn¶el a szerz}od¶esn¶el a fÄoldb¶erl}o (ÄugynÄok) egy ¯x
b¶erleti d¶³jat ¯zet a fÄoldtulajdonosnak (megb¶³z¶o) a fÄold haszn¶alat¶a¶ert, majd
a fÄoldÄon megtermelt javakb¶ol egy el}ore rÄogz¶³tett ar¶anyban r¶eszesedik. Holm-
strÄom ¶es Milgrom [1991] a menedzserszerz}od¶esek ÄosztÄonz¶esi hat¶asait elemzi.

1A szerz}o a Budapesti Corvinus Egyetem Gazdas¶aginformatika Doktori Iskola PhD
hallgat¶oja, a Pallas Ath¶en¶e Domus Educationis Alap¶³tv¶any ÄosztÄond¶³jasa. E-mail:
peter.kerenyi@uni-corvinus.hu. Be¶erkezett: 2017. okt¶ober 27.
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Ezekben a szerz}od¶esekben a v¶allalat tulajdonosa (megb¶³z¶o) a menedzsernek
(ÄugynÄok) egy ¯x ¯zet¶est ad, majd a v¶allalat ¶altal megtermelt pro¯t egy el}ore
meghat¶arozott r¶esz¶et b¶onuszk¶ent ¯zeti ki. Hazai kutat¶ok kÄozÄul Cs¶oka et al.
[2015] a potenci¶alisan nem ¯zet}o vev}ovel rendelkez}o v¶allalkoz¶asok hitelez¶ese
sor¶an megjelen}o mor¶alis kock¶azatot vizsg¶alja szerz}od¶eselm¶eleti ¶es ÄosztÄonz¶esi
szempontb¶ol, Berlinger et al. [2017] az ¶allami t¶amogat¶as ¶es a mor¶alis kock¶azat
viszony¶at elemzi, K¶oczy ¶es Kiss [2017] pedig a Nobel-eml¶ekd¶³jas Oliver Hart
¶es Bengt HolmstrÄom szerz}od¶eselm¶eleti munk¶ass¶ag¶at mutatja be.

A megb¶³z¶o-ÄugynÄok keretrendszerben a megb¶³z¶o feladata egy olyan line¶aris
szerz}od¶es felaj¶anl¶asa az ÄugynÄok sz¶am¶ara, amivel el¶erhet}o, hogy az ÄugynÄok
olyan min}os¶eg}u munk¶at v¶egezzen, amivel maximaliz¶alja nem csak saj¶at, ha-
nem a megb¶³z¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶et is. Ha a megb¶³z¶o ismeri a saj¶at ¶es
az ÄugynÄoke c¶eljait, azaz a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyeket, valamint a bizonyta-
lan kÄornyezet jellemz}oit, akkor analitikus ¶uton meghat¶arozhat¶ok a szerz}od¶es
optim¶alis param¶eterei.

A val¶os¶agban azonban a megb¶³z¶o nem ismeri sem az ÄugynÄok hasznoss¶agi
fÄuggv¶eny¶et, sem pedig a zajos kÄornyezet pontos jellemz}oit. Jelen tanulm¶any-
ban arra keressÄuk a v¶alaszt, hogy hogyan ¶es milyen m¶odon ¶erheti el m¶egis a
megb¶³z¶o, hogy kital¶alja, kitanulja az optim¶alis param¶etereket. Abb¶ol a fel-
t¶etelez¶esb}ol indulunk ki, hogy a megb¶³z¶onak lehet}os¶ege van a szerz}od¶eskÄot¶es
ut¶an meg¯gyelni az ÄugynÄok tev¶ekenys¶eg¶enek outputj¶at, ami kapcsolatban
van az ÄugynÄok er}ofesz¶³t¶es¶evel, majd egy ¶uj, ¯nom¶³tott szerz}od¶est aj¶anlani az
ÄugynÄoknek.

Axelrod [1987] a fogoly-dilemm¶at vizsg¶alja ilyen iterat¶³v j¶at¶ek seg¶³ts¶eg¶evel.
Szab¶o ¶es T}oke [1998] evol¶uci¶os modellez¶est haszn¶al az iterat¶³v fogoly-dilemma
vizsg¶alat¶ara n¶egyzetes h¶al¶okban, Szab¶o et al. [2005] pedig tov¶abbi k¶etdimen-
zi¶os h¶al¶okat haszn¶al ezen k¶erd¶es elemz¶es¶ere. Roth ¶es Erev [1995] meger}os¶³t¶eses
tanul¶ast (reinforcement learning), Rose ¶es Willemain [1996] genetikus algo-
ritmust, Camerer ¶es Hua Ho [1999] pedig tapasztalattal s¶ulyozott vonzer}o
tanul¶ast (experience weight attraction learning) haszn¶al a megb¶³z¶o-ÄugynÄok
probl¶ema megold¶as¶ara. Arifovic ¶es Karaivanov [2010] szimul¶aci¶os m¶odszertant
haszn¶alva kÄulÄonbÄoz}o tanul¶asi, evol¶uci¶os algoritmusokat hasonl¶³t Äossze a meg-
b¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶ema eset¶en, ¶es elemezi ezen algoritmusok tulajdons¶agait,
majd arra a kÄovetkeztet¶esre jut, hogy a t¶arsadalmi-evol¶uci¶os tanul¶o algorit-
mus (tanul¶as m¶asokt¶ol, learning from others) gyorsabban konverg¶al az op-
tim¶alis megold¶as kÄozel¶ebe, mint az egy¶eni tanul¶ast v¶egz}o (cselekv¶es ¶altali
tanul¶as, learning by doing) algoritmusok.

A kÄulÄonbÄoz}o tanul¶o strat¶egi¶ak teljes¶³tm¶eny¶et, ¶es azt, hogy mennyire al-
kalmazkodnak egy adott probl¶em¶ahoz, nagyban befoly¶asolj¶ak a c¶elfÄuggv¶eny
tulajdons¶agai. A tanul¶o strat¶egi¶aknak probl¶em¶at jelenthet, ha a c¶elfÄuggv¶eny
nem folytonos, mert ilyenkor a nagy szakad¶as megnehez¶³ti a param¶eterek ¯-
nom¶³t¶as¶at. Tov¶abbi ¶es az el}oz}on¶el nagyobb probl¶em¶at jelenthet, ha a c¶elfÄugg-
v¶enynek lok¶alis sz¶els}o¶ert¶ekei vannak, mert ilyenkor az iterat¶³v tanul¶o elj¶ar¶a-
sok kÄonnyed¶en egy ilyen lok¶alis sz¶els}o¶ert¶ekbe konverg¶alhatnak. Az optimum
megtal¶al¶as¶aban tov¶abbi probl¶ema lehet, hogy a zajos kÄornyezetben nehezen
meg¯gyelhet}o a c¶elfÄuggv¶eny elm¶eleti ¶ert¶eke. Megfelel}o iterat¶³v elj¶ar¶asokkal
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azonban a val¶os¶agra sok esetben jobban hasonl¶³t¶o, a megb¶³z¶o sz¶am¶ara isme-
retlen hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek ¶es sztochasztikus kÄornyezet is vizsg¶alhat¶ok.

A tanulm¶anyban Arifovic ¶es Karaivanov [2010] nyom¶an a megb¶³z¶o-ÄugynÄok
mechanizmustervez¶esi feladatot a Yang ¶es Deb [2009] ¶altal kifejlesztett, a pa-
razita kakukk mad¶ar viselked¶es¶et modellez}o Kakukk-algoritmussal (Cuckoo
Search) oldjuk meg. A Kakukk-algoritmust sikeresen alkalmazz¶ak m¶as, felt¶e-
teles optimaliz¶aci¶os probl¶em¶akn¶al, mint a projekt Äutemez¶es ¶es hozz¶arendel¶es
Tein ¶es Ramli [2010]), a szerkezet optimaliz¶aci¶os probl¶em¶ak (Gandomi et
al. [2013]) vagy a h¶atizs¶ak probl¶ema (Layeb [2011]). Kutat¶asok alapj¶an a
Kakukk-algoritmus m¶as optimaliz¶aci¶os-tanul¶asi algoritmusokn¶al jobb teljes¶³t-
m¶enyt ny¶ujt (Yang et al. [2012], Yang ¶es Deb [2014]). C¶elunk, hogy a meg-
b¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶ema eset¶en Äosszehasonl¶³tsuk ezen algoritmikus strat¶egia
teljes¶³tm¶eny¶et a kor¶abban megfogalmazott strat¶egi¶akkal szemben, ¶es ez¶altal
egy, ak¶ar a gyakorlatban is haszn¶alhat¶o m¶odszert mutassunk be az ÄugynÄokÄok
ÄosztÄonz¶es¶ere.

A vizsg¶alatot Monte-Carlo szimul¶aci¶os eszkÄozÄokkel v¶egezzÄuk. A 2. feje-
zetben bemutatott, Arifovic ¶es Karaivanov [2010] ¶altal is haszn¶alt keretrend-
szer adja meg a szerepl}ok hasznoss¶agi fÄuggv¶enyeit ¶es a felt¶eteles sz¶els}o¶ert¶ek
feladatot. A 3. fejezetben a Kakukk-algoritmus ¶altal kijelÄolt strat¶egi¶at im-
plement¶aljuk a megb¶³z¶ora, majd az ¶³gy meghat¶arozott szab¶alyok ¶es a 4. fe-
jezetben bemutatott param¶eterek alapj¶an szimul¶aljuk a megb¶³z¶o ¶es az ÄugynÄok
kÄozÄotti ism¶etelt j¶at¶ekot. A 5. fejezetben a Kakukk-algoritmus ¶es az Arifovic
¶es Karaivanov [2010] tanulm¶anyban a legjobb teljes¶³tm¶enyt ny¶ujt¶o Social
Evolutionary Learning (SEL) strat¶egi¶at hasonl¶³tjuk Äossze kÄulÄonbÄoz}o szem-
pontok alapj¶an. Arra a kÄovetkeztet¶esre jutunk, hogy a Kakukk-algoritmus a
SEL-hez hasonl¶oan j¶ol alkalmazkodik a megb¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶em¶ahoz ¶es al-
kalmas az optimum meghat¶aroz¶as¶ara, viszont a SEL-hez k¶epest pontosabb, ¶es
gyorsabban konverg¶al az optimumhoz. A 6. fejezetben a Kakukk-algoritmus
¶erz¶ekenys¶eg¶et vizsg¶aljuk mind a modell, mind pedig az algoritmus param¶ete-
reinek fÄuggv¶eny¶eben, ¶es azt tapasztaljuk, hogy ezen param¶eterekre az algo-
ritmus robusztus.

ÄOsszess¶eg¶eben elmondhat¶o, hogy a Kakukk-algoritmus j¶ol haszn¶alhat¶o
olyan megb¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶em¶ak eset¶en, amikor lehet}os¶eg van az el}o¶all¶³tott
output gyakori meg¯gyel¶es¶ere ¶es a szerz}od¶eses param¶eterek ism¶etelt megv¶al-
toztat¶as¶ara. Ilyen gyakorlati alkalmaz¶as lehet a id}oben v¶altoz¶o param¶eter}u
line¶aris szerz}od¶essel tÄort¶en}o optim¶alis ÄosztÄonz¶esre az online tartalmakat, mint
p¶eld¶aul a vide¶omegoszt¶o port¶alok (Youtube, Twitch stb.), a k¶erd¶es-v¶alasz f¶o-
rumok (Yahoo Answers, StackOver°ow stb.) vagy az ¶ert¶ekel}o oldalak (Epin-
ion, TripAdvisor stb.) tartalmait el}o¶all¶³t¶o felhaszn¶al¶ok ÄosztÄonz¶ese a jobb
(tÄobb, gyorsabb) tartalmak el}o¶all¶³t¶as¶ara ¶es ez¶altal a bev¶etelek nÄovel¶es¶ere.
M¶asik ilyen alkalmaz¶as lehet a taxisof}orÄok ÄosztÄonz¶ese (Uber stb.). Ebben az
esetben a taxit¶arsas¶agnak a sof}orÄok az online rendszerhez val¶o csatlakoz¶as¶ert
napi d¶³jat ¯zetnek, majd adott ar¶anyban r¶eszesednek az online platform ¶altal
szervezett fuvarok d¶³jaib¶ol.
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2 Modell keret

A dolgozatban az algoritmusok Äosszehasonl¶³that¶os¶aga miatt Arifovic ¶es Kara-
ivanov [2010] ¶altal is haszn¶alt standard line¶aris szerz}od¶es modellt haszn¶al-
juk. A c¶elfÄuggv¶enyek ismeret¶eben analitikus m¶odon kisz¶am¶³that¶ok a szer-
z}od¶es optim¶alis param¶eterei, amit referenciak¶ent haszn¶alunk az algoritmus
teljes¶³tm¶eny¶enek m¶er¶es¶ere.

A termel¶es outputja y(z) := z + ", ahol z 2 IR az ÄugynÄok er}ofesz¶³t¶es¶enek
m¶ert¶eke, " » N(0; ¾2) pedig egy v¶eletlen zaj. Az ÄugynÄok er}ofesz¶³t¶es¶enek m¶er-
t¶ek¶et a megb¶³z¶o nem k¶epes meg¯gyelni, puszt¶an az output alapj¶an kÄovetkez-
tethet r¶a. A megb¶³z¶o ki¯zet¶ese ekkor ¼(y) := (1¡ s) ¢ y + f , ahol s a megb¶³z¶o
r¶eszesed¶ese az outputb¶ol (s 2 [0; 1], v¶altoz¶o r¶esz), f 2 IR pedig a ¯x r¶esz. A
megb¶³z¶o kÄolts¶ege egyenl}o az ÄugynÄok ki¯zet¶es¶evel: c

¡
y(z)

¢
:= s ¢ y(z) ¡ f . A

megb¶³z¶o kock¶azatsemleges, ez¶ert }o v¶arhat¶o ¶ert¶ekben optimaliz¶al. Az ÄugynÄok
hasznoss¶agi fÄuggv¶enye legyen konstans abszol¶ut kock¶azatelutas¶³t¶asi (CARA)
fÄuggv¶eny n¶egyzetes er}ofesz¶³t¶es kÄolts¶eggel:

u(z) := ¡e¡°¢(c(y(z))¡ 1
2 ¢z2) ; (1)

ahol ° 2 IR+ a kock¶azatelutas¶³t¶asi param¶eter. Ekkor az ÄugynÄok v¶arhat¶o
hasznoss¶aga:

E
¡
u(z)

¢
= ¡e¡°¢(s¢z¡f¡ 1

2 ¢z2¡ °
2 ¢s2¢¾2) : (2)

A megb¶³z¶o v¶arhat¶o ki¯zet¶ese:

E
¡
¼(y)

¢
= E

¡
(1¡s) ¢y(z)+f

¢
= E

¡
(1¡s) ¢(z+")+f

¢
= (1¡s) ¢z+f : (3)

A megb¶³z¶o feladat¶at a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhatjuk fel:

max
s;f

E
¡
¼(y)

¢
(4)

s.t.

z = arg max
ẑ

E
¡
u(ẑ)

¢
(ICC)

E
¡
u(z)

¢ ¸ u( ¹w) (PC)

A megb¶³z¶o feladata teh¶at a szok¶asos megb¶³z¶o-ÄugynÄok mechanizmustervez¶esi
feladat megold¶asa (pl. Bolton ¶es Dewatripont [2005] [pp. 137-139]). A meg-
b¶³z¶o maximaliz¶alja a v¶arhat¶o pro¯tj¶at (kock¶azatsemleges) azon korl¶atok mel-
lett, hogy az ÄugynÄok a saj¶at hasznoss¶agi fÄuggv¶enye alapj¶an a saj¶at haszn¶at
maximaliz¶alja ¶es ennek fÄuggv¶eny¶eben v¶alasztja meg az er}ofesz¶³t¶es szintj¶et
(ICC, incentive compatibility constraint, ÄosztÄonz¶esi korl¶at), illetve, hogy az
ÄugynÄok v¶arhat¶o hasznoss¶aga meghaladja a kÄuls}o opci¶oj¶anak a hasznoss¶ag¶at
(p¶eld¶ankban ez a kÄuls}o opci¶o ki¯zet¶ese egyenl}o 0-val), azaz az ÄugynÄoknek
egy¶altal¶an meg¶erje r¶eszt venni a j¶at¶ekban, elfogadni a szerz}od¶est (PC, partic-
ipation constraint, r¶eszv¶eteli korl¶at). A felt¶eteles sz¶els}o¶ert¶ek feladatot szem-
l¶elteti az 1. ¶abra.
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1. ¶abra. A megb¶³z¶o v¶arhat¶o ki¯zet¶es¶enek kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ei az S£F strat¶egiat¶erben ¾ = 0;6 ¶es
° = 0;3 param¶eterek mellett. A PC korl¶at fekete szaggatott vonallal, az elm¶eleti optimum piros

ponttal jelÄolve.

A feladatot visszafel¶e oldjuk meg (r¶eszletes levezet¶es ld. A. mell¶eklet),
azaz adott (s; f) p¶arhoz kisz¶am¶³tjuk az ÄugynÄok optim¶alis z¤ er}ofesz¶³t¶es szint-
j¶et (megoldjuk az ICC korl¶atot), majd ezut¶an optimaliz¶aljuk a megb¶³z¶o c¶el-
fÄuggv¶eny¶et. Ez alapj¶an z¤ = s.

A feladat v¶egs}o megold¶asak¶ent ad¶odik az optim¶alis szerz}od¶es k¶et param¶e-
tere:

s¤ =
1

1 + ° ¢ ¾2
(5)

f¤ =
1 ¡ ° ¢ ¾2

2 ¢ (1 + ° ¢ ¾2)2
(6)

Az output sz¶or¶as¶ab¶ol (¾) ¶es az ÄugynÄok kock¶azatelutas¶³t¶as¶anak m¶ert¶e-
k¶eb}ol (°) ismert hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek mellett az optim¶alis szerz}od¶eses
param¶eterek kisz¶am¶³that¶ok, ¶es a k¶es}obbi fejezetekben az ¶³gy kapott elm¶eleti
optimumokat haszn¶aljuk referenciak¶ent az algoritmusaink teljes¶³tm¶eny¶enek
m¶er¶es¶ere.

3 Kakukk-algoritmus implement¶al¶asa

A 2009-ben Xin-She Yang ¶es Suash Debt ¶altal kifejlesztett Kakukk-algoritmus
a parazita kakukkmad¶ar viselked¶es¶et alapul v¶eve pr¶ob¶alja megtal¶alni a c¶el-
fÄuggv¶eny optim¶alis megold¶as¶at. A Kakukk-algoritmus j¶ol haszn¶alhat¶o olyan
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c¶elfÄuggv¶enyek glob¶alis sz¶els}o¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶as¶ara, amely c¶elfÄuggv¶enyek
nem folytonosak. A megb¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶ema iterat¶³v megold¶asa sor¶an ezt
az elj¶ar¶ast implement¶aljuk.

Az iterat¶³v j¶at¶ek szimul¶aci¶oj¶aban az algoritmus minden fordul¶oban m :=
(s; f); s 2 S; f 2 F param¶eterp¶arokat (ezeket nevezzÄuk a k¶es}obbiekben stra-
t¶egi¶aknak) aj¶anl az azonos hasznoss¶agi fÄuggv¶ennyel rendelkez}o ÄugynÄokÄoknek.
A strat¶egi¶akat minden esetben egy G strat¶egiat¶erb}ol v¶alasztja, amely strat¶e-
giat¶erb}ol minden m 2 G strat¶egia rendelkezik egy r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekkel. A
strat¶egi¶ak r¶atermetts¶egi ¶ert¶eke kezdetben 0, majd a fordul¶ok sor¶an ezeket az
¶ert¶ekeket folyamatosan ¯nom¶³tja az algoritmus. A ' : G ! IR fÄuggv¶eny se-
g¶³ts¶eg¶evel az algoritmus megkapja egy adott strat¶egia aktu¶alis r¶atermetts¶egi
¶ert¶ek¶et. Egy m strat¶egi¶at egy fordul¶oban J darab ÄugynÄoknek aj¶anl, akik meg-
hat¶arozz¶ak a strat¶egi¶ahoz tartoz¶o z¤ optim¶alis er}ofesz¶³t¶es szintet, el}o¶all¶³tanak
egy yi = s+"j outputot. Ezen outputokat ¶atlagolva az algoritmus kisz¶am¶³tja

a strat¶egi¶ahoz tartoz¶o ¼̂ = f + (1 ¡ s) ¢ (s + 1
J

PJ
j=1 "j) ¶atlagos megb¶³z¶o

ki¯zet¶est. V¶egÄul az m strat¶egi¶ahoz tartoz¶o r¶atermetts¶egi ¶ert¶eket ezzel a ¼̂
¶ert¶ekkel pontos¶³tja, m¶egpedig ¶ugy, hogy megn¶ezi, hogy a kor¶abbi fordul¶okban,
amikor ugyanezen strat¶egi¶at aj¶anlotta, milyen ¼̂ ¶ert¶ekeket tapasztalt, majd
ezeket az ¶ert¶ekeket ¶atlagolja. ¶Igy a strat¶egia r¶atermetts¶ege a v¶arhat¶o ki¯zet¶es
torz¶³tatlan becsl¶ese lesz.

Az algoritmus minden t = 1; . . . ; T fordul¶oban egy N elem}u b 2 GN

strat¶egi¶akat tartalmaz¶o vektorral dolgozik. Els}o l¶ep¶esk¶ent az el}oz}o fordul¶oban
meghat¶arozott bi;t¡1 strat¶egi¶akb¶ol L¶evy-repÄul¶essel gi;t strat¶egi¶akat k¶esz¶³t. A
L¶evy-repÄul¶es egy olyan v¶eletlen bolyong¶as, ahol a nÄovekm¶enyek vastag sz¶el}u
eloszl¶ast kÄovetnek, ¶³gy nagy val¶osz¶³n}us¶eggel a gi;t strat¶egi¶ak a bi;t¡1 strat¶egi¶ak
kÄozel¶eben maradnak, de norm¶alis eloszl¶asn¶al nagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel t¶avo-
lodnak el az eredeti strat¶egi¶at¶ol. A L¶evy-repÄul¶es szimul¶al¶as¶ara Mantegna
[1994] algoritmus¶at haszn¶aljuk, ahol k¶et param¶eterrel (® ¶es ¯) de¯ni¶alhat¶o a
bolyong¶as.

gi;t := bi;t¡1 + li;t ¢ N(0; 1) ; (7)

ahol

li;t := ® ¢
µ

u

jvj

¶ 1
¯

¢ (bi;t¡1 ¡ b̂t¡1) ¢ z (8)

b̂t¡1 := max
i

bi;t¡1 (9)

u » N(0; 1) ¢
µ

¡(1 + ¯) ¢ sin(¯¼=2)

¡
¡

1+¯
2

¢ ¢ ¯ ¢ 2(¯¡1)=2

¶ 1
¯

(10)

v » N(0; 1) (11)

z » N(0; 1) (12)

Egy gi;t strat¶egia legener¶al¶as¶at tekintjÄuk egy m}uveletnek. Egy fordul¶oban
a strat¶egiagener¶al¶as O(N) fut¶asi idej}u, azaz a strat¶egi¶ak sz¶am¶anak line¶aris
fÄuggv¶enye.



Kakukk-algoritmus tanul¶asi strat¶egia a megb¶³z¶o-ÄugynÄok modellben 83

A gi;t strat¶egi¶akat az algoritmus felaj¶anlja az ÄugynÄokÄoknek, ¶es kisz¶am¶³tja,
illetve pontos¶³tja a hozz¶ajuk tartoz¶o r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekeket. Ezeket a gi;t

strat¶egi¶akat r¶atermetts¶egÄuk alapj¶an Äosszehasonl¶³tja az el}oz}o fordul¶ob¶ol sz¶ar-
maz¶o bi;t¡1 strat¶egi¶akkal, ¶es a r¶atermettebbeket rakja a hi;t gazdastrat¶egi¶ak-
nak nevezett strat¶egi¶akba:

hi;t :=

½
gi;t; ha '(bi;t¡1) < '(gi;t)
bi;t¡1; ha '(bi;t¡1) ¸ '(gi;t) .

(13)

Egy m}uveletnek tekintjÄuk egy strat¶egia egy ÄugynÄoknek tÄort¶en}o felaj¶anl¶as¶at
¶es a r¶atermetts¶egi ¶ert¶ek friss¶³t¶es¶et a meg¯gyelt outputtal. Ennek a f¶azisnak a
fut¶asi ideje O(N ¢J), azaz a strat¶egia- ¶es az ÄugynÄoksz¶am szorzat¶anak line¶aris
fÄuggv¶enye.

A fordul¶o m¶asodik l¶ep¶es¶eben ezekhez a hi;t gazdastrat¶egi¶akhoz ci;t kakukk-
strat¶egi¶akat gener¶al az algoritmus. A ci;t kakukkstrat¶egi¶ak p val¶osz¶³n}us¶eggel
megegyeznek a hi;t gazdastrat¶egi¶akkal, ezzel modellezve azt a term¶eszetben
el}ofordul¶o esem¶enyt, amikor a gazdamad¶ar felfedezi a f¶eszk¶ebe kerÄult kakukk-
toj¶ast ¶es m¶eg a kakukk¯¶oka kikel¶ese el}ott kilÄoki a f¶eszk¶eb}ol. 1 ¡ p val¶osz¶³-
n}us¶eggel viszont kikel a kakukk¯¶oka ¶es versenyez a gazdamad¶ar ¯¶ok¶aj¶aval a
t¶ul¶el¶es¶ert. Ezeket a kakukkstrat¶egi¶akat a gazdastrat¶egi¶akb¶ol egyenletes el-
oszl¶as¶u torz¶³tott v¶eletlen bolyong¶assal (biased random walk) ¶all¶³tja el}o az
algoritmus.

ci;t :=

½
hi;t; p
hi;t + ri;t; 1 ¡ p,

(14)

ahol
ri;t := u ¢ (hj;t ¡ hk;t) ; (15)

u » U [0; 1] ; (16)

j ¶es k egyenletes eloszl¶as¶u v¶eletlen eg¶esz az [1;N ] intervallumb¶ol. Ezt a folya-
matot (strat¶egiagener¶al¶as) ism¶et egy m}uveletnek tekintve, ennek a f¶azisnak
a fut¶asi ideje O(N), azaz a strat¶egi¶ak sz¶am¶anak line¶aris fÄuggv¶enye.

Az algoritmus ezeket a ci;t kakukkstrat¶egi¶akat aj¶anlja az ÄugynÄokÄoknek
¶es az outputok meg¯gyel¶ese ut¶an friss¶³ti a strat¶egi¶ak r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekeit.
V¶egÄul ezeket a hi;t gazdastrat¶egi¶akat ¶es ci;t kakukkstrat¶egi¶akat p¶aronk¶ent
versenyeztetve meghat¶arozza az adott fordul¶o gy}oztes bi;t strat¶egi¶ait:

bi;t :=

½
hi;t; '(ci;t) < '(hi;t)
ci;t; '(ci;t) ¸ '(hi;t)

(17)

Ism¶et egy m}uveltnek tekintjÄuk egy strat¶egia egy ÄugynÄoknek tÄort¶en}o felaj¶an-
l¶as¶at ¶es a r¶atermetts¶egi ¶ert¶ek friss¶³t¶es¶et a meg¯gyelt outputtal. Ennek a f¶a-
zisnak a fut¶asi ideje O(N ¢J), azaz a strat¶egia- ¶es az ÄugynÄoksz¶am szorzat¶anak
line¶aris fÄuggv¶enye.

A Kakukk-algoritmus tanul¶asi strat¶egi¶at kÄovetve egy fordul¶o fut¶asi ideje
2 ¢ O(N) + 2 ¢ O(N ¢ J) = O(N ¢ J), azaz a strat¶egia- ¶es az ÄugynÄoksz¶am
szorzat¶anak line¶aris fÄuggv¶enye.

A szimul¶aci¶o egy realiz¶aci¶oja sor¶an a fenti l¶ep¶esekb}ol ¶all¶o folyamatot
iter¶aljuk a T id}okorl¶atig.
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4 Szimul¶aci¶os param¶eterek

Az algoritmus teljes¶³tm¶eny¶enek tesztel¶es¶et a 2. fejezetben bemutatott (4) p¶el-
d¶an v¶egezzÄuk. Vizsg¶alatunk sor¶an el}oszÄor egy referencia szimul¶aci¶ot v¶egzÄunk,
majd komparat¶³v statika seg¶³ts¶eg¶evel megvizsg¶aljuk, hogy a kÄulÄonbÄoz}o para-
m¶eterek milyen hat¶assal vannak a teljes¶³tm¶enyre. A referencia szimul¶aci¶o
eredm¶enyeit ÄosszevetjÄuk a SEL algoritmus eredm¶enyeivel, ez¶ert kezdetben
az Arifovic ¶es Karaivanov [2010] tanulm¶anyban haszn¶alt ¶es ott a legjobb
eredm¶enyt el¶er}o param¶eterbe¶all¶³t¶asokat haszn¶aljuk.

A modellparam¶etereket a szimul¶aci¶oban minden fut¶as sor¶an v¶altoztatjuk,
hogy kisz}urjÄuk ezek hat¶as¶at az eredm¶enyekb}ol. Az ÄugynÄok kock¶azatelutas¶³t¶asi
param¶eter¶et (°) 0; 2 ¶es 3 ¶ert¶ekek kÄozÄott egyenletes l¶ep¶eskÄozzel v¶alasztjuk, az
outputra rak¶od¶o zaj sz¶or¶as¶at (¾) pedig a 0 (ekkor tÄok¶eletesen meg¯gyel-
het}o az ÄugynÄok er}ofesz¶³t¶ese) ¶es 0,6 kÄozÄotti intervallumb¶ol v¶alasztjuk egyenl}o
l¶ep¶eskÄozzel.

A 6. fejezetben megvizsg¶aljuk ¶es elemezzÄuk, hogy az algoritmus mennyi-
re robusztus ezen modellparam¶eterekre. A szimul¶aci¶o sor¶an tÄorekszÄunk az
Arifovic ¶es Karaivanov [2010] tanulm¶annyal vett Äosszehasonl¶³that¶os¶agra ¶es a
reprezentativit¶asra, ez¶ert az egyes be¶all¶³t¶asokat 70 kÄulÄonbÄoz}o v¶eletlen mag
mellett futtatjuk le, azaz ¶³gy Äosszesen 15 £ 7 £ 70 = 7350 futtat¶ast v¶egzÄunk.
Egy-egy fut¶as sor¶an T = 1200 fordul¶ot szimul¶alunk. A (4) feladat diszkreti-
z¶al¶asak¶ent a G strat¶egiateret egy 0; 01 ¯noms¶ag¶u [0; 1] £ [¡0;05; 0;5] r¶accsal
kÄozel¶³tjÄuk. A G strat¶egiat¶er dimenzi¶onak sz¶eleit ¶ugy hat¶arozzuk meg, hogy
minden modellbe¶all¶³t¶as mellett az (s¤; f¤) analitikus optimum a r¶acs sz¶elein
belÄul legyen.

Az algoritmus param¶eterei kÄozÄul a strat¶egi¶ak sz¶am¶at (N) ¶es az ÄugynÄokÄok
sz¶am¶at (J) kezdetben 30-nak, illetve 10-nek v¶alasztjuk (az Arifovic ¶es Kara-
ivanov [2010] tanulm¶anyhoz hasonl¶oan), de a 6. fejezetben ezen param¶eterekre
vett ¶erz¶ekenys¶eget is megvizsg¶aljuk. A SEL algoritmust¶ol kÄulÄonbÄoz}o, csak
a Kakukk-algoritmushoz szÄuks¶eges param¶eterekn¶el a L¶evy-repÄul¶es ® sk¶ala
param¶eter¶et a G strat¶egiat¶er ¯noms¶ag¶aval megegyez}o m¶eret}ure, azaz 0; 01-re
¶all¶³tjuk, a val¶osz¶³n}us¶eg eloszl¶ast meghat¶aroz¶o ¯ param¶etert pedig kezdet-
ben 1-nek v¶alasztjuk, ami pont Cauchy-eloszl¶ast eredm¶enyez. A kakukktoj¶as
felfedez¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶eg¶et szimboliz¶al¶o p param¶etert kezdetben 0; 25-re ¶al-
l¶³tjuk. A 6. fejezetben a ¯ ¶es a p param¶eterre vett ¶erz¶ekenys¶eget is vizsg¶aljuk.

A referencia szimul¶aci¶oban haszn¶alt futtat¶asi param¶etereket az 1. t¶abl¶azat
foglalja Äossze.2

2A szimul¶aci¶okat a MATLAB R2017a programmal futtatjuk. A k¶odok el¶erhet}oek
a MATLAB kÄozÄoss¶eg f¶ajlcser¶el}o oldal¶an: https://www.mathworks.com/matlabcentral/
¯leexchange/66251-cuckoo-search-learning-strategy-in-the-principal-agent-model
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Param¶eter ¶Ert¶ek

Modell
Kock¶azatelutas¶³t¶as param¶eter, ° 15 egyenletes t¶avols¶ag¶u pont a [0;2; 3]-b¶ol
Output sz¶or¶asa, ¾ 7 egyenletes t¶avols¶ag¶u pont a [0; 0;6]-b¶ol

Szimul¶aci¶o
V¶eletlen magok sz¶ama, seed 70 egyenletes eloszl¶as¶u v¶eletlen a [1; 10000]-b¶ol
Strat¶egiat¶er elemsz¶ama, jGj 101 ¢ 56 = 5656
R¶acs¯noms¶ag, d 0,1
Fordul¶ok sz¶ama, T 1200

Kakukk
Strat¶egi¶ak sz¶ama, N 30
ÄUgynÄokÄok sz¶ama strat¶egi¶ankk¶ent, J 10
L¶evy-repÄul¶es sk¶ala param¶etere, ® 0,01
L¶evy-repÄul¶es eloszl¶as param¶etere, ¯ 1
Kakukktoj¶as felfedez¶es val¶osz¶³n}us¶ege, p 0,25

1. t¶abl¶azat. A referencia szimul¶aci¶oban haszn¶alt param¶eterek ¶es azok ¶ert¶ekei

5 Elemz¶es

Elemz¶esÄunk sor¶an a 3. fejezetben bemutatott Kakukk-algoritmus, illetve az
Arifovic ¶es Karaivanov [2010] tanulm¶anyban haszn¶alt SEL algoritmus (r¶esz-
letes implement¶aci¶ot ld. B. mell¶eklet) ¶altal kijelÄolt strat¶egi¶ak alapj¶an lefut-
tatott v¶eletlen szimul¶aci¶okat hasonl¶³tjuk Äossze. A k¶et implement¶aci¶o fut¶asi
id}oben nem kÄulÄonbÄozik egym¶ast¶ol, mindk¶et esetben egy fordul¶o fut¶asi ideje
O(N ¢ J), azaz a strat¶egia- ¶es az ÄugynÄoksz¶am szorzat¶anak line¶aris fÄuggv¶enye
(ld. 3. fejezet ¶es B. Mell¶eklet). Megvizsg¶aljuk, hogy a szimul¶aci¶ok mekkora
h¶anyad¶aban haszn¶alj¶ak az optim¶alis strat¶egi¶at¶ol adott t¶avols¶agon belÄuli stra-
t¶egi¶akat, illetve azt, hogy az id}oben ezek az ar¶anyok hogyan v¶altoznak.
Tov¶abbi elemz¶esi szempont az algoritmusok optim¶alis ¶ert¶ekhez val¶o konver-
genci¶aja ¶es a konvergencia sebess¶ege.

B¶ar a felt¶eteles sz¶els}o¶ert¶ek feladatnak { (4) feladat { csak egy glob¶alis ma-
ximuma van ¶es nincsenek lok¶alis maximumai, az optimum megtal¶al¶asa tanul¶o
algoritmus seg¶³ts¶eg¶evel m¶egsem egyszer}u feladat. A speci¯k¶alt feladatban a
c¶elfÄuggv¶eny nem folytonos, a PC korl¶at ment¶en szakad ¶es ut¶ana 0 ¶ert¶eket
vesz fel. R¶aad¶asul a maximum ezen a PC gÄorb¶en helyezkedik el, ami azt
jelenti, hogy kÄozvetlen kÄornyezet¶eben m¶ar hirtelen 0-ra esik a c¶elfÄuggv¶eny
¶ert¶eke ¶es ¶³gy az iter¶aci¶os tanul¶o algoritmus nehezen tudja kitapasztalni ezt a
maximumot (ld. 1. ¶abra). Tov¶abbi probl¶em¶at jelenthet az outputra rak¶od¶o
zaj, ami nehez¶³ti a strat¶egi¶ak pontos r¶atermetts¶eg¶enek meghat¶aroz¶as¶at.

Az algoritmus teljes¶³tm¶eny¶enek tesztel¶es¶ehez el}oszÄor Arifovic ¶es Kara-
ivanov [2010] ¶altal is haszn¶alt k¶et m¶ert¶eket de¯ni¶alunk. Az els}o egy strat¶egia
t¶avols¶aga az optim¶alis strat¶egi¶at¶ol, amit az euklideszi t¶avols¶aggal m¶erÄunk:

de(m) := jm¤ ¡ mj = j(s¤; f¤) ¡ (s; f)j =
p

(s¤ ¡ s)2 + (f¤ ¡ f)2 : (18)

A teljes¶³tm¶eny m¶er¶es¶ere haszn¶alt m¶asodik m¶ert¶ekÄunk az optim¶alis stra-
t¶egia v¶arhat¶o ki¯zet¶es¶enek ¶es az adott strat¶egia adott fordul¶oban tapasztalt
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r¶atermetts¶eg¶enek abszol¶ut elt¶er¶ese sz¶azal¶ekos form¶aban:

d¼(mi;t) :=
¯̄
¯'(mi;t)

E(¼¤)
¡ 1

¯̄
¯ : (19)

El}oszÄor azon strat¶egi¶ak t¶avols¶agait vizsg¶aljuk, melyeket az algoritmus az
utols¶o fordul¶okban kap v¶egeredm¶enyÄul (ld. 2. t¶abl¶azat). Az esetek 86;44%-
¶aban a Kakukk-algoritmus az optim¶alis strat¶egi¶at kapja, de az esetek t¶ulnyo-
m¶o r¶esz¶eben is (94;30%) mindÄossze az optimum 0,05-os kÄornyezet¶eben van
az eredm¶eny. A ki¯zet¶esek tekintet¶eben m¶eg jobb teljes¶³tm¶enyt ny¶ujt ez az
algoritmus, itt az esetek 98,53%-ban az utols¶o fordul¶oban haszn¶alt strat¶egi¶ak
r¶atermetts¶egi ¶ert¶eke az optim¶alis v¶arhat¶o ki¯zet¶es 1%-os kÄornyezet¶en belÄul
tal¶alhat¶o. Az eredm¶enyek alapj¶an a kis t¶avols¶agok eset¶en (0 vagy 0,01) a
Kakukk-algoritmus dikt¶alta strat¶egia valamivel felÄulm¶ulja a SEL strat¶egia
teljes¶³tm¶eny¶et. Ez alapj¶an azt ¶all¶³thatjuk, hogy a Kakukk-algoritmus k¶epes
alkalmazkodni a megb¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶em¶ahoz.

Utols¶o fordul¶oban az opti-
mumt¶ol x t¶avols¶agon belÄul
l¶ev}o strat¶egi¶ak ar¶anya, %

Utols¶o fordul¶oban az opti-
mumt¶ol x%-on belÄul l¶ev}o
ki¯zet¶esek ar¶anya, %

x = 0 x = 0;01 x = 0;05 x = 0;1 x = 0% x = 1% x = 5% x = 10%
Kakukk 86,44 86,60 94,30 97,63 14,16 98,53 98,85 98,89
SEL 29,72 70,34 86,15 97,63 14,00 96,29 99,91 99,99

2. t¶abl¶azat. Az utols¶o fordul¶oban adott x t¶avols¶agon belÄul l¶ev}o strat¶egi¶ak ar¶anya, %

Ezt az ¶all¶³t¶asunkat tov¶abb er}os¶³ti, hogy ha nem csak az utols¶o fordul¶oban
haszn¶alt strat¶egi¶akat, hanem a teljes fut¶as sor¶an haszn¶alt Äosszes strat¶egi¶at
vizsg¶aljuk. Egy adott fut¶as sor¶an (seed = 2017, ¾ = 0;3, ° = 0;6) haszn¶alt
strat¶egi¶ak relat¶³v gyakoris¶ag¶at mutatja a 2. ¶abra. L¶athat¶o, hogy az adott
fut¶as sor¶an az algoritmusok a G strat¶egiat¶er csak egy kis r¶esz¶et j¶atssz¶ak ki,
¶es ezek kÄozÄul is messze kiemelkedik egy strat¶egia a maga 60%-hoz, illetve 80%-
hoz kÄozeli relat¶³v gyakoris¶ag¶aval. A teljes szimul¶aci¶o sor¶an haszn¶alt Äosszes
strat¶egia t¶avols¶againak relat¶³v gyakoris¶ag¶at mutatja a 3. ¶abra. Ez jelent}osen
nem kÄulÄonbÄozik a SEL eredm¶enyekt}ol. A 2. ¶abra alapj¶an l¶athat¶o, hogy a SEL
strat¶egia sor¶an a megb¶³z¶o a strat¶egiat¶er csak egy kisebb r¶esz¶et haszn¶alja, mint
a Kakukk esetben, de az optim¶alis strat¶egi¶at nem tal¶alja meg pontosan, egy,
az optim¶alis ki¯zet¶eshez nagyon kÄozeli ki¯zet¶est eredm¶enyez}o m¶asik szubop-
tim¶alis strat¶egia elt¶er¶³ti az algoritmust, ¶es az v¶egÄul ide konverg¶al. Mindezek-
b}ol arra kÄovetkeztethetÄunk, hogy az algoritmus m¶ar j¶oval az utols¶o fordul¶o
el}ott rendszeresen haszn¶alja az utols¶o fordul¶oban haszn¶alt strat¶egi¶akat, ¶es
viszonylag hamar kitanulhatja az optim¶alishoz kÄozeli param¶etereket.
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2. ¶abra. Egy tipikus fut¶as sor¶an (seed = 2017, ¾ = 0;6, ° = 0;3) haszn¶alt strat¶e-
gi¶ak eloszl¶asa az S £ F strat¶egiat¶erben. Az optim¶alis strat¶egia s = 0;9 ¶es f = 0;36.
A Kakukk-algoritmus eset¶en leggyakrabban (65;24%) haszn¶alt strat¶egia (0;9; 0;36), SEL eset¶en

leggyakrabban (89;11%) haszn¶alt strat¶egia (0;85; 0;32)

3. ¶abra. A szimul¶aci¶o sor¶an haszn¶alt strat¶egi¶ak ¶es azok r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekeinek optimumt¶ol
vett t¶avols¶againak eloszl¶asa.

Az algoritmus fordul¶oinak fÄuggv¶eny¶eben vizsg¶alva a t¶avols¶agar¶anyokat, a
4. ¶abr¶an azt l¶athatjuk, hogy ¶atlagosan az utols¶o fordul¶oban tapasztalhat¶o
t¶avols¶agar¶anyokat az 500. fordul¶ot megel}oz}oen ¶eri el a Kakukk-algoritmus,
innent}ol kezdve jelent}os javul¶as m¶ar nem ¯gyelhet}o meg. Ugyanez a jelens¶eg
a SEL eset¶en m¶ar j¶oval hamarabb bekÄovetkezik. Ahhoz, hogy ezt a k¶er-
d¶est alaposabban megvizsg¶alhassuk, Arifovic ¶es Karaivanov [2010] nyom¶an
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de¯ni¶alunk egy konvergencia krit¶eriumot. Ha l¶etezik ¿ 2 [1;T ¡ L], hogy

1

N

NX

i=1

1
©
d(bi;t) < x

ª´
> q

¾
> r (20)

felt¶etel teljesÄul, akkor az algoritmus az adott param¶eterek mellett d m¶ert¶ek
szerint ¿ fordul¶ot¶ol (L; q; r; x; d) konvergens. A legkisebb ilyen ¿ az algoritmus
konvergencia-kezd}opontja. Azaz, ha egy fut¶as sor¶an l¶etezik egy ¿ id}opont,
amit kÄovet}o L fordul¶ob¶ol ¶all¶o r¶eszsorozatra igaz, hogy a r¶eszsorozaton belÄul
tÄobb mint a fordul¶ok q sz¶azal¶ek¶aban az adott fordul¶oban szerepl}o strat¶egi¶ak
r sz¶azal¶eka a d m¶ert¶ek szerint x t¶avols¶agon belÄul van az optimumhoz k¶epest,
akkor az algoritmus ¿ l¶ep¶est}ol (L; q; r; x; d) konvergens, ¶es a legkisebb ¿ a
konvergencia-kezd}opont.

4. ¶abra. A szimul¶aci¶o sor¶an haszn¶alt strat¶egi¶ak ¶es azok r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekeinek adott x
t¶avols¶agon belÄuli ¶atlagos ar¶anya az egyes fordul¶okban

A (200; 90%; 90%; x; d) konvergencia de¯n¶³ci¶ot haszn¶alva a szimul¶aci¶os
eredm¶enyekre azt kapjuk, hogy az algoritmusok a szimul¶aci¶ok jelent}os r¶esz¶e-
ben konvergensek. A Kakukk-algoritmust haszn¶al¶o fut¶asok 84,84%-ban van
olyan 200 fordul¶o hossz¶u id}oszak, amikor tÄobb, mint 180 fordul¶oban (90%)
legal¶abb 27 strat¶egia (90%) pontosan az optim¶alis strat¶egia. Ilyen esetek-
ben az ¶atlagos konvergencia kezd}opont a 474. fordul¶oban van, azaz az algo-
ritmus m¶ar ebben a fordul¶oban szinte tÄok¶eletesen megtanulja az ÄugynÄokÄok
hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶et ¶es innent}ol az optim¶alis szerz}od¶est aj¶anlja nekik. A
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SEL algoritmust haszn¶al¶o fut¶asokn¶al ugyanez az eredm¶eny m¶ar j¶oval alacso-
nyabb teljes¶³tm¶enyt tÄukrÄoz, itt mindÄossze 30,19% a pontosan az optimumba
konverg¶al¶o fut¶asok ar¶anya. A t¶avols¶ag nÄovel¶es¶evel a SEL algoritmus kon-
vergencia teljes¶³tm¶enye is javul. A ki¯zet¶esek szempontj¶ab¶ol vizsg¶alva a
k¶erd¶est a Kakukk-fut¶asok 99,45%-ra igaz, hogy l¶etezik 200 hossz¶u id}oszak,
amikor legal¶abb 180 fordul¶oban minimum 27 strat¶egia ¶atlagos ki¯zet¶ese az
optim¶alis v¶arhat¶o ki¯zet¶es 1%-os kÄornyezet¶en belÄul van ¶es az ¶atlagos konver-
gencia kezd}opont a 311. fordul¶o. A SEL eset¶eben ugyanez az ar¶any 96,99%,
viszont az ¶atlagos konvergencia kezd}opont itt m¶ar csup¶an a 104. fordul¶o. A
tov¶abbi eredm¶enyeket a 3. t¶abl¶azatban foglaljuk Äossze.

Ezek alapj¶an arra a kÄovetkeztet¶esre jutunk, hogy ha a pontos optim¶alis
strat¶egia haszn¶alata kÄulÄonÄosen fontos, akkor a Kakukk-algoritmus ¶altal kije-
lÄolt strat¶egia a c¶elravezet}o, m¶³g ha konvergencia gyorsas¶aga a fontos, ¶es ez¶ert
cser¶ebe megel¶egszÄunk egy, az optim¶alis ki¯zet¶est}ol ¶epp hogy elmarad¶o stra-
t¶egi¶aval, akkor a SEL algoritmus ny¶ujt gyorsabb teljes¶³tm¶enyt. Az optim¶alis
strat¶egia megtal¶al¶asa kifejezetten fontos olyan probl¶em¶ak eset¶en, amikor a
c¶elfÄuggv¶enynek lok¶alis sz¶els}o¶ert¶ekei vannak, ¶es ilyenkor a Kakukk-algoritmus
el}onyei hatv¶anyozottan ¶erv¶enyesÄulhetnek.

(200; 90%; 90%; x; d) konvergens
fut¶asok ar¶anya, %

¶Atlagos konvergencia-kezd}opont

x = 0 x = 0;01 x = 0;05 x = 0;1 x = 0 x = 0;01 x = 0;05 x = 0;1

Strat¶egi¶ak euklideszi t¶avols¶aga
Kakukk 84,84 85,02 93,81 98,29 474,14 473,60 413,71 291,10
SEL 30,19 70,72 89,43 98,35 196,50 217,82 126,12 47,20

V¶arhat¶o ki¯zet¶es t¶avols¶ag
Kakukk 14,29 99,45 99,97 99,99 212,60 311,71 217,74 184,24
SEL 13,99 96,99 100 100 19,07 104,33 14,36 3,49

3. t¶abl¶azat. Konvergens fut¶asok ar¶anya (%) ¶es az ¶atlagos konvergencia-kezd}opontok

6 ¶Erz¶ekenys¶egvizsg¶alat

Ebben a fejezetben az Kakukk-algoritmus robusztuss¶ag¶at vizsg¶aljuk mind a
modellparam¶eterek (¾, °), mind pedig az algoritmus param¶etereinek (N , J ,
p, ¯) fÄuggv¶eny¶eben.

El}oszÄor a modellparam¶eterekre val¶o robusztuss¶agot vizsg¶aljuk. Az 5.
¶abr¶an az outputra rak¶od¶o zaj sz¶or¶as¶anak fÄuggv¶eny¶eben ¶abr¶azoljuk az 0,01
illetve 1% t¶avols¶agon belÄuli strat¶egi¶ak ar¶any¶at a t = 100, t = 400, t = 800
¶es t = 1200 fordul¶okban. Az ¶abr¶an azt l¶atjuk, hogy az algoritmus az output
sz¶or¶as¶anak nÄovel¶es¶evel, mind a n¶egy fordul¶oban egyre kisebb ar¶anyban tal¶alja
meg az adott optim¶alis strat¶egi¶at¶ol adott t¶avols¶agon belÄuli strat¶egi¶akat. Ez
azt jelenti, hogy a konvergencia sebess¶ege csÄokken, ak¶ar olyan m¶ert¶ekben is,
hogy m¶eg az 1200. fordul¶oban sem konverg¶al. Mivel az algoritmus a magasabb
r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekkel rendelkez}o strat¶egi¶akat v¶alasztja, ¶es a r¶atermetts¶egi
¶ert¶eket a kor¶abban tapasztalt ki¯zet¶esekb}ol sz¶am¶³tja, ¶³gy az ¶atlagos v¶arhat¶o
ki¯zet¶es t¶avols¶ag tekintet¶eben a sz¶or¶as nÄovel¶es¶evel a 400. fordul¶ot¶ol az ar¶anyok
nem v¶altoznak, csak a 100. fordul¶oban, azaz a konvergencia sebess¶ege csÄokken.
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A kock¶azatelutas¶³t¶asi param¶eter (°) nÄovel¶es¶evel az ar¶anyok nem v¶altoznak
szigni¯k¶ansan az egyes fordul¶okban, ¶³gy az algoritmus ezen modellparam¶e-
terre robusztus.

5. ¶abra. A Kakukk-algoritmust implement¶al¶o szimul¶aci¶ok sor¶an haszn¶alt strat¶egi¶ak ¶es azok
r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekeinek x = 0;01 illetve x = 1% t¶avols¶agon belÄuli ¶atlagos ar¶anya az egyes
fordul¶okban kÄulÄonbÄoz}o ¾ ¶es ° ¶es a tÄobbi param¶eter (ld. 1. t¶abl¶azat) v¶altozatlans¶aga mellett

Az algoritmus param¶etereire val¶o ¶erz¶ekenys¶eget vizsg¶alva el}ozetesen arra
sz¶am¶³tunk, hogy mivel az outputban ¶es ezen keresztÄul a r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekek-
ben megjelen}o v¶eletlen zaj sz¶or¶asa rontja az algoritmus teljes¶³tm¶eny¶et, ez¶ert
a kiaj¶anlott strat¶egi¶ak sz¶am¶anak, illetve az ÄugynÄokÄok sz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel
pontosabban becsÄulhet}o a ki¯zet¶es v¶arhat¶o ¶ert¶eke valamint a r¶atermetts¶egi
¶ert¶ek, ¶es ¶³gy az algoritmus teljes¶³tm¶enye javulhat. Azt tapasztaljuk (ld. 6. ¶ab-
ra), hogy ha 15-r}ol 100-ra nÄoveljÄuk a strat¶egi¶ak sz¶am¶at (N), azaz 2 £ 15 £
10 £ 1200 = 360000 szerz}od¶eskÄot¶es helyett 2 £ 100 £ 10 £ 1200 = 2400000
szerz}od¶eskÄot¶es tÄort¶enik fut¶asonk¶ent, akkor az optimumhoz k¶epest 0; 01-os
kÄornyezetben l¶ev}o strat¶egi¶ak ar¶anya kÄorÄulbelÄul 10%-kal javul az 1200. for-
dul¶oban, m¶³g az ¶atlagos v¶arhat¶o ki¯zet¶es tekintet¶eben nem tÄort¶enik jelent}os
v¶altoz¶as, az ar¶any 98% fÄolÄott marad. A 100. fordul¶oban az ar¶anyok tÄobb mint
10%-kal javulnak, ¶es ebb}ol arra kÄovetkeztethetÄunk, hogy a konvergencia se-
bess¶ege n}o a fordul¶onk¶ent haszn¶alt strat¶egi¶ak sz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel. Ha az
ÄugynÄokÄok sz¶am¶at (J) nÄoveljÄuk 10-r}ol 100-ra, akkor, b¶ar fut¶asonk¶ent majdnem
k¶etszer annyi szerz}od¶eskÄot¶es tÄort¶enik, mint az el}oz}o, J = 10, N = 100 eset-
ben, javul¶as az algoritmus teljes¶³tm¶eny¶eben m¶egsem ¯gyelhet}o meg. Tov¶abbi
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¶erdekess¶eg, hogy J = 60-r¶ol tov¶abb nÄovelve az ÄugynÄokÄok sz¶am¶at, jelent}os
javul¶as m¶ar nem ¶erhet}o tetten. Ez alapj¶an azt ¶all¶³thatjuk, hogy mind a fordu-
l¶onk¶ent haszn¶alt strat¶egi¶ak sz¶am¶anak (J), mind pedig az ÄugynÄokÄok sz¶am¶anak
(N) nÄovel¶es¶evel Äosszess¶eg¶eben m¶ers¶ekelt javul¶ast ¶erhetÄunk el. Azonban, ha
az outputra rak¶od¶o zaj sz¶or¶asa (¾) nagy, akkor pontatlanabb lesz az out-
put v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek becsl¶ese, ami meghat¶arozza a strat¶egi¶ak r¶atermetts¶egi
¶ert¶ek¶et, ¶³gy ebben az esetben N ¶es J nÄovel¶ese nagyobb m¶ert¶ekben jav¶³thatja
az algoritmus teljes¶³tm¶eny¶et.

6. ¶abra. A Kakukk-algoritmust implement¶al¶o szimul¶aci¶ok sor¶an haszn¶alt strat¶egi¶ak ¶es azok
r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekeinek x = 0;01 illetve x = 1% t¶avols¶agon belÄuli ¶atlagos ar¶anya az egyes
fordul¶okban kÄulÄonbÄoz}o N ¶es J ¶es a tÄobbi param¶eter (ld. 1. t¶abl¶azat) v¶altozatlans¶aga mellett

Az algoritmus param¶eterei kÄozÄul a kakukktoj¶as felfedez¶es¶enek val¶osz¶³n}u-
s¶eg¶et v¶altoztatva azt tal¶aljuk, hogy ennek komoly szerepe van az algoritmus
m}ukÄod¶es¶eben. Ha a val¶osz¶³n}us¶eget p = 1-re ¶all¶³tjuk, azaz a kakukktoj¶ast
biztos, hogy felfedezik ¶es a ci;t, kakukkstrat¶egi¶akba a (14) k¶eplet alapj¶an
mindig a hi;t gazdastrat¶egi¶ak kerÄulnek ¶es¶³gy l¶enyeg¶eben nem k¶eszÄulnek val¶odi
kakukkstrat¶egi¶ak, akkor az algoritmus teljes¶³tm¶enye jelent}osen romlik (ld. 7.
¶abra), az 1200. fordul¶o ut¶an mindÄossze a strat¶egi¶ak 6,13%-a van az optimum
0,01-os kÄornyezet¶en belÄul ¶es a ki¯zet¶esekn¶el csak 20,15% az 1%-os eredm¶eny.
A m¶asik sz¶els}os¶eges esetben, amikor a val¶osz¶³n}us¶eg p = 0, azaz a kakukk-
toj¶as biztos, hogy kikel, az eredm¶enyek azt mutatj¶ak, hogy az algoritmus a
leggyorsabban konverg¶al, de az euklideszi t¶avols¶agot tekintve nem a legjobb
teljes¶³tm¶eny ny¶ujtja a vizsg¶alt h¶et param¶eterbe¶all¶³t¶as kÄozÄul. Az euklideszi
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t¶avols¶ag alapj¶an az 1200 fordul¶ot tekintve a p = 0;25 be¶all¶³t¶as a legked-
vez}obb. A Mantegna L¶evy-repÄul¶est el}o¶all¶³t¶o algoritmus¶anak ¯ param¶eter¶et
v¶altoztatva az algoritmus teljes¶³tm¶eny¶eben kis m¶ert¶ek}u v¶altoz¶as ¯gyelhet}o
meg, erre a param¶eterre az algoritmus kev¶esb¶e ¶erz¶ekeny.

7. ¶abra. A Kakukk-algoritmust implement¶al¶o szimul¶aci¶ok sor¶an haszn¶alt strat¶egi¶ak ¶es azok
r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekeinek x = 0;01 illetve x = 1% t¶avols¶agon belÄuli ¶atlagos ar¶anya az egyes
fordul¶okban kÄulÄonbÄoz}o p ¶es ¯ ¶es a tÄobbi param¶eter (ld. 1. t¶abl¶azat) v¶altozatlans¶aga mellett

A Kakukk-algoritmus ¶erz¶ekenys¶egvizsg¶alat¶ab¶ol arra kÄovetkeztethetÄunk,
hogy a modellparam¶eterek kÄozÄul az outputra rak¶od¶o zaj ¾ sz¶or¶as¶anak nÄove-
ked¶ese, megfelel}oen az el}ozetes v¶arakoz¶asoknak (v¶arhat¶o ¶ert¶ek becsl¶esi hib¶aja
miatt), rontja az algoritmus teljes¶³tm¶eny¶et, az ÄugynÄok kock¶azatelutas¶³t¶asi °
param¶eter¶enek v¶altoztat¶asa viszont ¶erdemben nem v¶altoztatja meg az ered-
m¶enyeket. Az algoritmus param¶eterei kÄozÄul a fordul¶onk¶ent haszn¶alt strat¶egi¶ak
N sz¶am¶anak ¶es az ÄugynÄokÄok J sz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel, b¶ar pontos¶³that¶o a v¶ar-
hat¶o ¶ert¶ek becsl¶ese, a szimul¶aci¶okban m¶egsem ¯gyelhet}o meg javul¶as. Ezen
param¶etereknek zajosabb kÄornyezetben lehet jelent}osebb szerepÄuk. A ka-
kukktoj¶as felfedez¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶eg¶et szab¶alyoz¶o p param¶eter vizsg¶alat¶ab¶ol
kit}unik, hogy a ci;t kakukkstrat¶egi¶aknak l¶enyegi szerepÄuk van. Ha ezt a l¶ep¶est
kihagyjuk a folyamatb¶ol, azaz a p = 1 param¶eterbe¶all¶³t¶ast v¶alasztjuk, akkor
a teljes¶³tm¶eny dr¶amaian lecsÄokken. A L¶evy-repÄul¶est szab¶alyoz¶o ¯ param¶e-
ternek m¶ers¶ekeltebb szerepe van, legfeljebb a konvergencia sebess¶eg¶ere van
hat¶assal.
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7 ÄOsszegz¶es

A dolgozatban a megb¶³z¶o-ÄugynÄok probl¶em¶at vizsg¶aljuk egy evol¶uci¶os-tanul¶o
algoritmus, a Kakukk-algoritmus seg¶³ts¶eg¶evel. Az algoritmus teljes¶³tm¶eny¶e-
nek m¶er¶es¶ere Arifovic ¶es Karaivanov [2010] nyom¶an fel¶all¶³tunk egy egyszer}u
line¶aris szerz}od¶es modellt tartalmaz¶o keretrendszert, ahol a szerepl}ok a szer-
z}od¶es param¶etereinek meghat¶aroz¶asa ¶es az er}ofesz¶³t¶esszint v¶alaszt¶as¶ab¶ol ¶all¶o
iterat¶³v j¶at¶ekot j¶atssz¶ak. Olyan felt¶etelez¶esekkel ¶elÄunk, mint, hogy a meg-
b¶³z¶o csak line¶aris szerz}od¶est aj¶anlhat, kock¶azatsemleges ¶es v¶arhat¶o ¶ert¶ekben
optimaliz¶al, az ÄugynÄokÄok csak az adott fordul¶ot veszik alapul, a saj¶at, azonos
hasznoss¶agi fÄuggv¶enyÄuk alapj¶an optimaliz¶alnak ¶es nem pr¶ob¶alnak komplexebb
strat¶egi¶at j¶atszani. TÄobbek kÄozÄott nem vesszÄuk ¯gyelembe p¶eld¶aul azt sem,
hogy a folytonos, fordul¶or¶ol fordul¶ora tÄort¶en}o szerz}od¶esm¶odos¶³t¶asok befo-
ly¶asolj¶ak-e az ÄugynÄokÄok magatart¶as¶at, ¶es ennek milyen kihat¶asai vannak a
ki¯zet¶esre.

Ezen leegyszer}us¶³t}o felt¶etelez¶esek mellett a szimul¶aci¶ok alapj¶an azt tal¶al-
juk, hogy b¶ar a sztochasztikus kÄornyezet ¶es a nem folytonos ki¯zet¶esfÄuggv¶eny
miatt neh¶ez dolga van az adapt¶³v tanul¶o algoritmusoknak, a Kakukk-algorit-
mus j¶ol implement¶alhat¶o a fel¶all¶³tott megb¶³z¶o-ÄugynÄok keretrendszerben. Az
algoritmus a kor¶abbi algoritmusokn¶al gyorsabban ¶eri el a kÄozel sz¶azsz¶azal¶ekos
eredm¶enyt. A modellparam¶eterek kÄozÄul a sztochasztikus kÄornyezet zajoss¶aga
az, ami nagyon megnehez¶³theti az algoritmus dolg¶at, min¶el nagyobb a v¶eletlen
zaj sz¶or¶asa, a megb¶³z¶o ann¶al kisebb ar¶anyban k¶epes megtanulni az optim¶alis
param¶etereket. Az ÄugynÄokÄok ¶es a strat¶egi¶ak sz¶am¶anak nÄovel¶ese, azaz az er}o-
fesz¶³t¶esszint min¶el pontosabb becsl¶ese, egyar¶ant seg¶³theti az algoritmus telje-
s¶³tm¶eny¶enek javul¶as¶at. Az algoritmus ¶erz¶ekenys¶egvizsg¶alat¶ab¶ol az is kiderÄul,
hogy az algoritmus egyik l¶enyegi pontja, a kakukkstrat¶egi¶ak el}o¶all¶³t¶asa, ami
alapjaiban hat¶arozza meg az algoritmus m}ukÄod¶es¶et.

A Kakukk-algoritmus a fel¶all¶³tott keretrendszerben legink¶abb a pontoss¶ag,
azaz a optim¶alis strat¶egia pontos megtal¶al¶as¶aban ny¶ujt jobb teljes¶³tm¶enyt,
mint a kor¶abban haszn¶alt SEL algoritmus, a ki¯zet¶es ¶es a konvergencia te-
kintet¶eben elmarad t}ole. A Kakukk-algoritmus dikt¶alta strat¶egi¶at j¶atszva
kisebb val¶osz¶³n}us¶eggel ragad a megb¶³z¶o egy szuboptim¶alis strat¶egi¶aban. Ezek
alapj¶an b¶³zhatunk abban, hogy olyan kÄornyezetben, ahol a megb¶³z¶o c¶el-
fÄuggv¶eny¶enek lok¶alis sz¶els}o¶ert¶ekei vannak, a Kakukk-algoritmust haszn¶alva a
megb¶³z¶o maximaliz¶alhatja a hasznoss¶ag¶at. Ezen hipot¶ezis vizsg¶alata k¶es}obbi
tanulm¶anyok t¶em¶aja lehet.

A szimul¶aci¶ok alapj¶an a Kakukk-algoritmus m}ukÄodhet olyan megb¶³z¶o-
ÄugynÄok probl¶em¶an¶al, ahol a termel}oeszkÄoz tulajdonosa viszonylag sok, ha-
sonl¶o hasznoss¶aggal rendelkez}o ÄugynÄoknek tudja felaj¶anlani az eszkÄoz¶et, a
termel¶es gyors, szinte azonnal meg¶allap¶³that¶o az eredm¶eny, ¶es lehet}os¶eg van
gyakori szerz}od¶esm¶odos¶³t¶asra. Ilyen gyakorlati alkalmaz¶as lehet az online
tartalom-el}o¶all¶³t¶as vagy ak¶ar a szem¶elyfuvar-kÄozvet¶³t¶es is.
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A. Mell¶eklet

A 2. fejezetben bemutatott megb¶³z¶o-ÄugynÄok keretrendszert ¶es az optim¶alis
szerz}od¶eses param¶eterek levezet¶es¶et Bolton ¶es Dewatripont [2005] [137-139]
nyom¶an ebben a mell¶ekletben kÄozÄoljÄuk.

y(z) := z + ", output

z 2 IR+
0 , ÄugynÄok er}ofesz¶³t¶es szintje

" » N(0; ¾2), v¶eletlen zaj

¼(y(z)) := (1 ¡ s) ¢ y(z) + f , megb¶³z¶o ki¯zet¶ese

s 2 [0; 1], v¶altoz¶o r¶esz

f 2 IR, ¯x r¶esz

c
¡
y(z)

¢
:= s ¢ y(z) ¡ f, megb¶³z¶o kÄolts¶ege, ÄugynÄok ki¯zet¶ese

u
¡
z
¢

:= ¡e¡°¢
¡
c(y(z))¡ 1

2 ¢z2
¢
, ÄugynÄok CARA hasznoss¶agi fÄuggv¶enye

° 2 IR+, kock¶azatelutas¶³t¶asi param¶eter

Ekkor a megb¶³z¶o feladata:

max
s;f

(1 ¡ s) ¢ E
¡
y(z)

¢
+ f (21)

s.t.

z = arg max
ẑ

E
¡
u(ẑ)

¢
(ÄosztÄonz¶esi korl¶at IC)

E
¡
u(z)

¢
¸ u( ¹w) (r¶eszv¶eteli korl¶at PC)

A feladatot visszafel¶e oldjuk meg, azaz adott (s; f) p¶arhoz kisz¶am¶³tjuk az
ÄugynÄok optim¶alis z¤ er}ofesz¶³t¶es szintj¶et (megoldjuk az IC korl¶atot), majd ez
ut¶an optimaliz¶aljuk a megb¶³z¶o c¶elfÄuggv¶eny¶et. Az ÄugynÄok v¶arhat¶o hasznoss¶aga:

E
¡
u(c(y); z)

¢
= E

¡
¡ e¡°¢(s¢(z+")¡f¡ 1

2z2)
¢

= ¡e¡°¢(s¢z¡f¡ 1
2 z2) ¢ E(e¡°¢s¢")

(22)

E(e¡°¢s¢") =
1p
2¼¾

¢
Z 1

¡1
e¡°¢s¢" ¢ e¡ "2

2¾2 d" =
1p
2¼¾

¢
Z 1

¡1
e¡ "2+2¢°¢s¢"¢¾2

2¾2 d" =

=
1p
2¼¾

¢
Z 1

¡1
e¡ ("+°¢s¢¾2)2¡°2s2¾4

2¾2 d" =

= e
°2s2¾2

2 ¢ 1p
2¼¾

¢
Z 1

¡1
e¡ ("¡(¡°¢s¢¾2))2

2¾2 d"

| {z }
=1, mert »N(¡°¢s¢¾2;¾2)s}ur}us¶egfÄuggv¶enye

= e
°2s2¾2

2

(23)
A (22) egyenl}os¶eget tov¶abb folytatva:

E
¡
u(c(y); z)

¢
= ¡e¡°¢(s¢z¡f¡ 1

2z2) ¢ e
°2s2¾2

2 =

= ¡e¡°¢(s¢z¡f¡ 1
2 ¢z2¡°

2 ¢s2¢¾2) = ¡e¡°ŵ(z) :
(24)
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Az ÄugynÄok kock¶azat egyen¶ert¶ekese:

ŵ(z) = s ¢ z ¡ f ¡ 1

2
¢ z2 ¡ °

2
¢ s2 ¢ ¾2 : (25)

Mivel a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny exponenci¶alis alak¶u, ¶³gy az ÄugynÄok ÄosztÄonz¶esi
korl¶atja ¶at¶³rhat¶o a kÄovetkez}o form¶aba:

z = arg max
ẑ

ŵ(ẑ) : (26)

Ezt maximaliz¶aljuk z-ben, azaz az els}orend}u felt¶etel (z szerinti parci¶alis de-
riv¶alt):

@ŵ(z)

@z
= s ¡ z (27)

z¤ = s : (28)

Az optim¶alis z¤ ¶ert¶eket behelyettes¶³tjÄuk a PC korl¶atba. EsetÄunkben az Äugy-
nÄok kÄuls}o opci¶oj¶anak ¶ert¶eke 0, azaz ¹w = 0 ¶es mivel az u hasznoss¶agi fÄuggv¶eny
exponenci¶alis (monoton), ez¶ert a PC korl¶at a kÄovetkez}ok¶eppen alakul:

s ¢ z¤ ¡ f ¡ 1

2
z¤2 ¡ °

2
s2¾2 ¸ 0 (29)

s ¢ s ¡ f ¡ 1

2
s2 ¡ °

2
s2¾2 ¸ 0 (30)

f · 1

2
s2 ¡ °

2
s2¾2 : (31)

A megb¶³z¶o c¶elfÄuggv¶enye, amit maximaliz¶alni szeretne:

(1 ¡ s) ¢ s + f = s ¡ s2 + f : (32)

Ez az s-ben m¶asodfok¶u kifejez¶es akkor lesz maxim¶alis, ha f ¶ert¶eke maxim¶alis,
azaz a (31) kifejez¶es egyenl}os¶egre teljesÄul. Ekkor a c¶elfÄuggv¶eny:

(1 ¡ s) ¢ s + f = s ¡ s2 +
1

2
s2 ¡ °

2
s2¾2 : (33)

A c¶elfÄuggv¶enyt deriv¶alva kapjuk az s¤ optim¶alis ¶ert¶eket:

@
¡
(1 ¡ s) ¢ s + f

¢

@s
= 1 ¡ 2s + s ¡ ° ¢ ¾2 ¢ s (34)

s¤ =
1

1 + ° ¢ ¾2
: (35)

Ezt visszahelyettes¶³tve f egyenlet¶ebe (31), ad¶odik az f¤ optim¶alis ¶ert¶ek:

f¤ =
1 ¡ ° ¢ ¾2

2 ¢ (1 + ° ¢ ¾2)2
: (36)
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B. Mell¶eklet

Ebben a mell¶ekletben Arifovic ¶es Karaivanov [2010] nyom¶an a Social Evolu-
tionary Learning (SEL) algoritmus implement¶aci¶oj¶at r¶eszletezzÄuk.

m := (s; f); s 2 S; f 2 F , megb¶³z¶o ¶altal j¶atszott strat¶egi¶ak a G strat¶egia-
t¶erb}ol

' : G ! IR, meghat¶arozza az adott strat¶egia r¶atermetts¶egi ¶ert¶ek¶et az adott
fordul¶oban

y = s + "j, a j-edik ÄugynÄok ¶altal megtermelt output

¼̂ = f +(1¡s) ¢ (s+ 1
J

PJ
j=1 "j), adott strat¶egi¶ahoz tartoz¶o ¶atlagos ki¯zet¶es

Az algoritmus minden t = 1; . . . ; T fordul¶oban egy N elem}u b 2 GN

strat¶egi¶akat tartalmaz¶o vektorral dolgozik. Els}o l¶ep¶esk¶ent az el}oz}o fordul¶oban
meghat¶arozott bi;t¡1 strat¶egi¶akat pi;t val¶osz¶³n}us¶eggel v¶alasztja be a gk;t stra-
t¶egi¶akba:

gk;t :=

8
>><
>>:

b1;t¡1; p1;t

b2;t¡1; p2;t

...
...

bN;t¡1; pN;t

; (37)

ahol adott bi;t¡1 strat¶egia bev¶alaszt¶as¶anak val¶osz¶³n}us¶ege a strat¶egia r¶ater-
metts¶egi ¶ert¶ek¶et}ol fÄugg:

pi;t :=
e'(bi;t¡1)

PN
k=1 e'(bk;t¡1)

: (38)

Az ¶³gy kiv¶alasztott gi;t strat¶egi¶ak helyett ¹ val¶osz¶³n}us¶eggel az adott gi;t

strat¶egia rm sugar¶u kÄornyezet¶eb}ol v¶alasztja a hi;t strat¶egi¶at:

hi;t :=

½
gi;t; 1 ¡ ¹
gi;t + ri;t; ¹ ,

(39)

ahol
ri;t » U[¡rm; rm] : (40)

V¶egÄul a megkapott gi;t strat¶egi¶akat p¶aronk¶ent Äosszehasonl¶³tja a bi;t¡1

strat¶egi¶akkal, ¶es a nagyobbat v¶alasztja a bi;t strat¶egi¶akba:

bi;t :=

½
gi;t; ha '(bi;t¡1) < '(gi;t)
bi;t¡1; ha '(bi;t¡1) ¸ '(gi;t) .

(41)

Egy ¶uj bi;t strat¶egia legener¶al¶as¶at tekintjÄuk egy m}uveletnek. Egy for-
dul¶oban a strat¶egiagener¶al¶as O(N) fut¶asi idej}u, azaz a strat¶egi¶ak sz¶am¶anak
line¶aris fÄuggv¶enye.

Ezek ut¶an az ÄugynÄokÄok el}o¶all¶³tj¶ak az outputokat, majd az algoritmus
friss¶³ti a r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekeket. Ism¶et egy m}uveltnek tekintjÄuk egy strat¶egia
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egy ÄugynÄoknek tÄort¶en}o felaj¶anl¶as¶at ¶es a r¶atermetts¶egi ¶ert¶ek friss¶³t¶es¶et a meg-
¯gyelt outputtal. Ennek a f¶azisnak a fut¶asi ideje O(N ¢ J), azaz a strat¶egia-
¶es az ÄugynÄoksz¶am szorzat¶anak line¶aris fÄuggv¶enye.

Az¶ert, hogy a SEL Äosszevethet}o legyen a Kakukk-algoritmussal, ¶es a
teljes¶³tm¶enykÄulÄonbs¶eg ne csak a r¶atermetts¶egi ¶ert¶ek pontosabb becsl¶es¶eb}ol
fakadjon (a Kakukk-algoritmus egy fordul¶oban k¶etszer aj¶anl strat¶egi¶akat az
ÄugynÄokÄoknek, ¶es k¶etszer friss¶³ti a r¶atermetts¶egi ¶ert¶ekeket), egy fordul¶oban a
fenti folyamatot egym¶as ut¶an k¶etszer futtatjuk le. A SEL algoritmus tanul¶asi
strat¶egi¶at kÄovetve egy fordul¶o fut¶asi ideje 2 ¢ (O(N) + O(N ¢ J)) = O(N ¢ J),
azaz a strat¶egia- ¶es az ÄugynÄoksz¶am szorzat¶anak line¶aris fÄuggv¶enye. A futta-
t¶asi param¶etereknek az Arifovic ¶es Karaivanov [2010] tanulm¶anyban legjobb
eredm¶enyt el¶er}o param¶eterbe¶all¶³t¶asokat haszn¶alunk. Ezeket a be¶all¶³t¶asokat a
4. t¶abl¶azat tartalmazza.3

Param¶eter ¶Ert¶ek

Modell
Kock¶azatelutas¶³t¶as param¶eter, ° 15 egyenletes t¶avols¶ag¶u pont a [0;2; 3]-b¶ol
Output sz¶or¶asa, ¾ 7 egyenletes t¶avols¶ag¶u pont a [0; 0;6]-b¶ol

Szimul¶aci¶o
V¶eletlen magok sz¶ama, seed 70 egyenletes eloszl¶as¶u v¶eletlen a [1; 10000]-b¶ol
Strat¶egiat¶er elemsz¶ama, jGj 101 ¢ 56 = 5656
R¶acs¯noms¶ag, d 0,1
Fordul¶ok sz¶ama, T 1200

SEL
Strat¶egi¶ak sz¶ama, N 30
ÄUgynÄokÄok sz¶ama strat¶egi¶ankk¶ent, J 10
Mut¶aci¶o val¶osz¶³n}us¶ege, ¹ 0,05
Mut¶aci¶o sugara, rm 0,1

4. t¶abl¶azat. A referencia szimul¶aci¶oban haszn¶alt param¶eterek ¶es azok ¶ert¶ekei
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CUCKOO SEARCH LEARNING STRATEGY IN THE PRINCIPAL-AGENT

MODEL

In this study we analyze the performance of Cuckoo Search learning algorithm in a
principal-agent model. We introduce a standard principal- agent model framework,
where the principal can incentivize the agent using output sharing (linear contract)
and the moral hazard can be eliminated. In the model the principal knows neither
the agent's utility function nor the properties of the stochastic environment, but
by iterating the process which consits of contracting, observation of output and
update of contract parameters, she can learn and optimize her objective function.
We use Monte-Carlo simulations and ¯nd that, despite the discontinuous utility
function and the stochastic environment, the Cuckoo Search can accommodate to
the principal-agent model and ¯nd the maximum of principal's utility function more
precisely than former algorithms.

Keywords: principal-agent problem, linear contract, repeated game, Cuckoo
Search. JEL codes: C61, C63, C73, D86
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A VAL¶OS ¶ERT¶EKEL¶ES T}OKEPIACI ¶ERT¶EK¶IT¶ELETRE
GYAKOROLT HAT¶ASA EUR¶OPAI NAGYBANKOK

R¶ESZV¶ENYEIN¶EL1

TAK¶ACS ANDR¶AS { SZÄUCS TAM¶AS
PTE KTK

Jelen tanulm¶any a val¶os ¶ert¶ekel¶es t}okepiaci ¶ert¶ek¶³t¶eletre gyakorolt hat¶as¶at
vizsg¶alja az eur¶opai bankszektorban. A szerz}ok 20 eur¶opai nagybank 2006-
2015 id}oszaki adatai alapj¶an vizsg¶alj¶ak meg az eredm¶enyess¶eg (EPS) ¶es az
egy r¶eszv¶enyre jut¶o saj¶at t}oke azonos id}oszaki r¶eszv¶eny¶arfolyamra gyako-
rolt hat¶as¶at, kiemelten a val¶os ¶ert¶ekel¶esen alapul¶o sz¶amvitel ¶es a bekerÄul¶esi
¶ert¶ek alap¶u sz¶amvitel elt¶er¶eseire illetve a 2008-2009-es v¶als¶ag hat¶as¶ara kon-
centr¶alva. Az elemz¶es egyik kÄovetkeztet¶ese, hogy a v¶als¶ag¶evek a p¶enzÄugyi
teljes¶³tm¶eny ¶es az ¶arfolyam kÄozti, kor¶abban ¶altal¶anos igazs¶agnak tekintett
ÄosszefÄugg¶est eltorz¶³tott¶ak. Ugyanakkor az elemz¶est a v¶als¶ag ut¶ani id}oszakra
(2010-2015) lesz}uk¶³tve szigni¯k¶ans kapcsolat mutathat¶o ki a val¶os ¶ert¶ekel¶essel
meghat¶arozott EPS ¶es az ¶arfolyam kÄozÄott. Mindez arra enged kÄovetkeztetni,
hogy norm¶al (v¶als¶agmentes) Äuzleti kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott a befektet}ok dÄont¶e-
seiket els}odlegesen a bank nyeres¶egess¶ege alapj¶an hozz¶ak meg, melynek meg-
¶³t¶el¶ese tekintet¶eben a val¶os ¶ert¶ekel¶es relevanci¶aja tov¶abbra sem vitathat¶o.

Kulcsszavak: val¶os ¶ert¶ekel¶es, nett¶o eredm¶eny, egy¶eb ¶atfog¶o eredm¶eny, egy
r¶eszv¶enyre jut¶o nett¶o eredm¶eny (EPS), nett¶o eszkÄoz¶ert¶ek, eur¶opai bankszek-
tor, r¶eszv¶eny¶arfolyam. JEL k¶odok: G11, G15, G21, M41

1 Bevezet¶es

A t}ozsdei befektet}ok a v¶allalatok ¶altal kÄozz¶etett p¶enzÄugyi kimutat¶asok alapj¶an
k¶epesek meg¶³t¶elni a v¶allalat p¶enzÄugyi ¶es jÄovedelmi helyzet¶et, valamint Äuzlet-
vitel kock¶azat¶at, a v¶allalati r¶eszv¶enyek v¶etel¶ere, illetve elad¶as¶ara ir¶anyul¶o
dÄont¶eseiket az ¶³gy kialakult ¶ert¶ek¶³t¶eletÄukre alapozva hozz¶ak meg. A v¶allalati
vagyon ¶es eredm¶eny meghat¶aroz¶asa szempontj¶ab¶ol nagyon fontos a megb¶³z-
hat¶o, korrekt ¶ert¶ekel¶esi mechanizmus kialak¶³t¶asa. Az 1980-as ¶evek kÄozep¶et}ol
sz¶am¶³tva a nemzetkÄozi sz¶amviteli rendszerek folyamatosan kezdt¶ek lev¶altani a
kÄolts¶egalap¶u ¶ert¶ekel¶est a piaci alap¶u ¶ert¶ekel¶esre. Sha®er (2012) kiemeli, hogy
a p¶enzpiacok komplex volta miatt egy in°¶aci¶ora hajlamos kÄornyezetben a be-
kerÄul¶esi ¶ert¶ek modell alkalmatlan a megfelel}o ¶ert¶ekel¶esre, az inform¶aci¶okat

1Tak¶acs Andr¶as habilit¶alt egyetemi docens, P¶ecsi Tudom¶anyegyetem KÄozgazdas¶ag-
tudom¶anyi Kar, P¶enzÄugy ¶es Sz¶amvitel Int¶ezet, 7622 P¶ecs, R¶ak¶oczi ¶ut 80., e-mail:
takacsandras@ktk.pte.hu. SzÄucs Tam¶as adjunktus, P¶ecsi Tudom¶anyegyetem KÄozgaz-
das¶agtudom¶anyi Kar, P¶enzÄugy ¶es Sz¶amvitel Int¶ezet, 7622 P¶ecs, R¶ak¶oczi ¶ut 80., e-mail:
tomi@ktk.pte.hu. A szerz}ok jelen tanulm¶anyt a P¶ecsi Tudom¶anyegyetem alap¶³t¶as¶anak
650. ¶evfordul¶oja eml¶ek¶enek szentelik. Be¶erkezett: 2017. szeptember 19.
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csak k¶esve k¶epes rÄogz¶³teni, ez¶ert a val¶os ¶ert¶eken (fair value) tÄort¶en}o ¶ert¶ekel¶es
mellett foglal ¶all¶ast. A val¶os ¶ert¶ekel¶es szerepe kÄulÄonÄosen er}os a NemzetkÄozi
P¶enzÄugyi Besz¶amol¶asi Standardokban (International Financial Reporting Stan-
dards, IFRS), ami az EU hivatalos sz¶amviteli rendszer¶enek tekinthet}o. A
piaci alap¶u ¶ert¶ekel¶esre tÄort¶en}o ¶atmenet folyamat¶aban el}oszÄor csak bizonyos
p¶enzÄugyi instrumentumok bemutat¶asi modellj¶enek kijav¶³t¶asa volt a c¶el, majd
a val¶os ¶ert¶ek k¶es}obb a p¶enzÄugyi instrumentumok domin¶ans m¶er¶esi eszkÄoz¶ev¶e
v¶alt, napjainkban pedig az IFRS-ben m¶ar bizonyos nem p¶enzÄugyi eszkÄozÄok,
p¶eld¶aul befektet¶esi c¶el¶u ingatlanok ¶ert¶ekel¶es¶ere is alkalmazz¶ak (IAS 40). A
val¶os ¶ert¶ekel¶es ¯gyelembe veszi azokat a p¶enzÄugyi inform¶aci¶okat (a p¶enz
id}o¶ert¶ek¶et, a kock¶azat ¶ar¶at), amelyeket a bekerÄul¶esi ¶ert¶ek modell elutas¶³t.
Barth ¶es szerz}ot¶arsai (2012) szerint, m¶³g a bekerÄul¶esi ¶ert¶ek alap¶u sz¶amviteli
gondolkod¶as nem tudja kezelni a v¶allalat szempontj¶ab¶ol j¶o, illetve rossz ,,h¶³r"
hat¶asait, addig a val¶os ¶ert¶ekel¶es ¯gyelembe veszi ezeket az adott vagyonr¶esz
¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶asakor. A szerz}ok szerint a val¶os ¶ert¶ekel¶esi modell k¶epes
felismerni ¶es m¶erni a ,,j¶o h¶³rben" rejl}o potenci¶alt, a magasabb jÄovedelem, osz-
tal¶ek ¶es menedzsment b¶onuszok realiz¶al¶as¶at.

A val¶os ¶ert¶ekel¶es tÄoretlennek t}un}o n¶epszer}us¶ege ¶es elfogadotts¶aga ellen
els}ok¶ent Beneish (1999) emelt sz¶ot: ¶ervel¶ese szerint a val¶os ¶ert¶ekel¶es hat¶ekony
eszkÄoze a p¶enzÄugyi besz¶amol¶ok manipul¶al¶as¶anak, az egyes vagyonr¶eszek fel-
¶ert¶ekel¶es¶eb}ol sz¶armaz¶o jÄovedelmek indokolatlan r¶eszv¶eny¶arfolyam-emelked¶est
vonnak maguk ut¶an. Ennek indokl¶as¶at egy b}o ¶evtizeddel k¶es}obb Sha®er
(2012) fogalmazta meg megfelel}oen: a val¶os ¶ert¶ekel¶es csak bizonyos felt¶etelek
megl¶ete eset¶en m}ukÄodhet j¶ol. Akt¶³v, likvid piacok hi¶any¶aban vagy a piaci
kr¶³zisek id}oszaka alatt az ¶ert¶ekel¶es gyakran nem ad objekt¶³v, ¶erthet}o ¶es tran-
szparens eredm¶enyt, ami f¶elrevezet}o lehet a befektet}ok sz¶am¶ara.

A 2008-2009-es p¶enzÄugyi v¶als¶ag kirobban¶asa ut¶an sz¶amos szak¶ert}o k¶esz¶³-
tett tanulm¶anyt, melyben a val¶os ¶ert¶ekel¶es v¶als¶agban betÄoltÄott szerep¶et vizs-
g¶alta. Mark¶ansan k¶et ¶all¶aspont kÄor¶e sorakoztak fel az egyes kutat¶ok ¶es gyakor-
lati szakemberek. Az egyik ¶all¶aspont szerint a val¶os ¶ert¶ekel¶es a v¶als¶ag egyik
kirobbant¶oja volt, m¶³g a m¶asik ¶all¶aspont a v¶als¶ag v¶eszjelz}ojek¶ent azonos¶³tja
ezt az ¶ert¶ekel¶esi m¶odszert. Allan ¶es Carletti (2008), valamint Gorton (2008)
szerint a val¶os ¶ert¶ekel¶es m¶odszertan¶anak kritik¶aja abban keresend}o, hogy
egy illikvid piaci kÄornyezetben a val¶os ¶ert¶eket rendk¶³vÄul neh¶ez megbecsÄulni,
legtÄobb esetben megb¶³zhatatlan eredm¶enyt ad. A val¶os ¶ert¶ek teh¶at a piaci lik-
vidit¶asi szint egyfajta m¶er}osz¶amak¶ent is ¶ertelmezhet}o. Tov¶abbi kritik¶ak arra
ir¶anyultak, hogy val¶os ¶ert¶ekel¶es mechanizmusa nyom¶ast gyakorolt a p¶enzint¶e-
zetek sz¶am¶ara olyan m¶ert¶ek}u ¶ert¶ekveszt¶es elsz¶amol¶as¶ara, melynek eredm¶enye-
k¶eppen az ¶erintett eszkÄozÄok jelent}osen alul¶ert¶ekeltt¶e v¶altak (Gorton, 2008).
¶Ugy t}unik teh¶at, hogy a v¶als¶ag sz¶amottev}oen rontotta a val¶os ¶ert¶ekel¶essel
szemben addig kialakult bizalmat. Ebben az id}oszakban a hitelek ¶araz¶asi
mechanizmusai sem ¶ugy m}ukÄodtek, mint a v¶als¶agot megel}oz}o ¶evekben (Pitz-
Schepp 2013). K¶es}obbi tanulm¶anyok, mint p¶eld¶aul Evans ¶es t¶arsai (2014)
viszont arr¶ol sz¶amolnak be, hogy a v¶als¶agot kÄovet}o ¶evekben a val¶os ¶ert¶ekel¶es
a befektet}ok dÄont¶eseiben ism¶et relev¶ans t¶enyez}ov¶e v¶alt.

Jelen kutat¶as 20 eur¶opai nagybank 2006-2015 id}oszaki adataira alapozva
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vizsg¶alja meg, hogy statisztikailag is igazolhat¶o-e a val¶os ¶ert¶ekel¶es hiteles-
s¶eg¶enek csÄokken¶ese a v¶als¶ag id}oszak¶aban, valamint hogy a v¶als¶agot kÄovet}o
¶evekben val¶oban vissza¶allt-e ezen ¶ert¶ekel¶esi m¶od elfogadotts¶aga. B¶ar sz¶amos
tanulm¶any foglalkozott ezzel a t¶em¶aval az ut¶obbi ¶evekben, azok jellemz}oen
nem speci¯kusan a bankszektorra, vagy nem az eur¶opai r¶egi¶ora, illetve nem
a 2006-2015 id}oszakra ir¶anyultak. A szakirodalom-kutat¶as sor¶an a szerz}ok
nem tal¶altak olyan tanulm¶anyt, amely ugyanilyen mint¶an hasonl¶o m¶odszerrel
vizsg¶alta volna ezt a k¶erd¶est. A szerz}ok meggy}oz}od¶ese, hogy az elv¶egzett
kutat¶as ¶uj ¶es hasznos empirikus eredm¶enyekkel j¶arul hozz¶a a megl¶ev}o {
kÄulÄonÄosen a hazai { szakirodalomhoz.

A cikk tov¶abbi r¶esz¶eben el}oszÄor a vonatkoz¶o szakirodalmat tekintjÄuk ¶at,
melyet a m¶odszertani h¶att¶er bemutat¶asa kÄovet. Mindezek ut¶an a megfelel}o
statisztikai modellek kidolgoz¶asa kÄovetkezik, melyet az eredm¶enyek ismerte-
t¶ese, a kÄovetkeztet¶esek levon¶asa ¶es a konkl¶uzi¶o kÄovet.

2 Szakirodalmi ¶attekint¶es

A t¶em¶ahoz kapcsol¶od¶o els}o, nagy hat¶ast kiv¶alt¶o tanulm¶anyok publik¶al¶as¶ara
az 1990-es ¶evek elej¶en kerÄult sor, melyekben statisztikailag igazol¶ast nyert a
sz¶amviteli eredm¶eny ¶es az ¶arfolyam kapcsolata. Easton, Harris ¶es Ohlson
(1992) mintegy 1000 elem}u v¶allalati mint¶an mutatott ki szigni¯k¶ans egyÄutt-
mozg¶ast az eredm¶eny ¶es a piaci kapitaliz¶aci¶o kÄozÄott, tov¶abb¶a meg¶allap¶³tott¶ak,
hogy amennyiben nemcsak egy ¶ev, hanem tÄobb m¶ultbeli ¶ev halmozott ered-
m¶eny¶et alkalmazz¶ak fÄuggetlen v¶altoz¶ok¶ent, akkor az ¶arfolyamra vonatkoz¶o
magyar¶az¶o er}o nÄovekszik. Graham, Pope ¶es Rees (1992), valamint Harris,
Lang ¶es MÄoller (1994) is hasonl¶o ÄosszefÄugg¶est tal¶alt a pro¯t ¶es a t}ozsdei
teljes¶³tm¶eny kÄozÄott n¶emet ¶es amerikai v¶allalatok adatai alapj¶an.

M¶as szerz}ok az eredm¶eny abszol¶ut Äosszege helyett kÄulÄonbÄoz}o sz¶amviteli
teljes¶³tm¶enymutat¶okat haszn¶altak a r¶eszv¶eny¶ar magyar¶az¶o v¶altoz¶oik¶ent. TÄobb
orsz¶agspeci¯kus vizsg¶alat is kimutatta, hogy az egy r¶eszv¶enyre jut¶o ad¶ozott
eredm¶eny (Earnings Per Share, EPS) j¶ol magyar¶azza az ¶arfolyamot: Ma-
ditinos ¶es t¶arsai (2007) gÄorÄog t}ozsdei v¶allalatokat, Chang ¶es t¶arsai (2008)
tajvani c¶egeket, Wang, Fu ¶es Luo (2013) pedig a sanghaji t}ozsd¶en jegyzett
v¶allalatokat elemezve mutatta ki a k¶et v¶altoz¶o kÄozti egyÄuttmozg¶ast.

Az eredm¶eny-¶ar viszonyhoz hasonl¶oan sz¶amos kutat¶as foglalkozott a val¶os
¶ert¶ekel¶es ¶arfolyam-relevanci¶aj¶aval m¶ar az ezredfordul¶o el}ott is. Barth (1994),
Bernard ¶es t¶arsai (1995), Barth ¶es t¶arsai (1995), valamint Barth ¶es Clinch
(1998) tanulm¶anyai egyar¶ant a val¶os ¶ert¶ek sz¶amvitel (Fair Value Account-
ing, FVA) ¶es a bekerÄul¶esi ¶ert¶ek alap¶u sz¶amvitel (Historical Cost Accounting,
HCA) r¶eszv¶eny¶arra gyakorolt hat¶as¶at hasonl¶³tott¶ak Äossze, ¶es egyÄontet}uen a
val¶os ¶ert¶ek sz¶amvitel ¶es az ¶arfolyam kÄozÄott mutattak ki szigni¯k¶ans egyÄutt-
mozg¶ast. Ugyanezt a kapcsolatot m¶asf¶el ¶evtizeddel k¶es}obb Song ¶es szerz}o-
t¶arsai (2010), valamint Li ¶es Kyu (2010) is kimutatta amerikai illetve k¶³nai
v¶allalatok adatain. Yao ¶es t¶arsai (2015) ausztr¶al v¶allalatok eset¶eben a sa-
j¶at t}ok¶eben nyilv¶antartott ¶at¶ert¶ekel¶esi tartal¶ek jÄov}obeli hat¶as¶at vizsg¶alt¶ak.
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Eredm¶enyeik arr¶ol tan¶uskodnak, hogy a val¶os ¶ert¶ekel¶esb}ol sz¶armaz¶o kÄulÄon-
bÄozetek legink¶abb a kÄovetkez}o 1-2 ¶ev jÄovedelm¶et befoly¶asolj¶ak.

A termel}o, szolg¶altat¶o illetve kereskedelmi v¶allalatokat vizsg¶al¶o tanulm¶a-
nyok mellett sz¶ep sz¶ammal jelentek meg speci¶alisan hitelint¶ezetekre, p¶enzÄugyi
v¶allalkoz¶asokra koncentr¶al¶o ¶³r¶asok. Kolev (2008) amerikai p¶enzÄugyi v¶allalko-
z¶asok adatait tartalmaz¶o 172 elem}u mint¶an vizsg¶alta a val¶os ¶ert¶ek kÄulÄonbÄoz}o
modelljeit, ¶es meg¶allap¶³totta, hogy a befektet}ok l¶enyegesen magasabb ¶ert¶eket
tulajdon¶³tanak az akt¶³v piacok jegyzett ¶araib¶ol sz¶armaztatott ¶ert¶eknek, mint
a becsl¶eseken alapul¶o ¶ert¶eknek. Sun (2014) ausztr¶al bankok adatait vizsg¶alva
meg¶allap¶³totta, hogy a val¶os ¶ert¶ekel¶es hozz¶aj¶arul a rendk¶³vÄuli piaci volati-
lit¶ashoz, ¶es a megfelel}o dÄont¶esek meghozatala ¶erdek¶eben a befektet}oknek
meg kell ¶erteniÄuk a val¶os ¶ert¶ek relevanci¶aja ¶es a volatilit¶as kÄozti trade-o®-
ot. Evans ¶es t¶arsai (2014) Äosszesen 7794 amerikai banki adatra t¶amaszkodva
a val¶os ¶ert¶eken meghat¶arozott eszkÄoz¶ert¶ek ¶es az ¶arfolyam kÄozÄott mutattak
ki egyÄuttmozg¶ast, tov¶abb¶a arra jutottak, hogy a val¶os eszkÄoz¶ert¶ek jobban
magyar¶azza a jÄov}obeli ¶arfolyamot, mint az azonos id}oszaki t}ozsdei ¶arat.

Bagna, Martino ¶es Rossi (2014) 120 eur¶opai bank 2008-2012 kÄozti adatait
feldolgozva, OLS regresszi¶os modell seg¶³ts¶eg¶evel elemezt¶ek a val¶os¶ert¶ek-hie-
rarchia kÄulÄonbÄoz}o szintjeinek ¶arfolyamra vonatkoz¶o relevanci¶aj¶at. A kutat¶as
m¶odszertani h¶atter¶et az IFRS 7 standard k¶epezte, amely a val¶os ¶ert¶eknek
h¶arom szintj¶et kÄulÄonbÄozteti meg. E h¶arom szint priorit¶asi sorrendben a
kÄovetkez}o: teljesen objekt¶³v piaci inform¶aci¶okon alapul¶o (Mark to Market),
r¶eszben piaci inform¶aci¶okon alapul¶o (Mark to Matrix), valamint becsl¶esen
alapul¶o (Mark to Model) val¶os ¶ert¶ek. A szerz}ok az ¶arfolyam/kÄonyv szerinti
¶ert¶ek (P/BV) h¶anyadost vizsg¶alva meg¶allap¶³tott¶ak, hogy a Mark to Market
¶ert¶ek ¶arfolyamra gyakorolt hat¶asa j¶oval er}osebb, mint a Mark to Matrix vagy
a Mark to Model ¶ert¶ekek¶e.

A szakirodalmi ¶attekint¶es k¶et fontos kutat¶asi ir¶anyt t¶art fel. Egyr¶eszt, a
sz¶amviteli adatok (eredm¶eny, vagyon¶ert¶ek) ¶es az ¶arfolyam kÄozti ÄosszefÄugg¶est
az 1990-es ¶evek ¶ota sz¶amos kutat¶as bizony¶³totta. M¶asr¶eszt, sok szerz}o iga-
zolta a val¶os ¶ert¶ekel¶es szigni¯k¶ans hat¶as¶at a befektet¶esi dÄont¶esekre, azon
keresztÄul pedig a r¶eszv¶eny¶arakra. A hivatkozott m}uvek jellemz}oen nem speci-
¯kusan a bankszektorra vagy nem az eur¶opai r¶egi¶ora ir¶anyultak. Ez al¶ol
kiv¶etel Bagna, Martino ¶es Rossi (2014) munk¶aja, akik azonban csak egy vi-
szonylag sz}uk id}oszakot vizsg¶altak, ¶es nem kifejezetten a 2008-2009-es v¶als¶ag
alatti illetve ut¶ani ¶allapot Äosszehasonl¶³t¶as¶at t}uzt¶ek ki c¶elul. Jelen tanulm¶any
ezt a kutat¶asi r¶est megc¶elozva ¶uj empirikus eredm¶enyekkel szolg¶al a val¶os
¶ert¶ekel¶es jelent}os¶eg¶evel kapcsolatban.

3 M¶odszertani h¶att¶er

3.1 Val¶os ¶ert¶ekel¶es ¶es annak hat¶asa az eredm¶enyre ¶es
a saj¶at t}ok¶ere

A val¶os ¶ert¶ekel¶es egys¶eges kereteit a 2011 m¶ajus¶aban kibocs¶atott IFRS 13
standard fogalmazza meg. A standardban de¯ni¶alt val¶os ¶ert¶ek alkalmazhat¶o
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a p¶enzÄugyi ¶es a nem p¶enzÄugyi eszkÄozÄokre is. A val¶os ¶ert¶ek fogalm¶at az
al¶abbi m¶odon hat¶arozza meg: ,,az az ¶ar, amelyet egy eszkÄoz ¶ert¶ekes¶³t¶esekor
kapn¶anak, illetve egy kÄotelezetts¶eg ¶atruh¶az¶asakor ki¯zetn¶enek egy piaci sze-
repl}ok kÄozÄott l¶etrejÄott szab¶alyos Äugylet alapj¶an az ¶ert¶ekel¶es id}opontj¶aban.".
Az ¶ert¶ekel¶esi elj¶ar¶as alapj¶an a p¶enzÄugyi instrumentumokat k¶et csoportba
sorolhatjuk. A kereskedelmi p¶enzÄugyi eszkÄozÄok ¶es kÄotelezetts¶egek2 kÄoz¶e sorolt
vagyonelemek val¶os ¶ert¶ek¶enek v¶altoz¶asait kÄozvetlenÄul az eredm¶enyben (nyere-
s¶egk¶ent vagy vesztes¶egk¶ent) kell elsz¶amolni, ¶³gy ezek az ¶ert¶ekv¶altoz¶asok kÄoz-
vetlenÄul befoly¶asolj¶ak a v¶allalat t¶argy¶evi jÄovedelmez}os¶eg¶et. A val¶os ¶ert¶eken
¶ert¶ekelt p¶enzÄugyi instrumentumok m¶asik csoportj¶aba azok a p¶enzÄugyi eszkÄo-
zÄok tartoznak, melyek eset¶eben nem a kereskedelmi jelleg domin¶al, azonban
birtokosuk nem is k¶³v¶anja a lej¶aratukig megtartani }oket, vagy egy¶altal¶an nem
rendelkeznek futamid}ovel. Ezek az ¶un. ¶ert¶ekes¶³thet}o p¶enzÄugyi eszkÄozÄok3.
A standard ¶ert¶ekel¶esi szab¶alyainak megfelel}oen az ilyen eszkÄozÄok kezdeti
¶ert¶ekel¶eskor a bekerÄul¶esi ¶ert¶ek ¶es a val¶os ¶ert¶ek kÄozÄotti kÄulÄonbÄozet az ered-
m¶enyben kerÄul elsz¶amol¶asra, ugyanakkor a k¶es}obbi id}oszakokban elv¶egzett
fel¶ert¶ekel¶eseket a saj¶at t}ok¶en belÄul elkÄulÄon¶³tetten, ¶at¶ert¶ekel¶esi tartal¶ekk¶ent
(m¶as n¶even egy¶eb ¶atfog¶o eredm¶enyk¶ent [Other Comprehensive Income, OCI])
kell megjelen¶³teni. Az ¶³gy keletkez}o fel¶ert¶ekel¶esek teh¶at nem kÄozvetlenÄul
a t¶argy¶evi eredm¶enyt, hanem a v¶allalat nett¶o eszkÄoz¶ert¶ek¶et (saj¶at t}ok¶ej¶et)
m¶odos¶³tj¶ak. Az eml¶³tett ¶at¶ert¶ekel¶esi tartal¶ek term¶eszetesen nem v¶eglegesen
k¶epezi a saj¶at t}oke r¶esz¶et, azt az eszkÄoz kivezet¶esekor (p¶eld¶aul ¶ert¶ekes¶³t¶es ese-
t¶en) az eredm¶enybe kell ¶atvezetni az IAS 39 standard szerint. Amennyiben az
¶ert¶ekes¶³thet}o p¶enzÄugyi eszkÄozÄok ¶ert¶ek¶eben olyan negat¶³v v¶altoz¶as kÄovetkezett
be, amely a standardban rÄogz¶³tett, objekt¶³v m¶odon bizony¶³that¶o, akkor az el-
szenvedett vesztes¶eget az eredm¶eny terh¶ere, ¶ert¶ekveszt¶esk¶ent kell elsz¶amolni.

A fentieket ¶ugy foglalhatjuk Äossze, hogy a val¶os ¶ert¶ekel¶es helyes alkal-
maz¶asa egyr¶eszt a v¶allalat t¶argy¶evi eredm¶enykimutat¶as¶aban megjelen}o nett¶o
eredm¶enyre, m¶asr¶eszt pedig a m¶erlegben szerepl}o saj¶at t}ok¶ere gyakorol hat¶ast .
Az eredm¶enyhat¶asok az IFRS szerinti eredm¶enykimutat¶asban elkÄulÄon¶³tetten,
a ,,val¶os ¶ert¶ekel¶esb}ol sz¶armaz¶o jÄovedelem" illetve ,,¶ert¶ekveszt¶es" sorokon je-
lennek meg, m¶³g a saj¶at t}ok¶et ¶erint}o kÄulÄonbÄozetek a saj¶at t}oke ,,¶at¶ert¶ekel¶esi
tartal¶ek" sor¶aban szerepelnek.

Mivel a tesztel¶eshez felhaszn¶alt v¶altoz¶ok de¯ni¶al¶asakor jelent}os¶ege lesz,
a fent le¶³rtak alapj¶an rÄoviden Äosszefoglaljuk, hogy konkr¶etan mely t¶etelek
okoznak elt¶er¶est a val¶os ¶ert¶ekel¶es alapj¶an meghat¶arozott ¶es a bekerÄul¶esi ¶ert¶ek
elven kalkul¶alt eredm¶eny ¶es saj¶at t}oke kÄozÄott. A val¶os ¶ert¶ekel¶es mellett meg-
hat¶arozott nett¶o eredm¶eny tartalmazza a kereskedelmi p¶enzÄugyi eszkÄozÄokre
¶es kÄotelezetts¶egekre a val¶os ¶ert¶ek v¶altoz¶asa miatt elsz¶amolt, valamint az
¶ert¶ekes¶³thet}o p¶enzÄugyi eszkÄozÄok kezdeti ¶ert¶ekel¶esekor elsz¶amolt nyeres¶egeket
¶es vesztes¶egeket, tov¶abb¶a az eszkÄozÄok le¶ert¶ekel¶esekor kÄonyvelt ¶ert¶ekveszt¶est.

2Az IFRS 9 standardban foglalt, 2018. janu¶ar 1. ut¶an hat¶alyba l¶ep}o besorol¶as szerint
ezen instrumentumok hivatalos megnevez¶ese ,,eredm¶ennyel szemben val¶os ¶ert¶eken ¶ert¶ekelt
p¶enzÄugyi instrumentumok" (Fair Value To Pro¯t and Loss, FVTPL).

3Az IFRS 9 standardban foglalt, 2018. janu¶ar 1. ut¶an hat¶alyba l¶ep}o besorol¶asa ezen
instrumentumokat ,,az egy¶eb ¶atfog¶o eredm¶ennyel szemben val¶os ¶ert¶eken ¶ert¶ekelt p¶enzÄugyi
eszkÄozÄoknek" (Fair Value To Other Comprehensive Income, FVTOCI) nevezi.
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¶Igy teh¶at a val¶os ¶ert¶ekel¶est alkalmaz¶o (IFRS szerinti besz¶amol¶okban kÄozz¶e-
tett) nett¶o eredm¶enyb}ol a kÄovetkez}ok¶eppen vezethet}o vissza a val¶os ¶ert¶ekel¶es
n¶elkÄuli (bekerÄul¶esi ¶ert¶ek alap¶u) eredm¶eny:

Val¶os ¶ert¶ekel¶essel meghat¶arozott eredm¶eny

+ ¶Ert¶ekveszt¶es
¡ Val¶os ¶ert¶ekel¶esb}ol sz¶armaz¶o jÄovedelem (nyeres¶eg/vesztes¶eg)
= Val¶os ¶ert¶ekel¶es n¶elkÄuli eredm¶eny

A val¶os ¶ert¶ekel¶essel meghat¶arozott saj¶at t}oke a hagyom¶anyos bekerÄul¶esi
¶ert¶ek alap¶u ¶ert¶ekt}ol k¶et t¶etelben t¶er el: mag¶aban foglalja az ¶ert¶ekes¶³thet}o
p¶enzÄugyi eszkÄozÄok val¶os ¶ert¶ek¶enek nÄoveked¶esekor keletkezett halmozott kÄu-
lÄonbÄozeteket az ¶at¶ert¶ekel¶esi tartal¶ek sor¶aban, valamint az ¶evr}ol ¶evre az ered-
m¶ennyel szemben elsz¶amolt t¶etelek (nyeres¶egek ¶es vesztes¶egek, ¶ert¶ekveszt¶es)
halmozott egyenleg¶et:

Val¶os ¶ert¶ekel¶essel meghat¶arozott saj¶at t}oke

¡ ¶At¶ert¶ekel¶esi tartal¶ek
¡Val¶os ¶ert¶ekel¶esb}ol sz¶armaz¶o, az eredm¶enyben elsz¶amolt t¶etelek halmozott Äosszege
= Saj¶at t}oke val¶os ¶ert¶ekel¶es n¶elkÄul

3.2 Mintav¶etel ¶es adatforr¶asok

Az empirikus vizsg¶alat alapj¶at a szerz}ok saj¶at gy}ujt¶es}u panel-adatb¶azisa
k¶epezte, amely 20 eur¶opai nagybank 2006-2015 id}oszaki adatait tartalmazza.
A vizsg¶aland¶o ipar¶ag (bankszektor) kiv¶alaszt¶as¶at tÄobb fontos szempont be-
foly¶asolta. Egyr¶eszt a bankok ¶altal kezelt vagyon dÄont}o r¶esz¶et p¶enzÄugyi in-
strumentumok k¶epezik, amelyek ¶ert¶ekel¶es¶en¶el meghat¶aroz¶o a val¶os ¶ert¶ek, ¶³gy
az ¶ert¶ekel¶es eredm¶enyre, illetve vagyonra tett hat¶asa e szektorban ¶erhet}o tet-
ten a legmark¶ansabban. M¶asr¶eszt a bankok a 2008-2009-es p¶enzÄugyi v¶als¶ag
els}odleges ¶erintettjei voltak, ami lehet}os¶eget ad arra, hogy kimutassuk a v¶al-
s¶agnak a val¶os ¶ert¶ek relevanci¶aj¶ara gyakorolt hat¶as¶at. V¶egÄul, a banki szab¶a-
lyoz¶as folyamatos szigorod¶as¶ab¶ol kifoly¶olag a banki p¶enzÄugyi kimutat¶asokban
l¶enyegesen tÄobb ¶es r¶eszletesebb inform¶aci¶o ¶all rendelkez¶esre { a val¶os ¶ert¶ekkel
kapcsolatban is {, mint a termel}o, szolg¶altat¶o vagy kereskedelmi v¶allalatok
eset¶eben.

Ssz. Bank neve Ssz. Bank neve
1. Banco Santander Group 11. ING Group
2. Banco Bilbao Vizcaya Argentaria Group 12. Intesa Sanpaolo Group
3. Barclays PLC 13. Lloyds Banking Group
4. BNP Paribas Group 14. Natixis Bank Group
5. Commerz Bank Group 15. Nordea Bank Group
6. Cr¶edit Agricole Group 16. Royal Bank of Scotland Group
7. Credit Suisse Group 17. Societe Generale Group
8. Danske Bank Group 18. Standard Chartered Plc
9. Deutsche Bank Group 19. UBS Group AG
10. HSBC Holdings 20. UniCredit Group

1. t¶abl¶azat. A vizsg¶alatba bevont eur¶opai nagybankok
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Az adatb¶azis kialak¶³t¶asakor az 500 milli¶ard EUR-t meghalad¶o m¶erlegf}o-
Äosszeggel rendelkez}o, t}ozsd¶en jegyzett eur¶opai bankok kÄozÄul v¶eletlenszer}uen
kiv¶alasztottunk h¶uszat, amely meg¶³t¶el¶esÄunk szerint j¶ol reprezent¶alja az eu-
r¶opai bankszektort. A mint¶aba kerÄult bankokat bet}urendben az 1. t¶abl¶azat
mutatja.

A kiv¶alasztott bankok 2006-2015 id}oszakra vonatkoz¶o IFRS szerinti be-
sz¶amol¶oib¶ol legy}ujtÄottÄuk a m¶erleg ¶es az eredm¶enykimutat¶as adatait. Minden
esetben a konszolid¶alt besz¶amol¶ok adataival dolgoztunk, melyek a hitelint¶e-
zetek saj¶at honlapjain voltak el¶erhet}ok. Valamennyi bank m¶erleg- ¶es ered-
m¶enyadatait EUR-ban ¶allap¶³tottuk meg. Azokat az adatokat, amelyek m¶as
p¶enznemben kifejezve voltak el¶erhet}ok, az fxtop.com oldalon megtal¶alhat¶o
¶arfolyamok alapj¶an v¶altottunk ¶at EUR-ra.

Ulbert (2001) szerint a v¶allalat, illetve annak r¶eszv¶enyei ¶ert¶ekel¶es¶ere alap-
vet}oen k¶et megkÄozel¶³t¶es, a hozam¶ert¶ek ¶es a vagyon¶ert¶ek m¶odszer alkalmazhat¶o
hat¶ekonyan. Ebb}ol kiindulva minden bank minden ¶ev¶ere (2006-2015) n¶egy
f}o p¶enzÄugyi teljes¶³tm¶enymutat¶ot hat¶aroztunk meg, melyek a regresszi¶os mo-
dellekben fÄuggetlen v¶altoz¶ok¶ent szolg¶alhatnak:

² EPS val¶os ¶ert¶ekel¶essel: az ,,alap" egy r¶eszv¶enyre jut¶o eredm¶eny, azaz
a t¶argy¶evi eredm¶enykimutat¶asban kimutatott nett¶o eredm¶eny ¶es a for-
galomban l¶ev}o r¶eszv¶enyek h¶anyadosa.

² EPS val¶os ¶ert¶ekel¶es n¶elkÄul: az el}oz}o v¶altoz¶onak a val¶os ¶ert¶ekel¶es sor¶an
elsz¶amolt t¶etelekt}ol megtiszt¶³tott ¶ert¶eke, azaz a nett¶o eredm¶eny val¶os
¶ert¶ekel¶esb}ol sz¶armaz¶o jÄovedelemmel csÄokkentett, valamint az elsz¶amolt
¶ert¶ekveszt¶essel nÄovelt Äosszege, elosztva a r¶eszv¶enyek sz¶am¶aval.

² Saj¶at t}oke (nett¶o eszkÄoz¶ert¶ek) val¶os ¶ert¶ekel¶essel: a m¶erlegben kimuta-
tott saj¶at t}oke egy r¶eszv¶enyre vet¶³tett Äosszege.

² Saj¶at t}oke (nett¶o eszkÄoz¶ert¶ek) val¶os ¶ert¶ekel¶es n¶elkÄul: a saj¶at t}ok¶enek
az adott ¶ev v¶egi ¶at¶ert¶ekel¶esi tartal¶ekkal ¶es val¶os ¶ert¶ekel¶esb}ol sz¶armaz¶o
halmozott (a vizsg¶alt id}oszak kor¶abbi ¶eveiben ¶es a t¶argy¶evben Äosszesen
keletkezett) eredm¶ennyel csÄokkentett Äosszege, elosztva a r¶eszv¶enyek sz¶a-
m¶aval.

Az EPS a bank eredm¶enyess¶eg¶et m¶eri { az IFRS-ben ez egy kÄulÄon stan-
dard ¶altal szab¶alyozott, kiemelt jÄovedelmez}os¶egi mutat¶o (Fenyves ¶es t¶arsai
2015 ), m¶³g a saj¶at t}oke a vagyonnagys¶agot fejezi ki. A fent bemutatott n¶egy
teljes¶³tm¶enymutat¶o abb¶ol ad¶odott, hogy mind az EPS, mind a r¶eszv¶eny-
egys¶egre jut¶o saj¶at t}oke mutat¶oj¶at k¶etf¶elek¶eppen hat¶aroztuk meg: a val¶os
¶ert¶ekel¶es szab¶alyainak alkalmaz¶as¶aval, illetve azok kiz¶ar¶as¶aval. Ezzel tulaj-
donk¶eppen a val¶os ¶ert¶ek sz¶amvitel (FVA) ¶es a bekerÄul¶esi ¶ert¶ek sz¶amvitel
(HCA) elt¶er¶es¶et ragadtuk meg. V¶egÄul e magyar¶az¶o v¶altoz¶ok mell¶e a mintabeli
bankok minden ¶ev¶ere meghat¶aroztuk a forgalommal s¶ulyozott ¶eves ¶atlagos
t}ozsdei r¶eszv¶eny¶arfolyamot, melyhez a shareprices.com oldal szolg¶alt adat-
forr¶ask¶ent.
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Az ¶³gy Äossze¶all¶³tott panel minden v¶altoz¶oj¶ara vonatkoz¶oan ADF (Aug-
mented Dickey-Fuller) tesztet futtattunk a v¶altoz¶ok integr¶alts¶ag¶anak vizs-
g¶alata ¶erdek¶eben. Az ADF tesztek bizonys¶aga szerint a fent taglalt Äosszes
magyar¶az¶o v¶altoz¶o, valamint az eredm¶enyv¶altoz¶ok¶ent alkalmazott r¶eszv¶eny-
¶arfolyam is stacioner.

3.3 Modell¶ep¶³t¶es

Az empirikus vizsg¶alathoz els}ok¶ent fel¶³rt modell fel¶ep¶³t¶es¶et a felhaszn¶alt adat-
b¶azis panel-jellege hat¶arozta meg. A modell az el}oz}o alfejezetben bemuta-
tott n¶egy fÄuggetlen v¶altoz¶o adott v¶allalatra ¶es adott id}oszakra vonatkoz¶o
¶ert¶ekeinek ¶es ugyanazon v¶allalat azonos id}oszaki ¶atlag¶arfolyam¶anak kapcso-
lat¶at vizsg¶alja (a vizsg¶alt nagybankok mindegyike negyed¶evente tesz kÄozz¶e
¶evkÄozi besz¶amol¶ot, ¶³gy felt¶etelezhet}o, hogy a magyar¶az¶o t¶enyez}ok v¶altoz¶asai
¶altal gener¶alt befektet}oi v¶alaszl¶ep¶esek ¶even belÄul megtÄort¶ennek, ezek hat¶asa
pedig m¶ar a t¶argy¶evi ¶arfolyamokban kifejez}odik). Mindemellett az adatb¶azis
el}oz}oekben ismertetett szerkezete alapj¶an felt¶etelezhet}o olyan meg nem ¯-
gyelt, bankspeci¯kus jellemz}ok jelenl¶ete, melyek bankonk¶ent elt¶er}oek, az
egyes bankok eset¶eben azonban id}oben ¶alland¶oak (vagy legal¶abbis v¶altoz¶asuk
nem jelent}os). Ezen felt¶etelez¶est a panelen elv¶egzett Hausman-teszt is al¶at¶a-
masztotta, ahol a v¶eletlen hat¶as¶u (random e®ect) modellek alkalmazhat¶os¶a-
g¶ara vonatkoz¶o nullhipot¶ezis 0,0089-es p ¶ert¶ek mellett elvet¶esre kerÄult, ami
egyben azt is jelenti, hogy a v¶altoz¶ok kÄozÄotti kapcsolat jelen esetben ¶alland¶o
hat¶as¶u (¯xed e®ect) panelmodellel vizsg¶alhat¶o hat¶ekonyan (K}orÄosi-M¶aty¶as-
Sz¶ekely 1990). Az eredeti modell teh¶at az al¶abbi:

Pit = ®i + ¯1EPSF V incl
it +¯2EPSFV excl

it +¯3SEF V incl
it +¯4SEF V excl

it + uit ;
(1)

ahol

Pit: az i-edik bank t-edik ¶evi s¶ulyozott ¶atlagos r¶eszv¶eny¶arfolyama

EPSFV inclit : az i-edik bank t-edik ¶evi, val¶os ¶ert¶ekel¶es hat¶as¶at tartalmaz¶o EPS
mutat¶oja

EPSFV exclit : az i-edik bank t-edik ¶evi, val¶os ¶ert¶ekel¶es hat¶as¶at¶ol megtiszt¶³tott EPS
mutat¶oja

SEFV inclit : az i-edik bank t-edik ¶evi, val¶os ¶ert¶ekel¶es hat¶as¶at tartalmaz¶o egy r¶esz-
v¶enyre jut¶o saj¶at t}ok¶eje

SEFV exclit : az i-edik bank t-edik ¶evi, val¶os ¶ert¶ekel¶es hat¶as¶at¶ol megtiszt¶³tott egy
r¶eszv¶enyre jut¶o saj¶at t}ok¶eje

Az (1) modellben k¶etf¶ele torz¶³t¶o hat¶as is el}o¶allhat, melyeket megfelel}o sta-
tisztikai m¶odszerekkel szÄuks¶eges kezelni. Az egyik a tengelymetszet (®i) ¶altal
megtestes¶³tett bankspeci¯kus ¶alland¶o hat¶as, amely bels}o (,,within group")
transzform¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel kerÄult kisz}ur¶esre. A transzform¶aci¶o annyit jelent,
hogy az egyes v¶altoz¶ok eredeti ¶ert¶ekeit ¶atalak¶³tjuk oly m¶odon, hogy az adott
bankhoz tartoz¶o adott ¶evi ¶ert¶ek hely¶ere ezen ¶ert¶ek ¶es a v¶altoz¶o Äosszes meg-
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¯gyelt id}oszaki ¶atlag¶ert¶ek¶enek kÄulÄonbs¶eg¶et ¶³rjuk:

Pit¡P i = (®i ¡ ®i) +¯1(EPSFV inclit ¡EPSFV incli ) +¯2(EPS
FV excl
it ¡EPSFV excli )+

+ ¯3(SE
FV incl
it ¡ SEFV incli ) + ¯4(SE

FV excl
it ¡ SEFV excli ) + (uit ¡ ui) :

(2)
Bel¶athat¶o, hogy ennek eredm¶enyek¶eppen az ®i v¶altoz¶o elt}unik a modellb}ol
(mivel adott bank eset¶eben id}oben ¶alland¶o, transzform¶alt ¶ert¶eke minden id}o-
szaki meg¯gyel¶esn¶el nulla lesz). A transzform¶aci¶o m¶asik fontos kÄovetkezm¶e-
nye, hogy a v¶altoz¶ok kÄozti ÄosszefÄugg¶es ¶³gy m¶ar tesztelhet}o egyszer}u legkisebb
n¶egyzeteken alapul¶o (OLS) regresszi¶o seg¶³ts¶eg¶evel (Pint¶er{Rappai 2007). Az
eml¶³tett ®i t¶enyez}o elhagy¶as¶aval, valamint a szakirodalomban alkalmazott
egyszer}us¶³tett jelÄol¶essel a (2) egyenlet az al¶abbi form¶aban is fel¶³rhat¶o:

ÄPit = ¯1
ÄEPS

FV incl

it +¯2
ÄEPS

FV excl

it +¯3
ÄSE

F V incl

it +¯4
ÄSE

F V excl

it + Äuit : (3)

A m¶asik lehets¶eges torz¶³t¶o hat¶ast az id}ot¶enyez}o jelenti. Annak vizsg¶alata,
hogy van-e olyan { a mint¶aban szerepl}o Äosszes bankot ¶erint}o { id}obeli hat¶as,
amely hat¶ast gyakorol az eredm¶enyv¶altoz¶ora, ¶un. id}o-dummyk alkalmaz¶as¶aval
tÄort¶enhet meg. Amennyiben t id}oszakra vonatkoz¶o meg¯gyel¶esekkel ren-
delkezÄunk, akkor t ¡ 1 sz¶am¶u dummyra van szÄuks¶eg. EsetÄunkben ez 10
¶eves adatsorn¶al 9 dummyt jelent, ezeket a modellben ±2007, ±2008, . . ., ±2015

jelÄoli, ahol ±j ¶ert¶eke (j = 2007; . . . ; 2015) a j-edik ¶evi meg¯gyel¶esek eset¶eben
1, minden m¶as esetben 0. A tesztel¶essel meg¶allap¶³that¶o, hogy a dummyk
egyÄutthat¶oi szigni¯k¶ansan elt¶ernek-e a null¶at¶ol. Amennyiben igen, akkor a
modellben l¶etezik a fÄugg}o v¶altoz¶ot befoly¶asol¶o id}ohat¶as, m¶³g ellenkez}o esetben
az eredm¶enyv¶altoz¶ora az id}ot¶enyez}onek nincs hat¶asa. Az empirikus vizsg¶alat-
hoz felhaszn¶alt v¶egleges modellt teh¶at az al¶abbi, id}o-dummykat is tartalmaz¶o
v¶altozat k¶epezi:

ÄPit = ¯1
ÄEPS

FV incl

it + ¯2
ÄEPS

F V excl

it + ¯3
ÄSE

F V incl

it + ¯4
ÄSE

F V excl

it +

+ °2007±2007 + . . . + °2015±2015 + Äuit :
(4)

Amennyiben a tesztel¶es sor¶an igazol¶ast nyer, hogy az id}ot¶enyez}onek nincs
jelent}os hat¶asa, valamint a n¶egy fÄuggetlen v¶altoz¶o kÄozÄul legal¶abb egy szigni¯-
k¶ansnak bizonyul, akkor e szigni¯k¶ans fÄuggetlen v¶altoz¶o(k)nak az ¶arfolyamra
gyakorolt hat¶asa ¶es magyar¶az¶o ereje a megfelel}o egyv¶altoz¶os (transzform¶alt)
modell(ekk)el lesz meg¶allap¶³that¶o:

ÄPit = ¯1
ÄEPS

FV incl

it + Äuit (5)

ÄPit = ¯2
ÄEPS

FV excl

it + Äuit (6)

ÄPit = ¯3
ÄSE

F V incl

it + Äuit (7)

ÄPit = ¯4
ÄSE

F V excl

it + Äuit (8)

4 Teszteredm¶enyek ¶es kÄovetkeztet¶esek

A modell¶ep¶³t¶esn¶el le¶³rt gondolatmenetet kÄovetve els}ok¶ent az eredeti { a (4)
formul¶aval fel¶³rt { tÄobbv¶altoz¶os modell tesztel¶es¶et v¶egeztÄuk el a kiv¶alasztott
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20 bank 2006-2015 id}oszakra vonatkoz¶o valamennyi adat¶at tartalmaz¶o teljes
mint¶an. Az eredm¶enyek a 2. t¶abl¶azatban l¶athat¶ok.

Modell: (4)
n = 200 (20 bank, 2006-2015)

FÄugg}o v¶altoz¶o: ÄPit
V¶altoz¶o Koe±ciens Std. hiba t ¶ert¶ek p ¶ert¶ek

ÄEPS
FV incl
it -32,3613 27,5759 -1,1735 0,2421

ÄEPS
FV excl
it 24,2789 18,8786 1,2861 0,2000

ÄSE
FV incl
it 32,797 19,4303 1,6879 0,0931

ÄSE
FV excl
it -19,8648 14,0127 -1,4176 0,1580

±2007 -75,2815 219,563 -0,3429 0,7321
±2008 -403,543 239,889 -1,6822 0,0942
±2009 -515,649 228,781 -2,2539 0,0254
±2010 -438,412 223,553 -1,9611 0,0514
±2011 -469,544 229,158 -2,0490 0,0419
±2012 -500,461 230,72 -2,1691 0,0313
±2013 -451,58 231,556 -1,9502 0,0527
±2014 -480,021 228,065 -2,1048 0,0367
±2015 -500,116 227,268 -2,2006 0,0290

2. t¶abl¶azat. A (4) modell teszteredm¶enyei a teljes (2006-2015) mint¶an

A t¶abl¶azatb¶ol leolvashat¶o egyik fontos inform¶aci¶o az, hogy 1%-os szinten
egyik id}o-dummy sem szigni¯k¶ans. Ez al¶at¶amasztja azt az el}ozetes felt¶etele-
z¶esÄunket, hogy a modellben az id}ot¶enyez}onek a fÄugg}o v¶altoz¶ora vonatkoz¶oan
nincs relevanci¶aja, azaz nincs jelen id}ohat¶as. Ugyanakkor azt is l¶atni kell,
hogy a n¶egy magyar¶az¶o v¶altoz¶o soraiban sem tal¶alhat¶o egyetlen elfogadhat¶o
p ¶ert¶ek sem, teh¶at a val¶os ¶ert¶ekel¶es alkalmaz¶as¶at¶ol fÄuggetlenÄul ¶all¶³that¶o, hogy
a teljes mint¶an sem az EPS, sem az egy r¶eszv¶enyre jut¶o saj¶at t}oke nem k¶epes
magyar¶azni a r¶eszv¶eny¶arfolyamot. Ennek egyik val¶osz¶³n}u indoka a 2008{
2009-es p¶enzÄugyi v¶als¶ag lehet, mely sor¶an a fundament¶alis ¶ert¶ekek ¶arfolyamra
vonatkoz¶o relevanci¶aja jelent}osen csÄokkent, a r¶eszv¶enyek ¶arait sz¶amos egy¶eb
t¶enyez}o mozgatta.

Modell: (4)
n = 120 (20 bank, 2010-2015)

FÄugg}o v¶altoz¶o: ÄPit
V¶altoz¶o Koe±ciens Std. hiba t ¶ert¶ek p ¶ert¶ek

ÄEPS
FV incl
it 22,6395 6,8045 3,3271 0,0012***

ÄEPS
FV excl
it -16,6684 6,5415 -2,5481 0,0122

ÄSE
FV incl
it -4,6987 3,6627 -1,2828 0,2022

ÄSE
FV excl
it 2,6037 2,7516 0,9462 0,3461

±2011 -7,7430 18,7261 -0,4135 0,6801
±2012 -8,6980 19,3299 -0,4500 0,6536
±2013 -2,1542 18,9211 -0,1139 0,9096
±2014 -22,8225 18,6703 -1,2224 0,2242
±2015 -35,5873 18,9544 -1,8775 0,0631

3. t¶abl¶azat. A (4) modell teszteredm¶enyei a 2010-2015 r¶eszmint¶an
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Annak ¶erdek¶eben, hogy e felt¶etelez¶est al¶at¶amasszuk, a teljes mint¶ab¶ol
kiz¶artuk a v¶als¶agot megel}oz}o ¶eveket (2006-2007) ¶es a p¶enzÄugyi v¶als¶ag ¶eveit
(2008-2009), ¶es ugyanezen modellt leteszteltÄuk az ¶³gy kapott 2010-2015 min-
t¶an is. A kapott eredm¶enyeket a 3. t¶abl¶azat mutatja.

Az id}o-dummyk jelen esetben is inszigni¯k¶ansak, teh¶at az id}ot¶enyez}o
hat¶as¶at itt is kiz¶arhatjuk. A n¶egy magyar¶az¶o t¶enyez}o kÄozÄul a val¶os ¶ert¶ekel¶es
hat¶as¶at tartalmaz¶o EPS szigni¯k¶ansnak bizonyult , a m¶asik h¶arom v¶altoz¶o
(val¶os ¶ert¶ekel¶es n¶elkÄuli EPS, egy r¶eszv¶enyre jut¶o saj¶at t}oke a val¶os ¶ert¶ekel¶es
hat¶as¶aval illetve an¶elkÄul) viszont a teljes mint¶an kapott eredm¶enyekhez ha-
sonl¶oan itt sem mutat ok-okozati kapcsolatot a r¶eszv¶eny¶arral.

Mindebb}ol k¶et fontos kÄovetkeztet¶est vonhatunk le. Egyr¶eszt az egy r¶esz-
v¶enyre jut¶o saj¶att}oke-¶ert¶ek (nett¶o eszkÄoz¶ert¶ek) ¶es a r¶eszv¶eny¶arfolyam kÄozÄott
v¶als¶agmentes id}oszakban sem mutathat¶o ki kapcsolat. M¶asr¶eszt viszont a
v¶als¶ag¶evekt}ol megtiszt¶³tott mint¶an a val¶os ¶ert¶ekel¶es hat¶as¶at tartalmaz¶o EPS
szigni¯k¶ans magyar¶az¶o v¶altoz¶oja a r¶eszv¶eny¶arnak. Hogy a kapcsolat t¶eny¶en
t¶ul e v¶altoz¶o milyen magas kÄozvetlen magyar¶az¶o er}ovel rendelkezik a r¶eszv¶eny-
¶arra vonatkoz¶oan, azt az (5) formul¶aval fel¶³rt egyv¶altoz¶os modell tesztel¶es¶enek
eredm¶enyei mutatj¶ak meg (4. t¶abl¶azat).

Modell: (5)
n = 120 (20 bank, 2010-2015)

FÄugg}o v¶altoz¶o: ÄPit
V¶altoz¶o Koe±ciens Std. hiba t ¶ert¶ek p ¶ert¶ek R2

ÄEPS
FV incl
it 18,1186 5,46247 3,3169 0,0086*** 0,057

4. t¶abl¶azat. Az (5) modell teszteredm¶enyei a 2010-2015 r¶eszmint¶an

Az egyv¶altoz¶os modell eredm¶enye alapj¶an meg¶allap¶³thatjuk, hogy a val¶os
¶ert¶ekel¶es hat¶as¶anak ¯gyelembe v¶etel¶evel meghat¶arozott EPS mutat¶o 5,7%-os
R-n¶egyzet mellett k¶epes magyar¶azni az ugyanazon ¶evi r¶eszv¶eny¶arfolyamot.

A 2010-2015 id}oszakra lesz}uk¶³tett mint¶an kapott eredm¶enyeket Äosszegezve
meg¶allap¶³that¶o, hogy a kutat¶asba bevont eur¶opai nagybankok r¶eszv¶enyei
eset¶eben a befektet}ok dÄont¶eseit norm¶al Äuzleti kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott (nem v¶al-
s¶agid}oszakban) a bank jÄovedelmez}os¶ege (EPS) szigni¯k¶ansan befoly¶asolja. A
k¶etf¶elek¶eppen meghat¶arozott EPS kÄozÄul a tesztel¶es sor¶an a val¶os ¶ert¶ekel¶es
hat¶as¶at is tartalmaz¶o ¶ert¶ek bizonyult relev¶ans magyar¶az¶o v¶altoz¶onak az ¶ar-
folyamra vonatkoz¶oan. A sz¶amok teh¶at arr¶ol tan¶uskodnak, hogy a kritik¶ak
ellen¶ere a val¶os ¶ert¶ekel¶esnek tov¶abbra is kimutathat¶o hat¶asa van az ¶arfolyamok
alakul¶as¶ara , ez az ¶all¶³t¶as pedig annak ellen¶ere meg¶allja a hely¶et, hogy a
vizsg¶alt mint¶an csak alacsony magyar¶az¶o er}ot (5,7%) sikerÄult kimutatni. Az
R-n¶egyzet alacsony ¶ert¶eke arra utal, hogy puszt¶an az EPS alapj¶an el}orejelz¶est
k¶esz¶³teni az ¶arfolyamra nem lenne megb¶³zhat¶o, hiszen azt sok egy¶eb t¶enyez}o
is befoly¶asolhatja. E vizsg¶alat c¶eljai kÄozÄott azonban nem is szerepelt az
el}orejelz¶esre alkalmas modell fel¶ep¶³t¶ese, a szerz}ok a v¶altoz¶ok kÄozti ok-okozati
ÄosszefÄugg¶es megl¶et¶et k¶³v¶ant¶ak bizony¶³tani, amit az (5) modell 0,01 alatti p
¶ert¶eke alapj¶an sikerÄult is megval¶os¶³tani. A szakirodalomban tÄobb olyan je-
lent}os tanulm¶any is tal¶alhat¶o, amely a v¶altoz¶ok kÄozti kapcsolatot bizony¶³tva
komoly tudom¶anyos ¶attÄor¶est jelentett, mikÄozben a magyar¶az¶o er}o alacsony
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szinten maradt. Egyik p¶eldak¶ent eml¶³thetjÄuk a m¶ar hivatkozott Easton, Har-
ris ¶es Ohlson (1992) munk¶aj¶at, ahol az adott ¶evi eredm¶eny ¶es a kÄovetkez}o ¶evi
¶arfolyam kÄozti szigni¯k¶ans kapcsolat kimutat¶asa a maga kor¶aban ¶uttÄor}o ered-
m¶enynek sz¶am¶³tott, mikÄozben az R-n¶egyzet ¶ert¶eke alig 6% volt. Egy m¶asik
p¶elda lehet Darvas ¶es Schepp (2007) kutat¶asa, amely a deviza¶arfolyamok mo-
dellez¶ese terÄulet¶en mutatott fel nagy jelent}os¶eg}u ¶uj empirikus eredm¶enyeket,
modelljeik magyar¶az¶o ereje ugyanakkor a kÄulÄonbÄoz}o devizanemek eset¶eben
mindÄossze 0,5{5,5% kÄozÄott mozgott.

5 ÄOsszegz¶es

Az 1980-as ¶evekt}ol kezdve a hagyom¶anyos bekerÄul¶esi ¶ert¶ek alap¶u ¶ert¶ekel¶es
hely¶et a domin¶ans sz¶amviteli rendszerekben folyamatosan vette ¶at a val¶os ¶er-
t¶ekel¶es. KÄulÄonÄosen igaz ez a NemzetkÄozi P¶enzÄugyi Besz¶amol¶asi Standardok
(IFRS) szab¶alyrendszer¶eben, amely nemcsak megengedi, hanem az eszkÄozÄok
egy r¶esz¶en¶el kifejezetten el}o¶³rja a val¶os ¶ert¶eken tÄort¶en}o ¶ert¶ekel¶est. Ennek al-
kalmaz¶asa mind a m¶erlegben megjelen}o nett¶o eszkÄoz¶ert¶ekre, mind pedig a
t¶argyid}oszaki eredm¶enyre hat¶ast gyakorol: a p¶enzÄugyi kimutat¶asokban sze-
repl}o ¶ert¶ekek a mindenkori piaci viszonyoknak megfelel}o aktu¶alis ¶ert¶eken
jelennek meg, ami ak¶ar jelent}osen elt¶erhet a kÄolts¶egalapon meg¶allap¶³tott
¶ert¶ekekt}ol. A 2008-2009-es p¶enzÄugyi v¶als¶agot megel}oz}oen nyilv¶anval¶onak
t}unt, hogy a befektet}ok a val¶os ¶ert¶ekel¶essel meg¶allap¶³tott ¶ert¶ekeket tekin-
tik relev¶ansnak mind az eszkÄoz¶ert¶ekek, mind a v¶allalat nyeres¶ege eset¶eben.
A v¶als¶ag azonban sok tekintetben al¶a¶asta az ezen ¶ert¶ekel¶esi m¶od ir¶anti bizal-
mat, tÄobb kor¶abban hivatkozott szerz}o azonos¶³totta a val¶os ¶ert¶ekel¶est a v¶als¶ag
egyik okoz¶ojak¶ent. Mindez jogosan vetette fel azt a k¶erd¶est, hogy vajon a
v¶als¶ag ut¶an a val¶os ¶ert¶ek tov¶abbra is ugyanolyan fontoss¶aggal b¶³r-e a t}ozsdei
befektet}ok szem¶eben, mint a 2000-es ¶evek elej¶en.

Jelen kutat¶as e k¶erd¶esre koncentr¶alt, mely sor¶an a szerz}ok h¶usz (a besz¶a-
mol¶oj¶at IFRS szerint k¶esz¶³t}o) eur¶opai nagybank 2006-2015 id}oszaki adatait
vizsg¶alt¶ak meg azt kutatva, hogy a bankok r¶eszv¶enyegys¶egre jut¶o nett¶o esz-
kÄoz¶ert¶eke (saj¶at t}ok¶eje) illetve jÄovedelmez}os¶ege (EPS) { mindk¶et v¶altoz¶o ¶ert¶e-
keit val¶os ¶ert¶ekel¶essel ¶es val¶os ¶ert¶ekel¶es n¶elkÄul is meghat¶arozva { k¶epes-e ma-
gyar¶azni a banki r¶eszv¶enyek ¶arfolyam¶at. Az empirikus eredm¶enyek alapj¶an
igazol¶odott, hogy v¶als¶agid}oszakban a fundament¶alis ¶ert¶ekek ¶es az ¶arfolyam
kÄozÄott a val¶os ¶ert¶ekel¶es alkalmaz¶as¶at¶ol fÄuggetlenÄul nincs kimutathat¶o ok-
okozati kapcsolat. A v¶als¶agmentes id}oszakra (2010-2015) lesz}uk¶³tett modell-
tesztel¶es sor¶an az egy r¶eszv¶enyre jut¶o nett¶o eszkÄoz¶ert¶ek ¶es az ¶arfolyam kÄozti
kapcsolat keres¶ese szint¶en sikertelen volt, ugyanakkor a bank val¶os ¶ert¶eke-
l¶essel meghat¶arozott EPS-e szigni¯k¶ans magyar¶az¶o v¶altoz¶onak bizonyult az
¶arfolyam tekintet¶eben 5,7%-os magyar¶az¶o er}o mellett. Ez alapj¶an pedig le-
vonhat¶o a v¶egkÄovetkeztet¶es: b¶ar a 2008-2009-es p¶enzÄugyi v¶als¶ag nyilv¶anval¶o-
an sok mindent megv¶altoztatott a befektet}oi magatart¶ast tekintve, a banki
r¶eszv¶enyek eset¶eben a val¶os ¶ert¶ekel¶esnek a befektet}oi dÄont¶esekre vonatkoz¶o
relevanci¶aja tov¶abbra sem vitathat¶o. Meggy}oz}od¶esÄunk, hogy ez az empiriku-
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san igazolt eredm¶eny hozz¶aadott ¶ert¶eket k¶epvisel, kÄulÄonÄosen a hazai szakiro-
dalomban, ahol kiterjedt irodalomkutat¶asunk sor¶an nem tal¶altunk hasonl¶o
k¶erd¶est, hasonl¶o ipar¶agi f¶okusszal ¶es m¶odszerrel vizsg¶al¶o ¶³r¶ast.

A kutat¶as korl¶atai kÄozÄott eml¶³thet}o, hogy az empirikus eredm¶enyek szigo-
r¶uan v¶eve csak a kiv¶alasztott 20 bankra ¶es azok 2006-2015 id}oszaki adataira
vonatkoznak. Tov¶abbi korl¶atot jelenthet a felhaszn¶alt minta relat¶³ve kicsi
m¶erete, amely esetlegesen csÄokkentheti a kapott eredm¶enyek relevanci¶aj¶at a
kor¶abban hivatkozott nagymint¶as vizsg¶alatokhoz viszony¶³tva. Mivel azonban
a mint¶aban az eur¶opai bankszektort j¶ol reprezent¶al¶o, vezet}o szerepet betÄolt}o
glob¶alis nagybankok szerepeltek, ¶es a 200 elem}u minta statisztikai ¶ertelemben
elegend}oen nagy ahhoz, hogy a kÄovetkeztet¶esek megb¶³zhat¶ok legyenek, a
szerz}ok meggy}oz}od¶ese szerint a kutat¶asi eredm¶enyek ¶altal¶anos¶³that¶ok. Mind-
emellett felvet}odhet a k¶erd¶es, hogy mik¶eppen m¶odos¶³tan¶a az eredm¶enyeket,
ha nemcsak nagybankok, hanem kÄozepes ¶es kis m¶eret}u bankok adatai is be-
kerÄuln¶enek az adatb¶azisba, valamint ha a line¶aris kapcsolat mellett nemlin¶aris
modellekkel kÄozel¶³ten¶enk meg a v¶altoz¶ok kÄozti kapcsolatot. Ezek megv¶alaszo-
l¶asa tov¶abbi kutat¶as t¶argy¶at k¶epezi.
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THE EFFECT OF FAIR VALUATION ON EUROPEAN LARGE BANKS'

STOCK PRICES

This study focuses on the question how stock prices are a®ected by fair valuation
compared to traditional cost-based accounting, also examining the e®ects of the
¯nancial crisis of 2008-2009. The research is based on a database of 200 company-
years, containing twenty European ¯nancial institutions' data in the 2006-2015
period. Testing results indicate that, by ignoring fair valuation (that is, using cost-
based accounting values) and including the crisis years of 2008-2009 in the model,
no statistically proven relationship can be shown between ¯nancial performance
indicators and share prices. However, only using the after-crisis data of the selected
banks and applying fair valuation, earnings per share (EPS) becomes a signi¯cant
explanatory variable for the stock price, which means that, under normal business
circumstances, fair value is an important factor in the eyes of stock market actors.

Keywords: fair valuation, net income, earnings per share (EPS), other compre-
hensive income (OCI), ¯nancial institutions, share price
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A FOGYASZT¶OI TERM¶EKV¶ALASZT¶AS EGY¶ENI (AGYI)
PREFERENCIAFÄUGGV¶ENYE1

VERES ZOLT¶AN { TARJ¶AN TAM¶AS
Pannon Egyetem { Budapesti Gazdas¶agi Egyetem

A cikk c¶elja, hogy multidiszciplin¶aris forr¶asel}ozm¶enyek alapj¶an felt¶arja az
attrib¶utumpreferencia-alap¶u term¶ekv¶alaszt¶asi magatart¶as egyes matematikai
kÄovetkezm¶enyeit. A mÄogÄottes preferenci¶ak kinyilv¶an¶³tott preferenci¶akba tÄor-
t¶en}o ¶attranszform¶al¶as¶at az agyi preferenciafÄuggv¶ennyel modellezzÄuk. Az agyi
preferenciafÄuggv¶eny elt¶er a f}o¶aramlatt¶ol k¶et vonatkoz¶asban. Az egyik az,
hogy az Äosszes attrib¶utumhoz rendelÄunk mÄogÄottes preferenciarangsort, a m¶a-
sik, hogy a rangsorol¶as itt r¶eszbenrendez¶est is jelenthet. Megmutatjuk, hogy
szigor¶uan tranzit¶³v mÄogÄottes preferenci¶akb¶ol intranzit¶³v kinyilv¶an¶³tott prefe-
renci¶at is el}o tudunk ¶all¶³tani az agyi preferenciafÄuggv¶ennyel. A tÄobbs¶egi elv
alapj¶an a modell nem }orzi meg szÄuks¶egszer}uen a tranzitivit¶ast a mÄogÄottes
preferenci¶akb¶ol a kinyilv¶an¶³tott preferenci¶aba val¶o lek¶epez¶es sor¶an. A fÄugg-
v¶eny m}ukÄod¶es¶enek meg¶ert¶es¶ehez a k¶³s¶erletes m¶odszert javasoljuk a k¶³s¶erleti
felt¶etelek olyan manipul¶al¶as¶aval, amellyel feler}os¶³thetjÄuk azokat a hat¶asokat,
amelyek a v¶alaszt¶as inkonzisztenci¶aj¶at eredm¶enyezik. Ilyen manipul¶aci¶o a ter-
m¶ekv¶alaszt¶asi teszt lesz}uk¶³t¶ese a semleges attrib¶utumokra. Egy pilot k¶³s¶erlet
igazolta, hogy a term¶ekv¶alaszt¶as a dÄont¶esi kontinuumon Markov-l¶anccal ¶³r-
hat¶o le.2

Kulcsszavak: term¶ekattrib¶utum-preferenci¶ak, agyi preferenciafÄuggv¶eny,
term¶ekv¶alaszt¶as, intranzitivit¶as, dÄont¶esi kontinuum. JEL: A12, C15, C91,
D12, M31.

1 Bevezet¶es

Tanulm¶anyunk a fogyaszt¶oi magatart¶as egyik kulcskateg¶ori¶aj¶aval, a preferen-
ci¶akkal foglalkozik. A fogyaszt¶o term¶ekv¶alaszt¶as¶at meghat¶aroz¶o preferenci¶ak
modellez¶ese ¶es m¶er¶ese hossz¶u ideje foglalkoztatja a kutat¶okat (n¶eh¶any alap-
forr¶as id}orendben: Lancaster 1971; Jain, Mahajan ¶es Malhotra 1979; Hauser
¶es Shugan 1980; Walsh ¶es Roe 1987; Moore ¶es Semenik 1988; Srinivasan
1988; Green ¶es Srinivasan 1990; Green, Krieger ¶es Agarwal 1993; Torres ¶es
Greenacre 2002; Netzer et al. 2007; Bond, Carlson ¶es Keeney 2008; Scholz,

1Veres Zolt¶an, tansz¶ekvezet}o egyetemi tan¶ar, Pannon Egyetem, Gazdas¶agtudom¶anyi
Kar, 8200 Veszpr¶em, Egyetem u. 10. E-mail: veres.zoltan@gtk.uni-pannon.hu.
Tarj¶an Tam¶as, tudom¶anyos f}omunkat¶ars, Budapesti Gazdas¶agi Egyetem, Kutat¶okÄozpont,
1054 Budapest, Alkotm¶any u. 9-11. E-mail: Tarjan.Tamas@uni-bge.hu Be¶erkezett:
2018. febru¶ar 28.

2KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as: A kutat¶ast az NKFIH az OTKA K 116040 sz¶am¶u alapkutat¶asi
p¶aly¶azat alapj¶an t¶amogatja.
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Meissner ¶es Decker 2010; Netzer ¶es Srinivasan 2011). A sokattrib¶utumos
fogyaszt¶oi dÄont¶esekben szab¶alyoss¶agok ¶es szab¶alytalans¶agok egyar¶ant meg-
¯gyelhet}oek. A t¶em¶aval foglalkoz¶o kÄulÄonbÄoz}o elm¶eleti megkÄozel¶³t¶esek er}os
versenyben vannak egym¶assal, azonban egyik sem v¶alt meghat¶aroz¶ov¶a [l¶asd
Russel (2014) ¶attekint}o cikk¶et a m¶arkav¶alaszt¶asr¶ol]. SzÄuks¶eg lenne teh¶at
egy olyan konszenzusos matematikai modellre, amely a v¶alaszt¶as jelens¶eg¶et a
lehet}o legjobban ¶altal¶anos¶³tva ¶³rja le. Tanulm¶anyunk c¶elja, hogy hozz¶aj¶arul-
junk az attrib¶utumpreferencia-alap¶u term¶ekv¶alaszt¶asi magatart¶as egyes ma-
tematikai kÄovetkezm¶enyeinek felt¶ar¶as¶ahoz. Ehhez { szak¶³tva a leegyszer}us¶³t}o
modellekkel { meg kell ¶ertenÄunk a dÄont¶es val¶os term¶eszet¶et. ¶Ervel¶esÄunkben a
fogyaszt¶oi magatart¶as kutat¶oi mellett m¶asok javaslatait is ¯gyelembe vesszÄuk
[¶³gy p¶eld¶aul Hastie (2001) dÄont¶eselm¶eleti elemz¶es¶et a hagyom¶anyos modellek
kiterjeszt¶es¶er}ol].

2 Multidiszciplin¶aris forr¶asel}ozm¶enyek

A fogyaszt¶oi preferenci¶akat els}ok¶ent a mikroÄokon¶omia ¶³rta le. Ezekben a
modellekben a hasznoss¶agi szintek fogyaszt¶oi meg¶³t¶el¶ese a preferencia alap-
inform¶aci¶oja, ¶es a v¶alaszt¶as a maxim¶alis Äosszhasznoss¶ag el¶er¶es¶en alapul a
kÄolts¶egvet¶esi korl¶at ¯gyelembe v¶etel¶evel. A mikroÄokon¶omiai modellek mind-
azon¶altal sz¶amos megszor¶³t¶ast tartalmaznak. A racion¶alis preferencia p¶eld¶aul
felt¶etelezi a teljess¶eget ¶es a tranzitivit¶ast. Teljess¶eg alatt azt ¶ertjÄuk, hogy a
fogyaszt¶o b¶armely k¶et j¶osz¶agk¶eszletet k¶epes Äosszehasonl¶³tani, m¶³g a tranzi-
tivit¶as azt jelenti, hogy l¶etezik a j¶osz¶agoknak egy egy¶ertelm}u, ellentmond¶as-
mentes rangsora. M¶ar ezek a megszor¶³t¶asok is kezelhetetlen egyszer}us¶³t¶esek-
nek min}osÄulnek egyes m¶as tudom¶anyterÄuleteken.

Maradva m¶eg a mikroÄokon¶omia terÄulet¶en hivatkozzunk Samuelson (1938;
1948) ¶ervel¶es¶ere, amely szerint a fogyaszt¶o mag¶aval hozott mÄogÄottes preferen-
ci¶air¶ol lehetnek felt¶etelez¶eseink, m¶erni azonban csak a fogyaszt¶o piaci visel-
ked¶es¶enek meg¯gyel¶es¶evel azonos¶³tott kinyilv¶an¶³tott preferenci¶akat tudjuk.
Amartya Sen 1973-as cikk¶eben annyiban ¯nom¶³tja Samuelson ¶all¶aspontj¶at,
hogy a mÄogÄottes ¶es a kinyilv¶an¶³tott preferenci¶ak kÄozÄotti kapcsolatot ¶arnyal-
tabbnak, s}ot korl¶atozottnak gondolja. Hastie k¶erd¶esfelvet¶ese (2001, 667) in-
dokolt: ,,Amennyiben a preferenci¶ak kÄozvetlenÄul nem vezethet}ok le az elv¶art
hasznoss¶agokb¶ol, mi legyen helyette a megold¶as?"

A fogyaszt¶aspszichol¶ogi¶aban n¶emik¶epp hasonl¶oan a mÄogÄottes preferenci-
¶akhoz Simonson (2008a, 2008b) olyan ¶un. inherens preferenci¶akat felt¶etelez,
mint a kinyilv¶an¶³tott ¶ert¶ek¶³t¶elet el}ozm¶enyei, amelyek a jelenlegi technik¶akkal
nem m¶erhet}oek, l¶etez¶esÄuk csak a hat¶asukkal azonos¶³that¶o. Mivel az inherens
preferenci¶ak m¶elyen gyÄokereznek, kontextust¶ol fÄuggetlenek, ¶³gy stabilabbak,
¶es az ¶ert¶ek¶³t¶eletben domin¶ans szerepÄuk van. A fogyaszt¶ok a v¶as¶arl¶asi dÄont¶est
megel}oz}oen m¶ar rendelkeznek egy fel¶ep¶³tett preferenciarendszerrel (l¶asd a mÄo-
gÄottes preferenci¶akat), az id}ot¶enyez}o miatt azonban a preferenciarendszer
v¶altoz¶asa nem z¶arhat¶o ki (Bettman, Luce ¶es Payne 1998). A v¶altoz¶ast ma-
gyar¶azhatj¶ak kÄulÄonbÄoz}o stimulusok ¶es/vagy inform¶aci¶ok. A kÄozgazdas¶agtan
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preferenciafelfog¶as¶aval szemben a pszichol¶ogia egyes outputokat ¶ugy ¶ertelmez,
mint bizony¶³t¶ekot az instabil vagy (kor¶abban) nem l¶etez}o preferenci¶akra (Has-
tie 2001, 667).

A dÄont¶estudom¶any is foglalkozik a v¶as¶arl¶asi dÄont¶essel (Payne et al. 1992;
Keeney ¶es Rai®a 1993). Greifeneder, Bless ¶es Tuan Pham (2011) ¶ugy ¶ervelnek,
hogy a term¶ekek meg¶³t¶el¶ese interakci¶o az intuit¶³v ¶es az analitikus inform¶aci¶ok
kÄozÄott. Sokszor a vev}o nem els}osorban term¶eket keres, hanem egy gyors
megold¶ast a probl¶em¶aj¶ara. Ennek egy m¶odja a heurisztika, amely { mint
egy intuit¶³v folyamat { jelent}os szerepet j¶atszik a dÄont¶esben. A du¶alis rend-
szermodell (Dhar ¶es Gorlin 2013) hidat k¶epez az intuit¶³v (irracion¶alis, in-
konzisztens) ¶es a tudatos (racion¶alis, logikus) dÄont¶esek kÄozÄott, seg¶³tve a pre-
ferenciarendszer alakul¶as¶anak meg¶ert¶es¶et. Kahneman (2011) gondolkod¶asi
szintjeinek egyÄuttm}ukÄod¶es¶ere hivatkozva j¶ol l¶athat¶o a kapcsolat a gazdas¶ag-
pszichol¶ogi¶aval .

A preferenciakutat¶ashoz jelent}os m¶ert¶ekben hozz¶aj¶arult a viselked¶estudo-
m¶any ¶es a szoci¶alpszichol¶ogia is (Egan, Bloom ¶es Santos 2010). Ajzen ,,A
tervezett viselked¶es elm¶elete" c¶³m}u kÄonyv¶eben (1991, 2011) h¶³vja fel a ¯gyel-
met arra, hogy az attit}udÄok ¶es az aktu¶alis viselked¶es kÄozÄott jelent}os elt¶er¶esek
lehetnek. Hivatkozhatunk itt az ¶un. attit}ud-viselked¶es gap-re (Boulstridge
¶es Carrigan 2000, Papaoikonomou, Ryan ¶es Ginieis 2011) vagy a sz¶and¶ek-
viselked¶es gap-re (Carrington, Neville ¶es Whitwell 2010). Nem mellesleg a
v¶alaszt¶as bizonyos esetekben (pl. kon°iktusos attrib¶utumok) egy¶altal¶an nem
optimaliz¶alhat¶o (Cho, Khan ¶es Dhar 2013). E modellek mellett meg kell
eml¶³teni a fogyaszt¶oi magatart¶asra ir¶anyul¶o szociol¶ogiai kutat¶asokat (Chatzi-
dakis, Hibbert ¶es Smith 2007; Chatzidakis ¶es Lee 2013). T¶em¶ank szem-
pontj¶ab¶ol kÄulÄonÄosen ¶erdekes az etikus fogyaszt¶as vizsg¶alata (Papaoikonomou
et al. 2011). Eszerint a fogyaszt¶as nem egy egyszer}u racion¶alis dÄont¶es, hanem
t¶arsadalmi norm¶ak is befoly¶asolj¶ak. Ebb}ol vezethet}o le az ¶un. fogyaszt¶oi
ellen¶all¶as, amely egyes term¶ekattrib¶utumok diszpreferenci¶aj¶at jelenti.

Beshears ¶es tsai (2008) vizsg¶alt¶ak azokat a t¶enyez}oket, amelyek magya-
r¶azatot adhatnak a mÄogÄottes- ¶es a kinyilv¶an¶³tott m¶arkahasznoss¶agok kÄozÄott
t¶atong¶o r¶esre, ¶ugymint a dÄont¶es Äosszetetts¶ege, a kor¶abbi tapasztalatok korl¶a-
toz¶o hat¶asai, a kÄuls}o marketingingerek vagy az intertemporalit¶as (l¶asd m¶eg
Platz ¶es Veres 2014). A preferenciamodell akkor ¶altal¶anos¶³t, ha k¶epes kezelni
a fogyaszt¶oi preferencia Äosszes lehets¶eges saj¶ats¶ag¶at. Ezek a saj¶ats¶agok be-
foly¶asolj¶ak a fogyaszt¶o term¶ekv¶alaszt¶as¶at, meghat¶aroz¶o vagy moder¶al¶o ¶erte-
lemben. Ilyen saj¶ats¶agoknak v¶eljÄuk a kÄozÄombÄoss¶eget, az attrib¶utums¶ulyokat
vagy fontoss¶agokat, hasznoss¶agi intervallumokat, az instabilit¶ast, a tanul¶asi
tapasztalat hat¶as¶at, az attrib¶utum bonyolults¶ag¶at ¶es a hibrid fogyaszt¶oi ma-
gatart¶ast. Ezek a dimenzi¶ok j¶atszanak szerepet a dÄont¶esben, v¶altoz¶o intenzi-
t¶assal ¶es sz¶amos ¶atfed¶essel. A fenti preferencia-saj¶atoss¶agok kÄozÄos jellemz}oje,
hogy k¶epesek ¯nom¶³tani a v¶alaszt¶as magyar¶azat¶at, szemben a leegyszer}us¶³t}o
hasznoss¶agi megkÄozel¶³t¶essel.

V¶egÄul megjegyezzÄuk, hogy az ut¶obbi ¶evtizedben az idegtudom¶any (neuro-
science) is sok ¶uj eredm¶enyt produk¶alt a fogyaszt¶ok preferenciaalap¶u v¶alasz-
t¶as¶anak felt¶ar¶as¶aval (e.g. Yoon et al. 2012 vagy Diederich ¶es Oswald 2014).
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,,Ma az egyik legizgalmasabb k¶erd¶es az idegtudom¶any, a pszichol¶ogia ¶es a kÄoz-
gazdas¶agtudom¶any sz¶am¶ara az, hogy az emberi agy milyen m¶odon hoz l¶etre
preferenci¶akat ¶es hogyan v¶alaszt?" { ahogy Dolan ¶es Sharot (2012) fogalmaz-
nak. Ez is azt t¶amasztja al¶a, hogy a preferenciakutat¶asban ¶uj eredm¶enyek a
multidiszciplin¶aris megkÄozel¶³t¶esekt}ol v¶arhat¶oak.

V¶egÄul eml¶³tsÄuk meg, hogy a v¶alaszt¶asi inkonzisztencia t¶emakÄor¶eben hazai
el}ozm¶eny p¶eld¶aul Koltay ¶es Vincze ¶es tanulm¶anya (2009), amely tÄobbek kÄo-
zÄott a dÄont¶esi hib¶ab¶ol sz¶armaz¶o inkonzisztenci¶at ¶es egyes preferencia-elt¶er¶³t}o
hat¶asokat vesz g¶orcs}o al¶a. BÄolcskei (2009) a fogyaszt¶oi preferenci¶ak v¶altoz¶asait
intertempor¶alis dÄont¶esekben vizsg¶alja, Selei (2012) a preferenciatorzul¶asok
pszichol¶ogiai h¶atter¶et elemzi, m¶³g Hl¶edik (2015) a preferenci¶ak instabilit¶as¶a-
nak empirikus kutat¶as¶ar¶ol kÄozÄolt a t¶em¶at ¶atfog¶oan elemz}o cikket.

3 Egy javaslat: az egy¶eni (agyi) preferencia-
fÄuggv¶eny

Az els}o l¶ep¶es az, hogy le¶³rjuk a kapcsolatot { egy ¶altal¶anos matematikai keret
felt¶etelei mellett { a mÄogÄottes ¶es kinyilv¶an¶³tott preferenci¶ak kÄozÄott, felt¶eve,
hogy nemcsak egy, hanem tÄobb mÄogÄottes preferencia van. Annyi, ameny-
nyi az n t¶argy/alternat¶³va ¯gyelembe veend}o attrib¶utumainak a sz¶ama. A
fogyaszt¶ok v¶alaszt¶asi dÄont¶esein¶el ezek az alternat¶³v¶ak jelentik a term¶ek v¶al-
tozatait, ¶es a mÄogÄottes preferenci¶ak tÄukrÄozik vissza az attrib¶utumok Äossze-
hasonl¶³t¶o (azaz relat¶³v) hasznoss¶ag¶at. A modell matematikailag megegyezik
a dÄont¶es- ¶es szavaz¶aselm¶eletben j¶ol ismert aggreg¶al¶asi probl¶em¶aval, amely-
ben egy rangsort kell el}o¶all¶³tani tÄobb rangsorb¶ol, ¶ujszer}us¶ege az, hogy a fo-
gyaszt¶o mÄogÄottes preferenci¶ait a hagyom¶anyos vektoros ¶ertelmez¶essel szem-
ben tÄobbdimenzi¶os m¶atrixform¶aban k¶epzeljÄuk el. Felt¶etelezzÄuk, hogy a fo-
gyaszt¶ok agya rendelkezik egy mÄogÄottes preferencia-¶ert¶ekkel/rangsorral az
Äosszes k attrib¶utum eset¶en: [uij ]n£k. Ami az u hasznoss¶ag ¶ert¶ektartom¶any¶at
illeti, ordin¶alis hasznoss¶ag eset¶en alkalmas eg¶esz sz¶amot jelent, m¶³g kardin¶alis
hasznoss¶ag eset¶en u b¶armilyen val¶os sz¶am lehet. Mindazon¶altal az az ¶all¶as-
pontunk, hogy csak az attrib¶utumv¶altozatok ordin¶alis rangsora a relev¶ans.
V¶egÄul az alany agya csak egy preferencia ¶ert¶eket/rangsort ,,aggreg¶al" bel}olÄuk,
amit ¶altal¶aban kinyilv¶an¶³tott preferenci¶anak nevezÄunk: [ri]n£1. Mind a mÄo-
gÄottes , mind a kinyilv¶an¶³tott preferenci¶ak eset¶en felt¶etelezzÄuk, hogy azok r¶esz-
benrendez¶esek (vagy a gr¶afelm¶elet nyelv¶en megfogalmazva tranzit¶³v ir¶any¶³tott
gr¶afok ). A lek¶epez¶es k¶epletben az al¶abbi:

B :

2
6666664

u11 ¢ ¢ ¢ u1j ¢ ¢ ¢ u1k

...
. . .

...
. . .

...
ui1 ¢ ¢ ¢ uij ¢ ¢ ¢ uik

...
. . .

...
. . .

...
un1 ¢ ¢ ¢ unj ¢ ¢ ¢ unk

3
7777775

!

2
666664

r1
...
ri
...

rn

3
777775

:

A fenti elrendez¶esben az alany n objektumra vonatkoz¶o mÄogÄottes pre-
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ferencia ¶ert¶eke/rangsorsz¶ama a j-edik attrib¶utumnak megfelel}o j-edik (uj)
oszlopvektorban tal¶alhat¶o, amelyb}ol az alany agya ¶all¶³t el}o egy (r) kinyilv¶an¶³-
tott preferencia ¶ert¶ek/rangsor-vektort egy B m¶atrix ! vektor lek¶epez¶es ¶altal.
JegyezzÄuk meg, hogy a mÄogÄottes preferenci¶ak kinyilv¶an¶³tott preferenci¶akba
tÄort¶en}o ¶attranszform¶al¶as¶anak modellez¶es¶evel a fenti ¶un. agyi preferencia-
fÄuggv¶eny3 puszt¶an egy matematikai lek¶epez¶est jelent an¶elkÄul, hogy megma-
gyar¶azn¶ank azt (Veres ¶es Tarj¶an 2017). Hangs¶ulyozzuk teh¶at, hogy c¶elunk
nem a lek¶epez¶es konkr¶et formulaszer}u de¯ni¶al¶asa, ugyanis az egy¶ertelm}uen
nem kvanti¯k¶alhat¶o. Koncepci¶onk az, hogy a kutat¶ok feladata, hogy egy
multidiszciplin¶aris keretben felt¶arj¶ak/le¶³rj¶ak az agyi preferenciafÄuggv¶eny m}u-
kÄod¶es¶et kÄulÄonf¶ele helyzetekben. ¶Igy p¶eld¶aul a fogyaszt¶oi v¶alaszt¶asi feladatok
megold¶as¶anak idegtudom¶anyi (neuroscience) k¶³s¶erleti eredm¶enyei kÄozelebb
vihetnek a lek¶epez¶es felt¶ar¶as¶ahoz annak szer¶eny kvanti¯k¶alhat¶os¶ag¶aval.

3.1 Intranzitivit¶as az agyi preferenciafÄuggv¶ennyel kap-
csolatosan

Az agyi preferenciafÄuggv¶eny elt¶er a f}o¶aramlatt¶ol k¶et fontos vonatkoz¶asban.
Az egyik az, hogy a mÄogÄottes preferencia ¶ert¶ekel¶es/rangsor hagyom¶anyos fel-
fog¶as¶aval szemben, ahol csak egy (aggreg¶alt) preferencia ¶ert¶ekel¶est/rangsoro-
l¶ast felt¶etelezÄunk, itt mind a k attrib¶utumhoz rendelÄunk mÄogÄottes preferencia
¶ert¶ekel¶est/rangsorol¶ast , ezzel modellezve a v¶alaszt¶ast megel}oz}o attrib¶utum-
kon°iktusok lehet}os¶eg¶et. A j¶ol¶eti kÄozgazdas¶agtanb¶ol ismert K¶aldor-Scitovsky
krit¶eriumok (pr¶ob¶ak) ¶es az agyi preferenciafÄuggv¶eny kÄozÄotti nyilv¶anval¶o ma-
tematikai p¶arhuzamok ellen¶ere esetÄunkben nem az egy¶eni preferenci¶ak kÄozÄos-
s¶egi szint}u aggreg¶al¶as¶at, hanem az egy¶en tÄobb term¶ekattrib¶utumra vonatkoz¶o
mÄogÄottes preferenci¶ainak egy kinyilv¶an¶³tott preferenci¶aba tÄort¶en}o transzfor-
m¶al¶as¶at modellezzÄuk. MegjegyezzÄuk, hogy ebben a modellben a kÄolts¶egvet¶esi
korl¶at nem jelenik meg. M¶asr¶eszr}ol a rangsorol¶as n¶alunk m¶ar nemcsak tel-
jes rendez¶est, de r¶eszbenrendez¶est is jelenthet. Ut¶obbi m¶eg ink¶abb felveti
az intranzitivit¶as megjelen¶es¶enek k¶erd¶es¶et is, mint ahogy azt al¶abb a teljes
rendez¶esre (Tversky 1969) ¶es a tÄobbs¶egi szab¶alyra (MR) hivatkozva kifejtjÄuk.

JegyezzÄuk meg, hogy m¶eg ha a B m¶atrix oszlopai (azaz a mÄogÄottes pre-
ferenci¶ak) teljes rendez¶est alkotnak is (vagyis a gr¶afelm¶elet nyelv¶en tranzit¶³v
kÄorm¶erk}oz¶esek), a kinyilv¶an¶³tott preferenciasorrend csak egy ir¶any¶³tott gr¶af.
Matematikailag kifejezve a fenti B m¶atrix ! vektor lek¶epez¶es (agyi preferen-
ciafÄuggv¶eny) nem felt¶etlenÄul }orzi meg a tranzitivit¶ast a mÄogÄottes preferen-
ci¶aknak egy kinyilv¶an¶³tott preferenci¶aba val¶o lek¶epez¶ese sor¶an.

Ennek a megjegyz¶esnek a fontoss¶ag¶at az adja, hogy { Tversky alapm}uv¶e-
nek kÄoszÄonhet}oen { 1969 ¶ota bebizonyosodott, hogy olyan k¶³s¶erleti helyzetet
is l¶etre lehet hozni, amelyben az egy¶enek az intranzit¶³v preferenci¶ak kÄovetke-
zetes mint¶ait nyilv¶an¶³tj¶ak ki (Sha¯r 2004). Erre a c¶elra Tversky alkalmazza
az ¶ugynevezett lexikogra¯kus semiorder modellt (Sha¯r 2004, 435-448), ahol

3Az agyi preferenciafÄuggyv¶eny kifejez¶es arra utal, hogy a fogyaszt¶o preferencia-alap¶u
dÄont¶ese az agyban lej¶atsz¶od¶o folyamat eredm¶enye, ¶es azt az agyi kapcsolati m¶atrix (brain
graph) terminus ihlette.
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,,az Äotlet az, hogy az alany az alternat¶³v¶akat tÄobb attrib¶utum dimenzi¶o men-
t¶en hasonl¶³tja Äossze . . . amelyeket fontoss¶agi sor/id}orendben rangsorol, ¶es egy
k¶es}obbi dimenzi¶ot csak akkor vesz ¯gyelembe, ha minden kor¶abbi dimenzi¶o-
ban m¶eg nem tett kÄulÄonbs¶eget a k¶et vizsg¶alt alternat¶³va kÄozÄott. M¶as sz¶oval,
az alany a dimenzi¶okat lexikogra¯kusan vizsg¶alja: ¶³gy ha egy j dimenzi¶ot
tal¶al, amelyben egy x alternat¶³va felÄulm¶ulja a m¶asik y alternat¶³v¶at egy " kÄu-
szÄob¶ert¶eket meghalad¶o ¶ert¶ekkel, akkor x-et jobbnak nyilv¶an¶³tja, mint az y-t."
(Manzini ¶es Mariotti 2012, 4)

N¶ezzÄuk meg egy p¶eld¶an a lexikogra¯kus heurisztika m}ukÄod¶es¶et:

Term¶ek Dimenzi¶ok (attrib¶utumok)
alternat¶³v¶ak I II

x 2" 6"

y 3" 4"

z 4" 2"

Mivel a Dimenzi¶o I oszlop¶aban { amely els}obbs¶eget ¶elvez a Dimenzi¶o
II-hÄoz k¶epest { az egym¶ast kÄovet}o alternat¶³v¶ak kÄulÄonbs¶egei nem haladj¶ak
meg az " kis kÄuszÄob¶ert¶eket, azaz a term¶ekalternat¶³v¶ak kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg nem
¶eszlelhet}o, a preferencia sorrendben a Dimenzi¶o II ¶erv¶enyesÄul. M¶as sz¶oval,
egy mark¶ansabb kÄulÄonbs¶eg egy kev¶esb¶e fontos dimenzi¶oban ellens¶ulyozhatja,
vagy ak¶ar le is gy}ozheti egy fontosabb dimenzi¶o ellent¶etes, kis kÄulÄonbs¶eg¶et.
A s¶ema matematikai szimb¶olumokkal:

Term¶ek Dimenzi¶ok (attrib¶utumok)
alternat¶³v¶ak I II

x 2" 6" x > y
) x > z

y 3" 4" y > z

z 4" 2" z > x

Jelmagyar¶azat: - ellentmond¶as
Ez azt jelenti, hogy a tranzitivit¶as s¶erÄulhet, ha kÄozÄombÄos p¶arokat is

megengedÄunk. Kor¶abban l¶attuk, hogy a lexikogra¯kus heurisztika legal¶abb
k¶et tulajdons¶agdimenzi¶o eset¶en (k ¸ 2) m¶ar m}ukÄodik, mivel priorit¶asi sor-
renddel rendelkeznek, ¶³gy egy k¶es}obbi dimenzi¶o csak akkor j¶atszik szerepet,
ha a vizsg¶alt k¶et alternat¶³va kÄozÄott az Äosszes kor¶abbi dimenzi¶oval nem lehetett
kÄulÄonbs¶eget tenni. Teh¶at lexikogra¯kus heurisztika eset¶en egy priorit¶asi sor-
rend ¶es az alternat¶³v¶ak megkÄulÄonbÄoztethet}os¶eg¶enek hi¶anya szÄuks¶eges egyes
dimenzi¶okn¶al, hogy intranzitivit¶ast tapasztaljunk. Ennek megfelel}oen az els}o
dimenzi¶on¶al a preferencia nem teljes, csak r¶eszbenrendez¶es. Az agyi preferen-
ciafÄuggv¶eny¶³gy el}o¶all¶³t egy intranzit¶³v kinyilv¶an¶³tott preferenciasorrendet, de
mindezt nem tranzit¶³v h¶armasb¶ol. ¶Igy m¶eg azt nem ¶all¶³thatjuk, hogy a B
agyi preferenciafÄuggv¶eny nem }orzi meg a tranzitivit¶ast a mÄogÄottes preferen-
ci¶ak kinyilv¶an¶³tott preferenci¶aba val¶o lek¶epez¶ese sor¶an.

A tÄobbs¶egi szab¶alyra alapozva (Majority Rule, MR) { mint egy, a de-
mokr¶acia elm¶elet¶eb}ol ,,kÄolcsÄonvett" elvet { a modell az intranzit¶³v preferen-
ci¶anak nem csak k¶³s¶erleti, hanem egy elm¶eleti keret¶et is szolg¶altatja (l¶asd

↯ 

↯ 
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m¶eg Veres ¶es Tarj¶an 2013). Inada 1969-ben a tÄobbs¶egi dÄont¶esek tranzi-
tivit¶as¶anak felt¶eteleit ¶altal¶anos ¶ertelemben t¶argyalja. Azonban Sen ¶es Pat-
tanaik (1969, 178) hangs¶ulyozta, hogy ,,a racion¶alis v¶alaszt¶as probl¶em¶aja nem
ugyanaz a probl¶ema, mint a preferenciarel¶aci¶o tranzitivit¶asa, annak ellen¶ere,
hogy minden ezzel kapcsolatos v¶elem¶eny a t¶arsadalom sz¶am¶ara kiz¶ar¶olag a
tranzit¶³v t¶³pus¶u rendez¶es¶et tartja k¶³v¶anatosnak". A tÄobbs¶egi szab¶aly (MR)
k¶et alternat¶³va ¶es n attrib¶utum eset¶ere a kÄovetkez}ok¶eppen m}ukÄodik: TegyÄuk
fel, hogy a k¶et alternat¶³va x ¶es y ¶es az attrib¶utumok N = f1; 2; 3; . . . ; ng.
Az i attrib¶utum eset¶en x Âi y, azaz az alany x-et v¶alasztja y-nal szem-
ben, amikor csak az i attrib¶utumot veszi ¯gyelembe. A tÄobbs¶egi szab¶aly
{ amelyet MR-rel jelÄolÄunk { azt jelenti, hogy az x ¶es y alternat¶³va kÄozÄott
v¶egÄul azt v¶alasztjuk, amelyet tÄobb mint az Äosszes N attrib¶utum fele eset¶en
v¶alasztottunk. Haszn¶alva az al¶abbi jelÄol¶eseket

jfi 2 N : felt¶etelgj

,,az elemek sz¶ama N -ben, amelyre a felt¶etel igaz", a tÄobbs¶egi szab¶aly a fentiek
¶ertelm¶eben:

jfi 2 N : x Âi ygj=n > 1=2 ) x ÂMR y :

Az attrib¶utumok, amelyekre nem x-et v¶alasztottuk: vagy y Âi x, vagy indif-
ferensek, x ¼i y.

Itt kell megjegyeznÄunk, hogy m¶ar Tversky (1969) azt javasolta, hogy
legyen egy preferencia vagy kÄozÄombÄoss¶egi rel¶aci¶o >» az al¶abbi:

x >» y akkor ¶es csak akkor, ha P (x; y) ¸ 1

2
;

ahol P (x; y) az x-nek y-nal szembeni v¶alaszt¶as¶anak a val¶osz¶³n}us¶eg¶et jelÄoli, ¶es
P (x; y) + P (y; x) = 1.

TegyÄuk fel, hogy az n p¶aratlan sz¶am, akkor abban az esetben, ha

P (x; y) ´ jfi 2 N : x Âi ygj=n ;

¶es nincsenek kÄozÄombÄos x ¼MR y p¶arok, a fenti k¶et rel¶aci¶o (MR ¶es a Tversky
¶altal javasolt) egyen¶ert¶ek}u.

A tÄobbs¶egi szab¶aly alapj¶an intranzitivit¶ast el lehet ¶erni m¶ar legal¶abb
3 term¶ek-attrib¶utum eset¶en (Flood 1980). M¶ask¶ent fogalmazva, amikor n
term¶ek 3 kÄulÄonbÄoz}o tranzit¶³v rendez¶ese eset¶en az egy¶en ¶ugy hozza meg a
dÄont¶es¶et, hogy A jobb, mint B, ha legal¶abb k¶et esetben a h¶arom tranzit¶³v
term¶ek-rendez¶esb}ol A jobbnak bizonyul, mint B. Az a k¶erd¶es, hogy milyen
a tranzit¶³v rel¶aci¶ok ar¶anya az Äosszes lehets¶egeshez (tranzit¶³v + intranzit¶³vak)
viszony¶³tva a tÄobbs¶egi szab¶aly eset¶en n fÄuggv¶eny¶eben? Az eredm¶enyeket
n = 3-t¶ol 10-term¶ekig az 1. ¶abr¶an l¶athatjuk (l¶asd a v¶³zszintes tengelyt). Az
als¶o gÄorbe annak a val¶osz¶³n}us¶eg¶et mutatja, hogy a 3-attrib¶utumos tranzit¶³v
rel¶aci¶ok intranzit¶³v sorrendet okoznak tÄobbs¶egi szab¶aly eset¶en, m¶³g a fels}o
gÄorbe az intranzit¶³v teljes ir¶any¶³tott gr¶afok val¶osz¶³n}us¶eg¶et mutatja (l¶asd Veres
¶es Tarj¶an 2013).
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1. ¶abra. Az intranzitivit¶as fÄuggv¶enye a fogyaszt¶oi v¶alaszt¶asban. Forr¶as: Veres ¶es Tarj¶an 2013

Alapvet}o k¶erd¶es teh¶at a mÄogÄottes ¶es kinyilv¶an¶³tott preferenci¶ak kapcsola-
t¶at illet}oen, hogy eredm¶enyezhetnek-e intranzit¶³v kinyilv¶an¶³tott preferenci¶a-
kat { ¶es milyen felt¶etelek mellett { a r¶eszben vagy teljesen rendezett mÄogÄottes
preferenci¶ak. Az intranzitivit¶as kutat¶as¶anak szÄuks¶egess¶eg¶et ¶es problemati-
k¶aj¶at a lexikogra¯kus heurisztika alkalmaz¶as¶aval Tversky t¶argyalta el}oszÄor.
}O r¶eszben rendezett mÄogÄottes preferenci¶akb¶ol ¶all¶³tott el}o intranzit¶³v kinyil-
v¶an¶³tott preferenci¶akat. Koncepci¶oj¶at tov¶abbfejlesztve a tÄobbs¶egi szab¶aly
seg¶³ts¶eg¶evel el}o lehet ¶all¶³tani intranzit¶³v kinyilv¶an¶³tott preferenci¶akat is tel-
jesen rendezett mÄogÄottes preferenci¶akb¶ol, b¶ar ez esetben nem 2, hanem 3
attrib¶utummal. ¶Igy most m¶ar ¶all¶³thatjuk, hogy szigor¶uan tranzit¶³v mÄogÄottes
preferenci¶akb¶ol { egy evidens elv alapj¶an { intranzit¶³v kinyilv¶an¶³tott preferen-
ci¶at is el}o tudunk ¶all¶³tani az agyi preferenciafÄuggv¶ennyel, szemben a Tversky
modell gyeng¶ebb (r¶eszben rendezett) felt¶etel¶evel. MegjegyezzÄuk, hogy a mo-
dell er}os p¶arhuzamot mutat az Arrow-f¶ele dikt¶ator-elv logikai kontextus¶aval
(Arrow 1963).

Mutassuk be a fent eml¶³tett h¶arom attrib¶utum-dimenzi¶os p¶eld¶at, ame-
lyek teh¶at teljes rendez¶esek, ¶es teljesen egyenrang¶uak is (azaz nincs kÄoztÄuk
semmif¶ele priorit¶as). Itt a lexikogra¯kus heurisztika helyett az ¶ugynevezett
tÄobbs¶egi elvet4 haszn¶aljuk. N¶ezzÄuk az al¶abbi mint¶at [Bilmes ¶es Meila modell-
je a Condorcet-paradoxon (Condorcet 1785) alapj¶an a tÄobbs¶egi szavaz¶asr¶ol
2006, 4], ahol minden egyes alternat¶³va h¶aromb¶ol k¶et esetben jobb (2. ¶abra).
A tÄobbs¶egi elv felt¶etelei szerint { az esetek nagy tÄobbs¶eg¶eben (pontosan 2/3-
os r¶eszesed¶essel) { a kÄovetkez}o h¶arom kinyilv¶an¶³tott preferencia rel¶aci¶o ¶all
fenn, vagyis a ciklikus sorrendben; x > y, y > z ¶es z > x teljesÄul.

4A cikkben a tÄobbs¶egi elv, tÄobbs¶egi szavaz¶as ¶es tÄobbs¶egi szab¶aly kifejez¶eseket szinoni-
mak¶ent haszn¶aljuk.
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2. ¶abra. A tÄobbs¶egi szavaz¶as modellje a Condorcet-paradoxonban. Forr¶as: Bilmes ¶es Meila 2006

H¶arom egy¶en tranzit¶³v preferenci¶aja (bal oldali h¶arom ¶abra) tÄobbs¶egi
szavazat eset¶en intranzit¶³v preferenci¶at (jobb oldali ¶abra) eredm¶enyez. Mind-
egyik ir¶any¶³tott gr¶af p¶aronk¶enti preferenci¶at ¶abr¶azol, ahol a ny¶³l a kev¶esb¶e
prefer¶altb¶ol a prefer¶alt fel¶e mutat. A kor¶abbi s¶em¶aval ¶abr¶azolva:

Term¶ek Dimenzi¶ok (attrib¶utumok)
alternat¶³v¶ak I II III MR

x a b c ) x > y

y b c a ) y > z

z c a b ) z > x

¶Igy m¶ar ¶all¶³thatjuk, hogy a m¶atrix ! vektor lek¶epez¶es, B (agyi prefer-
enciafÄuggv¶eny) nem }orzi meg a tranzitivit¶ast a ,,mÄogÄottes preferenci¶akb¶ol"
a ,,kinyilv¶an¶³tott preferenci¶aba" [ri]n£1 val¶o lek¶epez¶es sor¶an, mert a fenti
x > y > z > x intranzit¶³v ciklust kaptuk5. Ennek alapj¶an kÄonny}u l¶etrehozni
olyan k¶³s¶erleti helyzetet, amikor val¶odi intranzitivit¶ast lehet el}o¶all¶³tani. Je-
gyezzÄuk meg, hogy ha a fenti kinyilv¶an¶³tott preferencia nem rangsor, hanem
pontoz¶asos ¶ert¶ekel¶es (rating) ¶es a, b ¶es c tetsz}oleges val¶os sz¶amok, melyeket
rendre az x, y ¶es z alternat¶³v¶akhoz rendelÄunk, tov¶abb¶a ha a B lek¶epez¶es (agyi
preferenciafÄuggv¶eny) a leggyakrabban haszn¶alt szab¶aly szerinti s¶ulyozatlan
pontÄosszeg lenne { amennyiben a 3 attrib¶utum-dimenzi¶ot teljesen egyen-
rang¶unak t¶etelezzÄuk fel {, akkor a kinyilv¶an¶³tott preferencia eredm¶enyek¶ent
a lek¶epez¶es a kÄozÄombÄos h¶armas x, y ¶es z alternat¶³v¶at eredm¶enyezi. Mind-
ekÄozben a fenti ,,tÄobbs¶egi elv" egy szigor¶uan ciklikus sorrendet eredm¶enyezett.
M¶as sz¶oval, a ,,tÄobbs¶egi szab¶aly" felt¶arja a h¶arom alternat¶³va bels}o szerkezeti
ellentmond¶as¶at is, m¶³g a pontoz¶as v¶egÄosszege mindezt Äosszemossa/elfedi [l¶asd
a ciklikus tÄobbs¶egi szavaz¶as p¶eld¶aj¶at (Cullis-Jones 2003, 118 vagy Stiglitz
2000, 183-184)].

Az el}oz}oekben a forr¶asel}ozm¶enyek alapj¶an bemutattuk, hogy k¶et kritiku-
san viselked}o, de egyszer}uen ¶ertelmezhet}o term¶ekv¶alaszt¶asi strat¶egia, ¶um. a
lexikogra¯kus, illetve a tÄobbs¶egi elv is m¶ar eredm¶enyezhet intranzitivit¶ast.
Ezzel nem ¶all¶³tjuk azt, hogy a fogyaszt¶o v¶alaszt¶asi strat¶egi¶aja szÄuks¶egszer}uen
a lexikogra¯kus vagy a tÄobbs¶egi szab¶alyt kÄoveti, puszt¶an azt k¶³v¶antuk illuszt-
r¶alni, hogy az intranzitivit¶as a viszonylag egyszer}u v¶alaszt¶asi strat¶egi¶aknak
is term¶eszetes, immanens eleme.

3.2 Mark¶ans ¶es semleges attrib¶utumok

Az agyi preferenciafÄuggv¶eny m}ukÄod¶es¶enek meg¶ert¶es¶ehez { a dÄont¶espszicho-
l¶ogia tudom¶anyos gyakorlat¶ahoz hasonl¶oan { a k¶³s¶erletes m¶odszerek vihet-

5Hasonl¶oan, ahogy az a ,,k}o-pap¶³r-oll¶o" (z¶er¶o-Äosszeg}u) j¶at¶ek eset¶en tÄort¶enik.

↯ 
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nek kÄozelebb. A k¶³s¶erletekben a mÄogÄottes preferenci¶akkal ,,¶erkez}o" k¶³s¶erleti
alanyok szimul¶alt vagy val¶os kÄornyezet}u term¶ekv¶alaszt¶asok sor¶an nyilv¶an¶³tj¶ak
ki szituat¶³v preferenci¶aikat. A v¶alaszt¶asi dÄont¶es felt¶eteleinek manipul¶al¶as¶aval
egyr¶eszt csÄokkenthetjÄuk a k¶³s¶erleti alanyok ment¶alis terhel¶es¶et, m¶asr¶eszt fel-
er}os¶³thetjÄuk azokat a hat¶asokat, amelyek a v¶alaszt¶as inkonzisztenci¶aj¶at ered-
m¶enyezik.

Fischer ¶es mtsai (2000) kutat¶asukkal egy olyan modellt fejlesztettek ki,
amely a sokattrib¶utumos preferencia-bizonytalans¶ag tÄobbkrit¶eriumos ¶ert¶e-
kel¶es¶evel kiterjesztette az addigi magatart¶asi modelleket. Az attrib¶utum
extremit¶as hipot¶ezisÄuk azt ¶all¶³tja, hogy a nagyobb attrib¶utum extremit¶as
(magas vagy alacsony attrib¶utum ¶ert¶ek) kisebb preferencia-bizonytalans¶agot
eredm¶enyez. Ez t¶amasztja al¶a, hogy { az inkonzisztens v¶alaszt¶asi mechaniz-
mus er}os¶³t¶ese ¶erdek¶eben { vizsg¶alatunkat a kev¶esb¶e extr¶em, kev¶esb¶e mark¶ans,
¶un. semleges attrib¶utumokra korl¶atozzuk . Ennek a megold¶asnak ,,j¶arul¶ekos
haszna" a m¶asik oldalr¶ol n¶ezve, hogy a magas, illetve csek¶ely attrib¶utum-
fontoss¶agokb¶ol sz¶armaz¶o dÄont¶esi evidenci¶ak hat¶as¶at is kisz}urjÄuk. A k¶³s¶erlet
ilyen manipul¶al¶as¶aval a nyilv¶anval¶o v¶alaszt¶asok (azaz a kÄonny}u feladat) gya-
koris¶ag¶at drasztikusan le tudjuk csÄokkenteni, miut¶an a mark¶ansan kÄulÄonbÄoz}o
attrib¶utumhasznoss¶agok kÄozÄotti v¶alaszt¶as kis ment¶alis terhel¶est jelent, ¶³gy az
egy¶ertelm}uen, konzisztens m¶odon teljes¶³thet}o lenne. MegjegyezzÄuk, hogy a
k¶³s¶erleti pszichol¶ogi¶aban a Szabad V¶alaszt¶as Paradigm¶aj¶anak eset¶eben is az
¶un. ,,choice stage" k¶et semleges alternat¶³va kÄozÄotti v¶alaszt¶ason alapul. Ezek
a hasznoss¶agi sk¶ala kÄoz¶eps}o tartom¶any¶aban helyezkednek el, mint p¶eld¶aul a
Chen-Risen-f¶ele k¶³s¶erletben (2010). KÄozgazdas¶agtudom¶anyi p¶arhuzamokra
is kÄonny}u r¶amutatni. Az attrib¶utum-extremit¶as esete p¶eld¶aul a Kaldor-
Scitovsky pr¶ob¶ak modellj¶eben annak az esetnek felel meg, amikor valamely, a
kÄozÄoss¶eg egyes tagjainak j¶ol¶et¶ere ellent¶etesen hat¶o t¶arsadalmi projekt er}osen
polariz¶alt jÄovedelemmegoszl¶asi helyzetben tesz lehet}ov¶e sikeres kompenz¶aci¶ot
a vesztesek ¶erdek¶eben, m¶³g a semleges attrib¶utumok v¶alaszt¶asakor olyan
helyzetr}ol van sz¶o, amikor a t¶arsadalmi j¶ol¶et v¶altoz¶as¶at kiv¶alt¶o, az egyes
szerepl}ok helyzet¶et ellent¶etes m¶odon ¶erint}o projekt kÄovetkezt¶eben az egy¶eni
j¶ol¶etet befoly¶asol¶o t¶enyez}okben csak kis m¶ert¶ek}u v¶altoz¶as kÄovetkezik be.

Az attrib¶utumok mark¶ans vagy semleges jellege az egy¶en szintj¶en a fon-
toss¶agok ¶ert¶ekel¶es¶evel t¶arhat¶o fel. Ehhez a Q-m¶odszerb}ol, kÄozelebbr}ol a k¶eny-
szerv¶alaszt¶asos Q-r¶acsb¶ol kÄolcsÄonÄozhetjÄuk a m¶odszertant (Stephenson 1953;
Brown 1966). A Q-m¶odszern¶el a v¶alaszad¶oknak az Äosszes attrib¶utumot be kell
vonniuk (,,rate all"), ¶es minden egyes fontoss¶agi szinthez rÄogz¶³tett sz¶am¶u att-
rib¶utumot kell hozz¶arendelniÄuk. A kÄulÄonbÄoz}o fontoss¶agi szinten elhelyezett
attrib¶utumok sz¶ama jelleg¶ere n¶ezve a norm¶al eloszl¶ast kÄoveti. A fontoss¶agi
sk¶ala a nagyon fontost¶ol a semleges attrib¶utumokon keresztÄul a legkev¶esb¶e
fontosig terjed. Ezzel a m¶odszerrel minden r¶esztvev}o ugyanannyi semleges
attrib¶utum dimenzi¶ot fog kiv¶alasztani. Az attrib¶utumok elrendez¶es¶ere a
3. ¶abr¶an l¶athat¶o p¶elda, ahol a legink¶abb semleges 5 attrib¶utum a r¶acs kÄoz¶eps}o
oszlop¶aban l¶athat¶o.
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haszn¶alat
kezel}ofelÄulet
sz¶orakoz¶as

sz¶³n internet forma
st¶³lus kamera csatlakoztathat¶os¶ag vastags¶ag m¶arka

legkev¶esb¶e
fontos

nem annyira
fontos

fontos is meg nem is,
azaz semleges

fontos nagyon
fontos

3. ¶abra. 11-attrib¶utumos Q-r¶acs { egy lehets¶eges megold¶as okostelefonokra. Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es

A kiv¶alasztott attrib¶utumok eloszl¶asa term¶eszetesen k¶³s¶erleti szem¶elyen-
k¶ent elt¶erhet. Fontos m¶odszertani megold¶as lehet, hogy a szubjekt¶³v meg-
¶³t¶el¶esb}ol sz¶armaz¶o elt¶er¶eseket a sz¶am¶³t¶og¶epes k¶³s¶erleti program meg}orzi ¶es
egy¶enenk¶ent ,,viszi mag¶aval" a kÄovetkez}o, szekvenci¶alis p¶aros Äosszehasonl¶³-
t¶ason alapul¶o term¶ekv¶alaszt¶asi f¶azisba. A Q-m¶odszer logik¶aj¶aval a szubjek-
tivit¶as j¶ol meg}orizhet}o, ¶³gy a hibahat¶as csÄokkenthet}o. Egy¶ertelm}u, hogy ez
a m¶odszer sokkal re¶alisabb eredm¶enyt ad, mint a r¶eszeredm¶enyek statisztikai
Äosszemos¶asa.

3.3 Egy pilot k¶³s¶erlet

Az inkonzisztens preferenci¶ak m¶er¶es¶ehez egy N = 112 elem}u mint¶an sz¶am¶³t¶o-
g¶eppel t¶amogatott pilot k¶³s¶erletet v¶egeztÄunk. A r¶esztvev}ok feladata az volt,
hogy egy term¶ekcsoport v¶altozatai kÄozÄotti preferenci¶aikat szekvenci¶alis p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶assal nyilv¶an¶³ts¶ak ki (4. ¶abra).

4. ¶abra. Egy p¶elda a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asokra okostelefon attrib¶utumokkal. Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es

A p¶aronk¶enti Äosszehasonl¶³t¶as a tÄobb-krit¶erium szerinti dÄont¶eshozatal fon-
tos eszkÄoze (Boz¶oki, Csat¶o ¶es Temesi 2016). A p¶aronk¶enti Äosszehasonl¶³t¶asb¶ol
k¶epzett rangsorok mindenÄutt megjelennek a modern g¶epi tanul¶asi kutat¶asok-
ban is. Itt a feladat ¶altal¶aban az, hogy kikÄovetkeztessÄuk az adott objek-
tumok/alternat¶³v¶ak (esetleg inkonzisztens, de) teljes sorrendj¶et. Fontos meg-
jegyezni, hogy az objektumok/alternat¶³v¶ak sz¶am¶anak fÄuggv¶eny¶eben az Äossze-
hasonl¶³t¶asok sz¶am¶anak n¶egyzetes alakul¶asa rendszerint lehetetlenn¶e teszi az
Äosszes lehets¶eges p¶ar megm¶er¶es¶et (Wauthier, Jordan ¶es Jojic 2013).

A k¶³s¶erleti alanyainkat teh¶at arra k¶ertÄuk, hogy p¶eld¶aul az okostelefon
11 attrib¶utuma kÄozÄul a szerinte a semlegesn¶el fontosabb 3-at ¶es a kev¶esb¶e
fontos 3-at v¶alassza ki, ¶³gy a kÄoz¶eps}o oszlopban 5 attrib¶utum marad. Majd
,,megalkotjuk" (a fenti Q-rendez¶es ¶altal) a kÄoz¶eps}o oszlopban { a k¶³s¶erleti
szem¶ely ¶altal egym¶as al¶a helyezett: A1, A2, A3, A4, A5 attrib¶utumok alapj¶an
{ az elvileg lehets¶eges 35 = 243 db term¶eket, mivel minden attrib¶utum eset¶en
3 (0,1,2) lehets¶eges szintet, ¶allapot¶ert¶eket de¯ni¶altunk. Ezen 243 elem kÄozÄul
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kiv¶alasztunk 9 db (R0¡R8) reprezent¶anst ¶ugy, hogy azok egym¶ast¶ol a lehet}o
legt¶avolabb essenek, ¶es ugyanakkor tÄolts¶ek ki a lehet}o ,,legegyenletesebben"
a 243 db elem ¶altal alkotott halmazt. Erre az¶ert van szÄuks¶eg, hogy a k¶³s¶erleti
szem¶elyek terhel¶es¶et radik¶alisan csÄokkentend}o, ne kelljen mind a 243 elemb}ol
k¶epezhet}o p¶art felmutatni. A t¶avols¶ag k¶et term¶ekv¶altozat kÄozÄott ¶ertelem-
szer}uen ad¶odik aszerint, hogy az 5 attrib¶utum 5 poz¶³ci¶oj¶aban h¶any eset-
ben kÄulÄonbÄoznek egym¶ast¶ol az attrib¶utum ¶allapot-¶ert¶ekek. Ezek lehets¶eges
¶ert¶ekei (szintk¶odok) a fentiek ¶ertelm¶eben a 0, 1 vagy 2 lehetnek. A fentiek-
nek eleget tev}o 9 reprezent¶anst kÄonnyen tal¶alunk is, l¶asd pl. az 5. ¶abr¶an az
(R0 ¡R8) reprezent¶ans term¶eket. L¶athat¶o, hogy az 5. ¶abr¶an l¶athat¶o m¶atrix
b¶armely k¶et (reprezent¶ans term¶ek¶enek) sora legal¶abb 3 ¶ert¶ekben kÄulÄonbÄozik
egym¶ast¶ol; azaz d(Ri;Rj) ¸ 3 minden i 6= j eset¶en, ahol az ¶un. Hamming-
t¶avols¶agot6 d jelÄoli. Ezut¶an a fenti 9 db (R0 ¡ R8) virtu¶alisan megalkotott
reprezent¶ans term¶eket, pszeudo-v¶eletlen sorrendben, p¶aronk¶ent (Ri $ Rj,
i 6= j) megmutatjuk a k¶³s¶erleti alanynak, hogy a preferenci¶aja alapj¶an ha-
sonl¶³tsa Äossze. ÄOsszesen

¡
9
2

¢
, azaz 9!=(2!7!) = 36 ilyen p¶ar l¶etezik. L¶athat¶oan

ezzel a megold¶assal radik¶alisan csÄokkent a k¶³s¶erletben felmutatand¶o vari¶ans-
p¶arok sz¶ama.

A1 A2 A3 A4 A5
R0 0 0 0 0 0
R1 0 1 1 2 1
R2 0 2 2 1 0
R3 1 0 2 2 0
R4 1 1 1 1 2
R5 1 2 1 0 1
R6 2 0 1 1 1
R7 2 1 2 0 0
R8 2 2 2 2 2

5. ¶abra. A 9 reprezent¶ans term¶ekv¶altozat
szintk¶odokkal. Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es

A fentieket Äosszegezve a Q-rendez¶es a tesztalanyt arra k¶enyszer¶³ti, hogy a
11 attrib¶utum kÄozÄul a szerinte legfontosabb 3-at ¶es a legkev¶esb¶e fontos 3-at
v¶alassza ki. A megmaradt 5 tulajdons¶agb¶ol 9 reprezent¶ans, virtu¶alis term¶eket
,,gy¶artunk". A vizsg¶alt term¶ek eset¶en a term¶ekv¶altozatok kÄozÄul pszeudo-
random sorrendben

¡
9
2

¢
= 36 term¶ekp¶art mutatunk be, amelyek eset¶eben

a kÄoz¶epen marad¶o 5 semleges attrib¶utumb¶ol alkotott reprezent¶ans elemb}ol
b¶armely kett}o legal¶abb 3 attrib¶utum¶aban kÄulÄonbÄozik. ¶Igy ezeket tekinthetjÄuk
pszeudo-random p¶aroknak. EsetÄunkben a k¶³s¶erlet ott ¶ert v¶eget, amikor egy
r¶esztvev}o m¶ar minden lehets¶eges 36 p¶art Äosszehasonl¶³tott.

A val¶os dÄont¶esi mechanizmus egy igen korl¶atozott id}ointervallumban, ¶ugy
is fogalmazhatn¶ank, hogy egy ,,id}opontban" ¶es egy t¶enyleges elad¶ashelyi szi-
tu¶aci¶oban/kontextusban, igen Äosszetett m¶odon, sz¶amtalan attrib¶utum-¶esz-
lel¶esi inger hat¶as¶ara tÄort¶enik a v¶as¶arl¶o agy¶aban. Ezen nagyon Äosszetett

6A Hamming-t¶avols¶ag alatt k¶et azonos hossz¶us¶ag¶u bin¶aris jelsorozat elt¶er}o bitjeinek a
sz¶am¶at ¶ertjÄuk. A fogalmat kiterjeszthetjÄuk k¶et azonos hossz¶us¶ag¶u szÄoveges (alfanumerikus)
karaktersorozatra is.
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dÄont¶esi folyamatot k¶enytelenek vagyunk egy mesters¶egesen ¶atalak¶³tott ¶es
id}oben egym¶ast kÄovet}o (szekvenci¶alis) l¶ep¶esek sorozat¶ara bontani, vizsg¶alni
¶es elemezni. Mindazon¶altal a szekvenci¶alis term¶ekv¶alaszt¶as nem szokatlan
gyakorlat a fogyaszt¶oi magatart¶asban. J¶ollehet sz¶amtalan olyan gyakoris¶agi
heurisztika van, amelyek befoly¶asolhatj¶ak a dÄont¶eshozatalt, ¶es azok nem
sz¶olnak p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asr¶ol, a racion¶alis dÄont¶esek pszichol¶ogiai kutat¶as¶a-
ban gyakran modellezik a preferenci¶akat p¶aros Äosszehasonl¶³t¶assal. K¶epzeljÄuk
el, hogy a fogyaszt¶o bemegy a boltba, ¶es ott van egy term¶ekb}ol sokf¶ele vari¶ans,
kÄulÄonbÄoz}o attrib¶utum-¶ert¶ekekkel. A rendk¶³vÄul Äosszetett k¶³n¶alat ¶ert¶ekel¶es¶ehez
a term¶ekvari¶ansok szekvenci¶alis Äosszehasonl¶³t¶as¶ara k¶enyszerÄul a v¶as¶arl¶asi dÄon-
t¶es el}ott, mintegy a ment¶alis folyamat egyszer}us¶³t¶es¶ere. Hogyan oldja meg a
feladatot? ¶Ugy, hogy kezdetben van egy felÄuletes { mondjuk lexikogra¯kus
logik¶aj¶u { el}osz}ur¶es, amikor egyszer}uen kiz¶arja azokat a term¶ekeket, ame-
lyekr}ol biztosan tudja, hogy nem fogja megvenni, p¶eld¶aul mert soha nem
haszn¶al olyan m¶ark¶at. Ezut¶an kezd}odik a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as, amikor m¶ar
kevesebb attrib¶utummal kell neki dolgoznia, ¶³gy azt m¶ar k¶epes v¶egigkÄovetni.
Ami a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as ¶eletszer}us¶ege mellett sz¶ol, az az egyid}oben be-
fogadhat¶o inform¶aci¶omennyis¶eg. K¶³s¶erleti modellÄunkben ez legal¶abb 6 in-
form¶aci¶o [l¶asd err}ol Miller (1956) m¶ar klasszikusnak sz¶am¶³t¶o tanulm¶any¶at
vagy ¶ujabban Cowan publik¶aci¶oit (2001, 2008) a dÄont¶esi strat¶egi¶ak inform¶a-
ci¶otartalm¶ar¶ol].

A k¶³s¶erlet v¶egrehajthat¶os¶aga ¶erdek¶eben a k¶³s¶erletbe bevonand¶o term¶ek-
attrib¶utumok sz¶am¶at jelent}osen reduk¶alni kell, ezekb}ol kell a k¶³s¶erleti, ¶un.
virtu¶alis term¶ekeket megkonstru¶alni.7 Itt az Äosszes sz¶amba jÄov}o attrib¶utum
kÄozÄul a semlegesekre alapozva/f¶okusz¶alva tÄort¶enik a redukci¶o, mint ahogy az
a szabadv¶alaszt¶as paradigma k¶³s¶erletes vizsg¶alat eset¶en is tÄort¶enik (l¶asd pl.
Chen ¶es Risen 2010). Teh¶at a semleges tartom¶anyba helyezettekre alapozva,
azaz a mark¶ans relevancia, illetve irrelevancia tartom¶any¶aba k¶epzeltek el-
hagy¶as¶aval val¶osul meg a term¶ek-attrib¶utum redukci¶o. A reduk¶alt sz¶am¶u
attrib¶utumb¶ol tÄort¶enik a k¶³s¶erleti term¶ekek megkonstru¶al¶asa. A p¶aronk¶enti
Äosszehasonl¶³t¶asok elv¶egz¶es¶ehez m¶eg ebben a reduk¶alt attrib¶utumsz¶am¶u eset-
ben sem lehet minden p¶aros Äosszevet¶est megejteni, ez¶ert itt l¶enyegesen kisebb
sz¶am¶u, olyan ,,konstru¶alt" term¶ekeket kell v¶alasztani, amelyek reprezent¶alj¶ak
az ¶un. Hamming-t¶avols¶aggal de¯ni¶alhat¶o metrikus kÄornyezetÄuket, ¶es az ¶al-
taluk reprezent¶alt kÄornyezetÄukkel egyÄutt (halmazuni¶ok¶ent) m¶ar kiadj¶ak az
Äosszes lehets¶eges p¶art. Az okostelefonos lek¶erdez¶es eset¶en ez konkr¶etan azt
jelenti, hogy az Äosszes lehets¶eges

¡
243
2

¢
p¶ar lek¶erdez¶ese helyett csak 36 rep-

rezent¶ans p¶ar lek¶erdez¶es¶ere van szÄuks¶eg. L¶assuk be, hogy 36 p¶ar egym¶ast
kÄovet}o (szekvenci¶alis) lek¶erdez¶ese is el¶eg nagy ment¶alis feladatot ig¶enyel a
k¶³s¶erleti szem¶elyt}ol (virtu¶alis v¶as¶arl¶ot¶ol). A reprezentat¶³v p¶arok sorrendj¶et
sz¶and¶ekosan ¶ugy v¶alasztottuk meg, hogy azok pszeudo-v¶eletlen sorrendben
kÄovess¶ek egym¶ast. Ha v¶eletlensz¶am-gener¶atorra ,,b¶³ztuk volna" az egym¶ast
kÄovet}o 36 p¶ar kiv¶alaszt¶as¶at az Äosszes lehets¶eges

¡
243
2

¢
p¶arb¶ol, akkor eset-

leg a 243 elem}u t¶er egyes reprezent¶ansai nagyon kÄozel, m¶³g egyesek nagyon
t¶avolra kerÄulhettek volna a legkÄozelebbi (Hamming-t¶avols¶ag ¶ertelm¶eben vett)

7Felt¶etelezve, hogy a fogyaszt¶o dÄont¶esi strat¶egi¶aja ¶el az attrib¶utum-redukci¶o eszkÄoz¶evel.
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szomsz¶edj¶at¶ol. A mi v¶alaszt¶asunkkal sikerÄult egy olyan konstrukci¶ot tal¶alni,
amelyben minden reprezent¶ans p¶ar legal¶abb h¶arom helyen kÄulÄonbÄozÄott az
Äot attrib¶utum¶aban, azaz a Hamming-t¶avols¶aguk legal¶abb h¶arom volt, ¶es ¶³gy
36 p¶ar el¶eg egyenletesen reprezent¶alta az Äosszes lehets¶eges 35 = 243 elem}u,
5-hossz¶us¶ag¶u ¶es h¶armas ¶allapot¶ert¶ek}u (0, 1, 2) sorozatokb¶ol ¶all¶o teret.

Visszat¶erve a pilot k¶³s¶erlethez, kiderÄult bel}ole, hogy a m¶ert intranzit¶³v
h¶aromszÄogek sz¶am¶anak eloszl¶asa egy ¸ = 0;153 param¶eter}u exponenci¶alis
eloszl¶ashoz illeszkedik [tiszta illeszked¶esvizsg¶alat; Â2 = 13;9; Â2

0,05 (kritikus)
= 33,9]. TegyÄuk fel most, hogy ha az N = 112-elem}u k¶³s¶erlet eset¶en Äosszesen
kapott 575 db intranzit¶³v h¶aromszÄog az elvileg lehets¶eges

¡
9
3

¢
= 84 helyre n

¶es p param¶eter}u B(n; p) binomi¶alis eloszl¶ast kÄovet, akkor ennek empirikus
val¶osz¶³n}us¶egi param¶etere p = 575=(112 ¢ 84) = 6;11% ¶es n = 84, Â2 =
51;3, ahol a kritikus ¶ert¶ek Â2

0,05 (kritikus) = 33;9. Teh¶at az illeszked¶esi
(null) hipot¶ezist magas szinten el kell vetnÄunk. JegyezzÄuk meg, hogy a
k¶³s¶erletben a maxim¶alis gyakoris¶ag az volt, hogy 18-an ,,hib¶atlanul" (pk=0 =
18=112), teh¶at intranzit¶³v h¶aromszÄog mentesen teljes¶³tett¶ek a tesztet, 10-en
csak egyszer ,,hib¶aztak" (pk=1 = 10=112) az Äosszesen 36 l¶ep¶esben, m¶³g a
tiszt¶an binomi¶alis eloszl¶as eset¶eben ezen k¶et esem¶eny gyakoris¶aga ¶eppen nem
a maximumon, hanem a minim¶alis ¶ert¶eken, 0 ¶es 3 kÄozÄott alakul. Teh¶at jogos
annak a hipot¶ezisnek a fel¶all¶³t¶asa, hogy a k¶³s¶erleti alanyokat legal¶abb k¶et r¶eszre
bontsuk, szegment¶aljuk: 1) akik nagyon tudatosan ¶atl¶atj¶ak ¶es ¶erv¶enyes¶³teni
tudj¶ak dÄont¶eseik sor¶an az ¶un. mÄogÄottes preferenci¶ajukat ¶es azokra, 2) akik
erre nem nagyon k¶epesek, vagy ha tetszik, nem tartj¶ak fontosnak mindezt.

Ennek modellez¶es¶ere egy nagyon egyszer}u sztochasztikus szab¶alyt ¶all¶³tunk
fel: egy ,,hib¶atlan" l¶ep¶es ut¶an egy kisebb p val¶osz¶³n}us¶eggel t¶etelezzÄuk fel
(engedjÄuk meg) a ,,hib¶az¶ast" m¶³g egy ,,hib¶as" l¶ep¶es ut¶an megenged}obbek
vagyunk, ¶es egy nagyobb q val¶osz¶³n}us¶eggel engedjÄuk meg a ,,hib¶az¶ast" (ahol
teh¶at 0 · p · q · 1). ¶Igy nem egy szok¶asos p param¶eter}u binomi¶alis
eloszl¶as ¶all fenn, hanem egy ann¶al kiss¶e bonyolultabb szab¶alyt kÄovetÄunk8.
A k¶erd¶es az, hogy ezzel a modell-m¶odos¶³t¶assal sikerÄul-e feloldani az ellent-
mond¶ast, ¶es kÄozelebb kerÄulnÄunk a val¶os emp¶³ri¶ahoz? A binomi¶alis eloszl¶ast
kiss¶e ¶altal¶anos¶³t¶o B(n; p; q) k¶et (p; q)-param¶eter}u matematikai modell, ahol
p, q k¶et adott val¶osz¶³n}us¶eg (0 · p · q · 1). JegyezzÄuk meg, hogy a bi-
nomi¶alis eloszl¶as fenti k¶etparam¶eteres ¶altal¶anos¶³t¶as¶at stacion¶arius ¶atmenet-
val¶osz¶³n}us¶eg}u (homog¶en) Markov-l¶anck¶ent is felfoghatjuk. E modell eset¶en a
k¶et ismert indul¶o relat¶³v gyakoris¶agb¶ol, azaz a pk=0 = 18=112 ¶es pk=1 =
10=112 val¶osz¶³n}us¶egb}ol egyszer}u algebrai levezet¶essel meghat¶arozhatjuk a
p ¶es q param¶etert. Azt kaptuk, hogy p = 0;0215 ¶es q = 0;710. Miut¶an
kisz¶am¶³tottuk a modell p ¶es q param¶eter¶et a 112-es k¶³s¶erlet eredm¶enyeib}ol,
a modell sztochasztikus szab¶alyait kÄovetve lefuttattunk egy szimul¶aci¶os sz¶a-
m¶³t¶ast (egy milli¶ot is meghalad¶o esetre), ¶es azt kaptuk, hogy az illeszked¶es
m¶ert¶eke itt m¶ar igen er}os, hiszen az illeszt¶esi Â2 = 7;7 ¶ert¶ek j¶oval kisebb a
Â2

0,05 (kritikus) = 33;9 ¶ert¶ekn¶el.

8JegyezzÄuk meg, hogy abban a speci¶alis esetben, amikor p = q, akkor a j¶ol ismert
B(n; p) binomi¶alis eloszl¶asr¶ol van sz¶o.
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3.4 Az eredm¶enyek ¶ertelmez¶ese

ÄOsszegezve meg¶allap¶³that¶o, hogy a k¶³s¶erletben kapott intranzit¶³v h¶armasok
sz¶am¶anak eloszl¶asa j¶ol illeszkedik az exponenci¶alis eloszl¶ashoz. Abb¶ol a null-
hipot¶ezisb}ol kiindulva, hogy az egy B(n; p) binomi¶alis eloszl¶ast kÄovet, az
illeszked¶es khi-¶ert¶eke Â2 = 51;3, ¶es a kritikus ¶ert¶ek Â2

0,05 (kritikus) = 33;9,
azt magas szinten el kell vetnÄunk. V¶egÄul, ha egy k¶etparam¶eteres (p; q) mate-
matikai modellt { azaz az el}obbi binomi¶alis eloszl¶as n¶emik¶epp ¶altal¶anos¶³tott
form¶aj¶at { alkalmazzuk, ami tulajdonk¶eppen egy stacion¶arius Markov-l¶anc,
azt tal¶aljuk, hogy az illeszked¶es m¶ert¶eke nagyon er}os, mivel az illeszked¶es
khi-¶ert¶eke Â2 = 7;7 sokkal kisebb, mint a Â2

0,05 (kritikus) = 33;9, azaz a
nullhipot¶ezis magas szinten elfogadhat¶o.

A fenti elemz¶es eredm¶enyeit ¶abr¶azolva a 6. ¶abr¶an az intranzit¶³v h¶arom-
szÄogek sz¶am¶anak gyakoris¶agfÄuggv¶eny¶et (²), ¶es egy ,,fej-vagy-¶³r¶asos" (N =
998400)-as random-teszt gyakoris¶agfÄuggv¶eny¶enek (£) Äosszehasonl¶³t¶as¶at l¶at-
hatjuk. A val¶os (N = 112)-es k¶³s¶erlet gyakoris¶agfÄuggv¶enye (²) teh¶at a k¶et
v¶eglet, a jobb oldali random, ¶un. ,,fej-vagy-¶³r¶asos" teszt gyakoris¶agfÄuggv¶enye
(£) ¶es egy bal sz¶elre es}o, fÄugg}oleges ny¶³llal (") ¶abr¶azolt elm¶eleti eloszl¶as kÄozÄott
helyezkedik el, amely ut¶obbi olyan lenne, mintha egy¶altal¶an nem fordulna el}o
intranzit¶³v h¶aromszÄog, azaz a sz¶amuk mind a 112 esetben azonosan 0, teh¶at
a fÄugg}oleges ny¶³l az orig¶ob¶ol indulna. ¶Igy nemcsak az Äosszes 112 k¶³s¶erletb}ol a
16,1%-ot jelent}o 18 eset, hanem mind a 112, ami 100%-ot jelentene. M¶ask¶ent
megfogalmazva, mintha az Äosszes 112 v¶alaszt¶as { mind a 36 l¶ep¶esben { tel-
jesen tranzit¶³v m¶odon (azaz intranzit¶³v h¶aromszÄog mentesen) tÄort¶ent volna.
Szemmel l¶athat¶oan a t¶enyleges (N = 112)-es k¶³s¶erlet gr¶afja 5,13-as ¶atlaggal
j¶oval kÄozelebb van az orig¶oban l¶ev}o, null¶as ¶atlagot jelent}o bal oldali v¶eglethez,
mint a jobb oldali (£) 21-es ¶atlag¶u ¶un. random gr¶afhoz. A ² ¶es £ gr¶af a 13
db h¶aromszÄogn¶el metszik egym¶ast, azaz itt j¶ol elv¶alaszt¶odnak.

6. ¶abra. Intranzit¶³v h¶aromszÄogek sz¶am¶anak az (N = 112)-es k¶³s¶erletben ¶es egy ,,fej-vagy-¶³r¶asos"
(N = 998400) random-teszt gyakoris¶agfÄuggv¶eny¶enek Äosszehasonl¶³t¶asa. Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es
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A preferencia-alap¶u dÄont¶esi kontinuum egyik v¶egpontja teh¶at azt a tudatos
fogyaszt¶ot k¶epviseli, aki k¶epes

{ teljes m¶ert¶ekben kontroll¶alni a dÄont¶es¶et,

{ az attrib¶utum hasznoss¶agok ellentmond¶asmentes ¶eszlel¶es¶ere,

kÄovetkez¶esk¶eppen b¶armely szitu¶aci¶oban k¶epes konzisztens, azaz tranzit¶³v dÄon-
t¶esek meghozatal¶ara (¶un. form¶alis racionalit¶as jellemzi a v¶alaszt¶ast). A kon-
tinuum m¶asik v¶eg¶ere azt a fogyaszt¶ot helyezzÄuk, aki dÄont¶es¶et minden meg-
fontol¶as n¶elkÄul, teljesen random m¶odon hozza meg. Ez ut¶obbi ¶ugy dÄont, mint
egy p¶enz¶erme feldob¶asakor a fej-vagy-¶³r¶as ,,v¶alaszt¶asakor". A val¶os dÄont¶es-
hozatal, azaz a nem-v¶egletes magatart¶as a k¶et v¶egpont kÄozÄott helyezkedik
el, ¶es Markov-l¶anccal ¶³rhat¶o le. Az elemz¶es eredm¶enyek¶ent meg¶allap¶³that¶o,
hogy a Markov-modell k¶epes { alkalmasan v¶alasztott k¶et (p; q) param¶eter
seg¶³ts¶eg¶evel { k¶et term¶ekv¶alaszt¶asi dÄont¶esi magatart¶asi szegmenst egy mo-
dellbe integr¶alni, ¶es kiel¶eg¶³t}o m¶odon le¶³rni.

4 ÄOsszegz¶es

A tanulm¶anyban tÄobb n¶ez}opontb¶ol t¶argyalt agyi preferenciafÄuggv¶eny a fo-
gyaszt¶oi preferenci¶ak olyan konzisztens, multidiszciplin¶aris keret¶et k¶epezi,
amely legal¶abb n¶egy tudom¶anyterÄulet alapkoncepci¶oj¶aval ¶erintkezik, ¶um. a
mikroÄokon¶omia, a kognit¶³v pszichol¶ogia, a marketingtudom¶any ¶es az idegtu-
dom¶any. Bemutattuk, hogy ezekben a diszcipl¶³n¶akban a preferenciafÄuggv¶eny
fontosabb elemeinek megjelen¶ese ¶es kell}oen pontos de¯n¶³ci¶oja egy ¶evtizedeken
¶atny¶ul¶o fejl}od¶es eredm¶enye. A korai le¶³r¶asok szerint a preferencia a term¶ek
fogyaszt¶o ¶altali aggreg¶alt ¶ert¶ekel¶ese/rangsorol¶asa, ¶es Samuelson (1938) volt
az els}o, aki megkÄulÄonbÄoztette a m¶erhet}o, ¶un. kinyilv¶an¶³tott preferenci¶akat.
J¶ollehet az agyi preferenciafÄuggv¶eny attrib¶utum-kombin¶aci¶ok ¶es nem j¶osz¶ag-
kombin¶aci¶ok preferenciaviszonyait modellezi, matematikai ¶ertelemben ezek
izomorfok. MegjegyezzÄuk, hogy Samuelson ¶es kÄovet}oi modelljeiben az in-
tranzitivit¶as a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at miatt nem is ¶allhat fenn. 35 ¶evvel k¶es}obb
Sen (1973) elemezte a mÄogÄottes preferenci¶ak l¶etez¶es¶et. Ez a nyilv¶anval¶oan
hipotetikus felt¶etelez¶es az ut¶obbi f¶el ¶evsz¶azadban nagyon hasznosnak bi-
zonyult az agyunk ¶altal induk¶alt term¶ek-¶ert¶ekrangsorol¶as ¶es a v¶egs}o v¶alaszt¶asi
dÄont¶es ¶altal kinyilv¶an¶³tott preferencia megkÄulÄonbÄoztet¶es¶eben. A mÄogÄottes
preferenci¶ak ¶es a kinyilv¶an¶³tott preferenci¶ak kapcsolat¶anak alapk¶erd¶ese, hogy
a teljesen vagy r¶eszben rendezett mÄogÄottes preferenci¶ak vezetnek-e, ¶es ha
igen, milyen felt¶etelek mellett, intranzit¶³v kinyilv¶an¶³tott preferenci¶akhoz. Meg-
jegyezzÄuk, hogy { ahogy azt pilot k¶³s¶erletÄunk is igazolta { ¶altal¶anoss¶agban
nem ¶all¶³that¶o a fogyaszt¶oi viselked¶es inkonzisztenci¶aja (intranzitivit¶asa). Szig-
ni¯k¶ans ar¶anyban tapasztaltuk ugyanis a feladat tranzit¶³v megold¶as¶at is.

Tversky (1969) a lexikogra¯kus heurisztik¶ak alkalmaz¶as¶aval t¶argyalta az
intranzitivit¶as elemz¶es¶enek szÄuks¶egess¶eg¶et. R¶eszben rendezett mÄogÄottes pre-
ferenci¶ak seg¶³ts¶eg¶evel k¶et attrib¶utum eset¶en tudott intranzit¶³v kinyilv¶an¶³tott
preferenci¶akat el}oid¶ezni. ¶Igy Tversky munk¶aj¶anak kÄoszÄonhet}oen igazolhat¶o,
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hogy l¶etrehozhat¶o olyan k¶³s¶erleti helyzet, ahol a k¶³s¶erleti alany intranzit¶³v
preferenci¶ak konzisztens mint¶ait nyilv¶an¶³tja ki. Ezt tov¶abbfejlesztve kimu-
tathat¶o, hogy a tÄobbs¶egi szab¶aly alapj¶an, legal¶abb h¶arom attrib¶utum eset¶en
teljesen rendezett mÄogÄottes preferenci¶akb¶ol is gener¶alhat¶ok intranzit¶³v kinyil-
v¶an¶³tott preferenci¶ak.

A Sen-f¶ele mÄogÄottes preferenci¶ak egydimenzi¶os ¶ert¶ekek/rangsorok, m¶³g
az agyi preferenciafÄuggv¶eny sz¶amos dimenzi¶ot megenged, tulajdonk¶eppen
annyit, ah¶any ¶eszlelhet}o ¶es m¶erhet}o term¶ek-attrib¶utum sz¶am¶³t¶asba vehet}o.
Ebben a modellben a mÄogÄottes preferencia egy ¶altal¶anosabb, sokdimenzi¶os
¶ert¶ek/rangsor. Az agyi preferenciafÄuggv¶eny lehet mind determinisztikus,
mind sztochasztikus mapping, m¶as szavakkal a mÄogÄottes preferenci¶ab¶ol meg-
nyilv¶anul¶o v¶alaszt¶as term¶eszet¶en¶el fogva lehet determinisztikus ¶es sztochasz-
tikus.

Kutat¶asm¶odszertani n¶ez}opontb¶ol meg¶allap¶³that¶o, hogy a modell m}ukÄod¶e-
s¶enek vizsg¶alat¶ahoz a preferencia-alap¶u attrib¶utum-v¶alaszt¶as szimul¶aci¶oja vi-
het kÄozelebb. Ehhez olyan k¶³s¶erleti elj¶ar¶asok kidolgoz¶as¶ara van szÄuks¶eg, ahol
a term¶ekvari¶ansok Äosszehasonl¶³t¶as¶at m¶eg kezelhet}o ment¶alis terhel¶es mel-
lett kell a k¶³s¶erleti alanyoknak v¶egrehajtaniuk. A multiattribut¶³v v¶alaszt¶asi
dÄont¶esek jelent}os neh¶ezs¶egei miatt c¶elszer}unek l¶atszik az attrib¶utum-k¶eszlet
szisztematikus minimaliz¶al¶asa. A cikkben egy ilyen k¶³s¶erleti manipul¶aci¶ora
teszÄunk javaslatot. J¶ollehet a bemutatott k¶³s¶erlet j¶ol illeszkedik a leg¶ujabb
kognit¶³v megkÄozel¶³t¶esekhez (l¶asd pl. Cowan 2001 ¶es 2008), kontrollk¶³s¶erletk¶ent
vizsg¶alhat¶o lenne 3 vagy ak¶ar 4 term¶ekvari¶ans egyidej}u Äosszehasonl¶³t¶asa is.
Term¶eszetesen minden k¶³s¶erleti modell szimpli¯k¶al, egyben m}ukÄodik a k¶³s¶erlet
saj¶atoss¶agaib¶ol ered}o Kahneman-f¶ele keretez¶esi hat¶as, ez¶ert a jelens¶eg felt¶a-
r¶as¶ahoz min¶el tÄobbf¶ele k¶³s¶erleti design alkalmaz¶asa szÄuks¶eges. ¶Igy p¶eld¶aul
a bemutatott k¶³s¶erleti modellÄunk korl¶atjak¶ent meg kell eml¶³tenÄunk, hogy az
nem veszi ¯gyelembe a preferenci¶ak intenzit¶as¶at, azaz kv¶azi kardin¶alis er}o-
sorrendjÄuket (l¶asd Cullis-Jones 2003, 127). A modell ilyen ir¶any¶u fejleszt¶ese
is egy lehets¶eges tov¶abbi kutat¶asi ir¶any.
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THE INDIVIDUAL BRAIN-FUNCTION OF CONSUMERS'

PRODUCT CHOICE PREFERENCES

The paper aims to reveal some mathematical implications of the attribute preference-
based product choice behaviour based on multidisciplinary sources. The transfor-
mation of underlying preferences into revealed preference order is modelled by the
so-called brain-function. The brain-function di®ers from the mainstream in two
respects. One is to assign underlying preferences to all the attributes, and the
other is the ranking here may mean partial order, as well. We demonstrate that
intransitive revealed preference can be derived from the strictly transitive underly-
ing preferences with the brain-function. Based on the so-called majority rule the
brain-function does not necessarily preserve transitivity during the mapping from
underlying preferences into revealed preference. To understand the functioning of
the brain-function, we recommend experimenting with the manipulation of experi-
mental conditions to amplify the e®ects that result in the inconsistency of choice.
Such manipulation is a narrowing of the product choice test to neutral attributes.
A pilot experiment proved that product choice could be described by Markov-chain
on the decision continuum.

Keywords: product attribute preferences; brain-function; product choice; intran-
sitivity; decision continuum
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A cikk els}ok¶ent v¶allalkozik a k¶etir¶any¶u m¶atrix-kiigaz¶³t¶asi, vagy m¶as n¶even pe-
remfelt¶eteles m¶atrixbecsl¶esi probl¶ema hazai szakmai olvas¶okÄozÄons¶eg sz¶am¶ara
tÄort¶en}o, leg¶ujabb publik¶aci¶ok eredm¶enyeit is mag¶aban foglal¶o bemutat¶as¶ara.
A rendk¶³vÄul szerte¶agaz¶o, sokf¶ele ¶altal¶anos¶³t¶asi lehet}os¶eget k¶³n¶al¶o probl¶ema-
kÄorb}ol csak a gyakorlatban legink¶abb el}ofordul¶o, a biztosnak tekintett ¶es
konzisztens sor- ¶es oszlopÄosszesenekhez tÄort¶en}o, a m¶atrix belsej¶ere vonatkoz¶o
Äosszetettebb felt¶etelek n¶elkÄuli esettel foglalkozunk. A probl¶ema lehat¶arol¶asa
¶es matematikai formaliz¶al¶asa ut¶an a becsÄult ¶es a referencia-m¶atrix elt¶er¶es¶ehez
egy nemnegat¶³v val¶os sz¶amot rendel}o kÄulÄonf¶ele ,,t¶avols¶ag-" illetve ,,entr¶opia"-
fÄuggv¶enyeket ismertetjÄuk, amelyek minimaliz¶aland¶o c¶elfÄuggv¶enyk¶ent jelen-
nek meg azokban a matematikai programoz¶asi feladatokban, amelyekben
korl¶atoz¶o felt¶etelk¶ent a sor- ¶es oszlopÄosszesenre vonatkoz¶o kÄovetelm¶enyek,
valamint egyes esetekben nemnegativit¶asi, illetve el}ojelmeg}orz¶esi felt¶etelek is
szerepelnek. E matematikai programoz¶asi feladatok vagy rÄoviden modellek
kÄozÄul n¶eh¶anynak a megold¶as¶ahoz vezet}o iter¶aci¶os algoritmus¶at is t¶argyaljuk.
Ennek kapcs¶an bemutatjuk a szerz}ok egyike ¶altal kidolgozott ,,addit¶³v"-RAS
algoritmust, ¶es bebizony¶³tjuk, hogy egyfel}ol nemnegat¶³v referenciam¶atrix ¶es
peremfelt¶etelek eset¶en azonos eredm¶enyt ad a RAS-m¶odszerrel, m¶asfel}ol pedig
negat¶³v elemeket is tartalmaz¶o referencia-m¶atrix, de el}ojeltart¶o megold¶asok
eset¶en azonos eredm¶enyt ad, mint a ,,jav¶³tott normaliz¶alt n¶egyzetes elt¶er¶ese-
ket" minimaliz¶al¶o, angol rÄovid¶³t¶essel INSD-modell, illetve ¶altal¶aban is azzal
az INSD-modellel, amib}ol elhagyjuk az el}ojelv¶alt¶as bÄuntet}ofÄuggv¶eny¶et. Azt is
demonstr¶aljuk, hogy az addit¶³v-RAS algoritmus a GRAS-modell l¶ep¶esenk¶ent
m¶asodfok¶u egyenlet megold¶as¶at ig¶enyl}o iter¶aci¶os algoritmus¶aval szemben nem-
csak hat¶ekonyabb, hanem eszt¶etikusabb is. Ugyanakkor a GRAS-modell

1R¶ev¶esz Tam¶as, Budapesti Corvinus Egyetem, Matematikai KÄozgazdas¶agtan ¶es Gaz-
das¶agelemz¶es Tansz¶ek¶enek tudom¶anyos f}omunkat¶arsa, e-mail: revesz.tamas@bge.hu.
Kopp¶any Kriszti¶an, Sz¶echenyi Istv¶an Egyetem NemzetkÄozi ¶es Elm¶eleti Gazdas¶agtan
Tansz¶ek¶enek egyetemi docense, e-mail: koppanyk@sze.hu. A kutat¶ast a ,,KÄozszolg¶altat¶asok
kÄozgazdas¶agi ¶es ir¶any¶³t¶asi k¶erd¶eseinek kÄozpontja Alap¶³tv¶any" valamint Kopp¶any Kriszti¶an
r¶esz¶er}ol a GINOP 2.3.4-15-2016-00003 ,,A KKV-k nemzetkÄozi versenyk¶epess¶eg¶et t¶amogat¶o
szolg¶altat¶asok fejleszt¶ese" c¶³m}u projekt t¶amogatta. Be¶erkezett: 2017. szeptember 19.
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megold¶as¶anak el}ojeltart¶o volta ¶es amiatt, hogy az INSD-modell a GRAS-
modell egy Taylor-soros kÄozel¶³t¶es¶enek tekinthet}o, igazoljuk, hogy kis elt¶er¶esek
eset¶en az addit¶³v-RAS-m¶odszer, kÄulÄonÄosen pedig az ¶un. m¶odos¶³tott addit¶³v-
RAS m¶odszer is hajlamos az el}ojeltart¶asra, kiv¶eve, ha erre p¶eld¶aul a peremek
el}ojelv¶alt¶asa k¶enyszer¶³ti. Lemelin (2009) sz¶amp¶eld¶aj¶an azt is demonstr¶aljuk,
hogy az addit¶³v-RAS m¶eg az ilyen extr¶em, el}ojelv¶alt¶ast megkÄovetel}o eset-
ben is j¶ol m}ukÄodik, s}ot a Lemelin ¶altal vizsg¶alt modellek kÄozÄul a legjobb
eredm¶enyt adja. A cikk felsorolva a tÄobbszektoros nemzetgazdas¶agi model-
lez¶es azon gyakran haszn¶alt m¶atrix-kateg¶ori¶ait, amelyekre k¶etir¶any¶u m¶atrix-
kiigaz¶³t¶asi m¶odszereket szoktak alkalmazni, bemutatja, hogy a nemzetgaz-
das¶agi elemz¶esekben val¶o sikeres alkalmaz¶as felt¶etele a konkr¶et kÄozgazdas¶agi
jelens¶eg ¶es az erre fel¶³rt referencia m¶atrix saj¶atoss¶againak alapos ismerete.
A sikeres alkalmaz¶asok egyik p¶eld¶ajak¶ent bemutat egy olyan friss kutat¶asi
projektet is, amelynek sor¶an mind az addit¶³v-RAS, mind pedig egy olyan
Äosszetettebb m¶atrixkiigaz¶³t¶asi modell egyar¶ant igen j¶o eredm¶enyeket adott,
amelyben a becsÄulend}o m¶atrix elemeire blokkÄosszesen-felt¶etelek szerepeltek.
A c¶elfÄuggv¶enyben pedig kor¶abbi szerz}ok technikai megold¶asainak, illetve a
szerz}ok ¶ujszer}u elgondol¶asainak hat¶ekony ¶es kreat¶³v ÄotvÄoz¶es¶ere kerÄult sor.

1 Bevezet¶es

J¶on¶eh¶any tudom¶any¶agban el}ofordul, hogy egy olyan, m¶atrixszal megadhat¶o
adatt¶abla elemeinek ¶ert¶ek¶et kell megbecsÄulni, amelynek csak a peremeit (sor-
¶es oszlopÄosszesenjeit) ismerjÄuk. A m¶atrix egyes elemei vagy ismertek (ebben
az esetben ezeknek a hozz¶ajuk tartoz¶o sor- ¶es oszlopÄosszesenekb}ol val¶o levo-
n¶as¶aval a becsl¶esi feladatot vissza lehet vezetni azon esetre, amikor a m¶atrix
elemei ismeretlenek) vagy csak kÄozvetett inform¶aci¶o ¶all rendelkez¶esre r¶ajuk
vonatkoz¶oan. E kÄozvetett inform¶aci¶o ¶altal¶aban egy referenciam¶atrix, amir}ol
felt¶etelezzÄuk, hogy sor- illetve oszlopszerkezete valamilyen m¶erce szerint ,,ha-
sonl¶o" a keresett m¶atrix¶ehoz. A referenciam¶atrix lehet a keresett m¶atrixnak
egy kor¶abbi id}oszakra vagy m¶as meg¯gyel¶esi egys¶egre vonatkoz¶o megfelel}oje.
A hasonl¶os¶agot illetve ennek ellent¶et¶et egy ,,t¶avols¶agfÄuggv¶eny" m¶eri, a c¶el az,
hogy ez a t¶avols¶ag (azaz a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke) a legkisebb legyen.

Tipikus p¶elda erre az ¶un. sz¶all¶³t¶asi m¶atrix. Ennek i-edik sor¶anak j-edik
eleme az i-edik kiindul¶asi (felad¶o-) helyr}ol a j-edik rendeltet¶esi (fogad¶o-)
helyre sz¶all¶³tott mennyis¶eget jelenti (p¶eld¶aul egy szem¶elysz¶all¶³t¶asi feladatban
a sz¶all¶³tott szem¶elyek sz¶am¶at). ¶Altal¶aban ismert a m¶atrix kor¶abbi id}oszaki
megfelel}oje, a t¶argyid}oszakb¶ol pedig az, hogy melyik kiindul¶ohelyr}ol mekkora
mennyis¶eget sz¶all¶³tottak el (sorÄosszegek), illetve, hogy melyik rendeltet¶esi
helyre mekkora mennyis¶eg ¶erkezett meg (oszlopÄosszegek).

Szeml¶eletesebben ¶ugy fogalmazhatunk, hogy a feladat a referencia m¶atrix
szerkezet¶et a legjobban meg}orizve r¶afesz¶³teni azt az ¶uj peremekre. Ennek az
¶un. m¶atrixkiigaz¶³t¶asi probl¶em¶anak a megold¶as¶ara m¶ar a XX. sz¶azad elej¶en az
egyes szakterÄuleteken tÄobb¶e-kev¶esb¶e egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul kÄulÄonbÄoz}o, sok-
szor hasonl¶o, s}ot matematikailag azonos elj¶ar¶asokat dolgoztak ki. M¶egis a
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m¶odszereket a kÄulÄonf¶ele szakterÄuleteken elt¶er}oen h¶³vj¶ak. P¶eld¶aul a cikkben
r¶eszletesen ismertet¶esre kerÄul}o, a kÄozgazdas¶agtudom¶anyban RAS-m¶odszernek
nevezett elj¶ar¶ast a kÄozleked¶estudom¶anyokban Furness [1965] nyom¶an Fur-
ness-, m¶ashol pedig Fratar-algoritmusnak nevezik.

¶Altal¶aban a fenti ,,k¶etir¶any¶u" m¶atrixkiigaz¶³t¶asos feladatok megold¶as¶ara
javasolt m¶odszereket k¶et nagy csoportba sorolhatjuk: az ¶un. ,,entr¶opia-
modell"-nek nevezett (amelyben ¶altal¶aban az inform¶aci¶oelm¶eletb}ol vett lo-
garitmus fÄuggv¶eny szerepel) m¶odszerek kÄoz¶e (ide tartozik a RAS-m¶odszer is)
illetve a legkisebb n¶egyzetek elv¶en nyugv¶o kvadratikus c¶elfÄuggv¶eny}u modellek
kÄoz¶e. A szakirodalomban terjedelmes vita bontakozott ki, hogy mikor melyik
m¶odszer a hat¶ekonyabb, megb¶³zhat¶obb. Az eddigi tapasztalatok szerint az,
hogy melyik m¶odszert ¶erdemes v¶alasztani, az r¶eszben a m¶atrix, az elv¶art
peremek, valamint a becsÄult m¶atrixszal kapcsolatos elv¶ar¶asaink matematikai
tulajdons¶agait¶ol (nemnegativit¶as, z¶erus¶ert¶ek, el}ojelv¶alt¶as megengedett volta,
ritka m¶atrix-e stb.) fÄugg, r¶eszben pedig a m¶atrix kÄozgazdas¶agi tartalm¶at¶ol.
P¶eld¶aul a negat¶³v vagy z¶erus ¶ert¶ekek akad¶alyozz¶ak a sztenderd m¶odszerek
alkalmaz¶as¶at. Gyakran el}ofordulhat, hogy egy kiigaz¶³tand¶o m¶atrix egyik
pereme (vagy annak egyes elemei) ¶ugy kell z¶erus ¶ert¶eket felvegyen(ek), hogy
a m¶atrixban megmaradjanak pozit¶³v ¶es negat¶³v ¶ert¶ekek egyar¶ant.

A szakirodalomban az egyes szerz}ok kÄozÄott nemcsak abban volt vita, hogy
a gyakorlatban melyik m¶odszer ad jobb becsl¶est, m}ukÄodik megb¶³zhat¶obban
(p¶eld¶aul biztos¶³tja-e a referenciam¶atrix elemei el}ojel¶enek meg}orz¶es¶et), hanem
a m¶odszerek matematikai tulajdons¶agait illet}oen is (torz¶³tanak-e, az egyes
speci¶alis esetekben m}ukÄodnek-e, egy¶ertelm}u-e a megold¶as, azonos-e k¶et kÄu-
lÄonf¶ele m¶odon megfogalmazott modell megold¶asa2 stb.)

CikkÄunkben ezeket a m¶odszereket tekintjÄuk ¶at, el}oszÄor v¶azlatosan mate-
matikailag, majd megvil¶ag¶³tva a tÄobbszektoros modellez¶esi gyakorlatban el}o-
fordul¶o m¶atrixok (kÄulÄonÄosen a sz¶amszer}us¶³tett ¶altal¶anos egyens¶ulyi (CGE-)
modellek adatig¶eny¶et k¶epez}o kÄulÄonf¶ele tranzakci¶os ¶es transzform¶aci¶os m¶atri-
xok) statisztikai probl¶em¶ait ¶es becsl¶esi saj¶atoss¶agait. A kifejt¶es sor¶an n¶eh¶any
sz¶amp¶eld¶aval is megvil¶ag¶³tjuk a m¶odszerek alkalmaz¶as¶at.

Fentiek keret¶eben kÄulÄon hangs¶ulyt kap a szerz}onek a negat¶³v elem}u refe-
rencia-m¶atrixszal ¶es/vagy nempozit¶³v elv¶art peremekkel rendelkez}o m¶atrixok
becsl¶es¶ehez kidolgozott ,,addit¶³v-RAS" m¶odszer¶enek ismertet¶ese, ¶es hat¶ekony-
s¶ag¶anak sz¶amp¶eld¶akkal val¶o illusztr¶al¶asa. A gyakorlati tapasztalatok ¶es a
szakirodalom tanuls¶againak Äosszefoglal¶asa kapcs¶an javaslatokat teszÄunk a
becsl¶esi m¶odszerek tov¶abbfejleszt¶es¶ere ¶es jÄov}obeni alkalmaz¶as¶anak m¶odj¶ara.

2P¶eld¶aul, hogy az abszol¶ut m¶atrixelemekre (,,tranzakci¶okra") vagy az abb¶ol sz¶am¶³tott
egyÄutthat¶okra kell-e a feladatot (illetve a c¶elfÄuggv¶enyt) fel¶³rni (l¶asd Mesnard [2011] 4.2.
alfejezet¶et).
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2 A m¶atrixkiigaz¶³t¶asi probl¶ema ¶es leggyakrab-
ban haszn¶alt megold¶asi m¶odszerei

Ebben a fejezetben el}oszÄor a fenti ,,k¶etir¶any¶u" m¶atrixkiigaz¶³t¶asos feladat for-
m¶alis matematikai megfogalmaz¶as¶at adjuk meg. Ezut¶an a feladat nemnegat¶³v
m¶atrixok eset¶eben javasolt megold¶asi m¶odszereinek k¶et nagy csoportj¶at, az
¶un. ,,entr¶opia-modell"-eket ¶es a kvadratikus c¶elfÄuggv¶eny}u modelleket, illetve
ezek viszony¶at ismertetjÄuk.

2.1 A m¶atrix kiigaz¶³t¶asi probl¶ema

A szakirodalomban leggyakrabban t¶argyalt m¶atrixkiigaz¶³t¶asi probl¶em¶at a
kÄovetkez}ok¶eppen fogalmazhatjuk meg (l¶asd p¶eld¶aul Lahr & Mesnard [2004],
amin a m¶odszer al¶abbi ismertet¶ese is alapul):

Legyen X¤ egy m£n-es m¶eret}u ismeretlen m¶atrix, amelynek sorÄosszesenjei
az ismert u oszlopvektorral, oszlopÄosszesenjei pedig a szint¶en ismert v sorvek-
torral egyeznek meg (azaz X¤1 = u, 1TX¤ = v, ahol 1 a megfelel}o m¶eret}u
Äoszegz}ovektor, a T fels}o index pedig a transzpon¶al¶as jele).

Ha rendelkez¶esÄunkre ¶all egy szint¶en m£n-es m¶eret}u A indul¶om¶atrix (vagy
m¶as n¶even prior- vagy referenciam¶atrix), ami szerkezet¶eben hasonl¶o X¤-hoz,
akkor azt azzal a szint¶en m£n-es m¶eret}u X m¶atrixszal becsÄulhetjÄuk, amely-
nek sorÄosszesenjei az u oszlopvektorral, oszlopÄosszesenjei pedig a v sorvek-
torral egyeznek meg (azaz X1 = u, 1T X = v) ¶ugy, hogy X az A referencia-
m¶atrixhoz valamilyen ¶ertelemben leghasonl¶obb legyen.

A fenti bekezd¶esekben a ,,szerkezet" sz¶o haszn¶alat¶at az al¶abbi megfonto-
l¶asok indokolj¶ak:

Term¶eszetesen att¶ol fÄugg}oen, hogy hogyan de¯ni¶aljuk k¶et m¶atrix ,,hason-
l¶os¶ag¶at" (vagy ennek ellent¶etek¶ent ,,elt¶er¶es¶et" vagy ,,t¶avols¶ag¶at"), a feladat
megold¶asa (X) elt¶erhet. M¶eg ha rÄogz¶³tjÄuk is a k¶et m¶atrix Äosszehasonl¶³t¶as¶anak
k¶eplet¶et, a megold¶as term¶eszetesen tov¶abbra is fÄugg az A referenciam¶atrixt¶ol.
Ha azonban ennek nemcsak szerkezet¶et}ol (elemei bels}o ar¶anyait¶ol), hanem
m¶eg A ,,szintj¶et}ol" is fÄugg a megold¶as (azaz, hogy valamely ° skal¶arral szo-
rozva A-t, m¶as megold¶ast kapunk), akkor c¶elszer}u az A-t ° skal¶arral szorozva
¶ugy m¶odos¶³tani (ar¶anyosan kiigaz¶³tani), hogy mindÄosszesenje (1TA1) meg-
egyezzen a keresett X¤ mindÄosszesenj¶evel (1TX¤1), azaz 1TA1 = 1Tu =
vT1 legyen. Ez teszi ugyanis csak lehet}ov¶e, hogy ha ekkor m¶eg A1 = u
¶es 1TA = v is ¶eppen teljesÄul, akkor az A indul¶om¶atrix maga legyen az X
megold¶as. Mivel eleget tesz a felt¶eteleknek, ¶es a lehet}o leghasonl¶obb A-hoz,
vagyis azonos vele. Az A referenciam¶atrix fenti ,,szintez¶ese" teh¶at csÄokkenti
a tov¶abbi kiigaz¶³t¶as szÄuks¶eges m¶ert¶ek¶et, szerencs¶es esetben (ha a peremfelt¶e-
teleket is teljes¶³ti) pedig szÄuks¶egtelenn¶e is tesz minden tov¶abbi kiigaz¶³t¶ast.

Term¶eszetesen k¶et m¶atrix ,,hasonl¶os¶ag¶anak" adott k¶eplete mellett elk¶ep-
zelhet}o, hogy a feladatnak tÄobb megold¶asa van, azaz amelyekre ez a k¶eplet
azonos ¶ert¶eket ad. Azonban ha A indekompoz¶abilis (irreducibilis), a lehets¶eges
megold¶asok halmaza kompakt, ¶es a c¶elfÄuggv¶eny e halmaz felett folytonosan
di®erenci¶alhat¶o, akkor csak egyetlen megold¶as l¶etezik, ami az ¶altalunk t¶ar-
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gyalt elj¶ar¶asokra ¶altal¶aban fenn¶all (Mesnard [2011]). E probl¶em¶aval ¶altal¶a-
noss¶agban teh¶at itt nem foglalkozunk, de majd visszat¶erÄunk r¶a a m¶atrixok
,,hasonl¶os¶ag¶anak" konkr¶et k¶eplet¶et alkalmaz¶o elj¶ar¶asok (modellek) t¶argyal¶a-
sakor.

Mindenesetre a m¶atrixkiigaz¶³t¶asi feladat matematikai programoz¶asi fela-
datk¶ent ¶³rhat¶o fel, amelyben az adott korl¶atok (X1 = u, 1TX = v, valamint
esetleg nemnegativit¶asi, illetve el}ojel-azonoss¶agi korl¶atok) mellett keressÄuk a
c¶elfÄuggv¶eny optim¶alis ¶ert¶ek¶et (konkr¶etan a hasonl¶os¶agi k¶eplet maximum¶at
vagy az elt¶er¶es valamilyen monoton nÄovekv}o fÄuggv¶eny¶enek minimum¶at). Is-
meretes, hogy ha a korl¶atoz¶o felt¶etelek line¶aris egyenl}os¶egek, akkor az opti-
mum a Lagrange-szorz¶ok m¶odszer¶evel hat¶arozhat¶o meg. Az ezekkel fel¶³rt ¶un.
Lagrange-fÄuggv¶enyben e szorz¶ok a korl¶atokt¶ol val¶o elt¶er¶eseket bÄuntetik, ¶es azt
fejezik ki, hogy a korl¶atok egys¶egnyi nÄovel¶ese mekkora m¶ert¶ekben v¶altoztatja
meg az optimum ¶ert¶ek¶et. N¶eh¶any szerz}o azonban eleve a Lagrange-fÄuggv¶eny-
b}ol indul ki, de azt m¶odos¶³tja, p¶eld¶aul ¶ugy, hogy a korl¶atokt¶ol val¶o elt¶er¶eseket
nemcsak a megfelel}o Lagrange-szorz¶oval szorozva szerepelteti, hanem az ¶³gy
kapott szorzatok logaritmus¶at v¶eve (l¶asd p¶eld¶aul GÄunlÄuk-»Senesen, G. { Bates,
J. M. [1988]). Ennek a c¶elfÄuggv¶enyÄukben logaritmust szerepeltet}o ¶un. entr¶o-
pia-modellekben van haszna, amennyiben ¶³gy az els}orend}u felt¶etelekb}ol sz¶ar-
maz¶o (b¶ar az eredeti feladat szempontj¶ab¶ol nem optim¶alis!) megold¶asban az
xi;j = ai;j ¢ ¸i ¢ ¿j egyszer}u szorzatalakban fejezhet}o ki a referenciam¶atrix
megfelel}o eleme, valamint az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszegekt}ol val¶o elt¶er¶esekhez
tartoz¶o ¸i illetve ¿j Lagrange-szorz¶ok kÄozÄott.

Felvet}odik, hogy ahelyett, hogy azt vizsg¶aln¶ank, hogy mennyire }orzi meg
a kiindul¶o strukt¶ur¶at az adott (programoz¶asi modell megold¶as¶at biztos¶³t¶o)
elj¶ar¶as, ink¶abb azt kellene vizsg¶alni, hogy mennyire m¶odos¶³tja azt a pere-
meken elv¶art v¶altoz¶asoknak megfelel}oen, azokkal Äosszhangban. P¶eld¶aul, ha
mind a v¶³zszintes, mind a fÄugg}oleges perem nÄovekedett, akkor jogos elv¶ar¶as,
hogy az ezek metsz¶espontj¶aban ¶all¶o elem is nÄovekedjen (persze lehet}oleg csak
az indokolt m¶ert¶ekben). E k¶erd¶est jelen m}u kÄovetkez}o fejezeteiben tÄobbszÄor
¶erintjÄuk, de ¶altal¶anos t¶argyal¶as¶ara nem v¶allalkozhatunk. Mindenesetre ilyen
¶es ehhez hasonl¶o szempontokat vizsg¶al¶o krit¶eriumrendszer Äossze¶all¶³t¶as¶an ¶er-
demes elgondolkodni.

2.2 A RAS-m¶odszer

A legk¶ezenfekv}obb, m¶ar az 1930-as ¶evekben dokument¶alt, s az 1940-es ¶evekben
m¶ar az input-output-modellez¶esben is haszn¶alt megold¶asi algoritmus a RAS-
m¶odszer, amelyet a kÄozgazdas¶agi szakirodalomba, els}osorban az ¶Agazati Kap-
csolatok M¶erleg¶enek becsl¶es¶ere Richard Stone vezetett be (Stone [1961]; Stone
¶es Brown, [1962]).

Ennek az iter¶aci¶os m¶odszernek els}o l¶ep¶ese az A m¶atrixnak (aminek sor-
Äosszesenjeit jelÄolje a b oszlopvektor, oszlopÄosszesenjeit pedig az f sorvektor)
el}oszÄor a sorait szorozza meg a hozz¶atartoz¶o k¶³v¶ant sorÄosszesen ¶es a t¶eny-
leges sorÄosszesen (ui=bi) ar¶any¶aban (ez¶altal a m¶atrixot kiigaz¶³tva az elv¶art
sorÄosszesenekhez), majd az ¶³gy kapott m¶atrixot oszlopir¶anyban igaz¶³tja ki
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hasonl¶o ar¶anyos m¶odon az elv¶art v oszlopÄosszesenekhez3. A m¶asodik l¶ep¶esben
az ¶³gy kapott A1 m¶atrixra hajtja v¶egre a fenti sor- ¶es oszlopir¶any¶u ar¶anyos
kiigaz¶³t¶asokat, majd ¶³gy tov¶abb, az i-edik l¶ep¶esben az (i ¡ 1)-edik l¶ep¶esben
kapott Ai¡1 m¶atrixra v¶egrehajtva a fenti sor- ¶es oszlopir¶any¶u kiigaz¶³t¶asokat
kapja az Ai m¶atrixot. Ez az elj¶ar¶as rendszerint konvergens4, az Ai m¶atrix-
sorozat hat¶ar¶ert¶eke, azaz a megold¶asul kapott X m¶atrix az

X1 = u; 1TX = v;
mX

i=1

nX

j=1

xi;j ln(xi;j=ai;j) ! min (1)

matematikai programoz¶asi feladat megold¶asa (Bacharach [1970]5), ¶es (a fe-
ladatot a Lagrange multiplik¶ator m¶odszerrel megoldva) el}o¶all az

X = r̂Aŝ (2)

szorzat alakban, ahol ^ a vektorb¶ol diagon¶alis m¶atrix k¶epz¶es¶enek a jele, r
¶es s pedig rendre az X1 = u ¶es 1TX = v korl¶atok ¶arny¶ek¶araib¶ol k¶epzett
vektorok (Bacharach [1970]). Mivel a c¶elfÄuggv¶eny konvex ¶es folytonosan dif-
ferenci¶alhat¶o egy kompakt halmazon, ha az A m¶atrix indekompoz¶abilis (tel-
jesen ÄosszefÄugg}o, l¶asd Zalai [2012]), akkor az X = r̂Aŝ megold¶as egy¶ertelm}u,
pontosabban az r ¶es s vektorokn¶al egy tetsz}oleges ± skal¶arszorz¶ot lesz¶am¶³tva
(Bacharach [1970], Mesnard [2011]). Ez azt jelenti, hogy ha egy r ¶es s vek-
torp¶ar egy megold¶as, akkor az r ¢ ± ¶es s=± vektorp¶ar is az.

A RAS-m¶odszer teh¶at egy biproporcion¶alis (k¶etir¶any¶u ar¶anyos¶³t¶asi) m¶od-
szer, ami v¶egeredm¶enyben az eredeti m¶atrixot egyfel}ol soronk¶ent, m¶asfel}ol
oszloponk¶ent (az adott soron, illetve oszlopon belÄul) egys¶eges szorz¶okkal
igaz¶³tja ki.

A RAS-m¶odszer fenti c¶elfÄuggv¶eny¶et a szakirodalom az anal¶og inform¶aci¶o-
elm¶eleti k¶eplet alapj¶an inform¶aci¶ovesztes¶egnek nevezi.6 Lemelin et al. [2013]
prec¶³zen levezetik, hogy a RAS-feladat egyen¶ert¶ek}u a

mX

i=1

pi;j = p¢;j ;
nX

j=1

pi;j = pi;¢ ;
mX

i=1

nX

j=1

pi;j ln(pi;j=pa
i;j) ! min (3)

feladattal, ahol pa
i;j = ai;j=1TA1, pi;j = xi;j=w, p¢;j = hj=w, pi;¢ = ui=w, ¶es

ahol w = uT 1 (azaz az X m¶atrix elemeinek el}o¶³rt mindÄosszesenje). Ekkor
teh¶at a keresend}o pi;j ¶ert¶ekek egy k¶etdimenzi¶os egyÄuttes val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as
elemeinek tekinthet}ok, a c¶elfÄuggv¶eny pedig azon ,,idegen" inform¶aci¶onak,
amit a pi;j val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as tartalmaz a pa

i;j val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶ashoz k¶epest.

3Az ¶altal¶anoss¶ag rov¶asa n¶elkÄul a sor- ¶es oszlopir¶any¶u kiigaz¶³t¶as sorrendje felcser¶elhet}o,
a megold¶ast nem ¶erinti.

4A konvergencia szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶eteleit MacGill [1977] mutatta ki (l¶asd m¶eg
Lemelin et al [2013])

5Schneider ¶es Zenios [1990] szerint ezt Bregman [1967] m¶ar Bacharach [1970] el}ott be-
bizony¶³totta.

6A matematikai inform¶aci¶oelm¶eletet Shannon [1948] dolgozta ki, ¶es Theil [1967] vezette
be a kÄozgazdas¶agtudom¶anyba.
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Az ilyen alakra hozhat¶o feladatokat illetve megold¶asi m¶odszerÄuket kereszt-
entr¶opia (cross-entropy) feladatoknak illetve m¶odszereknek nevezi7. A RAS-
m¶odszer teh¶at a kereszt-entr¶opia m¶odszerek speci¶alis esete.

Lemelin et al. [2013] levezet¶es¶et ¶altal¶anos¶³tva elmondhatjuk, hogy a RAS-
m¶odszer ugyanolyan eredm¶enyre vezet akkor is, ha az A indul¶om¶atrixot tet-
sz}oleges pozit¶³v sz¶ammal megszorozzuk. Ugyanis a ° skal¶arral val¶o szorz¶as
eset¶en a c¶elfÄuggv¶eny

mX

i=1

nX

j=1

xi;j ln(xi;j=(° ¢ ai;j)) =
mX

i=1

nX

j=1

xi;jfln(xi;j=ai;j) ¡ ln °g =

=
mX

i=1

nX

j=1

xi;j ln(xi;j=ai;j) ¡ w ¢ ln ° ;

azaz csak egy konstansban t¶er el az eredeti feladat¶et¶ol, ¶es emiatt ugyana-
zon helyen van minimuma. Teh¶at matematikai szempontb¶ol nincs annak
sem jelent}os¶ege, ha az A m¶atrixot a ° = w=1TA1 skal¶arral ¶atszorozva biz-
tos¶³tjuk, hogy mindÄosszesenje megegyezzen az el}o¶³rt peremek¶evel (w-vel).
Term¶eszetesen eg¶eszen m¶as k¶erd¶es, hogy ¶erdemes-e az A indul¶om¶atrixot ¶ugy
m¶odos¶³tani A¤-ra, hogy az eleve kiel¶eg¶³tse az A¤1 = u, 1TA¤ = v perem-
felt¶eteleket, azaz az (1) feladat egy lehets¶eges megold¶asa legyen. Tov¶abbi
k¶erd¶es, hogy a keresett referenciam¶atrix m ¢ n elem¶evel szemben t¶amasztott
mindÄossze n + m ¡ 1 fÄuggetlen felt¶etel miatt megl¶ev}o jelent}os szabads¶agfok
miatt l¶etez}o sok ilyen lehets¶eges m¶odos¶³t¶as kÄozÄul melyiket v¶alasszuk. ¶Igy
eljuthatunk a k¶etfokozat¶u m¶atrixbecsl¶es problematik¶aj¶ahoz, azaz, amelyben
az els}o fokozatban valamilyen modellel az A kiindul¶o m¶atrixot igaz¶³tjuk ki e
modell szerint optim¶alis A¤-ra, majd ezt haszn¶alva referenciam¶atrixk¶ent egy
m¶asik m¶atrix-kiigaz¶³t¶o modellben hat¶arozzuk meg a v¶egs}o becsl¶est, azaz az X
m¶atrixot. Felvethet}o, hogy a k¶et fokozatban haszn¶alt modelleknek mennyire
kell ,,harmoniz¶alniuk" (kev¶esb¶e kÄolt}oi kifejez¶essel elm¶eletileg koherensnek
lenniÄuk), illetve elt¶erniÄuk (nyilv¶an teljesen azonos modellt haszn¶alva nincs
¶ertelme az elj¶ar¶ast k¶et fokozatra bontani: ugyanis minden optimaliz¶al¶o elj¶ar¶as
am¶ugy is egy lehets¶eges megold¶as megkeres¶es¶evel kezdi a sz¶am¶³t¶asokat).

2.3 Egy¶eb m¶atrix kiigaz¶³t¶o modellek

Term¶eszetesen, m¶eg nemnegat¶³v m¶atrixok eset¶en is, a m¶atrixkiigaz¶³t¶asi prob-
l¶em¶ara ett}ol az inform¶aci¶ovesztes¶egt}ol elt¶er}o c¶elfÄuggv¶enyek is haszn¶alatosak
¶es indokolhat¶ok. Az egyik igen hasonl¶o c¶elfÄuggv¶eny a

mX

i=1

nX

j=1

ai;j ln(ai;j=xi;j) ;

ami ¶eppen megford¶³tja a c¶elfÄuggv¶enybeli szereposzt¶ast a referenciam¶atrix
elemeinek ¶es a becsÄult m¶atrix elemeinek ¶ert¶ekei kÄozÄott (e c¶elfÄuggv¶ennyel

7A kereszt-entr¶opia fogalm¶at Kullback, S. ¶es Leibler, R. A. [1951] vezette be ¶es t¶argyalta
el}oszÄor.
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kapott megold¶asok Äosszehasonl¶³t¶o elemz¶es¶et l¶asd p¶eld¶aul McNeil ¶es Hendrick-
son [1985] cikk¶eben). E c¶elfÄuggv¶eny el}onye, hogy minden xi;j v¶altoz¶o csak
egyszer szerepel a k¶epletben, ¶³gy kÄonnyebb kisz¶am¶³tani, ¶es matematikai tu-
lajdons¶agai (monotonit¶as, nemnegativit¶as, stb.) is kÄonnyebben ¶atl¶athat¶oak.

Az els}osorban a sz¶all¶³t¶asi m¶atrix8 becsl¶es¶ere alkalmazott ¶un. gravit¶aci¶os-
modellek (l¶asd p¶eld¶aul Niedercorn ¶es Bechdolt [1969] illetve Black [1972])
alapv¶altozata is a RAS-m¶odszerrel egyen¶ert¶ek}unek tekinthet}o (Mesnard
[2011]).

A tov¶abbi, term¶eszetes alap¶u logaritmus-fÄuggv¶enyt tartalmaz¶o, de elt¶er}o
s¶ulyoz¶as¶u lehets¶eges c¶elfÄuggv¶enyekre itt nem t¶erÄunk ki, hanem e helyett ¶at-
t¶erÄunk a ,,korl¶atozott legkisebb-n¶egyzetek" jelleg}u c¶elfÄuggv¶enyekre.

Lahr ¶es Mesnard [2004] szerint Pearson Â2 mutat¶oj¶at avagy a normaliz¶alt
n¶egyzetes elt¶er¶est (m¶as n¶even a normaliz¶alt legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶et)
el}oszÄor Deming ¶es Stephan [1940] majd Friedlander [1961] haszn¶alta a m¶atrix-
kiigaz¶³t¶asi feladat megold¶as¶ara, majd Lecomber [1975] aj¶anlotta a szimmetri-
kus ¶agazati kapcsolatok m¶erlegeinek (SIOT-ok) friss¶³t¶es¶ere (,,update"-el¶es¶ere).
A minimaliz¶aland¶o c¶elfÄuggv¶eny az al¶abbi k¶et egyen¶ert¶ek}u formul¶aval ¶³rhat¶o
fel:

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j ¡ ai;j)
2=ai;j =

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j=ai;j ¡ 1)2 ¢ ai;j : (4)

A m¶asodik k¶epletb}ol l¶athat¶o, hogy ez a c¶elfÄuggv¶eny a becsÄult ¶es eredeti
m¶atrixelemek relat¶³v (%-os) elt¶er¶es¶enek az eredeti m¶atrixelemek nagys¶ag¶aval
s¶ulyozott n¶egyzetÄosszeg¶et jelenti. Ez¶altal kompromisszumot jelent a szakiro-
dalom ¶altal Almon [1968] tanulm¶any¶ahoz t¶ars¶³tott

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j ¡ ai;j)
2 (5)

egyszer}u n¶egyzetÄosszeg9, ¶es a s¶ulyozatlan relat¶³v n¶egyzetes elt¶er¶es

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j=ai;j ¡ 1)2 =
mX

i=1

nX

j=1

(xi;j ¡ ai;j)
2=a2

i;j (6)

c¶elfÄuggv¶enyek kÄozÄott.
KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy az egyszer}u n¶egyzetÄosszeg a kis elemekn¶el hajla-

mosabb nagyobb elt¶er¶eseket megengedni, m¶³g a s¶ulyozatlan relat¶³v n¶egyzetes
elt¶er¶es ¶eppen ford¶³tva, a sz¶etosztand¶o (az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszeghez szÄuk-
s¶eges hozz¶aadand¶o, illetve levonand¶o) mennyis¶egeket a nagyobb elemekhez
hajlamos osztani, ahol a m¶odos¶³t¶as sz¶azal¶ekosan kisebb ¶ert¶eket jelent.

8A sz¶all¶³t¶asi feladat abb¶ol ¶all, hogy az ui term¶ekmennyis¶eggel rendelkez}o i-edik kiindu-
l¶ohelyr}ol a vj term¶ekmennyis¶eget ig¶enyl}o j-edik ¶erkez¶esi helyre mekkora xi;j mennyis¶eget
sz¶all¶³tsunk ¶ugy, hogy a sz¶all¶³t¶asi kÄolts¶eg minim¶alis legyen.

9B¶ar Almon ezt a k¶epletet az ¶AKM egyÄutthat¶oira alkalmazta, azaz azX1 = u, 1TX = v
peremfelt¶etelek helyett az Xg = u, 1TXĝ = v peremfelt¶etelek mellett tÄort¶enik a sz¶oban
forg¶o c¶elfÄuggv¶eny minimaliz¶al¶asa, ahol g a brutt¶o termel¶esi ¶ert¶ekek ismertnek felt¶etelezett
vektora.
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A n¶egyzetes elt¶er¶eseket, illetve azokat az 1=ai;j illetve 1=a2
i;j s¶ulyokkal

Äosszes¶³t}o (4), (5) ¶es (6) c¶elfÄuggv¶enyek ¶altal¶anos¶³t¶asak¶ent Harthoorn ¶es van
Dalen [1987] a

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j ¡ ai;j)
2=gi;j

k¶eplettel ¶³rj¶ak fel a c¶elfÄuggv¶enyt, ahol az 1=gi;j s¶ulyok k¶epviselik az xi;j

elemek ,,els}o kÄozel¶³t¶es¶enek" tekintett ai;j elemek ,,relat¶³v megb¶³zhat¶os¶ag¶at"
(Timurshoev et al [2011]).

Az is kÄonnyen l¶athat¶o, hogy az entr¶opia jelleg}u, azaz logaritmus fÄuggv¶enyt
tartalmaz¶o c¶elfÄuggv¶enyekkel szemben a n¶egyzetes elt¶er¶eseken alapul¶o c¶elfÄugg-
v¶enyek elvben megengedik azt, hogy a becsÄult xi;j az eredeti ai;j-t}ol elt¶er}o
el}ojel}u legyen. Hasonl¶ok¶eppen nyilv¶anval¶o, hogy az eredeti z¶erus elemek is
v¶alhatnak nemz¶eruss¶a. E probl¶em¶akkal a kÄovetkez}o fejezetben foglalkozunk.

3 Negat¶³v elemeket is tartalmaz¶o, illetve z¶erus
perem¶ert¶ek}u m¶atrixok kiigaz¶³t¶asi m¶odszerei

Ebben a fejezetben el}oszÄor a ,,k¶etir¶any¶u" m¶atrixkiigaz¶³t¶asos feladatnak a
2. fejezetben ismertetett m¶odszereinek olyan m¶odos¶³t¶asait mutatjuk be, ame-
lyek ahhoz szÄuks¶egesek, hogy ezeket eredm¶enyesen lehessen alkalmazni olyan
esetekben is, amelyekben a m¶atrix elemei ¶es/vagy el}o¶³rt sor- illetve oszlop-
Äosszesenjei kÄozÄott negat¶³v elemek is vannak.

Egy kÄulÄonf¶ele dezaggreg¶aci¶okat tartalmaz¶o gazdas¶agi modellez¶es adat-
b¶azis¶aban gyakran szerepel ilyen dezaggreg¶alt kateg¶ori¶ak kereszt-t¶abl¶azata
(vagy m¶as n¶even kontingencia-t¶abl¶azata). Ha ezek becsl¶es¶ere van szÄuks¶eg,
akkor sok esetben a negat¶³v vagy z¶erus ¶ert¶ekek akad¶alyozz¶ak a sztenderd
m¶odszerek alkalmaz¶as¶at. P¶eld¶aul, ha a kiigaz¶³tand¶o m¶atrix egyik perem¶enek
(vagy annak egyes elemeinek) el}o¶³rt ¶ert¶eke z¶erus, akkor a RAS-becsl¶es az eg¶esz
indul¶o sort illetve oszlopot lenull¶azn¶a, m¶eg akkor is, ha val¶os¶agban mind
pozit¶³v, mind negat¶³v ir¶anyban l¶eteznek null¶at¶ol nyilv¶anval¶oan jelent}osen
elt¶er}o elemek. Az se sokkal szerencs¶esebb eset, ha a referencia m¶atrix valame-
lyik sor- vagy oszlopÄosszesenje z¶erus (term¶eszetesen ekkor a sz¶oban forg¶o sor
illetve oszlop vagy minden eleme z¶erus, vagy negat¶³v elem(ek)nek is lennie
kell benne), de a megfelel}o el}o¶³rt perem¶ert¶ek z¶erust¶ol elt¶er}o. A probl¶ema
s¶uly¶at ¶erz¶ekeltetend}o megeml¶³thet}o, hogy az erre az esetre egy¶ebk¶ent nem
aj¶anlott RAS-algoritmus az adott sor illetve oszlop ar¶anyos kiigaz¶³t¶asa sor¶an
z¶erussal val¶o oszt¶ast k¶³s¶erelne meg.

Mint a 2. fejezetben bemutatott k¶epleteikb}ol is sejthet}o, a m¶atrix-kiigaz¶³-
t¶as eddig t¶argyalt m¶odszerei nem, vagy nem megfelel}oen m}ukÄodnek akkor,
ha az indul¶om¶atrix egyes elemei vagy az el}o¶³rt sor- illetve oszlopÄosszesenek
egy r¶esze negat¶³v. E probl¶em¶ak ban¶alis ad hoc kezel¶eseit lesz¶am¶³tva, mint
p¶eld¶aul a kis negat¶³v ai;j elemek z¶erusra cser¶el¶es¶et (Omar [1967]10) vagy

10Id¶ezi Lahr ¶es Mesnard [2004].
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v¶altozatlanul hagy¶as¶at (amit Huang et al [2008] szok¶asos m¶odszernek nevez),
GÄunlÄuk-»Senesen ¶es Bates [1988], majd az }o eredm¶enyeiket ¶ujrafelfedezve11

Junius ¶es Oosterhaven [2003] foglalkozott el}oszÄor alaposan a negat¶³v elemek
kezel¶es¶evel. Azonban az ¶altaluk kidolgozott ¶un. ,,generalized"-RAS (GRAS)
m¶odszernek az ¶altaluk a

mX

i=1

nX

j=1

jai;j j ¢ xi;j=ai;j ¢ ln(xi;j=ai;j)

k¶eplettel fel¶³rhat¶o c¶elfÄuggv¶enye torz¶³t (Huang et al [2008]), ¶es nem is al-
kalmazhat¶o, ha nem minden oszlopban ¶es sorban van pozit¶³v elem (Temur-
shoev [2013]), illetve, mint majd l¶atjuk, m¶eg norm¶al esetben sem mindig a
legjobb eredm¶enyt adja a becsl¶esi m¶odszerek kÄozÄul. K¶es}obb Oosterhaven
[2005] is r¶amutatott, hogy az eredetileg javasolt c¶elfÄuggv¶eny¶eben a negat¶³v ¶es
pozit¶³v elt¶er¶esek kiolthatj¶ak egym¶ast (a tÄok¶eletes illeszked¶es ill¶uzi¶oj¶at keltve),
¶es helyette az abszol¶ut inform¶aci¶ovesztes¶egnek (AIL) elnevezett

mX

i=1

nX

j=1

jai;j ¢ xi;j=ai;j ¢ ln(xi;j=ai;j)j

c¶elfÄuggv¶enyt javasolta. K¶es}obb a GRAS-m¶odszer c¶elfÄuggv¶eny¶enek torz¶³t¶as¶at12

Lenzen et al [2007] korrig¶alt¶ak. Huang et al [2008] pedig a c¶elfÄuggv¶enyt a
mX

i=1

nX

j=1

jai;j j ¢ (zi;j ¢ ln(zi;j=e) + 1)

alakra tov¶abb m¶odos¶³tva (b¶ar ez ut¶obbi m¶odos¶³t¶as csak egy olyan konstanst
ad a fÄuggv¶enyhez, amire a zi;j = 1 ¶ert¶ekek mellett a fÄuggv¶eny ¶eppen z¶erus
lesz, de ez nem ¶erinti az optimumhelyet) a m¶odszert ,,jav¶³tott-GRAS"-nak
(IGRAS) nevezi.

Mindenesetre m¶ar a c¶elfÄuggv¶enyben szerepl}o logaritmus-fÄuggv¶enyb}ol is
l¶athat¶o, hogy ha a modellnek egy¶altal¶an van megold¶asa, akkor abban minden
i; j p¶arra xi;j=ai;j = zi;j ¸ 0. Teh¶at a GRAS-modell megold¶asa garant¶alja,
hogy a m¶atrix elemei megtartj¶ak az el}ojelÄuket (azaz, hogy a becsl¶es el}ojele
az indul¶o¶ert¶ek el}ojel¶evel azonos legyen).

A valamilyen inform¶aci¶omennyis¶egen alapul¶o c¶elfÄuggv¶enyeket tartalmaz¶o
¶un. entr¶opia-modelleken t¶ul a kvadratikus c¶elfÄuggv¶enyt tartalmaz¶o modellek-
ben is megfogalmazhat¶o a becsÄult m¶atrix elemeire az el}ojelv¶alt¶as tilalma.
Jackson ¶es Murray [2004] p¶eld¶aul (l¶asd a 10. sorsz¶am¶u modelljÄuket) a zi;j =
xi;j=ai;j v¶altoz¶ok szerint minimaliz¶aland¶o

mX

i=1

nX

j=1

(zi;j ¢ ai;j ¡ ai;j)
2 ¢ jai;jj

11L¶asd Umed Temurshoev et al [2011] (l¶asd m¶eg: http://www.wiod.org/publications/
papers/wiod2.pdf)
12Nevezetesen, hogy a z ¢ ln z fÄuggv¶eny minimuma a z = 1=e ¶ert¶ekn¶el van (ahol e a

term¶eszetes alap¶u logaritmus alapja ¶es z k¶epviseli az xi;j=ai;j ar¶anyt, teh¶at a z = 1 helyen
kellene lennie a minimumnak), m¶³g az ¶altala javasolt z ¢ ln(z=e) fÄuggv¶enynek van a z = 1
¶ert¶ekn¶el minimuma.
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c¶elfÄuggv¶enyt alkalmazz¶ak erre a c¶elra a szok¶asos peremfelt¶etelek ¶es a zi;j ¸ 0
nemnegativit¶asi felt¶etelek mellett. A nemnegativit¶asi felt¶eteleket szerepeltet}o
fenti, ¶altaluk ,,el}ojeltart¶o n¶egyzetes elt¶er¶es"-nek nevezett modell ugyan el¶eg
j¶ol megoldhat¶o a rendelkez¶esre ¶all¶o matematikai programoz¶asi sz¶am¶³t¶og¶epes
programcsomagokkal (pl. GAMS), de ezen egyenl}otlens¶eg tartalm¶u felt¶etelek
nem teszik lehet}ov¶e az optim¶alis megold¶as levezet¶es¶et a Lagrange-szorz¶ok
m¶odszer¶evel. Tal¶an ez¶ert is Huang et al [2008] a m¶atrixelemek el}ojelv¶alt¶as¶at
nem ¶³gy, hanem a Lagrange-fÄuggv¶enybe be¶ep¶³tett

M=2 ¢
mX

i=1

nX

j=1

jai;jj ¢ [min(0; zi;j)]
2

taggal akad¶alyozza meg, ahol M egy adott kell}oen nagy pozit¶³v sz¶am.

A Junius ¶es Oosterhaven [2003] ¶altal a negat¶³v elemeket is tartalmaz¶o,
r¶eszben negat¶³v perem}u m¶atrixok kiigaz¶³t¶as¶ara adott sz¶amp¶eld¶an }ok ¶es k¶e-
s}obbi publik¶aci¶ok szerz}oi empirikusan is vizsg¶alt¶ak, hogy az egyes, az illeszke-
d¶es j¶os¶ag¶at m¶er}o (,,assessment") krit¶eriumok szerint melyik becsl¶esi m¶odszer
a jobb. E m¶odszerek kÄozÄul Jackson ¶es Murray [2004] ¶eppen a fenti ,,el}ojeltart¶o
n¶egyzetes elt¶er¶es" modellt tal¶alt¶ak Äosszess¶eg¶eben a legjobbnak.

Hasonl¶ok¶eppen Huang et al [2008] is arra a kÄovetkeztet¶esre jutottak, hogy
az ¶altaluk ,,jav¶³tott normaliz¶alt n¶egyzetes elt¶er¶es"-nek (INSD) nevezett,

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j=ai;j ¡ 1)2 ¢ jai;jj + M=2 ¢
mX

i=1

nX

j=1

jai;j j ¢ [min(0; zi;j)]
2 (7)

k¶eplettel megadott c¶elfÄuggv¶eny teljes¶³tett (¶atlagosan) a legjobban Junius ¶es
Oosterhaven [2003] sz¶amp¶eld¶aj¶an. Ez { a j¶o becsl¶esi eredm¶enyek mellett {
elvileg is al¶at¶amasztja az EU-GTAP projektben ¶altalunk v¶alasztott hasonl¶o
(kvadratikus jelleg}u) c¶elfÄuggv¶eny indokolts¶ag¶at (Rueda { Revesz et al [2016]).
Ahogy Huang et al [2008] r¶amutattak, ¶es ahogy Temurshoev et al [2011] pre-
c¶³zen levezett¶ek, az INSD c¶elfÄuggv¶eny az IGRAS c¶elfÄuggv¶eny¶enek a zi;j = 1
hely kÄorÄuli Taylor-soros fel¶³r¶as¶anak els}o tagja:

jai;j j ¢ (zi;j ¢ ln(zi;j=e)+1) ¼ jai;j j ¢ (0+ zi;j ¢ (zi;j ¡ 2)+1) ¼ jai;jj ¢ (zi;j ¡ 1)2 :

Ez¶ert, ¶es mivel a GRAS-becsl¶esben zi;j ¸ 0, Huang et al [2008] ¶ugy
¶ervelnek, hogy az INSD-m¶odszer hajlamosabb meg}orizni az elemek el}ojel¶et,
mint m¶as, nem-biproporcion¶alis m¶odszerek.

Fentieken ¶es az empirikus tesztel¶esen t¶ul Huang et al [2008] fel¶³rj¶ak az
egyes m¶odszereknek megfelel}o korl¶atozott optimaliz¶al¶asi feladatokhoz tar-
toz¶o Lagrange-fÄuggv¶enyeket, ¶es ezekb}ol levezetik az optim¶alis megold¶asok
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k¶epleteit.13 Az INSD c¶elfÄuggv¶eny eset¶en ezek az al¶abbiak:

zi;j =

(1 ha ai;j = 0
1 + sgn(ai;j) ¢ (¸i + ¿j) ha ez nemnegat¶³v vagy M = 0
0 ha M v¶egtelenhez tart.

(8)

¸i =
³
ui ¡

X

j

ai;j +
X

j

(M ¢ ai;j ¢ min(0; zi;j) ¡ ¿j ¢ jai;jj)
´
=
X

j

jai;j j (8a)

¿j =
³
vj ¡

X

i

ai;j +
X

i

(M ¢ ai;j ¢ min(0; zi;j) ¡ ¸i ¢ jai;jj)
´
=
X

i

jai;j j (8b)

ahol zi;j = xi;j=ai;j , ¸i ¶es ¿j pedig a Lagrange-fÄuggv¶enyben a sor- ¶es oszlop-
ir¶any¶u elt¶er¶esekhez tartoz¶o Lagrange-szorz¶ok.

Konkr¶etan akkor, ha zi;j ¸ 0, azaz ha az ai;j elem nem v¶alt el}ojelet, ¸i ¶es
¿j fenti k¶epletei az al¶abbiakra egyszer}usÄodnek:

¸i =
³
ui ¡

X

j

ai;j ¡
X

j

¿j ¢ jai;j j
´
=

X

j

jai;jj (9)

¿j =
³
vj ¡

X

i

ai;j ¡
X

i

¸i ¢ jai;j j
´
=

X

i

jai;jj (10)

A zi;j meghat¶aroz¶as¶ara szolg¶al¶o (8)-beli k¶eplet kÄoz¶eps}o r¶esz¶eb}ol l¶atszik,
hogy ekkor pozit¶³v ai;j elemek eset¶eben hozz¶aadni, negat¶³v elemekn¶el pedig
levonni kell a Lagrange-szorz¶okat.

A (8) kÄoz¶eps}o egyenlet¶et ai;j-vel beszorozva

xi;j = zi;j ¢ ai;j = ai;j + ai;j ¢ sgn(ai;j) ¢ (¸i + ¿j) ; (11)

majd bevezetve a di;j = xi;j ¡ ai;j jelÄol¶est, mindk¶et oldal¶ab¶ol ai;j-t levonva
¶es ¯gyelembe v¶eve, hogy ai;j ¢ sgn(ai;j) = jai;j j, a

di;j = xi;j ¡ ai;j = jai;jj ¢ (¸i + ¿j) (12)

ÄosszefÄugg¶es ad¶odik a Lagrange-szorz¶ok ¶es a m¶atrix elemeinek (optim¶alis) v¶al-
toz¶asa kÄozÄott.

A (9) ¶es (10) egyenletekb}ol pedig azt l¶atjuk, hogy e szorz¶ok egym¶ast¶ol
fÄuggenek, valamint fÄuggenek az adott ai;j elem sorir¶any¶u illetve oszlopir¶any¶u
abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶es¶et}ol is.

¶Erdemes megjegyezni, hogy hasonl¶oan a RAS-m¶odszerhez (amelynek meg-
old¶as¶aban a sorok ¶es az oszlopok (Lagrange-) szorz¶oi csoportonk¶ent egym¶assal
ford¶³tott ar¶anyban, csoporton belÄul egys¶egesen, de b¶armily ar¶anyban ar¶anyo-
san v¶altozhatnak) a (12) k¶epletb}ol l¶atszik, hogy ugyanarra a becsl¶esre vezet,

13B¶ar hib¶asan, az ¶altaluk megadott els}orend}u felt¶etelek akkor ¶alln¶anak fenn, ha a La-
grange-fÄuggv¶enyben a korl¶atokt¶ol val¶o elt¶er¶esek ford¶³tott el}ojellel lenn¶enek fel¶³rva. Ezt
k¶es}obb Temurshoev et al. [2011] jav¶³tj¶ak, de }ok se indokolj¶ak a c¶elfÄuggv¶eny megfelez¶es¶et
a Lagrange-fÄuggv¶eny k¶epz¶es¶en¶el, ami egy¶ebk¶ent a peremekt}ol val¶o elt¶er¶eseket bÄuntet}o
fÄuggv¶eny k¶etszeres s¶ullyal val¶o besz¶am¶³t¶as¶aval egyen¶ert¶ek}u.
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ha egy tetsz}oleges ' ¶ert¶eket v¶alasztva ¸i hely¶ere ¸i + ' ¶ert¶eket, ¿j hely¶ere
pedig ¿j ¡ ' ¶ert¶eket adunk meg, s}ot tov¶abbra is kiel¶eg¶³tik a (8), (9), (10)
els}orend}u felt¶eteleket is. Teh¶at ilyen ¶ertelemben, ha van egy megold¶as, akkor
v¶egtelen sok van, csak am¶³g a ,,multiplikat¶³v" RAS eset¶eben a Lagrange-szor-
z¶okban a szabads¶agfok egy ar¶anyoss¶agi t¶enyez}oben jelentkezik, addig az INSD
eset¶eben ez egy addit¶³v komponensben.

Mivel a Huang et al [2008] ¶altal t¶argyalt ¶altal¶anos (el}ojelv¶alt¶ast megtilt¶o)
esetben a (8), (9), (10) egyenletrendszer szimult¶an (¸i ¶es ¿j fÄuggenek zi;j -t}ol

¶es ford¶³tva), megold¶as¶ara egy iter¶aci¶os algoritmust javasolnak z
(0)
i;j = 1, ¸

(0)
i =

0, ¿
(0)
j = 0 indul¶o¶ert¶ekekkel. Az ¶altalunk t¶argyalt, el}ojelv¶alt¶ast megenged}o

esetben azonban ¸i ¶es ¿j csak egym¶ast¶ol fÄuggenek, ¶es a Huang et al [2008]
¶altal javasolt iter¶aci¶os algoritmus nem rekurz¶³van ¶ertelmezett v¶altozat¶anak
els}o l¶ep¶es¶eben a (9) ¶es (10) k¶epletek alapj¶an a Lagrange-szorz¶ok a

¸(1)
i = gi=

X

j

jai;j j (13)

¿
(1)
j = hj=

X

i

jai;jj (14)

k¶epletekkel hat¶aroz¶odnak meg, ahol bevezettÄuk a gi = ui ¡ P
j ai;j ¶es hj =

vj¡
P

i ai;j jelÄol¶eseket az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszesenek elt¶er¶es¶ere az A m¶atrix
megfelel}o sor- ¶es oszlopÄosszesenjeit}ol.

Legyen S = jAj, ahol jAj az a m¶atrix, amely A elemeinek abszol¶ut ¶ert¶ekeit
tartalmazza, w = 1TS, q = S1, valamint R = q̂¡1S ¶es C = Sŵ¡1 az S
sor- illetve oszlopir¶any¶u megoszl¶asait tartalmaz¶o m¶atrixok. A (13) ¶es (14)
k¶epletnek (12)-be val¶o behelyettes¶³t¶es¶evel azt kapjuk, hogy az els}o iter¶aci¶os
l¶ep¶esben a m¶atrix elemei a

d(1)
i;j = jai;jj ¢ (¸(1)

i + ¿ (1)
j ) = gi ¢ jai;jj=

X

j

jai;j j + hj ¢ jai;jj=
X

i

jai;j j =

= gi ¢ ri;j + hj ¢ ci;j

(15)
m¶ert¶ekben v¶altoznak meg. Ez teh¶at azt jelenti, hogy az els}o iter¶aci¶o a sorok,
illetve oszlopok szÄuks¶eges kiigaz¶³t¶as¶at ¶eppen az egyes ai;j elemek sorir¶any¶u,
illetve oszlopir¶any¶u abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶es¶enek ar¶any¶aban sz¶etosztva v¶egzi
el. FigyeljÄuk meg, hogy ez az els}o iter¶aci¶os l¶ep¶es a kiigaz¶³t¶ast Äosszess¶eg¶eben
dupl¶an v¶egezn¶e el, a kapott m¶atrix mindÄosszesenje

mX

i=1

nX

j=1

d
(1)
i;j =

mX

i=1

gi +
nX

j=1

hj

k¶eplet¶eben mind a
Pm

i=1 gi, mind a
Pn

j=1 hj tag Äonmag¶aban biztos¶³tan¶a,
hogy a m¶atrix mindÄosszesenje az el}o¶³rt legyen.

A kÄozben bevezetett jelÄol¶esekkel a Lagrange-szorz¶ok (v¶egs}o) ¶ert¶ekeit meg-
hat¶aroz¶o (9) egyenleteket qi =

P
j jai;j j-vel, a (10) egyenleteket pedig wj =
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P
i jai;jj-vel beszorozva a

¸i ¢ qi = gi ¡
X

j

¿j ¢ si;j (16)

¿j ¢ wj = hj ¡
X

i

¸i ¢ si;j (17)

alakra egyszer}usÄodnek. M¶atrixalgebrai jelÄol¶esekkel (16) ¶es (17) a

·
q̂ S
ST ŵ

¸ ·
¸
¿

¸
=

·
g
h

¸
(18)

inhomog¶en line¶aris egyenletrendszerben foglalhat¶o Äossze, ahol ¸, ¿ , g ¶es h
rendre a ¸i, ¿j; gi ¶es hj elemekb}ol k¶epzett oszlopvektorok.

Mivel 1T g = 1Th, valamint q̂1 = q = S1 ¶es ŵ1 = w = ST1, fenn¶all,
hogy ·

q̂ S
ST ŵ

¸ ·
1

¡1

¸
=

·
0
0

¸
(19)

azaz a tov¶abbiakban S¤-gal jelÄolt

·
q̂ S
ST ŵ

¸
(egy¶ebk¶ent l¶athat¶oan szimmet-

rikus) m¶atrix szingul¶aris (sorai, illetve oszlopai ÄosszefÄugg}ok). Ez¶ert a (18)
egyenletrendszer nem oldhat¶o meg az S¤ (nem l¶etez}o) inverz¶evel balr¶ol val¶o
beszorz¶as¶aval, hanem (legal¶abb) egy v¶altoz¶ot ki kell fejezni a tÄobbivel, ¶es el
kell hagyni az egyenletrendszer hozz¶a tartoz¶o (azonos sorsz¶am¶u) egyenlet¶evel
egyÄutt. V¶egÄul az (m + n ¡ 1) egyenletb}ol ¶es v¶altoz¶ob¶ol ¶all¶o reduk¶alt egyen-
letrendszert lehet megoldani a reduk¶alt egyÄutthat¶om¶atrix inverz¶evel balr¶ol
val¶o beszorz¶as¶aval.

3.1 Az el}ojelv¶alt¶ast megenged}o m¶odszerekr}ol

A negat¶³v elemeket is tartalmaz¶o m¶atrixok elemeinek becsl¶es¶en¶el el}ofordulha-
t¶o el}ojelv¶alt¶ast kor¶abban ¶ertelemszer}uen igyekeztek elkerÄulni (m¶ar csak az¶ert
is, mert negat¶³v zi;j eset¶en a c¶elfÄuggv¶enyk¶ent de¯ni¶alt, az entr¶opia-modellek-
ben szok¶asosan haszn¶alt logaritmus fÄuggv¶eny nincs ¶ertelmezve), s el}ojeltar-
t¶o (,,sign-preserving") algoritmusokat kidolgozni. Azonban el}ofordulhatnak
olyan esetek is, amikor az el}o¶³rt peremek olyanok, hogy az ai;j ¶es xi;j elemek
el}ojele kÄulÄonbÄoz}o kell, hogy legyen.

Lemelin [2009] egy ilyen esetet is bemutat a cikk¶eben. MikÄozben igyekszik
kiterjeszteni ¶es tesztelni a GRAS- ¶es a Kullback { Leibler [1951]-f¶ele kereszt-
entr¶opia becsl¶esi m¶odszereket z¶erus-perem}u m¶atrixokra, Junius ¶es Ooster-
haven sz¶amp¶eld¶aj¶anak m¶atrix¶at el}oszÄor mint nett¶o vil¶agkereskedelmi m¶atrixot
¶ertelmezi ¶at, ahol az inkonzisztens kiindul¶o adatok A m¶atrix¶anak ai;j ele-
me mutatja a j-edik orsz¶ag nett¶o exportj¶at az i-edik term¶ekb}ol, ¶es amely-
nek becsÄult X m¶atrix¶anak mind a sorÄosszesenjei, mind az oszlopÄosszesenjei
z¶erusok kell, hogy legyenek, majd mint nemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok
m¶atrix¶at, ahol az inkonzisztens kiindul¶o adatok A m¶atrix¶anak ai;j eleme
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mutatja a j-edik orsz¶ag nett¶o kÄovetel¶es¶et az i-edik befektet¶esi eszkÄozb}ol, ¶es
amely becsÄult X m¶atrixa sorÄosszesenjeinek ugyancsak z¶erusnak kell lenniÄuk,
de az egyes oszlopÄosszesenek negat¶³v ¶ert¶ek¶et teszi szÄuks¶egess¶e. Ez ut¶obbi eset-
ben Lemelin a m¶atrix eredetileg pozit¶³v elemekb}ol ¶all¶o 2. oszlop¶anak el}o¶³rt
Äosszeg¶et sz¶and¶ekosan negat¶³v ¶ert¶ekkel hat¶arozza meg, hogy kik¶enyszer¶³tse
egyes elemek el}ojelv¶alt¶as¶at, ¶es ezen tesztelhesse Kullback ¶es Leibler, valamint
Junius ¶es Oosterhaven erre az esetre Lemelin ¶altal n¶emik¶eppen m¶odos¶³tott
GRAS- illetve kereszt-entr¶opia m¶odszer¶et.

Az indul¶om¶atrix ¶es az elv¶art peremek konkr¶etan az 1. t¶abl¶azatban szerepl}o
¶ert¶ekek voltak.

1. orsz¶ag 2. orsz¶ag 3. orsz¶ag 4. orsz¶ag ÄOsszesen El}o¶³rt Äosszesen
1. p.Äu. eszkÄoz 7 3 5 -3 12 0
2. p.Äu. eszkÄoz 2 9 8 1 20 0
3. p.Äu. eszkÄoz -2 0 2 1 1 0
ÄOsszesen 7 12 15 -1
El}o¶³rt Äosszesen 9 -16 17 -10

1. t¶abl¶azat. NemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok m¶atrix¶anak kiindul¶o ¶ert¶eke

A kereszt-entr¶opia m¶odszerrel becsÄult m¶atrix a 2. t¶abl¶azat szerinti lett.

P¶enzÄugyi eszkÄoz 1. orsz¶ag 2. orsz¶ag 3. orsz¶ag 4. orsz¶ag ÄOsszesen El}o¶³rt Äosszesen
1. p.Äu. eszkÄoz 27495.1 -36579.2 24854.4 -15770.3 0 0
2. p.Äu. eszkÄoz -11049.5 36563.2 -34936.8 9423.2 0 0
3. p.Äu. eszkÄoz -16436.5 0 10099.5 6337.1 0 0
ÄOsszesen 9 -16 17 -10
El}o¶³rt Äosszesen 9 -16 17 -10

2. t¶abl¶azat. NemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok kereszt-entr¶opia modellel becsÄult m¶atrixa

Lemelin a kereszt-entr¶opia m¶odszer nyilv¶anval¶oan irre¶alis eredm¶enyeit az-
zal magyar¶azza, hogy a m¶odszer igyekszik meg}orizni a m¶atrix elemeinek ar¶a-
nyait, ¶³gy ha ak¶ar csak kis oszlopÄosszegeket kell korrig¶alni nagyobb ar¶anyban,
akkor a hozz¶ajuk tartoz¶o oszlop elemeket is azonos nagy ar¶anyban m¶odos¶³tja
(a RAS-hoz hasonl¶oan).

Lemelin [2009] a GRAS-m¶odszerrel a 3. t¶abl¶azatbeli becsl¶est kapta (l¶asd
a cikke 8. t¶abl¶azat¶at).

1. orsz¶ag 2. orsz¶ag 3. orsz¶ag 4. orsz¶ag ÄOsszesen El}o¶³rt Äosszesen
1. p.Äu. eszkÄoz 17,07 -23,44 18,65 -12,28 0 0
2. p.Äu. eszkÄoz -2,49 7,44 -6,52 1,58 0 0
3. p.Äu. eszkÄoz -5,57 0 4,87 0,71 0 0
ÄOsszesen 9 -16 17 -10
El}o¶³rt Äosszesen 9 -16 17 -10

3. t¶abl¶azat. NemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok GRAS-modellel becsÄult m¶atrixa

Lemelin a k¶et m¶odszerrel kapott eredm¶enyeket Äosszevetve meg¶allap¶³tja,
hogy a m¶odos¶³tott GRAS-m¶odszere jobbnak bizonyult, mint a kereszt-ent-
r¶opia m¶odszer. Sajnos nem vizsg¶alta a kvadratikus jelleg}u c¶elfÄuggv¶enyekkel
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kaphat¶o megold¶asokat, pedig azok magukt¶ol ¶ertet}od}oen megengedik az el}o-
jelv¶alt¶asokat. Erre a kÄovetkez}o alfejezetben m¶eg visszat¶erÄunk.

Lenzen [2014] miut¶an els}osorban a (az ¶AKM-ekben kÄulÄon oszlopban meg-
jelen}o) k¶eszletv¶altoz¶asok kapcs¶an bemutatja, hogy a k¶eszletv¶altoz¶asok milyen
okokb¶ol, mely term¶ekekb}ol ¶es milyen gyakoris¶aggal v¶altoznak, ¶altal¶aban is
megford¶³tja az el}ojelv¶alt¶as addigi negat¶³v min}os¶³t¶es¶et, ¶es er¶enyk¶ent hangs¶u-
lyozza, hogy ha kell, adott esetben a becsl¶esi elj¶ar¶as meg tudja ford¶³tani a
m¶atrix elemeinek el}ojel¶et.

3.2 Az addit¶³v RAS m¶odszer

A z¶erus (vagy z¶erus-kÄozeli) elv¶art peremek, illetve szerencs¶etlen helyen ¶es
nagys¶agrendben megjelen}o negat¶³v elemeket tartalmaz¶o indul¶om¶atrix eset¶e-
ben haszn¶alhatatlan RAS-m¶odszert egy olyan iter¶aci¶os algoritmusra m¶odo-
s¶³tottam (R¶ev¶esz [2001]), hogy szorz¶as helyett el}oszÄor a sorÄosszegekben az
elv¶artt¶ol val¶o elmarad¶ast kell sz¶etosztani a indul¶om¶atrix adott sor¶aban lev}o
elemek kÄozÄott az abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶esÄuk ar¶any¶aban a

x
(1)(r)
i;j = ai;j + g

(1)
i ¢ ri;j (20)

k¶eplet alapj¶an (ahol g
(1)
i = gi), majd oszlopir¶anyban is hasonl¶o kiigaz¶³t¶ast

kell v¶egrehajtani a

x(1)
i;j = x(1)(r)

i;j + h(1)
j ¢ ci;j (21)

k¶eplet alapj¶an, ahol h
(1)
j = vj ¡ P

i x
(1)(r)
i;j .

¶Altal¶aban az n-edik iter¶aci¶o (amely teh¶at az n-edik sorir¶any¶u ¶es n-edik
oszlopir¶any¶u kiigaz¶³t¶as l¶ep¶eseit tartalmazza) a

x
(n)(r)
i;j = x

(n¡1)
i;j + g

(n)
i ¢ ri;j (22)

(ahol g
(n)
i = ui ¡ P

j x
(n¡1)
i;j ), illetve

x
(n)
i;j = x

(n)(r)
i;j + h

(n)
j ¢ ci;j (23)

k¶epletekkel ¶³rhat¶o fel, ahol h
(n)
j = vj ¡ P

i x
(n)(r)
i;j . Ennek alapj¶an az els}o n

iter¶aci¶o ut¶an az egyes elemek d
(n)
i;j = x

(n)
i;j ¡ ai;j Äosszes addigi m¶odosul¶asa a

d
(n)
i;j =

nX

k=1

(g
(k)
i ¢ ri;j + h

(k)
j ¢ ci;j) = ri;j ¢

nX

k=1

g
(k)
i + ci;j ¢

nX

k=1

h
(k)
j (24)

k¶eplettel ¶³rhat¶o fel. Ha az elj¶ar¶as konvergens, akkor nyilv¶anval¶oan a d
(§)
i;j

hat¶ar¶ert¶ekre a
d(§)

i;j = ri;j ¢ g(§)
i + ci;j ¢ h(§)

j (25)

¶all fenn, ahol g(§)
i = limn!1 g(n)

i ¶es h(§)
j = limn!1 h(n)

j .
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Mivel a konvergencia nyilv¶an csak az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszesenekhez
tÄort¶enhet (kÄulÄonben az elj¶ar¶as tov¶abb m¶odos¶³t az elt¶er¶esek sz¶etoszt¶as¶aval), a
(25) egyenletet j-re Äosszegezve a

gi =
X

j

d
(§)
i;j =

X

j

(ri;j ¢ g
(§)
i + ci;j ¢ h(§)

j ) = g
(§)
i ¢

X

j

(ri;j + ci;j ¢ h
(§)
j ) =

= g
(§)
i +

X

j

ci;j ¢ h
(§)
j

(26)
illetve i-re Äosszegezve a

hi =
X

i

d
(§)
i;j =

X

i

(ri;j ¢ g
(§)
i + ci;j ¢ h

(§)
j ) =

X

j

ri;j ¢ g(§)
i + h

(§)
j ¢

X

i

ci;j =

=
X

j

ri;j ¢ g(§)
i + h

(§)
j

(27)

felt¶etelekhez jutunk a g(§)
i ¶es h

(§)
j ez id¶aig ismeretlen ¶ert¶ekeire. A (26) ¶es

(27) egyenleteket m¶atrixalgebrai form¶aban rendre a

g = g(§) + Ch(§) = q̂q̂¡1g(§) + Sŵ¡1h(§) (28)

h = RTg(§) + h(§) = ST q̂¡1g(§) + ŵŵ¡1h(§) (29)

form¶aban ¶³rhatjuk fel, ahol g(§) ¶es h(§) a g
(§)
i , illetve h

(§)
j elemekb}ol k¶epzett

oszlopvektorokat jelentik. A (28) ¶es (29) egyenleteket a
·

q̂ S
ST ŵ

¸ ·
q̂¡1 g(§)

ŵ¡1 h(§)

¸
=

·
g
h

¸
(30)

inhomog¶en line¶aris egyenletrendszerben foglalhatjuk Äossze. ÄOsszevetve ezt
a kapott egyenletrendszert a (18) egyenletrendszerrel, l¶athat¶o, hogy mind
az egyÄutthat¶om¶atrixuk, mind a konstans vektoruk azonos. Teh¶at a (18) ¶es
(30) egyenletrendszernek azonosak a megold¶asai is. Teh¶at ha a ¸, ¿ a (18)
megold¶asa, akkor a q̂¡1g(§) = ¸ ¶es ŵ¡1h(§) = ¿ ÄosszefÄugg¶eseknek eleget
tev}o

g(§) = q̂¸ (31)

h(§) = ŵ¿ (32)

g(§) ¶es h(§) vektorok a megold¶asa a (30) egyenletrendszernek. Az ¶³gy kapott
¶ert¶ekeket behelyettes¶³tve a (25) egyenletbe a

d
(§)
i;j = ri;j ¢ qi ¢ ¸i + ci;j ¢ wj ¢ ¿j = si;j ¢ ¸i + si;j ¢ ¿j = jai;jj ¢ (¸i + ¿j) (33)

ÄosszefÄugg¶es ad¶odik az addit¶³v-RAS algoritmus ered}o cellam¶odos¶³t¶asaira. Ez
pedig ¶eppen megegyezik a Huang et al [2008] ¶altal levezetett INSD-m¶odszer
(12) k¶epletben tal¶alhat¶o (optim¶alis) megold¶as¶aval.

Teh¶at bizony¶³tottuk, hogy az addit¶³v-RAS algoritmus eredm¶enye azonos
az INSD-m¶odszer¶evel abban az esetben, ha a m¶atrix elemei nem v¶altanak
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el}ojelet. Szerencs¶ere az el}ojelv¶alt¶as csak az elv¶art ¶es t¶enyleges perem¶ert¶ekek
extr¶em ar¶anyai eset¶eben fordulhat el}o. Ugyanis (mivel az abszol¶ut¶ert¶ek-r¶esze-
sed¶esek kisebbek a r¶eszesed¶esekn¶el) hacsak az elv¶art ¶es t¶enyleges perem¶ert¶e-
kek ar¶anyai nem csÄokkennek -100% al¶a, akkor az iter¶aci¶o biztosan nem vezet
a m¶atrix elemeinek el}ojelv¶alt¶as¶ahoz. S}ot, ¶altal¶aban m¶eg enn¶el extr¶emebb
ar¶anyokn¶al sem. Mindenesetre extr¶emebb ar¶anyok eset¶en megk¶erd}ojelez}odik
a referencia m¶atrix haszn¶alhat¶os¶aga, azaz, hogy a keresett m¶atrix szerkezete
t¶enyleg k¶epes-e meg}orizni az eredeti m¶atrix szerkezet¶et.

A fenti ,,abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶esek kisebbek a r¶eszesed¶esekn¶el" meg¶alla-
p¶³t¶as n¶emi pontos¶³t¶asra szorul. Ugyanis ez akkor igaz, ha ugyanazon vektor
elemeib}ol sz¶am¶³t¶odnak. A fentebb bemutatott algoritmus eset¶eben azonban
az abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶esek mindig az indul¶om¶atrix ai;j elemeib}ol sz¶am¶³-

t¶odnak, mikÄozben az aktu¶alis r¶eszesed¶esek a mindenkori x(n)(r)
i;j , illetve x(n)

i;j

m¶atrixok elemeib}ol. ¶Igy ha valamilyen okn¶al fogva ez ut¶obbiak ar¶anyai jelen-
t}osen elt¶ernek az eredeti m¶atrix¶et¶ol, akkor el}ofordulhat, hogy az addit¶³v-RAS
algoritmus el}ojelet v¶alt. Ett}ol persze m¶eg konverg¶alhat, ¶es eg¶esz ¶esszer}unek
l¶atsz¶o eredm¶enyekre is vezethet, de nem garant¶alhat¶o, hogy valamilyen szo-
k¶asos optimumkrit¶erium (t¶avols¶agmetrika) alapj¶an a legjobb becsl¶est adja.

Ha teh¶at az addit¶³v-RAS algoritmus el}ojelv¶alt¶ast eredm¶enyez, ¶es ez¶altal
matematikai tulajdons¶agai ¶ugyis ¶atl¶athattalann¶a v¶alnak, akkor m¶ar ¶erdemes
az algoritmust egy technikailag csek¶ely m¶odos¶³t¶assal haszn¶alni. Nevezete-
sen az abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶eseket is { a RAS-algoritmus szorz¶oi logik¶aj¶ahoz

hasonl¶oan { a mindenkori x(n)(r)
i;j illetve x(n)

i;j m¶atrixok (pontosabban mivel

elt¶ernek az eredeti addit¶³v-RAS algoritmus¶et¶ol, ez¶ert jelÄoljÄuk ezeket ~x
(n)(r)
i;j -

vel illetve ~x
(n)
i;j -vel) ar¶any¶aban sz¶etosztani. Teh¶at az n-edik iter¶aci¶os l¶ep¶es

(22)-(23) k¶epletei a kÄovetkez}okre m¶odosulnak:

~x
(n)(r)
i;j = ~x

(n¡1)
i;j + g

(n)
i ¢ r(n)

i;j ; (34)

ahol r(n)
i;j = j~x(n¡1)

i;j j= P
j j~x(n¡1)

i;j j, illetve

~x(n)
i;j = ~x(n)(r)

i;j + h(n)
j ¢ c(n)

i;j ; (35)

ahol c(n)
i;j = j~x(n)(r)

i;j j=P
i j~x(n)(r)

i;j j.
¶Altal¶aban is az addit¶³v RAS m¶odszer ¶altal¶anos k¶epleteib}ol (l¶asd a (22)-

(23), illetve (34)-(35) egyenleteket) l¶athat¶o, hogy mivel
P

j ri;j =
P

j r
(n)
i;j =

P
i ci;j =

P
i c(n)

i;j = 1 de¯n¶³ci¶oszer}uen, ez¶ert

X

j

x(n)(r)
i;j =

X

j

~x(n)(r)
i;j = ui ;

X

i

x(n)
i;j =

X

i

~x(n)
i;j = vj ;

azaz az el}o¶³rt peremfelt¶etelek teljesÄulnek.
Term¶eszetesen nemnegat¶³v elemek eset¶en mind az eredeti, mind a m¶odo-

s¶³tott addit¶³v-RAS iter¶aci¶os l¶ep¶esei pontosan ugyanazt adj¶ak, mint a hagyo-
m¶anyos RAS-algoritmus, azaz megold¶asaik is azonosak.
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Az el}obb elmondottak alapj¶an egyel}ore (kÄolt}oi) k¶erd¶es, hogy a v¶egered-
m¶enyben kapott ~xi;j m¶atrix a fentiekben t¶argyaltakon t¶ul milyen matematikai
tulajdons¶ag¶u, mennyire j¶ol illeszkedik a kiindul¶o m¶atrixhoz vagy egy, az el}oz}o
bekezd¶esben v¶azolt kiigaz¶³tott kiindul¶o m¶atrixhoz. A fent igazolt matemati-
kai tulajdons¶agait¶ol eltekintve azt mondhatjuk, hogy a m¶odos¶³tott addit¶³v-
RAS algoritmus olyan, mint egy term¶eszetgy¶ogy¶asz k¶esz¶³tm¶eny, megfelel}oen
hat, de a hat¶asmechanizmusa ¶es az alkalmazhat¶os¶agi/hat¶ekonys¶agi kÄorÄulm¶e-
nyei nem minden tekintetben tiszt¶azottak. Val¶osz¶³n}uleg ilyesf¶el¶ek miatt nem
keltette fel eddig a matematikusok ¯gyelm¶et, ¶es ¶³gy a m¶odszer matematikai
tulajdons¶againak r¶eszletesebb, prec¶³z diszkusszi¶oja teh¶at m¶eg h¶atravan, ¶es
sz¶amos ¶erdekes ÄosszefÄugg¶est t¶arhat fel.

Szerencs¶ere az eddigi, tÄobb mint 25 ¶eves tapasztalataink alapj¶an ¶altal¶aban
az addit¶³v-RAS-m¶odszernek mind a konvergenci¶aja el¶eg gyors, mind az illesz-
ked¶ese rendk¶³vÄul j¶o. De, hogy ne a saj¶at sz¶amp¶eld¶ankkal ¶erz¶ekeltessÄuk ezt,
tekintsÄuk a Huang et al [2008] cikk sz¶amp¶eld¶aj¶at.

Term¶eszetesen az addit¶³v-RAS-t nem tartalmazza a Huang et al [2008]
cikk, ¶³gy a r¶a vonatkoz¶o sz¶am¶³t¶asokat mi v¶egeztÄuk el. Mindenesetre az ad-
dit¶³v-RAS megold¶asnak a Huang ¶altal prefer¶alt AIL (average information
loss) illeszked¶esi mutat¶oja ugyanakkor¶anak ad¶odott (11,28), mint az ¶altala
legjobbnak tartott INSD-m¶odszer eredm¶eny¶e¶e, s}ot t¶enyleg a m¶atrix minden
elem¶ere pontosan azonos becsl¶est adott az addit¶³v-RAS m¶odszer ¶es az INSD-
c¶elfÄuggv¶ennyel sz¶am¶³tott m¶odszer.

Noha az el}ojelv¶alt¶asok eset¶eben az addit¶³v-RAS illetve az INSD-becsl¶es
matematikai tulajdons¶agair¶ol a Huang et al [2008] ¶altal mondottakon t¶ul
kev¶es konkr¶etumot tudunk mondani, mind az eredeti, mind a m¶odos¶³tott
addit¶³v-RAS algoritmusok a Lemelin [2009] ¶altal konstru¶alt sz¶amp¶eld¶ara is
kiv¶al¶o eredm¶enyt adtak. Az eredm¶enyek a 4. t¶abl¶azatban l¶athat¶ok.

1. orsz¶ag 2. orsz¶ag 3. orsz¶ag 4. orsz¶ag ÄOsszesen El}o¶³rt Äosszesen
1. p.Äu. eszkÄoz 7,89 -4,42 5,10 -8,58 0 0
2. p.Äu. eszkÄoz 2,62 -11,58 9,64 -0,67 0 0
3. p.Äu. eszkÄoz -1,52 0,00 2,27 -0,75 0 0
ÄOsszesen 9 -16 17 -10
El}o¶³rt Äosszesen 9 -16 17 -10

4. t¶abl¶azat. NemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok addit¶³v-RAS modellel becsÄult m¶atrixa

A fenti t¶abl¶azatot Äosszevetve az el}oz}o alfejezetben m¶ar bemutatott indu-
l¶om¶atrixszal l¶athat¶o, hogy szinte minden elem a el}o¶³rt peremek el¶er¶es¶ehez
szÄuks¶eges v¶altoz¶asok ir¶any¶aban v¶altozott meg, ¶es a v¶altoz¶asok relat¶³v nagy-
s¶aga is kiel¶eg¶³t}o. Felh¶³vjuk a ¯gyelmet arra, hogy a m¶odszerÄunk nem haszn¶al
semmif¶ele Äonk¶enyes normaliz¶al¶ast.

Lemelin [2009] 8. t¶abl¶azat¶aban (¶altalunk fentebb a 3. t¶abl¶azatban) szerep-
l}o javasolt megold¶as¶aval Äosszehasonl¶³tva az eredm¶enyeinket, vil¶agosan l¶athat¶o,
hogy az addit¶³v-RAS megold¶as egy¶ertelm}uen jobb, kÄulÄonÄosen az a2;1 elemet
tekintve, valamint Lemelin megold¶as¶aban az eg¶esz 2. ¶es 4. oszlopot n¶ezve,
ahol rejt¶elyes, hogy mi¶ert emelkedett k¶et elem, ha mind a hozz¶ajuk tartoz¶o
sorÄosszegeknek, mind az oszlopÄosszegeknek csÄokkeniÄuk kellett.
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A MAD (mean average deviation) ¶ert¶ekek kisz¶am¶³t¶as¶aval pr¶ob¶altuk kimu-
tatni a Lemelin-cikk megold¶as¶anak, valamint az eredeti ¶es a m¶odos¶³tott ad-
dit¶³v-RAS algoritmus megold¶as¶anak az illeszked¶esi ,,pontoss¶ag¶at". A Lemelin
vs. addit¶³v-RAS-megold¶asok kÄozÄott persze e n¶elkÄul is l¶atv¶anyos volt a kÄulÄonb-
s¶eg ¶es az addit¶³v RAS-becsl¶es abszol¶ut fÄol¶enye, amit a MAD ¶ert¶ek is f¶enyesen
igazol (Lemelin GRAS-megold¶as¶aban 7,28, az addit¶³v-RAS-n¶al pedig 3,42).
Az eredeti- ¶es m¶odos¶³tott addit¶³v-RAS sz¶am¶³t¶as MAD-je kÄozÄott kicsi a kÄu-
lÄonbs¶eg, a m¶odos¶³tott addit¶³v-RAS-¶e kicsit magasabb (3,47).

3.3 A 2010. ¶evi EU-¶AKM-eket a GTAP-¶agazati bon-
t¶asban becsl}o modell

A gyakorlati alkalmaz¶asi ¶es ¶altal¶anos¶³t¶asi lehet}os¶egek ¶erz¶ekeltet¶es¶ere ebben
az alfejezetben egy olyan friss kutat¶asi projektr}ol lesz sz¶o, amelyben a m¶atrix-
kiigaz¶³t¶asi feladatot a fentiekn¶el ¶altal¶anosabban kellett megfogalmaznunk, ¶es
a megold¶as¶an¶al a probl¶ema kÄozgazdas¶agi-gazdas¶agstatisztikai vonatkoz¶asait
szem el}ott tartva kÄulÄonf¶ele szakmai fog¶asokat kellett c¶elszer}uen kombin¶alnunk.

Az ¶un. EU-GTAP projekt keret¶eben (l¶asd Rueda et al (2016) a EU-GTAP
project - ¯nal report-161005.pdf ¯le-ban) az Eur¶opai Bizotts¶ag Kereskedelmi
F}oigazgat¶os¶aga (DG Trade) megb¶³z¶as¶ab¶ol a KÄozÄos Kutat¶o KÄozpont (JRC) az
Eurostat kÄozvet¶³t}oi, m¶odszertani ellen}orei ¶es a GTAP-konzorcium14 szak¶ert}oi
seg¶³ts¶eg¶evel el}oszÄor az EU-orsz¶agoknak az SNA2008 (l¶asd Eurostat [2008])
m¶odszertana ¶es ¶agazati bont¶asa szerinti 2010. ¶evi ¶Agazati Kapcsolati M¶erle-
geit (¶AKM-eit) ¶es term¶ekad¶o m¶atrixait ¶all¶³tott¶ak el}o egys¶eges szerkezetben
(bele¶ertve a hi¶anyz¶o ¶AKM-eknek a becsl¶es¶et is, ¶es a nett¶o term¶ekad¶o m¶at-
rixoknak a f}obb ad¶o- ¶es t¶amogat¶asok szerinti bont¶as¶at is { becsl¶esekkel {
elv¶egezve). Ezut¶an az¶³gy kapott ,,Eurostat-szerkezet}u" ¶AKM-eket ¶es a hozz¶a-
juk tartoz¶o term¶ekad¶o m¶atrixokat transzform¶alva (els}osorban a b¶any¶aszatot,
az ¶elelmiszer-ital-doh¶anyipart, a textil-ruh¶azati ipart, a koh¶aszatot, valamint
a villamosenergia-g¶az-h}oszolg¶altat¶ast dezaggreg¶alva) a GTAP-adatb¶azis 57
¶agazat¶ara el}o¶all¶³tott¶ak mind alap¶aron, mind felhaszn¶al¶oi ¶aron a term¶ek(cso-
portos) bont¶as¶u EU-GTAP ¶AKM-eket. Az eredm¶enyeket a GTAP vil¶agmodell
adatb¶azis 9.2-es verzi¶oj¶aba ¶ep¶³tett¶ek be.

E projekt keret¶eben is sor kerÄult az addit¶³v-RAS m¶odszer alkalmaz¶as¶ara.
Spanyolorsz¶agra ¶all¶³t¶olag l¶etezik a nett¶o term¶ekad¶o m¶atrix, de titkos¶³tva van.
Ez¶ert az addit¶³v-RAS k¶etir¶any¶u ar¶anyos¶³t¶asi m¶odszerrel becsÄultÄuk a 2010. ¶evi
Felhaszn¶al¶as t¶abl¶at haszn¶alva referenciam¶atrixk¶ent15. Ez az Äosszehasonl¶³t¶as-

14Err}ol a vil¶agmodellez¶esi adatb¶azissal foglalkoz¶o szervezetr}ol l¶asd a honlapjukat
(www.gtap.org)
15Ez azokban a sorokban minden elemre negat¶³v nett¶o term¶ekad¶ot becsÄult, ahol a

sorÄosszesen, azaz az adott term¶eken lev}o Äosszes term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege
(nett¶o term¶ekad¶o) negat¶³v volt (p¶eld¶aul a mez}ogazdas¶ag, b¶any¶aszat ¶es sz¶arazfÄoldi kÄozle-
ked¶es eset¶eben). Hasonl¶oan, azon ¶agazat (konkr¶etan az ¶elelmiszeripar) oszlop¶aban, amely-
nek az inputjain Äosszess¶eg¶eben negat¶³v volt a term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege,
szint¶en minden elemre negat¶³v (vagy z¶erus) term¶ekad¶ot becsÄult az addit¶³v-RAS m¶odszer.
Ezzel szemben a RAS-m¶odszer a negat¶³v perem}u sorok ¶es negat¶³v perem}u oszlopok ta-
l¶alkoz¶asi pontj¶aban (cell¶aj¶aban) pozit¶³v (!) nett¶o term¶ekad¶ot becsÄult, ami teljess¶eggel
elfogadhatatlan.



A nemzetgazdas¶agi modellekben szerepl}o m¶atrixok k¶etir¶any¶u . . . 159

k¶ent szint¶en alkalmazott RAS-m¶odszerhez k¶epest j¶oval ¶esszer}ubb sz¶etoszt¶as¶at
eredm¶enyezte a rendelkez¶esre ¶all¶o sor- ¶es oszlopÄosszeseneknek.

Az EU-GTAP projektben a k¶etir¶any¶u m¶atrix-kiigaz¶³t¶asi probl¶ema egy
komplexebb becsl¶esi feladat r¶eszek¶ent jelent meg. Ugyanis mind a hazai ter-
m¶ek¶araml¶asok m¶atrix¶at, mind az importm¶atrixot kellett becsÄulnÄunk, de nem
kÄulÄon-kÄulÄon, hanem ¶ugy, hogy az oszlopÄosszesenek (foly¶o termel}ofelhaszn¶al¶as
¶agazatonk¶ent, Äosszes felhaszn¶al¶as v¶egs}o felhaszn¶al¶asi kateg¶ori¶ank¶ent), illetve
az egyes cell¶akra vonatkoz¶o als¶o- ¶es fels}o korl¶atok csak a k¶et m¶atrix Äosszeg¶ere
¶alltak rendelkez¶esre. Ez¶ert a feladatot bi-m¶atrix kiigaz¶³t¶asi feladatnak is ne-
vezhetjÄuk.

Ezen t¶ulmen}oen (f}oleg az eredeti statisztikai adatok hib¶ai, inkonzisz-
tenci¶aja ¶es negat¶³v elemekhez vezet}o m¶odszertani megold¶asai miatt) n¶eh¶any
esetben egyedi kiv¶etelekkel, de a m¶atrixok elemei zÄom¶ere nemnegativit¶asi ki-
kÄot¶essel is kellett ¶elnÄunk, valamint az aggreg¶altabban rendelkez¶esre ¶all¶o ada-
tokat ¯gyelembe v¶eve a becslend}o (dezaggreg¶altabb) m¶atrix elemeire blokk-
Äosszesen- ¶es egy¶eb felt¶eteleket is el}o kellett ¶³rnunk.

E komplex feladat megold¶as¶ara kidolgozott modell (az als¶o, fels}o korl¶ato-
kat az egyes r¶aford¶³t¶asi egyÄutthat¶okra, export/termel¶es r¶eszar¶anyokra ¶es k¶esz-
letfelhalmoz¶asokra, az el}ojelkorl¶atokat ¶es kiv¶eteleket nem tartalmaz¶o) l¶enyegi
r¶esz¶et az al¶abbiakban ¶³rhatjuk fel matematikai jelÄol¶esekkel:

Halmazok

I GTAP-adatb¶azisban (www.gtap.org) szerepl}o ¶agazatok (¶altal¶anos elem¶et
i-vel, illetve j-vel jelÄoljÄuk, att¶ol fÄugg}oen, hogy sor- vagy oszlopindexet
jelÄol)

V V¶egs}o felhaszn¶al¶asi kateg¶ori¶ak (¶altal¶anos elem¶et v-vel jelÄoljÄuk)

B Az Eurostat ¶AKM-ek ¶es a GTAP-¶agazatok kÄozÄos aggreg¶aci¶oj¶anak ¶agazatai
(¶altal¶anos elem¶et b-vel illetve b0-vel jelÄoljÄuk att¶ol fÄugg}oen, hogy sor-
vagy oszlopindexet jelÄol)

M(b; i) A kÄozÄos aggreg¶aci¶os szint ¶agazatai ¶es a GTAP-¶agazatok megfelel-
tet¶es¶enek halmaza, azon (b; i) p¶arok halmaza, amelyben az i GTAP
¶agazat a b kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatba tartozik

V¶altoz¶ok (norm¶alis esetben nemnegat¶³vak, p¶eld¶aul a k¶eszletfelhalmoz¶as)

Dp(i; j) a hazai term¶ekek foly¶o termel}o felhaszn¶al¶as¶anak m¶atrixa az ¶AKM-
ben

Df(i; v) a hazai term¶ekek v¶egs}o felhaszn¶al¶as¶anak m¶atrixa az ¶AKM-ben

Mp(i; j) az importm¶atrixnak a foly¶o termel}o felhaszn¶al¶asi blokkja

Mf(i; v) az importm¶atrixnak a v¶egs}o felhaszn¶al¶asi blokkja

Param¶eterek

x(i) brutt¶o termel¶esi ¶ert¶ekek GTAP-¶agazatonk¶ent

m(i) import GTAP-¶agazatonk¶ent
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v(i) hozz¶aadott ¶ert¶ek GTAP-¶agazatonk¶ent

" alkalmasan megv¶alasztott kis sz¶am (0,1 a GAMS programban)

¸ alkalmasan megv¶alasztott nagy sz¶am (10 a GAMS programban)

Dp
0(i; j) referencia (prior) m¶atrix a Dp(i; j) becsl¶es¶ehez

Df
0 (i; v) referencia (prior) m¶atrix a Df(i; v) becsl¶es¶ehez

Mp
0 (i; j) referencia (prior) m¶atrix az Mp(i; j) becsl¶es¶ehez

Mf
0 (i; v) referencia (prior) m¶atrix az Mf(i; v) becsl¶es¶ehez

Dp
a(b; b0) a Dp(i; j) kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatokra vonatkoz¶o blokk-Äosszesenjei

Mp
a (b; b0) az Mp(i; j) kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatokra vonatkoz¶o blokk-Äosszesenjei

Df
a (b; v) a Df (i; v) kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatokra vonatkoz¶o blokk-Äosszesenjei

Mf
a (b; v) az Mf (i; v) kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatokra vonatkoz¶o blokk-Äosszesenjei

...

Korl¶atoz¶o felt¶etelek16

x(i) =
P

j Dp(i; j) +
P

v Df(i; v)

m(i) =
P

j Mp(i; j) +
P

v Mf (i; v)

v(j) = x(j) ¡ P
ifDp(i; j) + Mp(i; j)g

Dp
a(b; b0) =

P
ij(b;i)2M

P
jj(b0;j)2M Dp(i; j)

Mp
a (b; b0) =

P
ij(b;i)2M

P
jj(b0;j)2M Mp(i; j)

Df
a (b; v) =

P
ij(b;i)2M Df(i; v)

Mf
a (b; v) =

P
ij(b;i)2M Mf (i; v)

...

C¶elfÄuggv¶eny

X

i;j

³hDp(i; j) + "

Dp
0(i; j) + "

¡ 1
i2

+
hDp

0(i; j) + "

Dp(i; j) + "
¡ 1

i2

+
hMp(i; j) + "

Mp
0 (i; j) + "

¡ 1
i2

+

+
hMp

0 (i; j) + "

Mp(i; j) + "
¡ 1

i2´
+ ¸

X

i;v

³hDf (i; v) + "

Df
0 (i; v) + "

¡ 1
i2

+
hMf (i; v) + "

Mf
0 (i; v) + "

¡ 1
i2´

FigyeljÄuk meg a fenti c¶elfÄuggv¶eny al¶abbi saj¶atoss¶agait:

² " alkalmasan v¶alasztott kis sz¶am¶ert¶ek teszi lehet}ov¶e, hogy olyan cell¶akra
is nemz¶erus becsl¶est kaphassunk, amelyekre az indul¶om¶atrixban z¶erus
¶ert¶ek szerepelt. Ezt a minimum¶ert¶eket vezette be p¶eld¶aul MÄohr et al

16Ebben a blokkban a j fÄugg}oleges vonalszakasz a ,,ha" sz¶ot helyettes¶³ti, azaz azt je-
lenti, hogy az Äosszegz¶es azon elemekre szor¶³tkozik, amelyek a j jel jobb oldal¶an ¶all¶o
felt¶etelt kiel¶eg¶³tik. Itt sem soroljuk fel az egyes r¶aford¶³t¶asi egyÄutthat¶okra, exportokra
¶es k¶eszletfelhalmoz¶asokra vonatkoz¶o abszol¶ut- illetve relat¶³v als¶o, illetve fels}o korl¶atokat ¶es
az el}ojelkorl¶atokat, illetve az ezek al¶oli kiv¶eteleket.
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(1987) a RAS-m¶odszer alkalmaz¶as¶an¶al az el}o¶³rt felt¶etelek (sokszor rej-
tett) inkonzisztenci¶aja kikÄuszÄobÄol¶es¶ere (ezt a szerz}ok ,,augmentation"-
nek h¶³vj¶ak), ez¶altal biztos¶³tva, hogy rendelkez¶esre ¶alljanak nÄovelhet}o
elemek, ha az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszegek ezt k¶³v¶anj¶ak meg. K¶es}obb
p¶eld¶aul Lemelin et al [2013] is haszn¶alt¶ak ezt a m¶odszert arra hivatkozva,
hogy a kereszt-entr¶opia modell c¶elfÄuggv¶eny¶eben szerepl}o logaritmust
z¶erus elemekre e n¶elkÄul nem lehetne kisz¶am¶³tani (,,To avoid having to
take the log of zero in the CE /Cross Entropy/ method, the GAMS
program adds a small amount to each cell value") ¶es ezt az ¶ervel¶est sz¶o
szerint, de id¶ez¶es n¶elkÄul ¶atveszi Ming-Chang Lee [2014]. Mi azonban
nem puszt¶an a fenti technikai okokb¶ol engedjÄuk meg az ilyen kis pozit¶³v
¶ert¶ekeket, hanem az¶ert is, hogy a t¶enylegesen kor¶abban nem l¶etez}o
¶araml¶asokat is megragadhassuk , valamint az¶ert, hogy biztos¶³tsuk a ritka
m¶atrixok eset¶en is a gyors konvergenci¶at ¶es kÄozgazdas¶agilag ¶ertelmes
megold¶ast (a k¶enyszerigazod¶asok mell¶ekhat¶asait csÄokkentend}o).

² Az egyes m¶atrixelemek relat¶³v elt¶er¶eseit az indul¶om¶atrix megfelel}o ele-
m¶et}ol reciprok, a sz¶aml¶al¶ot a nevez}ovel felcser¶el}o m¶odon is szerepel-
tetjÄuk, Äosszeadva az eredeti h¶anyadossal. Ez az ¶ujszer}u megold¶as17

megakad¶alyozza, hogy az indul¶om¶atrixbeli nagy abszol¶ut ¶ert¶ek}u elemek
nagyon kicsire v¶altozzanak a becsl¶esben.

² A ¸ s¶ulyok (konkr¶etan ¸ = 10 ¶ert¶ekkel futott a GAMS program),
amiket m¶as elvi alapon m¶asok is m¶ar bevezettek (Byron [1978] p¶eld¶aul
az indul¶o¶ert¶ekek megb¶³zhat¶os¶ag¶anak mutat¶ojak¶ent ¶ertelmezi), itt arra
szolg¶alnak, hogy a v¶egs}o felhaszn¶al¶asokra adott becsl¶es jobban igazod-
jon az indul¶om¶atrixbeli ¶ert¶ekhez, pontosabban annak ellens¶ulyoz¶as¶ara
lettek bevezetve, hogy a becsl¶es ne legyen hajlamos az igen nagy sz¶am¶u
foly¶o termel}ofelhaszn¶al¶asi m¶atrixelem relat¶³v hib¶ainak csÄokkent¶ese ¶er-
dek¶eben fel¶aldozni a viszonylag kis sz¶am¶u v¶egs}o felhaszn¶al¶asi m¶atrix-
elem illeszked¶esi pontoss¶ag¶at.

4 A nemzetgazdas¶agi elemz¶esekben haszn¶alt
fontosabb kiigaz¶³tand¶o m¶atrixok

Ebben a fejezetben azt a kor¶abban megfogalmazott ¶all¶³t¶ast fejtjÄuk ki kicsit
r¶eszletesebben, hogy az, hogy a k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi feladat megold¶a-
s¶anak melyik m¶odszer¶et ¶erdemes v¶alasztani, az a m¶atrix kÄozgazdas¶agi tar-
talm¶at¶ol is fÄugg. A nemzetgazdas¶agi modellekben haszn¶alt kÄulÄonf¶ele kiigaz¶³-
tand¶o m¶atrixok t¶³pusainak felsorol¶asa mellett r¶amutatunk azokra a saj¶atos-
s¶agokra, amelyek a matematikai becsl¶esi elj¶ar¶as v¶alaszt¶as¶at, annak v¶arhat¶o

17A h¶anyados reciprok¶anak haszn¶alata Äonmag¶aban kor¶abbi szerz}okn¶el is el}ofordult, az
¶uj¶³t¶as az eredeti ¶es a reciprok h¶anyados Äosszead¶asa ¶es kombin¶al¶asa az " hozz¶aad¶as¶aval mind
a sz¶aml¶al¶ohoz, mind a nevez}ohÄoz a reciprok m¶odszer h¶atr¶anyainak (z¶erussal val¶o oszt¶as)
kikÄuszÄobÄol¶es¶ere.
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eredm¶enyess¶eg¶et befoly¶asolj¶ak, illetve azokra a m¶odszerekre, amelyekkel a
standard matematikai elj¶ar¶asokat c¶elszer}u kieg¶esz¶³teni.

4.1 Az ,,A-t¶³pus¶u ¶AKM"

Ha a felhaszn¶al¶asokban nem kÄulÄonbÄoztetjÄuk meg a hazai ¶es import eredet}u
term¶ekeket, akkor a term¶ekm¶erlegek az x + u = T1 + yh + z egyenletrend-
szerrel ¶³rhat¶ok fel, ahol az x vektor az egyes ¶agazatok (vagy term¶ekek) brutt¶o
termel¶es¶enek vektora, az u, z, ¶es yh rendre az import, az export ¶es a belfÄoldi
v¶egs}o felhaszn¶al¶as term¶ekenk¶enti bont¶as¶at mutat¶o vektor, a T m¶atrix tij ele-
me pedig az i-edik term¶ek (foly¶o termel}o) felhaszn¶al¶as¶at mutatja a j-edik
term¶ek el}o¶all¶³t¶as¶aban. Az ¶un. ,,A" t¶³pus¶u ¶AKM 18 is egyÄutt szerepelteti a
t¶abl¶azat fels}o has¶abj¶aban az import¶alt ¶es a hazai term¶ekek eloszt¶as¶at, de az
oszlop- ¶es a sorÄosszegek egyenl}os¶eg¶et az importnak a v¶egs}o felhaszn¶al¶asb¶ol
val¶o levon¶as¶aval teremti meg (x = T1 + yh + z ¡ u k¶eplettel fel¶³rhat¶o nett¶o
term¶ekm¶erlegeket ¶abr¶azolva, ahol z ¡ u a nett¶o export).

L¶athat¶o, hogy a nett¶o term¶ekm¶erlegekb}ol k¶esz¶³tett t¶abl¶azatnak (azaz a
[T;yh;z;¡u] m¶atrixnak, aminek sorÄosszegei az x brutt¶o termel¶esi ¶ert¶ekek)
egy m¶as (¶uj) brutt¶o termel¶esi vektorhoz ¶es m¶as oszlopÄosszegekhez (Äosszes
term¶ekfelhaszn¶al¶asok felhaszn¶al¶ok szerint) tÄort¶en}o k¶etir¶any¶u kiigaz¶³t¶asakor
a referenciam¶atrixban az ¡u komponens miatt sz¶amos negat¶³v eleme van.
Ez¶ert a standard RAS-m¶odszer nem haszn¶alhat¶o, pontosabban semmi garan-
cia nincs arra, hogy j¶ol m}ukÄodik, vagy ahogy Jackson ¶es Murray [2004] jelle-
mezt¶ek, a negat¶³v elemek eset¶en a RAS viselked¶ese ,,erratic", azaz kisz¶am¶³t-
hatatlanul v¶altoz¶ekonyak lehetnek az iter¶aci¶ok eredm¶enyei.

A negat¶³v elemek el}ofordul¶as¶anak probl¶em¶aja a ny¶³lt statikus ¶AKM-mo-
dellekn¶el haszn¶alt ¶AKM-ekn¶el a m¶atrix m¶as helyein, m¶as kateg¶ori¶akn¶al is
jelentkezik, mindenekel}ott a k¶eszletv¶altoz¶as oszlopvektor¶an¶al (amely teh¶at az
Äosszes k¶eszletv¶altoz¶ast term¶ekenk¶ent mutatja). Ha az eg¶esz ¶AKM-et kell be-
csÄulni, azaz a hozz¶aadott ¶ert¶ek elemei is ismeretlenek, akkor ritk¶an (ha a
foly¶o r¶aford¶³t¶asok nagyobbak a termel¶esi ¶ert¶ekn¶el) el}ofordulhat, hogy maga a
hozz¶aadott ¶ert¶ek is negat¶³v, amib}ol term¶eszetszer}uleg kÄovetkezik, hogy vala-
melyik Äosszetev}oje (gyakorlatilag vagy a m}ukÄod¶esi eredm¶eny , vagy a termel¶esi
ad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege) negat¶³v.

Az ¶AKM-ekben tal¶alhat¶o tov¶abbi negat¶³v elemek egyes rendk¶³vÄuli esem¶e-
nyek saj¶atos elsz¶amol¶as¶ab¶ol ad¶odnak. Az Eurostat adatb¶azisban tal¶alhat¶o
2010. ¶evi term¶ekcsoportos bont¶as¶u ¶AKM-ben p¶eld¶aul ilyeneket tal¶alhatunk
az ¶all¶oeszkÄoz-felhalmoz¶asok , a fogyaszt¶as ¶es az export oszlop¶aban (f}oleg a re-
export jelleg}u t¶etelek nett¶o, ¶arkÄulÄonbÄozet jelleg}u elsz¶amol¶asa miatt). Az ezek
ok¶ara vonatkoz¶o vizsg¶alataink eredm¶enyeinek ismertet¶es¶et e cikk terjedelme
nem teszi lehet}ov¶e, itt csak annyit jegyzÄunk meg, hogy b¶ar sokszor igen neh¶ez
ut¶anaj¶arni a negat¶³v elemek ok¶anak, de egyes fontosabb esetekben minden-

18Az ¶AKM-ek k¶et egym¶ast ¶atfed}o m¶erlegb}ol ¶allnak. Egyfel}ol (az ¶un. fels}o has¶abban, vagy
idegen sz¶ohaszn¶alattal a ,,tranzakci¶os-m¶atrixban") tartalmazz¶ak (sorir¶anyban) az egyes
term¶ekek m¶erlegeit, m¶asfel}ol (oszlopir¶anyban) a termel¶esi ¶ert¶ek feloszt¶as¶at r¶aford¶³t¶asokra
¶es jÄovedelmekre. B}ovebbet l¶asd Zalai [2012]-ben.



A nemzetgazdas¶agi modellekben szerepl}o m¶atrixok k¶etir¶any¶u . . . 163

k¶eppen meg kell pr¶ob¶alni, miel}ott a kiigaz¶³t¶as ,,vak" ¶altal¶anos m¶odszereit
vetn¶enk be.

Az ¶AKM-ek k¶etir¶any¶u kiigaz¶³t¶as¶at is problematikusabb¶a tehetik a sor-
illetve oszlopÄosszesenekben tal¶alhat¶o z¶erus elemek. P¶eld¶aul, ha az ,,A-t¶³pus¶u
¶AKM"-et pr¶ob¶aljuk sz¶amszer}us¶³teni (ahol a sorÄosszesenek a brutt¶o termel¶esi
¶ert¶ekek), akkor a sorÄosszesenek egy r¶esze kÄonnyen lehet z¶erus, azaz ha az
adott term¶ekb}ol nincs hazai termel¶es. A k¶eszletfelhalmoz¶asok oszlop¶an¶al is
kÄonnyen el}ofordulhat, hogy ennek Äosszesenje z¶erus vagy ahhoz kÄozeli. Az
¶AKM-ek referenciam¶atrixk¶ent val¶o alkalmaz¶as¶an¶al fontos tudatos¶³tani, hogy
a k¶eszletfelhalmoz¶as kor¶abban, vagy m¶as meg¯gyelt r¶egi¶oban meg¯gyelt ¶er-
t¶ekei (f}oleg, ha a szok¶asos m¶odon a statisztikai hib¶at is itt sz¶amolj¶ak el) a
nagy m¶ert¶ek}u esetlegess¶ege miatt (aminek elemz¶es¶et l¶asd p¶eld¶aul Lenzen et al
[2014] cikk¶eben) nem szolg¶alhat referenciak¶ent egy ¶AKM-becsl¶es¶en¶el, hanem
a referenciam¶atrixban a k¶eszletfelhalmoz¶ast valamilyen ¶esszer}u m¶odon kell
megadni (p¶eld¶aul a term¶ekek eset¶eben a brutt¶o termel¶esi ¶ert¶ekek ar¶any¶aban).

4.2 A term¶ekad¶ok ¶es -t¶amogat¶asok egyenleg¶enek m¶atrixa

Az ¶AKM-ek ¶un. h¶att¶ert¶abl¶azatai (vagy szeml¶eletesebben ,,levon¶o m¶atrixai")
kÄozÄott szerepl}o ¶un. term¶ekad¶ok ¶es -t¶amogat¶asok egyenleg¶enek m¶atrix¶aban
¶ertelemszer}uen negat¶³v cella¶ert¶ekeket tal¶alunk, ha az adott term¶ek adott fel-
haszn¶al¶as¶an tÄobb a t¶amogat¶as, mint az ad¶o. Term¶eszetesen, ha e nett¶o ter-
m¶ekad¶ok csak egy sorban (l¶asd az alap¶aras ¶AKM -eket, ahol az alap¶aron
kimutatott term¶ek¶araml¶asok alatt egy sorban vannak feltÄuntetve az adott
felhaszn¶al¶o Äosszes term¶ekfelhaszn¶al¶as¶at ¶erint}o ad¶ok ¶es t¶amogat¶asok), vagy
egy oszlopban (mint p¶eld¶aul az ¶un. Forr¶as-t¶abl¶aban, ahol az egyes term¶ekek
alap¶aron elsz¶amolt forr¶asai mellett kÄulÄon oszlopban tÄuntetik fel a term¶ek
Äosszes felhaszn¶al¶as¶ara es}o ad¶okat ¶es t¶amogat¶asokat) jelennek is meg a k¶erd¶eses
adatt¶abl¶azatban, akkor is szerepelhetnek bennÄuk negat¶³v elemek.

A term¶ekad¶ok ¶es -t¶amogat¶asok m¶atrixa egy ,,ritka" (angolul: sparse)
m¶atrix, aminek el}onyei ¶es h¶atr¶anyai vannak, ¶es az el}onyÄoket Äugyesen megter-
vezett becsl¶esi elj¶ar¶assal ki lehet haszn¶alni. P¶eld¶aul a term¶ekad¶ok ¶es -t¶amoga-
t¶asok egyenleg¶enek m¶atrix¶anak egyes ad¶onemek m¶atrixaira ¶es a t¶amogat¶asok
m¶atrix¶ara val¶o felbont¶as¶an¶al kihaszn¶alhat¶o (ahogy a 3.3. alfejezetben ismer-
tetett EU-GTAP projektn¶el meg is tettÄuk), hogy a term¶ekad¶ok ¶es -t¶amoga-
t¶asok egyenleg¶enek m¶atrix¶anak egyes elemei mÄogÄott tÄobbnyire csak egy-egy
ad¶onem vagy t¶amogat¶as h¶uz¶odik meg, ¶³gy a becsl¶esi elj¶ar¶as ide ,,h¶uzza be"
az el}o¶³rt peremekr}ol sz¶etosztand¶o Äosszegeket.

Ugyanezt a ritka jelleget haszn¶alhatjuk ki a term¶ekad¶ok m¶atrix¶anak ¶es
a term¶ekt¶amogat¶asok m¶atrix¶anak kiigaz¶³t¶as¶ara az al¶abbi m¶odon: Legyen T
a term¶ekad¶ok referenciam¶atrixa, S a term¶ekt¶amogat¶asok referenciam¶atrixa
(negat¶³v vagy 0, tÄobbnyire ut¶obbi). ¶Igy a T+S m¶atrix a term¶ekad¶ok ¶es -t¶amo-
gat¶asok egyenleg¶enek m¶atrix¶at jelenti. Egy ett}ol elt¶er}o id}oszakra (vagy r¶egi¶o-
ra) a statisztikai hivatalok ¶altal kÄozz¶etett adatokb¶ol sok esetben (legfeljebb)
csak e m¶atrix peremei ismeretesek (a sorÄosszegek, azaz a term¶ekad¶ok ¶es -t¶a-
mogat¶asok egyenleg¶enek term¶ekenk¶enti bont¶asa ¶altal¶aban a Forr¶as t¶abl¶ab¶ol,
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az oszlopÄosszesenek, azaz a felhaszn¶al¶onk¶enti bont¶asa pedig az ¶AKM-b}ol).
JelÄoljÄuk ezek kÄozÄul a sorÄosszeseneket az r oszlopvektorral, az oszlopÄosszese-
neket pedig a c sorvektorral! Ekkor a kiigaz¶³t¶asi feladat s¶em¶aja az al¶abbi
t¶abl¶azatban adhat¶o meg:

T S r

S ?

c ?

5. t¶abl¶azat. Term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok
m¶atrix¶anak alapelrendez¶ese

L¶athat¶o, hogy ez a feladat a RAS-m¶odszerrel nem oldhat¶o meg, mert a
peremek egy r¶esze (amiket k¶erd}ojellel jelÄoltÄunk a t¶abl¶azatban) ismeretlen.
EzenfelÄul a RAS- vagy hasonl¶o m¶odszerek alkalmaz¶asakor semmi sem biz-
tos¶³tja, hogy a becsÄult m¶atrixban az S m¶atrixot tartalmaz¶o blokkok hely¶ere
kerÄul}o m¶atrixok is azonosak lesznek.

Hogy ezt a feladatot a RAS- illetve addit¶³v-RAS m¶odszerrel kezelni tudjuk,
¶³rjuk fel a feladatot az al¶abbi m¶odon (az S m¶atrix oszlopait illetve sorait
,,sz¶eth¶uzva"):

T hs¢1i hs¢2i ¢ ¢ ¢ hs¢ni r

hs1¢i ¡S11 ¡S12 ¢ ¢ ¢ ¡S1n 0

hs2¢i ¡S21 ¡S22 ¢ ¢ ¢ ¡S2n 0

.

..
.
..

.

..
. . .

.

..
.
..

hsn¢i ¡Sn1 ¡Sn2 ¢ ¢ ¢ ¡Snn 0

c 0 0 ¢ ¢ ¢ 0

6. t¶abl¶azat. Term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok m¶atrix¶anak
elrendez¶ese addit¶³v-RAS algoritmushoz

ahol s¢j az S j-edik oszlopa, si¢ az S i-edik sora, h¢i a diagon¶alis m¶atrix k¶epz¶es
jele, Sij az S m¶atrixb¶ol csak az si;j elem megtart¶as¶aval, a tÄobbi elemnek pedig
a lenull¶az¶as¶aval k¶epzett m¶atrix transzpon¶altja.

Ezt az egyen¶ert¶ek}uen ¶atfogalmazott feladatot a RAS a 0 peremek miatt
ugyan nem tudja kÄozgazdas¶agilag ¶ertelmes m¶odon megoldani, az addit¶³v-RAS
viszont igen. A megold¶asban a T m¶atrix soraiban ¶es oszlopaiban tal¶alhat¶o
azonos index}u becsÄult S m¶atrixelemek azonosak lesznek.

Viszont probl¶ema a m¶eret. P¶eld¶aul az EU ¶AKM-ek 64 ¶agazata eset¶en
64 ¢ 65 = 4160 sor ¶es oszlop lenne a t¶abl¶azat belsej¶eben. Viszont az S eleve 0
elemeire nem kell fel¶³rni a m¶erleget! ¶Es mivel az S m¶atrix ritka, ez lehet}ov¶e
teszi a sorok ¶es oszlopok igen nagy r¶esz¶enek elhagy¶as¶at, ami azt¶an kezelhet}ov¶e
teszi a probl¶em¶at. Az im¶ent ismertetett elrendez¶es (s¶ema) alkalmazhat¶o m¶as
olyan probl¶em¶ak (pl. addit¶³v-RAS-m¶odszerrel val¶o) kezel¶es¶ere is, amelyekben
csak az Äosszesenekre rendelkez¶esre ¶all¶o peremadatok alapj¶an kell megbecsÄulni
az Äosszetev}oket (p¶eld¶aul region¶alis ¶AKM-ek becsl¶ese).
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4.3 Fogyaszt¶as- ¶es beruh¶az¶asi transzform¶aci¶os m¶atrixok

Egyes ki¯nomultabb CGE-modellek a beruh¶az¶asi keresletet a beruh¶az¶o ¶agaza-
tok kereslet¶eb}ol ¶es az ¶agazatra jellemz}o beruh¶az¶asi j¶osz¶ag-szerkezetb}ol (,,anya-
gi-m}uszaki Äosszet¶etel"-b}ol, importh¶anyadokb¶ol) vezetik le. E szerkezeteket
foglalja Äossze a beruh¶az¶asi m¶atrix (pontosabban ¶all¶oeszkÄoz felhalmoz¶asi m¶at-
rix), amelynek sorai a beruh¶az¶asi javak (sz¶all¶³t¶oit), oszlopai pedig a beruh¶az¶o
(¶all¶oeszkÄoz felhalmoz¶o) ¶agazatokat k¶epviselik. A beruh¶az¶asi m¶atrix is egy
,,ritka" m¶atrix, mert az ¶ep¶³t}oiparhoz ¶es g¶epiparhoz tartoz¶o sorain ¶es esetleg
a szervezeti besorol¶as¶u ¶AKM-ekn¶el a diagon¶alisokban is megjelen}o pozit¶³v
elemeken (,,saj¶at rezsis beruh¶az¶asok") k¶³vÄul alig van z¶erust¶ol elt¶er}o eleme.
¶Igy k¶etir¶any¶u kiigaz¶³t¶asos becsl¶es¶en¶el az elv¶art ¶es t¶enyleges peremek elt¶er¶esei
sz¶etoszt¶as¶an¶al kicsi a mozg¶astere a becsl¶esi algoritmusnak, ¶es a peremek (vagy
azok egy-egy csoportjai) kÄonnyen inkonzisztensnek bizonyulhatnak, azaz a fe-
ladat megoldhatatlannak bizonyul.

Term¶eszetesen, ha a term¶ek¶araml¶asokat e beruh¶az¶asi transzform¶aci¶os m¶at-
rixban is alap¶aron sz¶amoljuk el, de az oszlopÄosszesenek a felhaszn¶al¶oi ¶aras
Äosszkiad¶asok, akkor a felhaszn¶al¶oi ¶aras ¶es alap¶aras Äosszkiad¶asok kÄulÄonbs¶eg¶et,
azaz a term¶ekad¶ok ¶es -t¶amogat¶asok egyenleg¶et ugyan¶ugy kÄulÄon sorban kell
elsz¶amolni, mint mag¶aban az alap¶aras ¶AKM-ekben. ¶Igy e transzform¶aci¶os
m¶atrix ,,term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege" sor¶aban is lehetnek negat¶³v,
t¶amogat¶asi tÄobbletet k¶epvisel}o ¶ert¶ekek.

Hasonl¶oan, a fogyaszt¶ast is sokszor az ¶un. COICOP-fogyaszt¶asi kateg¶ori¶ak
szerinti bont¶asb¶ol kiindulva becslik, az ¶un. (Lancaster-f¶ele) fogyaszt¶as-transz-
form¶aci¶os m¶atrixszal transzform¶alva az el}o¶all¶³t¶o ¶agazatokra (illetve term¶ek-
csoportokra). Itt is el}ofordulhatnak, b¶ar tÄobbnyire statisztikai okokb¶ol inkon-
zisztens peremek, de m¶egse ez szokott a gyakorlatban a legnagyobb probl¶ema
lenni a becsl¶es¶en¶el, hanem az ¶arr¶es illetve a term¶ekad¶ok lev¶alaszt¶asa a fo-
gyaszt¶oi ¶aron adott COICOP-kateg¶ori¶akb¶ol. Ugyanis az ¶altal¶aban alap¶aras
¶AKM-ek az ¶arr¶est ¶es a term¶ekad¶okat kÄulÄonv¶alasztj¶ak, ¶³gy az erre val¶o transz-
form¶al¶asn¶al is ez tÄort¶enik. Viszont a statisztikai hivatalok ¶altal el}o¶all¶³tott
fogyaszt¶as-transzform¶aci¶os m¶atrixok ¶altal¶aban fogyaszt¶oi ¶aron k¶eszÄulnek, ¶³gy
ez referenciam¶atrixk¶ent csak akkor szolg¶alhat az alap¶aras ¶AKM fogyaszt¶asi
oszlop¶ara val¶o transzform¶aci¶o sor¶an, ha az ¶arr¶esek ¶es a ,,term¶ekad¶ok ¶es t¶amo-
gat¶asok egyenlege" sor¶at el}ore imput¶aljuk bele (valamilyen becsl¶es alapj¶an,
de felh¶³vva a ¯gyelmet arra, hogy a beruh¶az¶asi m¶atrixn¶al is jelzett m¶odon
a ,,term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege" negat¶³v is lehet), vagy a transz-
form¶aci¶ot fogyaszt¶oi ¶aron hajtjuk v¶egre, ¶es az ¶arr¶eseket ¶es term¶ekad¶okat
ut¶olag v¶alasztjuk le term¶ekenk¶ent (sz¶all¶³t¶o ¶agazatonk¶ent) becsÄult kulcsokkal,
de az Äosszes fogyaszt¶asra megadott term¶ekad¶okkal ¶es ¶arr¶esekkel Äosszhangban.
Term¶eszetesen mindk¶et ¶ut el¶eg gÄorÄongyÄos (p¶eld¶aul hogy biztos¶³that¶o, hogy
a RAS-sal vagy m¶as kiigaz¶³t¶o m¶odszerrel becsÄult ¶arr¶eseknek, illetve term¶ek-
ad¶oknak a fogyaszt¶oi kiad¶asokra vet¶³tett, ,,sz¶azal¶ekos" ¶ert¶ekei ¶esszer}u hat¶arok
kÄozÄott maradjanak), de e cikkben ennek kifejt¶es¶ere nincs m¶od.

Tov¶abbi probl¶ema, hogy ugyan a fogyaszt¶as transzform¶aci¶os m¶atrixban ¶es
beruh¶az¶as-transzform¶aci¶os m¶atrixban, valamint az ¶un. bilater¶alis kÄulkereske-
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delmi m¶atrixban az ¶agazatok soraiban elvileg szint¶en nem szerepelhetn¶enek
negat¶³v elemek, de amennyiben ezek az ¶AKM fogyaszt¶asi, beruh¶az¶asi, illetve
export oszlopainak a kibont¶as¶anak tekinthet}ok, ÄorÄokÄolhetik az ¶AKM ezen
oszlopaiban a fentebb eml¶³tett negat¶³v ¶ert¶ekeket. Emellett, mivel a haszn¶alt
¶all¶oeszkÄozÄok ad¶asv¶etele r¶esz¶et k¶epezi az egyes ¶agazatok ¶all¶oeszkÄoz-felhalmo-
z¶as¶anak, a beruh¶az¶asi m¶atrixban (aminek egyes oszlopai teh¶at azt mutatj¶ak,
hogy az adott ¶agazat ¶all¶oeszkÄoz-felhaszn¶al¶asa mely term¶ekekb}ol, ,,beruh¶az¶asi
javakb¶ol" tÄort¶ent) m¶ar csak ez¶ert is tal¶alhatunk negat¶³v elemeket.

4.4 A nemzetgazdas¶agi statisztik¶aban el}ofordul¶o tov¶abbi
kiigaz¶³tand¶o m¶atrixok

Ha p¶eld¶aul egy h¶aztart¶asi r¶etegekre vonatkoz¶o, a r¶eteg bev¶eteleit ¶es kiad¶asait
(bele¶ertve term¶eszetesen a befektet¶eseket is) egy vektorban (oszlopban), de
ellent¶etes el}ojellel tÄuntetjÄuk fel (amire f}oleg az¶ert lehet szÄuks¶eg, mert az Äossz-
bev¶etel (=Äosszkiad¶as) ¶ert¶eke sem ismert), akkor a vektor Äosszesenje ¶ertelem-
szer}uen z¶erus lesz. Ekkor a bev¶etelek ¶es a kiad¶asok csak szimult¶an m¶odon
becsÄulhet}ok, nem lehets¶eges kÄulÄon-kÄulÄon a bev¶eteleknek, ill. a kiad¶asoknak
az Äosszbev¶etelekhez val¶o igaz¶³t¶asa. A z¶erus peremhez val¶o igaz¶³t¶as azonban a
hagyom¶anyos RAS-m¶odszerrel arra vezetne, hogy m¶ar az els}o ar¶anyos¶³t¶asn¶al
az eg¶esz oszlopot lenull¶azn¶a, ami nyilv¶anval¶oan elfogadhatatlan eredm¶eny
lenne, mivel azt jelenten¶e, hogy a sz¶oban forg¶o r¶etegnek se bev¶etele, se fo-
gyaszt¶asa nem volt.

Hasonl¶ok¶eppen, ha egy olyan kÄovetel¶es-tartoz¶as m¶atrixot tekintÄunk, amely-
nek sorai az egyes hitelez¶esi instrumentumokat (¯nancial assets), oszlopai
pedig a gazdas¶ag szerepl}oit mutatj¶ak (ahol teh¶at az adott hitelviszonyt meg-
testes¶³t}o ¶ert¶ekpap¶³r ¶allom¶any¶at a kibocs¶at¶o ad¶osn¶al negat¶³v ¶ert¶ekkel sz¶amol-
juk el), akkor abban is sz¶amos negat¶³v elem tal¶alhat¶o (l¶asd p¶eld¶aul Lemelin
[2009] fentebb t¶argyalt sz¶amp¶eld¶aj¶at).

Mivel az ¶AKM a T¶arsadalmi Elsz¶amol¶asi M¶atrix (angol rÄovid¶³t¶essel: SAM)
r¶esz¶et (egyszer}ubb v¶altozatokban az egyik blokkj¶at) k¶epezi, ¶ertelemszer}uen
a SAM becsl¶es¶en¶el is tal¶alkozhatunk a negat¶³v elemek probl¶em¶aj¶aval. Azon-
ban a SAM m¶as cell¶aiban is el}ofordulhatnak negat¶³v elemek. Ugyanis a
SAM Äossze¶all¶³t¶asa sokszor egy ¶un. SAM-multiplik¶ator modell sz¶amszer}us¶³t¶ese
c¶elj¶ab¶ol tÄort¶enik. M¶arpedig a SAM-multiplik¶ator modell az endog¶ennek v¶a-
lasztott sz¶aml¶ak oszlopÄosszesenjeire vet¶³tett egyÄutthat¶okkal sz¶amol, ¶³gy fon-
tos, hogy minden tranzakci¶o abban az oszlopban legyen lehet}oleg elsz¶amolva,
amelynek az Äosszesenj¶evel ar¶anyosnak tekinthet}o (s}ot, hogy lehet}oleg olyan
tranzakci¶ok szerepeljenek csak az oszlopokban, amelyek kÄozgazdas¶agilag ¶er-
telmes Äosszesent k¶epviselnek). Ez¶ert p¶eld¶aul az i-edik sz¶aml¶anak a j-edik
sz¶amla fel¶e tÄort¶en}o tij kiad¶as¶at ford¶³tott ir¶anyban, azaz a f}o¶atl¶ora tÄukrÄozve,

negat¶³v el}ojellel, a tji tranzakci¶o(k) r¶eszek¶ent sz¶amoljuk el. ¶Igy ha a j-edik
sz¶aml¶anak az i-edik sz¶amla fel¶e tÄort¶en}o egy¶eb kiad¶asai enn¶el kisebbek voltak,
akkor a tji ¶ert¶eke negat¶³v lesz. Ha p¶eld¶aul az exog¶en sz¶aml¶ak (rendszerint az
¶allami kiad¶asok ¶es a kÄulfÄold kiad¶asai) valamely sz¶amla fel¶e tÄort¶en}o kiad¶asait
(p¶eld¶aul a lak¶asberuh¶az¶asok ¶allami t¶amogat¶as¶at) endog¶en m¶odon (ennek a
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sz¶oban forg¶o sz¶aml¶anak a f}oÄosszeg¶evel19 ar¶anyosan) akarjuk a modellben meg-
hat¶arozni, akkor ezt a sz¶oban forg¶o sz¶aml¶anak az adott exog¶en sz¶amla fel¶e
tÄort¶en}o (negat¶³v) kiad¶asak¶ent sz¶amoljuk el.

Az e fejezetben elmondottakat, helyenk¶ent kieg¶esz¶³tve, a 7. t¶abl¶azatban
foglaljuk Äossze.

Negat¶³v ¶es egy¶eb probl¶em¶as
elemek

A probl¶ema megold¶as¶anak
lehets¶eges m¶odszerei

¶AKM k¶eszletv¶altoz¶as, (re)export,
fogyaszt¶as, beruh¶az¶as, nett¶o
term¶ekad¶ok, hozz¶aadott
¶ert¶ek (¶es Äosszetev}oi), import

(A-t¶³pus¶u ¶AKM-ben negat¶³v
oszlopk¶ent), z¶erus termel¶es

(A-t¶³pus¶u ¶AKM-ben)

k¶eszletv¶altoz¶as termel¶esi
¶ert¶ekkel vagy Äosszfelhaszn¶a-
l¶assal ar¶anyos becsl¶ese, re-
export brutt¶os¶³t¶asa, a tÄobbi
esetben az addit¶³v-RAS ¶es
tÄobbfokozat¶u becsl¶esi elj¶ar¶a-
sok alkalmaz¶asa

Nett¶o term¶ekad¶ok m¶atrixa t¶amogat¶asi tÄobblet eset¶en
negat¶³v elemek, ritka m¶atrix

addit¶³v-RAS alkalmaz¶a-
sa, t¶amogat¶asi m¶atrix kÄulÄon
becsl¶ese (ld. 6. t¶abl¶azat)

Fogyaszt¶asi m¶atrix negat¶³v elemek el}oz}o
id}oszakb¶ol sz¶armaz¶o cikkek
elad¶asa miatt

addit¶³v-RAS alkalmaz¶a-
sa, referencia-m¶atrixban ha-
sonl¶o elemek z¶erusra cser¶el¶e-
se illetve kÄulÄon (exog¶en) ke-
zel¶ese

Beruh¶az¶asi m¶atrix negat¶³v elemek el}oz}o
id}oszakb¶ol sz¶armaz¶o g¶epek
elad¶asa miatt

l¶asd a fogyaszt¶asi m¶atrixn¶al

Bev¶etel-kiad¶as m¶atrix kiad¶asok negat¶³v t¶etelk¶ent addit¶³v-RAS vagy Äosszbev¶e-
telek el}ozetes becsl¶ese majd
bev¶etelek ¶es kiad¶asok kÄulÄon-
kÄulÄon becsl¶ese

KÄovetel¶es-tartoz¶as m¶atrix tartoz¶asok negat¶³v t¶etelk¶ent hasonl¶oan az el}oz}ohÄoz

SAM egyes transzferek negat¶³v
t¶etelk¶ent

addit¶³v-RAS vagy ford¶³tott
ir¶anyban (¶atl¶ora
szimmetrikusan) pozit¶³vk¶ent
sz¶amolni el negat¶³v t¶eteleket

7. t¶abl¶azat. ÄOsszefoglal¶o t¶abl¶azat a fontosabb kÄozgazdas¶agi m¶atrixkateg¶ori¶ak becsl¶es¶er}ol

5 A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszerek
kombin¶alt ¶es szekvenci¶alis alkalmaz¶asai

Ahogy a 3.3. alfejezetben az EU ¶AKM-ek GTAP-¶agazati bont¶asban val¶o
becsl¶es¶en¶el is m¶ar utaltunk r¶a, a m¶atrixkiigaz¶³t¶asi feladat ¶altal¶anosabban,
egy komplexebb felt¶eteles optimumsz¶am¶³t¶asi feladatk¶ent is megfogalmazhat¶o.
Ebben a k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszereknek csak egyes r¶eszfeladatok
megold¶as¶aban lehet szerepe, els}osorban a referenciam¶atrix (a prior) el}o¶al-
l¶³t¶as¶anak egyes l¶ep¶esein¶el. A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszerek teh¶at
nemcsak egym¶assal versenyeznek , hanem egym¶as kieg¶esz¶³t}oi is lehetnek. A

19A f}oÄosszeg egyar¶ant k¶epviseli az Äosszbev¶etelt, illetve (a modell alapfeltev¶es¶eb}ol, illetve
a kiad¶asok kiterjesztett, a megtakar¶³t¶asokat is mag¶aba foglal¶o ¶ertelmez¶es¶eb}ol ered}oen) az
ezzel egyez}o Äosszkiad¶ast.
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hazai ¶es import term¶ekek m¶erlegeit Äosszevontan ¶abr¶azol¶o A-t¶³pus¶u ¶AKM-
eket az ¶un. ,,addit¶³v-RAS" m¶odszeremmel lehet becsÄulni az import ¶agazati
term¶ekszerkezete ismerete n¶elkÄul (R¶ev¶esz [2009] ). Ennek sor¶an el}oszÄor az ¶un.
,,A"-t¶³pus¶u ¶AKM-et becsÄuljÄuk az addit¶³v-RAS m¶odszerrel, ¶³gy megkapva az
import ¶agazati jelleg szerinti bont¶as¶at. Ezut¶an a kapott becsl¶es fels}o m¶atrix-
blokkj¶aban csak a hazai term¶ekek felhaszn¶al¶onk¶enti bont¶as¶at mutat¶o ¶un.
,,B"-t¶³pus¶u ¶AKM-et becsÄuljÄuk hasonl¶o m¶odszerrel, amelynek sor¶an becsl¶est
kapunk az import sor¶ara, azaz felhaszn¶al¶onk¶enti bont¶as¶ara is. V¶egÄul pedig a
term¶ek £ felhaszn¶al¶o bont¶as¶u, ¶un. importm¶atrixot becsÄuljÄuk ¶ugy, hogy a B-
t¶³pus¶u ¶AKM-becsl¶ese sor¶an kapott importsort a m¶eg hi¶anyz¶o importm¶atrix
becsÄult oszlopÄosszegeinek v¶eve, sorÄosszeseneknek pedig az importnak az ,,A"-
t¶³pus¶u ¶AKM-becsl¶es¶en¶el kapott ¶agazati jelleg szerinti bont¶as¶at tekintve, a re-
ferencia (indul¶o-) importm¶atrixszal (ahol a k¶eszletfelhalmoz¶as indul¶o¶ert¶ekeit
valamilyen ¶esszer}u m¶odon m¶odos¶³tjuk) RAS-becsl¶essel meghat¶arozzuk az im-
portm¶atrixot. A m¶odszer ¶erdekess¶ege, hogy a v¶egeredm¶enyben kapott hazai
¶es import term¶ekm¶erlegek Äosszead¶as¶aval az els}o l¶ep¶esben becsÄult ,,A"-t¶³pus¶u
¶AKM-t}ol elt¶er}o sz¶amokat kapunk, azaz ez felÄul¶³rhat¶o.

A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszerek szekvenci¶alis alkalmaz¶as¶ara tesz
javaslatot az ¶un. k¶et- illetve h¶aromfokozat¶u RAS m¶odszere (l¶asd p¶eld¶aul
Bacharach [1970] m}uve 93{99. oldal¶at, illetve Gilchrist ¶es St. Louis [1999]
TRAS-m¶odszer¶et). Ebben az els}o fokozatban az indul¶om¶atrixot, vagy annak
valamely blokkjait egy RAS-m¶odszerrel igaz¶³tj¶ak ki az elv¶art peremekhez,
majd ezt a peremeknek imm¶ar eleget tev}o m¶atrixot haszn¶alj¶ak fel referen-
ciam¶atrixk¶ent egy ¶ujabb RAS-becsl¶eshez, vagy egy valamilyen bonyolultabb
c¶elfÄuggv¶enyt alkalmaz¶o entr¶opia-modell megold¶asa sor¶an.

6 ÄOsszefoglal¶as

A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi feladatok kezel¶es¶eben a probl¶ema sz}uk probl¶e-
makÄorre val¶o naiv, heurisztikus alkalmaz¶as¶ab¶ol kiindulva a tudom¶any nagy
utat tett meg. A probl¶ema szabatos matematikai megfogalmaz¶as¶anak ¶es a
megold¶asra javasolt m¶odszerek matematikai tulajdons¶againak felt¶ar¶as¶anak,
a jobb statisztikai adatoknak (amik jobb referenciam¶atrix el}o¶all¶³t¶as¶at teszik
lehet}ov¶e), a sz¶am¶³t¶astechnika fejl}od¶es¶enek (hat¶ekonyabb megold¶o szoftverek-
nek), valamint a felhalmoz¶odott nemzetkÄozi alkalmaz¶asi tapasztalatoknak
kÄoszÄonhet}oen egyre tÄobb terÄuleten lehet e m¶odszereket alkalmazni. Term¶e-
szetesen m¶eg sok matematikai ÄosszefÄugg¶es tiszt¶azand¶o, ¶es cikkÄunkben ezekre
is kit¶ertÄunk. Bemutattuk, hogy a nemzetgazdas¶agi elemz¶esekben val¶o sikeres
alkalmaz¶as felt¶etele a konkr¶et kÄozgazdas¶agi jelens¶eg, az erre fel¶³rt referencia-
m¶atrix saj¶atoss¶againak alapos ismerete. Az EU ¶AKM-ek GTAP-¶agazati bon-
t¶asba val¶o sikeres transzform¶aci¶oja kapcs¶an gyakorlati p¶eld¶aval is ¶erz¶ekeltet-
tÄuk, hogy a j¶o becsl¶esi eredm¶enyek els}osorban az (alapadatokb¶ol szerkesztett
indul¶om¶atrix komplex, 6 l¶ep¶esben tÄort¶ent el}ozetes kiigaz¶³t¶as¶aval kapott) re-
ferenciam¶atrix j¶os¶ag¶anak kÄoszÄonhet}o. A t¶em¶aval foglalkoz¶o szerz}ok, tÄobbek
kÄozÄott McNeil ¶es Hendrickson [1985] ¶es Round [2003] is meg¶allap¶³tott¶ak,
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hogy ha a referenciam¶atrix elemeinek ¶ert¶eke kÄozel van a becsÄulend}o m¶atrix
megfelel}o elem¶enek ¶ert¶ek¶ehez, akkor a k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi-modell a
kÄulÄonbÄoz}o szok¶asos c¶elfÄuggv¶enyek mellett is hasonl¶o becsl¶esi eredm¶enyekre
vezet.

A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszereket nemcsak elszigetelve, hanem
egym¶as ut¶an (,,szekvenci¶alisan") is lehet alkalmazni (l¶asd p¶eld¶aul a k¶etfoko-
zat¶u RAS-m¶odszert). Emellett az itt kidolgozott m¶odszerek, szakmai fog¶asok
(,,trÄukkÄok") komplexebb matematikai programoz¶asi feladatokba be¶ep¶³tve is
hasznos¶³that¶ok.
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BIPROPORTIONAL MATRIX ADJUSTMENT FOR MULTISECTORAL

MACROMODELS

This paper gives a brief overview of the biproportional matrix adjustment problem.
We focus on the most frequent case with certain and consistent row and column
sums, and no special conditions to the cells of the matrix. After the de¯nition
and mathematical formulation of the problem, we describe the so-called distance
and entropy functions assigning a non-negative real number to the di®erence of
the estimated and reference matrices. These functions are to be minimized sub-
ject to given row and columns sums, and in special cases, some non-negativity and
sign-preserving conditions. For these models, we present iterative solution meth-
ods, among them the so-called additive RAS algorithm developed and used ¯rst by
R¶ev¶esz. On one hand, in the case of non-negative reference matrix and marginal
conditions, additive RAS gives the same solution as the standard RAS, and on
the other hand, in the case of negative cells, but sign-preserving margins, it gives
the same solution as the improved normalized squared di®erences (INSD) model
without penalties for sign-switching. We demonstrate that additive RAS is more
e±cient and more aesthetic than other INSD and GRAS iterative solution methods
used by previous authors. In the case of small di®erences, additive RAS, especially
the modi¯ed additive RAS, tends to be sign-preserving, unless it is forced by sign-
switches of the margins. Using the example of Lemelin (2009), we demonstrate
that additive RAS performs very well in such an extreme sign-switching case, as
well, moreover, it gives the best solution compared to other algorithms. The paper
overviews some standard matrix balancing problems in practice, where such meth-
ods can be used. The most important conditions for the successful application are
the knowledge about the economic phenomena under investigation and the deep
understanding of the related reference matrix. For an example of this, a current
research project is presented, where both additive RAS and other more complex
matrix adjusting models were used and showed a good performance.




