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A cikk els}ok¶ent v¶allalkozik a k¶etir¶any¶u m¶atrix-kiigaz¶³t¶asi, vagy m¶as n¶even pe-
remfelt¶eteles m¶atrixbecsl¶esi probl¶ema hazai szakmai olvas¶okÄozÄons¶eg sz¶am¶ara
tÄort¶en}o, leg¶ujabb publik¶aci¶ok eredm¶enyeit is mag¶aban foglal¶o bemutat¶as¶ara.
A rendk¶³vÄul szerte¶agaz¶o, sokf¶ele ¶altal¶anos¶³t¶asi lehet}os¶eget k¶³n¶al¶o probl¶ema-
kÄorb}ol csak a gyakorlatban legink¶abb el}ofordul¶o, a biztosnak tekintett ¶es
konzisztens sor- ¶es oszlopÄosszesenekhez tÄort¶en}o, a m¶atrix belsej¶ere vonatkoz¶o
Äosszetettebb felt¶etelek n¶elkÄuli esettel foglalkozunk. A probl¶ema lehat¶arol¶asa
¶es matematikai formaliz¶al¶asa ut¶an a becsÄult ¶es a referencia-m¶atrix elt¶er¶es¶ehez
egy nemnegat¶³v val¶os sz¶amot rendel}o kÄulÄonf¶ele ,,t¶avols¶ag-" illetve ,,entr¶opia"-
fÄuggv¶enyeket ismertetjÄuk, amelyek minimaliz¶aland¶o c¶elfÄuggv¶enyk¶ent jelen-
nek meg azokban a matematikai programoz¶asi feladatokban, amelyekben
korl¶atoz¶o felt¶etelk¶ent a sor- ¶es oszlopÄosszesenre vonatkoz¶o kÄovetelm¶enyek,
valamint egyes esetekben nemnegativit¶asi, illetve el}ojelmeg}orz¶esi felt¶etelek is
szerepelnek. E matematikai programoz¶asi feladatok vagy rÄoviden modellek
kÄozÄul n¶eh¶anynak a megold¶as¶ahoz vezet}o iter¶aci¶os algoritmus¶at is t¶argyaljuk.
Ennek kapcs¶an bemutatjuk a szerz}ok egyike ¶altal kidolgozott ,,addit¶³v"-RAS
algoritmust, ¶es bebizony¶³tjuk, hogy egyfel}ol nemnegat¶³v referenciam¶atrix ¶es
peremfelt¶etelek eset¶en azonos eredm¶enyt ad a RAS-m¶odszerrel, m¶asfel}ol pedig
negat¶³v elemeket is tartalmaz¶o referencia-m¶atrix, de el}ojeltart¶o megold¶asok
eset¶en azonos eredm¶enyt ad, mint a ,,jav¶³tott normaliz¶alt n¶egyzetes elt¶er¶ese-
ket" minimaliz¶al¶o, angol rÄovid¶³t¶essel INSD-modell, illetve ¶altal¶aban is azzal
az INSD-modellel, amib}ol elhagyjuk az el}ojelv¶alt¶as bÄuntet}ofÄuggv¶eny¶et. Azt is
demonstr¶aljuk, hogy az addit¶³v-RAS algoritmus a GRAS-modell l¶ep¶esenk¶ent
m¶asodfok¶u egyenlet megold¶as¶at ig¶enyl}o iter¶aci¶os algoritmus¶aval szemben nem-
csak hat¶ekonyabb, hanem eszt¶etikusabb is. Ugyanakkor a GRAS-modell
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megold¶as¶anak el}ojeltart¶o volta ¶es amiatt, hogy az INSD-modell a GRAS-
modell egy Taylor-soros kÄozel¶³t¶es¶enek tekinthet}o, igazoljuk, hogy kis elt¶er¶esek
eset¶en az addit¶³v-RAS-m¶odszer, kÄulÄonÄosen pedig az ¶un. m¶odos¶³tott addit¶³v-
RAS m¶odszer is hajlamos az el}ojeltart¶asra, kiv¶eve, ha erre p¶eld¶aul a peremek
el}ojelv¶alt¶asa k¶enyszer¶³ti. Lemelin (2009) sz¶amp¶eld¶aj¶an azt is demonstr¶aljuk,
hogy az addit¶³v-RAS m¶eg az ilyen extr¶em, el}ojelv¶alt¶ast megkÄovetel}o eset-
ben is j¶ol m}ukÄodik, s}ot a Lemelin ¶altal vizsg¶alt modellek kÄozÄul a legjobb
eredm¶enyt adja. A cikk felsorolva a tÄobbszektoros nemzetgazdas¶agi model-
lez¶es azon gyakran haszn¶alt m¶atrix-kateg¶ori¶ait, amelyekre k¶etir¶any¶u m¶atrix-
kiigaz¶³t¶asi m¶odszereket szoktak alkalmazni, bemutatja, hogy a nemzetgaz-
das¶agi elemz¶esekben val¶o sikeres alkalmaz¶as felt¶etele a konkr¶et kÄozgazdas¶agi
jelens¶eg ¶es az erre fel¶³rt referencia m¶atrix saj¶atoss¶againak alapos ismerete.
A sikeres alkalmaz¶asok egyik p¶eld¶ajak¶ent bemutat egy olyan friss kutat¶asi
projektet is, amelynek sor¶an mind az addit¶³v-RAS, mind pedig egy olyan
Äosszetettebb m¶atrixkiigaz¶³t¶asi modell egyar¶ant igen j¶o eredm¶enyeket adott,
amelyben a becsÄulend}o m¶atrix elemeire blokkÄosszesen-felt¶etelek szerepeltek.
A c¶elfÄuggv¶enyben pedig kor¶abbi szerz}ok technikai megold¶asainak, illetve a
szerz}ok ¶ujszer}u elgondol¶asainak hat¶ekony ¶es kreat¶³v ÄotvÄoz¶es¶ere kerÄult sor.

1 Bevezet¶es

J¶on¶eh¶any tudom¶any¶agban el}ofordul, hogy egy olyan, m¶atrixszal megadhat¶o
adatt¶abla elemeinek ¶ert¶ek¶et kell megbecsÄulni, amelynek csak a peremeit (sor-
¶es oszlopÄosszesenjeit) ismerjÄuk. A m¶atrix egyes elemei vagy ismertek (ebben
az esetben ezeknek a hozz¶ajuk tartoz¶o sor- ¶es oszlopÄosszesenekb}ol val¶o levo-
n¶as¶aval a becsl¶esi feladatot vissza lehet vezetni azon esetre, amikor a m¶atrix
elemei ismeretlenek) vagy csak kÄozvetett inform¶aci¶o ¶all rendelkez¶esre r¶ajuk
vonatkoz¶oan. E kÄozvetett inform¶aci¶o ¶altal¶aban egy referenciam¶atrix, amir}ol
felt¶etelezzÄuk, hogy sor- illetve oszlopszerkezete valamilyen m¶erce szerint ,,ha-
sonl¶o" a keresett m¶atrix¶ehoz. A referenciam¶atrix lehet a keresett m¶atrixnak
egy kor¶abbi id}oszakra vagy m¶as meg¯gyel¶esi egys¶egre vonatkoz¶o megfelel}oje.
A hasonl¶os¶agot illetve ennek ellent¶et¶et egy ,,t¶avols¶agfÄuggv¶eny" m¶eri, a c¶el az,
hogy ez a t¶avols¶ag (azaz a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke) a legkisebb legyen.

Tipikus p¶elda erre az ¶un. sz¶all¶³t¶asi m¶atrix. Ennek i-edik sor¶anak j-edik
eleme az i-edik kiindul¶asi (felad¶o-) helyr}ol a j-edik rendeltet¶esi (fogad¶o-)
helyre sz¶all¶³tott mennyis¶eget jelenti (p¶eld¶aul egy szem¶elysz¶all¶³t¶asi feladatban
a sz¶all¶³tott szem¶elyek sz¶am¶at). ¶Altal¶aban ismert a m¶atrix kor¶abbi id}oszaki
megfelel}oje, a t¶argyid}oszakb¶ol pedig az, hogy melyik kiindul¶ohelyr}ol mekkora
mennyis¶eget sz¶all¶³tottak el (sorÄosszegek), illetve, hogy melyik rendeltet¶esi
helyre mekkora mennyis¶eg ¶erkezett meg (oszlopÄosszegek).

Szeml¶eletesebben ¶ugy fogalmazhatunk, hogy a feladat a referencia m¶atrix
szerkezet¶et a legjobban meg}orizve r¶afesz¶³teni azt az ¶uj peremekre. Ennek az
¶un. m¶atrixkiigaz¶³t¶asi probl¶em¶anak a megold¶as¶ara m¶ar a XX. sz¶azad elej¶en az
egyes szakterÄuleteken tÄobb¶e-kev¶esb¶e egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul kÄulÄonbÄoz}o, sok-
szor hasonl¶o, s}ot matematikailag azonos elj¶ar¶asokat dolgoztak ki. M¶egis a
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m¶odszereket a kÄulÄonf¶ele szakterÄuleteken elt¶er}oen h¶³vj¶ak. P¶eld¶aul a cikkben
r¶eszletesen ismertet¶esre kerÄul}o, a kÄozgazdas¶agtudom¶anyban RAS-m¶odszernek
nevezett elj¶ar¶ast a kÄozleked¶estudom¶anyokban Furness [1965] nyom¶an Fur-
ness-, m¶ashol pedig Fratar-algoritmusnak nevezik.

¶Altal¶aban a fenti ,,k¶etir¶any¶u" m¶atrixkiigaz¶³t¶asos feladatok megold¶as¶ara
javasolt m¶odszereket k¶et nagy csoportba sorolhatjuk: az ¶un. ,,entr¶opia-
modell"-nek nevezett (amelyben ¶altal¶aban az inform¶aci¶oelm¶eletb}ol vett lo-
garitmus fÄuggv¶eny szerepel) m¶odszerek kÄoz¶e (ide tartozik a RAS-m¶odszer is)
illetve a legkisebb n¶egyzetek elv¶en nyugv¶o kvadratikus c¶elfÄuggv¶eny}u modellek
kÄoz¶e. A szakirodalomban terjedelmes vita bontakozott ki, hogy mikor melyik
m¶odszer a hat¶ekonyabb, megb¶³zhat¶obb. Az eddigi tapasztalatok szerint az,
hogy melyik m¶odszert ¶erdemes v¶alasztani, az r¶eszben a m¶atrix, az elv¶art
peremek, valamint a becsÄult m¶atrixszal kapcsolatos elv¶ar¶asaink matematikai
tulajdons¶agait¶ol (nemnegativit¶as, z¶erus¶ert¶ek, el}ojelv¶alt¶as megengedett volta,
ritka m¶atrix-e stb.) fÄugg, r¶eszben pedig a m¶atrix kÄozgazdas¶agi tartalm¶at¶ol.
P¶eld¶aul a negat¶³v vagy z¶erus ¶ert¶ekek akad¶alyozz¶ak a sztenderd m¶odszerek
alkalmaz¶as¶at. Gyakran el}ofordulhat, hogy egy kiigaz¶³tand¶o m¶atrix egyik
pereme (vagy annak egyes elemei) ¶ugy kell z¶erus ¶ert¶eket felvegyen(ek), hogy
a m¶atrixban megmaradjanak pozit¶³v ¶es negat¶³v ¶ert¶ekek egyar¶ant.

A szakirodalomban az egyes szerz}ok kÄozÄott nemcsak abban volt vita, hogy
a gyakorlatban melyik m¶odszer ad jobb becsl¶est, m}ukÄodik megb¶³zhat¶obban
(p¶eld¶aul biztos¶³tja-e a referenciam¶atrix elemei el}ojel¶enek meg}orz¶es¶et), hanem
a m¶odszerek matematikai tulajdons¶agait illet}oen is (torz¶³tanak-e, az egyes
speci¶alis esetekben m}ukÄodnek-e, egy¶ertelm}u-e a megold¶as, azonos-e k¶et kÄu-
lÄonf¶ele m¶odon megfogalmazott modell megold¶asa2 stb.)

CikkÄunkben ezeket a m¶odszereket tekintjÄuk ¶at, el}oszÄor v¶azlatosan mate-
matikailag, majd megvil¶ag¶³tva a tÄobbszektoros modellez¶esi gyakorlatban el}o-
fordul¶o m¶atrixok (kÄulÄonÄosen a sz¶amszer}us¶³tett ¶altal¶anos egyens¶ulyi (CGE-)
modellek adatig¶eny¶et k¶epez}o kÄulÄonf¶ele tranzakci¶os ¶es transzform¶aci¶os m¶atri-
xok) statisztikai probl¶em¶ait ¶es becsl¶esi saj¶atoss¶agait. A kifejt¶es sor¶an n¶eh¶any
sz¶amp¶eld¶aval is megvil¶ag¶³tjuk a m¶odszerek alkalmaz¶as¶at.

Fentiek keret¶eben kÄulÄon hangs¶ulyt kap a szerz}onek a negat¶³v elem}u refe-
rencia-m¶atrixszal ¶es/vagy nempozit¶³v elv¶art peremekkel rendelkez}o m¶atrixok
becsl¶es¶ehez kidolgozott ,,addit¶³v-RAS" m¶odszer¶enek ismertet¶ese, ¶es hat¶ekony-
s¶ag¶anak sz¶amp¶eld¶akkal val¶o illusztr¶al¶asa. A gyakorlati tapasztalatok ¶es a
szakirodalom tanuls¶againak Äosszefoglal¶asa kapcs¶an javaslatokat teszÄunk a
becsl¶esi m¶odszerek tov¶abbfejleszt¶es¶ere ¶es jÄov}obeni alkalmaz¶as¶anak m¶odj¶ara.

2P¶eld¶aul, hogy az abszol¶ut m¶atrixelemekre (,,tranzakci¶okra") vagy az abb¶ol sz¶am¶³tott
egyÄutthat¶okra kell-e a feladatot (illetve a c¶elfÄuggv¶enyt) fel¶³rni (l¶asd Mesnard [2011] 4.2.
alfejezet¶et).



142 R¶ev¶esz Tam¶as { Kopp¶any Kriszti¶an

2 A m¶atrixkiigaz¶³t¶asi probl¶ema ¶es leggyakrab-
ban haszn¶alt megold¶asi m¶odszerei

Ebben a fejezetben el}oszÄor a fenti ,,k¶etir¶any¶u" m¶atrixkiigaz¶³t¶asos feladat for-
m¶alis matematikai megfogalmaz¶as¶at adjuk meg. Ezut¶an a feladat nemnegat¶³v
m¶atrixok eset¶eben javasolt megold¶asi m¶odszereinek k¶et nagy csoportj¶at, az
¶un. ,,entr¶opia-modell"-eket ¶es a kvadratikus c¶elfÄuggv¶eny}u modelleket, illetve
ezek viszony¶at ismertetjÄuk.

2.1 A m¶atrix kiigaz¶³t¶asi probl¶ema

A szakirodalomban leggyakrabban t¶argyalt m¶atrixkiigaz¶³t¶asi probl¶em¶at a
kÄovetkez}ok¶eppen fogalmazhatjuk meg (l¶asd p¶eld¶aul Lahr & Mesnard [2004],
amin a m¶odszer al¶abbi ismertet¶ese is alapul):

Legyen X¤ egy m£n-es m¶eret}u ismeretlen m¶atrix, amelynek sorÄosszesenjei
az ismert u oszlopvektorral, oszlopÄosszesenjei pedig a szint¶en ismert v sorvek-
torral egyeznek meg (azaz X¤1 = u, 1TX¤ = v, ahol 1 a megfelel}o m¶eret}u
Äoszegz}ovektor, a T fels}o index pedig a transzpon¶al¶as jele).

Ha rendelkez¶esÄunkre ¶all egy szint¶en m£n-es m¶eret}u A indul¶om¶atrix (vagy
m¶as n¶even prior- vagy referenciam¶atrix), ami szerkezet¶eben hasonl¶o X¤-hoz,
akkor azt azzal a szint¶en m£n-es m¶eret}u X m¶atrixszal becsÄulhetjÄuk, amely-
nek sorÄosszesenjei az u oszlopvektorral, oszlopÄosszesenjei pedig a v sorvek-
torral egyeznek meg (azaz X1 = u, 1T X = v) ¶ugy, hogy X az A referencia-
m¶atrixhoz valamilyen ¶ertelemben leghasonl¶obb legyen.

A fenti bekezd¶esekben a ,,szerkezet" sz¶o haszn¶alat¶at az al¶abbi megfonto-
l¶asok indokolj¶ak:

Term¶eszetesen att¶ol fÄugg}oen, hogy hogyan de¯ni¶aljuk k¶et m¶atrix ,,hason-
l¶os¶ag¶at" (vagy ennek ellent¶etek¶ent ,,elt¶er¶es¶et" vagy ,,t¶avols¶ag¶at"), a feladat
megold¶asa (X) elt¶erhet. M¶eg ha rÄogz¶³tjÄuk is a k¶et m¶atrix Äosszehasonl¶³t¶as¶anak
k¶eplet¶et, a megold¶as term¶eszetesen tov¶abbra is fÄugg az A referenciam¶atrixt¶ol.
Ha azonban ennek nemcsak szerkezet¶et}ol (elemei bels}o ar¶anyait¶ol), hanem
m¶eg A ,,szintj¶et}ol" is fÄugg a megold¶as (azaz, hogy valamely ° skal¶arral szo-
rozva A-t, m¶as megold¶ast kapunk), akkor c¶elszer}u az A-t ° skal¶arral szorozva
¶ugy m¶odos¶³tani (ar¶anyosan kiigaz¶³tani), hogy mindÄosszesenje (1TA1) meg-
egyezzen a keresett X¤ mindÄosszesenj¶evel (1TX¤1), azaz 1TA1 = 1Tu =
vT1 legyen. Ez teszi ugyanis csak lehet}ov¶e, hogy ha ekkor m¶eg A1 = u
¶es 1TA = v is ¶eppen teljesÄul, akkor az A indul¶om¶atrix maga legyen az X
megold¶as. Mivel eleget tesz a felt¶eteleknek, ¶es a lehet}o leghasonl¶obb A-hoz,
vagyis azonos vele. Az A referenciam¶atrix fenti ,,szintez¶ese" teh¶at csÄokkenti
a tov¶abbi kiigaz¶³t¶as szÄuks¶eges m¶ert¶ek¶et, szerencs¶es esetben (ha a peremfelt¶e-
teleket is teljes¶³ti) pedig szÄuks¶egtelenn¶e is tesz minden tov¶abbi kiigaz¶³t¶ast.

Term¶eszetesen k¶et m¶atrix ,,hasonl¶os¶ag¶anak" adott k¶eplete mellett elk¶ep-
zelhet}o, hogy a feladatnak tÄobb megold¶asa van, azaz amelyekre ez a k¶eplet
azonos ¶ert¶eket ad. Azonban ha A indekompoz¶abilis (irreducibilis), a lehets¶eges
megold¶asok halmaza kompakt, ¶es a c¶elfÄuggv¶eny e halmaz felett folytonosan
di®erenci¶alhat¶o, akkor csak egyetlen megold¶as l¶etezik, ami az ¶altalunk t¶ar-
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gyalt elj¶ar¶asokra ¶altal¶aban fenn¶all (Mesnard [2011]). E probl¶em¶aval ¶altal¶a-
noss¶agban teh¶at itt nem foglalkozunk, de majd visszat¶erÄunk r¶a a m¶atrixok
,,hasonl¶os¶ag¶anak" konkr¶et k¶eplet¶et alkalmaz¶o elj¶ar¶asok (modellek) t¶argyal¶a-
sakor.

Mindenesetre a m¶atrixkiigaz¶³t¶asi feladat matematikai programoz¶asi fela-
datk¶ent ¶³rhat¶o fel, amelyben az adott korl¶atok (X1 = u, 1TX = v, valamint
esetleg nemnegativit¶asi, illetve el}ojel-azonoss¶agi korl¶atok) mellett keressÄuk a
c¶elfÄuggv¶eny optim¶alis ¶ert¶ek¶et (konkr¶etan a hasonl¶os¶agi k¶eplet maximum¶at
vagy az elt¶er¶es valamilyen monoton nÄovekv}o fÄuggv¶eny¶enek minimum¶at). Is-
meretes, hogy ha a korl¶atoz¶o felt¶etelek line¶aris egyenl}os¶egek, akkor az opti-
mum a Lagrange-szorz¶ok m¶odszer¶evel hat¶arozhat¶o meg. Az ezekkel fel¶³rt ¶un.
Lagrange-fÄuggv¶enyben e szorz¶ok a korl¶atokt¶ol val¶o elt¶er¶eseket bÄuntetik, ¶es azt
fejezik ki, hogy a korl¶atok egys¶egnyi nÄovel¶ese mekkora m¶ert¶ekben v¶altoztatja
meg az optimum ¶ert¶ek¶et. N¶eh¶any szerz}o azonban eleve a Lagrange-fÄuggv¶eny-
b}ol indul ki, de azt m¶odos¶³tja, p¶eld¶aul ¶ugy, hogy a korl¶atokt¶ol val¶o elt¶er¶eseket
nemcsak a megfelel}o Lagrange-szorz¶oval szorozva szerepelteti, hanem az ¶³gy
kapott szorzatok logaritmus¶at v¶eve (l¶asd p¶eld¶aul GÄunlÄuk-»Senesen, G. { Bates,
J. M. [1988]). Ennek a c¶elfÄuggv¶enyÄukben logaritmust szerepeltet}o ¶un. entr¶o-
pia-modellekben van haszna, amennyiben ¶³gy az els}orend}u felt¶etelekb}ol sz¶ar-
maz¶o (b¶ar az eredeti feladat szempontj¶ab¶ol nem optim¶alis!) megold¶asban az
xi;j = ai;j ¢ ¸i ¢ ¿j egyszer}u szorzatalakban fejezhet}o ki a referenciam¶atrix
megfelel}o eleme, valamint az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszegekt}ol val¶o elt¶er¶esekhez
tartoz¶o ¸i illetve ¿j Lagrange-szorz¶ok kÄozÄott.

Felvet}odik, hogy ahelyett, hogy azt vizsg¶aln¶ank, hogy mennyire }orzi meg
a kiindul¶o strukt¶ur¶at az adott (programoz¶asi modell megold¶as¶at biztos¶³t¶o)
elj¶ar¶as, ink¶abb azt kellene vizsg¶alni, hogy mennyire m¶odos¶³tja azt a pere-
meken elv¶art v¶altoz¶asoknak megfelel}oen, azokkal Äosszhangban. P¶eld¶aul, ha
mind a v¶³zszintes, mind a fÄugg}oleges perem nÄovekedett, akkor jogos elv¶ar¶as,
hogy az ezek metsz¶espontj¶aban ¶all¶o elem is nÄovekedjen (persze lehet}oleg csak
az indokolt m¶ert¶ekben). E k¶erd¶est jelen m}u kÄovetkez}o fejezeteiben tÄobbszÄor
¶erintjÄuk, de ¶altal¶anos t¶argyal¶as¶ara nem v¶allalkozhatunk. Mindenesetre ilyen
¶es ehhez hasonl¶o szempontokat vizsg¶al¶o krit¶eriumrendszer Äossze¶all¶³t¶as¶an ¶er-
demes elgondolkodni.

2.2 A RAS-m¶odszer

A legk¶ezenfekv}obb, m¶ar az 1930-as ¶evekben dokument¶alt, s az 1940-es ¶evekben
m¶ar az input-output-modellez¶esben is haszn¶alt megold¶asi algoritmus a RAS-
m¶odszer, amelyet a kÄozgazdas¶agi szakirodalomba, els}osorban az ¶Agazati Kap-
csolatok M¶erleg¶enek becsl¶es¶ere Richard Stone vezetett be (Stone [1961]; Stone
¶es Brown, [1962]).

Ennek az iter¶aci¶os m¶odszernek els}o l¶ep¶ese az A m¶atrixnak (aminek sor-
Äosszesenjeit jelÄolje a b oszlopvektor, oszlopÄosszesenjeit pedig az f sorvektor)
el}oszÄor a sorait szorozza meg a hozz¶atartoz¶o k¶³v¶ant sorÄosszesen ¶es a t¶eny-
leges sorÄosszesen (ui=bi) ar¶any¶aban (ez¶altal a m¶atrixot kiigaz¶³tva az elv¶art
sorÄosszesenekhez), majd az ¶³gy kapott m¶atrixot oszlopir¶anyban igaz¶³tja ki
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hasonl¶o ar¶anyos m¶odon az elv¶art v oszlopÄosszesenekhez3. A m¶asodik l¶ep¶esben
az ¶³gy kapott A1 m¶atrixra hajtja v¶egre a fenti sor- ¶es oszlopir¶any¶u ar¶anyos
kiigaz¶³t¶asokat, majd ¶³gy tov¶abb, az i-edik l¶ep¶esben az (i ¡ 1)-edik l¶ep¶esben
kapott Ai¡1 m¶atrixra v¶egrehajtva a fenti sor- ¶es oszlopir¶any¶u kiigaz¶³t¶asokat
kapja az Ai m¶atrixot. Ez az elj¶ar¶as rendszerint konvergens4, az Ai m¶atrix-
sorozat hat¶ar¶ert¶eke, azaz a megold¶asul kapott X m¶atrix az

X1 = u; 1TX = v;
mX

i=1

nX

j=1

xi;j ln(xi;j=ai;j) ! min (1)

matematikai programoz¶asi feladat megold¶asa (Bacharach [1970]5), ¶es (a fe-
ladatot a Lagrange multiplik¶ator m¶odszerrel megoldva) el}o¶all az

X = r̂Aŝ (2)

szorzat alakban, ahol ^ a vektorb¶ol diagon¶alis m¶atrix k¶epz¶es¶enek a jele, r
¶es s pedig rendre az X1 = u ¶es 1TX = v korl¶atok ¶arny¶ek¶araib¶ol k¶epzett
vektorok (Bacharach [1970]). Mivel a c¶elfÄuggv¶eny konvex ¶es folytonosan dif-
ferenci¶alhat¶o egy kompakt halmazon, ha az A m¶atrix indekompoz¶abilis (tel-
jesen ÄosszefÄugg}o, l¶asd Zalai [2012]), akkor az X = r̂Aŝ megold¶as egy¶ertelm}u,
pontosabban az r ¶es s vektorokn¶al egy tetsz}oleges ± skal¶arszorz¶ot lesz¶am¶³tva
(Bacharach [1970], Mesnard [2011]). Ez azt jelenti, hogy ha egy r ¶es s vek-
torp¶ar egy megold¶as, akkor az r ¢ ± ¶es s=± vektorp¶ar is az.

A RAS-m¶odszer teh¶at egy biproporcion¶alis (k¶etir¶any¶u ar¶anyos¶³t¶asi) m¶od-
szer, ami v¶egeredm¶enyben az eredeti m¶atrixot egyfel}ol soronk¶ent, m¶asfel}ol
oszloponk¶ent (az adott soron, illetve oszlopon belÄul) egys¶eges szorz¶okkal
igaz¶³tja ki.

A RAS-m¶odszer fenti c¶elfÄuggv¶eny¶et a szakirodalom az anal¶og inform¶aci¶o-
elm¶eleti k¶eplet alapj¶an inform¶aci¶ovesztes¶egnek nevezi.6 Lemelin et al. [2013]
prec¶³zen levezetik, hogy a RAS-feladat egyen¶ert¶ek}u a

mX

i=1

pi;j = p¢;j ;
nX

j=1

pi;j = pi;¢ ;
mX

i=1

nX

j=1

pi;j ln(pi;j=pa
i;j) ! min (3)

feladattal, ahol pa
i;j = ai;j=1TA1, pi;j = xi;j=w, p¢;j = hj=w, pi;¢ = ui=w, ¶es

ahol w = uT 1 (azaz az X m¶atrix elemeinek el}o¶³rt mindÄosszesenje). Ekkor
teh¶at a keresend}o pi;j ¶ert¶ekek egy k¶etdimenzi¶os egyÄuttes val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as
elemeinek tekinthet}ok, a c¶elfÄuggv¶eny pedig azon ,,idegen" inform¶aci¶onak,
amit a pi;j val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as tartalmaz a pa

i;j val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶ashoz k¶epest.

3Az ¶altal¶anoss¶ag rov¶asa n¶elkÄul a sor- ¶es oszlopir¶any¶u kiigaz¶³t¶as sorrendje felcser¶elhet}o,
a megold¶ast nem ¶erinti.

4A konvergencia szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶eteleit MacGill [1977] mutatta ki (l¶asd m¶eg
Lemelin et al [2013])

5Schneider ¶es Zenios [1990] szerint ezt Bregman [1967] m¶ar Bacharach [1970] el}ott be-
bizony¶³totta.

6A matematikai inform¶aci¶oelm¶eletet Shannon [1948] dolgozta ki, ¶es Theil [1967] vezette
be a kÄozgazdas¶agtudom¶anyba.
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Az ilyen alakra hozhat¶o feladatokat illetve megold¶asi m¶odszerÄuket kereszt-
entr¶opia (cross-entropy) feladatoknak illetve m¶odszereknek nevezi7. A RAS-
m¶odszer teh¶at a kereszt-entr¶opia m¶odszerek speci¶alis esete.

Lemelin et al. [2013] levezet¶es¶et ¶altal¶anos¶³tva elmondhatjuk, hogy a RAS-
m¶odszer ugyanolyan eredm¶enyre vezet akkor is, ha az A indul¶om¶atrixot tet-
sz}oleges pozit¶³v sz¶ammal megszorozzuk. Ugyanis a ° skal¶arral val¶o szorz¶as
eset¶en a c¶elfÄuggv¶eny

mX

i=1

nX

j=1

xi;j ln(xi;j=(° ¢ ai;j)) =
mX

i=1

nX

j=1

xi;jfln(xi;j=ai;j) ¡ ln °g =

=
mX

i=1

nX

j=1

xi;j ln(xi;j=ai;j) ¡ w ¢ ln ° ;

azaz csak egy konstansban t¶er el az eredeti feladat¶et¶ol, ¶es emiatt ugyana-
zon helyen van minimuma. Teh¶at matematikai szempontb¶ol nincs annak
sem jelent}os¶ege, ha az A m¶atrixot a ° = w=1TA1 skal¶arral ¶atszorozva biz-
tos¶³tjuk, hogy mindÄosszesenje megegyezzen az el}o¶³rt peremek¶evel (w-vel).
Term¶eszetesen eg¶eszen m¶as k¶erd¶es, hogy ¶erdemes-e az A indul¶om¶atrixot ¶ugy
m¶odos¶³tani A¤-ra, hogy az eleve kiel¶eg¶³tse az A¤1 = u, 1TA¤ = v perem-
felt¶eteleket, azaz az (1) feladat egy lehets¶eges megold¶asa legyen. Tov¶abbi
k¶erd¶es, hogy a keresett referenciam¶atrix m ¢ n elem¶evel szemben t¶amasztott
mindÄossze n + m ¡ 1 fÄuggetlen felt¶etel miatt megl¶ev}o jelent}os szabads¶agfok
miatt l¶etez}o sok ilyen lehets¶eges m¶odos¶³t¶as kÄozÄul melyiket v¶alasszuk. ¶Igy
eljuthatunk a k¶etfokozat¶u m¶atrixbecsl¶es problematik¶aj¶ahoz, azaz, amelyben
az els}o fokozatban valamilyen modellel az A kiindul¶o m¶atrixot igaz¶³tjuk ki e
modell szerint optim¶alis A¤-ra, majd ezt haszn¶alva referenciam¶atrixk¶ent egy
m¶asik m¶atrix-kiigaz¶³t¶o modellben hat¶arozzuk meg a v¶egs}o becsl¶est, azaz az X
m¶atrixot. Felvethet}o, hogy a k¶et fokozatban haszn¶alt modelleknek mennyire
kell ,,harmoniz¶alniuk" (kev¶esb¶e kÄolt}oi kifejez¶essel elm¶eletileg koherensnek
lenniÄuk), illetve elt¶erniÄuk (nyilv¶an teljesen azonos modellt haszn¶alva nincs
¶ertelme az elj¶ar¶ast k¶et fokozatra bontani: ugyanis minden optimaliz¶al¶o elj¶ar¶as
am¶ugy is egy lehets¶eges megold¶as megkeres¶es¶evel kezdi a sz¶am¶³t¶asokat).

2.3 Egy¶eb m¶atrix kiigaz¶³t¶o modellek

Term¶eszetesen, m¶eg nemnegat¶³v m¶atrixok eset¶en is, a m¶atrixkiigaz¶³t¶asi prob-
l¶em¶ara ett}ol az inform¶aci¶ovesztes¶egt}ol elt¶er}o c¶elfÄuggv¶enyek is haszn¶alatosak
¶es indokolhat¶ok. Az egyik igen hasonl¶o c¶elfÄuggv¶eny a

mX

i=1

nX

j=1

ai;j ln(ai;j=xi;j) ;

ami ¶eppen megford¶³tja a c¶elfÄuggv¶enybeli szereposzt¶ast a referenciam¶atrix
elemeinek ¶es a becsÄult m¶atrix elemeinek ¶ert¶ekei kÄozÄott (e c¶elfÄuggv¶ennyel

7A kereszt-entr¶opia fogalm¶at Kullback, S. ¶es Leibler, R. A. [1951] vezette be ¶es t¶argyalta
el}oszÄor.
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kapott megold¶asok Äosszehasonl¶³t¶o elemz¶es¶et l¶asd p¶eld¶aul McNeil ¶es Hendrick-
son [1985] cikk¶eben). E c¶elfÄuggv¶eny el}onye, hogy minden xi;j v¶altoz¶o csak
egyszer szerepel a k¶epletben, ¶³gy kÄonnyebb kisz¶am¶³tani, ¶es matematikai tu-
lajdons¶agai (monotonit¶as, nemnegativit¶as, stb.) is kÄonnyebben ¶atl¶athat¶oak.

Az els}osorban a sz¶all¶³t¶asi m¶atrix8 becsl¶es¶ere alkalmazott ¶un. gravit¶aci¶os-
modellek (l¶asd p¶eld¶aul Niedercorn ¶es Bechdolt [1969] illetve Black [1972])
alapv¶altozata is a RAS-m¶odszerrel egyen¶ert¶ek}unek tekinthet}o (Mesnard
[2011]).

A tov¶abbi, term¶eszetes alap¶u logaritmus-fÄuggv¶enyt tartalmaz¶o, de elt¶er}o
s¶ulyoz¶as¶u lehets¶eges c¶elfÄuggv¶enyekre itt nem t¶erÄunk ki, hanem e helyett ¶at-
t¶erÄunk a ,,korl¶atozott legkisebb-n¶egyzetek" jelleg}u c¶elfÄuggv¶enyekre.

Lahr ¶es Mesnard [2004] szerint Pearson Â2 mutat¶oj¶at avagy a normaliz¶alt
n¶egyzetes elt¶er¶est (m¶as n¶even a normaliz¶alt legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶et)
el}oszÄor Deming ¶es Stephan [1940] majd Friedlander [1961] haszn¶alta a m¶atrix-
kiigaz¶³t¶asi feladat megold¶as¶ara, majd Lecomber [1975] aj¶anlotta a szimmetri-
kus ¶agazati kapcsolatok m¶erlegeinek (SIOT-ok) friss¶³t¶es¶ere (,,update"-el¶es¶ere).
A minimaliz¶aland¶o c¶elfÄuggv¶eny az al¶abbi k¶et egyen¶ert¶ek}u formul¶aval ¶³rhat¶o
fel:

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j ¡ ai;j)
2=ai;j =

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j=ai;j ¡ 1)2 ¢ ai;j : (4)

A m¶asodik k¶epletb}ol l¶athat¶o, hogy ez a c¶elfÄuggv¶eny a becsÄult ¶es eredeti
m¶atrixelemek relat¶³v (%-os) elt¶er¶es¶enek az eredeti m¶atrixelemek nagys¶ag¶aval
s¶ulyozott n¶egyzetÄosszeg¶et jelenti. Ez¶altal kompromisszumot jelent a szakiro-
dalom ¶altal Almon [1968] tanulm¶any¶ahoz t¶ars¶³tott

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j ¡ ai;j)
2 (5)

egyszer}u n¶egyzetÄosszeg9, ¶es a s¶ulyozatlan relat¶³v n¶egyzetes elt¶er¶es

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j=ai;j ¡ 1)2 =
mX

i=1

nX

j=1

(xi;j ¡ ai;j)
2=a2

i;j (6)

c¶elfÄuggv¶enyek kÄozÄott.
KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy az egyszer}u n¶egyzetÄosszeg a kis elemekn¶el hajla-

mosabb nagyobb elt¶er¶eseket megengedni, m¶³g a s¶ulyozatlan relat¶³v n¶egyzetes
elt¶er¶es ¶eppen ford¶³tva, a sz¶etosztand¶o (az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszeghez szÄuk-
s¶eges hozz¶aadand¶o, illetve levonand¶o) mennyis¶egeket a nagyobb elemekhez
hajlamos osztani, ahol a m¶odos¶³t¶as sz¶azal¶ekosan kisebb ¶ert¶eket jelent.

8A sz¶all¶³t¶asi feladat abb¶ol ¶all, hogy az ui term¶ekmennyis¶eggel rendelkez}o i-edik kiindu-
l¶ohelyr}ol a vj term¶ekmennyis¶eget ig¶enyl}o j-edik ¶erkez¶esi helyre mekkora xi;j mennyis¶eget
sz¶all¶³tsunk ¶ugy, hogy a sz¶all¶³t¶asi kÄolts¶eg minim¶alis legyen.

9B¶ar Almon ezt a k¶epletet az ¶AKM egyÄutthat¶oira alkalmazta, azaz azX1 = u, 1TX = v
peremfelt¶etelek helyett az Xg = u, 1TXĝ = v peremfelt¶etelek mellett tÄort¶enik a sz¶oban
forg¶o c¶elfÄuggv¶eny minimaliz¶al¶asa, ahol g a brutt¶o termel¶esi ¶ert¶ekek ismertnek felt¶etelezett
vektora.
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A n¶egyzetes elt¶er¶eseket, illetve azokat az 1=ai;j illetve 1=a2
i;j s¶ulyokkal

Äosszes¶³t}o (4), (5) ¶es (6) c¶elfÄuggv¶enyek ¶altal¶anos¶³t¶asak¶ent Harthoorn ¶es van
Dalen [1987] a

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j ¡ ai;j)
2=gi;j

k¶eplettel ¶³rj¶ak fel a c¶elfÄuggv¶enyt, ahol az 1=gi;j s¶ulyok k¶epviselik az xi;j

elemek ,,els}o kÄozel¶³t¶es¶enek" tekintett ai;j elemek ,,relat¶³v megb¶³zhat¶os¶ag¶at"
(Timurshoev et al [2011]).

Az is kÄonnyen l¶athat¶o, hogy az entr¶opia jelleg}u, azaz logaritmus fÄuggv¶enyt
tartalmaz¶o c¶elfÄuggv¶enyekkel szemben a n¶egyzetes elt¶er¶eseken alapul¶o c¶elfÄugg-
v¶enyek elvben megengedik azt, hogy a becsÄult xi;j az eredeti ai;j-t}ol elt¶er}o
el}ojel}u legyen. Hasonl¶ok¶eppen nyilv¶anval¶o, hogy az eredeti z¶erus elemek is
v¶alhatnak nemz¶eruss¶a. E probl¶em¶akkal a kÄovetkez}o fejezetben foglalkozunk.

3 Negat¶³v elemeket is tartalmaz¶o, illetve z¶erus
perem¶ert¶ek}u m¶atrixok kiigaz¶³t¶asi m¶odszerei

Ebben a fejezetben el}oszÄor a ,,k¶etir¶any¶u" m¶atrixkiigaz¶³t¶asos feladatnak a
2. fejezetben ismertetett m¶odszereinek olyan m¶odos¶³t¶asait mutatjuk be, ame-
lyek ahhoz szÄuks¶egesek, hogy ezeket eredm¶enyesen lehessen alkalmazni olyan
esetekben is, amelyekben a m¶atrix elemei ¶es/vagy el}o¶³rt sor- illetve oszlop-
Äosszesenjei kÄozÄott negat¶³v elemek is vannak.

Egy kÄulÄonf¶ele dezaggreg¶aci¶okat tartalmaz¶o gazdas¶agi modellez¶es adat-
b¶azis¶aban gyakran szerepel ilyen dezaggreg¶alt kateg¶ori¶ak kereszt-t¶abl¶azata
(vagy m¶as n¶even kontingencia-t¶abl¶azata). Ha ezek becsl¶es¶ere van szÄuks¶eg,
akkor sok esetben a negat¶³v vagy z¶erus ¶ert¶ekek akad¶alyozz¶ak a sztenderd
m¶odszerek alkalmaz¶as¶at. P¶eld¶aul, ha a kiigaz¶³tand¶o m¶atrix egyik perem¶enek
(vagy annak egyes elemeinek) el}o¶³rt ¶ert¶eke z¶erus, akkor a RAS-becsl¶es az eg¶esz
indul¶o sort illetve oszlopot lenull¶azn¶a, m¶eg akkor is, ha val¶os¶agban mind
pozit¶³v, mind negat¶³v ir¶anyban l¶eteznek null¶at¶ol nyilv¶anval¶oan jelent}osen
elt¶er}o elemek. Az se sokkal szerencs¶esebb eset, ha a referencia m¶atrix valame-
lyik sor- vagy oszlopÄosszesenje z¶erus (term¶eszetesen ekkor a sz¶oban forg¶o sor
illetve oszlop vagy minden eleme z¶erus, vagy negat¶³v elem(ek)nek is lennie
kell benne), de a megfelel}o el}o¶³rt perem¶ert¶ek z¶erust¶ol elt¶er}o. A probl¶ema
s¶uly¶at ¶erz¶ekeltetend}o megeml¶³thet}o, hogy az erre az esetre egy¶ebk¶ent nem
aj¶anlott RAS-algoritmus az adott sor illetve oszlop ar¶anyos kiigaz¶³t¶asa sor¶an
z¶erussal val¶o oszt¶ast k¶³s¶erelne meg.

Mint a 2. fejezetben bemutatott k¶epleteikb}ol is sejthet}o, a m¶atrix-kiigaz¶³-
t¶as eddig t¶argyalt m¶odszerei nem, vagy nem megfelel}oen m}ukÄodnek akkor,
ha az indul¶om¶atrix egyes elemei vagy az el}o¶³rt sor- illetve oszlopÄosszesenek
egy r¶esze negat¶³v. E probl¶em¶ak ban¶alis ad hoc kezel¶eseit lesz¶am¶³tva, mint
p¶eld¶aul a kis negat¶³v ai;j elemek z¶erusra cser¶el¶es¶et (Omar [1967]10) vagy

10Id¶ezi Lahr ¶es Mesnard [2004].
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v¶altozatlanul hagy¶as¶at (amit Huang et al [2008] szok¶asos m¶odszernek nevez),
GÄunlÄuk-»Senesen ¶es Bates [1988], majd az }o eredm¶enyeiket ¶ujrafelfedezve11

Junius ¶es Oosterhaven [2003] foglalkozott el}oszÄor alaposan a negat¶³v elemek
kezel¶es¶evel. Azonban az ¶altaluk kidolgozott ¶un. ,,generalized"-RAS (GRAS)
m¶odszernek az ¶altaluk a

mX

i=1

nX

j=1

jai;j j ¢ xi;j=ai;j ¢ ln(xi;j=ai;j)

k¶eplettel fel¶³rhat¶o c¶elfÄuggv¶enye torz¶³t (Huang et al [2008]), ¶es nem is al-
kalmazhat¶o, ha nem minden oszlopban ¶es sorban van pozit¶³v elem (Temur-
shoev [2013]), illetve, mint majd l¶atjuk, m¶eg norm¶al esetben sem mindig a
legjobb eredm¶enyt adja a becsl¶esi m¶odszerek kÄozÄul. K¶es}obb Oosterhaven
[2005] is r¶amutatott, hogy az eredetileg javasolt c¶elfÄuggv¶eny¶eben a negat¶³v ¶es
pozit¶³v elt¶er¶esek kiolthatj¶ak egym¶ast (a tÄok¶eletes illeszked¶es ill¶uzi¶oj¶at keltve),
¶es helyette az abszol¶ut inform¶aci¶ovesztes¶egnek (AIL) elnevezett

mX

i=1

nX

j=1

jai;j ¢ xi;j=ai;j ¢ ln(xi;j=ai;j)j

c¶elfÄuggv¶enyt javasolta. K¶es}obb a GRAS-m¶odszer c¶elfÄuggv¶eny¶enek torz¶³t¶as¶at12

Lenzen et al [2007] korrig¶alt¶ak. Huang et al [2008] pedig a c¶elfÄuggv¶enyt a
mX

i=1

nX

j=1

jai;j j ¢ (zi;j ¢ ln(zi;j=e) + 1)

alakra tov¶abb m¶odos¶³tva (b¶ar ez ut¶obbi m¶odos¶³t¶as csak egy olyan konstanst
ad a fÄuggv¶enyhez, amire a zi;j = 1 ¶ert¶ekek mellett a fÄuggv¶eny ¶eppen z¶erus
lesz, de ez nem ¶erinti az optimumhelyet) a m¶odszert ,,jav¶³tott-GRAS"-nak
(IGRAS) nevezi.

Mindenesetre m¶ar a c¶elfÄuggv¶enyben szerepl}o logaritmus-fÄuggv¶enyb}ol is
l¶athat¶o, hogy ha a modellnek egy¶altal¶an van megold¶asa, akkor abban minden
i; j p¶arra xi;j=ai;j = zi;j ¸ 0. Teh¶at a GRAS-modell megold¶asa garant¶alja,
hogy a m¶atrix elemei megtartj¶ak az el}ojelÄuket (azaz, hogy a becsl¶es el}ojele
az indul¶o¶ert¶ek el}ojel¶evel azonos legyen).

A valamilyen inform¶aci¶omennyis¶egen alapul¶o c¶elfÄuggv¶enyeket tartalmaz¶o
¶un. entr¶opia-modelleken t¶ul a kvadratikus c¶elfÄuggv¶enyt tartalmaz¶o modellek-
ben is megfogalmazhat¶o a becsÄult m¶atrix elemeire az el}ojelv¶alt¶as tilalma.
Jackson ¶es Murray [2004] p¶eld¶aul (l¶asd a 10. sorsz¶am¶u modelljÄuket) a zi;j =
xi;j=ai;j v¶altoz¶ok szerint minimaliz¶aland¶o

mX

i=1

nX

j=1

(zi;j ¢ ai;j ¡ ai;j)
2 ¢ jai;jj

11L¶asd Umed Temurshoev et al [2011] (l¶asd m¶eg: http://www.wiod.org/publications/
papers/wiod2.pdf)
12Nevezetesen, hogy a z ¢ ln z fÄuggv¶eny minimuma a z = 1=e ¶ert¶ekn¶el van (ahol e a

term¶eszetes alap¶u logaritmus alapja ¶es z k¶epviseli az xi;j=ai;j ar¶anyt, teh¶at a z = 1 helyen
kellene lennie a minimumnak), m¶³g az ¶altala javasolt z ¢ ln(z=e) fÄuggv¶enynek van a z = 1
¶ert¶ekn¶el minimuma.
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c¶elfÄuggv¶enyt alkalmazz¶ak erre a c¶elra a szok¶asos peremfelt¶etelek ¶es a zi;j ¸ 0
nemnegativit¶asi felt¶etelek mellett. A nemnegativit¶asi felt¶eteleket szerepeltet}o
fenti, ¶altaluk ,,el}ojeltart¶o n¶egyzetes elt¶er¶es"-nek nevezett modell ugyan el¶eg
j¶ol megoldhat¶o a rendelkez¶esre ¶all¶o matematikai programoz¶asi sz¶am¶³t¶og¶epes
programcsomagokkal (pl. GAMS), de ezen egyenl}otlens¶eg tartalm¶u felt¶etelek
nem teszik lehet}ov¶e az optim¶alis megold¶as levezet¶es¶et a Lagrange-szorz¶ok
m¶odszer¶evel. Tal¶an ez¶ert is Huang et al [2008] a m¶atrixelemek el}ojelv¶alt¶as¶at
nem ¶³gy, hanem a Lagrange-fÄuggv¶enybe be¶ep¶³tett

M=2 ¢
mX

i=1

nX

j=1

jai;jj ¢ [min(0; zi;j)]
2

taggal akad¶alyozza meg, ahol M egy adott kell}oen nagy pozit¶³v sz¶am.

A Junius ¶es Oosterhaven [2003] ¶altal a negat¶³v elemeket is tartalmaz¶o,
r¶eszben negat¶³v perem}u m¶atrixok kiigaz¶³t¶as¶ara adott sz¶amp¶eld¶an }ok ¶es k¶e-
s}obbi publik¶aci¶ok szerz}oi empirikusan is vizsg¶alt¶ak, hogy az egyes, az illeszke-
d¶es j¶os¶ag¶at m¶er}o (,,assessment") krit¶eriumok szerint melyik becsl¶esi m¶odszer
a jobb. E m¶odszerek kÄozÄul Jackson ¶es Murray [2004] ¶eppen a fenti ,,el}ojeltart¶o
n¶egyzetes elt¶er¶es" modellt tal¶alt¶ak Äosszess¶eg¶eben a legjobbnak.

Hasonl¶ok¶eppen Huang et al [2008] is arra a kÄovetkeztet¶esre jutottak, hogy
az ¶altaluk ,,jav¶³tott normaliz¶alt n¶egyzetes elt¶er¶es"-nek (INSD) nevezett,

mX

i=1

nX

j=1

(xi;j=ai;j ¡ 1)2 ¢ jai;jj + M=2 ¢
mX

i=1

nX

j=1

jai;j j ¢ [min(0; zi;j)]
2 (7)

k¶eplettel megadott c¶elfÄuggv¶eny teljes¶³tett (¶atlagosan) a legjobban Junius ¶es
Oosterhaven [2003] sz¶amp¶eld¶aj¶an. Ez { a j¶o becsl¶esi eredm¶enyek mellett {
elvileg is al¶at¶amasztja az EU-GTAP projektben ¶altalunk v¶alasztott hasonl¶o
(kvadratikus jelleg}u) c¶elfÄuggv¶eny indokolts¶ag¶at (Rueda { Revesz et al [2016]).
Ahogy Huang et al [2008] r¶amutattak, ¶es ahogy Temurshoev et al [2011] pre-
c¶³zen levezett¶ek, az INSD c¶elfÄuggv¶eny az IGRAS c¶elfÄuggv¶eny¶enek a zi;j = 1
hely kÄorÄuli Taylor-soros fel¶³r¶as¶anak els}o tagja:

jai;j j ¢ (zi;j ¢ ln(zi;j=e)+1) ¼ jai;j j ¢ (0+ zi;j ¢ (zi;j ¡ 2)+1) ¼ jai;jj ¢ (zi;j ¡ 1)2 :

Ez¶ert, ¶es mivel a GRAS-becsl¶esben zi;j ¸ 0, Huang et al [2008] ¶ugy
¶ervelnek, hogy az INSD-m¶odszer hajlamosabb meg}orizni az elemek el}ojel¶et,
mint m¶as, nem-biproporcion¶alis m¶odszerek.

Fentieken ¶es az empirikus tesztel¶esen t¶ul Huang et al [2008] fel¶³rj¶ak az
egyes m¶odszereknek megfelel}o korl¶atozott optimaliz¶al¶asi feladatokhoz tar-
toz¶o Lagrange-fÄuggv¶enyeket, ¶es ezekb}ol levezetik az optim¶alis megold¶asok
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k¶epleteit.13 Az INSD c¶elfÄuggv¶eny eset¶en ezek az al¶abbiak:

zi;j =

(1 ha ai;j = 0
1 + sgn(ai;j) ¢ (¸i + ¿j) ha ez nemnegat¶³v vagy M = 0
0 ha M v¶egtelenhez tart.

(8)

¸i =
³
ui ¡

X

j

ai;j +
X

j

(M ¢ ai;j ¢ min(0; zi;j) ¡ ¿j ¢ jai;jj)
´
=
X

j

jai;j j (8a)

¿j =
³
vj ¡

X

i

ai;j +
X

i

(M ¢ ai;j ¢ min(0; zi;j) ¡ ¸i ¢ jai;jj)
´
=
X

i

jai;j j (8b)

ahol zi;j = xi;j=ai;j , ¸i ¶es ¿j pedig a Lagrange-fÄuggv¶enyben a sor- ¶es oszlop-
ir¶any¶u elt¶er¶esekhez tartoz¶o Lagrange-szorz¶ok.

Konkr¶etan akkor, ha zi;j ¸ 0, azaz ha az ai;j elem nem v¶alt el}ojelet, ¸i ¶es
¿j fenti k¶epletei az al¶abbiakra egyszer}usÄodnek:

¸i =
³
ui ¡

X

j

ai;j ¡
X

j

¿j ¢ jai;j j
´
=

X

j

jai;jj (9)

¿j =
³
vj ¡

X

i

ai;j ¡
X

i

¸i ¢ jai;j j
´
=

X

i

jai;jj (10)

A zi;j meghat¶aroz¶as¶ara szolg¶al¶o (8)-beli k¶eplet kÄoz¶eps}o r¶esz¶eb}ol l¶atszik,
hogy ekkor pozit¶³v ai;j elemek eset¶eben hozz¶aadni, negat¶³v elemekn¶el pedig
levonni kell a Lagrange-szorz¶okat.

A (8) kÄoz¶eps}o egyenlet¶et ai;j-vel beszorozva

xi;j = zi;j ¢ ai;j = ai;j + ai;j ¢ sgn(ai;j) ¢ (¸i + ¿j) ; (11)

majd bevezetve a di;j = xi;j ¡ ai;j jelÄol¶est, mindk¶et oldal¶ab¶ol ai;j-t levonva
¶es ¯gyelembe v¶eve, hogy ai;j ¢ sgn(ai;j) = jai;j j, a

di;j = xi;j ¡ ai;j = jai;jj ¢ (¸i + ¿j) (12)

ÄosszefÄugg¶es ad¶odik a Lagrange-szorz¶ok ¶es a m¶atrix elemeinek (optim¶alis) v¶al-
toz¶asa kÄozÄott.

A (9) ¶es (10) egyenletekb}ol pedig azt l¶atjuk, hogy e szorz¶ok egym¶ast¶ol
fÄuggenek, valamint fÄuggenek az adott ai;j elem sorir¶any¶u illetve oszlopir¶any¶u
abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶es¶et}ol is.

¶Erdemes megjegyezni, hogy hasonl¶oan a RAS-m¶odszerhez (amelynek meg-
old¶as¶aban a sorok ¶es az oszlopok (Lagrange-) szorz¶oi csoportonk¶ent egym¶assal
ford¶³tott ar¶anyban, csoporton belÄul egys¶egesen, de b¶armily ar¶anyban ar¶anyo-
san v¶altozhatnak) a (12) k¶epletb}ol l¶atszik, hogy ugyanarra a becsl¶esre vezet,

13B¶ar hib¶asan, az ¶altaluk megadott els}orend}u felt¶etelek akkor ¶alln¶anak fenn, ha a La-
grange-fÄuggv¶enyben a korl¶atokt¶ol val¶o elt¶er¶esek ford¶³tott el}ojellel lenn¶enek fel¶³rva. Ezt
k¶es}obb Temurshoev et al. [2011] jav¶³tj¶ak, de }ok se indokolj¶ak a c¶elfÄuggv¶eny megfelez¶es¶et
a Lagrange-fÄuggv¶eny k¶epz¶es¶en¶el, ami egy¶ebk¶ent a peremekt}ol val¶o elt¶er¶eseket bÄuntet}o
fÄuggv¶eny k¶etszeres s¶ullyal val¶o besz¶am¶³t¶as¶aval egyen¶ert¶ek}u.
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ha egy tetsz}oleges ' ¶ert¶eket v¶alasztva ¸i hely¶ere ¸i + ' ¶ert¶eket, ¿j hely¶ere
pedig ¿j ¡ ' ¶ert¶eket adunk meg, s}ot tov¶abbra is kiel¶eg¶³tik a (8), (9), (10)
els}orend}u felt¶eteleket is. Teh¶at ilyen ¶ertelemben, ha van egy megold¶as, akkor
v¶egtelen sok van, csak am¶³g a ,,multiplikat¶³v" RAS eset¶eben a Lagrange-szor-
z¶okban a szabads¶agfok egy ar¶anyoss¶agi t¶enyez}oben jelentkezik, addig az INSD
eset¶eben ez egy addit¶³v komponensben.

Mivel a Huang et al [2008] ¶altal t¶argyalt ¶altal¶anos (el}ojelv¶alt¶ast megtilt¶o)
esetben a (8), (9), (10) egyenletrendszer szimult¶an (¸i ¶es ¿j fÄuggenek zi;j -t}ol

¶es ford¶³tva), megold¶as¶ara egy iter¶aci¶os algoritmust javasolnak z
(0)
i;j = 1, ¸

(0)
i =

0, ¿
(0)
j = 0 indul¶o¶ert¶ekekkel. Az ¶altalunk t¶argyalt, el}ojelv¶alt¶ast megenged}o

esetben azonban ¸i ¶es ¿j csak egym¶ast¶ol fÄuggenek, ¶es a Huang et al [2008]
¶altal javasolt iter¶aci¶os algoritmus nem rekurz¶³van ¶ertelmezett v¶altozat¶anak
els}o l¶ep¶es¶eben a (9) ¶es (10) k¶epletek alapj¶an a Lagrange-szorz¶ok a

¸(1)
i = gi=

X

j

jai;j j (13)

¿
(1)
j = hj=

X

i

jai;jj (14)

k¶epletekkel hat¶aroz¶odnak meg, ahol bevezettÄuk a gi = ui ¡ P
j ai;j ¶es hj =

vj¡
P

i ai;j jelÄol¶eseket az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszesenek elt¶er¶es¶ere az A m¶atrix
megfelel}o sor- ¶es oszlopÄosszesenjeit}ol.

Legyen S = jAj, ahol jAj az a m¶atrix, amely A elemeinek abszol¶ut ¶ert¶ekeit
tartalmazza, w = 1TS, q = S1, valamint R = q̂¡1S ¶es C = Sŵ¡1 az S
sor- illetve oszlopir¶any¶u megoszl¶asait tartalmaz¶o m¶atrixok. A (13) ¶es (14)
k¶epletnek (12)-be val¶o behelyettes¶³t¶es¶evel azt kapjuk, hogy az els}o iter¶aci¶os
l¶ep¶esben a m¶atrix elemei a

d(1)
i;j = jai;jj ¢ (¸(1)

i + ¿ (1)
j ) = gi ¢ jai;jj=

X

j

jai;j j + hj ¢ jai;jj=
X

i

jai;j j =

= gi ¢ ri;j + hj ¢ ci;j

(15)
m¶ert¶ekben v¶altoznak meg. Ez teh¶at azt jelenti, hogy az els}o iter¶aci¶o a sorok,
illetve oszlopok szÄuks¶eges kiigaz¶³t¶as¶at ¶eppen az egyes ai;j elemek sorir¶any¶u,
illetve oszlopir¶any¶u abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶es¶enek ar¶any¶aban sz¶etosztva v¶egzi
el. FigyeljÄuk meg, hogy ez az els}o iter¶aci¶os l¶ep¶es a kiigaz¶³t¶ast Äosszess¶eg¶eben
dupl¶an v¶egezn¶e el, a kapott m¶atrix mindÄosszesenje

mX

i=1

nX

j=1

d
(1)
i;j =

mX

i=1

gi +
nX

j=1

hj

k¶eplet¶eben mind a
Pm

i=1 gi, mind a
Pn

j=1 hj tag Äonmag¶aban biztos¶³tan¶a,
hogy a m¶atrix mindÄosszesenje az el}o¶³rt legyen.

A kÄozben bevezetett jelÄol¶esekkel a Lagrange-szorz¶ok (v¶egs}o) ¶ert¶ekeit meg-
hat¶aroz¶o (9) egyenleteket qi =

P
j jai;j j-vel, a (10) egyenleteket pedig wj =
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P
i jai;jj-vel beszorozva a

¸i ¢ qi = gi ¡
X

j

¿j ¢ si;j (16)

¿j ¢ wj = hj ¡
X

i

¸i ¢ si;j (17)

alakra egyszer}usÄodnek. M¶atrixalgebrai jelÄol¶esekkel (16) ¶es (17) a

·
q̂ S
ST ŵ

¸ ·
¸
¿

¸
=

·
g
h

¸
(18)

inhomog¶en line¶aris egyenletrendszerben foglalhat¶o Äossze, ahol ¸, ¿ , g ¶es h
rendre a ¸i, ¿j; gi ¶es hj elemekb}ol k¶epzett oszlopvektorok.

Mivel 1T g = 1Th, valamint q̂1 = q = S1 ¶es ŵ1 = w = ST1, fenn¶all,
hogy ·

q̂ S
ST ŵ

¸ ·
1

¡1

¸
=

·
0
0

¸
(19)

azaz a tov¶abbiakban S¤-gal jelÄolt

·
q̂ S
ST ŵ

¸
(egy¶ebk¶ent l¶athat¶oan szimmet-

rikus) m¶atrix szingul¶aris (sorai, illetve oszlopai ÄosszefÄugg}ok). Ez¶ert a (18)
egyenletrendszer nem oldhat¶o meg az S¤ (nem l¶etez}o) inverz¶evel balr¶ol val¶o
beszorz¶as¶aval, hanem (legal¶abb) egy v¶altoz¶ot ki kell fejezni a tÄobbivel, ¶es el
kell hagyni az egyenletrendszer hozz¶a tartoz¶o (azonos sorsz¶am¶u) egyenlet¶evel
egyÄutt. V¶egÄul az (m + n ¡ 1) egyenletb}ol ¶es v¶altoz¶ob¶ol ¶all¶o reduk¶alt egyen-
letrendszert lehet megoldani a reduk¶alt egyÄutthat¶om¶atrix inverz¶evel balr¶ol
val¶o beszorz¶as¶aval.

3.1 Az el}ojelv¶alt¶ast megenged}o m¶odszerekr}ol

A negat¶³v elemeket is tartalmaz¶o m¶atrixok elemeinek becsl¶es¶en¶el el}ofordulha-
t¶o el}ojelv¶alt¶ast kor¶abban ¶ertelemszer}uen igyekeztek elkerÄulni (m¶ar csak az¶ert
is, mert negat¶³v zi;j eset¶en a c¶elfÄuggv¶enyk¶ent de¯ni¶alt, az entr¶opia-modellek-
ben szok¶asosan haszn¶alt logaritmus fÄuggv¶eny nincs ¶ertelmezve), s el}ojeltar-
t¶o (,,sign-preserving") algoritmusokat kidolgozni. Azonban el}ofordulhatnak
olyan esetek is, amikor az el}o¶³rt peremek olyanok, hogy az ai;j ¶es xi;j elemek
el}ojele kÄulÄonbÄoz}o kell, hogy legyen.

Lemelin [2009] egy ilyen esetet is bemutat a cikk¶eben. MikÄozben igyekszik
kiterjeszteni ¶es tesztelni a GRAS- ¶es a Kullback { Leibler [1951]-f¶ele kereszt-
entr¶opia becsl¶esi m¶odszereket z¶erus-perem}u m¶atrixokra, Junius ¶es Ooster-
haven sz¶amp¶eld¶aj¶anak m¶atrix¶at el}oszÄor mint nett¶o vil¶agkereskedelmi m¶atrixot
¶ertelmezi ¶at, ahol az inkonzisztens kiindul¶o adatok A m¶atrix¶anak ai;j ele-
me mutatja a j-edik orsz¶ag nett¶o exportj¶at az i-edik term¶ekb}ol, ¶es amely-
nek becsÄult X m¶atrix¶anak mind a sorÄosszesenjei, mind az oszlopÄosszesenjei
z¶erusok kell, hogy legyenek, majd mint nemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok
m¶atrix¶at, ahol az inkonzisztens kiindul¶o adatok A m¶atrix¶anak ai;j eleme
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mutatja a j-edik orsz¶ag nett¶o kÄovetel¶es¶et az i-edik befektet¶esi eszkÄozb}ol, ¶es
amely becsÄult X m¶atrixa sorÄosszesenjeinek ugyancsak z¶erusnak kell lenniÄuk,
de az egyes oszlopÄosszesenek negat¶³v ¶ert¶ek¶et teszi szÄuks¶egess¶e. Ez ut¶obbi eset-
ben Lemelin a m¶atrix eredetileg pozit¶³v elemekb}ol ¶all¶o 2. oszlop¶anak el}o¶³rt
Äosszeg¶et sz¶and¶ekosan negat¶³v ¶ert¶ekkel hat¶arozza meg, hogy kik¶enyszer¶³tse
egyes elemek el}ojelv¶alt¶as¶at, ¶es ezen tesztelhesse Kullback ¶es Leibler, valamint
Junius ¶es Oosterhaven erre az esetre Lemelin ¶altal n¶emik¶eppen m¶odos¶³tott
GRAS- illetve kereszt-entr¶opia m¶odszer¶et.

Az indul¶om¶atrix ¶es az elv¶art peremek konkr¶etan az 1. t¶abl¶azatban szerepl}o
¶ert¶ekek voltak.

1. orsz¶ag 2. orsz¶ag 3. orsz¶ag 4. orsz¶ag ÄOsszesen El}o¶³rt Äosszesen
1. p.Äu. eszkÄoz 7 3 5 -3 12 0
2. p.Äu. eszkÄoz 2 9 8 1 20 0
3. p.Äu. eszkÄoz -2 0 2 1 1 0
ÄOsszesen 7 12 15 -1
El}o¶³rt Äosszesen 9 -16 17 -10

1. t¶abl¶azat. NemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok m¶atrix¶anak kiindul¶o ¶ert¶eke

A kereszt-entr¶opia m¶odszerrel becsÄult m¶atrix a 2. t¶abl¶azat szerinti lett.

P¶enzÄugyi eszkÄoz 1. orsz¶ag 2. orsz¶ag 3. orsz¶ag 4. orsz¶ag ÄOsszesen El}o¶³rt Äosszesen
1. p.Äu. eszkÄoz 27495.1 -36579.2 24854.4 -15770.3 0 0
2. p.Äu. eszkÄoz -11049.5 36563.2 -34936.8 9423.2 0 0
3. p.Äu. eszkÄoz -16436.5 0 10099.5 6337.1 0 0
ÄOsszesen 9 -16 17 -10
El}o¶³rt Äosszesen 9 -16 17 -10

2. t¶abl¶azat. NemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok kereszt-entr¶opia modellel becsÄult m¶atrixa

Lemelin a kereszt-entr¶opia m¶odszer nyilv¶anval¶oan irre¶alis eredm¶enyeit az-
zal magyar¶azza, hogy a m¶odszer igyekszik meg}orizni a m¶atrix elemeinek ar¶a-
nyait, ¶³gy ha ak¶ar csak kis oszlopÄosszegeket kell korrig¶alni nagyobb ar¶anyban,
akkor a hozz¶ajuk tartoz¶o oszlop elemeket is azonos nagy ar¶anyban m¶odos¶³tja
(a RAS-hoz hasonl¶oan).

Lemelin [2009] a GRAS-m¶odszerrel a 3. t¶abl¶azatbeli becsl¶est kapta (l¶asd
a cikke 8. t¶abl¶azat¶at).

1. orsz¶ag 2. orsz¶ag 3. orsz¶ag 4. orsz¶ag ÄOsszesen El}o¶³rt Äosszesen
1. p.Äu. eszkÄoz 17,07 -23,44 18,65 -12,28 0 0
2. p.Äu. eszkÄoz -2,49 7,44 -6,52 1,58 0 0
3. p.Äu. eszkÄoz -5,57 0 4,87 0,71 0 0
ÄOsszesen 9 -16 17 -10
El}o¶³rt Äosszesen 9 -16 17 -10

3. t¶abl¶azat. NemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok GRAS-modellel becsÄult m¶atrixa

Lemelin a k¶et m¶odszerrel kapott eredm¶enyeket Äosszevetve meg¶allap¶³tja,
hogy a m¶odos¶³tott GRAS-m¶odszere jobbnak bizonyult, mint a kereszt-ent-
r¶opia m¶odszer. Sajnos nem vizsg¶alta a kvadratikus jelleg}u c¶elfÄuggv¶enyekkel
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kaphat¶o megold¶asokat, pedig azok magukt¶ol ¶ertet}od}oen megengedik az el}o-
jelv¶alt¶asokat. Erre a kÄovetkez}o alfejezetben m¶eg visszat¶erÄunk.

Lenzen [2014] miut¶an els}osorban a (az ¶AKM-ekben kÄulÄon oszlopban meg-
jelen}o) k¶eszletv¶altoz¶asok kapcs¶an bemutatja, hogy a k¶eszletv¶altoz¶asok milyen
okokb¶ol, mely term¶ekekb}ol ¶es milyen gyakoris¶aggal v¶altoznak, ¶altal¶aban is
megford¶³tja az el}ojelv¶alt¶as addigi negat¶³v min}os¶³t¶es¶et, ¶es er¶enyk¶ent hangs¶u-
lyozza, hogy ha kell, adott esetben a becsl¶esi elj¶ar¶as meg tudja ford¶³tani a
m¶atrix elemeinek el}ojel¶et.

3.2 Az addit¶³v RAS m¶odszer

A z¶erus (vagy z¶erus-kÄozeli) elv¶art peremek, illetve szerencs¶etlen helyen ¶es
nagys¶agrendben megjelen}o negat¶³v elemeket tartalmaz¶o indul¶om¶atrix eset¶e-
ben haszn¶alhatatlan RAS-m¶odszert egy olyan iter¶aci¶os algoritmusra m¶odo-
s¶³tottam (R¶ev¶esz [2001]), hogy szorz¶as helyett el}oszÄor a sorÄosszegekben az
elv¶artt¶ol val¶o elmarad¶ast kell sz¶etosztani a indul¶om¶atrix adott sor¶aban lev}o
elemek kÄozÄott az abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶esÄuk ar¶any¶aban a

x
(1)(r)
i;j = ai;j + g

(1)
i ¢ ri;j (20)

k¶eplet alapj¶an (ahol g
(1)
i = gi), majd oszlopir¶anyban is hasonl¶o kiigaz¶³t¶ast

kell v¶egrehajtani a

x(1)
i;j = x(1)(r)

i;j + h(1)
j ¢ ci;j (21)

k¶eplet alapj¶an, ahol h
(1)
j = vj ¡ P

i x
(1)(r)
i;j .

¶Altal¶aban az n-edik iter¶aci¶o (amely teh¶at az n-edik sorir¶any¶u ¶es n-edik
oszlopir¶any¶u kiigaz¶³t¶as l¶ep¶eseit tartalmazza) a

x
(n)(r)
i;j = x

(n¡1)
i;j + g

(n)
i ¢ ri;j (22)

(ahol g
(n)
i = ui ¡ P

j x
(n¡1)
i;j ), illetve

x
(n)
i;j = x

(n)(r)
i;j + h

(n)
j ¢ ci;j (23)

k¶epletekkel ¶³rhat¶o fel, ahol h
(n)
j = vj ¡ P

i x
(n)(r)
i;j . Ennek alapj¶an az els}o n

iter¶aci¶o ut¶an az egyes elemek d
(n)
i;j = x

(n)
i;j ¡ ai;j Äosszes addigi m¶odosul¶asa a

d
(n)
i;j =

nX

k=1

(g
(k)
i ¢ ri;j + h

(k)
j ¢ ci;j) = ri;j ¢

nX

k=1

g
(k)
i + ci;j ¢

nX

k=1

h
(k)
j (24)

k¶eplettel ¶³rhat¶o fel. Ha az elj¶ar¶as konvergens, akkor nyilv¶anval¶oan a d
(§)
i;j

hat¶ar¶ert¶ekre a
d(§)

i;j = ri;j ¢ g(§)
i + ci;j ¢ h(§)

j (25)

¶all fenn, ahol g(§)
i = limn!1 g(n)

i ¶es h(§)
j = limn!1 h(n)

j .
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Mivel a konvergencia nyilv¶an csak az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszesenekhez
tÄort¶enhet (kÄulÄonben az elj¶ar¶as tov¶abb m¶odos¶³t az elt¶er¶esek sz¶etoszt¶as¶aval), a
(25) egyenletet j-re Äosszegezve a

gi =
X

j

d
(§)
i;j =

X

j

(ri;j ¢ g
(§)
i + ci;j ¢ h(§)

j ) = g
(§)
i ¢

X

j

(ri;j + ci;j ¢ h
(§)
j ) =

= g
(§)
i +

X

j

ci;j ¢ h
(§)
j

(26)
illetve i-re Äosszegezve a

hi =
X

i

d
(§)
i;j =

X

i

(ri;j ¢ g
(§)
i + ci;j ¢ h

(§)
j ) =

X

j

ri;j ¢ g(§)
i + h

(§)
j ¢

X

i

ci;j =

=
X

j

ri;j ¢ g(§)
i + h

(§)
j

(27)

felt¶etelekhez jutunk a g(§)
i ¶es h

(§)
j ez id¶aig ismeretlen ¶ert¶ekeire. A (26) ¶es

(27) egyenleteket m¶atrixalgebrai form¶aban rendre a

g = g(§) + Ch(§) = q̂q̂¡1g(§) + Sŵ¡1h(§) (28)

h = RTg(§) + h(§) = ST q̂¡1g(§) + ŵŵ¡1h(§) (29)

form¶aban ¶³rhatjuk fel, ahol g(§) ¶es h(§) a g
(§)
i , illetve h

(§)
j elemekb}ol k¶epzett

oszlopvektorokat jelentik. A (28) ¶es (29) egyenleteket a
·

q̂ S
ST ŵ

¸ ·
q̂¡1 g(§)

ŵ¡1 h(§)

¸
=

·
g
h

¸
(30)

inhomog¶en line¶aris egyenletrendszerben foglalhatjuk Äossze. ÄOsszevetve ezt
a kapott egyenletrendszert a (18) egyenletrendszerrel, l¶athat¶o, hogy mind
az egyÄutthat¶om¶atrixuk, mind a konstans vektoruk azonos. Teh¶at a (18) ¶es
(30) egyenletrendszernek azonosak a megold¶asai is. Teh¶at ha a ¸, ¿ a (18)
megold¶asa, akkor a q̂¡1g(§) = ¸ ¶es ŵ¡1h(§) = ¿ ÄosszefÄugg¶eseknek eleget
tev}o

g(§) = q̂¸ (31)

h(§) = ŵ¿ (32)

g(§) ¶es h(§) vektorok a megold¶asa a (30) egyenletrendszernek. Az ¶³gy kapott
¶ert¶ekeket behelyettes¶³tve a (25) egyenletbe a

d
(§)
i;j = ri;j ¢ qi ¢ ¸i + ci;j ¢ wj ¢ ¿j = si;j ¢ ¸i + si;j ¢ ¿j = jai;jj ¢ (¸i + ¿j) (33)

ÄosszefÄugg¶es ad¶odik az addit¶³v-RAS algoritmus ered}o cellam¶odos¶³t¶asaira. Ez
pedig ¶eppen megegyezik a Huang et al [2008] ¶altal levezetett INSD-m¶odszer
(12) k¶epletben tal¶alhat¶o (optim¶alis) megold¶as¶aval.

Teh¶at bizony¶³tottuk, hogy az addit¶³v-RAS algoritmus eredm¶enye azonos
az INSD-m¶odszer¶evel abban az esetben, ha a m¶atrix elemei nem v¶altanak
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el}ojelet. Szerencs¶ere az el}ojelv¶alt¶as csak az elv¶art ¶es t¶enyleges perem¶ert¶ekek
extr¶em ar¶anyai eset¶eben fordulhat el}o. Ugyanis (mivel az abszol¶ut¶ert¶ek-r¶esze-
sed¶esek kisebbek a r¶eszesed¶esekn¶el) hacsak az elv¶art ¶es t¶enyleges perem¶ert¶e-
kek ar¶anyai nem csÄokkennek -100% al¶a, akkor az iter¶aci¶o biztosan nem vezet
a m¶atrix elemeinek el}ojelv¶alt¶as¶ahoz. S}ot, ¶altal¶aban m¶eg enn¶el extr¶emebb
ar¶anyokn¶al sem. Mindenesetre extr¶emebb ar¶anyok eset¶en megk¶erd}ojelez}odik
a referencia m¶atrix haszn¶alhat¶os¶aga, azaz, hogy a keresett m¶atrix szerkezete
t¶enyleg k¶epes-e meg}orizni az eredeti m¶atrix szerkezet¶et.

A fenti ,,abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶esek kisebbek a r¶eszesed¶esekn¶el" meg¶alla-
p¶³t¶as n¶emi pontos¶³t¶asra szorul. Ugyanis ez akkor igaz, ha ugyanazon vektor
elemeib}ol sz¶am¶³t¶odnak. A fentebb bemutatott algoritmus eset¶eben azonban
az abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶esek mindig az indul¶om¶atrix ai;j elemeib}ol sz¶am¶³-

t¶odnak, mikÄozben az aktu¶alis r¶eszesed¶esek a mindenkori x(n)(r)
i;j , illetve x(n)

i;j

m¶atrixok elemeib}ol. ¶Igy ha valamilyen okn¶al fogva ez ut¶obbiak ar¶anyai jelen-
t}osen elt¶ernek az eredeti m¶atrix¶et¶ol, akkor el}ofordulhat, hogy az addit¶³v-RAS
algoritmus el}ojelet v¶alt. Ett}ol persze m¶eg konverg¶alhat, ¶es eg¶esz ¶esszer}unek
l¶atsz¶o eredm¶enyekre is vezethet, de nem garant¶alhat¶o, hogy valamilyen szo-
k¶asos optimumkrit¶erium (t¶avols¶agmetrika) alapj¶an a legjobb becsl¶est adja.

Ha teh¶at az addit¶³v-RAS algoritmus el}ojelv¶alt¶ast eredm¶enyez, ¶es ez¶altal
matematikai tulajdons¶agai ¶ugyis ¶atl¶athattalann¶a v¶alnak, akkor m¶ar ¶erdemes
az algoritmust egy technikailag csek¶ely m¶odos¶³t¶assal haszn¶alni. Nevezete-
sen az abszol¶ut¶ert¶ek-r¶eszesed¶eseket is { a RAS-algoritmus szorz¶oi logik¶aj¶ahoz

hasonl¶oan { a mindenkori x(n)(r)
i;j illetve x(n)

i;j m¶atrixok (pontosabban mivel

elt¶ernek az eredeti addit¶³v-RAS algoritmus¶et¶ol, ez¶ert jelÄoljÄuk ezeket ~x
(n)(r)
i;j -

vel illetve ~x
(n)
i;j -vel) ar¶any¶aban sz¶etosztani. Teh¶at az n-edik iter¶aci¶os l¶ep¶es

(22)-(23) k¶epletei a kÄovetkez}okre m¶odosulnak:

~x
(n)(r)
i;j = ~x

(n¡1)
i;j + g

(n)
i ¢ r(n)

i;j ; (34)

ahol r(n)
i;j = j~x(n¡1)

i;j j= P
j j~x(n¡1)

i;j j, illetve

~x(n)
i;j = ~x(n)(r)

i;j + h(n)
j ¢ c(n)

i;j ; (35)

ahol c(n)
i;j = j~x(n)(r)

i;j j=P
i j~x(n)(r)

i;j j.
¶Altal¶aban is az addit¶³v RAS m¶odszer ¶altal¶anos k¶epleteib}ol (l¶asd a (22)-

(23), illetve (34)-(35) egyenleteket) l¶athat¶o, hogy mivel
P

j ri;j =
P

j r
(n)
i;j =

P
i ci;j =

P
i c(n)

i;j = 1 de¯n¶³ci¶oszer}uen, ez¶ert

X

j

x(n)(r)
i;j =

X

j

~x(n)(r)
i;j = ui ;

X

i

x(n)
i;j =

X

i

~x(n)
i;j = vj ;

azaz az el}o¶³rt peremfelt¶etelek teljesÄulnek.
Term¶eszetesen nemnegat¶³v elemek eset¶en mind az eredeti, mind a m¶odo-

s¶³tott addit¶³v-RAS iter¶aci¶os l¶ep¶esei pontosan ugyanazt adj¶ak, mint a hagyo-
m¶anyos RAS-algoritmus, azaz megold¶asaik is azonosak.
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Az el}obb elmondottak alapj¶an egyel}ore (kÄolt}oi) k¶erd¶es, hogy a v¶egered-
m¶enyben kapott ~xi;j m¶atrix a fentiekben t¶argyaltakon t¶ul milyen matematikai
tulajdons¶ag¶u, mennyire j¶ol illeszkedik a kiindul¶o m¶atrixhoz vagy egy, az el}oz}o
bekezd¶esben v¶azolt kiigaz¶³tott kiindul¶o m¶atrixhoz. A fent igazolt matemati-
kai tulajdons¶agait¶ol eltekintve azt mondhatjuk, hogy a m¶odos¶³tott addit¶³v-
RAS algoritmus olyan, mint egy term¶eszetgy¶ogy¶asz k¶esz¶³tm¶eny, megfelel}oen
hat, de a hat¶asmechanizmusa ¶es az alkalmazhat¶os¶agi/hat¶ekonys¶agi kÄorÄulm¶e-
nyei nem minden tekintetben tiszt¶azottak. Val¶osz¶³n}uleg ilyesf¶el¶ek miatt nem
keltette fel eddig a matematikusok ¯gyelm¶et, ¶es ¶³gy a m¶odszer matematikai
tulajdons¶againak r¶eszletesebb, prec¶³z diszkusszi¶oja teh¶at m¶eg h¶atravan, ¶es
sz¶amos ¶erdekes ÄosszefÄugg¶est t¶arhat fel.

Szerencs¶ere az eddigi, tÄobb mint 25 ¶eves tapasztalataink alapj¶an ¶altal¶aban
az addit¶³v-RAS-m¶odszernek mind a konvergenci¶aja el¶eg gyors, mind az illesz-
ked¶ese rendk¶³vÄul j¶o. De, hogy ne a saj¶at sz¶amp¶eld¶ankkal ¶erz¶ekeltessÄuk ezt,
tekintsÄuk a Huang et al [2008] cikk sz¶amp¶eld¶aj¶at.

Term¶eszetesen az addit¶³v-RAS-t nem tartalmazza a Huang et al [2008]
cikk, ¶³gy a r¶a vonatkoz¶o sz¶am¶³t¶asokat mi v¶egeztÄuk el. Mindenesetre az ad-
dit¶³v-RAS megold¶asnak a Huang ¶altal prefer¶alt AIL (average information
loss) illeszked¶esi mutat¶oja ugyanakkor¶anak ad¶odott (11,28), mint az ¶altala
legjobbnak tartott INSD-m¶odszer eredm¶eny¶e¶e, s}ot t¶enyleg a m¶atrix minden
elem¶ere pontosan azonos becsl¶est adott az addit¶³v-RAS m¶odszer ¶es az INSD-
c¶elfÄuggv¶ennyel sz¶am¶³tott m¶odszer.

Noha az el}ojelv¶alt¶asok eset¶eben az addit¶³v-RAS illetve az INSD-becsl¶es
matematikai tulajdons¶agair¶ol a Huang et al [2008] ¶altal mondottakon t¶ul
kev¶es konkr¶etumot tudunk mondani, mind az eredeti, mind a m¶odos¶³tott
addit¶³v-RAS algoritmusok a Lemelin [2009] ¶altal konstru¶alt sz¶amp¶eld¶ara is
kiv¶al¶o eredm¶enyt adtak. Az eredm¶enyek a 4. t¶abl¶azatban l¶athat¶ok.

1. orsz¶ag 2. orsz¶ag 3. orsz¶ag 4. orsz¶ag ÄOsszesen El}o¶³rt Äosszesen
1. p.Äu. eszkÄoz 7,89 -4,42 5,10 -8,58 0 0
2. p.Äu. eszkÄoz 2,62 -11,58 9,64 -0,67 0 0
3. p.Äu. eszkÄoz -1,52 0,00 2,27 -0,75 0 0
ÄOsszesen 9 -16 17 -10
El}o¶³rt Äosszesen 9 -16 17 -10

4. t¶abl¶azat. NemzetkÄozi befektet¶esi nett¶o poz¶³ci¶ok addit¶³v-RAS modellel becsÄult m¶atrixa

A fenti t¶abl¶azatot Äosszevetve az el}oz}o alfejezetben m¶ar bemutatott indu-
l¶om¶atrixszal l¶athat¶o, hogy szinte minden elem a el}o¶³rt peremek el¶er¶es¶ehez
szÄuks¶eges v¶altoz¶asok ir¶any¶aban v¶altozott meg, ¶es a v¶altoz¶asok relat¶³v nagy-
s¶aga is kiel¶eg¶³t}o. Felh¶³vjuk a ¯gyelmet arra, hogy a m¶odszerÄunk nem haszn¶al
semmif¶ele Äonk¶enyes normaliz¶al¶ast.

Lemelin [2009] 8. t¶abl¶azat¶aban (¶altalunk fentebb a 3. t¶abl¶azatban) szerep-
l}o javasolt megold¶as¶aval Äosszehasonl¶³tva az eredm¶enyeinket, vil¶agosan l¶athat¶o,
hogy az addit¶³v-RAS megold¶as egy¶ertelm}uen jobb, kÄulÄonÄosen az a2;1 elemet
tekintve, valamint Lemelin megold¶as¶aban az eg¶esz 2. ¶es 4. oszlopot n¶ezve,
ahol rejt¶elyes, hogy mi¶ert emelkedett k¶et elem, ha mind a hozz¶ajuk tartoz¶o
sorÄosszegeknek, mind az oszlopÄosszegeknek csÄokkeniÄuk kellett.
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A MAD (mean average deviation) ¶ert¶ekek kisz¶am¶³t¶as¶aval pr¶ob¶altuk kimu-
tatni a Lemelin-cikk megold¶as¶anak, valamint az eredeti ¶es a m¶odos¶³tott ad-
dit¶³v-RAS algoritmus megold¶as¶anak az illeszked¶esi ,,pontoss¶ag¶at". A Lemelin
vs. addit¶³v-RAS-megold¶asok kÄozÄott persze e n¶elkÄul is l¶atv¶anyos volt a kÄulÄonb-
s¶eg ¶es az addit¶³v RAS-becsl¶es abszol¶ut fÄol¶enye, amit a MAD ¶ert¶ek is f¶enyesen
igazol (Lemelin GRAS-megold¶as¶aban 7,28, az addit¶³v-RAS-n¶al pedig 3,42).
Az eredeti- ¶es m¶odos¶³tott addit¶³v-RAS sz¶am¶³t¶as MAD-je kÄozÄott kicsi a kÄu-
lÄonbs¶eg, a m¶odos¶³tott addit¶³v-RAS-¶e kicsit magasabb (3,47).

3.3 A 2010. ¶evi EU-¶AKM-eket a GTAP-¶agazati bon-
t¶asban becsl}o modell

A gyakorlati alkalmaz¶asi ¶es ¶altal¶anos¶³t¶asi lehet}os¶egek ¶erz¶ekeltet¶es¶ere ebben
az alfejezetben egy olyan friss kutat¶asi projektr}ol lesz sz¶o, amelyben a m¶atrix-
kiigaz¶³t¶asi feladatot a fentiekn¶el ¶altal¶anosabban kellett megfogalmaznunk, ¶es
a megold¶as¶an¶al a probl¶ema kÄozgazdas¶agi-gazdas¶agstatisztikai vonatkoz¶asait
szem el}ott tartva kÄulÄonf¶ele szakmai fog¶asokat kellett c¶elszer}uen kombin¶alnunk.

Az ¶un. EU-GTAP projekt keret¶eben (l¶asd Rueda et al (2016) a EU-GTAP
project - ¯nal report-161005.pdf ¯le-ban) az Eur¶opai Bizotts¶ag Kereskedelmi
F}oigazgat¶os¶aga (DG Trade) megb¶³z¶as¶ab¶ol a KÄozÄos Kutat¶o KÄozpont (JRC) az
Eurostat kÄozvet¶³t}oi, m¶odszertani ellen}orei ¶es a GTAP-konzorcium14 szak¶ert}oi
seg¶³ts¶eg¶evel el}oszÄor az EU-orsz¶agoknak az SNA2008 (l¶asd Eurostat [2008])
m¶odszertana ¶es ¶agazati bont¶asa szerinti 2010. ¶evi ¶Agazati Kapcsolati M¶erle-
geit (¶AKM-eit) ¶es term¶ekad¶o m¶atrixait ¶all¶³tott¶ak el}o egys¶eges szerkezetben
(bele¶ertve a hi¶anyz¶o ¶AKM-eknek a becsl¶es¶et is, ¶es a nett¶o term¶ekad¶o m¶at-
rixoknak a f}obb ad¶o- ¶es t¶amogat¶asok szerinti bont¶as¶at is { becsl¶esekkel {
elv¶egezve). Ezut¶an az¶³gy kapott ,,Eurostat-szerkezet}u" ¶AKM-eket ¶es a hozz¶a-
juk tartoz¶o term¶ekad¶o m¶atrixokat transzform¶alva (els}osorban a b¶any¶aszatot,
az ¶elelmiszer-ital-doh¶anyipart, a textil-ruh¶azati ipart, a koh¶aszatot, valamint
a villamosenergia-g¶az-h}oszolg¶altat¶ast dezaggreg¶alva) a GTAP-adatb¶azis 57
¶agazat¶ara el}o¶all¶³tott¶ak mind alap¶aron, mind felhaszn¶al¶oi ¶aron a term¶ek(cso-
portos) bont¶as¶u EU-GTAP ¶AKM-eket. Az eredm¶enyeket a GTAP vil¶agmodell
adatb¶azis 9.2-es verzi¶oj¶aba ¶ep¶³tett¶ek be.

E projekt keret¶eben is sor kerÄult az addit¶³v-RAS m¶odszer alkalmaz¶as¶ara.
Spanyolorsz¶agra ¶all¶³t¶olag l¶etezik a nett¶o term¶ekad¶o m¶atrix, de titkos¶³tva van.
Ez¶ert az addit¶³v-RAS k¶etir¶any¶u ar¶anyos¶³t¶asi m¶odszerrel becsÄultÄuk a 2010. ¶evi
Felhaszn¶al¶as t¶abl¶at haszn¶alva referenciam¶atrixk¶ent15. Ez az Äosszehasonl¶³t¶as-

14Err}ol a vil¶agmodellez¶esi adatb¶azissal foglalkoz¶o szervezetr}ol l¶asd a honlapjukat
(www.gtap.org)
15Ez azokban a sorokban minden elemre negat¶³v nett¶o term¶ekad¶ot becsÄult, ahol a

sorÄosszesen, azaz az adott term¶eken lev}o Äosszes term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege
(nett¶o term¶ekad¶o) negat¶³v volt (p¶eld¶aul a mez}ogazdas¶ag, b¶any¶aszat ¶es sz¶arazfÄoldi kÄozle-
ked¶es eset¶eben). Hasonl¶oan, azon ¶agazat (konkr¶etan az ¶elelmiszeripar) oszlop¶aban, amely-
nek az inputjain Äosszess¶eg¶eben negat¶³v volt a term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege,
szint¶en minden elemre negat¶³v (vagy z¶erus) term¶ekad¶ot becsÄult az addit¶³v-RAS m¶odszer.
Ezzel szemben a RAS-m¶odszer a negat¶³v perem}u sorok ¶es negat¶³v perem}u oszlopok ta-
l¶alkoz¶asi pontj¶aban (cell¶aj¶aban) pozit¶³v (!) nett¶o term¶ekad¶ot becsÄult, ami teljess¶eggel
elfogadhatatlan.
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k¶ent szint¶en alkalmazott RAS-m¶odszerhez k¶epest j¶oval ¶esszer}ubb sz¶etoszt¶as¶at
eredm¶enyezte a rendelkez¶esre ¶all¶o sor- ¶es oszlopÄosszeseneknek.

Az EU-GTAP projektben a k¶etir¶any¶u m¶atrix-kiigaz¶³t¶asi probl¶ema egy
komplexebb becsl¶esi feladat r¶eszek¶ent jelent meg. Ugyanis mind a hazai ter-
m¶ek¶araml¶asok m¶atrix¶at, mind az importm¶atrixot kellett becsÄulnÄunk, de nem
kÄulÄon-kÄulÄon, hanem ¶ugy, hogy az oszlopÄosszesenek (foly¶o termel}ofelhaszn¶al¶as
¶agazatonk¶ent, Äosszes felhaszn¶al¶as v¶egs}o felhaszn¶al¶asi kateg¶ori¶ank¶ent), illetve
az egyes cell¶akra vonatkoz¶o als¶o- ¶es fels}o korl¶atok csak a k¶et m¶atrix Äosszeg¶ere
¶alltak rendelkez¶esre. Ez¶ert a feladatot bi-m¶atrix kiigaz¶³t¶asi feladatnak is ne-
vezhetjÄuk.

Ezen t¶ulmen}oen (f}oleg az eredeti statisztikai adatok hib¶ai, inkonzisz-
tenci¶aja ¶es negat¶³v elemekhez vezet}o m¶odszertani megold¶asai miatt) n¶eh¶any
esetben egyedi kiv¶etelekkel, de a m¶atrixok elemei zÄom¶ere nemnegativit¶asi ki-
kÄot¶essel is kellett ¶elnÄunk, valamint az aggreg¶altabban rendelkez¶esre ¶all¶o ada-
tokat ¯gyelembe v¶eve a becslend}o (dezaggreg¶altabb) m¶atrix elemeire blokk-
Äosszesen- ¶es egy¶eb felt¶eteleket is el}o kellett ¶³rnunk.

E komplex feladat megold¶as¶ara kidolgozott modell (az als¶o, fels}o korl¶ato-
kat az egyes r¶aford¶³t¶asi egyÄutthat¶okra, export/termel¶es r¶eszar¶anyokra ¶es k¶esz-
letfelhalmoz¶asokra, az el}ojelkorl¶atokat ¶es kiv¶eteleket nem tartalmaz¶o) l¶enyegi
r¶esz¶et az al¶abbiakban ¶³rhatjuk fel matematikai jelÄol¶esekkel:

Halmazok

I GTAP-adatb¶azisban (www.gtap.org) szerepl}o ¶agazatok (¶altal¶anos elem¶et
i-vel, illetve j-vel jelÄoljÄuk, att¶ol fÄugg}oen, hogy sor- vagy oszlopindexet
jelÄol)

V V¶egs}o felhaszn¶al¶asi kateg¶ori¶ak (¶altal¶anos elem¶et v-vel jelÄoljÄuk)

B Az Eurostat ¶AKM-ek ¶es a GTAP-¶agazatok kÄozÄos aggreg¶aci¶oj¶anak ¶agazatai
(¶altal¶anos elem¶et b-vel illetve b0-vel jelÄoljÄuk att¶ol fÄugg}oen, hogy sor-
vagy oszlopindexet jelÄol)

M(b; i) A kÄozÄos aggreg¶aci¶os szint ¶agazatai ¶es a GTAP-¶agazatok megfelel-
tet¶es¶enek halmaza, azon (b; i) p¶arok halmaza, amelyben az i GTAP
¶agazat a b kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatba tartozik

V¶altoz¶ok (norm¶alis esetben nemnegat¶³vak, p¶eld¶aul a k¶eszletfelhalmoz¶as)

Dp(i; j) a hazai term¶ekek foly¶o termel}o felhaszn¶al¶as¶anak m¶atrixa az ¶AKM-
ben

Df(i; v) a hazai term¶ekek v¶egs}o felhaszn¶al¶as¶anak m¶atrixa az ¶AKM-ben

Mp(i; j) az importm¶atrixnak a foly¶o termel}o felhaszn¶al¶asi blokkja

Mf(i; v) az importm¶atrixnak a v¶egs}o felhaszn¶al¶asi blokkja

Param¶eterek

x(i) brutt¶o termel¶esi ¶ert¶ekek GTAP-¶agazatonk¶ent

m(i) import GTAP-¶agazatonk¶ent



160 R¶ev¶esz Tam¶as { Kopp¶any Kriszti¶an

v(i) hozz¶aadott ¶ert¶ek GTAP-¶agazatonk¶ent

" alkalmasan megv¶alasztott kis sz¶am (0,1 a GAMS programban)

¸ alkalmasan megv¶alasztott nagy sz¶am (10 a GAMS programban)

Dp
0(i; j) referencia (prior) m¶atrix a Dp(i; j) becsl¶es¶ehez

Df
0 (i; v) referencia (prior) m¶atrix a Df(i; v) becsl¶es¶ehez

Mp
0 (i; j) referencia (prior) m¶atrix az Mp(i; j) becsl¶es¶ehez

Mf
0 (i; v) referencia (prior) m¶atrix az Mf(i; v) becsl¶es¶ehez

Dp
a(b; b0) a Dp(i; j) kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatokra vonatkoz¶o blokk-Äosszesenjei

Mp
a (b; b0) az Mp(i; j) kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatokra vonatkoz¶o blokk-Äosszesenjei

Df
a (b; v) a Df (i; v) kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatokra vonatkoz¶o blokk-Äosszesenjei

Mf
a (b; v) az Mf (i; v) kÄozÄos aggreg¶aci¶os ¶agazatokra vonatkoz¶o blokk-Äosszesenjei

...

Korl¶atoz¶o felt¶etelek16

x(i) =
P

j Dp(i; j) +
P

v Df(i; v)

m(i) =
P

j Mp(i; j) +
P

v Mf (i; v)

v(j) = x(j) ¡ P
ifDp(i; j) + Mp(i; j)g

Dp
a(b; b0) =

P
ij(b;i)2M

P
jj(b0;j)2M Dp(i; j)

Mp
a (b; b0) =

P
ij(b;i)2M

P
jj(b0;j)2M Mp(i; j)

Df
a (b; v) =

P
ij(b;i)2M Df(i; v)

Mf
a (b; v) =

P
ij(b;i)2M Mf (i; v)

...

C¶elfÄuggv¶eny

X

i;j

³hDp(i; j) + "

Dp
0(i; j) + "

¡ 1
i2

+
hDp

0(i; j) + "

Dp(i; j) + "
¡ 1

i2

+
hMp(i; j) + "

Mp
0 (i; j) + "

¡ 1
i2

+

+
hMp

0 (i; j) + "

Mp(i; j) + "
¡ 1

i2´
+ ¸

X

i;v

³hDf (i; v) + "

Df
0 (i; v) + "

¡ 1
i2

+
hMf (i; v) + "

Mf
0 (i; v) + "

¡ 1
i2´

FigyeljÄuk meg a fenti c¶elfÄuggv¶eny al¶abbi saj¶atoss¶agait:

² " alkalmasan v¶alasztott kis sz¶am¶ert¶ek teszi lehet}ov¶e, hogy olyan cell¶akra
is nemz¶erus becsl¶est kaphassunk, amelyekre az indul¶om¶atrixban z¶erus
¶ert¶ek szerepelt. Ezt a minimum¶ert¶eket vezette be p¶eld¶aul MÄohr et al

16Ebben a blokkban a j fÄugg}oleges vonalszakasz a ,,ha" sz¶ot helyettes¶³ti, azaz azt je-
lenti, hogy az Äosszegz¶es azon elemekre szor¶³tkozik, amelyek a j jel jobb oldal¶an ¶all¶o
felt¶etelt kiel¶eg¶³tik. Itt sem soroljuk fel az egyes r¶aford¶³t¶asi egyÄutthat¶okra, exportokra
¶es k¶eszletfelhalmoz¶asokra vonatkoz¶o abszol¶ut- illetve relat¶³v als¶o, illetve fels}o korl¶atokat ¶es
az el}ojelkorl¶atokat, illetve az ezek al¶oli kiv¶eteleket.
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(1987) a RAS-m¶odszer alkalmaz¶as¶an¶al az el}o¶³rt felt¶etelek (sokszor rej-
tett) inkonzisztenci¶aja kikÄuszÄobÄol¶es¶ere (ezt a szerz}ok ,,augmentation"-
nek h¶³vj¶ak), ez¶altal biztos¶³tva, hogy rendelkez¶esre ¶alljanak nÄovelhet}o
elemek, ha az el}o¶³rt sor- ¶es oszlopÄosszegek ezt k¶³v¶anj¶ak meg. K¶es}obb
p¶eld¶aul Lemelin et al [2013] is haszn¶alt¶ak ezt a m¶odszert arra hivatkozva,
hogy a kereszt-entr¶opia modell c¶elfÄuggv¶eny¶eben szerepl}o logaritmust
z¶erus elemekre e n¶elkÄul nem lehetne kisz¶am¶³tani (,,To avoid having to
take the log of zero in the CE /Cross Entropy/ method, the GAMS
program adds a small amount to each cell value") ¶es ezt az ¶ervel¶est sz¶o
szerint, de id¶ez¶es n¶elkÄul ¶atveszi Ming-Chang Lee [2014]. Mi azonban
nem puszt¶an a fenti technikai okokb¶ol engedjÄuk meg az ilyen kis pozit¶³v
¶ert¶ekeket, hanem az¶ert is, hogy a t¶enylegesen kor¶abban nem l¶etez}o
¶araml¶asokat is megragadhassuk , valamint az¶ert, hogy biztos¶³tsuk a ritka
m¶atrixok eset¶en is a gyors konvergenci¶at ¶es kÄozgazdas¶agilag ¶ertelmes
megold¶ast (a k¶enyszerigazod¶asok mell¶ekhat¶asait csÄokkentend}o).

² Az egyes m¶atrixelemek relat¶³v elt¶er¶eseit az indul¶om¶atrix megfelel}o ele-
m¶et}ol reciprok, a sz¶aml¶al¶ot a nevez}ovel felcser¶el}o m¶odon is szerepel-
tetjÄuk, Äosszeadva az eredeti h¶anyadossal. Ez az ¶ujszer}u megold¶as17

megakad¶alyozza, hogy az indul¶om¶atrixbeli nagy abszol¶ut ¶ert¶ek}u elemek
nagyon kicsire v¶altozzanak a becsl¶esben.

² A ¸ s¶ulyok (konkr¶etan ¸ = 10 ¶ert¶ekkel futott a GAMS program),
amiket m¶as elvi alapon m¶asok is m¶ar bevezettek (Byron [1978] p¶eld¶aul
az indul¶o¶ert¶ekek megb¶³zhat¶os¶ag¶anak mutat¶ojak¶ent ¶ertelmezi), itt arra
szolg¶alnak, hogy a v¶egs}o felhaszn¶al¶asokra adott becsl¶es jobban igazod-
jon az indul¶om¶atrixbeli ¶ert¶ekhez, pontosabban annak ellens¶ulyoz¶as¶ara
lettek bevezetve, hogy a becsl¶es ne legyen hajlamos az igen nagy sz¶am¶u
foly¶o termel}ofelhaszn¶al¶asi m¶atrixelem relat¶³v hib¶ainak csÄokkent¶ese ¶er-
dek¶eben fel¶aldozni a viszonylag kis sz¶am¶u v¶egs}o felhaszn¶al¶asi m¶atrix-
elem illeszked¶esi pontoss¶ag¶at.

4 A nemzetgazdas¶agi elemz¶esekben haszn¶alt
fontosabb kiigaz¶³tand¶o m¶atrixok

Ebben a fejezetben azt a kor¶abban megfogalmazott ¶all¶³t¶ast fejtjÄuk ki kicsit
r¶eszletesebben, hogy az, hogy a k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi feladat megold¶a-
s¶anak melyik m¶odszer¶et ¶erdemes v¶alasztani, az a m¶atrix kÄozgazdas¶agi tar-
talm¶at¶ol is fÄugg. A nemzetgazdas¶agi modellekben haszn¶alt kÄulÄonf¶ele kiigaz¶³-
tand¶o m¶atrixok t¶³pusainak felsorol¶asa mellett r¶amutatunk azokra a saj¶atos-
s¶agokra, amelyek a matematikai becsl¶esi elj¶ar¶as v¶alaszt¶as¶at, annak v¶arhat¶o

17A h¶anyados reciprok¶anak haszn¶alata Äonmag¶aban kor¶abbi szerz}okn¶el is el}ofordult, az
¶uj¶³t¶as az eredeti ¶es a reciprok h¶anyados Äosszead¶asa ¶es kombin¶al¶asa az " hozz¶aad¶as¶aval mind
a sz¶aml¶al¶ohoz, mind a nevez}ohÄoz a reciprok m¶odszer h¶atr¶anyainak (z¶erussal val¶o oszt¶as)
kikÄuszÄobÄol¶es¶ere.
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eredm¶enyess¶eg¶et befoly¶asolj¶ak, illetve azokra a m¶odszerekre, amelyekkel a
standard matematikai elj¶ar¶asokat c¶elszer}u kieg¶esz¶³teni.

4.1 Az ,,A-t¶³pus¶u ¶AKM"

Ha a felhaszn¶al¶asokban nem kÄulÄonbÄoztetjÄuk meg a hazai ¶es import eredet}u
term¶ekeket, akkor a term¶ekm¶erlegek az x + u = T1 + yh + z egyenletrend-
szerrel ¶³rhat¶ok fel, ahol az x vektor az egyes ¶agazatok (vagy term¶ekek) brutt¶o
termel¶es¶enek vektora, az u, z, ¶es yh rendre az import, az export ¶es a belfÄoldi
v¶egs}o felhaszn¶al¶as term¶ekenk¶enti bont¶as¶at mutat¶o vektor, a T m¶atrix tij ele-
me pedig az i-edik term¶ek (foly¶o termel}o) felhaszn¶al¶as¶at mutatja a j-edik
term¶ek el}o¶all¶³t¶as¶aban. Az ¶un. ,,A" t¶³pus¶u ¶AKM 18 is egyÄutt szerepelteti a
t¶abl¶azat fels}o has¶abj¶aban az import¶alt ¶es a hazai term¶ekek eloszt¶as¶at, de az
oszlop- ¶es a sorÄosszegek egyenl}os¶eg¶et az importnak a v¶egs}o felhaszn¶al¶asb¶ol
val¶o levon¶as¶aval teremti meg (x = T1 + yh + z ¡ u k¶eplettel fel¶³rhat¶o nett¶o
term¶ekm¶erlegeket ¶abr¶azolva, ahol z ¡ u a nett¶o export).

L¶athat¶o, hogy a nett¶o term¶ekm¶erlegekb}ol k¶esz¶³tett t¶abl¶azatnak (azaz a
[T;yh;z;¡u] m¶atrixnak, aminek sorÄosszegei az x brutt¶o termel¶esi ¶ert¶ekek)
egy m¶as (¶uj) brutt¶o termel¶esi vektorhoz ¶es m¶as oszlopÄosszegekhez (Äosszes
term¶ekfelhaszn¶al¶asok felhaszn¶al¶ok szerint) tÄort¶en}o k¶etir¶any¶u kiigaz¶³t¶asakor
a referenciam¶atrixban az ¡u komponens miatt sz¶amos negat¶³v eleme van.
Ez¶ert a standard RAS-m¶odszer nem haszn¶alhat¶o, pontosabban semmi garan-
cia nincs arra, hogy j¶ol m}ukÄodik, vagy ahogy Jackson ¶es Murray [2004] jelle-
mezt¶ek, a negat¶³v elemek eset¶en a RAS viselked¶ese ,,erratic", azaz kisz¶am¶³t-
hatatlanul v¶altoz¶ekonyak lehetnek az iter¶aci¶ok eredm¶enyei.

A negat¶³v elemek el}ofordul¶as¶anak probl¶em¶aja a ny¶³lt statikus ¶AKM-mo-
dellekn¶el haszn¶alt ¶AKM-ekn¶el a m¶atrix m¶as helyein, m¶as kateg¶ori¶akn¶al is
jelentkezik, mindenekel}ott a k¶eszletv¶altoz¶as oszlopvektor¶an¶al (amely teh¶at az
Äosszes k¶eszletv¶altoz¶ast term¶ekenk¶ent mutatja). Ha az eg¶esz ¶AKM-et kell be-
csÄulni, azaz a hozz¶aadott ¶ert¶ek elemei is ismeretlenek, akkor ritk¶an (ha a
foly¶o r¶aford¶³t¶asok nagyobbak a termel¶esi ¶ert¶ekn¶el) el}ofordulhat, hogy maga a
hozz¶aadott ¶ert¶ek is negat¶³v, amib}ol term¶eszetszer}uleg kÄovetkezik, hogy vala-
melyik Äosszetev}oje (gyakorlatilag vagy a m}ukÄod¶esi eredm¶eny , vagy a termel¶esi
ad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege) negat¶³v.

Az ¶AKM-ekben tal¶alhat¶o tov¶abbi negat¶³v elemek egyes rendk¶³vÄuli esem¶e-
nyek saj¶atos elsz¶amol¶as¶ab¶ol ad¶odnak. Az Eurostat adatb¶azisban tal¶alhat¶o
2010. ¶evi term¶ekcsoportos bont¶as¶u ¶AKM-ben p¶eld¶aul ilyeneket tal¶alhatunk
az ¶all¶oeszkÄoz-felhalmoz¶asok , a fogyaszt¶as ¶es az export oszlop¶aban (f}oleg a re-
export jelleg}u t¶etelek nett¶o, ¶arkÄulÄonbÄozet jelleg}u elsz¶amol¶asa miatt). Az ezek
ok¶ara vonatkoz¶o vizsg¶alataink eredm¶enyeinek ismertet¶es¶et e cikk terjedelme
nem teszi lehet}ov¶e, itt csak annyit jegyzÄunk meg, hogy b¶ar sokszor igen neh¶ez
ut¶anaj¶arni a negat¶³v elemek ok¶anak, de egyes fontosabb esetekben minden-

18Az ¶AKM-ek k¶et egym¶ast ¶atfed}o m¶erlegb}ol ¶allnak. Egyfel}ol (az ¶un. fels}o has¶abban, vagy
idegen sz¶ohaszn¶alattal a ,,tranzakci¶os-m¶atrixban") tartalmazz¶ak (sorir¶anyban) az egyes
term¶ekek m¶erlegeit, m¶asfel}ol (oszlopir¶anyban) a termel¶esi ¶ert¶ek feloszt¶as¶at r¶aford¶³t¶asokra
¶es jÄovedelmekre. B}ovebbet l¶asd Zalai [2012]-ben.
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k¶eppen meg kell pr¶ob¶alni, miel}ott a kiigaz¶³t¶as ,,vak" ¶altal¶anos m¶odszereit
vetn¶enk be.

Az ¶AKM-ek k¶etir¶any¶u kiigaz¶³t¶as¶at is problematikusabb¶a tehetik a sor-
illetve oszlopÄosszesenekben tal¶alhat¶o z¶erus elemek. P¶eld¶aul, ha az ,,A-t¶³pus¶u
¶AKM"-et pr¶ob¶aljuk sz¶amszer}us¶³teni (ahol a sorÄosszesenek a brutt¶o termel¶esi
¶ert¶ekek), akkor a sorÄosszesenek egy r¶esze kÄonnyen lehet z¶erus, azaz ha az
adott term¶ekb}ol nincs hazai termel¶es. A k¶eszletfelhalmoz¶asok oszlop¶an¶al is
kÄonnyen el}ofordulhat, hogy ennek Äosszesenje z¶erus vagy ahhoz kÄozeli. Az
¶AKM-ek referenciam¶atrixk¶ent val¶o alkalmaz¶as¶an¶al fontos tudatos¶³tani, hogy
a k¶eszletfelhalmoz¶as kor¶abban, vagy m¶as meg¯gyelt r¶egi¶oban meg¯gyelt ¶er-
t¶ekei (f}oleg, ha a szok¶asos m¶odon a statisztikai hib¶at is itt sz¶amolj¶ak el) a
nagy m¶ert¶ek}u esetlegess¶ege miatt (aminek elemz¶es¶et l¶asd p¶eld¶aul Lenzen et al
[2014] cikk¶eben) nem szolg¶alhat referenciak¶ent egy ¶AKM-becsl¶es¶en¶el, hanem
a referenciam¶atrixban a k¶eszletfelhalmoz¶ast valamilyen ¶esszer}u m¶odon kell
megadni (p¶eld¶aul a term¶ekek eset¶eben a brutt¶o termel¶esi ¶ert¶ekek ar¶any¶aban).

4.2 A term¶ekad¶ok ¶es -t¶amogat¶asok egyenleg¶enek m¶atrixa

Az ¶AKM-ek ¶un. h¶att¶ert¶abl¶azatai (vagy szeml¶eletesebben ,,levon¶o m¶atrixai")
kÄozÄott szerepl}o ¶un. term¶ekad¶ok ¶es -t¶amogat¶asok egyenleg¶enek m¶atrix¶aban
¶ertelemszer}uen negat¶³v cella¶ert¶ekeket tal¶alunk, ha az adott term¶ek adott fel-
haszn¶al¶as¶an tÄobb a t¶amogat¶as, mint az ad¶o. Term¶eszetesen, ha e nett¶o ter-
m¶ekad¶ok csak egy sorban (l¶asd az alap¶aras ¶AKM -eket, ahol az alap¶aron
kimutatott term¶ek¶araml¶asok alatt egy sorban vannak feltÄuntetve az adott
felhaszn¶al¶o Äosszes term¶ekfelhaszn¶al¶as¶at ¶erint}o ad¶ok ¶es t¶amogat¶asok), vagy
egy oszlopban (mint p¶eld¶aul az ¶un. Forr¶as-t¶abl¶aban, ahol az egyes term¶ekek
alap¶aron elsz¶amolt forr¶asai mellett kÄulÄon oszlopban tÄuntetik fel a term¶ek
Äosszes felhaszn¶al¶as¶ara es}o ad¶okat ¶es t¶amogat¶asokat) jelennek is meg a k¶erd¶eses
adatt¶abl¶azatban, akkor is szerepelhetnek bennÄuk negat¶³v elemek.

A term¶ekad¶ok ¶es -t¶amogat¶asok m¶atrixa egy ,,ritka" (angolul: sparse)
m¶atrix, aminek el}onyei ¶es h¶atr¶anyai vannak, ¶es az el}onyÄoket Äugyesen megter-
vezett becsl¶esi elj¶ar¶assal ki lehet haszn¶alni. P¶eld¶aul a term¶ekad¶ok ¶es -t¶amoga-
t¶asok egyenleg¶enek m¶atrix¶anak egyes ad¶onemek m¶atrixaira ¶es a t¶amogat¶asok
m¶atrix¶ara val¶o felbont¶as¶an¶al kihaszn¶alhat¶o (ahogy a 3.3. alfejezetben ismer-
tetett EU-GTAP projektn¶el meg is tettÄuk), hogy a term¶ekad¶ok ¶es -t¶amoga-
t¶asok egyenleg¶enek m¶atrix¶anak egyes elemei mÄogÄott tÄobbnyire csak egy-egy
ad¶onem vagy t¶amogat¶as h¶uz¶odik meg, ¶³gy a becsl¶esi elj¶ar¶as ide ,,h¶uzza be"
az el}o¶³rt peremekr}ol sz¶etosztand¶o Äosszegeket.

Ugyanezt a ritka jelleget haszn¶alhatjuk ki a term¶ekad¶ok m¶atrix¶anak ¶es
a term¶ekt¶amogat¶asok m¶atrix¶anak kiigaz¶³t¶as¶ara az al¶abbi m¶odon: Legyen T
a term¶ekad¶ok referenciam¶atrixa, S a term¶ekt¶amogat¶asok referenciam¶atrixa
(negat¶³v vagy 0, tÄobbnyire ut¶obbi). ¶Igy a T+S m¶atrix a term¶ekad¶ok ¶es -t¶amo-
gat¶asok egyenleg¶enek m¶atrix¶at jelenti. Egy ett}ol elt¶er}o id}oszakra (vagy r¶egi¶o-
ra) a statisztikai hivatalok ¶altal kÄozz¶etett adatokb¶ol sok esetben (legfeljebb)
csak e m¶atrix peremei ismeretesek (a sorÄosszegek, azaz a term¶ekad¶ok ¶es -t¶a-
mogat¶asok egyenleg¶enek term¶ekenk¶enti bont¶asa ¶altal¶aban a Forr¶as t¶abl¶ab¶ol,
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az oszlopÄosszesenek, azaz a felhaszn¶al¶onk¶enti bont¶asa pedig az ¶AKM-b}ol).
JelÄoljÄuk ezek kÄozÄul a sorÄosszeseneket az r oszlopvektorral, az oszlopÄosszese-
neket pedig a c sorvektorral! Ekkor a kiigaz¶³t¶asi feladat s¶em¶aja az al¶abbi
t¶abl¶azatban adhat¶o meg:

T S r

S ?

c ?

5. t¶abl¶azat. Term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok
m¶atrix¶anak alapelrendez¶ese

L¶athat¶o, hogy ez a feladat a RAS-m¶odszerrel nem oldhat¶o meg, mert a
peremek egy r¶esze (amiket k¶erd}ojellel jelÄoltÄunk a t¶abl¶azatban) ismeretlen.
EzenfelÄul a RAS- vagy hasonl¶o m¶odszerek alkalmaz¶asakor semmi sem biz-
tos¶³tja, hogy a becsÄult m¶atrixban az S m¶atrixot tartalmaz¶o blokkok hely¶ere
kerÄul}o m¶atrixok is azonosak lesznek.

Hogy ezt a feladatot a RAS- illetve addit¶³v-RAS m¶odszerrel kezelni tudjuk,
¶³rjuk fel a feladatot az al¶abbi m¶odon (az S m¶atrix oszlopait illetve sorait
,,sz¶eth¶uzva"):

T hs¢1i hs¢2i ¢ ¢ ¢ hs¢ni r

hs1¢i ¡S11 ¡S12 ¢ ¢ ¢ ¡S1n 0

hs2¢i ¡S21 ¡S22 ¢ ¢ ¢ ¡S2n 0

.

..
.
..

.

..
. . .

.

..
.
..

hsn¢i ¡Sn1 ¡Sn2 ¢ ¢ ¢ ¡Snn 0

c 0 0 ¢ ¢ ¢ 0

6. t¶abl¶azat. Term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok m¶atrix¶anak
elrendez¶ese addit¶³v-RAS algoritmushoz

ahol s¢j az S j-edik oszlopa, si¢ az S i-edik sora, h¢i a diagon¶alis m¶atrix k¶epz¶es
jele, Sij az S m¶atrixb¶ol csak az si;j elem megtart¶as¶aval, a tÄobbi elemnek pedig
a lenull¶az¶as¶aval k¶epzett m¶atrix transzpon¶altja.

Ezt az egyen¶ert¶ek}uen ¶atfogalmazott feladatot a RAS a 0 peremek miatt
ugyan nem tudja kÄozgazdas¶agilag ¶ertelmes m¶odon megoldani, az addit¶³v-RAS
viszont igen. A megold¶asban a T m¶atrix soraiban ¶es oszlopaiban tal¶alhat¶o
azonos index}u becsÄult S m¶atrixelemek azonosak lesznek.

Viszont probl¶ema a m¶eret. P¶eld¶aul az EU ¶AKM-ek 64 ¶agazata eset¶en
64 ¢ 65 = 4160 sor ¶es oszlop lenne a t¶abl¶azat belsej¶eben. Viszont az S eleve 0
elemeire nem kell fel¶³rni a m¶erleget! ¶Es mivel az S m¶atrix ritka, ez lehet}ov¶e
teszi a sorok ¶es oszlopok igen nagy r¶esz¶enek elhagy¶as¶at, ami azt¶an kezelhet}ov¶e
teszi a probl¶em¶at. Az im¶ent ismertetett elrendez¶es (s¶ema) alkalmazhat¶o m¶as
olyan probl¶em¶ak (pl. addit¶³v-RAS-m¶odszerrel val¶o) kezel¶es¶ere is, amelyekben
csak az Äosszesenekre rendelkez¶esre ¶all¶o peremadatok alapj¶an kell megbecsÄulni
az Äosszetev}oket (p¶eld¶aul region¶alis ¶AKM-ek becsl¶ese).
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4.3 Fogyaszt¶as- ¶es beruh¶az¶asi transzform¶aci¶os m¶atrixok

Egyes ki¯nomultabb CGE-modellek a beruh¶az¶asi keresletet a beruh¶az¶o ¶agaza-
tok kereslet¶eb}ol ¶es az ¶agazatra jellemz}o beruh¶az¶asi j¶osz¶ag-szerkezetb}ol (,,anya-
gi-m}uszaki Äosszet¶etel"-b}ol, importh¶anyadokb¶ol) vezetik le. E szerkezeteket
foglalja Äossze a beruh¶az¶asi m¶atrix (pontosabban ¶all¶oeszkÄoz felhalmoz¶asi m¶at-
rix), amelynek sorai a beruh¶az¶asi javak (sz¶all¶³t¶oit), oszlopai pedig a beruh¶az¶o
(¶all¶oeszkÄoz felhalmoz¶o) ¶agazatokat k¶epviselik. A beruh¶az¶asi m¶atrix is egy
,,ritka" m¶atrix, mert az ¶ep¶³t}oiparhoz ¶es g¶epiparhoz tartoz¶o sorain ¶es esetleg
a szervezeti besorol¶as¶u ¶AKM-ekn¶el a diagon¶alisokban is megjelen}o pozit¶³v
elemeken (,,saj¶at rezsis beruh¶az¶asok") k¶³vÄul alig van z¶erust¶ol elt¶er}o eleme.
¶Igy k¶etir¶any¶u kiigaz¶³t¶asos becsl¶es¶en¶el az elv¶art ¶es t¶enyleges peremek elt¶er¶esei
sz¶etoszt¶as¶an¶al kicsi a mozg¶astere a becsl¶esi algoritmusnak, ¶es a peremek (vagy
azok egy-egy csoportjai) kÄonnyen inkonzisztensnek bizonyulhatnak, azaz a fe-
ladat megoldhatatlannak bizonyul.

Term¶eszetesen, ha a term¶ek¶araml¶asokat e beruh¶az¶asi transzform¶aci¶os m¶at-
rixban is alap¶aron sz¶amoljuk el, de az oszlopÄosszesenek a felhaszn¶al¶oi ¶aras
Äosszkiad¶asok, akkor a felhaszn¶al¶oi ¶aras ¶es alap¶aras Äosszkiad¶asok kÄulÄonbs¶eg¶et,
azaz a term¶ekad¶ok ¶es -t¶amogat¶asok egyenleg¶et ugyan¶ugy kÄulÄon sorban kell
elsz¶amolni, mint mag¶aban az alap¶aras ¶AKM-ekben. ¶Igy e transzform¶aci¶os
m¶atrix ,,term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege" sor¶aban is lehetnek negat¶³v,
t¶amogat¶asi tÄobbletet k¶epvisel}o ¶ert¶ekek.

Hasonl¶oan, a fogyaszt¶ast is sokszor az ¶un. COICOP-fogyaszt¶asi kateg¶ori¶ak
szerinti bont¶asb¶ol kiindulva becslik, az ¶un. (Lancaster-f¶ele) fogyaszt¶as-transz-
form¶aci¶os m¶atrixszal transzform¶alva az el}o¶all¶³t¶o ¶agazatokra (illetve term¶ek-
csoportokra). Itt is el}ofordulhatnak, b¶ar tÄobbnyire statisztikai okokb¶ol inkon-
zisztens peremek, de m¶egse ez szokott a gyakorlatban a legnagyobb probl¶ema
lenni a becsl¶es¶en¶el, hanem az ¶arr¶es illetve a term¶ekad¶ok lev¶alaszt¶asa a fo-
gyaszt¶oi ¶aron adott COICOP-kateg¶ori¶akb¶ol. Ugyanis az ¶altal¶aban alap¶aras
¶AKM-ek az ¶arr¶est ¶es a term¶ekad¶okat kÄulÄonv¶alasztj¶ak, ¶³gy az erre val¶o transz-
form¶al¶asn¶al is ez tÄort¶enik. Viszont a statisztikai hivatalok ¶altal el}o¶all¶³tott
fogyaszt¶as-transzform¶aci¶os m¶atrixok ¶altal¶aban fogyaszt¶oi ¶aron k¶eszÄulnek, ¶³gy
ez referenciam¶atrixk¶ent csak akkor szolg¶alhat az alap¶aras ¶AKM fogyaszt¶asi
oszlop¶ara val¶o transzform¶aci¶o sor¶an, ha az ¶arr¶esek ¶es a ,,term¶ekad¶ok ¶es t¶amo-
gat¶asok egyenlege" sor¶at el}ore imput¶aljuk bele (valamilyen becsl¶es alapj¶an,
de felh¶³vva a ¯gyelmet arra, hogy a beruh¶az¶asi m¶atrixn¶al is jelzett m¶odon
a ,,term¶ekad¶ok ¶es t¶amogat¶asok egyenlege" negat¶³v is lehet), vagy a transz-
form¶aci¶ot fogyaszt¶oi ¶aron hajtjuk v¶egre, ¶es az ¶arr¶eseket ¶es term¶ekad¶okat
ut¶olag v¶alasztjuk le term¶ekenk¶ent (sz¶all¶³t¶o ¶agazatonk¶ent) becsÄult kulcsokkal,
de az Äosszes fogyaszt¶asra megadott term¶ekad¶okkal ¶es ¶arr¶esekkel Äosszhangban.
Term¶eszetesen mindk¶et ¶ut el¶eg gÄorÄongyÄos (p¶eld¶aul hogy biztos¶³that¶o, hogy
a RAS-sal vagy m¶as kiigaz¶³t¶o m¶odszerrel becsÄult ¶arr¶eseknek, illetve term¶ek-
ad¶oknak a fogyaszt¶oi kiad¶asokra vet¶³tett, ,,sz¶azal¶ekos" ¶ert¶ekei ¶esszer}u hat¶arok
kÄozÄott maradjanak), de e cikkben ennek kifejt¶es¶ere nincs m¶od.

Tov¶abbi probl¶ema, hogy ugyan a fogyaszt¶as transzform¶aci¶os m¶atrixban ¶es
beruh¶az¶as-transzform¶aci¶os m¶atrixban, valamint az ¶un. bilater¶alis kÄulkereske-
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delmi m¶atrixban az ¶agazatok soraiban elvileg szint¶en nem szerepelhetn¶enek
negat¶³v elemek, de amennyiben ezek az ¶AKM fogyaszt¶asi, beruh¶az¶asi, illetve
export oszlopainak a kibont¶as¶anak tekinthet}ok, ÄorÄokÄolhetik az ¶AKM ezen
oszlopaiban a fentebb eml¶³tett negat¶³v ¶ert¶ekeket. Emellett, mivel a haszn¶alt
¶all¶oeszkÄozÄok ad¶asv¶etele r¶esz¶et k¶epezi az egyes ¶agazatok ¶all¶oeszkÄoz-felhalmo-
z¶as¶anak, a beruh¶az¶asi m¶atrixban (aminek egyes oszlopai teh¶at azt mutatj¶ak,
hogy az adott ¶agazat ¶all¶oeszkÄoz-felhaszn¶al¶asa mely term¶ekekb}ol, ,,beruh¶az¶asi
javakb¶ol" tÄort¶ent) m¶ar csak ez¶ert is tal¶alhatunk negat¶³v elemeket.

4.4 A nemzetgazdas¶agi statisztik¶aban el}ofordul¶o tov¶abbi
kiigaz¶³tand¶o m¶atrixok

Ha p¶eld¶aul egy h¶aztart¶asi r¶etegekre vonatkoz¶o, a r¶eteg bev¶eteleit ¶es kiad¶asait
(bele¶ertve term¶eszetesen a befektet¶eseket is) egy vektorban (oszlopban), de
ellent¶etes el}ojellel tÄuntetjÄuk fel (amire f}oleg az¶ert lehet szÄuks¶eg, mert az Äossz-
bev¶etel (=Äosszkiad¶as) ¶ert¶eke sem ismert), akkor a vektor Äosszesenje ¶ertelem-
szer}uen z¶erus lesz. Ekkor a bev¶etelek ¶es a kiad¶asok csak szimult¶an m¶odon
becsÄulhet}ok, nem lehets¶eges kÄulÄon-kÄulÄon a bev¶eteleknek, ill. a kiad¶asoknak
az Äosszbev¶etelekhez val¶o igaz¶³t¶asa. A z¶erus peremhez val¶o igaz¶³t¶as azonban a
hagyom¶anyos RAS-m¶odszerrel arra vezetne, hogy m¶ar az els}o ar¶anyos¶³t¶asn¶al
az eg¶esz oszlopot lenull¶azn¶a, ami nyilv¶anval¶oan elfogadhatatlan eredm¶eny
lenne, mivel azt jelenten¶e, hogy a sz¶oban forg¶o r¶etegnek se bev¶etele, se fo-
gyaszt¶asa nem volt.

Hasonl¶ok¶eppen, ha egy olyan kÄovetel¶es-tartoz¶as m¶atrixot tekintÄunk, amely-
nek sorai az egyes hitelez¶esi instrumentumokat (¯nancial assets), oszlopai
pedig a gazdas¶ag szerepl}oit mutatj¶ak (ahol teh¶at az adott hitelviszonyt meg-
testes¶³t}o ¶ert¶ekpap¶³r ¶allom¶any¶at a kibocs¶at¶o ad¶osn¶al negat¶³v ¶ert¶ekkel sz¶amol-
juk el), akkor abban is sz¶amos negat¶³v elem tal¶alhat¶o (l¶asd p¶eld¶aul Lemelin
[2009] fentebb t¶argyalt sz¶amp¶eld¶aj¶at).

Mivel az ¶AKM a T¶arsadalmi Elsz¶amol¶asi M¶atrix (angol rÄovid¶³t¶essel: SAM)
r¶esz¶et (egyszer}ubb v¶altozatokban az egyik blokkj¶at) k¶epezi, ¶ertelemszer}uen
a SAM becsl¶es¶en¶el is tal¶alkozhatunk a negat¶³v elemek probl¶em¶aj¶aval. Azon-
ban a SAM m¶as cell¶aiban is el}ofordulhatnak negat¶³v elemek. Ugyanis a
SAM Äossze¶all¶³t¶asa sokszor egy ¶un. SAM-multiplik¶ator modell sz¶amszer}us¶³t¶ese
c¶elj¶ab¶ol tÄort¶enik. M¶arpedig a SAM-multiplik¶ator modell az endog¶ennek v¶a-
lasztott sz¶aml¶ak oszlopÄosszesenjeire vet¶³tett egyÄutthat¶okkal sz¶amol, ¶³gy fon-
tos, hogy minden tranzakci¶o abban az oszlopban legyen lehet}oleg elsz¶amolva,
amelynek az Äosszesenj¶evel ar¶anyosnak tekinthet}o (s}ot, hogy lehet}oleg olyan
tranzakci¶ok szerepeljenek csak az oszlopokban, amelyek kÄozgazdas¶agilag ¶er-
telmes Äosszesent k¶epviselnek). Ez¶ert p¶eld¶aul az i-edik sz¶aml¶anak a j-edik
sz¶amla fel¶e tÄort¶en}o tij kiad¶as¶at ford¶³tott ir¶anyban, azaz a f}o¶atl¶ora tÄukrÄozve,

negat¶³v el}ojellel, a tji tranzakci¶o(k) r¶eszek¶ent sz¶amoljuk el. ¶Igy ha a j-edik
sz¶aml¶anak az i-edik sz¶amla fel¶e tÄort¶en}o egy¶eb kiad¶asai enn¶el kisebbek voltak,
akkor a tji ¶ert¶eke negat¶³v lesz. Ha p¶eld¶aul az exog¶en sz¶aml¶ak (rendszerint az
¶allami kiad¶asok ¶es a kÄulfÄold kiad¶asai) valamely sz¶amla fel¶e tÄort¶en}o kiad¶asait
(p¶eld¶aul a lak¶asberuh¶az¶asok ¶allami t¶amogat¶as¶at) endog¶en m¶odon (ennek a
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sz¶oban forg¶o sz¶aml¶anak a f}oÄosszeg¶evel19 ar¶anyosan) akarjuk a modellben meg-
hat¶arozni, akkor ezt a sz¶oban forg¶o sz¶aml¶anak az adott exog¶en sz¶amla fel¶e
tÄort¶en}o (negat¶³v) kiad¶asak¶ent sz¶amoljuk el.

Az e fejezetben elmondottakat, helyenk¶ent kieg¶esz¶³tve, a 7. t¶abl¶azatban
foglaljuk Äossze.

Negat¶³v ¶es egy¶eb probl¶em¶as
elemek

A probl¶ema megold¶as¶anak
lehets¶eges m¶odszerei

¶AKM k¶eszletv¶altoz¶as, (re)export,
fogyaszt¶as, beruh¶az¶as, nett¶o
term¶ekad¶ok, hozz¶aadott
¶ert¶ek (¶es Äosszetev}oi), import

(A-t¶³pus¶u ¶AKM-ben negat¶³v
oszlopk¶ent), z¶erus termel¶es

(A-t¶³pus¶u ¶AKM-ben)

k¶eszletv¶altoz¶as termel¶esi
¶ert¶ekkel vagy Äosszfelhaszn¶a-
l¶assal ar¶anyos becsl¶ese, re-
export brutt¶os¶³t¶asa, a tÄobbi
esetben az addit¶³v-RAS ¶es
tÄobbfokozat¶u becsl¶esi elj¶ar¶a-
sok alkalmaz¶asa

Nett¶o term¶ekad¶ok m¶atrixa t¶amogat¶asi tÄobblet eset¶en
negat¶³v elemek, ritka m¶atrix

addit¶³v-RAS alkalmaz¶a-
sa, t¶amogat¶asi m¶atrix kÄulÄon
becsl¶ese (ld. 6. t¶abl¶azat)

Fogyaszt¶asi m¶atrix negat¶³v elemek el}oz}o
id}oszakb¶ol sz¶armaz¶o cikkek
elad¶asa miatt

addit¶³v-RAS alkalmaz¶a-
sa, referencia-m¶atrixban ha-
sonl¶o elemek z¶erusra cser¶el¶e-
se illetve kÄulÄon (exog¶en) ke-
zel¶ese

Beruh¶az¶asi m¶atrix negat¶³v elemek el}oz}o
id}oszakb¶ol sz¶armaz¶o g¶epek
elad¶asa miatt

l¶asd a fogyaszt¶asi m¶atrixn¶al

Bev¶etel-kiad¶as m¶atrix kiad¶asok negat¶³v t¶etelk¶ent addit¶³v-RAS vagy Äosszbev¶e-
telek el}ozetes becsl¶ese majd
bev¶etelek ¶es kiad¶asok kÄulÄon-
kÄulÄon becsl¶ese

KÄovetel¶es-tartoz¶as m¶atrix tartoz¶asok negat¶³v t¶etelk¶ent hasonl¶oan az el}oz}ohÄoz

SAM egyes transzferek negat¶³v
t¶etelk¶ent

addit¶³v-RAS vagy ford¶³tott
ir¶anyban (¶atl¶ora
szimmetrikusan) pozit¶³vk¶ent
sz¶amolni el negat¶³v t¶eteleket

7. t¶abl¶azat. ÄOsszefoglal¶o t¶abl¶azat a fontosabb kÄozgazdas¶agi m¶atrixkateg¶ori¶ak becsl¶es¶er}ol

5 A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszerek
kombin¶alt ¶es szekvenci¶alis alkalmaz¶asai

Ahogy a 3.3. alfejezetben az EU ¶AKM-ek GTAP-¶agazati bont¶asban val¶o
becsl¶es¶en¶el is m¶ar utaltunk r¶a, a m¶atrixkiigaz¶³t¶asi feladat ¶altal¶anosabban,
egy komplexebb felt¶eteles optimumsz¶am¶³t¶asi feladatk¶ent is megfogalmazhat¶o.
Ebben a k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszereknek csak egyes r¶eszfeladatok
megold¶as¶aban lehet szerepe, els}osorban a referenciam¶atrix (a prior) el}o¶al-
l¶³t¶as¶anak egyes l¶ep¶esein¶el. A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszerek teh¶at
nemcsak egym¶assal versenyeznek , hanem egym¶as kieg¶esz¶³t}oi is lehetnek. A

19A f}oÄosszeg egyar¶ant k¶epviseli az Äosszbev¶etelt, illetve (a modell alapfeltev¶es¶eb}ol, illetve
a kiad¶asok kiterjesztett, a megtakar¶³t¶asokat is mag¶aba foglal¶o ¶ertelmez¶es¶eb}ol ered}oen) az
ezzel egyez}o Äosszkiad¶ast.
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hazai ¶es import term¶ekek m¶erlegeit Äosszevontan ¶abr¶azol¶o A-t¶³pus¶u ¶AKM-
eket az ¶un. ,,addit¶³v-RAS" m¶odszeremmel lehet becsÄulni az import ¶agazati
term¶ekszerkezete ismerete n¶elkÄul (R¶ev¶esz [2009] ). Ennek sor¶an el}oszÄor az ¶un.
,,A"-t¶³pus¶u ¶AKM-et becsÄuljÄuk az addit¶³v-RAS m¶odszerrel, ¶³gy megkapva az
import ¶agazati jelleg szerinti bont¶as¶at. Ezut¶an a kapott becsl¶es fels}o m¶atrix-
blokkj¶aban csak a hazai term¶ekek felhaszn¶al¶onk¶enti bont¶as¶at mutat¶o ¶un.
,,B"-t¶³pus¶u ¶AKM-et becsÄuljÄuk hasonl¶o m¶odszerrel, amelynek sor¶an becsl¶est
kapunk az import sor¶ara, azaz felhaszn¶al¶onk¶enti bont¶as¶ara is. V¶egÄul pedig a
term¶ek £ felhaszn¶al¶o bont¶as¶u, ¶un. importm¶atrixot becsÄuljÄuk ¶ugy, hogy a B-
t¶³pus¶u ¶AKM-becsl¶ese sor¶an kapott importsort a m¶eg hi¶anyz¶o importm¶atrix
becsÄult oszlopÄosszegeinek v¶eve, sorÄosszeseneknek pedig az importnak az ,,A"-
t¶³pus¶u ¶AKM-becsl¶es¶en¶el kapott ¶agazati jelleg szerinti bont¶as¶at tekintve, a re-
ferencia (indul¶o-) importm¶atrixszal (ahol a k¶eszletfelhalmoz¶as indul¶o¶ert¶ekeit
valamilyen ¶esszer}u m¶odon m¶odos¶³tjuk) RAS-becsl¶essel meghat¶arozzuk az im-
portm¶atrixot. A m¶odszer ¶erdekess¶ege, hogy a v¶egeredm¶enyben kapott hazai
¶es import term¶ekm¶erlegek Äosszead¶as¶aval az els}o l¶ep¶esben becsÄult ,,A"-t¶³pus¶u
¶AKM-t}ol elt¶er}o sz¶amokat kapunk, azaz ez felÄul¶³rhat¶o.

A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszerek szekvenci¶alis alkalmaz¶as¶ara tesz
javaslatot az ¶un. k¶et- illetve h¶aromfokozat¶u RAS m¶odszere (l¶asd p¶eld¶aul
Bacharach [1970] m}uve 93{99. oldal¶at, illetve Gilchrist ¶es St. Louis [1999]
TRAS-m¶odszer¶et). Ebben az els}o fokozatban az indul¶om¶atrixot, vagy annak
valamely blokkjait egy RAS-m¶odszerrel igaz¶³tj¶ak ki az elv¶art peremekhez,
majd ezt a peremeknek imm¶ar eleget tev}o m¶atrixot haszn¶alj¶ak fel referen-
ciam¶atrixk¶ent egy ¶ujabb RAS-becsl¶eshez, vagy egy valamilyen bonyolultabb
c¶elfÄuggv¶enyt alkalmaz¶o entr¶opia-modell megold¶asa sor¶an.

6 ÄOsszefoglal¶as

A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi feladatok kezel¶es¶eben a probl¶ema sz}uk probl¶e-
makÄorre val¶o naiv, heurisztikus alkalmaz¶as¶ab¶ol kiindulva a tudom¶any nagy
utat tett meg. A probl¶ema szabatos matematikai megfogalmaz¶as¶anak ¶es a
megold¶asra javasolt m¶odszerek matematikai tulajdons¶againak felt¶ar¶as¶anak,
a jobb statisztikai adatoknak (amik jobb referenciam¶atrix el}o¶all¶³t¶as¶at teszik
lehet}ov¶e), a sz¶am¶³t¶astechnika fejl}od¶es¶enek (hat¶ekonyabb megold¶o szoftverek-
nek), valamint a felhalmoz¶odott nemzetkÄozi alkalmaz¶asi tapasztalatoknak
kÄoszÄonhet}oen egyre tÄobb terÄuleten lehet e m¶odszereket alkalmazni. Term¶e-
szetesen m¶eg sok matematikai ÄosszefÄugg¶es tiszt¶azand¶o, ¶es cikkÄunkben ezekre
is kit¶ertÄunk. Bemutattuk, hogy a nemzetgazdas¶agi elemz¶esekben val¶o sikeres
alkalmaz¶as felt¶etele a konkr¶et kÄozgazdas¶agi jelens¶eg, az erre fel¶³rt referencia-
m¶atrix saj¶atoss¶againak alapos ismerete. Az EU ¶AKM-ek GTAP-¶agazati bon-
t¶asba val¶o sikeres transzform¶aci¶oja kapcs¶an gyakorlati p¶eld¶aval is ¶erz¶ekeltet-
tÄuk, hogy a j¶o becsl¶esi eredm¶enyek els}osorban az (alapadatokb¶ol szerkesztett
indul¶om¶atrix komplex, 6 l¶ep¶esben tÄort¶ent el}ozetes kiigaz¶³t¶as¶aval kapott) re-
ferenciam¶atrix j¶os¶ag¶anak kÄoszÄonhet}o. A t¶em¶aval foglalkoz¶o szerz}ok, tÄobbek
kÄozÄott McNeil ¶es Hendrickson [1985] ¶es Round [2003] is meg¶allap¶³tott¶ak,
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hogy ha a referenciam¶atrix elemeinek ¶ert¶eke kÄozel van a becsÄulend}o m¶atrix
megfelel}o elem¶enek ¶ert¶ek¶ehez, akkor a k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi-modell a
kÄulÄonbÄoz}o szok¶asos c¶elfÄuggv¶enyek mellett is hasonl¶o becsl¶esi eredm¶enyekre
vezet.

A k¶etir¶any¶u m¶atrixkiigaz¶³t¶asi m¶odszereket nemcsak elszigetelve, hanem
egym¶as ut¶an (,,szekvenci¶alisan") is lehet alkalmazni (l¶asd p¶eld¶aul a k¶etfoko-
zat¶u RAS-m¶odszert). Emellett az itt kidolgozott m¶odszerek, szakmai fog¶asok
(,,trÄukkÄok") komplexebb matematikai programoz¶asi feladatokba be¶ep¶³tve is
hasznos¶³that¶ok.
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BIPROPORTIONAL MATRIX ADJUSTMENT FOR MULTISECTORAL

MACROMODELS

This paper gives a brief overview of the biproportional matrix adjustment problem.
We focus on the most frequent case with certain and consistent row and column
sums, and no special conditions to the cells of the matrix. After the de¯nition
and mathematical formulation of the problem, we describe the so-called distance
and entropy functions assigning a non-negative real number to the di®erence of
the estimated and reference matrices. These functions are to be minimized sub-
ject to given row and columns sums, and in special cases, some non-negativity and
sign-preserving conditions. For these models, we present iterative solution meth-
ods, among them the so-called additive RAS algorithm developed and used ¯rst by
R¶ev¶esz. On one hand, in the case of non-negative reference matrix and marginal
conditions, additive RAS gives the same solution as the standard RAS, and on
the other hand, in the case of negative cells, but sign-preserving margins, it gives
the same solution as the improved normalized squared di®erences (INSD) model
without penalties for sign-switching. We demonstrate that additive RAS is more
e±cient and more aesthetic than other INSD and GRAS iterative solution methods
used by previous authors. In the case of small di®erences, additive RAS, especially
the modi¯ed additive RAS, tends to be sign-preserving, unless it is forced by sign-
switches of the margins. Using the example of Lemelin (2009), we demonstrate
that additive RAS performs very well in such an extreme sign-switching case, as
well, moreover, it gives the best solution compared to other algorithms. The paper
overviews some standard matrix balancing problems in practice, where such meth-
ods can be used. The most important conditions for the successful application are
the knowledge about the economic phenomena under investigation and the deep
understanding of the related reference matrix. For an example of this, a current
research project is presented, where both additive RAS and other more complex
matrix adjusting models were used and showed a good performance.




