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FOGALMAK, MODSZEREK

A NEMZETGAZDASAGI MODELLEKBEN SZEREPLO
MATRIXOK KETIRANYU KIIGAZITASI
MODSZEREIROL!

REVESZ TAMAS - KOPPANY KRISZTIAN
Budapesti Corvinus Egyetem — Széchenyi Istvdn Egyetem

A cikk elséként vallalkozik a kétirdnyd méatrix-kiigazitasi, vagy més néven pe-
remfeltételes matrixbecslési probléma hazai szakmai olvasékozonség szamara
torténd, legtijabb publikacidk eredményeit is magaban foglalé bemutatasara.
A rendkiviil szertedgazd, sokféle altaldnositasi lehetéséget kindlé probléma-
korbol csak a gyakorlatban leginkabb eléforduld, a biztosnak tekintett és
konzisztens sor- és oszloposszesenekhez torténd, a matrix belsejére vonatkozd
Osszetettebb feltételek nélkiili esettel foglalkozunk. A probléma lehataroldsa
és matematikai formalizaldsa utdan a becstilt és a referencia-matrix eltéréséhez
egy nemnegativ valds szamot rendel? kiilonféle , tavolsag-" illetve ,,entrépia”-
fliggvényeket ismertetjiik, amelyek minimalizdland6 célfiiggvényként jelen-
nek meg azokban a matematikai programozasi feladatokban, amelyekben
korlatozo feltételként a sor- és oszlopOsszesenre vonatkozo kévetelmények,
valamint egyes esetekben nemnegativitdsi, illetve el6jelmegtrzési feltételek is
szerepelnek. E matematikai programozasi feladatok vagy roviden modellek
kozil néhanynak a megoldasahoz vezets iteracios algoritmusat is targyaljuk.
Ennek kapcsédn bemutatjuk a szerzdk egyike altal kidolgozott ,,additiv’-RAS
algoritmust, és bebizonyitjuk, hogy egyfeldl nemnegativ referenciamatrix és
peremfeltételek esetén azonos eredményt ad a RAS-mddszerrel, masfeldl pedig
negativ elemeket is tartalmazé referencia-matrix, de eldjeltarté megoldasok
esetén azonos eredményt ad, mint a ,,javitott normalizalt négyzetes eltérése-
ket” minimalizald, angol roviditéssel INSD-modell, illetve altalaban is azzal
az INSD-modellel, amibdl elhagyjuk az eléjelvaltds biintetéfiiggvényét. Azt is
demonstraljuk, hogy az additiv-RAS algoritmus a GRAS-modell 1épésenként
masodfoki egyenlet megoldasat igényld iteracios algoritmusaval szemben nem-
csak hatékonyabb, hanem esztétikusabb is. Ugyanakkor a GRAS-modell
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megoldédsanak elGjeltarté volta és amiatt, hogy az INSD-modell a GRAS-
modell egy Taylor-soros kozelitésének tekintheto, igazoljuk, hogy kis eltérések
esetén az additiv-RAS-mddszer, kiillonosen pedig az in. mddositott additiv-
RAS médszer is hajlamos az eléjeltartésra, kivéve, ha erre példdul a peremek
eldjelvaltdsa kényszeriti. Lemelin (2009) szdmpélddjan azt is demonstraljuk,
hogy az additiv-RAS még az ilyen extrém, eldjelvéiltdst megkoveteld eset-
ben is jol mikddik, s6t a Lemelin altal vizsgalt modellek koziil a legjobb
eredményt adja. A cikk felsorolva a tobbszektoros nemzetgazdasigi model-
lezés azon gyakran hasznalt matrix-kategoriait, amelyekre kétiranyd matrix-
kiigazitasi médszereket szoktak alkalmazni, bemutatja, hogy a nemzetgaz-
dasagi elemzésekben valo sikeres alkalmazas feltétele a konkrét kozgazdasagi
jelenség és az erre felirt referencia matrix sajatossagainak alapos ismerete.
A sikeres alkalmazdsok egyik példdjaként bemutat egy olyan friss kutatdsi
projektet is, amelynek sordn mind az additiv-RAS, mind pedig egy olyan
Osszetettebb matrixkiigazitasi modell egyarant igen j6 eredményeket adott,
amelyben a becstilend6 matrix elemeire blokkosszesen-feltételek szerepeltek.
A célfiiggvényben pedig korabbi szerzok technikai megolddsainak, illetve a
szerzOk ujszert elgondoldsainak hatékony és kreativ 6tvozésére keriilt sor.

1 Bevezetés

Jénéhany tudoméanydgban el6fordul, hogy egy olyan, matrixszal megadhatd
adattébla elemeinek értékét kell megbecsiilni, amelynek csak a peremeit (sor-
és oszlopOsszesenjeit) ismerjiik. A métrix egyes elemei vagy ismertek (ebben
az esetben ezeknek a hozzajuk tartozo sor- és oszloposszesenekbdl vald levo-
nasaval a becslési feladatot vissza lehet vezetni azon esetre, amikor a matrix
elemei ismeretlenek) vagy csak kozvetett informécié 4ll rendelkezésre rajuk
vonatkozéan. E kozvetett informacié altaldban egy referenciamatrix, amir6l
feltételezziik, hogy sor- illetve oszlopszerkezete valamilyen mérce szerint ,,ha-
sonld” a keresett métrixéhoz. A referenciaméitrix lehet a keresett matrixnak
egy korabbi idészakra vagy mas megfigyelési egységre vonatkozé megfelelGje.
A hasonlésagot illetve ennek ellentétét egy ,,tdavolsdgfiiggvény” méri, a cél az,
hogy ez a tavolsig (azaz a célfiggvény értéke) a legkisebb legyen.

Tipikus példa erre az un. szallitdsi matrix. Ennek i-edik sordnak j-edik
eleme az i-edik kiinduldsi (feladé-) helyrél a j-edik rendeltetési (fogadd-)
helyre szallitott mennyiséget jelenti (példaul egy személyszéllitdsi feladatban
a szallitott személyek szamét). Altaldban ismert a méatrix korabbi idészaki
megfelelje, a targyidoszakbdl pedig az, hogy melyik kiinduléhelyrél mekkora
mennyiséget szillitottak el (sorésszegek), illetve, hogy melyik rendeltetési
helyre mekkora mennyiség érkezett meg (oszloposszegek).

Szemléletesebben tgy fogalmazhatunk, hogy a feladat a referencia matrix
szerkezetét a legjobban megoérizve rafesziteni azt az 4j peremekre. Ennek az
in. méatrixkiigazitdsi probléménak a megoldasara mar a XX. szazad elején az
egyes szakteriileteken tobbé-kevésbé egymastdl fiiggetlentil kiilonb6z6, sok-
szor hasonld, s6t matematikailag azonos eljarasokat dolgoztak ki. Mégis a
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modszereket a kiilonféle szakteriileteken eltéréen hivjak. Példaul a cikkben
részletesen ismertetésre keriil§, a kbzgazdasdgtudoméanyban RAS-mdédszernek
nevezett eljdrast a kozlekedéstudomédnyokban Furness [1965] nyomén Fur-
ness-, mashol pedig Fratar-algoritmusnak nevezik.

Altaldban a fenti ., kétiranyd” matrixkiigazitasos feladatok megoldasara
javasolt moddszereket két nagy csoportba sorolhatjuk: az dn. ,.entrépia-
modell”-nek nevezett (amelyben altaldban az informdaciéelméletbdl vett lo-
garitmus fiiggvény szerepel) mddszerek kozé (ide tartozik a RAS-mddszer is)
illetve a legkisebb négyzetek elvén nyugvé kvadratikus célfiiggvény it modellek
kézé. A szakirodalomban terjedelmes vita bontakozott ki, hogy mikor melyik
modszer a hatékonyabb, megbizhatébb. Az eddigi tapasztalatok szerint az,
hogy melyik médszert érdemes valasztani, az részben a matrix, az elvart
peremek, valamint a becsult métrixszal kapcsolatos elvarasaink matematikai
tulajdonsdgaitdl (nemnegativitds, zérusérték, eldjelvéaltas megengedett volta,
ritka métrix-e stb.) fiigg, részben pedig a métrix kozgazdasdgi tartalmatol.
Példaul a negativ vagy zérus értékek akadalyozzak a sztenderd mddszerek
alkalmazdsat. Gyakran el6fordulhat, hogy egy kiigazitandé matrix egyik
pereme (vagy annak egyes elemei) vigy kell zérus értéket felvegyen(ek), hogy
a matrixban megmaradjanak pozitiv és negativ értékek egyarant.

A szakirodalomban az egyes szerzék kozott nemcsak abban volt vita, hogy
a gyakorlatban melyik mddszer ad jobb becslést, miikodik megbizhatébban
(példaul biztositja-e a referenciamétrix elemei el6jelének megérzését), hanem
a mddszerek matematikai tulajdonségait illetéen is (torzitanak-e, az egyes
specidlis esetekben miikodnek-e, egyértelmii-e a megoldas, azonos-e két kii-
16nféle médon megfogalmazott modell megoldésa? stb.)

Cikkiinkben ezeket a mddszereket tekintjik at, el6szor vazlatosan mate-
matikailag, majd megvildgitva a tobbszektoros modellezési gyakorlatban el6-
fordulé métrixok (kiilondsen a szamszertisitett altaldnos egyensilyi (CGE-)
modellek adatigényét képezd kiilonféle tranzakcids és transzformacios matri-
xok) statisztikai problémait és becslési sajatossiagait. A kifejtés sordn néhany
szampéldaval is megvildgitjuk a mdédszerek alkalmazasat.

Fentiek keretében kiilon hangsilyt kap a szerzonek a negativ elemii refe-
rencia-matrixszal és/vagy nempozitiv elvirt peremekkel rendelkez8 matrixok
becsléséhez kidolgozott ,,additiv-RAS” mddszerének ismertetése, és hatékony-
saganak szampélddakkal valé illusztraldsa. A gyakorlati tapasztalatok és a
szakirodalom tanulsigainak Osszefoglalasa kapcsan javaslatokat tesziink a
becslési modszerek tovabbfejlesztésére és jovébeni alkalmazasanak maédjara.

2Péld4ul, hogy az abszoliit matrixelemekre (,,tranzakciékra”) vagy az abbdl szamitott
egylitthatékra kell-e a feladatot (illetve a célfiggvényt) felirni (ldsd Mesnard [2011] 4.2.
alfejezetét).
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2 A matrixkiigazitasi probléma és leggyakrab-
ban hasznalt megoldasi moédszerei

Ebben a fejezetben elészor a fenti , kétiranyd” matrixkiigazitasos feladat for-
malis matematikai megfogalmazasat adjuk meg. Ezutan a feladat nemnegativ
matrixok esetében javasolt megolddsi mddszereinek két nagy csoportjat, az
un. ,.entropia-modell”’-eket és a kvadratikus célfiiggvényii modelleket, illetve
ezek viszonyat ismertetjik.

2.1 A matrix kiigazitasi probléma

A szakirodalomban leggyakrabban targyalt matrixkiigazitasi problémat a
kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg (ldsd példaul Lahr & Mesnard [2004],
amin a mddszer aldbbi ismertetése is alapul):

Legyen X* egy mxn-es méretl ismeretlen matrix, amelynek sorGsszesenjei
az ismert u oszlopvektorral, oszloposszesenjei pedig a szintén ismert v sorvek-
torral egyeznek meg (azaz X*1 = u, 17X* = v, ahol 1 a megfelel§ méretit
oszegzbvektor, a T felsd index pedig a transzponalds jele).

Ha rendelkezésiinkre 4ll egy szintén m xn-es méretii A induldmdtriz (vagy
més néven prior- vagy referenciamétrix), ami szerkezetében hasonlé X*-hoz,
akkor azt azzal a szintén m x n-es méretii X matrixszal becstilhetjiik, amely-
nek sorOsszesenjei az u oszlopvektorral, oszlopOsszesenjei pedig a v sorvek-
torral egyeznek meg (azaz X1 = u, 17X = v) tigy, hogy X az A referencia-
matrixhoz valamilyen értelemben leghasonlobb legyen.

A fenti bekezdésekben a ,,szerkezet” sz6 hasznalatat az aldbbi megfonto-
lasok indokoljak:

Természetesen attdl fiiggben, hogy hogyan definidljuk két matrix ,,hason-
16s4gat” (vagy ennek ellentéteként ,,eltérését” vagy ,,tavolsdgat”), a feladat
megolddsa (X) eltérhet. Még ha rogzitjiik is a két matrix sszehasonlitdsdnak
képletét, a megoldas természetesen tovabbra is fligg az A referenciamatrixtol.
Ha azonban ennek nemcsak szerkezetétdl (elemei bels6 ardnyaitél), hanem
még A ,,szintjétdl” is fiigg a megoldds (azaz, hogy valamely 7 skaldrral szo-
rozva A-t, méas megolddst kapunk), akkor célszerii az A-t v skaldrral szorozva
gy mdédositani (ardnyosan kiigazftani), hogy mindosszesenje (17 A1) meg-
egyezzen a keresett X* minddsszesenjével (17X*1), azaz 1TA1l = 1Tu =
vT1 legyen. Ez teszi ugyanis csak lehetévé, hogy ha ekkor még Al = u
és 1T A = v is éppen teljesiil, akkor az A indulémétrix maga legyen az X
megoldas. Mivel eleget tesz a feltételeknek, és a lehetd leghasonlébb A-hoz,
vagyis azonos vele. Az A referenciamatrix fenti ,,szintezése” tehdt csokkenti
a tovabbi kiigazitds sziikséges mértékét, szerencsés esetben (ha a peremfelté-
teleket is teljesiti) pedig sziikségtelenné is tesz minden tovébbi kiigazitést.

Természetesen két matrix ,,hasonlésidganak” adott képlete mellett elkép-
zelhetd, hogy a feladatnak tobb megolddsa van, azaz amelyekre ez a képlet
azonos értéket ad. Azonban ha A indekompozdbilis (irreducibilis), a lehetséges
megoldasok halmaza kompakt, és a célfliggvény e halmaz felett folytonosan
differencidlhato, akkor csak egyetlen megoldas létezik, ami az altalunk tar-
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gyalt eljardsokra altaldban fenndll (Mesnard [2011]). E problémaéval &ltala-
nossagban tehat itt nem foglalkozunk, de majd visszatérink ra a matrixok
,,hasonlésdganak” konkrét képletét alkalmazé eljardsok (modellek) térgyala-
sakor.

Mindenesetre a matrixkiigazitasi feladat matematikai programozdsi fela-
datként frhaté fel, amelyben az adott korldtok (X1 = u, 17X = v, valamint
esetleg nemnegativitdsi, illetve el6jel-azonosségi korldtok) mellett keressiik a
célfiigguény optimalis értékét (konkrétan a hasonlésdgi képlet maximumaét
vagy az eltérés valamilyen monoton nvekvd fiiggvényének minimumat). Is-
meretes, hogy ha a korlatozo feltételek linearis egyenléségek, akkor az opti-
mum a Lagrange-szorzok mdédszerével hatdrozhaté meg. Az ezekkel felirt un.
Lagrange-fiiggvényben e szorzok a korlatoktol valo eltéréseket biintetik, és azt
fejezik ki, hogy a korlatok egységnyi novelése mekkora mértékben valtoztatja
meg az optimum értékét. Néhany szerzo azonban eleve a Lagrange-fliggvény-
bol indul ki, de azt médositja, példaul ugy, hogy a korlatoktol valo eltéréseket
nemcsak a megfelelé Lagrange-szorzoval szorozva szerepelteti, hanem az igy
kapott szorzatok logaritmusat véve (ldsd példdul Giinliik-Senesen, G. — Bates,
J. M. [1988)]). Ennek a célfiiggvényiikben logaritmust szerepeltet6 tn. entré-
pia-modellekben van haszna, amennyiben igy az elsérendi feltételekbdl szar-
mazé (bér az eredeti feladat szempontjabdl nem optimalis!) megolddsban az
Tij = Qij - N - T; egyszerd szorzatalakban fejezhetd ki a referenciamétrix
megfelel6 eleme, valamint az el6irt sor- és oszloposszegektdl vald eltérésekhez
tartozé A; illetve 7; Lagrange-szorzok kozott.

Felvetdédik, hogy ahelyett, hogy azt vizsgalnank, hogy mennyire 6rzi meg
a kiindul6 struktirét az adott (programozési modell megolddsét biztositd)
eljaras, inkabb azt kellene vizsgalni, hogy mennyire mddositja azt a pere-
meken elvdrt vdltozdsoknak megfeleléen, azokkal 6sszhangban. Példaul, ha
mind a vizszintes, mind a fliggbleges perem névekedett, akkor jogos elvaras,
hogy az ezek metszéspontjaban 8116 elem is ndvekedjen (persze lehetéleg csak
az indokolt mértékben). E kérdést jelen mi kivetkezd fejezeteiben tobbszor
érintjiik, de altalanos targyalasara nem vallalkozhatunk. Mindenesetre ilyen
és ehhez hasonl6 szempontokat vizsgald kritériumrendszer Gsszedllitasan ér-
demes elgondolkodni.

2.2 A RAS-moddszer

A legkézenfekvébb, mar az 1930-as években dokumentalt, s az 1940-es években
mar az input-output-modellezésben is hasznélt megoldasi algoritmus a RAS-
modszer, amelyet a kozgazdasagi szakirodalomba, elsGsorban az Agazati Kap-
csolatok Mérlegének becslésére Richard Stone vezetett be (Stone [1961]; Stone
és Brown, [1962]).

Ennek az iterdciés médszernek elsé 1épése az A mdtrixnak (aminek sor-
Osszesenjeit jelolje a b oszlopvektor, oszlopdsszesenjeit pedig az f sorvektor)
el6szor a sorait szorozza meg a hozzatartozoé kivant sordsszesen és a tény-
leges sordsszesen (u;/b;) ardnydban (ezaltal a matrixot kiigazitva az elvért
sorGsszesenekhez), majd az igy kapott matrixot oszlopirdnyban igazitja ki
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hasonlé ardnyos médon az elvart v oszloposszesenekhez?. A mésodik lépésben
az igy kapott A' métrixra hajtja végre a fenti sor- és oszlopirdnyt ardnyos
kiigazitdsokat, majd igy tovabb, az i-edik 1épésben az (i — 1)-edik 1épésben
kapott A‘~! métrixra végrehajtva a fenti sor- és oszlopiranyt kiigazitasokat
kapja az A’ méatrixot. Ez az eljiras rendszerint konvergens*, az A’ matrix-
sorozat hatarértéke, azaz a megoldasul kapott X méatrix az

m n

Xl=u 1"X=v, sz"’j In(x; ;/a; ;) — min (1)

matematikai programozasi feladat megolddsa (Bacharach [1970]%), és (a fe-
ladatot a Lagrange multiplikdtor médszerrel megoldva) el6éll az

X = #AS§ (2)

szorzat alakban, ahol ~ a vektorbdl diagondlis matrix képzésének a jele, r
és s pedig rendre az X1 = u és 17X = v korldtok drnyékaraibdl képzett
vektorok (Bacharach [1970]). Mivel a célfiiggvény konvex és folytonosan dif-
ferencidlhaté egy kompakt halmazon, ha az A métrix indekompozabilis (tel-
jesen Osszefiiggd, ldsd Zalai [2012]), akkor az X = £ AS megoldds egyértelmii,
pontosabban az r és s vektorokndl egy tetszéleges ¢ skalarszorzét leszamitva
(Bacharach [1970], Mesnard [2011]). Ez azt jelenti, hogy ha egy r és s vek-
torpar egy megoldds, akkor az r - § és s/6 vektorpar is az.

A RAS-mddszer tehdt egy biproporciondlis (kétirdnyu ardnyositsi) méd-
szer, ami végeredményben az eredeti matrixot egyfel6l soronként, masfelol
oszloponként (az adott soron, illetve oszlopon beliil) egységes szorzékkal
igazitja ki.

A RAS-mdédszer fenti célfliggvényét a szakirodalom az analég informécio-
elméleti képlet alapjan informéciéveszteségnek nevezi.® Lemelin et al. [2013]
precizen levezetik, hogy a RAS-feladat egyenértékii a

m m n

n
S pij=pg, > pij=pi, Y pijn(pi;/pl;) —min  (3)
i=1 =1

i=1 j=1

feladattal, ahol p? ; = a; /1T A1, p; j = x; j/w, p. ; = hj/w, pi. = ui/w, és
ahol w = u’'l (azaz az X métrix elemeinek eléirt minddsszesenje). Ekkor
tehdt a keresendd p; ; értékek egy kétdimenzids egytittes valészintiségeloszlas
elemeinek tekinthetok, a célfiiggvény pedig azon ,,idegen” informdcionak,
amit a p; j valoszinliségeloszlas tartalmaz a p?' ; valdszintiségeloszlashoz képest.

3 Az altaldnossdg rovasa nélkiil a sor- és oszlopirdnyu kiigazits sorrendje felcserélhetd,
a megoldast nem érinti.

4A konvergencia sziikséges és elégséges feltételeit MacGill [1977] mutatta ki (ldsd még
Lemelin et al [2013])

5Schneider és Zenios [1990] szerint ezt Bregman [1967] mar Bacharach [1970] el6tt be-
bizonyitotta.

6 A matematikai informaciéelméletet Shannon [1948] dolgozta ki, és Theil [1967] vezette
be a kdzgazdasdgtudomdnyba.
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Az ilyen alakra hozhaté feladatokat illetve megolddsi médszeriiket kereszt-
entrépia (cross-entropy) feladatoknak illetve médszereknek nevezi’. A RAS-
modszer tehat a kereszt-entropia mddszerek specidlis esete.

Lemelin et al. [2013] levezetését dltaldnositva elmondhatjuk, hogy a RAS-
modszer ugyanolyan eredményre vezet akkor is, ha az A indulématrixot tet-
szOleges pozitiv szammal megszorozzuk. Ugyanis a ~ skalarral vald szorzas
esetén a célfiiggvény

m n m n

szu n(zi; /(7 - ai;)) szu{ln Tij/ai;) —Iny} =

i=1 j=1 i=1 j=1
m n

—ZZ&;U (ij/ai;)—w-lny,

i=1 j=1

azaz csak egy konstansban tér el az eredeti feladatétol, és emiatt ugyana-
zon helyen van minimuma. Tehat matematikai szempontbdl nincs annak
sem jelentdsége, ha az A métrixot a v = w/17 A1 skaldrral 4tszorozva biz-
tositjuk, hogy minddsszesenje megegyezzen az eléirt peremekével (w-vel).
Természetesen egészen mas kérdés, hogy érdemes-e az A indulématrixot ugy
moédositani A*-ra, hogy az eleve kielégitse az A*1 = u, 17 A* = v perem-
feltételeket, azaz az (1) feladat egy lehetséges megolddsa legyen. Tovabbi
kérdés, hogy a keresett referenciamétrix m - n elemével szemben tamasztott
mindGssze n + m — 1 fliggetlen feltétel miatt meglévé jelentds szabadsdgfok
miatt 1étezd sok ilyen lehetséges modositas koziil melyiket valasszuk. fgy
eljuthatunk a kétfokozati matrixbecslés problematikdjahoz, azaz, amelyben
az els6 fokozatban valamilyen modellel az A kiindulé matrixot igazitjuk ki e
modell szerint optimélis A*-ra, majd ezt hasznalva referenciamatrixként egy
masik matrix-kiigazité modellben hatarozzuk meg a végsé becslést, azaz az X
matrixot. Felvethetd, hogy a két fokozatban hasznélt modelleknek mennyire
kell ,,harmonizélniuk” (kevésbé kolt6i kifejezéssel elméletileg koherensnek
lennitik), illetve eltérniiik (nyilvan teljesen azonos modellt hasznélva nincs
értelme az eljarast két fokozatra bontani: ugyanis minden optimalizal6 eljaras
amugy is egy lehetséges megoldds megkeresésével kezdi a szdmitdsokat).

2.3 Egyéb matrix kiigazité modellek

Természetesen, még nemnegativ matrixok esetén is, a matrixkiigazitasi prob-
lémara ettdl az informacidveszteségtol eltérd célfiiggvények is hasznalatosak
és indokolhatok. Az egyik igen hasonld célfiiggvény a

m n

Zzau n(ai; /i),

i=1 j=1

ami éppen megforditja a célfliggvénybeli szereposztast a referenciamatrix
elemeinek és a becsiilt matrix elemeinek értékei kozott (e célfiiggvénnyel

7 A kereszt-entrépia fogalmat Kullback, S. és Leibler, R. A. [1951] vezette be és targyalta
elészor.
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kapott megoldasok 6sszehasonlito elemzését 1asd példaul McNeil és Hendrick-
son [1985] cikkében). E célfiiggvény elénye, hogy minden z; ; valtozé csak
egyszer szerepel a képletben, igy konnyebb kiszamitani, és matematikai tu-
lajdonsdgai (monotonitds, nemnegativitds, stb.) is konnyebben atlithatdak.

Az elsésorban a széllitdsi matrix® becslésére alkalmazott tn. gravitacids-
modellek (14sd példaul Niedercorn és Bechdolt [1969] illetve Black [1972])
alapvéltozata is a RAS-mddszerrel egyenértékiinek tekinthetd (Mesnard
2011]).

A tovabbi, természetes alapi logaritmus-fiiggvényt tartalmazé, de eltérd
sulyozasu lehetséges célfiiggvényekre itt nem térunk ki, hanem e helyett at-
térink a ,,korlatozott legkisebb-négyzetek” jellegu célfliggvényekre.

Lahr és Mesnard [2004] szerint Pearson x? mutatéjét avagy a normalizalt
négyzetes eltérést (mas néven a normalizalt legkisebb négyzetek mddszerét)
eldszor Deming és Stephan [1940] majd Friedlander [1961] hasznélta a matrix-
kiigazitdsi feladat megolddsdra, majd Lecomber [1975] ajanlotta a szimmetri-
kus dgazati kapcsolatok mérlegeinek (SIOT-ok) frissitésére (,,update”-elésére).
A minimalizédlandé célfiiggvény az aldbbi két egyenértékii formulaval irhaté
fel:

m n m n

szw ai;)?/ai; = ZZ%J/%J—) CQg (4)

i=1 j=1 i=1 j=1

A mésodik képletbdl lathatd, hogy ez a célfiiggvény a becsiilt és eredeti
métrixelemek relativ (%-os) eltérésének az eredeti métrixelemek nagysdgéval
sulyozott négyzetosszegét jelenti. Ezaltal kompromisszumot jelent a szakiro-
dalom &ltal Almon [1968] tanulmany&hoz térsitott

m n

SO @iy —aiy)? (5)

i=1j=1

egyszerl négyzetosszeg?, és a stilyozatlan relativ négyzetes eltérés

m n m n

SN wiglai; =17 =3 (wi; —ai;)*/a3; (6)

i=1j=1 i=1j=1

célfiiggvények kozott.

Konnyen belathatd, hogy az egyszerii négyzetosszeg a kis elemeknél hajla-
mosabb nagyobb eltéréseket megengedni, mig a silyozatlan relativ négyzetes
eltérés éppen forditva, a szétosztandé (az elSirt sor- és oszloposszeghez sziik-
séges hozzdadandd, illetve levonandd) mennyiségeket a nagyobb elemekhez
hajlamos osztani, ahol a mddositas szazalékosan kisebb értéket jelent.

8 A szallitasi feladat abbdl 4ll, hogy az u; termékmennyiséggel rendelkezd i-edik kiindu-
16helyrdl a v; termékmennyiséget igényl6 j-edik érkezési helyre mekkora x; ; mennyiséget
szallitsunk dgy, hogy a szallitdsi koltség minimélis legyen.

9B4r Almon ezt a képletet az AKM egyiitthatéira alkalmazta, azazaz X1 = u, 17X = v
peremfeltételek helyett az Xg = u, 17X g = v peremfeltételek mellett torténik a széban
forgé célfiiggvény minimalizdldsa, ahol g a brutté termelési értékek ismertnek feltételezett
vektora.
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A négyzetes eltéréscket, illetve azokat az 1/a; ; illetve 1/ a,aj sulyokkal
Osszesité (4), (5) és (6) célfiggvények altaldnositdsaként Harthoorn és van
Dalen [1987] a

m n

SO (wig—aiy) /9

i=1j=1

képlettel irjék fel a célfiiggvényt, ahol az 1/g, ; stlyok képviselik az z; ;
elemek ,,els6 kozelitésének” tekintett a; ; elemek ,,relativ megbizhatésédgat”
(Timurshoev et al [2011]).

Az is kénnyen lathaté, hogy az entrépia jellegii, azaz logaritmus fiiggvényt
tartalmazo célfiiggvényekkel szemben a négyzetes eltéréseken alapulé célfiigg-
vények elvben megengedik azt, hogy a becsiilt x; ; az eredeti a; ;-tol eltérd
eléjeli legyen. Hasonloképpen nyilvanvald, hogy az eredeti zérus elemek is
valhatnak nemzérussa. E problémékkal a kévetkezo fejezetben foglalkozunk.

3 Negativ elemeket is tartalmazd, illetve zérus
peremértékii matrixok kiigazitasi modszerei

Ebben a fejezetben elGszor a , kétiranyu” matrixkiigazitasos feladatnak a
2. fejezetben ismertetett mdédszereinek olyan moédositasait mutatjuk be, ame-
lyek ahhoz sziikségesek, hogy ezeket eredményesen lehessen alkalmazni olyan
esetekben is, amelyekben a métrix elemei és/vagy el6irt sor- illetve oszlop-
Osszesenjei kozott negativ elemek is vannak.

Egy kiilonféle dezaggregiciokat tartalmaz6 gazdasagi modellezés adat-
béazisaban gyakran szerepel ilyen dezaggregalt kategériak kereszt-tablazata
(vagy mds néven kontingencia-tabldzata). Ha ezek becslésére van sziikség,
akkor sok esetben a negativ vagy zérus értékek akadalyozzdk a sztenderd
modszerek alkalmazasat. Példaul, ha a kiigazitandé matrix egyik peremének
(vagy annak egyes elemeinek) eléirt értéke zérus, akkor a RAS-becslés az egész
indulé sort illetve oszlopot lenullazna, még akkor is, ha valésdgban mind
pozitiv, mind negativ irdnyban léteznek nullatél nyilvanvaldéan jelentOsen
eltéro elemek. Az se sokkal szerencsésebb eset, ha a referencia matrix valame-
lyik sor- vagy oszloposszesenje zérus (természetesen ekkor a széban forgd sor
illetve oszlop vagy minden eleme zérus, vagy negativ elem(ek)nek is lennie
kell benne), de a megfelels el6irt peremérték zérustdl eltéré. A probléma
sulyat érzékeltetendd megemlithetd, hogy az erre az esetre egyébként nem
ajanlott RAS-algoritmus az adott sor illetve oszlop ardnyos kiigazitdsa sordn
zérussal val6 osztéast kisérelne meg.

Mint a 2. fejezetben bemutatott képleteikbdl is sejthetd, a matrix-kiigazi-
tas eddig targyalt modszerei nem, vagy nem megfeleléen miikodnek akkor,
ha az indulématrix egyes elemei vagy az eloirt sor- illetve oszlopdsszesenek
egy része negativ. E problémdak bandlis ad hoc kezeléseit leszamitva, mint
példdul a kis negativ a; ; elemek zérusra cserélését (Omar [1967]'°) vagy

107dézi Lahr és Mesnard [2004].
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véltozatlanul hagyédsat (amit Huang et al [2008] szokésos médszernek nevez),
Giinliik-Senesen és Bates [1988], majd az & eredményeiket tGjrafelfedezve'!
Junius és Oosterhaven [2003] foglalkozott eldszor alaposan a negativ elemek
kezelésével. Azonban az ltaluk kidolgozott un. ,,generalized”-RAS (GRAS)
modszernek az altaluk a

m n

DD laigl wig/ai; I /a)

i=1j=1
képlettel felirhaté célfiiggvénye torzit (Huang et al [2008]), és nem is al-
kalmazhaté, ha nem minden oszlopban és sorban van pozitiv elem (Temur-
shoev [2013]), illetve, mint majd latjuk, még normél esetben sem mindig a
legjobb eredményt adja a becslési mddszerek kozil. Késébb Oosterhaven
[2005] is rAmutatott, hogy az eredetileg javasolt célfiiggvényében a negativ és
pozitiv eltérések kiolthatjak egymést (a tokéletes illeszkedés illizidjat keltve),
és helyette az abszolit informéciéveszteségnek (AIL) elnevezett

m n

SO laig - wig/ai; - n(wi;/ai ;)]

i=1 j=1
célfiiggvényt javasolta. Késébb a GRAS-médszer célfiiggvényének torzitisat'?
Lenzen et al [2007] korrigaltak. Huang et al [2008] pedig a célfiiggvényt a

SN laisl - (zig - Inzi/e) + 1)

i=1 j=1
alakra tovabb mdédositva (bér ez utébbi médositas csak egy olyan konstanst
ad a fiiggvényhez, amire a z; ; = 1 értékek mellett a fiiggvény éppen zérus
lesz, de ez nem érinti az optimumhelyet) a médszert ,,javitott-GRAS”-nak
(IGRAS) nevezi.

Mindenesetre mar a célfiiggvényben szerepl6 logaritmus-fliggvénybol is
lathatd, hogy ha a modellnek egydltaldn van megolddsa, akkor abban minden
i,j parra z; j/a;; = z;,; > 0. Tehdt a GRAS-modell megolddsa garantdlja,
hogy a métrix elemei megtartjdk az el§jeliikket (azaz, hogy a becslés eléjele
az induléérték eléjelével azonos legyen).

A valamilyen informédciémennyiségen alapulé célfiiggvényeket tartalmazd
un. entrépia-modelleken tul a kvadratikus célfiiggvényt tartalmazé modellek-
ben is megfogalmazhaté a becsiilt matrix elemeire az el6jelvaltas tilalma.
Jackson és Murray [2004] példaul (14sd a 10. sorszami modelljiiket) a z; ; =
x;,;/a; ; valtozok szerint minimalizdlandé

m n

D> (zig iy —aig)? - lal

i=1 j=1

HT4sd Umed Temurshoev et al [2011] (ld4sd még: http://www.wiod.org/publications/
papers/wiod2.pdf)

12Nevezetesen, hogy a z - Inz fiiggvény minimuma a z = 1/e értéknél van (ahol e a
természetes alapu logaritmus alapja és z képviseli az x; j/a; ; ardnyt, tehdt a z = 1 helyen
kellene lennie a minimumnak), mig az altala javasolt z - In(z/e) fliggvénynek van a z = 1
értéknél minimuma.
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célfiiggvényt alkalmazzak erre a célra a szokdsos peremfeltételek és a z; ; > 0
nemnegativitasi feltételek mellett. A nemnegativitasi feltételeket szerepeltetd
fenti, altaluk ,.el6jeltarté négyzetes eltérés’-nek nevezett modell ugyan elég
jol megoldhato a rendelkezésre all6 matematikai programozési szamitégépes
programcsomagokkal (pl. GAMS), de ezen egyenlétlenség tartalmu feltételek
nem teszik lehetové az optimdlis megoldas levezetését a Lagrange-szorzdk
mddszerével. Taldn ezért is Huang et al [2008] a métrixelemek eléjelvaltdsat
nem igy, hanem a Lagrange-fiiggvénybe beépitett

m n

M/2-3 7> " ai ] - [min(0, z ;)]

i=1j=1

taggal akadalyozza meg, ahol M egy adott kelléen nagy pozitiv szam.

A Junius és Oosterhaven [2003] dltal a negativ elemeket is tartalmazd,
részben negativ peremil matrixok kiigazitasara adott szampéldan 6k és ké-
s6bbi publikdciok szerzoi empirikusan is vizsgaltdk, hogy az egyes, az illeszke-
dés josagat méré (,,assessment”) kritériumok szerint melyik becslési mddszer
a jobb. E médszerek koziil Jackson és Murray [2004] éppen a fenti ,,eléjeltartd
négyzetes eltérés” modellt talaltak Osszességében a legjobbnak.

Hasonléképpen Huang et al [2008] is arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy
az altaluk ,,javitott normalizélt négyzetes eltérés’-nek (INSD) nevezett,

m n m n

SO @ig/aig =17 aig) +M/2- ) Y aij] - [min(0, 2 )] (7)

i=1j=1 i=1j=1

képlettel megadott célfiiggvény teljesitett (dtlagosan) a legjobban Junius és
Oosterhaven [2003] szdmpélddjén. Ez — a jé becslési eredmények mellett —
elvileg is aldtdmasztja az EU-GTAP projektben dltalunk valasztott hasonld
(kvadratikus jellegii) célfiiggvény indokoltsigét (Rueda — Revesz et al [2016]).
Ahogy Huang et al [2008] ramutattak, és ahogy Temurshoev et al [2011] pre-
cizen levezették, az INSD célfliggvény az IGRAS célfiiggvényének a z; ; =1
hely koriili Taylor-soros felirdsanak els6 tagja:

laij|- (zij (2 5/€)+1) = |ai ] - (0+ 25 - (20— 2) +1) = |ai 4] - (20, — 1)*.

Ezért, és mivel a GRAS-becslésben z; ; > 0, Huang et al [2008] ugy
érvelnek, hogy az INSD-mddszer hajlamosabb megérizni az elemek el6jelét,
mint més, nem-biproporcionalis médszerek.

Fenticken és az empirikus tesztelésen til Huang et al [2008] felirjak az
egyes moddszereknek megfelelé korlatozott optimalizalasi feladatokhoz tar-
tozd Lagrange-fiiggvényeket, és ezekbdl levezetik az optimélis megoldasok
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képleteit.'> Az INSD célfiiggvény esetén ezek az aldbbiak:

1 ha Q5 = 0
Zij = { 1+sgn(a; ;) - (A +7;) ha ez nemnegativ vagy M =0  (8)
0 ha M végtelenhez tart.

o= (=D s+ D (M- any - min(0,2,5) = 75 - aig)) /Y lasg| - (a)
J J J

7y = (0 =D s+ 3 (M - ag; - min(0,205) = A -lail)) /D lai| (8b)

ahol z; ; = x; j/a; ;, \; és 7; pedig a Lagrange-fiiggvényben a sor- és oszlop-
irdnyu eltérésekhez tartozo Lagrange-szorzdk.

Konkrétan akkor, ha z; ; > 0, azaz ha az a; ; elem nem vdlt eldjelet, \; és
7; fenti képletei az aldbbiakra egyszertisodnek:

(0= 30 = 37 haag 1)/ 3l (9)
7= (v = P = 20N lasgl)/ 3 e (10)

A z; ; meghatdrozdsara szolgdldé (8)-beli képlet kozépsd részébdl latszik,
hogy ekkor pozitiv a;; elemek esetében hozzaadni, negativ elemeknél pedig
levonni kell a Lagrange-szorzokat.

A (8) k6zépsé egyenletét a; ;-vel beszorozva

Ai

Tij = Zij Qi = i+ @ sgn(aig) - (N +75) (11)

majd bevezetve a d; ; = z; ; — a;,; jelolést, mindkét oldaldbdl a; ;-t levonva
és figyelembe véve, hogy a; ; - sgn(a; ;) = |a; |, a

dij = xij — aij = la; ;|- (N +75) (12)

Osszefliggés ad6dik a Lagrange-szorzok és a métrix elemeinek (optimélis) val-
tozasa kozott.

A (9) és (10) egyenletekbdl pedig azt latjuk, hogy e szorzék egyméstol
fiiggenek, valamint fiiggenek az adott a; ; elem sorirdny illetve oszlopirdnyd
abszolitérték-részesedésétol is.

Erdemes megjegyezni, hogy hasonléan a RAS-mddszerhez (amelynek meg-
olddséban a sorok és az oszlopok (Lagrange-) szorzdi csoportonként egyméssal
forditott aranyban, csoporton beliil egységesen, de barmily aranyban aranyo-
san valtozhatnak) a (12) képletbdl latszik, hogy ugyanarra a becslésre vezet,

13B4r hibdsan, az altaluk megadott elsérendii feltételek akkor dllndnak fenn, ha a La-
grange-fiiggvényben a korldtoktdl valé eltérések forditott elGjellel lennének felirva. Ezt
kés6bb Temurshoev et al. [2011] javitjak, de 8k se indokoljék a célfiggvény megfelezését
a Lagrange-fliggvény képzésénél, ami egyébként a peremektdl valé eltéréseket biintets
fliggvény kétszeres sillyal valé beszdmitasaval egyenértékii.
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ha egy tetszdleges ¢ értéket valasztva A; helyére A; + ¢ értéket, 7; helyére
pedig 7; — ¢ értéket adunk meg, sét tovabbra is kielégitik a (8), (9), (10)
elsorendii feltételeket is. Tehat ilyen értelemben, ha van egy megoldas, akkor
végtelen sok van, csak amig a ,,multiplikativ’ RAS esetében a Lagrange-szor-
zOkban a szabadsdgfok egy ardanyossagi tényezoben jelentkezik, addig az INSD
esetében ez egy additiv komponensben.

Mivel a Huang et al [2008] 4ltal targyalt dltaldnos (el§jelvéltast megtiltd)
esetben a (8), (9), (10) egyenletrendszer szimultdn (\; és 7; fiiggenek z; ;-t6l

és forditva), megolddsara egy iterdcids algoritmust javasolnak Z(O) =1, )\(O)

0, ’TJ(»O) = 0 indul6értékekkel. Az altalunk targyalt, eléjelvaltast megengedd
esetben azonban \; és 7; csak egymadstol fliggenek, és a Huang et al [2008]
altal javasolt iteracids algoritmus nem rekurzivan értelmezett valtozatanak
elsd 1épésében a (9) és (10) képletek alapjin a Lagrange-szorzdk a

MY =i/ aigl (13)
7

™ =hi) > Jail (14)

képletekkel hatarozodnak meg, ahol bevezettikk a g; = u; — Zj ai; és h; =
vj—_, a; ; jeloléseket az el6irt sor- és oszlopGsszesenek eltérésére az A matrix
megfelel sor- és oszlopOsszesenjeitol.

Legyen S = |A|, ahol |A | az a métrix, amely A elemeinek abszolit értékeit
tartalmazza, w = 17S, q = S1, valamint R = § 'S és C = Sw ! az S
sor- illetve oszlopirdnyd megoszldsait tartalmazé matrixok. A (13) és (14)
képletnek (12)-be valé behelyettesitésével azt kapjuk, hogy az elsé iterdcids
lépésben a matrix elemei a

1 1 1
dY) =lai |- M+ = g; |aw|/2|au|+h |aw|/2|au|—

T Jj + h Ci,j
(15)
mértékben viltoznak meg. Ez tehat azt jelenti, hogy az elsé iteracid a sorok,
illetve oszlopok sziikséges kiigazitdsat éppen az egyes a; ; elemek sorirdny,
illetve oszlopiranyu abszolutérték-részesedésének ardnydban szétosztva végzi
el. Figyeljiik meg, hogy ez az els6 iteracids 1épés a kiigazitast Osszességében
duplan végezné el, a kapott matrix minddsszesenje

m n m

22 b =20 +Zh

i=1 j=1

képletében mind a Y7, g;, mind a 37 h; tag Gnmagdban biztositand,
hogy a matrix mindésszesenje az eloirt legyen.

A kézben bevezetett jelolésekkel a Lagrange-szorzdk (végsd) értékeit meg-
hatdrozé (9) egyenleteket ¢; = ). [a; j|-vel, a (10) egyenleteket pedig w; =
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>~ las j|-vel beszorozva a

)\i'Qi:gi_ZTj'si,j (16)
J

S ) (17)

7

alakra egyszertisodnek. Matrixalgebrai jelolésekkel (16) és (17) a

Bl s

inhomogén linedris egyenletrendszerben foglalhaté Ossze, ahol A, 7, g és h
rendre a A;, 7j, g; és h; elemekbdl képzett oszlopvektorok.
Mivel 17g = 17h, valamint §1 = q = S1 és W1 = w = ST1, fenndll,

& $J[4)-[3

azaz a tovabbiakban S*-gal jelolt [ SqT VSAV] (egyébként lathatéan szimmet-

rikus) métrix szinguldris (sorai, illetve oszlopai Gsszefiiggdk). Ezért a (18)
egyenletrendszer nem oldhaté meg az S* (nem 1étez8) inverzével balrdl vald
beszorzasaval, hanem (legaldbb) egy véltozét ki kell fejezni a tobbivel, és el
kell hagyni az egyenletrendszer hozza tartozé (azonos sorszami) egyenletével
egylitt. Végil az (m + n — 1) egyenletbdl és valtozébdl 4ll6 redukélt egyen-
letrendszert lehet megoldani a redukalt egyiitthatomatrix inverzével balrdl
valé beszorzasaval.

3.1 Az elgjelvaltast megenged6 moédszerekrol

A negativ elemeket is tartalmazé matrixok elemeinek becslésénél el6fordulha-
t6 eléjelvaltast korabban értelemszertien igyekeztek elkeriilni (mér csak azért
is, mert negativ z; ; esetén a célfiiggvényként definidlt, az entrépia-modellek-
ben szokdsosan haszndlt logaritmus fiiggvény nincs értelmezve), s el8jeltar-
t6 (,,sign-preserving”) algoritmusokat kidolgozni. Azonban eléfordulhatnak
olyan esetek is, amikor az eléirt peremek olyanok, hogy az a; ; és x; ; elemek
eléjele kiilonboz6 kell, hogy legyen.

Lemelin [2009] egy ilyen esetet is bemutat a cikkében. Mikézben igyekszik
kiterjeszteni és tesztelni a GRAS- és a Kullback — Leibler [1951]-féle kereszt-
entrépia becslési modszereket zérus-peremii matrixokra, Junius és Ooster-
haven szampélddjanak matrixat el6szor mint netto vildgkereskedelmi mdtrizot
értelmezi at, ahol az inkonzisztens kiindulé adatok A métrixanak a; ; ele-
me mutatja a j-edik orszdg netté exportjat az i-edik termékbol, és amely-
nek becsiilt X matrixanak mind a sorGsszesenjei, mind az oszloposszesenjei
zérusok kell, hogy legyenek, majd mint nemzetkozi befektetési nettd pozicidk
matrixat, ahol az inkonzisztens kiindulé adatok A matrixdnak a;; eleme
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mutatja a j-edik orszag nettd kovetelését az i-edik befektetési eszkozbol, és
amely becsiilt X matrixa sorsszesenjeinek ugyancsak zérusnak kell lenniiik,
de az egyes oszlopOsszesenek negativ értékét teszi sziikségessé. Ez utébbi eset-
ben Lemelin a matrix eredetileg pozitiv elemekbdl &ll6 2. oszlopanak el&irt
Osszegét szandékosan negativ értékkel hatdarozza meg, hogy kikényszeritse
egyes elemek el6jelvaltasat, és ezen tesztelhesse Kullback és Leibler, valamint
Junius és Oosterhaven erre az esetre Lemelin altal némiképpen mddositott
GRAS- illetve kereszt-entrépia moédszerét.

Az indulémétrix és az elvéart peremek konkrétan az 1. tdbldzatban szereplé
értékek voltak.

1. orszdg 2. orszdg 3. orszdg 4. orszdg Osszesen El6irt Osszesen

1. p.i. eszkoz 7 3 5 -3 12 0
2. p.u. eszkdz 2 9 8 1 20 0
3. p.u. eszkoz -2 0 2 1 1 0
Osszesen 7 12 15 -1
El6irt sszesen 9 -16 17 -10

1. tabldzat. Nemzetkozi befektetési nettd pozicidk matrixanak kiindulé értéke

A kereszt-entropia mddszerrel becsiilt métrix a 2. tdbldzat szerinti lett.

Pénziigyi eszkdz 1. orszdg 2. orszdg 3. orszdg 4. orszdg Osszesen ElSirt 6sszesen

1. p.ii. eszkoz 27495.1 -36579.2 24854.4 -15770.3 0 0
2. p.u. eszkoz -11049.5 36563.2 -34936.8  9423.2 0 0
3. p.ii. eszkoz -16436.5 0 10099.5 6337.1 0 0
Osszesen 9 -16 17 -10
El&irt osszesen 9 -16 17 -10

2. tdbldzat. Nemzetkozi befektetési netté pozicidk kereszt-entrépia modellel becsiilt matrixa

Lemelin a kereszt-entropia médszer nyilvanvaldéan irreélis eredményeit az-
zal magyarazza, hogy a mddszer igyekszik meg6rizni a métrix elemeinek aré-
nyait, igy ha akar csak kis oszloposszegeket kell korrigalni nagyobb ardnyban,
akkor a hozzdjuk tartozo oszlop elemeket is azonos nagy aranyban modositja
(a RAS-hoz hasonldan).

Lemelin [2009] a GRAS-mddszerrel a 3. tdbldzatbeli becslést kapta (1dsd
a cikke 8. tdblazatdt).

1. orszdg 2. orszdg 3. orszdg 4. orszdg Osszesen El6irt Osszesen

1. p.i. eszkoz 17,07 -23,44 18,65 -12,28 0 0
2. p.i. eszkoz -2,49 7,44 -6,52 1,58 0 0
3. p.i. eszkoz -5,57 0 4,87 0,71 0 0
Osszesen 9 -16 17 -10
ElSirt osszesen 9 -16 17 -10

3. tabldzat. Nemzetkozi befektetési nettd pozicidk GRAS-modellel becsiilt méatrixa

Lemelin a két moddszerrel kapott eredményeket Gsszevetve megallapitja,
hogy a mddositott GRAS-médszere jobbnak bizonyult, mint a kereszt-ent-
répia modszer. Sajnos nem vizsgalta a kvadratikus jellegl célfiggvényekkel
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kaphaté megoldasokat, pedig azok maguktdl értetédéen megengedik az eld-
jelvaltasokat. Erre a kovetkezo alfejezetben még visszatériink.

Lenzen [2014] miutén elsésorban a (az AKM-ekben kiilon oszlopban meg-
jelend) készletvaltozasok kapcsédn bemutatja, hogy a készletvéltozdsok milyen
okokbdl, mely termékekbdl és milyen gyakorisaggal véltoznak, altalaban is
megforditja az elGjelvaltas addigi negativ mindsitését, és erényként hangsu-
lyozza, hogy ha kell, adott esetben a becslési eljaras meg tudja forditani a
matrix elemeinek eldjelét.

3.2 Az additiv RAS moddszer

A zérus (vagy zérus-kozeli) elvart peremek, illetve szerencsétlen helyen és
nagysagrendben megjelené negativ elemeket tartalmazé induléméatrix eseté-
ben haszndlhatatlan RAS-mddszert egy olyan iterdciés algoritmusra médo-
sitottam (Révész [2001]), hogy szorzds helyett elszor a sordsszegekben az
elvarttol valo elmaradast kell szétosztani a indulématrix adott sordban levé
elemek kozott az abszolutérték-részesedésiik aranyaban a

Jig,lj)(lr) aij+gi" i (20)

képlet alapjén (ahol g,fl)

kell végrehajtani a

= ¢;), majd oszlopirdnyban is hasonlé kiigazitast
1 D(r 1
zp) =)+ hY e (21)

képlet alapjan, ahol h§1) =v -y, x(l)( )
Altaldban az n-edik iterdcié (amely tehat az n-edik soriranyu és n-edik
oszlopirdnyu kiigazitds 1épéseit tartalmazza) a

0 =l )
(aholg =u— ) x(” 1)) illetve

o =) 2
képletekkel irhaté fel, ahol h(") - ")( ). Ennek alapjan az els6 n

(rb)

n
iterdci6 utan az egyes elemek d( ) — a;,; Osszes addigi médosulasa a

n

n k k k - k
d,gj = Z( (k) Ty +h( ) Cij) =T Zg( )+cm . Zh§ ) (24)
k=1

k=1 k=1

képlettel irhato fel. Ha az eljaras konvergens, akkor nyilvanvaléan a df%)
hatarértékre a
dfz) =Tij -gfz) + Cij - h(z) (25)

all fenn, ahol g( ) — =lim, 0 g; (n) gg h( ) — =lim, s h(”)
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Mivel a konvergencia nyilvan csak az el6irt sor- és oszloposszesenekhez
torténhet (kiilénben az eljards tovdbb médosit az eltérések szétosztasaval), a
(25) egyenletet j-re Osszegezve a

b b b
Zd(z) Z Ti5 f ) +Ci7j h§ )) = g,f ) 'Z(”J —l—CiJ . h§ )) =
J

J
b b
— @+ ey b
J

(26)
illetve i-re Osszegezve a

hi = Zd(z) Z rig o) ey hSY) = er g 0N e =

) D)
—Zm 9" hﬁ)

(27)
feltételekhez jutunk a g,fz) és h§2) ez iddig ismeretlen értékeire. A (26) és
(27) egyenleteket matrixalgebrai formaban rendre a

g=g® +Ch® =gq 'g® +Sw 'h™ (28)
h=R"g® + h® =87q g™ + ww 'h® (29)

forméban frhatjuk fel, ahol g*) és h(*) a g,gz), illetve h§2) elemekbol képzett
oszlopvektorokat jelentik. A (28) és (29) egyenleteket a

& g1 o®
s w] [ R = [ &
inhomogén linedris egyenletrendszerben foglalhatjuk dssze. Osszevetve ezt
a kapott egyenletrendszert a (18) egyenletrendszerrel, ldthatd, hogy mind
az egyltthatématrixuk, mind a konstans vektoruk azonos. Tehdt a (18) és
(30) egyenletrendszernek azonosak a megolddsai is. Tehdt ha a A, 7 a (18)
megoldésa, akkor a g~ 'g®) = X\ és W 'h®) = 7 Gsszefiiggéseknek eleget

tevo
g™ =ax (31)

h® = wr (32)

g) és h*) vektorok a megoldésa a (30) egyenletrendszernek. Az igy kapott
értékeket behelyettesitve a (25) egyenletbe a

d(E)

¥

=g Qi NG Wi T =85 N+ Sig T = ag gl (N +15) (33)

Osszefliggés adddik az additiv-RAS algoritmus eredé cellamddositdsaira. Ez
pedig éppen megegyezik a Huang et al [2008] altal levezetett INSD-mddszer
(12) képletben taldlhaté (optimalis) megolddsaval.

Tehét bizonyitottuk, hogy az additiv-RAS algoritmus eredménye azonos
az INSD-modszerével abban az esetben, ha a matrix elemei nem valtanak
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eléjelet. Szerencsére az elgjelvaltas csak az elvart és tényleges peremértékek
extrém ardnyai esetében fordulhat el§. Ugyanis (mivel az abszolutérték-része-
sedések kisebbek a részesedéseknél) hacsak az elvart és tényleges peremérté-
kek ardnyai nem csokkennek -100% ald, akkor az iterdcié biztosan nem vezet
a matrix elemeinek elGjelvéltasdhoz. Sot, altaldban még ennél extrémebb
aranyokndl sem. Mindenesetre extrémebb aranyok esetén megkérdgjelezodik
a referencia matrix hasznalhatésdga, azaz, hogy a keresett matrix szerkezete
tényleg képes-e megérizni az eredeti matrix szerkezetét.

A fenti ,,abszolitérték-részesedések kisebbek a részesedéseknél” megélla-
pitas némi pontositasra szorul. Ugyanis ez akkor igaz, ha ugyanazon vektor
elemeibdl szamitédnak. A fentebb bemutatott algoritmus esetében azonban
az abszolutérték-részesedések mindig az indulématrix a; ; elemeibdl szami-

( )( ) rb)

tédnak, mikozben az aktudlis részesedések a mindenkori x; , illetve x;

métrixok elemeibl. Igy ha valamilyen oknél fogva ez utobblak aranyai Jelen-
tOsen eltérnek az eredeti matrixétol, akkor eléfordulhat, hogy az additiv-RAS
algoritmus elGjelet valt. Ett6l persze még konvergalhat, és egész ésszeriinek
latszé eredményekre is vezethet, de nem garantalhatd, hogy valamilyen szo-
késos optimumkritérium (tdvolsigmetrika) alapjin a legjobb becslést adja.
Ha tehét az additiv-RAS algoritmus eléjelvaltast eredményez, és ezaltal
matematikai tulajdonsagai ugyis atlathattalanna valnak, akkor mar érdemes
az algoritmust egy technikailag csekély modositassal hasznalni. Nevezete-
sen az abszolutérték-részesedéseket is — a RAS-algoritmus szorzéi logikajahoz
(”)( ) ”,) méatrixok (pontosabban mivel
rb)( ).

hasonléan — a mindenkori z; illetve x;
eltérnek az eredeti addltlv-RAS algorltmusetol ezért jeloljiik ezeket T;

vel illetve JJ( »)-vel) ardnyaban szétosztani. Tehdt az n-edik iterdcids lepes
(22)-(23) kepletel a kovetkezOkre médosulnak:

-ifz)(,) ~(rL 1) _'_gtrb) (rL)) (34)

i.j
ahol 7‘(”) |Z; (” |/ > |£,EZ_1)|, illetve

w0 =z 4l (35)

ahol c(rb) | (rb)( )|/Z | ('L)( )|

Altalaban is az additiv RAS modszer altaldnos képleteibdl (lasd a (22)-
(23), illetve (34)-(35) egyenleteket) léthato, hogy mivel ) .7 ; = >, 7‘(")

YiCii =26 ”) = 1 definiciészertien, ezért

a0 = 3 EMO Z (n) _ Z~<n>:%

J J

azaz az el6irt peremfeltételek teljestilnek.

Természetesen nemnegativ elemek esetén mind az eredeti, mind a médo-
sitott additiv-RAS iteracids 1épései pontosan ugyanazt adjdk, mint a hagyo-
ményos RAS-algoritmus, azaz megoldésaik is azonosak.
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Az elébb elmondottak alapjin egyeldre (kolt6i) kérdés, hogy a végered-
ményben kapott Z; ; matrix a fentiekben targyaltakon til milyen matematikai
tulajdonsagi, mennyire jol illeszkedik a kiindulé matrixhoz vagy egy, az el6z6
bekezdésben vézolt kiigazitott kiindulé matrixhoz. A fent igazolt matemati-
kai tulajdonsdgaitdl eltekintve azt mondhatjuk, hogy a mdédositott additiv-
RAS algoritmus olyan, mint egy természetgyigyész készitmény, megfeleléen
hat, de a hatdsmechanizmusa és az alkalmazhatdsagi/hatékonysdgi koriilmé-
nyei nem minden tekintetben tisztazottak. Valdszintleg ilyesfélék miatt nem
keltette fel eddig a matematikusok figyelmét, és igy a mddszer matematikai
tulajdonsagainak részletesebb, preciz diszkussziéja tehat még hatravan, és
szamos érdekes Osszefiiggést tarhat fel.

Szerencsére az eddigi, tObb mint 25 éves tapasztalataink alapjan dltaldban
az additiv-RAS-mddszernek mind a konvergencidja elég gyors, mind az illesz-
kedése rendkiviil j6. De, hogy ne a sajat szampéldankkal érzékeltessiik ezt,
tekintsiik a Huang et al [2008] cikk szampéld&jét.

Természetesen az additiv-RAS-t nem tartalmazza a Huang et al [2008]
cikk, igy a ra vonatkozo szamitasokat mi végeztiik el. Mindenesetre az ad-
ditiv-RAS megolddsnak a Huang &ltal preferalt AIL (average information
loss) illeszkedési mutatdja ugyanakkoranak adddott (11,28), mint az 4ltala
legjobbnak tartott INSD-moddszer eredményéé, sot tényleg a matrix minden
elemére pontosan azonos becslést adott az additiv-RAS mddszer és az INSD-
célfiiggvénnyel szamitott modszer.

Noha az eléjelvéltasok esetében az additiv-RAS illetve az INSD-becslés
matematikai tulajdonsdgairél a Huang et al [2008] &ltal mondottakon til
kevés konkrétumot tudunk mondani, mind az eredeti, mind a maddositott
additiv-RAS algoritmusok a Lemelin [2009] &ltal konstrudlt szdmpéldéra is
kivél6 eredményt adtak. Az eredmények a 4. tdbldzatban lathatok.

1. orszdg 2. orszdg 3. orszdg 4. orszdg Osszesen El6irt Osszesen

1. p.i. eszkoz 7,89 -4,42 5,10 -8,58 0 0
2. p.i. eszkoz 2,62 -11,58 9,64 -0,67 0 0
3. p.i. eszkoz -1,52 0,00 2,27 -0,75 0 0
Osszesen 9 -16 17 -10
ElSirt dsszesen 9 -16 17 -10

4. tdbldzat. Nemzetkozi befektetési netté pozicidk additiv-RAS modellel becsiilt matrixa

A fenti tabldzatot Osszevetve az el6z6 alfejezetben méar bemutatott indu-
loméatrixszal lathato, hogy szinte minden elem a el6irt peremek eléréséhez
sziikséges valtozasok iranyaban valtozott meg, és a valtozasok relativ nagy-
saga is kielégité. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a modszeriink nem haszndl
semmiféle 6nkényes normalizalést.

Lemelin [2009] 8. tdblazatdban (dltalunk fentebb a 3. tdbldzatban) szerep-
16 javasolt megoldasaval 6sszehasonlitva az eredményeinket, vilagosan lathato,
hogy az additiv-RAS megoldas egyértelmiien jobb, kiilonésen az as ; elemet
tekintve, valamint Lemelin megoldasaban az egész 2. és 4. oszlopot nézve,
ahol rejtélyes, hogy miért emelkedett két elem, ha mind a hozzajuk tartozo
sorosszegeknek, mind az oszloposszegeknek csokkenitik kellett.
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A MAD (mean average deviation) értékek kiszdmitdsaval prébaltuk kimu-
tatni a Lemelin-cikk megolddsanak, valamint az eredeti és a mddositott ad-
ditiv-RAS algoritmus megolddsanak az illeszkedési ,,pontossdgat”. A Lemelin
vs. additiv-RAS-megoldasok k6zott persze e nélkiil is l1dtvéanyos volt a kiilénb-
ség és az additiv RAS-becslés abszolit folénye, amit a MAD érték is fényesen
igazol (Lemelin GRAS-megolddsaban 7,28, az additiv-RAS-nél pedig 3,42).
Az eredeti- és mddositott additiv-RAS szdmitds MAD-je kozott kicsi a kii-
16nbség, a médositott additiv-RAS-é kicsit magasabb (3,47).

3.3 A 2010. évi EU-AKM-eket a GTAP-agazati bon-
tasban becsléo modell

A gyakorlati alkalmazdsi és dltaldnositasi lehetéségek érzékeltetésére ebben
az alfejezetben egy olyan friss kutatasi projektrél lesz sz6, amelyben a matrix-
kiigazitasi feladatot a fentieknél altalanosabban kellett megfogalmaznunk, és
a megoldasandl a probléma kozgazdasagi-gazdasagstatisztikai vonatkozasait
szem elott tartva kiilonféle szakmai fogasokat kellett célszertien kombindlnunk.

Az in. EU-GTAP projekt keretében (14sd Rueda et al (2016) a EU-GTAP
project - final report-161005.pdf file-ban) az Eurépai Bizottsidg Kereskedelmi
Féigazgatdsdga (DG Trade) megbizdsiabdl a Kozos Kutaté Kézpont (JRC) az
Eurostat kézvetitéi, médszertani ellendrei és a GTAP-konzorcium™ szakértéi
segitségével el6szor az EU-orszdgoknak az SNA2008 (lasd Eurostat [2008])
moédszertana és dgazati bontdsa szerinti 2010. évi Agazati Kapesolati Mérle-
geit (AKM—eit) és termékadd matrixait allitottak el6 egységes szerkezetben
(beleértve a hidnyzé AKM-eknek a becslését is, és a netté termékads mét-
rixoknak a fébb adé- és tamogatisok szerinti bontasat is — becslésekkel —
elvégezve). Ezutan az igy kapott ,,Eurostat-szerkezeti” AKM-eket és a hozzé-
juk tartozé termékadé métrixokat transzformélva (elsésorban a bényéaszatot,
az élelmiszer-ital-dohanyipart, a textil-ruhazati ipart, a kohaszatot, valamint
a villamosenergia-gaz-hészolgaltatdst dezaggregélva) a GTAP-adatbézis 57
dgazatdra eléallitottdk mind alapdron, mind felhaszndldi dron a termék(cso-
portos) bontasi EU-GTAP AKM-eket. Az eredményeket a GTAP vilagmodell
adatbazis 9.2-es verzigjaba épitették be.

E projekt keretében is sor keriilt az additiv-RAS médszer alkalmazésara.
Spanyolorszagra allitolag létezik a nettd termékadd matrix, de titkositva van.
Ezért az additiv-RAS kétirdnyu aranyositdsi mddszerrel becsiiltiik a 2010. évi
Felhasznalés tablat hasznélva referenciamétrixként!. Ez az 6sszehasonlités-

14Errél a vildgmodellezési adatbazissal foglalkozé szervezetrsl lasd a honlapjukat
(www.gtap.org)

15Ez azokban a sorokban minden elemre negativ netté termékadét becsiilt, ahol a
sordsszesen, azaz az adott terméken levd Osszes termékaddk és tdmogatdsok egyenlege
(nett6 termékadd) negativ volt (példdul a mezégazdasig, banydszat és szdrazfoldi kozle-
kedés esetében). Hasonléan, azon dgazat (konkrétan az élelmiszeripar) oszlopaban, amely-
nek az inputjain Osszességében negativ volt a termékaddk és tamogatdsok egyenlege,
szintén minden elemre negativ (vagy zérus) termékaddt becsiilt az additiv-RAS médszer.
Ezzel szemben a RAS-mddszer a negativ peremii sorok és negativ peremi oszlopok ta-
l4dlkozdsi pontjéban (celldjdban) pozitiv (!) nettd termékaddt becsiilt, ami teljességgel
elfogadhatatlan.
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ként szintén alkalmazott RAS-mddszerhez képest joval ésszeriibb szétosztasat
eredményezte a rendelkezésre all6 sor- és oszlopOsszeseneknek.

Az EU-GTAP projektben a kétirdnyd maétrix-kiigazitasi probléma egy
komplexebb becslési feladat részeként jelent meg. Ugyanis mind a hazai ter-
mékdramldsok mdtrizat, mind az importmdirizot kellett becsiilniink, de nem
kiilén-kiilon, hanem gy, hogy az oszloposszesenek (foly6 termel6felhasznélas
dgazatonként, Osszes felhaszndlds végso felhasznalasi kategdridnként), illetve
az egyes cellakra vonatkozé alsé- és fels6 korlatok csak a két matrix Gsszegére
alltak rendelkezésre. Ezért a feladatot bi-mdtriz kiigazitdsi feladatnak is ne-
vezhetjiik.

Ezen tilmenden (fleg az eredeti statisztikai adatok hibdi, inkonzisz-
tencidja és negativ elemekhez vezeté mddszertani megolddsai miatt) néhény
esetben egyedi kivételekkel, de a matrixok elemei zomére nemnegativitasi ki-
kotéssel is kellett élntink, valamint az aggregaltabban rendelkezésre 4ll6 ada-
tokat figyelembe véve a becslendd (dezaggregéltabb) matrix elemeire blokk-
Osszesen- és egyéb feltételeket is el kellett irnunk.

E komplex feladat megoldasara kidolgozott modell (az alsé, felsé korlato-
kat az egyes raforditasi egyiitthatdkra, export/termelés részardnyokra és kész-
letfelhalmozdsokra, az el6jelkorlétokat és kivételeket nem tartalmazd) lényegi
részét az aldbbiakban {rhatjuk fel matematikai jelolésekkel:

Halmazok

I GTAP-adatbédzisban (www.gtap.org) szerepld dgazatok (éltaldnos elemét
i-vel, illetve j-vel jeloljuk, attol fiiggben, hogy sor- vagy oszlopindexet
jelol)

V Végs6 felhasznalasi kategdridk (dltaldnos elemét v-vel jeldljiik)

B Az Eurostat AKM-ek és a GTAP-agazatok kozos aggregdcidjanak dgazatai
(&ltalanos elemét b-vel illetve b'-vel jeloljitk attdl fiiggben, hogy sor-
vagy oszlopindexet jeldl)

M(b,1) A kozos aggregdcids szint dgazatai és a GTAP-dgazatok megfelel-
tetésének halmaza, azon (b,i) pérok halmaza, amelyben az i GTAP
agazat a b kozOs aggregaciés agazatba tartozik

Viltozdk (normélis esetben nemnegativak, példaul a készletfelhalmozas)

Dr(i, ) a hazai termékek folyé termeld felhasznaldsdnak matrixa az AKM-
ben

D/ (i,v) a hazai termékek végs6 felhasznaldsanak métrixa az AKM-ben

MP(i,7) az importmatrixnak a folyé termelé felhasznaldsi blokkja

M/ (i,v) az importmétrixnak a végs6 felhasznélasi blokkja

Paraméterek

2 (@) brutté termelési értékek GTAP-dgazatonként
m(i) import GTAP-dgazatonként
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v(7) hozzdadott érték GTAP-dgazatonként
¢ alkalmasan megvélasztott kis szam (0,1 a GAMS programban)
A alkalmasan megvélasztott nagy szdm (10 a GAMS programban)
D} (i, j) referencia (prior) métrix a DP (i, j) becsléséhez
DJ (i, v) referencia (prior) matrix a D7 (i,v) becsléséhez
My (z j) referencia (prior) matrix az MP (i, j) becsléséhez

M{ (i,v) referencia (prior) métrix az M/ (i,v) becsléséhez
D"(b b') a DP (i, j) kozos aggregicios dgazatokra vonatkozé blokk-Gsszesenjei
MP(b, V') az MP (i, j) kzos aggregicids dgazatokra vonatkozo blokk-0sszesenjei
DJ(b,v) a D' (i,v) kozos aggregéciés dgazatokra vonatkozé blokk-Gsszesenjei
M (b,v) az M (i,v) kdzds aggregacios dgazatokra vonatkozé blokk-Osszesenjei

Korldtozo feltételek'®
(i) = 3, DP(i, 5) + 32, D' (i,v)
m(i) =32, MP(i, j) + 32, M7 (i, v)
v(j) = 2(j) = 24ADP(E,5) + MP(i, 5)}
DE(b,b') = Zil(b,i)eM Zj|(b’,j)e]% Dr(i, j)
ME(1,0") =3 1 b0yenm 21 yem MP( )
DI(b,v) = Zu(b,z‘)eM DY (i,v)
M({(b» v) = Zﬂ(b,i)eJW M1 (i, v)

Célfugguény
S (misre ) o)+ g
D(; o Fo 1y

Figyeljiilk meg a fenti célfiiggvény alabbi sajatossigait:

e ¢ alkalmasan valasztott kis szamérték teszi lehet6vé, hogy olyan cellakra
is nemzérus becslést kaphassunk, amelyekre az indulématrixban zérus
érték szerepelt. Ezt a minimumértéket vezette be példaul Mohr et al

6Ebben a blokkban a | fiiggSleges vonalszakasz a ,,ha” sz6t helyettesiti, azaz azt je-
lenti, hogy az Osszegzés azon elemekre szoritkozik, amelyek a | jel jobb oldaldn 4116
feltételt kielégitik. Itt sem soroljuk fel az egyes réaforditdsi egyilitthatékra, exportokra
és készletfelhalmozdsokra vonatkozé abszolit- illetve relativ alsd, illetve felsd korldtokat és
az eléjelkorlatokat, illetve az ezek aldli kivételeket.
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(1987) a RAS-médszer alkalmazdsanél az eléirt feltételek (sokszor rej-
tett) inkonzisztencidja kikiiszobolésére (ezt a szerzdék ,,augmentation”-
nek hivjék), ezdltal biztositva, hogy rendelkezésre alljanak novelhetd
elemek, ha az el6irt sor- és oszlopOsszegek ezt kivanjak meg. Késobb
példaul Lemelin et al [2013] is hasznaltdk ezt a mdédszert arra hivatkozva,
hogy a kereszt-entrépia modell célfiiggvényében szereplo logaritmust
zérus elemekre e nélkiil nem lehetne kiszdmitani (,,To avoid having to
take the log of zero in the CE /Cross Entropy/ method, the GAMS
program adds a small amount to each cell value”) és ezt az érvelést sz
szerint, de idézés nélkiil atveszi Ming-Chang Lee [2014]. Mi azonban
nem pusztan a fenti technikai okokbdl engedjiik meg az ilyen kis pozitiv
értékeket, hanem azért is, hogy a ténylegesen kordbban nem létezd
dramldsokat is megragadhassuk, valamint azért, hogy biztositsuk a ritka
matrixok esetén is a gyors konvergenciat és kozgazdasigilag értelmes
megolddst (a kényszerigazoddsok mellékhatdsait csokkentendd).

o Az egyes matrixelemek relativ eltéréseit az indulémétrix megfelel$ ele-
métol reciprok, a szamlalét a nevezdvel felcserélé médon is szerepel-
tetjiik, Osszeadva az eredeti hinyadossal. Ez az tjszerti megoldés'”
megakadalyozza, hogy az indulématrixbeli nagy abszolut értékii elemek
nagyon kicsire valtozzanak a becslésben.

e A )\ silyok (konkrétan A = 10 értékkel futott a GAMS program),
amiket mas elvi alapon mésok is mar bevezettek (Byron [1978] példdul
az indul6értékek megbizhatésagdnak mutatdjaként értelmezi), itt arra
szolgdlnak, hogy a végsé felhasznaldsokra adott becslés jobban igazod-
jon az indulématrixbeli értékhez, pontosabban annak ellensilyozasara
lettek bevezetve, hogy a becslés ne legyen hajlamos az igen nagy szamu
folyé termel6felhasznalasi matrixelem relativ hibainak csokkentése ér-
dekében feldldozni a viszonylag kis szamu végsé felhasznalasi matrix-
elem illeszkedési pontossagat.

A nemzetgazdasagi elemzésekben hasznalt
fontosabb kiigazitandé matrixok

Ebben a fejezetben azt a kordbban megfogalmazott allitast fejtjik ki kicsit
részletesebben, hogy az, hogy a kétiranyu matrixkiigazitasi feladat megolda-
sanak melyik mddszerét érdemes valasztani, az a métrix kozgazdasagi tar-
talmatdl is fiigg. A nemzetgazdasdgi modellekben hasznalt kiilonféle kiigazi-
tando matrixok tipusainak felsorolasa mellett ramutatunk azokra a sajatos-
sagokra, amelyek a matematikai becslési eljaras valasztasat, annak varhato

17A hényados reciprokdnak hasznilata 6nmagaban korabbi szerzéknél is eléfordult, az
Ujitas az eredeti és a reciprok hanyados Osszeaddsa és kombindldsa az € hozzdadasdval mind
a szdmlaléhoz, mind a nevezdhoz a reciprok mdédszer hitranyainak (zérussal valé osztds)
kikiiszObolésére.
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eredményességét befolyasoljak, illetve azokra a moddszerekre, amelyekkel a
standard matematikai eljarasokat célszer(i kiegésziteni.

4.1 Az ,,A-tipusi AKM”

Ha a felhasznélasokban nem kiilénboztetjik meg a hazai és import eredetii
termékeket, akkor a termékmérlegek az x + u = T1 + y” + z egyenletrend-
szerrel {rhatdk fel, ahol az x vektor az egyes dgazatok (vagy termékek) bruttd
termelésének vektora, az u, z, és y” rendre az import, az export és a belfoldi
végsé felhaszndlds termékenkénti bontdsat mutaté vektor, a T matrix ¢;; ele-
me pedig az i-edik termék (folyé termeld) felhaszndldsét mutatja a j-edik
termék eléallitdsdban. Az dn. ,,A” tipusi AKM™ is egyiitt szerepelteti a
tablazat felsé hasabjaban az importalt és a hazai termékek elosztasat, de az
oszlop- és a sorosszegek egyenlOségét az importnak a végsd felhasznédlasbol
val6 levondsaval teremti meg (x = T1 +y”" +z — u képlettel felirhaté netté
termékmérlegeket dbrazolva, ahol z — u a netté export).

Léthatd, hogy a netté termékmérlegekbél készitett tdbldzatnak (azaz a
[T, y",z, —u] métrixnak, aminek sordsszegei az x brutté termelési értékek)
egy mas (4j) brutté termelési vektorhoz és més oszlopdsszegekhez (Gsszes
termékfelhasznélasok felhaszndldk szerint) torténd kétirdanyu kiigazitdsakor
a referenciamétrixban az —u komponens miatt szdmos negativ eleme van.
Ezért a standard RAS-médszer nem hasznédlhatd, pontosabban semmi garan-
cia nincs arra, hogy jél miikodik, vagy ahogy Jackson és Murray [2004] jelle-
mezték, a negativ elemek esetén a RAS viselkedése ,,erratic”, azaz kiszamit-
hatatlanul valtozékonyak lehetnek az iteracidk eredményei.

A negativ elemek el6forduldsdnak probléméja a nyilt statikus AKM-mo-
delleknél haszndlt AKM-eknél a métrix més helyein, mas kategoéridknal is
jelentkezik, mindenekelStt a készletvdltozds oszlopvektorandl (amely tehdt az
Osszes készletvaltozast termékenként mutatja). Ha az egész AKM-et kell be-
csiilni, azaz a hozzdadott érték elemei is ismeretlenek, akkor ritkdn (ha a
foly6 raforditdsok nagyobbak a termelési értéknél) eléfordulhat, hogy maga a
hozzdadott érték is negativ, amibol természetszertileg kovetkezik, hogy vala-
melyik Gsszetevije (gyakorlatilag vagy a mikddési eredmény, vagy a termelési
addk és tdmogatdsok egyenlege) negativ.

Az AKM-ekben taldlhaté tovabbi negativ elemek egyes rendkiviili esemé-
nyek sajdtos elszdmolasabdl adédnak. Az Eurostat adatbédzisban taldlhatd
2010. évi termékcsoportos bontasu AKM-ben példaul ilyeneket talalhatunk
az dlldeszkoz-felhalmozdsok, a fogyasztds és az export oszlopdban (f6leg a re-
export jellegli tételek nett, arkiilonbozet jellegli elszdmoldsa miatt). Az ezek
okdara vonatkozé vizsgalataink eredményeinek ismertetését e cikk terjedelme
nem teszi lehetévé, itt csak annyit jegyziink meg, hogy bar sokszor igen nehéz
utdnajarni a negativ elemek okanak, de egyes fontosabb esetekben minden-

18 Az AKM-ek két egymést atfedd mérleghél llnak. Egyfelél (az dn. felsd hasabban, vagy
idegen széhasznalattal a ,tranzakciés-métrixban”) tartalmazzdk (sorirdnyban) az egyes
termékek mérlegeit, masfel8l (oszlopiranyban) a termelési érték felosztdsat raforditasokra
és jovedelmekre. B8vebbet ldsd Zalai [2012]-ben.
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képpen meg kell prébalni, miel6tt a kiigazitas ,,vak” &ltalanos modszereit
vetnénk be.

Az AKM-ek kétirdnyt kiigazitdsat is problematikusabbé tehetik a sor-
illetve oszloposszesenekben taldlhaté zérus elemek. Példaul, ha az ,,A-tipusi
AKM-et probaljuk szdmszeriisiteni (ahol a sordsszesenek a brutté termelési
értékek), akkor a sordsszesenek egy része konnyen lehet zérus, azaz ha az
adott termékbdl nincs hazai termelés. A készletfelhalmozdsok oszlopdndl is
kénnyen eléfordulhat, hogy ennek Osszesenje zérus vagy ahhoz kozeli. Az
AKM-ek referenciamatrixként valé alkalmazasdnal fontos tudatositani, hogy
a készletfelhalmozés kordbban, vagy mas megfigyelt régioban megfigyelt ér-
tékei (féleg, ha a szokdsos mddon a statisztikai hibét is itt szdmoljdk el) a
nagy mértékii esetlegessége miatt (aminek elemzését 1ldsd példaul Lenzen et al
[2014] cikkében) nem szolgalhat referenciaként egy AKM-becslésénél, hanem
a referenciamétrixban a készletfelhalmozast valamilyen ésszeri médon kell
megadni (példdul a termékek esetében a bruttd termelési értékek ardanydban).

4.2 A termékaddk és -tamogatasok egyenlegének matrixa

Az AKM-ek tin. hattértablazatai (vagy szemléletesebben ,,levoné matrixai”)
kozott szereplé un. termékadok €s -tdmogatdsok egyenlegének mdtrizdban
értelemszeriien negativ cellaértékeket taldlunk, ha az adott termék adott fel-
hasznaldsan tobb a tdmogatds, mint az add. Természetesen, ha e nettd ter-
mékaddk csak egy sorban (ldsd az alapdras AKM-eket, ahol az alaparon
kimutatott termékaramldsok alatt egy sorban vannak feltiintetve az adott
felhasznald Osszes termékfelhasznéldsat érinté addk és tdmogatdsok), vagy
egy oszlopban (mint példdul az in. Forrds-tdbldban, ahol az egyes termékek
alaparon elszamolt forrdsai mellett kiilon oszlopban tiintetik fel a termék
Osszes felhasznaldséra esé addkat és tdmogatasokat) jelennek is meg a kérdéses
adattablazatban, akkor is szerepelhetnek benniik negativ elemek.

A termékaddk és -tdmogatdsok métrixa egy ,ritka” (angolul: sparse)
matrix, aminek elényei és hatranyai vannak, és az elénycket ligyesen megter-
vezett becslési eljarassal ki lehet hasznalni. Példaul a termékaddk és -tamoga-
tasok egyenlegének matrixanak egyes adénemek matrixaira és a tamogatasok
métrixdra valé felbontdsandl kihasznalhaté (ahogy a 3.3. alfejezetben ismer-
tetett EU-GTAP projektnél meg is tettiik), hogy a termékaddk és -tdmoga-
tasok egyenlegének matrixanak egyes elemei mogott tobbnyire csak egy-egy
adénem vagy tamogatas hizédik meg, igy a becslési eljaras ide ,,hizza be”
az eloirt peremekrol szétosztando osszegeket.

Ugyanezt a ritka jelleget hasznalhatjuk ki a termékaddk matrixanak és
a terméktamogatasok matrixanak kiigazitasara az alabbi mdodon: Legyen T
a termékadok referenciamatrixa, S a terméktamogatdsok referenciamatrixa
(negativ vagy 0, tébbnyire utébbi). gy a T+S matrix a termékaddk és -tdmo-
gatdsok egyenlegének métrixat jelenti. Egy ettdl eltérd idészakra (vagy régid-
ra) a statisztikai hivatalok altal kozzétett adatokbdl sok esetben (legfeljebb)
csak e mdtrix peremei ismeretesek (a sordsszegek, azaz a termékaddk és -ta-
mogatasok egyenlegének termékenkénti bontasa altalaban a Forras tablabol,
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az oszloposszesenek, azaz a felhaszndlénkénti bontasa pedig az AKM—bél).
Jeloljiik ezek koziil a sorOsszeseneket az r oszlopvektorral, az oszlopOsszese-
neket pedig a c sorvektorrall Ekkor a kiigazitasi feladat sémdja az aldbbi
tablazatban adhaté meg:

?

5. tabldzat. Termékaddk és tdmogatasok
matrixdnak alapelrendezése

Lathatd, hogy ez a feladat a RAS-mddszerrel nem oldhaté meg, mert a
peremek egy része (amiket kérddjellel jeloltiink a tdbldzatban) ismeretlen.
Ezenfeliil a RAS- vagy hasonlé médszerek alkalmazdsakor semmi sem biz-
tositja, hogy a becsiilt matrixban az S matrixot tartalmazd blokkok helyére
keriil6 matrixok is azonosak lesznek.

Hogy ezt a feladatot a RAS- illetve additiv-RAS médszerrel kezelni tudjuk,
irjuk fel a feladatot az aldbbi médon (az S matrix oszlopait illetve sorait
,,széthizva’):

T (s.1) (s.2) (s.n) r
(s1.) | =S11 | =S12 | -+ | =S1n | O
(s2.) | =So21 | =So2 | --- | =S2,, | O
(sn.) —Sn1 —Sno . —Snn 0

c 0 0 0

6. tdbldzat. Termékaddk és tamogatasok matrixanak
elrendezése additiv-RAS algoritmushoz

ahol s.; az S j-edik oszlopa, s;. az S i-edik sora, (-) a diagonalis métrix képzés
jele, S;; az S matrixbdl csak az s; ; elem megtartasaval, a tobbi elemnek pedig
a lenullazasaval képzett matrix transzpondltja.

Ezt az egyenértékiien atfogalmazott feladatot a RAS a 0 peremek miatt
ugyan nem tudja kozgazdasagilag értelmes médon megoldani, az additiv-RAS
viszont igen. A megolddsban a T métrix soraiban és oszlopaiban taldlhatd
azonos indexi becsiilt S matrixelemek azonosak lesznek.

Viszont probléma a méret. Példdul az EU AKM-ek 64 dgazata esetén
64 - 65 = 4160 sor és oszlop lenne a tablazat belsejében. Viszont az S eleve 0
elemeire nem kell felirni a mérleget! Es mivel az S maétrix ritka, ez lehetévé
teszi a sorok és oszlopok igen nagy részének elhagydasat, ami aztan kezelhet6vé
teszi a problémét. Az imént ismertetett elrendezés (séma) alkalmazhaté més
olyan problémék (pl. additiv-RAS-médszerrel vald) kezelésére is, amelyekben
csak az Gsszesenekre rendelkezésre all6 peremadatok alapjan kell megbecsiilni
az Osszetevéket (példdul regiondlis AKM-ek becslése).
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4.3 Fogyasztas- és beruhazasi transzformaciés matrixok

Egyes kifinomultabb CGE-modellek a beruhazasi keresletet a beruhazé agaza-
tok keresletébdl és az dgazatra jellemzd beruhdzasi jészag-szerkezetbél (,,anya-
gi-miiszaki Osszetétel”-b6l, importhanyadokbol) vezetik le. E szerkezeteket
foglalja Ossze a beruhdzdsi mdtriz (pontosabban alldeszkoz felhalmozasi mat-
rix), amelynek sorai a beruhdzdsi javak (szallitéit), oszlopai pedig a beruh&zé
(&lléeszkoz felhalmozd) dgazatokat képviselik. A beruhdzasi métrix is egy
,,ritka” matrix, mert az épitéiparhoz és gépiparhoz tartozo sorain és esetleg
a szervezeti besorolast AKM-eknél a diagonalisokban is megjelend pozitiv
elemeken (,,sajat rezsis beruhdzdsok”) kiviil alig van zérustdl eltéré eleme.
fgy kétiranyu kiigazitdasos becslésénél az elvart és tényleges peremek eltérései
szétosztasandl kicsi a mozgdstere a becslési algoritmusnak, és a peremek (vagy
azok egy-egy csoportjai) kénnyen inkonzisztensnek bizonyulhatnak, azaz a fe-
ladat megoldhatatlannak bizonyul.

Természetesen, ha a termékaramlasokat e beruhazasi transzforméciés mat-
rixban is alaparon szamoljuk el, de az oszloposszesenek a felhaszndloi aras
Osszkiadasok, akkor a felhaszndldi dras és alaparas Osszkiaddsok kiilonbségét,
azaz a termékaddk és -tamogatasok egyenlegét ugyanigy kiilon sorban kell
elszamolni, mint magdban az alaparas AKM-ekben. fgy e transzformacids
matrix ,termékadok és taAmogatasok egyenlege” soraban is lehetnek negativ,
tdmogatdsi tébbletet képviseld értékek.

Hasonléan, a fogyasztast is sokszor az in. COICOP-fogyasztasi kategdridk
szerinti bontdsbdl kiindulva becslik, az tn. (Lancaster-féle) fogyasztas-transz-
formdcids mdtrizszal transzformalva az el64llité dgazatokra (illetve termék-
csoportokra). Itt is el6fordulhatnak, bar tobbnyire statisztikai okokbdl inkon-
zisztens peremek, de mégse ez szokott a gyakorlatban a legnagyobb probléma
lenni a becslésénél, hanem az arrés illetve a termékadok levéalasztdsa a fo-
gyasztoi aron adott COICOP-kategériakbol. Ugyanis az altalaban alaparas
AKM-ek az rrést és a termékadokat kiilonvalasztjak, igy az erre val6 transz-
formalasnal is ez torténik. Viszont a statisztikai hivatalok &ltal eléallitott
fogyasztas-transzformaciés matrixok altalaban fogyasztéi aron késziilnek, igy
ez referenciamatrixként csak akkor szolgdlhat az alapsras AKM fogyasztési
oszlopéra valé transzforméacio soran, ha az arrések és a ,,termékaddk és tamo-
gatdsok egyenlege” sorit elére imputaljuk bele (valamilyen becslés alapjan,
de felhivva a figyelmet arra, hogy a beruhdzasi matrixnal is jelzett mdédon
a ,,termékaddk és tdmogatdsok egyenlege” negativ is lehet), vagy a transz-
formaciot fogyasztéi aron hajtjuk végre, és az arréseket és termékaddkat
utdlag valasztjuk le termékenként (sz&llité dgazatonként) becsiilt kulcsokkal,
de az Osszes fogyasztasra megadott termékaddkkal és arrésekkel 6sszhangban.
Természetesen mindkét 1t elég gorongyos (példdul hogy biztosithatd, hogy
a RAS-sal vagy més kiigazité mdédszerrel becsiilt arréseknek, illetve termék-
addknak a fogyasztoi kiadasokra vetitett, ,,szazalékos” értékei ésszerti hatarok
kozott maradjanak), de e cikkben ennek kifejtésére nincs mad.

Tovabbi probléma, hogy ugyan a fogyasztas transzforméciés métrixban és
beruhéazas-transzformacios matrixban, valamint az un. bilaterdlis kilkereske-
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delmi mdtrizban az dgazatok soraiban elvileg szintén nem szerepelhetnének
negativ elemek, de amennyiben ezek az AKM fogyasztasi, beruhazasi, illetve
export oszlopainak a kibontasdnak tekinthetOk, orckolhetik az AKM ezen
oszlopaiban a fentebb emlitett negativ értékeket. Emellett, mivel a hasznalt
alléeszkozok adéasvétele részét képezi az egyes agazatok alldeszkoz-felhalmo-
zdsdnak, a beruhdzasi matrixban (aminek egyes oszlopai tehét azt mutatjak,
hogy az adott dgazat alléeszkoz-felhasznaldsa mely termékekbdl, ,,beruhazasi
javakbol” tortént) mar csak ezért is taldlhatunk negativ elemeket.

4.4 A nemzetgazdasagi statisztikaban el6fordulé tovabbi
kiigazitando matrixok

Ha példaul egy haztartasi rétegekre vonatkozo, a réteg bevételeit és kiaddsait
(beleértve természetesen a befektetéseket is) egy vektorban (oszlopban), de
ellentétes el&jellel tiintetjiik fel (amire f6leg azért lehet sziikség, mert az Gssz-
bevétel (=bsszkiadds) értéke sem ismert), akkor a vektor Gsszesenje értelem-
szerien zérus lesz. Ekkor a bevételek és a kiaddsok csak szimultdn mddon
becstilheték, nem lehetséges kiilon-kilon a bevételeknek, ill. a kiadasoknak
az Osszbevételekhez val6 igazitdsa. A zérus peremhez vald igazitds azonban a
hagyoményos RAS-mddszerrel arra vezetne, hogy mar az elsé aranyositasnal
az egész oszlopot lenullazna, ami nyilvanvaléan elfogadhatatlan eredmény
lenne, mivel azt jelentené, hogy a széban forgd rétegnek se bevétele, se fo-
gyasztasa nem volt.

Hasonloképpen, ha egy olyan kdvetelés-tartozdas mdtrizot tekintiink, amely-
nek sorai az egyes hitelezési instrumentumokat (financial assets), oszlopai
pedig a gazdasdg szerepl6it mutatjak (ahol tehét az adott hitelviszonyt meg-
testesito értékpapir allomanyat a kibocsaté addsnal negativ értékkel szamol-
juk el), akkor abban is szdmos negativ elem taldlhat6 (1dsd példdul Lemelin
[2009] fentebb térgyalt szampéldajét).

Mivel az AKM a Tdrsadalmi Elszimoldsi Mdtriz (angol réviditéssel: SAM)
részét (egyszeriibb véltozatokban az egyik blokkjat) képezi, értelemszeriien
a SAM becslésénél is taldlkozhatunk a negativ elemek probléméjival. Azon-
ban a SAM maés celldiban is eléfordulhatnak negativ elemek. Ugyanis a
SAM 0sszedllitdsa sokszor egy tin. SAM-multiplikdtor modell szdmszertisitése
céljabdl torténik. Marpedig a SAM-multiplikdtor modell az endogénnek v&-
lasztott szamlék oszloposszesenjeire vetitett egyiitthatokkal szamol, igy fon-
tos, hogy minden tranzakcié abban az oszlopban legyen lehetéleg elszamolva,
amelynek az Gsszesenjével ardnyosnak tekinthetd (s6t, hogy lehetéleg olyan
tranzakcidk szerepeljenek csak az oszlopokban, amelyek kozgazdasagilag ér-
telmes Osszesent képviselnek). Ezért példaul az i-edik szdmldnak a j-edik
szamla felé torténd ¢;; kiadésat forditott irdnyban, azaz a fé4tléra tiikrozve,
negativ elgjellel, a ¢;; tranzakcié(k) részeként szdmoljuk el. Igy ha a j-edik
szamlanak az i-edik szamla felé torténo egyéb kiaddsai ennél kisebbek voltak,
akkor a t;; értéke negativ lesz. Ha példdul az exogén szdmldk (rendszerint az
allami kiaddsok és a kiilfold kiadésai) valamely szamla felé torténd kiadésait
(példaul a lakdsberuhdzdsok allami tdmogatédsédt) endogén médon (ennek a
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széban forgd szdmldnak a f6osszegével ¥ ardnyosan) akarjuk a modellben meg-
hatarozni, akkor ezt a széban forgd szamlanak az adott exogén szamla felé
torténé (negativ) kiaddsaként szamoljuk el.

Az e fejezetben elmondottakat, helyenként kiegészitve, a 7. tdbldzatban

foglaljuk Gssze.

Negativ és egyéb problémaés
elemek

A probléma megoldasanak
lehetséges mdédszerei

AKM

Nett6 termékaddk matrixa

Fogyasztasi matrix

Beruhdzasi matrix

Bevétel-kiadas matrix

Kovetelés-tartozas matrix

SAM

készletvaltozds, (re)export,
fogyasztas, beruhdzdis, netté
termékaddk, hozzdadott
érték (és Osszetevdi), import
(A-tipusi AKM-ben negativ
oszlopként), zérus termelés
(A-tipustt AKM-ben)

tamogatdsi tobblet esetén
negativ elemek, ritka matrix

negativ elemek elézé
id6szakbdl szarmazéd cikkek
eladdsa miatt

negativ elemek elézé
id6szakbdl szarmazé gépek
eladdsa miatt

kiaddsok negativ tételként

tartozdsok negativ tételként

egyes transzferek
tételként

negativ

készletvaltozas termelési
értékkel vagy Osszfelhaszné-
lassal aranyos becslése, re-
export bruttdsitdsa, a tobbi
esetben az additiv-RAS és
tobbfokozati becslési eljara-
sok alkalmazasa

additiv-RAS alkalmaza-
sa, tdmogatdsi matrix kiilon
becslése (1d. 6. tdbldzat)

additiv-RAS alkalmaza-
sa, referencia-matrixban ha-
sonlé elemek zérusra cserélé-
se illetve kiilén (exogén) ke-
zelése

lasd a fogyasztasi matrixnal

additiv-RAS vagy 0Osszbevé-
telek eldzetes becslése majd
bevételek és kiaddsok kiilon-
kiilon becslése

hasonléan az el6z6hoz
additiv-RAS vagy forditott
irdnyban (4tléra
szimmetrikusan) pozitivként
szamolni el negativ tételeket

7. tdbldzat. Osszefoglalé tablazat a fontosabb kdzgazdasdgi matrixkategéridk becslésérsl

5 A kétiranyu matrixkiigazitasi modszerek
kombinalt és szekvencialis alkalmazasai

Ahogy a 3.3. alfejezetben az EU AKM-ek GTAP-dgazati bontdsban val6
becslésénél is mar utaltunk ra, a matrixkiigazitasi feladat altaldanosabban,
egy komplexebb feltételes optimumszamitési feladatként is megfogalmazhato.
Ebben a kétiranyd métrixkiigazitasi mdodszereknek csak egyes részfeladatok
megolddsdban lehet szerepe, elsésorban a referenciamétrix (a prior) el6él-
litdsdnak egyes lépéseinél. A kétirdnyu médtrixkiigazitdsi médszerek tehat
nemcsak egymdssal versenyeznek, hanem egymds kiegészitdi is lehetnek. A

9A f86sszeg egyarant képviseli az dsszbevételt, illetve (a modell alapfeltevésébél, illetve
a kiaddsok kiterjesztett, a megtakaritdsokat is magaba foglalé értelmezésébdl eredden) az
ezzel egyezd Osszkiadast.
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hazai és import termékek mérlegeit Gsszevontan dbrazolé A-tipusu AKM-
eket az in. ,,additiv-RAS” mddszeremmel lehet becsiilni az import dgazati
termékszerkezete ismerete nélkiil (Révész [2009] ). Ennek sordn elészdr az Gn.
., A”-tipusi AKM-et becsiiljiik az additiv-RAS mddszerrel, igy megkapva az
import agazati jelleg szerinti bontdsat. Ezutan a kapott becslés felsé matrix-
blokkjaban csak a hazai termékek felhasznalénkénti bontdsit mutaté un.
,,B”-tipusu AKM-et becstiljiik hasonlé mddszerrel, amelynek soran becslést
kapunk az import sordra, azaz felhaszndlénkénti bontasara is. Végiil pedig a
termék x felhasznalé bontdsi, Gn. importmatrixot becsiiljik ugy, hogy a B-
tipust AKM-becslése sordn kapott importsort a még hidnyzé importmétrix
becsiilt oszloposszegeinek véve, sorosszeseneknek pedig az importnak az ,,A”-
tipusu AKM-becslésénél kapott agazati jelleg szerinti bontasat tekintve, a re-
ferencia (indulé-) importmatrixszal (ahol a készletfelhalmozas indul6értékeit
valamilyen ésszerti médon médositjuk) RAS-becsléssel meghatdrozzuk az im-
portmatrixot. A mddszer érdekessége, hogy a végeredményben kapott hazai
és import termékmérlegek Gsszeadasdaval az els6 1épésben becsiilt ,,A”-tipusi
AKM-t6] eltérd szamokat kapunk, azaz ez feliilirhato.

A kétirdnyd métrixkiigazitasi mdédszerek szekvencidlis alkalmazdséra tesz
javaslatot az in. két- illetve hdromfokozatd RAS mddszere (14sd példdul
Bacharach [1970] miive 93-99. oldalat, illetve Gilchrist és St. Louis [1999]
TRAS-médszerét). Ebben az els6 fokozatban az indulémaétrixot, vagy annak
valamely blokkjait egy RAS-mdédszerrel igazitjdk ki az elvart peremekhez,
majd ezt a peremeknek immar eleget tevé matrixot hasznaljak fel referen-
ciamétrixként egy ijabb RAS-becsléshez, vagy egy valamilyen bonyolultabb
célfiiggvényt alkalmazoé entropia-modell megoldasa soran.

6 (")sszefoglalés

A kétirdnyd matrixkiigazitasi feladatok kezelésében a probléma sziik problé-
makérre valé naiv, heurisztikus alkalmazasabdl kiindulva a tudoméany nagy
utat tett meg. A probléma szabatos matematikai megfogalmazasanak és a
megoldasra javasolt médszerek matematikai tulajdonsagainak feltarasanak,
a jobb statisztikai adatoknak (amik jobb referenciamdtrix el6allitasat teszik
lehetGvé), a szdmitastechnika fejlédésének (hatékonyabb megoldé szoftverek-
nek), valamint a felhalmozédott nemzetkozi alkalmazdsi tapasztalatoknak
koszonhetéen egyre tobb teriileten lehet e médszereket alkalmazni. Termé-
szetesen még sok matematikai Osszefiiggés tisztazandd, és cikkiinkben ezekre
is kitértiink. Bemutattuk, hogy a nemzetgazdasagi elemzésekben vald sikeres
alkalmazas feltétele a konkrét kozgazdasagi jelenség, az erre felirt referencia-
matrix sajatossigainak alapos ismerete. Az EU AKM-ek GTAP-4gazati bon-
tasba valé sikeres transzformaciéja kapcsan gyakorlati példaval is érzékeltet-
tiik, hogy a jé becslési eredmények elsésorban az (alapadatokbdl szerkesztett
indulématrix komplex, 6 1épésben tortént elézetes kiigazitdsdval kapott) re-
ferenciamétrix josdganak koszonhetd. A témaval foglalkozé szerzok, tébbek
kozott McNeil és Hendrickson [1985] és Round [2003] is megéllapitottak,
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hogy ha a referenciamatrix elemeinek értéke kozel van a becsiilendé matrix
megfeleld elemének értékéhez, akkor a kétirdnyu matrixkiigazitasi-modell a
kiillonboz6 szokasos célfiiggvények mellett is hasonlé becslési eredményekre

vezet.

A kétirdnyd méatrixkiigazitdsi modszereket nemcsak elszigetelve, hanem
egymds utan (,,szekvencidlisan”) is lehet alkalmazni (ldsd példdul a kétfoko-
zati RAS-mddszert). Emellett az itt kidolgozott médszerek, szakmai fogdsok
(,,triikkok”) komplexebb matematikai programozasi feladatokba beépitve is
hasznosithatok.
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BIPROPORTIONAL MATRIX ADJUSTMENT FOR MULTISECTORAL
MACROMODELS

This paper gives a brief overview of the biproportional matrix adjustment problem.
We focus on the most frequent case with certain and consistent row and column
sums, and no special conditions to the cells of the matrix. After the definition
and mathematical formulation of the problem, we describe the so-called distance
and entropy functions assigning a non-negative real number to the difference of
the estimated and reference matrices. These functions are to be minimized sub-
ject to given row and columns sums, and in special cases, some non-negativity and
sign-preserving conditions. For these models, we present iterative solution meth-
ods, among them the so-called additive RAS algorithm developed and used first by
Révész. On one hand, in the case of non-negative reference matrix and marginal
conditions, additive RAS gives the same solution as the standard RAS, and on
the other hand, in the case of negative cells, but sign-preserving margins, it gives
the same solution as the improved normalized squared differences (INSD) model
without penalties for sign-switching. We demonstrate that additive RAS is more
efficient and more aesthetic than other INSD and GRAS iterative solution methods
used by previous authors. In the case of small differences, additive RAS, especially
the modified additive RAS, tends to be sign-preserving, unless it is forced by sign-
switches of the margins. Using the example of Lemelin (2009), we demonstrate
that additive RAS performs very well in such an extreme sign-switching case, as
well, moreover, it gives the best solution compared to other algorithms. The paper
overviews some standard matrix balancing problems in practice, where such meth-
ods can be used. The most important conditions for the successful application are
the knowledge about the economic phenomena under investigation and the deep
understanding of the related reference matrix. For an example of this, a current
research project is presented, where both additive RAS and other more complex
matrix adjusting models were used and showed a good performance.





