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ARFOLYAMINGADOZASOK ES KOCKAZATBECSLES A
BUDAPESTI ERTEKTOZSDEN!

~ PALAGYI ZOLTAN
BKAFE Matematika Tanszék, Budapest

Ebben a dolgozatban a Budapesti Ertékt6zsde egyik vezetd részvényének, a
MOL-nak a tranzakciénkénti dringadozasait tanulmanyozzuk. Megmutatjuk,
hogy az dringadozésok empirikus stiriségfiiggvénye jelentOsen eltér a normé-
listdl, és a vizsgalt idészakban jol kozelithet6 egy o = 1.48 indexil stabil
eloszlassal. Szemléltetjiik, hogy ennek az eredménynek milyen hatdsa van a
részvény kockdzatanak becslésére.

1 Bevezetés

Az rfolyamingadozédsok lefrdsdra hasznalt legelterjedtebb modell [1] szerint a
részvények dra (P(t)) Brown-mozgast kovet, azaz rogzitett T' késleltetési 1d6
mellett killonboz6 ¢ értékekre az In P(t 4 T') — In P(t) mennyiségek fiiggetlen
normalis eloszldsu valdsziniiségi valtozdk, amelyek varhaté értéke zérus, szo-
rdsuk pedig ardnyos a T' késleltetési idovel.

Mdra, vildgossd valt, hogy a fenti modell nem irja le kielégitéen az adat-
sorokat, mert az dringadozdsok empirikus eloszldsa rendszerint til csicsos
ahhoz, hogy normadlis legyen. Pontosabban az aringadozédsok hisztogrammjai
hasonlitanak ugyan egy haranggérbére, de a kozépsé tartomany csicsosabb,
a farokrész levigdsa pedig lassabb, mint a minta varhaté értéke és szérisa
alapjan illesztett normalis eloszldsé. Mivel a normalitds alapvetd feltevése
fontos pénziigyi elméleteknek (derivativdk drazdsa, CAPM), elvetésének ko-
moly elméleti kovetkezményel vannak, melyekkel ebben a dolgozatban nem
foglalkozunk.

1963-ban Mandelbrot [2] a gyapotarak vizsgdlata alapjan dgy médositotta
a fenti modellt, hogy In P(¢t+T)—In P(¢) stabil (Levy) eloszlast kovet. A Levy
eloszldsok csalddja (a kovetkezd szakaszban dttekintjik tulajdonsdgaikat) tar-
talmazza a normalist, de az utébbi kivételével a Levy eloszldsoknak nincs
szérasuk. Emiatt Mandelbrot modelljét sok kritika érte.

Kés6bb szdmos tanulmény [3-7] készilt nagy frekvencigji adatsorokra
- gy péddul az S&P500 [5] illetve a CACA40 [7} indexek idGsoraira. Ezek
a vizsgélatok annyiban megerésitették Mandelbrot modelljét, hogy az em-
pirikus eloszlasok siirtiségfiiggvényeinek kozépsé tartomanyéra jol illeszkedd
1 < o < 2 paraméterii stabil eloszlast taldltak. A gdérbe farokrészének
"levagésa” azonban nem az illetd stabil eloszlds aszimptotikus tulajdonsagai-

1Beérkezett: 1998. szeptember 14.



28 Paldgyi Zoltan

nak megfelelden, hanem éltaldban gyorsabban, exponencialisan [8], vagy hat-
vanykitev6 szerint [9] torténik, igy a szérds véges lesz.

Ebben a dolgozatban el8szor Attekintjiik a stabil eloszldsok néhdny tulaj-
donségat, majd a Budapesti Ertékt6zsdén megfigyelt dringadozdsokat vizs-
galjuk [10-13]. Vizsgilatunk fontos eleme, hogy napon beliili adatokat hasz-
ndlunk. Vélasztasunk a MOL részvényre esett, mert a napi tranzakcidk
szamdat tekintve ez a papir az elsdk kozott van.

2 A stabil eloszlasok néhdny tulajdonsiga

Az egyviltozos stabil eloszldsok elméletét lényegében az 1920-as és 1930-
as években P. Levy és A. Y. Hincsin dolgoztdk ki. A részleteket szémos
kényvben [14-15] megtaldlhatjuk, itt csak néhany eredményt idézink.

Az X, X1, Xs,.. X, fiiggetlen azonos eloszldsd valdszintiségi viltozdk el-
oszldsat stabilnak mondjuk, ha barmely n > 2 természetes szdmhoz taldlha-
ték O, pozitiv és D,, valds szdmok, amelyekre X; + Xo + ... + X, eloszlésa
megegyezik C, X + D, eloszlasaval. Fiiggetlen azonos (stabil) eloszldst va-
lésziniiségi valtozokat Gsszeadva tehdt az eloszlds (nyujtdstdl és eltoldstdl
eltekintve) nem véltozik.

Mit jelent a stabilitds a pénziigyi idésorokban? Legyen példéul P, Py, ...P,
egy részvény egymast kovetd drainak sorozata (napon beliili 4rakrdl van szé,
tehdt az Osszes megfigyelt drat feljegyezziik). Tegyiik fel, hogy In Py —In P,
(ez lényegében a t-edik kotéstdl a t+ 1-edik kotésig elért hozam) a fenti X;-vel
azonos (stabil) eloszldsii valdsziniiségi véltozd. Ekkor

ImPyo—InP=(InPio-InPy)+ (InPy —InB)

X1+ Xo-vel, azaz (3. X + Dy-vel azonos eloszldsd. Ehhez hasonldan In Py, —
In B, C, X + Dy,-nel azonos eloszldst. Leegyszerlisitve azt mondhatjuk, hogy
a hozamokat kiilénboz6 idéskildkon nézve azonos eloszldst kapunk. Szem-
léleteser, ha az dringadozdsok grafikonjait elészor szabad szemmel, majd
nagyitéval nézziik, hasonlé alakzatot latunk. Megmutathatd, hogy C,
nt/e (0 < a < 2) ahol « a stabilitds indexe (karakterisztikus expomnens,
Levy exponens). Normalis eloszldsra o = 2, a tSbbi a-ra a stabil eloszldsd
valtozonak nincs szérdsa, 0 < a < 1 esetén pedig még varhatd értéke sincs.
(A pénziigyi id8sorokban eddig megfigyelt o értékekre 1 < o < 2, ekkor van
varhato érték.) A stabil eloszldsu valtozdk gyakorlati alkalmazésait neheziti
az a tény, hogy stlirliségfiiggvénylk (néhdny kivételtdl, példdul a normadlistél
eltekintve) nem irhaté explicit alakban, karakterisztikus fliggvényiik (az o #
1 esetben):

EexpifX = exp(—0|0|*(1 — +[(signb) tan(ra/2)) + i),
ahol sign a szignum fliggvény, a a stabilitds indexe, S a ferdeséget (aszim-

metridt) méri, p eltoldsi, o pedig skdlaparaméter. (X pontosan akkor szim-
metrikus ha A =0 é<c 171 —= 0 Ha X-nek van vdrhatd értdlke allear ao 1 <val
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egyenld.) A vizsgdlt pénziligyi idésorokban 3 és p értéke alig tér el nulladtol.
A 8= p =0 esetben X siliriségfiggvénye:

L) =1/ /000 exp(—yx®) cos(tz) dz

ahol bevezettik a v = o™ paramétert. Az integral numerikus kiszdmitdsdhoz
hasznos észrevenni, hogy

(&) =y filyT o),

igy elég fi(.)-et kiszdmolni. A farokrész (t nagy) becsléséhez jél hasznélhaté
az

fi (t) = F(l -+ Of) Sin(ﬂ‘a/Q)/,n—tl+a

(o < 2) kozelité formula. Ez utébbi az tdgynevezett "vastag farok” tulaj-
donsdg: a slirtiségfiiggvény gorbéjének farka aszimptotikusan hatvanykitevs
szerint "vdg le” az o < 2 esetben, vagyis a normalis strliségfiiggvénynél
sokkal lassabban. Ennek a tulajdonsignak a pénzigyi kockézat becslésénél
van szerepe, hiszen a széls6séges események éppen a farokban vannak.

3 Az arfolyamingadozasok stirtiségfiiggvénye

Az el6z8 szakaszban leirt stabilitds vizsgdlatdhoz a MOL részvénynek a Bu-
dapesti Ertéktézsdén 1997. januér 1-t61 1998. jinius 30-ig megfigyelt srainak
sorozatat (P, Py, ... P,) valasztottuk. Py tehat 1997 els6 tranzakcibjanak ara,
P, a masodiké, stb. A vizsgilt id6szakban a tranzakcidk szdma n = 214392.
Feltessziik, hogy az In Py — In P (tick-by-tick) hozamok mintéjdt szim-
metrikus « és v paraméter(i stabil eloszldsi valtozd

f@)=1/7 /)00 exp(-—yz®) cos(tz) dz

stirliségfiiggvénye irja le. Konnyli belatni, hogy n ilyen stirliségfiiggvény kon-
volicidja:

() =1/m /000 exp(—nyz®) cos(tz) de,

innen pedig fn(0) = n~Y*f(0). fn(0)-t n fiiggvénydben log-log skaldn
abrazolva a kapott egyenes meredekségéb6l megbecsiiljikk a-t, a tengelymet-
szetbél pedig f(0)-t. Ezutdn az £(0) = I'(1/a)/may'/® képletbdl kiszdmitjuk
¥-t.

f(0) kiszdmitdsahoz az eredeti (In Pyy1 —In P,) mintdbol n elemet hitzunk
véletlenszertien visszatevéssel és a kihizott elemeket Osszeadjuk. A hizdsok
szdma félmillié — ez szdmitdstechnikailag még konnyen kezelhetd. A kapott
osszegeket egy 0.0012 ablakszélességil hisztogrammba tessziik és leolvassuk
£,,(0) értékét.
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Az elsd dbrén log, f,(0) értékeit tiintettitk fel log,(n) fiiggvényében. Lat-
haté, hogy a pontokra szépen illeszkedik egy egyenes — o becsiilt értéke 1.48.
A fent leirt médon -ra a 0.000011 értéket kapjuk.

A mésodik dbran az (InP,y1 — In P;) adatokbdl kapott hisztogrammot
(gyéméntok), a fenti o és vy paramétercknek megfelel stabil eloszlds mnu-
merikus integrdldssal kiszamitott siirliségfiiggvényét (folytonos vonal), vala-
mint a minta varhat6 értéke és szdérdsa alapjan illesztett normaélis eloszlds
stirliségfiiggvényét (szaggatott vonal) ldtjuk. A fliggbleges tengelyen tizes
alapt logaritmus skdldt haszndlunk. Lathaté, hogy a stabil eloszlds sii-
riségfliggvénye négy nagységrenden 4t szépen illeszkedik az adatpontokra,
az illesztés csak a szélsé tartomédnyokban kezd romlani, ahol mar nem volt
elég adat, igy a rogzitett hisztogramm ablakszélesség miatt ezek a pontok
szétszérédtak — lényegében "zajnak” tekinthetjiik Sket. Szépen latszik az is,
hogy a normalis stirfiségfiiggvény mennyire tdvol esik az adatpontoktdl.

4 Kovetkeztetések

A dolgozatban a MOL részvény Budapesti Ertéktézsdén megfigyelt dringa-
dozdsainak empirikus stiriiségfiggvényét vizsgdltuk. Megallapithats, hogy
az eredmény lényegesen eltér a normélis eloszlds siirliségfiiggvényétdl és jol
leirhaté egy @ = 1.48 exponensii Levy eloszlds siirliségfiiggvényével.

A mésodik dbrin a szaggatott vonal (normélis eloszlds) és a vizszintes
tengely metszete a minta Otszoros szérasanak felel meg. A 0.02 (tizszeres
szoras) illetve —0.02 pontoktdl jobbra illetve balra normalis eloszlds szerint
lényegében nem lehetnének adatpontok - nagyjabdl az univerzum életkoranak
megfelel6 ideig kellene vérni, amig ebben a tartomédnyban figyelnénk meg
aringadozast. A vizsgalt mésfél éves id6tartam alatt viszont sok aringadozas
esett ebbe a tartomdnyba — ezek a nagy ingadozdsok jelentik a pénziigyi
kockdzatot, amelynek mértékét a normalis eloszlds nagysigrendekkel aldbe-
csiili. A stabil eloszlds kielégitéen irja le az adatokat, a farokrész pontosabb
becsléséhez sokkal tobb adatra lenne sziikség, ezért pillanatnyilag nem tudunk
jobbat mondani.

5 Koszonetnyilvanitas

Az adatok megszerzésében Pacsi Zoltdn, Schalkhammer Erika és Szerelmy
Gébor segitettek - nélkiillik ez a munka nem johetett volna létre. Koszonettel
tartozom a Cashline Broker Rt-nek az anyagi tdmogatdsért.

Végil Medvegyev Péter kollégdmnak szeretném megkoszonni tandcsait és
hasznositmutatédsait.
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PRICE CHANGES AND RISK ESTIMATION OF THE BUDAPEST STOCK

EXCHANGE

We study the empirical density function of tick by tick log price changes of a heavily
traded stock (MOL) of the Budapest Stock Exchange. A heavy tailed stable density
of index 1.48 seems to describe the data well. This ‘heavy tail’ phenomenon has
been observed in many other markets of the world. The fact that the empirical
distribution of price changes is not normal inspires further theoretical research
(option pricing, CACPM etc.), and affects our view on modelling and estimating
financial risk. .



