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FELTETELES SZELSOERTEKFELADATOK A
MIKROOKONOMIABAN!

~ SzZABO IMRE?
BKAE Matematika Tanszék, Budapest

A mikrodkonémisdban mind a fogyasztdsi elmélet, mind a termelési elmélet a
gazdasigi szerepldk viselkedését igen egyszertl szélséértékfeladatokkal irja le.
Ezeket a ma mér klasszikusnak szdmitd feladatokat mar sokféleképpen meg-
vizsgaltak. Mindkét elméletben kétféle megkozelitésben is megfogalmaztik a
problémat.

1 Bevezetés

A dolgozat a fogyasztdk illetve a termelk viselkedésének a mikrookonémidban
szokdsos szélsdértékfeladatokkal vald jellemzése hatterét vizsgilja. Ez egy
igen régen vizsgalt teriilet, s6t a gradudlis tananyag része is, ennek ellenére
még nem teljesen kidolgozott. A dolgozat ezen teriilet széles korben ismert
Allitésait (Gn. néptételeit) gondolja djra, elsésorban Diewert [4] és [5] dol-
gozata alapjan. Ugy igyekeztem elrendezni az éllitasokat és megfogalmazni
a bizonyitsokat, hogy jél ldtszédjon, miszerint egyrészt a kapott leképezé-
sek (példaul indirekt hasznossagi fliggvény, koltségvetési leképezés, keresleti
leképezés) tulajdonségai a szélséértékfeladatok fiiggvényeinek milyen tulaj-
donsagaibdl kovetkeznek, mdsrészt mi a felhaszndlt matematikai eszkdzok
(példéul a Berge-tétel) szerepe. Ennek sordn sikeriilt eléggé sttekinthetd bi-
zonyitast taldlni a koltségvetési leképezés folytonossagéra, amely altaldnosabb
esetben is m{tk3dik. Tovéabbra is nyitott kérdésnek mondhaté az értékfiigg-
vény derivalhatésidginak a problematikéja, amelynek vizsgdlata meghaladja
e dolgozat kereteit.

Erdekes médon kétféle szélsbértékfeladattal is jellemezhetjiik a fogyaszts-
kat: egy maximum- és egy minimumfeladattal. Ezek a feladatok ugyanannak
a dolognak két killonbozd, de teljesen egyenrangi megkozelitései, amelyek
egyméshoz vald viszonya ismert. Azonban tudjuk, hogy a szélséértékfeladatok
dltaldban is Osszetartozé parban jelennek meg. Az egyes problémék kell§
matematikai kitisztdzdsa utdn tavolabbi cél lehet a mikrodkondémia e két fel-
adatdnak egyméshoz valé viszonydt leirni, ezen viszony konvex analizisbeli
hatterét megvildgitani. Mindezek ismeretében ezen feladatok kozgazdasigi
értelmezése gazdagabbd és harmonikusabbd tehet6 majd.

1Beérkezett: 1998. oktéber 7. )
2 A kutatdst részben a Soros Alapitvany Belfoldi Doktorandusz Osztondij programja
t3dmoeatta.
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2 A haszonmaximalizdlasi feladat
(Marshall-féle megkozelités)

Elsként a haszonmaximalizdlasi feladatot, a Marshall-féle megkozelitést tér-
gyaljuk. Ez a megkozelités azért is érdekes, mert az ltaldnos egyensiilyelmélet
Arrow-Debreu modeljében ennck a feladatnak egy sltaldnositisdval irjak le
a fogyasztok magatartdsit. Az egyensiily létezésének, azaz a Kakutani fix-
ponttétel alkalmazhatésiginak a feltétele, a Berge-tételen keresztiil, a kolt-
ségvetési leképezés folytonossiga. Ennek a bizonyitésa tekinthetd az clmélet
legmunkdsabb részének. Az aldbbiakban a haszonmaximalizslisi alapfeladat
és az altaldnositott haszonmaximalizdlési feladat koltségvetési leképezésének
a folytonossdgat hasonlé gondolatmenettel bizonyitjuk.

Legyen f: IR} — IR adott fiiggvény. Tekintsik a kovetkezd, (u,p) €
int/R; x int/R} paraméterpédrral paraméterezett feladatsereget:

f(x) — max (1)
mikézben (p,z) < pés z € R}
2.1 Definicié. Az (1) feladatsereg feltételi leképezésének nevezzik azt a

H:intlRy x intlR} — P(RY) halmazértéki leképezést, amelyre ¥V (u,p) €
intlRy x intR} esetén

H(p,p):={x € R} : (p,z) <p}.
Ekkor az (1) feladatsereg a kovetkezd ekvivalens alakba frhaté:

f(z) — max

mikézben = € H(u,p)

2.2 Definicié. Az (1) feladatsereg megolddsleképezésénck nevezziik azt az
X s intlRy x intIRY — P(IRY), halmazértéki: leképezést, amelyre ¥V (u,p) €
intiRy x intIR} paraméterpdr esetén

X (1, p) = argmaxyy(, » f -

Amennyiben ¥ (u,p) € intlRy X intIR} esetén X(u,p) # 0, akkor az X
halmazértékd leképezés egy x : intIiRy X intll-%i — IRD szelekcidjat az (1)
feladatsereg egy megoldasfiggvény ének nevezink.

2.3 Definicié. Az (1) feladatsereg értékfiiggvényének azt az fV : intIRy x

intR} — R fiigguényt nevezziik, amelyre

fY(p,p) := sup f.
H(up,p)

Ha létezik x : intIRy x intIR — IRy megolddsfiigguénye a feladatseregnek,
akkorV (u,p) € intlRy xintIRYy esetén f¥(u,p) = f(x(x,p)) , dgy f¥ = fox .
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2.4 Megjegyzés. Az értékfuggvény segitségével a megoldasleképezés a ko-
vetkezOképpen is megadhatd: V (u,p) € intIRy x int/R]} paraméterpar esetén

X(p,p) = {z € H(w,p) : f(z) = fV (1, p)} -

2.5 Megjegyzés. A fogyasztasi elméletben a fentieket a kovetkezOképpen
interpretalhatjuk: Tekintsink egy gazdasdgot, amelyben tegyiik fol, hogy egy
fogyaszténak van egy fogyasztési halmaza, ez legyen IR} . Jelolje z € IRY} a fo-
gyasztdsi javaknak, p € intIR’} pedig ezen fogyasztasi javak 4rainak vektorat.
A fogyasztd rendelkezik egy f : IR} — IR hasznossdgi fiiggvénnyel, valamint
1 € intIR, nagysdgi jovedelemmel. A fogyaszté a fogyasztdsi javainak vek-
torat Ggy hatérozza meg, hogy maximalizdlja az f(z) hasznosségét a (p,z) <
1 kdltségvetési feltétel mellett. Ekkor az (1) feladatot haszonmaximalizdldsi
feladatnak, a H : int/Ry x intIR} — P(IR}) feltételi leképezést koltségvetési
leképezésnek, az X : intlRy x intIR} — P(IRY}) megoldisleképezést Walras-
illetve Marshall-féle vagy kézonséges verseny keresleti leképezésnek, az f" :
intIR; x intIR} — IR értékfiiggvényt indirekt hasznossdgi fiiggvénynek ne-
vezzik.

A kés6bbi (4) feladattal ellentétben az (1) feladatnak nincs interpretacidja a
termelési elméletben, mert a profitmaximalizdldsi feladat mds szerkezetii.

2.6 Definicié. Az (1) feladatban p-vel osztva, -E helyett p-t irva, a feladatnak
a kéovetkezd mddositdsdt kapjuk:

f(z) — max (2)
mikdzben (p,z) <1 ésx € R}

A (2) feladatsereq feltételi leképezése az a H - intR} — P(RY) hal-
mazértéki leképezés, amelyre ¥V p € intIR} esetén

H(p):={z € R} : (p,z) <1}.

A (2) feladatsereg megoldsleképezése az az X intR} — P(IRY) halmazér-
tékt leképezés, amelyre X (p) := argmaxf| A - A (2) feladatsereg értékfligg-

vénye az az f¥ : intIRT — R fiigguény, amelyre
FY(p) = sup flyyp) = sup{f(z) : (p,2) <1 éswe R}
Ha létezik x : intlR} — IR} megolddsfigguénye e feladatseregnek, akkor
M) = fix(p)) , fgy f¥ =Fox.
2.1 A feltételi (kdltségvetési) leképezés tulajdonsigai

2.7 Allitas. A (2) feladatsereg H :intIR} — P(IRY) feltételi leképezése

/1Y banmer kormmnkt Srtdkdr
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(2) lokdlisan Lipschitz-folytonos a Hausdorff-metrikdra nézve, igy Haus-
dorff-folytonos, ezért

(8) Vietoris-folytonos leképezés.
Bizonyitas. (1) A H nyilvdn konvex és zért értékii. Belatjuk még, hogy
korlétos értékii. Legyen p € intIR} tetszéleges adott, ekkor 3 o > 0, hogy

Vk=1,...,n esetén p; > o Legyen = € H(p) tetszé8leges, ekkor egyrészt
r € IRY}, mésrészt

n n n
)= peok2 ) a-mp=a o=z >a- 7||33||
k=1 k=1 k=1

azaz ||z|| < ﬁaé, jelolje K := 3§, ekkor ||z|| < K. Ezek szerint a H(p) halmaz
korlatos. Mivel egy zért halmaznak és egy zrt halmagz folytonos 8sképének
a metszete, azért zart is, gy kompakt.

(2) Legyen p € intIR} tetszOleges adott, ekkor 3w > 0, hogy Vk=1,...,n
esetén py > o, ezért 36 > 0, hogy V g € B(p,6) mellett V k =1, ...,n esetén
Pk > 5.

A B(p,6) halmazon a H egyenletesen korldtos. Valéban: Legyen q €
B(p, 6) tetszOleges. Legyen z € H (q), ekkor egyrészt x € IR"., masrészt

" n
o o o a 1
E qk - Tk Z§ 5 k=5 zk=7llz]h > 5 ==,
12 2 2 2 V2

azaz ||z|l < 240‘@, jelolje I := —2—3&@, ekkor ||z|| < K. Legyenek ¢1,¢2 € B(p, §).
Belatjuk, hogy ha az z; € ﬁ(ql), akkor az 7o 1= m -1 € H(go).

Ugyanis: Legyen 2 € H(q,), ekkor egyrészt z; € v, mdsrészt (qr,a1) < 1,
igy (g2,21) = (g1, 21) + (@2 — @, 21) € 1+ [l — @] - |2l € 1+ K]|ge —
qi||, ezért az xgp = m -y esetén (g, a2) = (qz.mm xy) =
TR (02 2) < 1.

Végiil belatjuk, hogy Vg¢1,¢2 € B(p, ) esetén
(a) Hla1) € B(H(q2),K]laz — as]),
(b) H(g2)  B(H(q1), K* lo2 ~ 1),
(c) ezért dpr(H(g2), H(w)) < K?|la2 - aull-
(a) Legyen 21 € H(qi) tetszbleges, ekkor a fentick szerint egyrészt az g :=
m @1 € H(qa), mésrészt ||z1 — zo|| = ||z1 —

1 Kllgz— 2
1= g ol < SRl K < KPllg2 — all

A (b) forditott szereposztéssal adédik, mig a (c) ezekbdl kovetkezik.

Ezek szerint a H halmazértéki leképezés a B(p, §) kornyezetben Lipschitz-
Hausdorff-folytonos, igy az int/R! halmazon lokalisan Lipschitz-Hausdorff-
folytonos, ezért Hausdorf-folytonos.

(3) Kovetkezik (2)-bsl. O
2.8 Allitds. A (1) feladatserey H : intIR, X intlR}y — P(RL}) feltétels

(Lalteonnotdcr) lokdmnosdco

1 —
T e=ay @l =
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(1) konver, kompakt értéki,

(2) lokdlisan Lipschitz-folytonos o Hausdorff-metrikdra nézve, igy Haus-
dorff-folytonos,

(8) Vietoris-folytonos leképezés.

Bizonyitas. Egyrészt lathatd, hogy H = H o frac, ahol frac : intIRy x
intlR} — IR}, amelyre frac(u,p) = £ . Mésrésat H az eléz8 allitas szerint
lokalisan Lipschitz-folytonos a Haus&orﬂ‘—metrikéra nézve, a frac fuggvény
lokdkisan Lipschitz-folytonos, azért a kompoziciéjuk azaz a H halmazértéki
leképezés, konvex és kompakt érték{l lokalisan Lipschitz-Hausdorff-folytonos,
ezért Hausdorff- folytonos, igy Vietoris-folytonos leképezés. O

2.9 Megjegyzés. A fenti allitds alapveten fontos, mert a Berge-tétel
alapjdn ezen miilik mind a megolddsleképezés felsé-Vietoris-folytonossaga,
mind az értékfiiggvény folytonossiga.

2.2 A megoldasleképezés tulajdonsagai

Az (1) feladatsereg megolddsleképezése (keresleti leképezése) a kovetkezd tu-
lajdonsdgokkal rendelkezik.

2.10 Allitas.

(1) Ha az f: R} — R figguény folytonos, akkor X : intlRy X intlRY} —
P(IRY) felsé-Vietoris-folytonos.

(2) Haaz f: R} — R figguény kvdzikonkdv, akkor X : intiR. xintIR} —
Peonw(IRY) konvez értéki, azaz ¥ (p,p) € intlRy x intIRY eselén
X(u,p) C P(IRY) konvex halmaz.

(8) Ha az f: R} — IR figguény szigorian kvdzikonkdv, akkor X értékei
egyelemti halmazok, azaz X = x : IntIRy x intIRY — IRy fiiggvény,
azaz ¥ (u,p) € intlRy x intIR} esetén 3! x(u,p) megolddsa az (1)
feladatnak.

Bizonyitds. (1) Mivel a H : intlR; x int/R} — P(R}) kompakt hal-
mazértékil, Vietoris-folytonos leképezés, azért ez kovetkezik a Berge-tételbol.
(2) Mivel az f kvézikonkav, azért V (u,p) € intIR; x intIR} paraméterpér
esetén fH([fV(u,p),00)) C IR konvex halmaz, ezért az

X(,p) = FHFY (1, p), 00)) N IRE N (p, )~ (—o0, 4]

halmaz is konvex.

(3) Indirekt médon tegyiik fel, hogy a X'(u,p) megolddshalmaz t6bb pontbol
all, legyen z1, zo € X(pt,p). Mivel (2) szerint az X (p, p) halmaz konvex, azért
V A€ (0,1) esetén Azy + (1 — Azg) € X(u,p), mivel f szigordan kvézikonkdv,
avdrt Fihrs 4 (1 — deo)) > min{ flz). flzo)). ami ellentmondéds. O
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2.3 Az értékfiiggvény tulajdonsigai

Az (1) feladatsereg fV : int/R; x intIR} — IR értékfiiggvénye (indirekt hasz-
nosségi fiiggvénye) a kovetkezd tulajdonsigokkal rendelkezik.

2.11 Allitas.

(1) Haaz f : R} — IR figguény folytonos, akkor f¥ : intIR, xintlR} — IR
véges és folytonos.

(2) Ha az f : R} — IR fiigguény monoton névekeds, akkor

(a) Yp € intRR} esetén fV(.,p) : intRR} — IR monoton novekeds,
(b) Vi € intIRy esetén f¥(u,.): intIlR, — IR monoton csékkend.

3) Az fV i intlRy x intIR? — R fiigguény kvdzikonvez. (A (9 tulajdon-
+ +
sdghoz nincs szikség az f : R} — IR figguény kvdzikonkdvitdsdra. )

Bizonyitds. (1) Mivel a H : int/Ry x int/R} — P(IR}) kompakt hal-
mazértéki, Vietoris-folytonos leképezés, azért ez kévetkezik a Berge-tételbsl.
(2) (a) Legyen p € intIR} tetszéleges adott. Ha ju; < pup, akkor (—oo, w1 C
(=00, ] ezért (p, )~ (=00, m] C (p,.) " (—o0, o] fgy H(p1,p) C H(pz,p),
mivel az f monoton névekedd, azért f¥(u1,p) = SUPH(, p) f < SUWPH(uyp) [ =
£ (pa, p)-

(b) Legyen ;1 € intIR™ tetszéleges adott. Hapy < pa, akkor (pg,.) ™1 (—o0, y] C
{p1,.) 7 (—o00, u], ugyanis ha valamely = € IR esetén (py,z) < p, akkor
{p1,2) < p, (ha py < pa, akkor is csak <-ség van,) igy H(u,pz) C H(p,p1),
mivel az f monoton novekedd, azért f¥(u,p1) = SUDE(up) f = SUPH(py) f =
FY(kyp2)-

(3) Be kell létni, hogy Yo IR esetén az (f¥)~!(—oc0,of C R} konvex.
Legyenek (1,p1), (p2,p2) € (f¥)7H(~00,0], azaz f¥(u1,p1), f¥(u2,p2) <
o tetszélegesek, legyen A € (0,1) tetsz8leges.

Legyen (u,p) := (Ap1 + (1 — A)pz, Ap1 + (1 — M)p2). Be kell létni, hogy
(1, 0) € (f¥)"1(—00,0]. Legyen = € H(p,p) tetszbleges, azaz

AMp1,z) + (1= A)(p2,2) < Mg+ (1= A -

Ekkor (pi,z) < py vagy (p2,z) < pp. Ugyanis, indirekt médon tegyiik
fel, hogy (p1,z) > p1 és (p2,x) > po, ekkor mivel X, (1 —X) > 0, azért
AMp1, ) + (1 = N)(pg,z) > Apg + (1 — Az, ami ellentmondis.

Ha (pr,a) < ur, akkor f(z) < f¥(u1,p1) < o, ha {pa, ) < s, akkor
f(z) < fY(p2,p2) < a, ezért f(z) < o. Ezigaz V2 € H(u,p) estetén,
azért fY(u,p) < o, azaz (p,p) € (f¥)"}(—o00,0]. O

2.4 A haszonmaximalizalasi feladat dltaldnositdsa

Az altalanos egyensilyelmélet Arrow-Debreu modelljében a fogyasztokat leird
haszonmaximalizdldal feladat a fontl (1) faladatnd]l valarmivel <1taldnnca g
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van megfogalmazva. Nem azt teszik fel, hogy a fogyasztasi halmaz IRT,
hanem azt, hogy az IR™-nek egy konvex és zért részhalmaza. A kompaktsigot
direkt mdédon nem kell feltenni, mert egy tgyes triikkkel, a relevdns allokdcié
fogalménak a bevezetésével el lehet érni, hogy az egyensily szempontjabdl
sz6bajohetd pontok halmaza egy rogzitett kompakt halmazhan legyen benne.

Az aldbbiakban legyen X Banach-tér (specidlisan ez szokdsosan IR™).
Legyen M C X egy konvex, kompakt halmaz. Ezt tekintjiik egy fogyasztd
fogyasztési halmazdnak. Jelolje x € X a fogyasztési javaknak, p € X* pedig
ezen fogyasztdsi javak arainak vektorat. A fogyasztét egy f : X — IR
hasznossigi fliggvény jellemez. A fogyasztd jovedelme a kovetkezdkbdl all:
Egyrész rendelkezik egy a € X kezdékészlettel, masrészt egy h: X* — IR
folytonos fiiggvénnyel, ami megadja a termelSk profitjabdl vald részesedését,
ezek alapjdn a jovedelme egy adott p € X* dr esetén p(a) + h(p) (= (p,a) +
h(p)).

A fogyasztd a fogyasztdsi javainak vektorat ugy hatdrozza meg, hogy
maximalizdlja az f(z) hasznossdgit a p(z) < p(a) + h(p) (azaz (p,z) <
(p,a) + h(p)) koltségvetési feltétel mellett.

A fogyasztd viselkedését a kovetkezs, p € X* paraméterrel paraméterezett
feladatsereg irja le:

f(z) — max (3)
mikozben z € M és p(z) < p(a) + h(p)

2.12 Definicié. Az (3) feladatsereg feltételi leképezésének (kiltséguetési
leképezésének) nevezzik azt a H : X* — P(X) azt a halmazértéki leképezést,
amelyre ¥ p € X* esetén

H(p) == {z € M : p(z) < p(a) + h(p)}.
Ekkor az (3) feladatsereg a kdvetkezd ekvivalens alakba irhato:

f(z) — max
mikdzben z € H(p)

2.13 Definicié. Az (3) feladatsereg megoldésleképezésének (keresleti leké-
pezésének) nevezzik azt az X : X* — P(X) halmazértéki leképezést, amelyre
VY p € X* paraméter esetén

X (p) := argmax g, f -

Amennyiben ¥V p € X* esetén X(p) # 0, akkor az X halmazértéki leképezés
egy x : X* — X szelekeidjdt az (3) feladatsereg egy megoldésfiiggvényének
nevezunk.

2.14 Megjegyzés. Az Arrow-Debreu elméletben az egyensily létezéséhez,
azaz a Kakutani-tétel alkalmazhatdsidgdhoz be kell ldtni, hogy a keresleti leké-
pezés fels6-Vietoris-folytonos. Ez a Berge-tétel alkalmazéasaval a koltségveté-
si leképezés Vietoris-folytonossdgabdl kovetkezik. Ennek a bebizonyitdsa te-
kinthetd az elmélet legmunkaigényesebb részének. Ennek soran hasznaljuk fel
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a pozitiv kezd6készletre (mds néven létminimumra vagy dontési szabadségra)
vonatkozd, viszonylag ersnek tekinthetd, kozgazdasagilag nehezen indokol-
haté feltételt:

Vpe X* drvektor esetén 3 b, € X, hogy p(bp) < p(a) + h(p) .

Az aldbbiakban az (3) feladatsereg H kéltségvetési leképezésének a Vietoris-
folytonosségat az (1) feladatsereg H koltségvetési leképezésének Vietoris-foly-
tonossdgahoz hasonléan, a bizonyitds némi médositasaval latjuk be.

2.15 Allitas. Legyen H : X* — P(X) az o halmazértékd leképezés,
amelyre Vp € X* esetén ¥V p € X* esetén

H(p) = {z e M:p() <1},

Tegytik még fel, hogy ¥V p € X* esetén I b, € X, hogy p(by) < 1. Akkor
H:X* > P(X) nemiires, konvex és kompakt erteku Hausdorff- folytonos,
igy Vietoris-folytonos leképezés.

Bizonyitds. Kénnyen léthaté, hogy V p € X* esetén H(p) # 0 , valamint
konvex és kompakt halmaz.

Legyen p € X* tetszéleges adott. Ekkor 3 o > 0, hogy p(b,) <1 —
ezért 3 61 > 0, hogy V g € B(p, 61) esetén ¢(by) < 1 — . Legyen & > 0
tetszoleges. Legyen K := maxyepm [|z]| + diamM. Legyen 0 < A < £ .

Mivel lims_o A(1 =) + (1= A)(1+68) = A1 —a)+(1—A\) =1-Aa <
1, azért 3 62 >0, hogy Ml—-—a)+(1—-XN(1+6) <1 . Legyen
b3 = rmn{&l, }. Ekkor V q1,92 € B(p,83) esetén V z € M mellett
92(@) — a1(2)] < 65 , fey 22(z) < q1(x) + 62 -

Legyenek q;,q2 € B(p,63) tetszOlegesek. Belatjuk, hogy ekkor V z; €

q1) esetén az zg9:=A-b, + (1 —A)-z; vektorra

(
(a) 22 € H(ga),

(b) [|lz2 — z1]| <&, ezért

(c) 21 € B(H(g), ) .

(a) Mivel az M halmaz konvex, azért zo € M. Tovdbbs q2(w2) = ga(A-bp +
(1=X)-21) = A- ga(by) + (1— X) (1) <AL — ) + (L A)ga(w1) + 6) <
Al =)+ (1 =XM1 +68) <1, azaz gow2) < 1, mivel zp € M is, azért
Iy € H(qg) i

(b) llwa—a]l = |[Abp+ (1 =A) -2y — 2| = [|Jag = X~ (bp — 1) — || =
Allbp — 1] € A - diamM < £ - diamM <.

(¢) Kévetkezik (a) és (b)-bol.

Ezek szerint H (1) C B(H(q) 1€) - A q) és ga szerepét felcserélve adédik,
hogy H(qe) € B(H(q1),¢) . Ezért H(q1) és H(qs) Hausdorfl-tévolsdga nem
nagyobb e-ndl, ahonnan g, = p vélasztassal adédik a H leképezésnek a p-beli
Hausdorff—folytonosséga. a

2.16 Allitas. Tegyik fel, hogy ¥V p € X* drvektor esetén fenndll a pozitiv
kezdbkészlet feltétele: I b, € X . hogy p(b.) < vla) + hip) .
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Akkor a (3) feladatsereg H : X* — P(X) koltséguetési leképezése konvex és
kompakt értékd, Hausdorff-folytonos, igy Vietoris-folytonos leképezés.

Bizonyitas. Egyrészt lithato, hogy H = Ho % ,ahol a : X* — IR az
a linedris leképezés, amelyre V p € X* esetén a(p) := p(a). Mésrészt mivel
H az elézb 4llitss szerint konvex és kompakt értékii, Hausdorff-folytonos,
igy Vietoris-folytonos leképezés, valamint az #dh folytonos fliggvény, azért a
kompoziciéjuk, azaz a H halmazérték(l leképezés konvex és kompakt értéki,

Hausdorff-folytonos, igy Vietoris-folytonos leképezés. O

3 A koltségminimalizalasi feladat

(Hicks-féle megkozelités)
Legyen f : IR} — IR, adott fiiggvény. Tekintsitk a kovetkezd, (v,p) €
R(f) x intIR7 paraméterparral paraméterezett feladatsereget:

(p, ) — min (4)
mikozben f(x) > v ésx € R}

3.1 Definicié. Az (4) feladatsereg feltételi leképezésének nevezzik azt a H :
R(f) — P(RY}), halmazértéki leképezést, amelyre ¥ (v,p) € R(f) x int %
esetén

H(v,p) ={z € R} : f(z) > v}.
Megjegyzés: A H(v,.) halmazértékil leképezés nyilvdn konstans.
Ekkor az (4) feladatsereg ekvivalens a kovetkezovel:

(p,z) — min
mikozben =z € H(v,p)

3.2 Definicié. Az (4) feladatsereg megoldasleképezésének nevezzik azt az
X : R(f) x intIR} — P(RY}), halmazértékd leképezést, amelyre V (v, p) €
R(f) x IntIRY} esetén

X(V7p) = a’rgrninH(u,p) <p7 >

Tegyiik fel, hogy ¥ (v,p) € R(f) x intIRY esetén X(v,p) # 0, ekkor az X
halmazértékii leképezés egy x @ R(f) x intRR} — IR szelekcidjdt az (4)
feladatsereg egy megoldasfiggvény ének nevezunk.
3.3 Definici6. Az (4) feladat értékfiiggvény ének azt az f* : R(f) xintR} —
TR fiiggvényt nevezziik, amelyre ¥ (v,p) € R(f) x intIR} esetén

f v,p) = inf (p,.).

H(v,p)
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Ha létezik x : R(f) x intIR} — R} megolddsfigguénye a feladatseregnek,
akkor V (v,p) € R(f) x intlRY} esetén f(v,p) = (0, x(v,p)) , dgy f~ =

<'a ) © (pr2)X)
3.4 Megjegyzés. Az értékfiigevény segitségével a megolddsleképezés a
kévetkez8képpen is megadhaté: V (v,p) € R(f) x int/R} paraméterpar esetén

X(v,p) = {z € H,p) : (p,z) = f (v, p)}.

3.5 Megjegyzés. A fenticket mind a fogyasztdsi elméletben mind a ter-
melési elméletben interpretdlhatjuk. A fogyasztési elméletben a fenticket a
kévetkezoképpen interpretdlhatjuk: Tekintsiink egy gazdasdgot, amelyben
tegyiik f6l, hogy egy fogyaszténak van egy fogyasztési halmaza, ez legyen
IRY. Jelolje z € IR} a fogyasztdsi javaknak, p € intIRY pedig ezen fo-
gyasztasi javak drainak vektordt. A fogyasztéd rendelkezik egy f R} — IR
hasznossdgi fiiggvénnyel. A fogyaszté a fogyasztdsi javainak vektordt gy
hatdrozza meg, hogy minimalizdlja a (p,z) kéltségét, mikézben legalabb v
megkivént hasznossdgi szintet ér el. A (4) feladatnak a kordbbi (1) fela-
dattal ellentétben a termelési elméletben is adhaté egy interpretéciéija. Te-
kintsiink egy gazdasdgot, amelyben tegyiik 61, hogy n input felhasznéléséval
egyetlen outputot allitunk el6. A technolégidt egy f termelési figgvény
irja le, ami azt jelenti, hogy egy adott periédus alatt az z n-dimenzids in-
putvektor felhasznéldsdval legfeljebb f(2) mennyiségii output allithaté els.
A termeld \gy hatérozza meg az termelési tényez8k inputvektorat, hogy
minimalizdlja a (p,z) kéltségét, mikozben legalibb v mennyiséget termel.
A fenti esetekben a (4) feladatot koltségminimalizdldsi feladatnak, az X :
R(f) x intIR} — P(IR}) megolddsleképezést Hicks-féle vagy kompenzélt
keresleti leképezésnek, az f* : R(f) x intIR} — IR értékfiiggvényt kiaddsi-
vagy feltételes koltségfiiggvénynek, Vp esetén a 01 f (., p): R(f) — IR de-
rivaltfiiggvényt (feltéve, hogy ez létezik) hatdrkoltségfiiggvénynek nevezziik.

3.1 A feltételi leképezés tulajdonssgai

3.6 Allitas. Az f: R} — Ry figgvény pontosan akkor felilrél félig
folytonos, ha H : R(f) x intIR} — P(IR}), zdrt grdfi.

Bizonyitas. Szikségesség: Legyen az f feliilrél félig folytonos, és (Un, Py Tn)
graph H-beli sorozat, azaz ¥ n-re f(z,) > v,,. Tegyiik fel, hogy (vn, pn, zp) —
(v,p,z), ekkor f(z) = f(limz,) > limsup f(z,) > limv, = v, azaz z €
H(v,p), azaz (v,p,z) € graphH .

Elégségesség: Mivel a H zért grafii, azért zart értékd is, azaz az f~1[v, 00)
halmazok zartak, azaz az f feliilrél félig folytonos. O

3.7 Allitss. Legyen az f: R} — IR, figguény fehilrél félig folytonos,
ekkorV (v, p) € R(f)xintIR} esetén3 K > 0 szdm és 3 U x B(p, §) kornyezet,
hogy

1.V{(u,g)elU x B(p. 8 esetén X(u.o)  Hluw o)A BO K-
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2. legyen H : U x B(p,6) — P(R}) az a halmazértéki leképezés, amelyre

V (i, q) € U x B(p, ) esetén H(p,q) := H(p,q) N B(0,K), ekkor a H
kompakt értékii, felsé-Vietoris-folytonos leképezés;

3. Y (u,q) € U x B(p, 6) esetén f*(n,q) = infr(u,q{e,.) = infg, g, ),

4V (nq) € U x B(p,6) esetén X(u,q) = {z € H(u,q) : (g,7) =
)}

Bizonyitds. 1. Legyen (v,p) € R(f) x intIR} tetszlleges adott. Ekkor
Ja>0,hogyVk=1,...,n esetén py > o, ezért 36 > 0, hogy V ¢ € B(p, §)
mellett V k£ =1,...,n esetén g > §. A kovetkezd két eset lehetséges:

I eset: 3xg € R}, hogy f(zo) > v. Ebben az esetben legyen U := (o0, v),
ez kornyezete v-nek.

II. eset: v =maxR(f), ekkor 3 zg € IR}, hogy f(xo) = v. Ebben az esetben
legyen U := (—oo, v], ez R(f)-beli kornyezete v-nek.

Legyen (u,q) € U x B(p,§) tetszbleges. Ekkor egyrészt zo € H(u,q).
Mésrészt  (g,20) < llg|l - [lzoll < (llpll + 8) - l|zoll - Legyen z € X(u,q)
tetszbleges, ekkor (g, z) < (g,zo0). A fentiek szerint

o n o 3
Zxll; = § —r. < E = < < +0) - ||
2 | (51 Z ka = - QrTk <an> . (q,:l:o) . (Hp” 6) “TOH:

ezért ||z|| < K := v22(||p|| + 8)||2ol| , azaz X(v,p) C B(0,K). Ezek szerint
X(w,q) € H(p,q) N B(0,K).

2. Mivel a H zart grafu, azért a H is az, valamint H értékei benne vannak egy
adott kompakt halmazban, azért fels6-Vietoris-folytonos, tovabbd ugyanezért
nyilvdn kompakt értéki.

3. Ez abbdl kovetkezik, hogy egyrészt 1. szerint V (1, q) € U x B(p, 6) esetén
X(i,q) C H(u,q), mésrészt f™(u,q) = f(x(w,q)), ahol x(p,q) € X (1, q) -
4. A 3 megjegyzés szerint V (v,p) € R(f) x intIR] paraméterpar esetén
X(v,p) = {z € H(v,p) : (p,z) = f*(v,p)}, igy ez kovetkezik 3.-bol. O

3.8 Allitas. Ha az f: R} — R, fiiggvénynek nincs lokdlis mazimuma
(példdul szigorian monoton novekvd), akkor a H : R(f)xintIR} — P(IR%),
leképezés alsd-Vietoris-folytonos.

Bizonyitds. 1. Legyen (v,p) € R(f) x intIR} tetszéleges adott. Legyen
G ¢ IR? nyilt halmaz, amelyre H(v,p) NG # 0, ekkor 3 = € H(v,p) N G,
azaz f(z) > v és x € G. Mivel az f|e-nek z-ben nincs maximuma, azért
Jy € G, hogy f(z) < f(y). Ekkor U := (0, f(y)) kornyezete v-nek, tovibbd
V i € U esetén f(y) > v, ezért y € H(p,p), ezért y € H(u,p) NG, gy
H(p,p) NG # 0, azaz ¥V p € U esetén H(u,p) NG # 0, azaz a H(.,p)
leképezés alsé-Vietoris-folytonos v-ben. Mivel a H leképezés p-ben konstans,
azért a H leképezés alsé-Vietoris-folytonos (v, p)-ben, mivel (v, p) tetszéleges,
azért az egész értelmezési tartomanyon. 0.
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3.2 A megoldéasleképezés tulajdonsigai

A (4) feladatsereg megoldssleképezése (keresleti leképezése) a kdvetkezs tu-
lajdonsagokkal rendelkezik.

3.9 Allitas.

(1) Haaz f: R} — Ry figguény kvdzikonkdv, akkor X : R(f) xintIR} —
Peonv(IR}) konver értékit, azaz X(v,p) C P(IRY) konvex halmaz min-
den (v,p) € R(f) x intRY} esetén.

(2) Haaz f: R} — IRy fiigguény szigoriian kvdzikonkdv, akkor X értékei
egyelemi halmazok, azaz X = x : R(f) x itk — Ry fiiggvény, azaz
V (v,p) € R(f) xintIR"} esetén 3! x(v,p) megolddsa az (4) feladatnak.

Bizonyités. (1) és (2) Legyen (v,p) € intIR} X intIR"} tetszleges adott.
[[Allz’tds: Legyen az f : IR} — IR fiiggvény kvizikonkdv, (ebben az eset-

ben H(v,p) = IR} N f~1[v, 00) konvex halmaz), akkor az argming, ., (v, -)

halmaz a H(v,p) halmaz extremalis halmaza.

Bizonyitds: Legyen x € argmin Hvp) (D, ) tetszdleges, ekkor ha u,v € H(v,p)

olyan, hogy valamely A € (0,1) esetén Au+ (1 — A\)v = z, ekkor

A(p,u) + (1 - )\)(]),’U) = <p5 Au + (1 - /\)1)) = (p,.’L> - )\<p,117> + (1 - A)(p,m),
igy A({p,u) = (p,2)) + (1 = N{p,v) ~ (p,x) = 0, mivel (p,u) — (p,z) >
0 és (p,v) — (p,z) > 0, azért (p,u) = (p,z), és (p,v) = (p,x), azaz u €
argming,, ) (p,.) és v € argmingy,, ., (p, .).]]

Ebbdl kovetkezik, hogy ha az f kvézikonkév, akkor argmin H(vp) (P, -) kon-
vex halmaz. Tovabba az f : IR} — IR fiiggvény szigorian kvazikonkdv
pontosan akkor, ha f~[v,00) C IR! szigordan konvex halmaz, azaz minden

extremalis halmaza singleton, ezért a H(v,p) = R} N f~1[v,00) halmaz is
szigorian konvex, ezért az argmin H(wp) (P, -) halmaz singleton. O

3.3 Az értékfiiggvény tulajdonsagai

Ha csupén azt tessziik is fel, hogy 1étezik az (4) feladatnak megolddsa, azaz
az f fiiggvény felilré] félig folytonos, az értékfiiggvénye mar akkor is szdmos
szép tulajdonsdggal rendelkezik.

3.10 Allitas Ha az R} — IRy fligguény felilrdl félig folytonos (azaz az
[y, 00) C R} halmaz zdrt), akkor

1. az f*: R(f) x mtRT — IR értékfiigguény

(a) nemnegativ,
(b) véges értéki,
(c) alulrél félig folytonos,

2. Y peintlR} esetén az .. 0): R(F) — IR fiigovény
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(a) monoton névekedd,
(b) ha 0 € R(f), akkor f~(0,p) =0,
(c) ha sup f = oo, akkor lime, f/(.,p) = oo,

8.V v € R(f) esetén az f*(v,.) : ntRR} — IR fiigguény

(a) pozitivan homogén
(b) konkdv,
(¢) monoton novekedd.

(d) folytonos.

Bizonyitas. 1. (a) Mivel V (v,p) € R(f) x intIR} esetén f"(v,p) =
inf g, py (P, .) , ahol H(v,p) = R} N f iy, 00) , azért f (v,p) >0.

(b) és (c) A 3.1 3. szerint V (v,p) € R(f) x intR} pontnak 3 U x B(p, )
kornyezete, hogy V (i, q) € U x B(p, §) esetén

fMuq) = inf (p,.),
H(p,q)

tovabba ugyanezen 3.1 4llitds 2. szerint ebben a kornyezetben a H feltételi
leképezés kompakt értékii, fels6-Vietoris folytonos. Ezért egyrészt f(v,p)
véges érték. Masrészt a Berge-tétel szerint, mivel infimumot vesziink, f*
alulrél félig folytonos ezen a kornyezeten, igy a (v,p) pontban is, de ez
tetszéleges volt, igy f* alulrdl félig folytonos az értelmezési tartomanyan.

2. Legyen p € intIR!} tetszdleges adott.

(a) Ha vy < v, akkor [vy,00) D [v2,00), igy fi[r1,00) 2 f~t{re, ), igy
H(Vlap) 2 H(VQap)v ezért ian(l/l,p)(p, > < ian(uz,p)<p1 '>7 azaz f/\(l/l,p) <
f/\(]/% p)

(b) Egyrészt a fentiek szerint f*(0,p) > 0, mdsrészt 0 € H(0,p), ezért
f20,p) < (p,0) =0.

(c) Indirekt médon tegyiik fel, hogy 3 v — oo sorozat, és K > 0, hogy V k
esetén f" (v, p) < K. Ekkor V k esetén Jzy, € H (v, p), amelyre (p, x) < K.
Mivel p > 0, azért az (zy,) sorozat korldtos (ugyanis V k és j =1,...,n esetén
7:,&J ) < K). Mivel az f feliilr8l félig folytonos, azért az f(zy) sorozat korldtos,
ugyanakkor f(zy) > vy és vy — oo.

3. Legyen v € R(f) tetszSleges. Ekkor a p — H(v,p) = R} N f~!{r,00)
halmazértékii leképezés konstans, jelolje ezért az aldbbi bizonyitasok sordn
H(v,po) := R} N f~[v,00) ezt a halmazt, ahol py € intIRY, tetszOleges
rogzitett.

(a) V A > 0 esetén fA(r,A-p) = infhpp)(A-p,) = A infpp0)(p,) =
A f/\(V’ p) :

(b) fA(v,.) = o (|H(v,po)), és ismert, hogy az alsé tdmaszfiiggvény konkdv.
Részletesen: Legyenek pi,p2 € intRY, A € [0,1], ekkor
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A, Ap1 4 (1= Npa) = inf gy ey (Ap1 + (1= N)pa, ) > Ninf g0 (p1, ) +
(1 . )\) iIlfH(U’PU)<p2, > — )\f/\(l/,pl) + )\f/\(lj,pg) .

(c) Mivel V (v,p) € R(f) x int/R} esetén f*(v,p) = infy( p,)(p,.) , azért
ha py < py, akkor f*(v,p1) < f*(v,p2) -

(d) Mivel konkdv és véges, azért folytonos int/R’}-on. O

3.11 Megjegyzés. Altaldban az értékfliggvénynek csak a v-beli alulrdl félig
folytonossagat szoktak beldtni, de ez a fentiek szerint igaz egyiittesen is. S6t
az egylttes folytonossdg is viszonylag gyenge feltételek mellett belathatd,
amelyet dolgozatunk {6 eredményeképpen az aldbbi tételben rogzitiink.

3.12 Allitas. Ha az f: R} — IRy fiigguény feliilrél félig folytonos,
valamint nincs lokdlis mazimuma (példdul szigorian monoton novekvd), akkor

1. az f: R(f) x intIR} — IR értékfigguény folytonos,

2. az X : R(f) x intlR} — P(R}) megolddsleképezés felsi- Vietoris-
folytonos.

Bizonyitas. 1. A 3.1 Allitds szerint a H feltételi leképezés alsé-Vietoris-
folytonos, ezért a Berge-tétel szerint a — f* alulrdl félig folytonos, ezért az
értékfliggvény feliilrél félig folytonos. (Most nem szilikséges, hogy a H feltételi
leképezés kompakt érték{l legyen, mert alsé Vietoris-folytonossig esetén ez
csak az értékfliggvény végességéhez kell, de az el6z8 éllitds ezt mdr tigyis
biztositja.) Az eldzé 3.3 4llitds szerint pedig f” alulrdl félig folytonos is,
ezért folytonos.

2. A 3.1 allitds 4. szerint V (v,p) € R(f) x int/R} pontnak létezik olyan
U x B(p, 6) kornyezete, hogy V (11,q) € U x B(p,6) esetén X(p,q) = {x €
H(p q) : {g,2) = fA(w,q)} = H(p, @) N{z : {g,2) = f*(i,q)}. Mivel az
[ folytonos, azért a fenti szinthalmaz zdrt grafi, valamint H felsd Vietoris-
folytonos, ezért a metszetiik is felsé Vietoris-folytonos. O

Végiil szeretnék kdszonetet mondani Kénnai Zoltdnnak a dolgozat meg-
irdsa sordn nyujtott tdmogatasaért.
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CONSTRAINT EXTREMAL PROBLEMS IN MICROECONOMICS

Both in production and consumption theory we can describe the behavior of agents
of an economy by optimization problems. It twrns out that such problems can be
formulated simultaneously as maximization and minimization problems in a dual
way. According to Marshall’s approach the consumer possesses a utility function,
and intends to maximize this function subject to his budget set which is determined
by the prices of the commodities and the wealth of the consumer. On the other
hand Hicks proposed an approach such that the consumer minimizes his/her budget
subject to his/her utility level. Our main goal is to examine the mathematical
background of the two dual approaches.






