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A RACKEVEI (SOROKSARI) DUNA-AG VIZMINOSEGI
MODELLEZESE TOBBSZEMPONTU DONTESI
MODSZEREK FELHASZNALASAVAL!

BALLA K., KERI G., NEMETH E., RAPCSAK T., SAGI Z., TOTH T.
ES VERRASZTO Z. _
MTA SZTAKI és KDV KOFE

1 Kornyezetvédelem és dontéselmélet

Az utébbi években a kornyezeti problémék vizsgalata viligszerte donté je-
lentéségiivé valt, és ennek eredményeképpen a technikai fejlddés egyik hajtéd-
motorja lett. Nagyon fejlett mddszertan alakult ki részproblémak vizsgdlatara,
ugyanakkor a kornyezeti problémdk megolddsa —a tobbszintli, csoportos
dontéshozatali eljardsoktdl kezdddden, a dontések megfeleld szakmai szin-
teken valé megjelenitéséig és megolddsiig, esetenként tobbszor is visszatérve
ugyanazon szinteken ugyanazon kérdésekhez— nincs megfeleléen tdmogatva.
Ennek csalhatatlan jele, hogy jéllehet konkrét kornyezeti problémakndl a leg-
kiilénbozébb dontési szinteken a legkilénbdzobb informacidkra lenne sziikség
a legkiilonbozébb formdkban, ehelyett az esetek tobbségében minden szin-
ten nagy terjedelmi, komplex tanulmdnyok jelennek meg. A tanulményok
altalaban egy adott iddszakot dolgoznak fel a rendelkezésre 4ll6 adatok és
bonyolult Osszefliggések alapjan. A dontéshozatal gyakran tobb hénapot,
esetleg tobb évet vesz igénybe, viszont a papiron térolt informaciék csak igen
koriilményesen mddosithatdk. fgy azok nem alkalmasak a dontéshozatali
eljards ideje alatt bekovetkezd, elére nem lathaté események, a dinamiku-
san valtozé adatok és az ezen adatokbdl az Osszefliggések segitségével levont
kovetkeztetések figyelembevételére.

Tébb mint tiz éve elfogadott tény, hogy a teljes dontéshozatali folyamatot
kell tAmogatni, a dinamikusan véltozé adatokat az igényeknek megfeleld adat-
bézisban kell tarolni, dinamikus 6sszefiiggések segitségével kell az eredménye-
ket megjeleniteni. A dontéshozatali folyamat szoftveres tdmogatdsa tehdt
manapsdg mar nélkilozhetetlen. Ennek hidanydban ugyanarrdl a témdrdl
egyre-masra szilethetnek djabb és djabb tanulmanyok, pirhuzamosan akér
tobb is. A jelenleg alkalmazott mddszertan mdsik nagy hidnyossiga, hogy
nem tesz éles kiilonbséget a kiillonbozé dontési szintek kozott, aminek ko-
vetkeztében az egyes hierarchikus szinteken nem a sziikséges informdcidk és
nem az adott szintre jellemz6 gondolkoddsmaddnak és szemléletnek megfeleld
formédban dllnak a dontéshozdk rendelkezésére, ami a munka hatékonysdgat
nagymértékben rontja.

1 Beérkezett: 1999. szeptember 19.
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Ezt latva kereste meg az MTA SZTAKI Operécidkutatds és Dontési Rend-
szerek Osztalydt a Pest Megyei Kereskedelmi és Iparkamara, hogy az elébh
véazolt problémékat kikiiszobolve modellezziik a Rackevei (Soroksari) Duna-
ag (a tovabbiakban RSD) vizhdztartdsdt, amire 11j modszertant és szoftver-
rendszert dolgoztunk ki. Osztdlyunk hosszi 1d6 6ta foglalkozik dontéstdmo-
gatdssal és kornyezeti modellezéssel, 1d. [2]-[12], Verraszté Z. pedig kornyezeti
modellezéssel, 1d. [15]-[19].

2

Uj déntési technolégia

Az RSD Duna-ig vizhdztartisival kapcsolatban kidolgozott doéntési tech-
nolégia lépései a kovetkezok:

1

A célok minél pontosabb, verbdlis megfogalmazdsa a probléma megol-
dasaért felelOsséggel tartozd dontési forumon.

. A célok szempontjibdl relevans jellemzok azonositasa, esetleg tobb kii-

161h6z6 dontési szinten.
A jelenlegi helyzet vizsgilata a célok fliggvényében, ezen beliil

a) a szitkséges paraméterek jelenlegi értékének meghatdarozasa;

b) a kiilsé hatdsok azonositésa (pl. befolyd szennyvizek mennyisége
és Osszetétele, vizkivételek, dunai tapviz);

c¢) a vizsgdlandé dinamikus folyamatok modellezése (pl. transzport
folyamatok).

A szabdlyozdsi pontok és lehetséges cselekvési tervek, intézkedések azo-
nositdsa (pl. szennyviztisztitok épitése/fejlesztése, iszapkotrds, hal-
telepités, zsilipek miikodési rendje).

Modellalkotéds, ezen beliil a hatdsmechanizmusok vizsgdlata és a jellem-
76k szdmszer( eldrejelzése a megadott szcendridkra. Ezzel osszefliggés-
ben

a) a vizsgdlatokhoz alkalmazott terjedési modellt és annak megolda-
sat az ammodnium és a fenol esetére bemutatva, az Al fliggelékben
ismertetjik;

b) az oxigénhaztartdsra vonatkozé szamitdsokat az A2 fiiggelékben
kozoljuk.

. A modellek alkalmazdsa a szdmba johets intézkedéscsomagok hatasdnak

elérejelzésére.

. Az eredmények vizualizalasa.

. Az intézkedéscsomagok értékelése és/vagy Osszehasonlitdsa miiszaki és

gazdasdgi szempontokat figyelembe véve, a dontésért felelés férumon.
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Erdemi véltozdsok esetén természetesen ismételten vissza lehet térni ugyan-
azokhoz a lépésekhez (pl. 1, 4 és 8).

A kidolgozott déntési technoldgia egyes lépéseinek szoftveres tamogatdsdra
programcsomagot dolgoztunk ki, ennek segitségével végeztiik el a fenti déntési
technolégia alkalmazdsdt.

3 Vizmindség javitds a DPSZ szennyvizének
atvezetésével a Dundba

Az RSD vizét ersen szennyezi a Dél-pesti Szennyviztisztité (a tovabbiakban
DPSZ) szennyvizének bevezetése. Ezért az alabbi példdban azt mutatjuk
meg, hogyan lehetne a Dundba torténd dtvezetésére vonatkozd dontést az
elébbiekben megadott ddntési technoldgidval elékésziteni.

1. Az els6 1épésben a megfeleld dontési férumon kitiizik a stratégiai célt,
mégpedig a vizmindség és az idiilés feltételeinek javitdsit az RSD-n.

2. A relevans jellemz6k meghatdrozdsa az MSZ 12749:1993 szabvény, va-
lamint a fiirdévizekre és a horgdszatra (azon beliil a ” pontyos” vizekre)
vonatkozé Eurépai Unié 76/160/EEC szdmu, ill. 78/659/EEC szamt
direktiva alapjan (Id. 2. és 3. tdbldzat) torténhet.

A vizminGség szempontjabdl relevéns jellemzéket a szabvény alapjdn,
megfelelé bontdsban, fastruktirdba rendezve kozoljiik az 1. tabldzathan
— azokat a csoportokat kihagyva, amelyek vonatkozdsdban nem volt
kimutathaté és valdsziniileg a jovében sem lesz vdrhaté szdmottevd
terhelés.

Fontosnak tartjuk, hogy a direktivaban nem szabalyozott, de a vizi é15-
vildg kovetelményrendszerénél hatdrértékkel rendelkezé komponensek
(Id. [1]) is szerepeljenek, hiszen Magyarorszdgon ezek is okozhatnak
problémét (4. tébldzat).

3. Ebben a példdban a jelenlegi helyzetbdl kovetkezett tobbek kozott a
foszlor, az ammdnium, a fenolok, a biokémial oxigénigény és a levegd
szennyeztdés vizsgilatdnak a sziikségessége. M4s jellemzdk is fontosak
voltak, de a modellek alkalmazésdit ezen elemeken keresztiil mutatjuk
be.

4. A szabélyozdsi pontok koziil csak egyet, a DPSZ szennyvizének a Du-
néba torténd atvezetését tekintjiik.

5. A vizsgalatokhoz sziikséges modellek és megolddsuk részletes lefrdsa
megtaldlhaté [13]-ban. A terjedési és oxigénhdztartdsi modellt és azolk
megoldasat az Al és A2 fliggelékben ismertetjiik.

6. A projekt keretében elkészitett programcsomag segitségével a modelle-
ket megoldottuk.
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7. Az eredmények vizualizaldsa digitdlis térképek segitségével tortént, ahol
az RSD egyenes szakaszokkal torténd kozelitésével szamitott eredmé-
nyek illesztése és simitdsa jelentett specidlis nehézséget. Az amméniumra,
a fenolokra és a levegdszennyezédésre vonatkozd eredmények a csatolt
térképeken (1-6. dbra) lathatok.

8. A DPSZ szennyvizének a Dundba torténo atvezetése a modell szamitdsai
szerint az aldbbi kedvezd hatdsokat eredményezi:

Az 1-4. abrik térképel alapjén megéllapithatd, hogy ammodnium szem-
pontjdbdl az RSD a DPSZ-ig 1., alatta IV. osztalyd; fenolok szem-
pontjabdl a DPSZ-ig II. osztilyd, a DPSZ és Majoshaza kozott IIL
osztalylt, Majoshdza alatt ismét I1. osztalyt.

A DPSZ szennyezésétél mentes helyzetben a folyé mindkét szennyezd
komponens szempontjabdl homogén, mégpedig II. osztalyd, ami az EU
direktivaknak is megfelel.

A rendelkezésre 4ll6 adatokbdl megallapithaté [14], hogy a foszforter-
helés donté mértékben a dunai tapvizhél keriil be az RSD-be, a Kvassay-
zsilip feldl.

A levegszennyezddésre vonatkozo 5. és 6. dbra térképeirdl leolvashato,
hogy a nitrogén-oxidok esetén erésebb, a szilard nem-toxikus szennye-
z6dések esetén gyengdbb regiondlis hatds érvényesiil.

A leveg8szennyezési dbrdk arnyaldsdnak értelmezése: Fehér szin 0 kon-
centraciét jelent; a szinskala alsé harmadandl lathaté vildgosabb sziirke
drnyalat az immissziés hatarérték felét (nitrogén-oxidokndl 75 pg/m3,
szildrd nem-toxikus komponens esetén 50 pg/m® koncentréaciét), a skdla
felsd harmadénal levé sotétebb sziirke drnyalat az immisszids hatdrérté-
ket (150, ill. 100 pg/m? koncentraciot) jelent. A fekete szin a térképen
eléfordulé legmagasabb koncentracié értékét, de legalabb a hatarérték
mésfélszeresét reprezentalja. A kozbeest értékeknek a kézbeesd arnya-
latok felelnek meg, folytonos dtmenethen. (A figyelembe vett hatérér-
tékek az MSz 21854-1990 szabvény szerinti, védett 1. levegOtisztasag-
védelni kategéridra vonatkozd 24 6rds immisszids hatérértéket jelentik.)

A biokémiai oxigénigényt a huzamosabb zépor okozta diffiiz szennyezd-
dés hatdsaként vizsgltuk, mivel a vizsgdlt idészakot megel6zden hal-
pusztulds tortént az RSD-n. A 9. dbra mutatja az RSD vizhozamdanak
varhatd alakuldsit, a 10. abra pedig az ennek kovetkeztében varhatéan
kialakulé oxigénigény és oldott oxigén koncentracidkat. Lathatéd, hogy
az RSD alsé szakaszan az oldott oxigén szintje kritikus mértékben
lesiillyed. (Az MSZ 12749:1993 szami szabvény szerint 4 mg/1-t megha-
ladd érték szamit tiirhetének, 3 mg/1 alatt pedig erésen szennyezettnek
mindsiil a viz.)

Osszefoglalésként hangsilyozzuk, hogy a kidolgozott déntési médszertan
és az elkésziilt programcsomag adaptdlhaté més kornyezeti problémék meg-
oldaséra is.
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A1l. Az alkalmazott terjedési modell ismertetése

Valamely vizfolydsba bevezetett szennyezbanyag elkeveredése a transzport-
egyenlet alapjan irhat6 le. Néhany praktikus egyszeriisitd feltétel kikotésével
(permanens elkeveredés feltételezése, keresztiranyd konvekcids terjedés elha-
nyagoldsa, dllandé sebesség feltételezése sth.) a transzportegyenlet a kovet-
kezé alakot 6lti:

de e
v—=D—, Al1l
Oz Ay ( )
ahol
o x avizfolyds irdnydba mutatd, y pedig a keresztirdny1 (tehat a partokra
merdleges) térkoordindta,

e caz (x,y) ponthoz tartozd szennyezbanyag-koncentracionak a fliggéleges
irdnyban (azaz killonbézd mélységekre) dtlagolt kozépértéke,

o v az Aramlési sebességnek hasonlé mddon atlagolt értéke,
e D az y iranyd médositott diszperzids tényez6 (lasd Somlyddy [20]).

Az RSD-re alkalmazott terjedésmodellezésnél is az (A1.1) egyenletbél in-
dultunk ki, melyet tetsz6leges (g, yo) esetén kielégit a

1 v
VT — 10 R [_ 4D (z — xg
fuggvény. A tikrozési elv alkalmazdsdval tetszéleges véges szdmn (zk, yi)

koordinatéju, M}, intenzitast szennyezoforras esetén a szennyezbanyag-kon-
centraciot a

CcC =

(- w)’ (AL2)

Z M, 1 iex _U(y%—ZnB—yk)z] N
2hy/mDv T — Tk S 5  4D(x — )

CcC =
kix>x
b (A1.3)
M, 1 & v(—y + B + 2nB — y)?
N S exp |-
S 2h/wDv VT — T = 4D(x — @)

kozelitoé formulaval szamolhatjuk, ahol h a viz mélysége, B pedig a szélessége
(szakaszonkénti dtlagértékekkel szdmolva).

Mivel az RSD-nek nem elhanyagolhatd gorbiiletei vannak, ezért a modell
alkalmazéisdhoz a folyd gorbevonali kozépvonalat el6bb egyenes szakaszokbdl
allé tértvonallal helyettesityitk, ezutdn a kozelito tértvonalhoz egy gorbevona-
It (€,7) koordindtarendszert illesztiink, ahol £ a kiinduléponttdl szdmitott
vonalhossz, 1 pedig a tortvonaltél mért eldjeles tavolsag. Ezt a gérbevonala
koordindtarendszert egy derékszogl koordindtarendszerre illesztve, a tortvo-
nalat mintegy kiegyenesitve, alkalmazni tudjuk az egyenes vonald vizfolydsra
érvényes modellt és formuldkat. Természetesen ezéltal a mddszer kozelitd
jellege még hangsilyosabbd valik.
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A modell szdmitégépes programja Pascal nyelven késziilt. A programot 3
kiilonbozé szennyezdanyagra futtattuk, mindhdrom anyagra két valtozatban.
Az egyik véltozatban a jelenlegi 3 {8 szennyezdforrds (Kvassay-zsilip, DPSZ,
Gy4dli patak) figyelembevételével, a mésikban viszont a DPSZ terhelésének fi-
gyelmen kiviil hagydsdaval, tehét csak a Kvassay-zsilip fel8l és a Gyali patakbdl
ered6 szennyezOanyag-terhelés alapjan, az igy elképzelt esetre. Ezéltal meg-
tudhatjuk, milyen vizmindség-javulds érhetd el, ha a DPSZ tisztitott szenny-
vizét atvezetik a nagy-Dundba.

A programot a kovetkezd adatokkal futtattul.

a) Szennyezbkomponenstél fliggetlen adatok:

e keresztirdnyu diszperzids tényez6 (D = 0,2m?/s),

e a dunadg geometriai adatainak tdblazata szelvényenként, a mint-
egy 50 szakaszbdl allé kozelité tortvonalnak megfeleld bontdsban.
A geometriai adatok tdbldzatdban 120-320 m vizszélesség, 1,4-4
m vizmélység és 19-22 m?/s vizhozam adatok szerepelnek. En-
nek megfeleléen a vizfolyas atlagos sebessége a legtobb helyen
0,03-0,04 m/s korilli érték. (A Kvassay-zsilip kozelében ennél
nagyobb, a Tassi zsilip kozelében, ahol a folyéag egyre jobban
kiszélesedik, ennél kisebb a vizfolyds sebessége.) A programban
az input tablazatban levd adatok csiszd atlagaival szdmoltunk.

e A szennyezéforrasok helye az alkalmazott koordindtarendszerben
(Kvassay-zsilip, DPSZ bevezetése, Gydli patak bevezetése).

b) Szennyezdkomponensenként eltéré adatok:

e Terhelési hatérértékek (az érvényben levé magyar szabvanybdl
véve): Amménium vonatkozdsdban 0,2 g/m? koncentrécisig kivald
(L. oszt.); 0,5 g/m>-ig j6 (IL. oszt.); 1,0 g/m>- ig tiirhetd (I11. oszt.);
2,0 g/m3-ig szennyezett (IV. oszt.); 2,0 g/m?> f6lott erésen szeny-
nyezett (V. oszt). Fenolok vonatkozdsdban 0,002 g/m3-ig kivalé
(I oszt.); 0,005 g/m3-ig j6 (II. oszt.); 0,01 g/m>-ig tiirhetd (IIL
oszt.); 0,02 g/m>-ig szennyezett (IV. oszt.); 0,02 g/m3 f6l6tt erésen
szennyezett (V. oszt).

e Szennyez6forrasok intenzitdsa (egy adott iddponthan mért értékek):
Amménium terhelésre vonatkozdan a Kvassay-zsilipnél 5,64 g/s, a
DPSZ-nél 19,07 g/s, a Gyali patakndl 0,64 g/s. Fenol terhelésre
vonatkozdan a Kvassay-zsilipnél 0,0561 g/s, a DPSZ-nél 0,038 g/s,
a Gydli patakndl 0,012 g/s.

Mivel a DPSZ-tél szarmazé ammoénium terhelés lényegesen nagyobb az
egyéb szennyezdforrdsok hasonld adatandl, a fenol terhelésre viszont ez nem
all, ezért a fenti adatok alapjan szdmolds nélkiil, elére lathatd, hogy a DPSZ
vizének a Dundba torténd atvezetése jelentés mértékben javithat az RSD
ammdnium-szennyezddésén, viszont kevésbé latvanyos véltozds varhaté a
fenol- szennyezodés esetében.
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A futdsok eredményeit tartalmazd 1-4. dbrdk térképeirdl szinskéla alap-
jan leolvashaté szennyezettségi értékek teljes mértékben egybevignak ezzel
az elozetes vdrakozdssal.

A szamitasok menete a kovetkezo.

(i) Kiszdmitjuk a folyé kozépvonaldnak tortvonali kozelitését definidlé
(X1. 1), (X2, Ys), ..., (X4, Y;), toréspontokat dsszekotsd, egyenesnek tekintett
folydszakaszok hosszat és irdnyszogét az

Ry = J(Xij1 — X3)2 4 (Vi — Y5)2,
Xip1 — X; = Ricosp; (Al4)

Yiy1—Y, = Rysing;

1=1,2,...,t — 1 formuldk alapjan.

(i) Kiszdmitjuk minden egyes (zy,yr) szennyezéforrds koordindtait a
tortvonalra illeszkedé gorbevonali koordindtarendszerben. Ehhez olyan i
indexet kell keresniink, melyre fennall

0<(X;—zy)cosw; + (Vi —yi)sing; < R;

B ) B AlS5
—5S(K—yk)coscpi~(Xi~wk)smtpiSE (AL5)
A mdsodik egyenl6tlenségpdr annak ellenérzésére szolgdl, hogy a szennyezd-
forrds valamelyik part mentén vagy a partokon belill legyen. Ebben az eset-
ben az (xy, yx) szennyezdforrds gorbevonald koordindtai:

1—1
& = ZR, + (X, — xp) cosg; + (Vi — y) sineg;
= (A1.6)

me = (Y; — yi) cos i — (Xi — i) sinp;

(iii) A sik (z,y) pontjaihoz tartozd szennyezbanyag-koncentricié kiszami-
tdsa. Az el6z6hoz hasonld médon ellenérizziik, hogy az (x,y) pont értelmez-
het6-e, mint a vizfolyds partmenti vagy belsé pontja, azaz, hogy fennill-e

0<(X;—z)cosg; + (Y; —y)sing; <R, ,

B Al.7
—gS(Yify)coscpi—(Xi—a:)singoigE ( )
valamilyen 4 indexre. Ha mem, akkor c(z,y) = 0, ha igen, akkor viszont

legyen

1—1
€= R+ (X;—=a)cosp; + (Y, —y)siny; ,
JZ—; (A1.8)

n=(Y; —y)cosp; — (X; — x)sing; .

Ezutén az (z,y) ponthoz tartozé szennyezéanyag-koncentracié az (A1.3) for-
muldval szdmithatd, a (§,n) ill. (&, n,) gérbevonali koordindtdk behelyette-
sitésével.
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A szennyezbanyag-koncentracidk térképen vald dbrdzoldsdhoz a toréspon-
tok és a szennyez6forrasok helyeit egyardnt pixelben célszerti megadni. A ko-
ordinataik igy a térképrol leolvashatdk. A koordindtdk pixel jelolésével szem-
ben més adatok esetén (pl. folydszélesség, vizmélység) a metrikus szamértélke-
ket célszeri meghagyni, hogy a koncentrdciék szdamitdsa érvényes maradjon.
Ezért a formuldk egy része kiegésziill egy a ardnyossigi tényezdvel, amely
azt fejezi ki, hogy a szdmitégépen tarolt térképen egy pixel a valésdgban
hany méternek felel meg. Ezért mindjart a szamitas kezdetén az (i) ponthan
szereplé (Al.4) formula els6 sora

R; = ay/(Xip1 — Xi)2 + (Yiy — Y0)?

alakra moédosul. Hasonléan a (A1.5)-(A1.8) formuldkban is az X;-t és az
Y-t tartalmazé tagokat szorozni kell a-val, ha a pontok koordindtai pixelben
vannak megadva.

Megjegyezziik, hogy a szdmitds sordn a (A1.3) formuldban szereplé vég-
telen Osszegeknek csak azokat a tagjait vessziik figyelembe, melyekben az
exponencialis fliggvény argumentuma —30-nal nagyobb. A tébhi tag el-
hanyagoldsa megengedhetd, és ilymddon a szdmitas néhany tag Osszegzésére
egyszerisodik.

A modell megoldésa soran felhasznalt néhany hasznos szamitastechnikai
Otlet: A szemnyezdanyag-koncentracié nagysdgrendjét a vizfelillet részeinek
kilénbozd szinezésével érzékeltetjiik az eredetileg fekete-fehér térképen. A
koncentracié nagysdgrendjének a szabvany szerinti 5 kiillonh6zd kategdridja-
nak a térképen 5 kilonbozé szin, ill. fekete-fehér nyomdatechnika esetén 5
kiillonboz6 arnyalds fog megfelelni. Szinezés esetén a legkevéshbé szennyezett
részek zold szint kapnak, az ennél szennyezettebb részek pedig a szennyezett-
ség fokdnak mértékében kék, sirga, narancs, ill. piros szint. Arnyalés esetén
minél szennyezettebb a viz, anndl s6tétebb ténust alkalmazunk.

Abrazolds méretnoveléssel: Ha el szeretnénk érni, hogy a szennyezddés
koncentricidjanak keresztirdnyd (azaz a vizfolydsra merdleges irdnyd) val-
tozdsal jobban latszédjanak a térképen, ezt megtehetjiik gy, hogy nem
magdat a folydt, hanem annak keresztirdnyban megnovelt képét szinezziik
a térképen a koncentracié nagysagrendjének megfeleléen. A toréspontokat
és a szennyezdforrdsokat ugyanigy adjuk meg, mint kordbban, viszont a (iii)
pont szamitdsai sordan még egy [ ardnyossagi tényezot is bevezetiink, amely a
keresztirdnyd nytijtds ardnydt fejezi ki. Az (A1.7)-(A1.8) formuldkban ekkor
az 1) koordindtdt a derékszogl koordindtakkal elddllité kifejezéseket az a/3
hanyadossal kell szorozni, ahol « a pixelben megadott koordinata-adatok mi-
att, 3 pedig a nyijtds miatt jon be. Ha nem akarunk méretet ndvelni, akkor
3 = 1, méretnovelési szandék esetén pedig 8 > 1.

A2. Oxigénhaztartas modellezése

A Dbiokémial oxigénigényt a huzamosabb zapor okozta diffiiz szennyez6dés
hatasaként vizsgaltuk, mivel a vizsgalt iddszakot megel6z6en halpusztulds
tortént az RSD-n. Az oxigénhdztartds vizsgilatara részletesebben kimunkalt
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BOI-O3 modellezési lehetdségek kozodtt emlitends a nem-pontszeri kiilsé ter-
helést is figyelembe vevé oxigénforgalmi részmodell (Joldnkai [21], 1992),
mely lényegében egydimenzids, nem id6figgd modell, amely az 1in. vizszal
kovetésén alapszik. Szikségesnek lattuk, hogy a rendelkezésiinkre 4llé in-
formacidkat egy teljesebb modellben is feldolgozzuk. Ez képes figyelembe
venni a folyamszakaszon fellép6 valamennyi pontszer(i és nem-pontszerti, akér
a folyamszakaszon véltozé terhelést is. Lehetdség nyilik arra, hogy a folyam-
szakaszon az Osszes jellemzd mennyiséget valtozdként, vagy legaldbbis csupén
részszakaszonként allanddként vegylink figyelembe. A modell paramétereinek
meghatdrozdsa mérési adatok alapjan elvégezhetd. A paraméteridentifikdciét
kévetGen a kiilonféle szcendridk szimuldlhatok.
A modell jellemz6 mennyiségei
A helyfiiggd keresett fligguvények

e () biokémiai oxigénigény koncentricidja,

o (5 oldott oxigén koncentracidja.
A modell paraméterer

o 2, az dramlds kezdSpontja (m)

o 1z, az dramlds végpontja (m)

e ¢ oldalirdnyi hozzéfolyss (m?/sec)

e () vizhozam (m3/sec)

o A nedvesitett keresztszelvényteriilet (m?)

e ()y biokémiai oxigénigény koncentracidja a hozzéfolydsban (mg/l =
3
g/m?)

o (4 oldott oxigén koncentricidja a hozzafolydsban (mg/l = g/m3)
e I(; szervesanyag lebomlési tényezd (1/nap)

o K levegd felvétell tényezd (1/nap)

o C; telitettségi oxigén koncentricié (mg/l = g/m?)

e B bentikus oxigénigény (g/m - sec)

e P — R fotoszintézis és respirdcié kiilonbsége (g/m3 - sec)

Keresendék az [z,,%,] Intervallumon a szakaszosan differencidlhaté Cy,
C» fuggvények, a szakadasi pontokban a figgvényeknek és derivéltjaiknak
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elséfaji szakaddsival — vagyis a fiiggvényeknek legleljebb ugrésaik és torés-
pontjaik lehetnek. E fiiggvények kielégitik az (A2.1)-(A2.2),4i =1,...,N
egyenleteket:

d = ‘
= Q+/ qO A+ Qs | 1| =qCia—KiACL + B (A21)
T ” =
d N &
e+ [0+ Y e, ol =
. j=1 (A2.2)
qCoq — K1 ACY + KQA(CS . Cz) + A(P o R) ;
ot T < Loy
ahol
o Ty = Ty, Toitl = iy 8 = 2,...,N — 1, x,ny = z,, e pontok pedig a

modell jellemzbi dltal vannak meghatdrozva, mégpedig gy, hogy

e ), q, Ciq, Cog, A, B, Cs, P — R szakaszosan folytonos fuggvények,
legfeljebb elséfajii szakaddssal (vagyis ugrdssal) az zoi, @ = 2,..., N
(vagyis Z.j, j = 1,..., N — 1) pontokban;

e K, K, szakaszosan konstans (1épcsés) pozitiv fiiggvények, ugrdsaik
legfeljebb az x4, 2 = 2, ..., N pontokban lehetnek;

o Qpj = Q:’i — Q;i, Q;’i, Q;-, 1 =1,..., N konstansok.

A foj >0, i = 2,...,N, konstansok interpretalhaték mint az ., ¢ =
2,..., N pontokban belépd ”pontszerli” befolydsok és vizkivételek. Kon-
centrdciGértékeiket a részszakasz-hatdrokon vesszilk figyelembe (1d. aldbb),
melyeket C,j:di—szal jelolink k = 1,2, 4 = 2,...,N, ha Q_; > 0, akkor
Cryi = Cr(os —0). (Itt és a tovébbiakban f(z — 0) a szakaszosan folytonos,
az = pontban legfeljebb elséfaji szakadédst f fliggvény baloldali hatarértékét,
f(z + 0) pedig a jobboldali hatérértékét jeldli.)
A Cy, Cy fuggvények eleget tesznek az alabbi kezdeti feltételeknek

Ci(zo) = Croy k=1,2, (A2.3)

valamint a

" qlu)du+ 3 Qs | Ciloi +0) =

i=1

Qe +0)+ |

&y

L i—1

Q=0+ [ atwdut Y @ui ~ @i | Ouloos —0) + Qi

HHT] J=1

(A2.4)
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atviteli feltételeknek. (Szokds szerint 2221 =0) .
Azzal a megkétéssel éliink, hogy minden @ € [x4;, Ty5)-re ési=1,... N-
re

Q)+ [ a@)de+3 0 > 0.
T j:1

Ta

A feladat megolddsa rekurziv mddon el84ll, de dltaldnos esetben szamitdsokra
semmiképpen nemn ajénlhaté, még akkor sem, ha a benne szerepld integralok
zdrt alakban megadhaték. A rendszer integrdldsdt tehdt numerikusan vé-
gezzitk részintervallumonként, mégpedig a Di(z) = Q(2)Ci(z), k = 1,2
figgvényekre nézve, a kezdeti értékeket pedig az elézd intervallumrdél kapott
végérték és (A2.4) felhasznéldsdval szdmoljuk.

Demounstracios céllal bemutatjuk a modell alkalmazdsit az RSD-re. Vizs-
gdlatainkba most csak a nagyobb, az elhagyottakhoz képest az oxigénhdztar-
tasra vélhetden jelentésebb befolydssal biré miitdrgyakat és a Gy&li patakot
vontuk be. A terhelési adatok Gsszegyiijtésekor jelentds adathidnnyal szem-
besiiltliink. Ennek athidaldsdra a feldolgozds alapjdul éves 4tlagadatokat
valasztottunk. Ezek eldallitdsakor figyelembe vettiik

o az atlagos Ontozési idoszak hosszat és a becsiilt vizkivételt,

e a belvizes id6szak Atlagos hosszat és a csatorndkon bekerilé becsiilt
vizmennyiséget, annak becsiilt BOI és Oy koncentracidjat,

e az oldalirdnyd hozzdfolyas becsiilt értékét, melyet a vizgytijtén mért
csapadék mennyisége alapjan becsiiltink és a folyamszakasz hosszan
egyenletesen hozzdfolydnak vélelmeztink, konstans BOI és Og kon-
centriciéval, melyeket szintén becstltiink,

o atelitettségi oxigénkoncentraciot az éves atlagos vizhdmérséklethdl szak-
irodalmi képlet alapjan szamitottul,

o a vizsebességet a teljes szakaszon llanddnak feltételeztilk, aminek ko-
vetkeztében a keresztszelvények adatait mell6zhettiik.

Az igy kapott éves atlagos vizhozamot a 7. 4bran szemléltetjitk. A szerves-
anyag lebomldsi és a levegd felvételi tényezdt, a bentikus oxigénigényt, a foto-
szintézis és respirdcid kilonbségét a folyamszakaszon allanddnak vélelmeztik
és mérési adatokbdl kalibraltuk. A felhasznalt értéleket a hivatalos mérési
adatok éves atlagabol szamoltuk.

A kalibréldshoz egy dltalunk kidolgozott, a feladatra orientélt, azaz a C
és Cy flggvényeknek a paraméterek szerinti monotonitdsat figyelembe vevd
illesztési eljéardst alkalmaztunk. Az ily médon teljesen meghatédrozott model-
lel szamolt éves dtlagos BOI és Oqg értékek grafikonjit a 8. dbra tartalmazza.

A kovetkezékben azt vizsgdljuk, hogy szélsdséges koriilmények bekovet-
kezése esetén hogyan alakul az RSD oxigénhéztartdsa. A szimuldcidhoz
hasznalt adatokat gy valasztottuk meg, hogy az megfeleljen egy meleg ny4ri
napon haromnapos folyamatos esézés révén kialakulé helyzetnek. A Kvassay
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zsilipnél az éves atlagnal kissé magasabb a vizhozam, de jelentdsen alatta
marad az éves csicshozamnak. Szennyezettsége magasabb. A vizgy(ijtordl
a lehulld csapadék 20%-a megjelenik a hozzéfolydsban, ennek révén az éves
atlag kb. két és félszerese az oldaliranyn hozzafolyds. Feltételeztiik, hogy
ilyen korulmények kozott a szennyezddés bemosddasa nagyobb, ezért kisérleti
Az oxigénhaztartdst jelentdsen befolydsolja a DPSZ miikodése, szélséséges
helyzetben ennek BOT kibocsatasa is megnéhet, de ezt nem vettik figyelembe.
fgy az emiatt esetleg bekovetkezd addicionalis vizminéségromlastdl szdmitd-
sainkban eltekintettiink. Nyari id6szakban nem vélelmeztiik belvizek beveze-
tését és a csapadék miatt az ontozés szunetelését is feltételeztiik. Szamitdsaink
eredményét szemlélteti a 9. és 10. abra.
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Oxigénhdztartis

— Tartalmazott oxigén (Oldott oxigén, Oxigéntelitettség)

— Oxigénfogyasztds (Biokémiai oxigénigény, Kémiai
oxigénigény)

~ Osszes szerves szén

— Szaprobitdsi index

Nitrogén- és foszforhdztartds
— Nitrogénhaztartds (Ammoénium, Nitrit, Nitrdt, Szerves
nitrogén)
— Foszforhdztartis, alga (ésszes foszfor, Ortofoszfat,
a-Klorofil)

Mikrobiolégiai jellemzok
~ Coliform, Fekdlids coliform, Fekdlids streptococcus,
Salmonella, Osszes telepszdm 37 ill. 22 °C-on
Mikroszennyezok és toxicitds
— Szervetlen mikroszennyezék (Alurainium, Bér, Cianid,
Cink, Higany, Kadmium, Krém(VI), Nikkel, Olom, Réz)

— Szerves mikroszennyeztk (Fenolok, Detergensek,
Kéolajszarmazékok, Illékony klérozott szénhidrogének,
Peszticidek, Triazinszarmazékok, Poliklorozott bifenilek,
Pentaklér-fenol)

Egyéb jellemzk

- Egyéb anyagtartalmak (Vas, Mangdn, Nétrium,
Natriumszarmazék, Kélium, Kalcium, Magnézium,
Karbonat, Hidrogén-karbondt, Szulfdt, Klorid)

— Egyéb kémiai jellemzdk (pH, ligossig, keménység)

— Egyéb fizikai jellemz8k (Osszes lebegd anyag, Zavarossig,
Szin, Szag, Atlitszdsdg, Vizhdmérséklet, Fajlagos vezetd-
képesség 20 °C-on)

1. tablazat. A vizmin8ség szempontjabdl relevans jellemzdk
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Osszes koliform max. 10000 /100 1l

Fekdlias koliform max. 2000 / 100 ml

Fekdlids streptococcus 0

Salmonella 0

Enterovirusok 0

pll G-9

Szin nines természetellenes elviltozis

Asvanyolajok nines szag, vizfelszinen film nem
lathatd

Felitletaktiv anyagok nincs tartos hab

Fenolok max. 0,05 mg/l, nincs szag

Atlatszosig min. 1 m

Oxigénteliteltség 80-120 %

Kiitrdny, sz szennyezdk nines

(pl. fa, milanyag palack stb.)

Ammdnia *)

Nitrogén Kjeldahl *)

Peszticidek (**)

Arzén (**)

Kadmium (")

Krom (VI) (**)

Olom (**)

Higany **)

Cianid (*%)

Nitrat (**)

Foszfat (**)

(*) eutrofizacids tendencidk esetén mérendd
(**) jelenlétének gyanija vagy a vizmindség romldsa esetén illetékes
hatdsag iltal mérendd

2. tiblazat. A kontakt vizi sportok szempontjibél relevins jellemzék
és a vitjuk vonatkozd hatdarértékek
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Maximélis hdmérsékletemelkedés 3°C
(hékibocsats forrds hatdsdra)

Maximadlis hémérséklet 28 °C
egyes fajok el6forduldsa esetén
a szaporodasi idészakban 10°C
Oldott uxigén legaldbb 4 mg/1
de 50%-ban legaldbb 7 mg/1
pH 6-9
Osszes lebegd anyag max. 25 mg/l
Biokémiai oxigénigény max. 6 mg/l
Osszes foszfor (mint POy) max. 0,4 mg/]
Nitrit (mint NO2) max. 0,03 mg/1
Fenolok izvaltozdst nem okoz a halhisban
Olaj jellegii szénhidregének nem lathato, {zviltuzdst nem okoz,
halra nem kéros
Nem-ionos ammdnia (mint NHg) max. 0,025 mg/1
Osszes ammdnium (mint NH4) max. 1 mg/l
Osszes kicsap6dd klér (mint HOCI) max. 0,005 mg/1
Osszes cink max. 1 mg/l
Osszes 1éz max. 0,04 mg/l

3. tablazat. A horgiszat szempontjdbdl relevans jellemz8k és a rdajuk
vonatkozd hatdrértékek

Hidrogén-szulfid max. 0,002 mg/]
Cianidok max. 0,005-0,01 mg/1
Osszes higany max. 0,0002-0,0005 mg/1
Kadmium max. 0,003-0,01 mg/1
Olom max. 0,01-0,05 mg/1
Arzén max. 0,05-0,1 mg/1
Osszes krém max. 0,01-0,05 mg/1
Nikkel max. 0,02-0,1 mg/]
Feliiletaktiv anyagok max. 0,2-1 mg/1
Peszticidek, egyéb toxikus anyagok max. 0,01 - 0,1 x TL,*

* ahol TL,, az un. kozepes tiirés hatdra, toxikus anyagonként mds-mds
koncentracidérték.

4. téblazat. A direktivdban nem szabdlyozott, de a vizi él6vildg kovetelményrendszerénél
hatirértékkel rendelkezd® komponensek és a rajuk vonatkozé hatarértékek
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1. d4bra. Amménium koncentriciéjdnak az eloszldsa a jelenlegi allapotban
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M = 1:210000
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2, dbra, Amménium koncentricidjinak az eloszlasa a DPSZ terhelése nélkil
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3. abra, Fenolok koncentvdcidjanak az eloszlisa o jelenlegi dllnpotban
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M = 1:210000
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4. dbra. Fenolok koncentriacidjinak az eloszlasa a DPSZ tevhelése nélkiil
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M = 1:210000
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5. 4bra. Nitrogén-oxidok, nem-fitési félév, nappali id8szak
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MODELLING OF THE WATER QUALITY OF THE RACKEVE-SOROKSAR
BRANCH OF THE RIVER DANUBE BY APPLYING MULTIPLE CRITERION
DECISION METHODS

Decision methods applied for an environmental problem are described for modelling
the water quality of a branch of the Danube, south of Budapest (Rackeve-Soroksar
branch). The applied decision fechnics consist of the following steps: modelling of
pollution transport and other dynamic processes, identification of control points,
plans and possible measures, creation and solution of models, visualization of the
results ete,
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NEMZETKOZI VERSENY HARMADIK ORSZAGRA VALO
HATASAINAK KOMPARATIV STATIKUS ELEMZESE!

KOJI OKUGUCHI - MOLNAR SANDOR - TAKACS TIBOR
Gifu Shotokugakuen University — MTA SZTAKI — Systemezpert KFft.

A nemzetkozi versenyt leiré Long-Soubeyran modellt dltaldnositjuk. A kom-
parativ statika médszerével elemezziik a hazai kereskedelem- és kornyezet-
védelmi politika hatdsait.

Kulcsszavak: nemzetkozi verseny, kereskedelempolitika, komparat{v statika

1 Bevezetés

Krugman (1984) alapvetd jelentéségii dolgozatdban a vamvédelem export-
Osztonzd hatdsait elemezte oligopdlium esetén, ahol a nemzetkézi piacon
versenyzd hazai és kiilfoldi monopdliumok csokkend hatarkoltséggel termel-
nek. A hatdst a feltételezett hatarksltségek alapjan vezette le. Okuguchi és
Serizawa (1996) alternativ bizonyitdst adtak Krugman éllitdséra figyelembe
véve a hazai, vagy a kilfoldi véllalat mindkét orszagbeli kindlatdnak és
mindkét monopélium teljes outputja kozotti osszefiiggéseket. Azt az ese-
tet is vizsgdltdk, ahol legaldbb az egyik monopélium hatdrkoltség-fliiggvénye
nem csokkend. Krugman, valamint Okuguchi és Serizawa a vamvédelemnek
csak az outputra valé hatdsait vizsgaltdk. Okuguchi (1997), Zhang és Zhang
(1997) Krugman modelljét tovdbbfejlesztve megvizsgaltak, hogy a vamvéde-
lemnek milyen hazai és kiils hatdsai vannak a profitra és a térsadalmi dssz-
haszonra.

Krugman feltételezte, hogy mind a hazal mind a kiils6 piac monopo-
lizalt. Long és Soubeyran (1996) egy alternat{v nemzetkozi versenymodellt
adott, ahol hazai és kiilfoldi cégek versenyeznek az adott orszdg piacdn, és
a hazai cégek exportkedvezményeket igyekeznek elérni. Long és Soubeyran
(1997) egy mdsik dolgozatukban a kereskedelempolitika hatdsait egy olyan
modellben elemezték, ahol sok hazai és kiilfoldi véllalat versenyez a kiilfoldi,
vagy harmadik orszdg piacdn konstans margindlis koltségeket feltételezve.
Megvizsgdltdk tobbek kozott a hazai koncentrdcidt jellemzd Herfindahl-index
és az inverz keresleti fliggvény jellegének a leereskedelempolitikdra vonatkozd
kovetkezményeit.

Az alédbbi dolgozatban komparativ statikus elemzést végziink a Long-
Soubeyran modell egy altalénositdsdval, amely a kiils, vagy valamely har-
madik orszdg piacdn folyé nemzetkdzi versenyt irja le. Az eredeti Long-
Soubeyran modellhez képest eltéréen nem feltételezziik a marginélis kéltségek

IBeérkezett: 1999. szeptember 19,
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konstans voltdt sem a hazai, sem a kiils® gazdasigokban, és dltaldnosan ele-
mezziik a hazai vallalat koltségfiiggvény véltozdsainak hatdsait. Mivel a hazai
exportadd, vagy tdmogatés bevezetése a koltségfiiggvények viltozdsait je-
lentik, a kereskedelempolitika véltozdsainak komparativ statikus elemzéssel
nyert eredményei a fenti elemzések kovetkezményeiként adédnak. Ezen kiviil,
mivel a kibocsatési adé formalisan azonos az exportaddval, a hazai kornyezet-
védelmi politika valtozdsait is az dltalunk javasolt komparativ statikus méd-
szerrel elemezhet]iik.

2 A modell és elemzése

Tegyiik fel, hogy n hazai és n* kilfoldi cég egyfajta termékkel versenyez a
kiils$ piacon, vagy valamely harmadik orszdg piacdn. Legyen x; és =7 rendre
az i-edik hazai és a j-edik kiilfoldi véllalat cutputja. Legyen tovabbd

p=f(2m+2:c;f), F<0

az inverz keresleti fiiggvény a kiilsé piacon, vagy a harmadik orszdgban, ahol
p a termék piaci dra. Ha Ci(zi, ) és C7(x}) rendre a az i-edik hazai és
a j-edik kiilfoldi véllalat koltségfiiggvényei, ahol o az Gsszes hazai véallalat
koltségfiiggvényét befolydsold paraméter, és ; illetve 77 jeloli az i-edik hazai
és a j-edik kiilfoldi véllalat profitjat, aklkor

m:wJ(Zmi—l—Zm;‘)—Ci(mi,a), i=1,...,n (1.1)
mr=of (Ywm+ Y e5) - Ciap), i=1l...n"  (12)

Legyen @ = > x;+ Y« a kiilsd, vagy harmadik piacon kinalt teljes output.
Tegyiik fel, hogy minden véllalat Cournot-varakozdssal él az Osszes tobbi
véllalat outputjdra vonatkozdan. A hazai és a kiilfoldi vallalatok profitmaxi-
muménak elsérendii feltételei a kovetkezok:

7 801
FQ) +2:f (@) — Cf(z5,0) =0, F=lguny Clf{znoe)= s (2.1)

@+ (@ —C'(z) =0, j=1,...,n". (2.2)
Alapvetd jelent8ségii a kovetkezd két feltétel:
207
fr<cl= Gl , i=1....n
) 0x;0%; (AI)
f’(C;-‘”, j=1,...,n"

f4af’<0, i=1,...,n
Faatf"<0, 4=1,...,n"
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Mivel a Long-Soubeyran modell konstans margindlis koltségeket tételez fel,
(A.I) teljesiil. Az (A.IT) teljesiil, ha f” < 0 (konkdv inverz keresleti fiiggyény).
Ez a feltétel akkor is teljesiilhet ha f/ > 0 (linedris, vagy konvex inverz
keresleti fiiggvény). Az (A.I) és (A.Il) mellett a maximum mésodrendii
feltételet is teljestilnek.
A tovdbbiakhoz sziikséglink lesz még a kovetkezd feltételre is:
oC; 02C;

— — v -
8a_Cm>0, 8%8(1 =0, >0, i=1,...,

n. (A.IIT)

A (2.1) és (2.2) elsérendii feltételekre alkalmazva az implicit fiiggvény
tételt:

=X+ X" o), i=1,...,n, (3.1)
=i (X+X"), j=1,...,n", (3.2)
ahol X =3 m;, X* =3 a} és
Y /
S = _% =8 s f’CmCé’ 0w
i =1,. ayn;,
7tz

sﬂfx:‘ﬁ;x*:@@:—w<0, (42)
J .

ol *
j=1...,n",

ahol %% = ;x stb., a jelolés egyszerusitése érdekében. Az X és X* defi-

nicidja szerint

X:Z«pi(X—i—X*,a)Ecp(XwLX*,a), (6.1)
=D eI X+ X =" (X + X7), (5.2)
ahol (4.1) és (4.2) biztositjdk, hogy
ox =px-=pg <0, @ <0, (6.1)
és
Px =@k =5 <0. (6.2)
Az (5.1)-et X-1e, az (5.2)-t pedig X*-ra megoldva kapjuk:
X =¥(X*, ), (7.1)
X* = U*(X) (7.2)
hazai és kilfoldi vallalatra vonatkozé reakciofiiggvényeket, ahol
c
k= f v ZT%'T
0> WUy = E"> -1 é 0>T,= PN vy 8.1
X 1 + Z +/Léu Z +’CCN/ ( )
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f C*Il

~ X T +m*f”
Cl’k’/

) i s =

Ezért adott o = vy mellett a teljes hazai és kiillfoldi output egyensiilya a lefelé
ereszkedd —1-nél kisebb meredekségii hazai és a —1-nél nagyobb meredekségii
reakciégorbék Fq metszéspontjdban van.

Tegyluk most fel, hogy az « értéket -rél ag-re noveljik. Ebben az
esetben a hazai reakcidgorbe balra eltolédik, ahogy azt az 1. dbran szaggatott
vonallal dbrazoltuk, mig a kulféldi reakciégorbe véltozatlan marad. fgy az
1j egyensily az Fy pontban lesz, azaz a teljes hazai output cstkken, mig a
teljes kiilfoldi output né. _

Az 1. 4bra nem mutatja, hogy az a viltozdsa hogy hat a teljes kindlatra
a kiilsé, vagy harmadik piacon. Ahhoz, hogy ezt megvizsgdljuk, tekintsiik a
hazai és kiilfoldi vallalatok teljes kindlatara vonatkozo egyensiilyi feltételt az
aldbbiak szerint.

0>0T% = >—1. (8.2)

X+X* =" oi(X+X",0)+ ) @5(X + X7), )
vagy
Q = QD(Qy a) + QD*(Q) ) (9/)
amelybdl
W@ __ e g, (10)

de ]-_SO(Y_SDZQ

Ilgy a két orszag teljes kindlata csdkken az @ megndvelése esetén.
A (9) szerint Q az « fiiggvénye, és figyelembe véve (3.1)-et és (3.2)-t, az
egyes vallalatok outputjdnak valtozasa:

d:Ci dQ > .
- —(PZQRE+LPZQ<O, 1=1,...,n, (11)

ahol ﬂ—‘ < 0 legaldbb egy i-re a 2% < 0 miatt.
Egyensulyban mind az i-edik hazal mind a j-edik kilféldi vallalat profitja
az « fuggvénye:

mi(a) = zi(a) f(Qla)) — Ci(zi(a), ), i=1,...,n, (12.1)
7} () = 25(a) f(Q(e)) — Ci(zf(@),0), F=1,...,n". (12.2)

A mi(a) és T} (o) figgvényeket o szerint differencidlva és figyelembe véve a
(2.1)-(2.2) elsérendi feltételeket, kapjuk, hogy

d?l'i - , ' dQ . e o

B = z; f ((1 . (PzQ) doe <pm> Cin, 1=1,...,n, (13,1)
dﬂ"-‘ . dQ ' §
m41 ‘f ((1‘ JQ) j=1,...,n". (13.2)
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A %L el6jele meghatérozatlan, mivel a zdrdjelben levd kifejezésé is az. Fi-
gyelembe véve a (4.1), (4.2), (10) és (13.1)-et, kapjuk a kovetkezd llitast:

dm; < (I + cr )z T (77 @ > - ]
£>0©1+ I{H..f" {f+"*—f"_f’—uz;*f’<§}” i=1,...,n.
2 =T D7 =77 t '
(14.1)
Mésrészt (4.2)-b6l, (10)-b6l és (13.2)-b8l adédik, hogy
dm; . .
da >0, 7=1,...,2". (14.2)

A (14.1) éllitds egyszerlisitése végett legyenek a koltségfiiggvényeink az
alabbiak:

Ci(a:i,a):cimi+afwi , t=1,...,m, (151)
Ci(zf) =cfzy, j=1,...,n", (15.2)
Ekkor
Cia::l:i>0, C;azl, (16)
s (14.1) az alabbi alakot olti:
T 1
dm; < " <2
;T >0+ e 4 ET G ; (14.1)

’

Igy id% <0, ha n =2, az el6jel n > 3 esetén meghatdrozatlan.

A tovabbi egyszerfisitések végett tegyiik fel, hogy az inverz keresleti fiigg-
vény linedris:

f=a—-0Q. (17)

Ebben az esetben a (14.1°)-ben a felsd egyenl6tlenség jel érvényes fiiggetleniil
n és n” értékétél. A (15.1)-ben szerepld « kereskedelempolitikai paraméter
lehet exportadd, vagy tdmogatds. Tegyiik fel, hogy (15.1), (15.2) és (17)
fenndll. Ha minden hazai cégnek « rata szerinti exportadét kell fizetnie min-
den egység export utdn, akkor ennek ndvekedése minden hazai vallalatnsl
csokkenti, és minden kiilféldi véllalat esetében noveli a profitot. Masrészt,
ha minden egység export utdn G rdta szerinti exporttdmogatdst kapnak a
hazai vallalatok, akkor

Cila, ) =y +oay =ciwy — By, i=1,....n. (15.1)

A [ novekedése ekvivalens az « csokkenésével. fgy az exporttdmogatds
novekedése a hazai villalatok profitjat noveli, a kiilfoldiekét csokkenti.

Tekintsiink most egy olyan helyzetet, amikor a hazai véllalatoknal egység-
nyi outputjuk utdn ¢ rataji szennyezési adot kell fizetniiikk. Ekkor

Ci(ws, o) = cmi +txy, i=1,...,n. (15.1)

Elkkor a hazai vallalat koltségfiiggvénye formailag azonos az exportadé mel-
lettivel, a szennyezési ad6é névekedésének hatdsa azonos az exportads nove-
kedésének hatdsdval.
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Kovetkeztetések

A kiilsé, vagy harmadik piacon folyd nemzetkozi verseny altaldnositott Long-
Soubeyran modelljét adtuk meg. A hazai véllalat koltségtiiggvény véltozasait
a komparativ statika médszerével elemeztitk. Megmutattuk az adott orszig
kereskedelempolitikajaban hekovetkezd valtozdsok hatéasait. Elemzésink nem
terjedt azonban ki az optimélis kereskedelempolitika meghatdrozasanak prob-
lémajara.

X= ¥(X*a )

1. dbra. Egyensilyi teljes hazai és kul{oldi output

Irodalom

1.

Krugman, P. R. (1984), "Import Protection as Export Promotion; Interna-
tional Competition in the Presence of Oligopoly and Economies of Scale”,
in H. Kierzkowski(ed.), Monopolistic Competition and International Trade,
Oxford University Press, 180-193.

Long, N. V. — A. Soubeyran (1966), "Lobbying for Protection by Heteroge-
neous Firms”, Buropean Journal of Political Economy, 12, 19-32.

Long, N. V. — A. Soubeyran (1997), ” Cost Heterogeneity, Industry Concen-
tration and Strategic Trade Policies”, Journal of International Economics,
43, 207-220.

Okuguchi, K. - N. Serizawa (1996), " Effects of Trade Policy for International
Duopoly”, Keio Economic Studies, 33, 13-22.

Zhang, A. — Y. Zhang (1997), "An Analysis of Import Protection as Ex-
port Promotion under Economies of Scale”, Paper presented al Far-FEastern
Meeting of Economeiric Society, July, 1997, Hong Kong,.



Nemzetkézi verseny harmadik orszagra valé hatdsainalk . .. 167

COMPARATIVE STATICS FOR INTERNATIONAL COMPETITION
IN THIRD COUNTRY

We generalize Long-Soubeyran model of international competition among domestic
and foreign firms in a foreign or third country and conduct comparative static
analysis of a change in domestic firms’ cost functions. Our comparative static
results enable us to derive comparative static results of a change in the home
country’s trade policy and of that in its environmental policy.
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TOBBKRITERIUMOS DONTESI MODELL
ALKALMAZASA A VILLAMOSENERGIA IPARBAN!

MOLNAR SANDOR - SZIDAROVSZKY FERENC - TAKACS TIBOR
MTA SZTAKI - Arizona Egyetem — Systemexpert Tandcsadd Kit.

1 Bevezetés

Az alabbiakban ismertetend$ mddszert 1j dramtermeld kapacitdsok létesité-
sére kifrt tenderek kiértékelésére fejlesztettiik ki. A mddszer azonban alkal-
mazhaté tetszdleges tobbeéla kiértékelésre is.

1997-ben a Magyar Villamos Miivek Rt. (MVM Rt) két tendert irt ki az
4j kapacitdsok megépitésére a 2002-2006 id8szakban. Az els6 tender kis, azaz
200 MW -nal nem nagyobb kapacitdsok létesitésére, a mdsodik 200 MW, -nAl
nagyobb er6miivek lizembe allitdsdra vonatkozott. Az ajinlatok kiértékelésé-
nek alapja az 1994-es Villamosenergia Térvény. Eszerint az MVM Rt az dra-
mot a legkisebb koltségek elve alapjdn kell, hogy beszerezze. Természetesen
nincs egyetlen olyan koltségjellemzé, amely alapjan az erémiiveket egyértel-
milen rangsorolni lehetne. A beszerzéssel kapcesolatban felmeriilnek fix és
valtozé koltségek, amelyek tovabbi koltségelemekre bonthaték. A beruhé-
zdsolk tervezett foldrajzi helye szintén befolydsolja a koltségeket a halézatra
val6 csatlakozds miatt.

A kiértékelés sordan természetesen egyéb szempontokat is figyelembe kell
venni. Az egyik ilyen szempont az erémfivi termelés okozta kibocsdtdsok
mennyisége. Nemzetkozi kotelezettségvéllalasainkbdl kovetkezten az MVM
Rt-vel kapcsolatban allo erdmiivek egyedi és dsszes SOq és NO,, kibocsatdsat
a jovében korldtozni kell megadott hatdrértékek alapjdn.

A modszer kialakitdsakor a tobbkritériumos dontéshozatal bizonyos fogal-
mait és moédszereit haszndltuk fel. A témakor alapvetd fogalmait és Ossze-
fliggéseit pl. az [1] tartalmazza. A dontéshozék preferencidira vonatkozé
informacidktdl fiiggden kiilonhozé ismert mdédszerek alkalmazhatdk, mint pl.
a szekvencidlis optimalizécid, az E-korlatos médszer, a silyozds sth. A tobb-
kritériumos problémakra gyakran a tobbvaltozds hasznossig-elméletet alkal-
mazzak ([3]), de nem minden preferenciarendezést lehet egyértékii hasznossagi
fuggvénnyel jellemezni. Példdul a lexikografikus rendezés nem ekvivalens a
valds értékil értékfiiggvény altal generdlt barmely rendezéssel ([4]). Az olyan
dontési problémadkat, ahol tobb dontéshozé szerepel, dltaldban kooperativ,
vagy nem kooperativ jatékok segitségével modellezik, amelyek magukban
foglaljak a csoport déntéshozatalt és a konfliktus felolddst. A jatékelméleti
megkozelitést pl. [5], ill. [6] foglaltdk Gssze. Ha az egyes érdekesoportokat
tekintjik dontéshozdknak, aklkor a jatékelméleti mddszerek kozvetleniil nem

1 Beérkezett: 1999, majus 5.
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alkalmazhatdk, mivel mindegyikiik tobb célfuggvénnyel rendelkezik. A leg-
utébbi idékben [7] irta le a tobb kifizetéfiggvény i jatékok vizsgdlatanak &l-
taldnos elveit.

A jovébeni igényeket és a gazdasdgi feltételeket nem tudjuk pontosan
elérejelezni, igy ezeket a bizonytalansidgokat be kell épiteni a metodolégidba.
A dontési modellekben &ltaliban a sztochasztizdlast, illetve a fuzzifikdldast
alkalmazzdk. Mindkét megkozelitésrdl attekintést nywjt [1].

A fentiekben emlitett mddszerek elemeinek kombindldsaval alakitottuk ki
a tenderkiértékelésben javasolt metodoldgiat. Az alabbiakban a kiértékelés
egyes lépéseit adjuk meg.

2 A kiértékelési folyamat lépései

1. 1épés
A gazdasdgi helyzet alalkuldsdra vonatkozé szcenaridkat kell meghatdrozni a
kiértékelendd ajanlatokra haté mutatdk (pl. tiizel6anyag dr, makrogazdasdgi
mutaték, szabalyozdsi valtozatok) kiilonbozd alakuldsa alapjan. Jelolje k =
1,2,..., N ezeket a szcendridkat. A kiilonbdzé érdekesoportok szdmara a
vélasztott szcendridk kiilonbozbek lehetnek. Az elemzés sordn hdrom val-
tozatban vizsgaljuk mind a tiizelSanyag dr, mind pedig a villamosenergia
igények alakuldsat. Eszerint kilenc szcendridt vizsgalunk:

1. alacsony drndvekedés alacsony igénynovekedés mellett (F, N Dy)

2. alacsony arndvekedés kozepes igénynovekedés mellett (Fr, N Day)

3. alacsony arndvekedés magas igénynovekedés mellett (Fr, N Dy )

4. kozepes drnévekedés alacsony igényndvekedés mellett (Fp; N Dy)

5. kozepes drnovekedés kozepes igénynovekedés mellett (Fpr N Dag)

6. kozepes darndvekedés magas igénynovekedés mellett (Far N Dyyp)

7. magas drnévekedés alacsony igénynovekedés mellett (Fir N Dy)

8. magas drndvekedés kozepes igénynovekedés mellett (Fry N Day)

9. magas drndvekedés magas igénynovekedés mellett (Fy N Dpy)

Ezeket a szcendridkat vessziik alapul az 1j aramtermeld kapacitdsokra

vonatkozé ajanlatok kiértékeléséhez (azaz egyik véltozdban semn tételeziink
fel csokkenést). ipy N = 9.
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2. lépés

Ezutéan becsiiljiikk az egyes szcendridk megvalésuldsanak py, valdszinliségeit.
Az egyedi p(F;) és p(D;) 1,5 = L, M, H valésziniiségeket a rajuk leginkdbb
haté gazdasigi valtozdk elérejelzése alapjan becsiiljiik. Jelolje 1, zo, .. ., zn
ezeket a véltozdkat, és tegyiik fel, hogy ezek a tiizeldanyagdrat (fp) és az
igényt (de) az
fp=f(z1,. .., 2n) (2.1)
de = g(z1,...,2p) (2.2)

osszefliggések szerint hatdrozzdk meg. FEl6szor ezeket a fiiggvényeket kell
becsilni. A fiiggvényeket tényadatok alapjén nemlinearis (vagy speciélis
esethen linedris) legkisebb négyzetek modszerével torténd illesztéssel idésor
adatok alapjdn hatdrozzuk meg.

Miutédn az f és a g fuggvényeket meghatdroztuk, a gazdasigi valtozdkat
kell becsiilniink. Az elérejelzés eredménye minden valtozd esetében egy vals-
sziniiségeloszlds lesz. Az elbrejelzés modszerétdl fliggben kapunk diszkrét,
vagy folytonos eloszldst. Jeloljék &,...,%, ezeket a véletlen véltozdkat.
Eloszlasaik alapjan az fp és a de valdsziniiségeloszlasat az aldbbiak szerint
hatdrozhatjuk meg.

Tegyiik fel, hogy &; valtozdk diszkrét eloszldstak p;1, pig, ..., pi., valé-
szintiségekkel. Ekkor az
fp(i g2, dn) = Flarg,, o0 nj,) (2.3)
és a
de(jl,jz,...,jn) :g(mlj,,...,:vnj”) (24)
értékeket tekintjik a pyj, - paj, - ... - Py, valbszintiségekkel. Figyeljiik meg,

hogy itt kihasznaltuk a gazdasagi valtozdk fliggetlenségét. Ezt a fiiggetlen-
séget a vizsgdlt valtozdk kivalasztdsakor szem elétt kell tartanunk. (Ennek
egyik lehetséges eszkoze a faktoranalizis).

Legyenek most |ar,br], {an,bar], [em,bu], az alacsony, a kozepes és
a magas tlzelfanyagarnak megfelelé intervallumok. Az igények esetében
legyenek a megfeleld intervallumok [Ar, Br], [Anr, Bas] és [An, By]. Ekkor
a=L, M, H-raés =L, M, H-ra az « tizelbanyagdr és a 3 igényndvekedés
valdsziniisége

Pla,B) =% > P1jiP2is - Pria » (2.5)

31 g2 Jn

ahol
fp(jl;- .- ajn) S [amba] és de(jla- .- 7jn) € [AﬂuBﬂ]

Ha a gazdasagi valtozok folytonos eloszldstak, az fp és a de eloszldsfiiggvé-
nyét nehéz meghatdrozni, mert ahhoz egy n-dimenzids integralt kell kiszdmi-
tani. Ezért egy sztochasztikus szimuldcié alkalmazasit javasoljuk a kovetkezd
moédon. Szimuléljuk az x1, ..., z, véletlen értékeket, és minden érték n-eshez
szamitsuk ki a megfeleld fp és de értékeket a mar meghatarozott f és g
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fiiggvények alapjan. Ezt a szimuldcidt N*-szor megismételve N* (fp, de)
part kapunk. A programmal kiszdmoltatjuk, hogy az (fp,de) par hinyszor
esik az (o, 3) kategéridba, o, 8 = L, M, H. Jelolje ezt az értéket N*(c, f3).
Ekkor a keresett valészintiségeket a

N*(a, B)

Ploy ) ~ =

(2.6)

relativ gyakorisaggal kozelitjuk. igy a 2. 1épés végén P(o, B) valdszintliségek
sorozatat kapjuk, amelyek az egyes szcendridk bekoévetkezésének valdszint-
ségeit adjdk (a kordbbi jeldlésiinknek megfelelden legyenek ezek Py, P, ...,
Py).

3. 1épés

Ezutan a kiértékelés kritériumait hatarozzuk meg. Ehhez eloszor végig kell
gondolni a tender céljat, illetve azokat a feltételeket, amelyeket a kivalasztds-
kor teljesiteni kell. Ezek a célok és feltételek nem feltétlentil kvantifikdlhatdlk.
Példaul villamosenergia igények kielégitésének céljat, vagy a kdrnyezetbardt
mébdon vald termelés feltételét csak verbalisan lehet megfogalmazni. Ezutan
minden célt és feltételt tovabb bontunk. Példaul a kdrnyezetbarat termelés
feltételét a levegbmindségre, talajvizallapotra, zajszintre sth.

Végil meghatarozzuk azokat a mérhetd kritériumokat, amelyeket figye-
lembe lehet venni a konkrét kiértékelés sordn. A levegdmindség esetében
tekinthetjiik a kibocsatott COg, SOg, NO, stb. mennyiségeket. Hasonléan
jarunk el a tobbi cél és feltétel esetében is.

A gyakorlatban az aldbbi eljards latszik megvaldsithaténak. A kilénbhozs
kockdzatviselsk (vagy érdekesoportok) képvisel6i eldszor meghatdrozzék a
célokat és feltételeket. Minden cél és feltétel esetén meghatarozzuk, hogy ab-
ban mely csoportok érdekeltek elsGsorban. Ezek a csoportok fogjdk egymassal
egyeztetve elvégezni a meghatirozott célok és feltételek tovabbi felbontasdt.
A mérhetd kritériumok meghatarozasat az egyes csoportok kilon végzik, a
felbontds alapjdn. Megjegyezziik, hogy a fenti eljarast sikeresen alkalmaztdk
Eszak-Arizona erdészeti stratégidjanak kialakitasaban ([8]).

4. lépés

Minden egyes (esetiinkben a kilenc) szcendridhoz meghatdrozzuk a kifizetési
matrixot.

Ha egy célvéltozd teljesen kvantifikdlhatd, és nem kell figyelembe venniink
bizonytalansdgot, a kifizetési matrixba a tényleges adat kertil. Bizonyta-
lan adatok esetén a varhatd értéket tekintjik. Ha a bizonytalansag esetén
nem rendelkeziink adatsorral, dltaliban a kovetkez6 szerint szoktunk eljarni.
Szalkértcékkel készittessiink becslést a legvaldsziniibb értékre, és az adott val-
toz6 lehetséges minimumara és maximumara vonatkozéan. Ekkor az 1. dbrdn
lathatd haromszog-eloszlast valasztjuk.
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az x sUrlség-
fuggvénye

N

\%

Xmin H1 Xprob Fb Xmax

1. dbra. Haromszog eloszlds adatbizonytalansig esetén

Legyen D a stirliségfiggvénynek az a0, pontban felvett értéke. Mivel a
siriiségfliggvény integrdlja 1, ezért
(xma.x . mmin)D -1

ahonnan

D=—"— 2.7)

fgy a sliriségfiiggvény

(‘T i xmin)Hgl ha Tmin S T S a"prob;
f(:l,‘) = (-’Emax - x)j—% ha Tprob <z < Tmax; (28)
0 egyébként

ahol Hy = Tpiob — Tmin €8 H2 = Tmax — Tprob. A varhatd értéket egyszerd
integréldssal kapjuk:

Tprob D Trnx D
— 2 2
Th— x —a;-xmin—da:—l—/ T Tipax — T )—dx =
L ( V& - 'a,

min prob

D 333 3,'2 . "Elm'h+£ ‘1"_23: _EE Trnnx B
H, |3 g tmin o BT B -

Tiin Trol

Dl 14 1 Dfl, 1, 1,
Fl §xp1'ob + 2T — Ewmi“z})rob + Fz E'L‘max . E:Uma«‘('ﬁcprob + g"vprob
(2.9)



174 Molnar Sandor — Szidarovszky Ferenc — Takdcs Tibor

amelyet konnyen kiszamolhatunk. Megjegyezziik, hogy T = zy.0n akkor és

csak akkor, ha
Tmin + @ max

2 bl
azaz, amikor a legvalészinlibb érték a legkisebb és a legnagyobb érték atlaga.
Igy ebben az esetben a fenti szamolds elhagyhaté. Ha a kifizetési matrix
barmely elemére rendelkeziink adatsorral, varhaté értéknek az atlagukat te-
kinthetjiik. Ismétlédé értékek esetén stlyozott atlagot veszunk:

(2.10)

Lprob =

o mM1T + MoTo + ...+ MsTs , (2.11)
my +mo + .0+ my

ahol my,mg,...,m, az eléforduld értékek multiplicitasai.

A nem kvantifikdlhaté célvaltozék esetében szubjektiv mértékeket tekin-
tink. Esztétikai szempontokat példaul a [0,100] intervallumon mérhetjik.
Ezeket az értékeket az adott célhoz kijelolt csoport hatdrozza meg (az egyéni
itéletek Atlagdt vesszik). A fenti eljardst a kifizetési matrix minden egyes
elemére végrehajtjuk.

A madtrixokat minden egyes szcendriéra meghatdrozzuk. Megjegyezzik,
hogy egyes szcendridk nem hatnak minden egyes matrixelemre, igy ezeket
elég egyszer meghatarozni. A tovabbi elemzésekhez biztositanunk kell, hogy
minden egyes célfiiggvény maximumét keressiik (ha szikséges a valtozé (—1)-
szeresét tekintjik).

5. lépés

Minden egyes célviltozéhoz hozzarendeliink egy hasznossdgi fiiggvényt. Ezek
becslését az egyes valtozdkhoz kijelolt csoportok (kockdzatviselSk) végzik. Az
aldbbiakban ismertetendd eljdrdst az osszes célvdltozéra végrehajtjuk.

Az elsé 16pés a legrosszabb célfiiggvényérték meghatérozdsa. Ha a cél-
fligevény nem korldtos, valasztunk egy értéket, amely gyakorlatilag mini-
mumnak tekinthetd. Jelolje ezt az értéket g,,i,- Hasonldan allapitsunk meg
egY Jmax ¢rtéket. Ha U az asszocidlt hasznossagi fliggvény, akkor legyen

U(gmin) =0 és U(gmax) =1. (2.12)
Egy kozbens® gnmid értéket egyszerti felezéssel jeloliink ki:
min + max
Jmid = %— - (2.13)

A csoporttal készittessiink becslést az U(gmia) értékre. Ekkor két részinter-
vallumunk van. Ismételjiik meg mindkettére az eljarast. Ezt tovabb folytatva
a k-adik 1épés utdn 2F részintervallum lesz.

Ekkor véges szdmi pontban ismerjitk a hasznossagi fliggvény értékeit.
Ezekre egy folytonos fiiggvényt illesztiink. Az irodalomban (1d. példaul [1])
harom hasznossigi fiiggvény tipust szoktak megkiilonboztetni: a kockazat-
keresd, a kockézatelhdrité és a kockdzattal szemben kozombos hasznossdgi
fiiggvényt. Ezeket a fliggvénytipusokat a 2-4. abrak mutatjak be.
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ganX

2. dbra. Kockéazatkeresd hasznossédgi fuggvény

gmax

3. dbra. Kockazatelharité hasznossdgi fliggvény

Ynin

mnax

4. dbra. Kockdzattal szemben koz6mbos hasznossigi fiiggvény

A gyakorlati alkalmazdsokndl gyakran a fenti tipusok kombingciéit tekin-
tik, igy nem a fenti tipusok valamelyikének alkalmazédsit javasoljuk. A kere-
sett folytonos fiiggvény legyen a szomszédos pontokat osszekotd legsimabb
interpolaciés fliggvény. A numerikus analizis irodalmabdl ismert (1d. példdul
[9]), hogy ez a természetes harmadfoki spline-interpoléciés fliggvény. Fz az
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alabbiak szerint allithaté els. Tegyuk fel, hogy a g1 < go < ... < gn, filggetlen
valtozékhoz tartozo értékek wy,us, ... u,. Legyen

Me = g1 — 9k
*Uk;l_Uk (k“:117n71) (214)

Sk
/Lk

Legyen tovdbba ¢y = ¢, =0és a ca,...,cy_1 ismeretlenekre oldjuk meg a
Ch—1Pp—1 + QCk(lLk_l =+ /Lk) + Ck-}—lhk = 3(Sk — Sk—l) (2.15)

line4ris tridiagondlis egyenletrendszert, ahol £k =2,3,...,n — 1. Miutén a Cl
értékeket meghatdroztuk, definidljuk az

ay = Uy, ’ (2.16)
Ny,
by = sp — ?’”(2% + cot1) (2.17)
és . ‘ :
dp="2"k 19 . n-1). (2.18)

31 L

Végiil, a [gr, gi.+ 1] iIntervallumban a természetes spline interpoldcids fliggvény:
a + be(g — gk) + ekl — gr)* + di(g — g1)° . (2.19)

Miutdn meghatdroztuk minden egyes célvaltozéra és minden egyes részinter-
vallumra a természetes spline interpolécios fliggvény szegmenseit, a folytonos
hasznossagi fiiggvényeket teljes egészében eldéllitottuk. Ekkor ezek Abrait
még egyszer véleményeztetjiik a csoportok szakértbivel, sziikség esetén médo-
sitjuk. Ezt az utdlagos korrekcids lehetdséget feltétlentil sziikségesnek tartjuk.

6. lépés

Ebben a 1épésben tobbvaltozds hasznossdgi fiiggvényeket allitunk elé. Tegyiik
fel, hogy az egyes célfiiggvényekhez az Uy, Ua, . .., U, egyedi hasznosségi fiigg-
vényeket hatdroztuk meg. Feltesszik tovdbba, hogy ezekre a fliggvényekre
teljesiil a kdlesonos hasznossdgi figgetlenség feltétele, vagyis barmely célfiigp-
vény hasznossigi fliggvénye filggetlen a t6bbi hasznossig konkrét értékétdl
(a pontos definfci6t 1d. [1]). Ebben az esetben a tobbvéltozés hasznossagi
fiiggvény vagy additiv:

U=kU +klUs+...+ksUs (2.20)

vagy multiplikativ:
kU +1 = (kk Uy + 1) (kk1Up + 1) - - - (kk,Us + 1) (2.21)
ahol k1, kg, ..., ks és k ismeretlen konstansok ([3]). A f6 probléma ezen isme-

retlen értékek meghatdrozdsa. Itt a gyakorlatban leginkabb bevalt két elja-
rast vazolunk: a legkisebb négyzetek és a szisztematikus becslés mddszerét.
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Tegytik fel el6szor, hogy a tébbvéltozds hasznossigi fiiggvény lineéris.
A legkisebb négyzetek mddszerénél az egyes csoportok szakértSivel becslést
készittettink az Uy, Us, ..., Us adott értékei alapjdn a tobbvdltozés hasznos-
sagi fiiggvény értékeire. Minden egyedi hasznossdgi fliggvényre 6t értéket
javaslunk: 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1. Igy 5° pontot kapunk. Ha ez til sok,
akkor tekintjitk a 0, 1/2, 1 értékeket (3sszesen 3° pont). Minden egyes
Ul(] ) S Ul pontra legyen a becsiilt tGbbvaltozds hasznossagi érték U0,
J=1,2,...,3% vagy 5°. A (2.20)-beli ismeretlen k; értékeket ekkor sztenderd
linedris legkisebb négyzetek mddszerével valé becslés alapjan kapjuk.

A szisztematikus becslésnél a kockézatviselSk a tobbvaltozds hasznossagi
fuggvényt s pontban becsiilik:

Ui=0,... Ui 1=0,Ui=1,Ui4; =0,...U, =0, (2.22)

i=1,2,...,s. A tobbvaltozés érték annak felel meg, ha az i-edik hasznossig
a maximdlis, a tobbi a minimalis szinten van. Ha U jeldli a becsiilt
tobbvaltozos hasznossagi értéket, akkor egyszerii helyettesitéssel kapjuk, hogy

k, =U0, (2.23)

Tekintsik most a multiplikativ formdt. A fenti jeloléssel a legkisebb
négyzetek mddszere a

3 [kU(j) +1— (kb U + 1) (kU 1) (kb UD + 1)}2 (2.24)
J
kifejezést minimalizélja. A feltétel nélkiili optimalizdcids problém&t szten-
derd, pl. gradiens tipusi algoritmusokkal oldhatjuk meg. A részleteket ld.
[10]-ben. Az optimalizdcié végrehajtasdhoz szdmos ismert szoftver eszkorz 411
rendelkezésre: MATLAB, IMSL stb. A szisztematikus becslési eljardsban a
(2.22) pontokat a (2.21) egyenletbe helyettesitjiik. Ekkor 4 = 1,2, ..., s-re

UG 41 =kk; +1, (2.25)

mivel j # 1, kijj+1 :kkJ O+1=1éskkU+1=kk,-14+1=kk; +1.
A (2.25)-b8] kivetkezik, hogy a linedris esethez hasonléan

ki =U® (2.26)

A k; értékek elballitdasa utdn helyettesitsiik az Uy = ... U, = l-et a (2.21) mul-
tiplikativ formuldba, és a tobbvéltozds hasznossagi fliggvényt normalizéljuk
1-re, hogy a k ismeretlen értékére kapjuk a

kot 1= (kky +1)(kky +1)... (kky + 1) (2.27)

egyenletet. Figyeljik meg, hogy a k = 0 mindig megoldés, amely a multip-
likativ formdt linedrissd redukalja. Ha k # 0, akkor a (2.27) egyenletet k-ra
megoldjuk. Egyszer szamoldssal a k-val vald osztds utdn

K kg ks + k(kiky + kiks + o b haiks) + (ki + ket ks —1) =0
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amely a k-ra polinomialis egyenlet. Tobbszoros gyokok esetén a legjobb
megoldast gy kapjuk, hogy vélasztunk egy tovdbbi pontot a kovetkezd
médon. Vélasszuk példdul az Uy = Up = ... Us = 1/2-et, és legyen az ennek
megfelel tobbvaltozé hasznosségi érték U(/2). Ekkor a minimalizdland a

‘kU“/?)H <%+1> (%H) (kg +1>

vagy egy ponthalmazt vdlasztva a legkisebb négyzetek mddszere szerinti (2.24)
alapjan vdlasztjuk meg a k legjobb értékét a megoldashalmazbol.

3 (2'28)

7. lépés

Minden egyes szcenariéra és ajdnlatra kiszamitjuk a megfelelé tobbvaltozés
hasznossagi fliggvény értékét. Tekintsiink most egy rogzitett szcendridt és egy
konkrét ajanlatot. Legyenck a 4. lépéshen kiszamitott célfiiggvény értékek

gi,--.,09s- Az 5. lépésben meghatdrozott egyedi hasznossagi fliggvényeket
felhasznalva konnyen kiszamithatjuk az
Uf = U1(91), U; = UZ(QQ): sy U: = Us(gs)

hasznosséigi értékek sorozatdt. Ezutdn a 6. lépés eredménye alapjan az U*
vagy a {2.20) vagy a (2.21) egyenlet alapjan hatdrozhaté meg, attdl fiiggden,
hogy melyik eredményezett jobb illesztést a 6. 1épésben. Ha az ajanlatokat
PRy, PRy, ..., PRy-vel jeloljiik, a szamitds végeredménye az 1. tabldzat,
ahol U} az i-edik ajanlat j-edik szcenéarié melletti tobbvaltozds hasznossagi
értéke.

Tender Szcendrid
il 2 “ih 9
1 U | Utz | ... | Ule
2 Un | Usa | .. | U
e
p | Un | U | | Use

1. tabldzat. A hasznossdgi értékek matrixa

Végill mindegyik ajanlatra kiszdmithatjuk a fenti hasznossdgi értékek
vérhaté értékét:

9
Ur =) BU;
j=1

(a P; valdszin(iségeket a 2. 1épésben hatdroztuk meg).

A fenti lépéseket minden csoportra megismételve kapjuk a kifizetési méat-
rixot, amelyben a sorok a csoportoknak, az oszlopok pedig az ajanlatoknak
felelnek meg, az Uy altaldnos elem az l-edik ajanlat k-adik csoport altali
végsd értékelést adja. Ezt a tabldzatot egy olyan diszkrét csoportdontési
probléma kifizetési tdblazatdnak tekinthetjiik, amelyben a sorok a tagoknak,
az oszlopok a dontési lehetéségeknek felelnek meg.
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3 A végsé kivalasztasi eljaras

Figyeljik meg, hogy minden csoport esetén a hasznossigi fiiggvények nor-
malizdltak, {gy a végsé kivélasztdsi eljdrdsban nincs sziikség normalizélasra.
Ezt a végs6 kivalasztdst a kovetkezd egyszerii algoritmus alapjan javasoljuk
lebonyolitani.

Csoport Tender
1 2 p
1 Unn | Uiz | .| Usp
2 Ui | U2z | | Uy
K Ui | Uk | ... | Ukp

2. tdbldzat. Csoport déntési kifizetési matrix

A kiilénb6zé csoportok fontossdgat a végsd dontést hozdk értékelik. Le-
gyenek az ezt kifejezd tényezdk i, ag, ..., ax, ahol o > 0 minden i-re, és
oy 4 ...+ ax = 1. Akkor minden ajinlatra szamitsuk ki az

K
uf = Zakaz (3.1)
k=1

értékeket, és vilasszuk koziiliik a legnagyobbat.

Megjegyezziik, hogy barmely mds tobbedli eljarast, vagy konfliktus fel-
oldasi modszert valaszthatjuk a végsé dontéshozatal sordn [2,6,11]. A (3.1)
egyenlet az origdtdl vald lo-tdvolsagot maximalizilja.
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MULTIOBJECTIVE DECISION MAKING IN ENGINEERING APPLICATIONS

The paper presents a method evaluating tenders to bring on-line new power gen-
erating capacities. However, this methodology can be applied to all kind of mul-
tiobjective evaluation problems. In 1997, the Hungarian Power Companies (HPC)
issued two tenders for installing new capacities in the period of 2002-2006, one for
big capacities (200 MWj), and one for smaller ones. HPC is responsible for the elec-
tricity supply of the country. It buys power from plants and sells it to distributors.
Bid evaluations in Hungary are governed by the Electric Power Act passed in 1994.
This act basically requires the HPC to ensure that any future power acquisitions
abide by the principle of least cost.
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HALANDOSAGI TABLAK BECSLESE
BAYESI MODSZEREKKEL!

GAL PETER

Dolgozatomban az életbiztositdsok matematikdjdanak egy alapvetd feladatdra,
a halanddsagi tablak szerkesztésére mutatok be lehetséges modszereket. Meg-
kozelitésem kiinduldpontja a bayesi statisztika. A statisztikai kovetkeztetés-
elmélet e viszonylag fiatal vonulata jelentdségéhez és sokrétii alkalmazha-
tésdgdhoz képest kevéssé ismert, ezért a dolgozat elsd fejezetében roviden
bemutatom elvi alapjait és a kés6bbiek sordn haszndlt néhdny médszerét
és tulajdonsdgat. A mdsodik fejezet a chmben szerepld fontos gyakorlati
problémara tett megolddsi javaslatokkal hivia fel a figyelmet a megkozelités
hatékonysdgdra, flexibilitdsara. Szeretnék koszonetet mondani a dolgozat
elkészitésében nyujtott segitségéért Hunyadi Léaszlénak, a BKE egyetemi
tandranak és Szabd Jézsefnek, a Winterthur Biztosité Rt. vezetd matema-
tikusdnak.

1 A bayesi statisztika alapjai

"Két esemény egyiittes bekovetkezésének valdszinlisége egyenld az elsd beko-
vetkezésének valoszinlisége szorozva annak valdszinfiségével, hogy a mdsodik
bekovetkezik, feltéve, hogy az elsé bekovetkezik.”? Ezt az allitast kozel két
és fél évszazaddal ezelott fogalmazta meg az angol matematikus, filozéfus
Thomas Bayes tiszteletes, s erre az allitasra épult késobb a klasszikus valo-
szintiségszamitas Bayes-tétele.

Thomas Bayes tiszteletes
(1702-1761)

1Beérkezett: 1998. marcius 28.
2Ld. [1].
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A tétel a huszadik szdzad kizepén egy heves vitakat kivalté statisztikai
meglkozelités alapjaul szolgdlt. A bayesi statisztika szemléletében és eszkod-
zeiben sok helytitt szakitott a klasszikus elmélettel. A bayesi elemzések sorén
kovetkeztetéseinket a klasszikus tttal ellentétben nem csak a mintabdl nyer-
heté informaciok alapjén hozzuk. Lehetdség nyilik szubjektiv vélemények
egzakt kezelésére, szubjektiv valészinfiségek haszndlatdra. Nem feltételezziik
az ismételt mintavétel lehetdségét, a rendelkezésre 4116 egyetlen minta alapjan
dolgozunk. Tovabba —talan a legjelenttsebb szemléletbeli kiilonbség, hogy—
a bayesi statisztika becslésének targya nem rogzitett érték, hanem véletlen
valtozé és a becslés e valtozd valdszintiség-eloszldsdnak meghatdrozdsat je-
lenti.

A bayesi megkozelitést a kiilsé informacidk felhasznéldsa és a szubjektiv
valésziniiségek hasznalata miatt sok tdmadds érte (éri). Hivei éppen abban
latjdk erejét, hogy véleményiik szerint egyrészt a statisztikus elemzése soran
mindig felhaszndl kiilsé informécidt (pl. sikertelen kisérletek elvetése) és az
elemzés atlathatésagat noveli, ha ezek formadlisan is megjelennek a modellben;
masrészt a bayesi megkdzelitésben elképzelhetd a kiilsé informécidk hidnya is,
azaz a klasszikus mintavételi statisztika specidlis esetként jelenik meg benne.
Tovabbé a bayesi elméletben is taldlkozhatunk a klasszikus statisztika alap-
feladatainak, a pont- és intervallumbecslés, a hipotézisvizsgdlat analogon-
jatval.

A bayesi médszerek igencsak szdmitdsigényes eljdrdsokat haszndlnak, ezért
nem meglepd, hogy e megkozelités népszertisége a szdmitdstechnika robbands-
szeril fejlddését kovette. Manapsdg mér sok teriileten alkalmazhatd a hagyo-
manyos modszerek mellett vagy helyett.

A Bayes-tétel, a prior és a posterior fogalma

A bayesi megkozelités alapja a Bayes-tétel —mnelyet gyakran a forditott valé-
szinuség tételének is neveznek— folytonos valészintiségl valtozdkra a kovet-
kezoképpen formalizalhatd:

f,0) = fy10)1(0) = fF(0|y) f(y), (1)

azaz

F6ly) = W , @)

ahol y megfigyelések véletlen vektora, 6 szintén valdszin(iségi valtozdnak
tekintett paramétervektor, f(y,8), f(y10) és f(0|y) pedig az egyuttes il-
letve feltételes stirtiségfiiggvényeket jelolik. Mindezt a kdvetkezd formdban is
irhatjuk:

fO1y) < f(O) f(y]0), (3)

ahol o« ardnyossdgot jelol. Az ardnyossigi tényezd nyilvan 1/f(y), mely egy
konkrét mintat tekintve konstans. Az f(#)-t a 6 paraméterveltor a priori
stirliségfliggvényének vagy roviden priorjanak nevezzik. Az f(6) az a posteri-
ori stirliségfliggvény vagy posterior, f(y|0) pedig a mintavételi statisztikabdl
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ismert likelihood fuggvény. (3) tehdt szavakkal a kovetkezdképpen fogal-
mazhaté meg: a posterior slriiségliiggvény ardnyos a prior és a likelihood
fuggvény szorzataval.

A posterior tartalmaz mintdn kivili, elézetes informécidt, mely a prior
révén jelenik meg benne és mintdbdl szérmazd informdcidt, melyet a likeli-
hood fiiggvény kozvetit. A bayesi elemmzések sordn a posterior siirtiségfiigg-
vényt hasznaljuk a paraméterekre vonatkozd kovetkeztetések levonasahoz.

A prior

A prior stirfiségfiiggvény, f(6) modellink paramétereire vonatkozé elézetes
ismereteinket reprezentdlja. A bayesi elemzés egyik donté és egydltalin nem
magatdl értet6dd mozzanata a megfelels, a kilsé informécidkat vagy azok
hidnyat a lehet6 leghliebben kozvetité prior megvalasztisa. Fontos, hogy
a prior matematikailag egyszeriien kezelhetd legyen. Tovdbbi kovetelmény,
hogy fluggetlen legyen a mintatdl.

Az a priori informéacié szdrmazhat korabbi mintdkkal, adatokkal végzett
elemzésekbdl, ilyenkor adatokon alapulé informdciérédl beszéliink. Mdskor el-
méleti megfontoldsokrdl, szubjektiv feltételezésekrdl, szakértéi megérzésekrél
van szé: ezek a nem adatokon alapulé priorok. E két fajta informdcié ter-
mészetesen nem mindig valaszthatd szét egyértelmien. Gyakran el6fordul
az az eset, amikor csak kevés vagy semmilyen eldzetes informécié nem A&ll
rendelkezésunkre. - Az ilyen prior megalkotasa sem nyilvanvald, s6t a bayesi
kovetkeztetéselmélet egyik legnehezebb és legtobb vitat kivalto kérdése.

Szdlni kell még a priorok egy fontos csaladjardl, a természetes konjugdlt
prioroknak nevezett siirliségfiggvényekrdl. Az ilyen priorok hasznélatat a
lénctulajdonsdgnak vald megfelelés igénye motivalja. Szerencsés tulajdonsiga
ugyanis a priornak, ha valamely gyakori likelihood fiiggvénnyel valé szorzata-
ként elBallé posterior egy kovetkezd kovetkeztetési lépéshen megfeleld prior-
ként szerepelhet. A természetes konjugalt priorokbdl szarmaztatott posterior
tipusa megegyezik a prioréval, igy nyilvdn rendelkezik a ldnctulajdonsiggal.
Példa természetes konjugalt priorra a binomidlis eloszldas p paraméterére
feltételezett béta eloszlds. Ismert, hogy ekkor a likelihood fliggvény és a prior
sirtiségfiiggvény is P*(1 — P)" *-val ardnyos és ilyen fiiggvények szorzata
nyilvan hasonlé alakii. Tovabbi természetes konjugalt csalddok a normadlis-
normalis vagy a Poisson-gamma modellek.

A likelihood fiiggvény

A bayesi elemzésben a likelihood fuggvény hordozza a mintabdl szdrmazé
informdcidkat. Gyakran feltételezzilk, hogy a mintaelemek fiiggetlen azonos
feltételes eloszlasbol szarmaznak. Ilyenkor a likelihood fiiggvény felithaté az
aldbbi mddon:

f(y|9)0<Hf(yi|9)- (4)
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Erdemes felhivni a figyelmet a likelihood fiiggvény egy fontos tulajdonsigéra,
miszerint a mintdhdl nyerhetd osszes informacidt tartalmazza, azaz ” mindent
elmond, amit a minta mondhat”.3

Kovetkeztetés tobb mintabdl

Tegyuk fel, hogy a § paramétervektor vizsgilata soran rendelkezésiinkre all
az [(0) prior mellett két figgetlen kisérletbdl szdrmazé minta: y1, yo. Ilyen
esetben a posterior elkészitésekor a kovetkezoképpen jarhatunk el: képezzilk
a (3) szabdly szerint az elsé minta alapjdn az

f@y1) o< f(8)f(y1]6) ()

posteriort, majd ezt tekintve prior sirliségfiiggvénynek a mdsodik mintdt
felhasznélva szamithatjuk a két mintdra tamaszkodd posteriort:

F@ly1,y2) o< f(0y1)f(ya]0) . (6)

Az el6z6 két ardnyossig Osszevetésével a posterior egy fontos tulajdonsdgdra
figyelhetiink fel:

FOly1,y2) o< f(0)f (y110) f(y2]0) - (7)

Az f(y116) f(y2|0) szorzat nem mds, mint a & paraméter likelihood fiiggvénye
az y1, yo mintdk alapjan, azaz

fOly1.y2) < f(0)f(y1,¥2]6) . (8)

Azt taldltuk tehat, hogy a prior kiilonbhozé mintdk alapjan valdé ismételt
modositdsa azonos eredményre vezet az egyesitett mintdbdl szamitott like-
lihood fiiggvény segitségével képzett posteriorral. Megmutathatd, hogy ez az
Allitas ketténél tobb mintara is érvényes.

A fentiek alapjdn az jjonnan szerzett informacick folyamatosan beépithe-
t8k a posteriorba, igy az a mindenkor rendelkezéstinkre all6 6sszes elozetes és
mintdbdl szarmazd informécidt tartalmazhatja. Nemn sziikséges tehat az a pri-
ori és a kordbbi mintainformécick megdrzése és az azokbdl vald Gjraszamolas.

Paraméterek pontbecslése

A bayesi megkozelités a paraméterek teljes posterior eloszldsit szolgaltatja.
Ezeket az eloszldsokat leithatjuk a szokdsos statisztikai jellemzOkkel: kozép-
értékekkel, szordssal, ferdeséggel. [Kérdés, hogy a paraméter pontbecslésére az
eloszlas mely jellemzdjét érdemes hasznalni. Kézenfekvd megoldds valamely
kozépértéket (vdrhaté értéket, méduszt sth.) vélasztani.

Egy masik lehetséges megkozelités valamilyen, a becslésbdl eredé ,,vesz-
teség” minimalizaldsa. Ehhez egy megfelels veszteségfiiggvényt (L(6,6)) va-
lasztunk, melynek valtozéi a véletlen viltozénak tekintett § és ennek egy

3L. J. Savage: Subjective Probability and Statistical Practice, in: The foundations of
Statistical Inference, Methuen & Wiley, London, New York, 1961 idézi Zellner [6].
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adott mintdhoz tartozé becslése (9 = 9(y)) A veszteségfiggvény a becslés
,,rosszsagat”, a 0 értékétdl valé tavolsdgit hivatott mémmi. Ne feledjiik,
hogy a bayesi megkozelités szerint nincs egyetlen "valédi” 6 érték, hanem a
paraméterek posterior stirliségfiiggvénye all rendelkezésiinkre. FEzért 8 becs-
lésének azt a pontot vilasztjuk, amelyben a veszteségfiiggvény posterior
varhaté értéke minimalis:

i = argmin E (L(0,0')) = argmin / 6,0V 0| ds, ()
v’ o’ R(0)
feltéve, hogy a varhato érték véges és a minimum létezik.
A veszteségliiggvényt sokféleképpen megvilaszthatjuk, egy gyakori meg-
oldas a kvadratikus, . .
L=(6-6)C(0-0)
alak, ahol C' egy konstans szimmetrikus pozitiv definit matrix. Ilyenkor a
veszteségfiiggvény vérhaté értéke a kovetkezd forinara alakithaté:*

B(L(0, é)) = E((a - é)'C(a ~0)) =
E ((9 —E9)— (6 - E6)) Cl6 - — (- E(H)))) = (10)
E ((9 — E(6))'C(0 — E(6)) + (6 — E(@))’C(é - E(H))> .

Az utolsd varhatd érték elsé tagja fiiggetlen 6-t6l, a mésodik tag, (é —
E(8))'C(6—E(8)) pedig nem sztochasztikus, és minimumat akkor veszi fel, ha
6=F (0). Azt a —nem meglepd— eredményt kaptuk tehat, hogy a posterior
varhaté értéke optimalis pontbecslést ad a paraméter értékére (kvadratikus
veszteségfiiggvény esetén).

Nagymintas tulajdonsagok

Ebben a bekezdéshen a bayesi posterior sturiségfiiggvények néhany nagy-
mintds tulajdonsagat targyaljuk. A posteriorrdl tudjuk, hogy a prior és a
likelihood fiiggvény szorzatdval aranyos:

F61y) o< F()F(y|6) = f(B)em I (11)

Tegylik most még fel, hogy y egy n elemfil vektor, azaz n fiiggetlen megfi-
gyelésiink van. Ekkor In f(y | 8) &ltaldban n-nel ardnyos,® mig f(0) fiiggetlen
a minta méretétdl (mivel figgetlen a mintatol). gy nagy mintdk esetén a
likelihood fliggvény domindlja a posterior siiriségfiiggvényt. Zellner® iga-
zolja, hogy (Altaldnosan fennall$ feltételek mellett) a posterior aszimptotiku-
san normalis eloszldsi lesz, a maximun likelthood becsléssel egyenl6 varhatéd

4 Az els§ lépésben a posterior virhaté értékét, E(0)-t levonjuk és hozzdadjuk a veszteség-
fiiggvényhez. Ez a vdrhaté értéket nem befolydsolja. A mdsodik lépésben kihasznaljuk,

‘hogy az E ((0 — E(G))/C(é — E(O))) keresztszorzatok kiesnek, mivel E(0 — E(G)) e

5Lindley [5]
6[6] 32. old.
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értékkel. Az is megmutathatd, hogy a minta névekedésével a posterior szé-
résa csokken.” Nagy mintdk esetén tehdt a bayesi posterior sfirtiségfiiggvény
a maximum likelihood becslés szitk kornyezetében ,,0sszpontosul”.

Osszefoglalds

Az els6 fejezetben bemutattuk, hogy a bayesi elimélet milyen, a klasszikus
felfogdstdl eltérd elvekkel kozelit a statisztika feladataihoz. A bayesi mddsze-
rek hatékonyan alkalmazhatok a klasszikus statisztika legtobb feladatanak
alternativ megkozelitéssel valé megolddsara, igy a gazdasdgi élet dontéseinek
statisztikai megalapozdsdra vagy ezen belil a kifejezetten aktudriusi prob-
lémdk megolddsdra is. A vagyonbiztositdsi kalkulacidk soran elGszeretettel
alkalmazott megbizhatdésdgi elmélet példaul eldszeretettel alkalmaz bayesi
médszereket a meghizhatésagi tényezé meghatdrozdsira.® Az aldbbiakban
az életbiztositdsok teriiletén mutatunk be alkalmazasokat.

2 A halanddsagi tablak problémaja

Az élethiztositasok dijait a biztositotdrsasdgok halanddsdgi tablak alapjan
hatdrozzak meg. A biztositdk szdméra fontos, hogy a halanddésagi tablak pon-
tos adatokat tartalmazzanak, hiszen haldleseti biztositdsok esetén a halandd-
sdg alulbecslése, elérési tipusi biztositasok esetén a halanddsig feliilbecslése
veszteséget okozhat. A Dbiztosité nem torekedhet , biztonsagl jatékra” a ha-
landdsdgok szandékos felil-, illetve alulbecslésével, hiszen ez indokolatla-
nul magas biztositdsi dijakat eredményezne, ami a versenyképesség rovisara
inehet.

A statisztikal hivatalok készitenek az egész népességre vonatkozd ha-
landdsdgi tédblakat, ezek azonban a biztositotdrsasagok szdmara tébb okbdl
sem szolgaltatnak megfeleld adatokat. Egyrészt az életbiztositast vasarldk
eloszldsa a tdrsadalomban nyilvan nem egyenletes: pl. a legszegényebb réte-
gek, melyek halanddsdga az dtlagndl magasabb, az atlagnal kisebb aranyban
kotnek életbiztositast, igy a biztositott dlloméany halanddsdgi mutatdi 4lta-
ldban alacsonyabbak, mint a teljes tarsadalomra jellemzd értékek. Ezt fi-
gyelembe véve a biztositStarsasdgok szokds szerint a teljes népességére meg-
hatdrozott halanddségi ratdkat (g, ) egy minden korosztalyra megegyez6 1-nél
kisebb konstanssal szorozzék meg és az {gy el6allé halanddsagi tablaval kal-
kulalnak.

Ugyancsak megkérddjelezhetjik az orszdgos halanddségi tablak életbizto-
sitdasok dijkalkuldcidjanal valé alkalmazasanak jogossdgat a biztosité lgyfelei
kozott megjelend antiszelekeid miatt: a tapasztalatok szerint kockazati élet-
biztositdst az Osszes biztositdst vasarlé dtlagdndl nagyobb, elérési biztositédst
pedig az 4tlagnél kisebb halandésagu tigyfelek kotnek.

7[6] 33. old.
8Ld. pl. (4].



Halandosagi tablak becslése bayesi médszerekkel 187

A biztositonak tehat a potencialis kockdzati, illetve elérési életbiztositas
vasdrlék halanddsdgi tabldjara van szitksége. Ez a feladat sugallja a bayesi
megkozelités alkalmazasit. Rendelkezésiinkre dllnak ugyanis a priori feltéte-
lezések a tdblara vonatkozdan és egy folyamatosan novekvd minta, a biztositd
szerzbdéseinek dllomdnya. A kiilsd feltételezések kozott a fenti szocioldgiai
megfontoldsok és az orszagos halanddsagi tdbla mint kiindulépont mellett
tovabbi elvardsokat is megfogalmazhatunk a priorban, példaul kiilfoldi tapasz-
talatok alapjan. Igényként meriilhet fel az is, hogy a halanddsdgi tablaban
szerepld értékek analitikus fuggvénnyel kifejezhetdk legyenck vagy mds ked-
vez6 tulajdonsdggal rendelkezzenek, példaul ne "ugriljanak” | azaz egymdshoz
kozeli korosztalyok halanddsdgi ratai csak kevéssel térjenek el egymdstol.
Mindezek az elvdrdsok a megfelelben megvalasztott prioron keresztil jelen-
hietnek meg a modellben.

A bayesi megkozelités alkalmazasdnak elfogaddsa még nem jelent egy
konkrét receptet a probléma megoldasara, csak annyit, hogy feltételezéseinket,
kiilsé informacidimkat a priorba, a mintabdl szarmazé informaciot a likelihood
fuggvénybe foglalva vonjuk modelliinkbe, és az e két tényezd altal meghata-
rozott posterior lesz kovetkeztetéstunk, becslésiink alapja. A tovdbbiakban
lathatjuk, hogy e gondolatmenet alkalmazasa tobbféle kiillonbozé mddszert és
eredményt szolgaltathat. Minden példaban a Mellékletben taldlhatd adatok-
kal szamolunk, melyek egy fiktiv biztositotarsasig allomanyanak nagysagat?
és a bekovetkezett halalesetek szamat mutatja kor szerinti bontdsban hiarom
kiillénboz6 évben, tovabba a ,,hagyomanyos”, orszagos halandésdgi tabla fent
leirt egyszerti médositdsaval meghatarozott halanddsagi ratakat.

1. mdédszer: Béta-binomialis modell a halandésagi ratak
becslésére

Els6 megoldasunkban a kiilonbozé korokban jellemzd halanddsagi ratakat
egyenként (korévenként kiilon-kiilon), egymastdl fiiggetlentl becsiiljiik meg.
Az x éves kori biztositottak halanddsdgi mutatdjanak meghatirozasihoz
rendelkezéstinkre All6 informécidk a kovetkezdk: az orszigos halanddsigi
tablaban szerepld érték (g, erre alapozzuk a priort), a biztosité = éves kori
dllomédnyanak nagysiga (l) és az ezen Allomdnybeli haldlesetek szdma (d.).
A haldlozésok relativ gyakorisdgat jeloljitk we-szel (u, = dy/lz), a halandé-
sagl ratak keresett becslését pedig w,-szel. Mivel csak egy évjarattal foglal-
kozunk, az x indexeket ott, ahol ez nem vezet félreértéshez, a tovabbiakban
elhagyjuk. A halanddsigi mutatdk kiigazitdsat rendszeresen (pl. évente)
érdemes elvégezni, ezért fontos, hogy a prior lanctulajdonsagi legyen. Ha
természetes konjugdlt priort akarunk haszndlni, annak kivalasztasdhoz ismer-
nunk kell a likelihood fiiggvény alakjat. Ezért els6 1épésként most hatdarozzuk
meg ezt.

Feltételezhetjik, hogy a biztosité dllomanyaban bekovetkezd haldlozdsok

9A fiktiv adatokat gy allitottam eld, hogy egy 1étezd biztositGtirsasdg kiilonbozs évek-
ben tapasztalt adataibdl képeztem isszegeket. Erre azért volt sziikség, mert a valds adatok
nem publikusak, ugyanakkor {gy életszer(i adatokkal szamolhattam,
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szama binomidlis eloszlast kovet, melynek paraméterei a keresett haldlozdsi
ardny (w) és az dllomnany nagysaga (1). A likelihood figgvény tehdt:

st = ( )i - w2, (12)

A kovetkez6 1épés a prior meghatirozdsa. Szerencsés béta eloszldsi priort
valasztani, hiszen tudjuk, hogy az a fenti likelihood fiiggvénnyel természetes
konjugdlt. A béta eloszlas paramétereit ugy vélasztjuk meg, hogy a varhato
érték g-nak adddjon, azaz a priori informacicként az orszdgos halandodsagi
ratat hasznéaljuk fel. Mivel két paramétert adhatunk meg, meghatarozhatjuk
még a szérast is. Fzt a kiillonb6zd korosztialyok esetében kiilonbdzd nagysé-
gunak tandcsos valasztanunk, hiszen g3 0,001 nagysdgrendi, mig ¢go 0,1-
hez kozeli értéki. Hasznaljunk ezért a killonh6zo korokra egy fix 7 relativ
szorasn eloszlast. A béta eloszlds « és 8 paraméterének meghatdrozdsahoz a
kovetkezd kétismeretlenes egyenletrendszert kell megoldanunk:

a J—
a+fB : 13)
of y 13
(a+B+1)(a+p5)?
Innen
1-qg—r’g
8====r
(14)
~ (1-g-r%q)(1—q)
p= ) :
r2q
Mindezek alapjan a béta eloszlasi prior suriségfliggvénye mar meghataroz-
hato: r( 8
a+ a—1 A-1
flw) = ——%w 1—w 5 15
A posterior pedig (3) alapjan a kovetkezd alaki:
Flw|d) oc w11 — w)l—d+A-1 (16)

azaz d+a és f+1—d paraméterii béta eloszlasi. A posterior siiriiségfliggvény
alapjdn meghatarozhatjuk az E(w|d) = %’f:—ﬁ posterior varhatd értéket,
amely w bayesi ponthecslésének tekintheto.

Nézziik meg konkrét adatainkra, milyen eredményt kapunk a fenti madd-
szerrel.  Tekintsikk egy 35 éves biztositott halanddsigénak becslését. A
prior meghatdrozasdhoz felhasznaljuk a rendelkezésre 4116 halanddsigi tabla
megfeleld értékét: a5 = 0.00433. 20%-os relativ szérdst feltételezve a w
eloszldsat leiré béta eloszldsi prior paramétereire (14) alapjdn o = 24.89 és
8 = 5722.8 adédik. A likelihood fiiggvény meghatdrozdsihoz szitkségiink van
az dllomdny nagysdgéra (I = 1505 8) és a haldlozdsok szaméra (d = 2).
A fentiek alapjan a posterior béta eloszlast 26.89 és 7225.8 paraméterekkel.
Viérhato értéke pedig, melyet w becslésének tekintiink % = (0.00371.
Az 1. @bran a prior, a likelihood fliggvény és a posterior alakja lathato.
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35 éves hiztositett halandivaganuk beeslése
(000433, w=IL6037 1)

prior

"""" likeliload R

—poslcnor

i LT a2 L LT e UL wim7 DN

halandoésip

1. dbra

Lathatd, hogy becslésiink a halanddsagi téablabeli érték és az enndl jéval
kisebb tapasztalt relativ gyakorisdg (2/1505 = 0.00133) kozé esik. Azt is
megfigyelhetjiik, hogy a viszonylag kis minta kisebb siillyal szerepel a médo-
sitott halanddsigi érték meghatdrozasanal.

A vélasztott béta-binomidlis modell lanctulajdonsigit kihasznalva ijabb
mintdkbdl nyert informécidinkat egyszeriien beépithetjiik a becslésbe, a most
kapott posteriort tekintve priornak. Becsiiljiikk meg a 35 éves biztositott ha-
landdsdgat az elsd becslést és a mésodik évi adatokat felhasznalval Most
a=24.9, 8 =6692.7, | = 3102, d =G, igy w = 30.9/9819.6 = 0.00315. Meg-
figyelhetd, hogy tovabb kozelitettink a relativ gyakorisdghoz, ami indokolt,
hiszen most nagyobb, és ezért megbizhatdbb minta alapjan becstiltiink.

Természetesen a fenti becslés valds helyzetekben valé alkalmazasahosz a
koriilmények tovabbi elemzése is sziikséges. Egy fiatal biztositotarsasig'C
esetén példaul az alloméany kicsi, igy az empirikus halanddsdgi ardnyok szérdsa
(és ezért a szomszédos értékek kozotti ingadozdsa) nagyon nagy lehet, és ez
nagy ingadozdst eredményez a bayesi moédon becsiilt értékekben is. Mivel
feltételezhetd, hogy a szomszédos korcsoportok halandésdga nem nagyon tér
el egymdstdl, ezt a kiros jelenséget az eredményil kapott tabla adataira
illesztett "sima” gorbe haszndlataval részben orvosolhatjuk. Talan a legegy-
szer{ibb simitdsi modszer mozgddtlag hasznilata. A simitdst alkalmazhatjuk
a bemend adatokra (a tapasztalt relativ gyakorisagokat simitjuk) vagy a ki-
menetre (a becsiilt halanddsdgi ratédkra). A 2. dbra a fenti mddszerrel becsiilt
halanddsdgi mutatok 9 tagi mozgddtlagolassal simitott értékeit valamint az
eredeti halanddsdgi tdbla adatait és a relativ gyakorisdgokat mutatja:

10\ fagyarorszagon a feldogozott adatok mennyisége szempontjabdl a biztosititdrsasdgok
tobbnyire ,,fiatalnak” tekinthetdk.
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Egy mésik probléma, hogy mivel a biztositds megkotése el6tt az ligyfelek
egészségi Allapotat megvizsgaljak, az azonos kort régi és 1j tigyfelek halands-
sdga is eltérhet egymdstdl. E csoportok killonvilasztdsa tovabb csokkenti a
minta méretét. Mint lattuk, ez azt eredményezi, hogy a likelihood fuggvény
siilya a posteriorban kicsi lesz, s igy becslésiink az a priori feltételezett ha-
landdsdgi tabldhoz kozeli értéket szolgdltat majd. Magyaran eljardsunk ilyen

esetekben sok 11j informdciét nem nyujt.
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A minta méretét és igy silydt névelhetjiik, ha a kovetkezd évek adatait
rendre bevissziik a modellbe. A 3. dbra a kiindulé halandésagi tdbla mel-
lett az egy, kettd, illetve hdrom év megfigyeléseire tdmaszkodd bayesi médon
becsiilt, majd kisimitott halandésdgi tabldkat tartalmazza. A masodik illetve
harmadik év adatainak bevondsakor a priori informdciénak mar a megeléz6
évben meghatdrozott kisimitott halanddésdgi tablat tekintettiik.

Léathat6, hogy a becsiilt gorbe az évek miildsaval jobban eltérhet az ere-
deti, orszagos halandésdgi tabldatdl, mivel az egyre nagyobb dlloményok miatt
a minta silya a becslésekben egyre nd.

2. médszer: A halandésagi tabla ,,sima” becslése

A kovetkez8, 2. médszer bar a fentivel azonos feladat megolddsira szolgél és
szintén bayesi elvek alapjan kozeliti meg a problémat, egyéb, az 1. mddszerrel
kozos vonassal nem rendelkezik. Az egyes korokra jellemzé halanddsagi raté-
kat nem kilén-kiilon, hanem szimultdn médon becstiljiik. Az eredménylként
kapott halandésdgi gorbe simasdgat nem utdlagos , kezeléssel” biztositjuk,
hanem ezt az elvardsunkat méar a priorban megfogalmazzuk. Az el6zd eljaras-
sal ellentétben az élethiztositasi halanddsdgi tabla becslése soran egyéltalan
nem tdmaszkodunk az orszdgos halanddsagi tablara. FEzzel egy biztosan
torzit6 elemet tdavolitunk el a modellbol.

Mint azt mar a kordbbiakban targyaltuk, a becsiilt halanddésdgi tablaval
szembeni legfontosabb elvardsunk, hogy ,,sima” legyen, valamint, hogy a min-
t4bdl meghatarozott relativ gyakorisdgokkal a leheté leginkdbb Gsszhangban
alljon. Ezt a két elvart tulajdonsagot rendre a priorban és a mintabdl nyer-
het6 informacidt kozvetito likelihood fuggvényben fogalmazzuk meg.

Tovabbi Ujdonsdga a megkozelitésnek, hogy az egyes korosztédlyokra (=
18..65) jellemzd halandésagi rétdk, mint valdsziniiségi valtozdk egyiittes el-
oszldsara teszunk a priori feltevést, illetve szerkesztjik meg a likelihood fugg-
vényt.

A priorban sziandékozunk megfogalmazni a simasigra vonatkozé elvara-
sainkat. Fz azt jelenti, hogy a halanddsdgi ratdk w. becsléseinek egyiittes
eloszldsit olyannak tételezzik fel, hogy kis valdszintiséget tulajdonitunk a
szomszédos értékek nagy eltéréseinek. Az eltérések mérésére hasznalhatjuk
példdul az euklideszi tavolsdgot. A prior slirlségfiiggvény megaddsira az
exponencialis fliggvényt vdlasztjuk, mert konnyen kezelhett, monoton flige-
vényre van sziikségiink. Latni fogjuk, hogy ez a vilasztas a késébbiek folya-
man nagyban leegyszertisiti majd a szamitasokat. Legyen tehat a prior:

=18

64
flwss, ..., wes) o< exp <— Z (wy — wrr+1)2> ' (17

A likelihood fiiggvényt hasonlé elvek alapjan szerkesztjik meg. Itt azt kell
elérnunk, hogy a w, becslések az u.. relativ gyakorisdgoktol kevéssé térjenek
el. Azokat a korosztdlyokat, melyekben az dllomény nagyobb, nyilvan na-
gyobb sillyal kell figyelembe venniink, mint a jelentésebb mintavételi hiba-
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lehetéséggel terhes kevés fobol allokat. A likelihood fiiggvényt ezért a kovet-
kezOképpen hatarozzuk meg:

65

fuis, ..., ugs | wis, ..., Wes) x exp (— Z il (g — w:L-)Q) . (18)

=18

ahol az m a minta és a prior silyozdsira szolgélé faktor.

A fenti egyszeriien megfogalmazott prior és likelihood fliggvény egy ter-
mészetes konjugdlt part alkot. E két feltételes eloszlds szordsdnak aranya
hatérozza meg, hogy a prior és a likelihood milyen sullyal szerepeljen a pos-
teriorban. Ezt az ,egyensilyozd” szerepet a fenti alakii modellben az m
egyutthato jatssza.

A posterior alakja ezek utdn meghatdrozhaté a prior és a likelihood fligg-
vény szorzataként:

f(wlg,. ..y Wes | U118, - - - ‘u65) [0
64 65
exp (— Z (wy — wz_,_l)z) exp (— Z M (e ~ wm)2> =
@=18 z=18 (19)
64 65
exp (— Z (W — wey1)? — Z My (U — wm)2> :
=18 =18

A halandésagi ratak ponthecslésének tekintsiik eziittal az egylittes posterior
eloszlds varhatd értéke helyett a mdduszat. Igy nem sziikséges meghataroz-
nunk a fenti egyenletek ardnyossigi tényezéit és az exponencialis fliggvény
kedvezd tulajdonsigal miatt a szamolas leegyszeriisodik. A mddusz megha-
tarozésa a posterior stirfiségfiiggvény maximumhelyének megkeresését jelenti.
Ez ekvivalens a

64 65
Z (W — Wey1)? + Z My (U — Wy)2 — min (20)
=18 =18

kvadratikus programozasi feladat megolddsdval, ami semmilyen elvi akadaly-
ba nem iitkozik és szamitégéppel a gyakorlatban is konnyen elvégezhetd. A
4-6. dbrdkon a fenti médszerrel becsiilt halanddségi gorbe és relativ gyako-
risdgok lathatdk, az 1., 2. és 3. év adatal, azaz rendre névekvd allomanyok
alapjan.

Mikor a mésodik és harmadik év adatait is bevonjuk a modellbe, a prior-
ban mar érdemes szerepeltetni a kordbbi becslések eredményét, mint el6zetes
feltételezést a halanddsdgi ratdk értékére. Legyen tehdt a prior alakja a
tovabbi években a kovetkezod:

65

flwis, ..., wes) x exp ( E (Wy — Wep1)? — Z k(w, — wz)2> . (21)

=18 =18
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A likelihood fiiggvény nem valtozott, tehdt a posterior az aldbbi lesz:

f(wss, ..., wes | u1g, ... ugs)
64 65 65
exp (— Z (wy — wm+1)2 - Z k(g — w$)2 - Z mle(uy — wm)2> .
=18 =18 z=18
(22)
A megoldandé kvadratikus programozasi feladat pedig:
64 65 65
Z (wy — wm+1)2 + Z k(g — wm)2 + Z mlg(uy — wy)? — min  (20)
=18 x=18 =18

A 7-8. ¢brdk a mésodik illetve a harmadik év adatainak a fenti médon valé
bevondséval becsiilt halandésagi gorbéket tartalmazzak.'!

A 4-6. illetve 7-8. dbrdkon lithatd, hogy nagyobb allomdnyok esetén a
relatfv gyakorisdgok siilya a becslésben megnd, igy a becslés szinte a megfi-
gyelési adatokra illesztett gorbe lesz. Megfigyelhetd az is, hogy ez a priorban
megfogalmazott simasdgi elvards rovisara mehet.

m, értékét 0.0001-nek, k-t 0.01-nek valasztottam.
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3 ésszefoglalés

E dolgozatban egy olyan probléméra kerestem megolddst, melyre a bayesi
elvek alapjan valé megkozelités kézenfekvének tlnik, hiszen a halanddsigi
ratdkkal kapcsolatban a biztositok sok mintdn kiviili informaciéra tdmasz-
kodhatnak és ezek figyelembevétele a becsiéskor a bayesi mmddszerek 1ényege.
A kilsé informdcidk koziil kettét, az orszdgos halanddsdgl tablat illetve a
halandésagi gorbe simasagéara vonatkozo feltételezést emeltiik ki és ezekre
alapoztunk egy-egy modellt. A két modellbdl hasonld, de természetesen nem
megegyezd eredmények szarmaztak. Figyelemre érdemes, hogy szignifikdns,
azonos irédnyu eltérést mutattak a biztositdsi gyakorlatban dltalanosan hasz-
nalt halanddségi tdbldhoz képest.

A mddszerek hatékonysdga nagy érzékenységet mutat a minta, azaz a ren-
delkezésre allé biztositdsi dllomdnyok méretére. A magyarorszdgl biztositék
tapasztalatai mar a kozeli jovében elégségesek lesznek a bayesi médszerek
eredményes hasznalatara, az orszdgosan osszesitett adatok alapjén pedig —
ha ilyenek léteznének— maér jelenleg is érdemes lenne ilyen jellegii becsléseket
késziteni.
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EGY KETSZEKTOROS NOVEKEDESI MODELL
HAROMDIMENZIOS DINAMIKAJA!

FARKAS MIKLOS - HORVATH ZSOFIA — MEYER DIETMAR
Budapesti Kozgazdasdgtudomdnyi Egyetem

1 Bevezetés

Az elmilt évtizedben 1jbdl nétt a kozgazdaszok érdeklédése novekedéselmé-
leti kérdések irdnt. Kezdetben féleg Lucas és Romer munkdssdgdnak ko-
szonhetden (Lucas 1988, Rowmer 1990) kapott nagyobb hangsilyt a gazdasagi
novekedés, ezen belill elsdsorban a humdn toke szerepét elemzd megkozelitések
témakore. A téma azdta szinte konyvtdrnyi méretiivé valt irodalmdt tobb
monografidban foglaltdk dssze (Grossman — Helpman, 1991, Barro — Sala-I-
Martin, 1995, illetve magyar nyelven Meyer, 1995).

Az tn. | ij novekedéselmélet” egyik kozponti kérdése a kordbbi modellek-
ben mar figyelembe vett technikai haladds jszer(t endogenizéldsa. E problé-
mat az 1960-as években a Solow-Swan-modell keretében gy igyekeztek meg-
oldani, hogy a technika idébeli alakulasat valamilyen, a hagyomanyos modell-
ben szereplo valtozokra vezették vissza; igy példaul az egyik megkozelitésben
a munka termelékenységéhez, egy mdsik tanulmanyban a toke ndvekedési
uteméhez, vagy a vagyon novekedési iteméhez kapcsoltak a technikai ha-
laddst. Ennek erediményeként megvéltozott a Solow-Swan-modell alapegyen-
lete, amely tartalmazta a technikai haladds jellemzdit kifejezd valtozdkat
is. Ezzel kétség kiviil elorelépés tortént a korabban ,,mennyei ajindéklént”
kezelt, exogén technikai haladdst feltételezd modellekhez képest; lehetdvé
valt a novekedési folyamatok valdsdghtibb leirdsa és fontos gazdasdgpolitilai
kovetkeztetések levonasa.

Mindségileg 1ij szakasz kezdddott a novekedéselméletben Uzawa cikkével
(Uzawa 1964), amely a tobbszektoros modellek kidolgozasara, s ezen keresztiil
a megvizsgalt gazdasiag belso szerkezetének részletesebb figyelembevételére,
Osztonozte a kozgazdasdgtan miveldit. Uzawa viszonylag egyszeril modelljén
alapul Lucas emlitett cikke, amelyben az egyik szektor a kozonséges javak ter-
melésének —a jovedelem eldéllitdsdnak— a helye, a masikban pedig a humén
téke képzodik. E modell és dinamikdjanak analizisét végzi Barro és Sala-I-
Martin, éltaldnositva az el6bbit azzal a feltevéssel, hogy a luman téke ter-
melésénél fizikai toke is jelen lehet. Jelen tanulményunk annyiban tér el Barro
és Sala-I-Martin modelljétél, hogy ndlunk a fogyasztas novekedési itemére
adott Barro — Sala-I-Martin-féle kikotést explicit mddon értehmezziik: mint
a nettétéke hatdrtermelékenységének és az idépreferencidnak a fliggvénye.

IBedrkezett: 1999, janudr 8 A kutatdst részben az OTKA tdmogatta T029893 szim
alatt.
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De f6leg més az elemzési modszeriink: mig Barro és Sala-I-Martin a humén
tékére juto redltbke, valamint a redltékére vetitett fogyasztas ardnyait képezve
végill is egy kétdimenzids modell, addig mi az eredeti hdromdimenzids mo-
dell dinamikai vizsgalatat végeztik. Ezt a dinamikai rendszerek elmélete, a
stabilis és az instabilis sokasdgokra vonatkozé eredmények alkalmazdsa tette
lehet6vé (Hartman 1964, Farkas 1994). Kozgazdasagi szempontbdl ez azt je-
lenti, hogy modellbeli valtozdink szintjére kapunk megoldasokat, ami Barro
és Sala-I-Martin &ltal alkalmazott elemzésnél csak akkor lenne lehetséges,
ha valamely, a fent emlitett ardnyokban szerepldé valtozdrdl kiegészits fel-
tevést tennénk. A technikai haladés figyelembevételét illetéen modelliinkrol
a kovetkezét mondhatjuk: az altalunk hasznalt megkozelitésben a technikai
haladds explicit médon ugyan nem szerepel, de mivel a megoldasként adodd
palydlk a redltdke, humén toke és a fogyasztds egyiittes alakulasatol fiiggenek,
a hattérben —féleg a redltdke és a humédn téke fejlédése révén— mégis jelen
van, méghozzd —igaz, kezdetleges médon— endogenizalt formaban.

[rasunkat modelliink bemutatdsival kezdjiik. Ezt kiveti dinamikéjanak
vizsgalata, az ott kapott eredmények kozgazdaségi értelinezése, valamint a
gazdasdgpolitikai kovetkeztetések levondsa.

2 A modell

A gazdasigot két szektorra bontjuk, az egyikben a realtékét, a mésikban
a humdan t8két allitjak els. Mindkét tSkefajtdt az idétdl fiiggd valtozdként
kezeljiik, melyeket jelolje K(t), illetve H(t), tovdbbd a harmadik valtozd
legyen az id8egység alatti fogyasztds C(t). A redl- és a humadn tokére felirt
egyenletekben a Cobb-Douglas féle termelési fiiggvényt haszndljuk, azaz az
id6egység alatt megtermelt realtoke:

Y(K, H) = A(K)*(uH)"™™,

aliol az A > 0 technolégiai paraméter, 0 < o < 1 tdke rugalmassagi egyiitt-
haté, 0 < v < 1, illetve 0 < u < 1 pedig a redl-, illetve a human tdkének
a redltke eldallitdsdban résztvevd hinyada. (Barro — Sala-I-Martin 1995,
179. old.) A fentihez hasonld termelési fiiggvény alapjin hatdrozzuk meg az
idBegység alatt megtermelt humdn téke mennyiségét, vagyis:

Z(K,H) := B((1 - v)K)"((1 —w)H)" ",
ahol B > 0 szintén technoldgiai paraméter és 0 <7 < 1. Legyen 0 < 6 < 1
az értékesdkkendsi rata (melyet az egyszeriség kedvéért a redl- és a humén
t6ke esetében azonosnak tekintiink). A redltSke idGegység alatti novekedése,
azaz az idS szerinti derivaltja megadhaté 1igy, hogy az elédllitasara vonatkozd
termelési fiiggvénybdl levonjuk a fogyasztast és az amortizacidt, azaz:

K = AwK)*(wH)' ™ - C - §K ,

ahol a valtozd feletti pont az idé szerinti derivalt jele.
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Mivel a human t6két nem forditjuk fogyasztisra, ezért id6 szerinti deri-
valtja az eléallitott mennyiségének és az elértéktelenedésének kiilénbségével
egvenl?:

H=B(1-v)K)"((1-wH) " —6H .
A fogyasztds névekedési ratdjat a redltSke-dllomany netténdvekménye, pon-

tosabban megfogalmazva: annak hozamratéja, 8((Y(K JHY — 6K ) JOK, és
egy ugynevezett p > 0 ,idépreferencia” kiilonbségeként felirva:

C  I(Y(X, H)-K)
Ch oK TP

A fenti képletbdl latszik, hogy a redltdke-dllomany netténovekménye sajat
véltozdsaval megegyez6 irdnyba médositja a fogyasztds novekedési iitemét,
mig az id6épreferencia névekedése csokkentdleg hat a fogyasztas alakuldsdra,
azaz minél tavolabbi a tervezett fogyasztds idopontja, anndl kevésbé be-
folydsolja a jelen fogyasztis valtozasat.

Ezzel végil is egy haromdimenzids differencidlegyenlet-rendszerhez ju-

tunk: -
K = A(wK)*(uH)'™ - C - §K

H=B((1-)K)"(1-wH)"" —sH (1)
C = (Aav(wK)* ' (uH)'=* - § - p) C

(Barro - Sala-I-Martin 1995, 179-180. old.)

Tegyiik fel, hogy olyan gazdasdgi helyzetbdl indultunk ki, ahol mind a
redl-, mind a humén t6ke, mind pedig a fogyasztas értékei pozitivak, valamint
azt, hogy a paraméterértékek idSben dllandéak. Tovdbbd sem a kormény,
sem pedig mds gazdasagi szereplé nincs befolydssal a dinamikdra, tehdt a
modelliinkben lejatszédd folyamatok teljes mértékben 6nmiikoddek, ezért az
(1) rendszer matematikai értelemben determinisztikus és autoném. Igy a gaz-
dasdgi novekedés alakuldsat az (1) nemlinedris autondim differencidlegyenlet-
rendszer irja le, amelynek endogén viltozéi K, H, C.

Kozgazdasagilag indokolt, hogy a K, H, C valtozdk mindig pozitivak le-
gyenek. Nézziik meg tehat, hogy a fenti rendszer megoldésai eleget tesznek-e
ennek a feltevésnek. Ha H = 0, akkor az (1) rendszer masodik egyenletének
jobb oldala zérus, igy a H = 0 koordinatasik matematikai értelemben in-
varidns, vagyis az onnan indulé megolddsok e sikban maradnak. Ugyanez
érvényes a C' = 0 koordinatasikra is, igy a trajektoridk egyik sikon keresztiil
sem hagyhatjdk el a pozitiv ortdnst. A K = 0 koordindtasik azonban nem
invaridns, K = 0 esetén ugyanis K negativ: K = —C. Tovabb4d K = 0-ra
a harmadik egyenlet jobb oldala nem értelmezhetd, mivel a K ott negativ
hatvanyon szerepel. igy a K = 0 koordinatasik kozelében ez a modell nem
alkalmas a gazdasag leirdsara.

Az (1) rendszer kvalitativ vizsgdlatdnak a gondolatmenete kovetkezd:
elOszor linearizaljuk egy egyensulyi helyzetében, majd a linearizdlt rendszer-
nek meghatarozzuk a dinamikai tulajdonsdgait. Ezek alapjin jé kozelitést
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kaphatunk az eredeti nemlinedris rendszer viselkedésére a szdban forgd egyen-
silyi pont kornyezetében. Mivel a mi modellinkben az egyensulyi helyze-
tek nyeregpont jellegiiek, vagyis instabilisak, ezért elemzéseink csak nem til
hosszi idSintervallumon lesznek érvényesek. E —kozgazdasigi szemponthdl
mindenképpen korlatozé jellegli— ténynek tudataban kell lenniink, ha késébb
modelliink alapjan gazdasiagpolitikai kovetkeztetéseket fogalmazzunk meg.

Hatarozzuk meg tehat a K, H, C tér pozitiv ortdnsdnak belsejébe esd
egyenstlyi helyzeteket, vagyis tegyiik egyenlévé nullaval a rendszer egyen-
leteinek jobb oldaldt. Ekkor a mésodik és a harmadik egyenletbél

H <3(1 - v)n6(1 - u)l_”>+' ‘

illetve ;
H 5+ p =
K\ Aavoyl-o

adédik. A feladatnak akkor van megolddsa, ha a fenti két kifejezés meg-
egyezik. Ehhez sziikséges, hogy p id6preferencia, a tobbi paraméter régzitése
mellett, a kovetkezd értéket vegye fel:

| —v
— n — 1-n "
2= (B(l oS > Acv®ul=™ —§ | (2)

§
ami lehetséges, ha feltessziik, hogy ez az érték pozitiv, azaz
p>0. (3)
frjuk be a (2) kifejezést a p helyére, és helyettesitsiik be a H/K képletét az

elsé egyenletbe. Ekkor az adédik, hogy az (1) rendszer a (2) feltétel mellett
1étezd egyensilyi helyzetei egy egyenesen helyezkednek el:

B(1—v)"(1 — -[.-,)'—u)*'

L:{(K,H,C)eﬂi:H:K( -

. T - 1—1 'T_,”
C:K(Av“ul_“'(B(l 9 = F) —6>,K>O}‘

)

Megjegyerziik, hogy ha a (3) feltétel érvényes, akkor (4)-ben a C-re vonatkozd
kifejezésben K egyiitthatdja is a fortiori pozitiv. Ha p nem a (2) kifejezésnek
megfeleld értéket venne fel, akkor a rendszernek nincs egyensilyi helyzete a
pozitiv ortdns belsejében, ezért a dinamika leirdsa lényegesen nehezebb. A
(2) feltétel fenndlldsa esetén a rendszer egyensilyi helyzetei egy teljes egy-
dimenzios kontinuumot alkotnak. Bér ez a jelenség nem tipikus, mégis ugy
gondoljuk, hogy a dinamikai vizsgalat segitségével sikeriil képet kapnunk a
kétszektoros gazdasig viselkedésérol.
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3 A dinamikai vizsgalat

Ezek utdn linearizéljuk az (1) rendszert a (4) egyenes pontjaiban, majd meg-
hatdrozzuk a linearizalt rendszer sajatértékeit és a nekik megfeleld sajatvekto-
rokat. A sajatértékek meghatdrozasara vonatkozoé részletes szamitas a dolgo-
zat fiiggelékében taldlhatd, ahol negmutatjuk, hogy minden egyensulyi pont-
ban az egyik sajitérték zérus, a mésik pozitiv, a harmadik pedig negativ.?
Ahhoz, hogy explicit megoldasokat kapjunk, a rendszer paramétereire
szamértékeket kell felvenniink. Modelliinkben az aldbbiakat valasztottuk:

A=11; B=12; v=08; u=07; a=06; n=05;: 6§=006.

Lathatd, hogy a termelési fliggvény egyiitthatdja, amely a technikai hala-
das exogén részének tekinthetd, a humén téke termelésénél nagyobb értéket
kapott; ez fejezi ki a technoldgia fejlédésének adott palyajat. A realtke egy-
ségnyi termelésénél e t8kefajta 60%-kal szerepel, mig a human tdke csak 40%-
kal. A huméntdke egységnyi termelése a két tokefajta azonos sulya mellett
torténik.
Ekkor a linearizalt rendszer sajatértékei, valamint a nekik megfeleld sa-
jatvektorok:
A =0 s =(0.04;0.96;0.116)
Ao = 2.54 so = (-0.78; -0.217;0.63)
A3 = —0.85 53 =(-0.38;0.34; -0.97)

adddnak, az Osszes egyenstlyi helyzetben. Abrézoljuk ezt a I, H, C térben:

C
O.Gt-[
L 4 S Y S Y [ 1 e [P A [ I LNTY SR R T
f Y SN L O [ s} LXTVY AT Y (R R A AMET Y A i ) T e ST ) 77
Hais_~ A S S T R (S [ [ S 7 7 7 iy e
7] i S S A A A SN S R A I ) P
0,02 gttt f’ Y ST S Y Y S S Y G S A | L i
A

X na;

0.01 7 7= y i =
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1. dbra

Lathatd, hogy az I egyenes minden pontjaban van egy negativ, illetve egy
pozitiv sajatérték, és a hozzdjuk tartozé sajétvektorok is pontonként meg-
egveznek. Fz azt jelenti, hogy az egyes egyensiilyi pontoknak van egy egy-
dimenziés stabilis sokasdga. Ez egy olyan gorbe, ami dtmegy az adott ponton,

2Bel4thatd, hugy a zérus sajatértékhez tartozd sajétvektor parhuzamos a (4) egyenessel,
valamint az is, hogy ez az egyenes ,,centrum sokasdg” minden egyensilyi pontban.
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és amely mentén a mozgas az egyensilyi helyzethez tart. Ezen kiviil 1étezik
egy egydimenzids instabilis sokasaga, ami pedig olyan, az adott ponton Atme-
n6 goérbe, amely mentén a mozgds tavolodik az egyensilyl helyzettdl. Ezen
stabilis és instabilis sokasagok érint6i parhuzamosak egymdssal a kiilonbozo
pontokban, és ezdltal két, egymast az [, egyenesben metszé sikot alkotnalk.
Ugyanakkor ezen sikok érintosikjai két, egymdst szintén az L-ben metszd
feliletnek. Az egyik ilyen feliiletet nevezhetjik ”az egyensulyi helyzetek L
egyenese stabilis sokasagdnak”, mivel ezen felillet mentén a mozgds tart az
L- hez, mig a masik feliiletet az ” L instabilis sokasagdnak”, hiszen e mentén
a mozgas tavolodik az L-tol.

Az L egyenes stabilis és instabilis sokaséga a K, H, C tér pozitiv ortdnsat
négy részre bontja. Az l-es, Il-es, Ill-as, illetve [V-es tartomanyokban lejat-
$z6d6 dinamika kiillonbozd, azaz a gazdasdg idobeli valtozasat mutatd trajek-
toridk jellege mas és mas lesz, attdl fiiggden, hogy a négy tartomany melyiké-
hen vettiik fel a kezdeti értékeket. E helyen hangsulyozzuk még egyszer, hogy
mindez csak az egyensilyi helyzetek egyenesének kornyezetében érvényes. Ha
a kezdeti értékeket elegendben kozel valasztjuk ehhez az egyeneshez, akkor
az (1) rendszer helyettesithet a linearizaltjaval, valamint a stabilis és insta-
bilis sokasdgok a sajat érint@sikjaikkal, melyek egyben a linearizdlt rendszer
stabilis, illetve instabilis sokasdgal.

A 2. és 3. 4brdn a trajektoridknak az egyes kétdimenzids koordindtasikokra
vett vetiiletel lathatok. Az egyes haromdimenzids tartomanyok egyik, illetve
a mdsik koordindtasikra vett vetiiletét a megfelelé szamok feltiintetésével
jelezziik az dbrdkon. A sziikséges szdmitdsokat a PHASER nev( differencisl-
egyenlet-megoldé szoftver segitségével végeztik el.

I

2. dbra



Egy kétszektoros novekedési modell haromdimenzics dinamikdja 203

\H

1l

K
3. dbra

4 Az eredmények értelmezése

Az el6z6 dbrak a humén toke, a reiltéke és a fogyasztas alakuldsat mutatjdk
meg, ha modellezett gazdasigunk az egyensilyi dllapot kozelében van. A
kezdeti értékektdl figgden a gazdasig az I-es, Il-es, III-as vagy IV-es tarto-
ményban érvényesiild dinamikdval jellemezhetd.

Az I-es tartomdnyban a huméan téke allomanya folyamatosan csokken, a
fogyasztas novekszik, a redltéke dllomédnya pedig egy kezdeti ndvekedés utan
szintén csokken. Az ellenkezd iranyi folyamat a Ill-as tartomanyban zaj-
lik: a huméan téke nd, a fogyasztas csdkken, a redltdke egy rovid visszaesést
kovetéen novekedésnek indul. A Tl-es tartoményban a realtoke folyamatos
novekedés figyelhetd meg, egy ideig csokken a human tdke, majd né; a fo-
gyasztds a humén t6kével ellentétes mozgdst mutat — a kezdeti novekedés
utdn a zérus érték felé tart. Ennek ellenkezbje a IV-es tartoményra jellemzo;
a redltéke dlloméanya dllandéan csdkken, a fogyasztis novekszik egy kezdeti
hanyatldst kovetéen, a humdn t6ke viszont végiil csokken. Vajon milyen gaz-
dasagi folyamatok jatszédnak le a héttérben, amelyek hatdsara a rendszer
ilyen dinamikus tulajdonsdgokkal rendelkezik?

Kezdjitk az I-es tartomannyal. Itt a humén téke allomdnyanak— a fo-
gyasztdshoz és a redltdkedlloménydhoz— viszonylag magas szintje jellemzo.
A humién t6ke iddbeni csokkenése azt jelenti, hogy elhaszndléddsa nagyobb,
mint az jonnan megtermelt mennyisége. Ez lefékezi a realtéke termelését.
Mivel azonban az abban valé részesedése 40%-o0s (Id. « = 0.6), a redltéke
dlloménya —sajdt dinamikajdnak koszonhetéen— ideiglenesen még nchet,
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ami elegendé a fogyasztds novekedéséhez. El&bb-utébb a humén téke csok-
kenése és a redltGke lassabb novekedése megdllitja a redltéke novekedését,
a fogyasztds azonban tovdbb n6. Ez éppen a két tdkefajta csokkenése mi-
att lehetséges, azaz végiil is ezek felélése teszi lehetévé a fogyasztés dllandd
novekedését. :

A fenti folyamat gy értelmezhetd, hogy a széban forgd gazdasigban a
viszonylag magas humén toke dllomanya beleiitkozik a relative alacsony redl-
téke-dllomany korlatjdba; a magasan képzett szakemberek a meglévs gép-
park, laboreszkozok és egyéb berendezések elégtelen mennyisége miatt nem
foglalkoztathatdk hatékonyan. fgy az Ujabb humaén t6ke képzése mellett az
e szektorban dolgozok bére — dinamikdjat illetéen mindenképpen, de nem
elképzelhetetlen, hogy abszolit mértékben is— elmarad a tobbi szektorban
dolgozdké mégott. Ennek hatdsdra a jol képzett munkaerd olyan teriile-
tek felé aramlik, amely ugyan nagyobb jovedelmet biztosit, de alacsonyabb
képzettséget igényel. A magasabb huméin t6két megtestesité munkaerd 1j
helyén az atlagosndl hatékonyabban fog dolgozni, vagyis a reiltéke dlloménya
nd. Ugyanakkor névekszik jovedelem is, amely tjabb keresletet jelent a fo-
gyasztési javak piacdn; igy né a fogyasztds. A redltSke allomdnydnak a
novekedése akkor ér véget, ha vagy az tovabbra is atdramld, illetve most
mdr akdr eredeti helyén megmarad6 humén téke annyira leértékel6dott, hogy
képtelen a meglévd realtSke fejlesztésére, vagy a realtdkét hasznildk részérol
nem jelentkezik igény a magasabb szintii t6kejavak kifejlesztésére. Ilyen ko-
rilmények kozott a redltéke alakuldsa megfordul és a huméan tkével egyetem-
ben csokkenni fog. A fogyasztds novelése csak a vagyon, azaz a tOkejavak
rovéséara lehetséges, amely a lefrt folyamatot még felgyorsitja.

Hasonlé a helyzet a Il-es tartomédnyban. Ott is bekdvetkezik a human
téke dtaramlisa a redltékét gyartd szektorba, ahol szintén hatékonyabban
hasznosithatd; az emlitett okbdl néni kezd a fogyasztds. Teljesen més azonban
a humaén tdke és a redltdke viszonya, hiszen itt a redltéke szektora Osztonzdleg
hat a humén téke fejlédésére — a redltoke Allomanydnak tovabbi ndvelése
kikényszeriti a humén téke fejlesztését is. Ennek forrdsa a fogyasztds, amely
igy egy rovid emelkedés utan a kordbbi szintre visszatér.

A TV-es tartomany végs6 eredménye megegyezik az I-es tartomdnyéval: a
fogyasztas novekedése a redl- és a huméntoke rovéasara torténik. A kiilonbség
a kiindulépont, most a resltéke silya nagyobb. A sajit szektoraban re-
lative kevésbé hatékonyan felhaszndlt redltSke egy részét a humén tdke ter-
melésénél alkalmazzik. Kevesebb jovedelem realizalodik, ezért csokken a
fogyasztds. Ennek szinten tartdsa csak djabb jovedelemképztdés mellett
képzelhets el. Ez pedig a redltéke-javakat gydrté szektorban el6bb varhatd,
mint a nagyobb megtérulési idé jellemezte human téke szektoraban, vagyis
a tékefajtak dramldsa megfordul. A fogyasztas érdekében fokozott realtdke-
termelés elégtelen hatékonysdga viszont azt jelenti, hogy valdjdban e tékefajta
felélése torténik, amely értelemszer{ien nem jelent kihivdst a human téke ter-
melése szdmara sem.

Erdekes a ITl-as tartomanybdl levonhatd kovetkeztetés. A humén tokéhez
képest viszonylag magas reiltdke-dllomény — az el6z6 esethez hasonléan—
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tokedtcsoportositiashoz vezet. A két tékefajta azonos iranyi mozgasa arra en-
ged kévetkeztetni, hogy koztik pozitiv visszacsatoldsi mechanizmusok 1étez-
nek. Ugyanakkor pedig csokken a fogyasztas, amely ellentmondani latszik a
modellben hallgatdlagosan szerepeltetett feltevésnek, hogy a jovedelem nove-
kedésével a fogyasztési szinvonal emelkedése varhaté volna, azaz a fogyasztds
csokkenése alacsonyabb jovedelemmel lenne szinkronban. A III-as tartomédny
ezért csak Ggy képzelheto el, hogy a redltéke-javakat szinte kizdrdlag a humdan
toke elodllitasandl hasznaljék fel, szinte semmi nem jut a fogyasztasra. Némi
irénidaval egy ilyen gazdasdgot ,,éhez6 zsenik tarsadalmanalk” lehetne nevezni.

Eddigi okfejtésiinkben néhanyszor mér hasznaltunk olyan magyardzatokat,
amelyekben a tudatos beavatkozés lehet8ségét, sziikségszeriiségét lehetett sej-
teni. Eppen ezért szeretnénk végezetil modellink néhdny gazdasiagpolitikai
tanulsagara kitérni. Hangstlyozni kell azonban ezzel kapcsolatban, hogy a
levont kovetkeztetések érvényessége igen korldtozott, hiszen ahogyan mas
helyen mér megemlitettilk, az elemzések téargydt képezd mozgdsok modelliink
egyensilydnak kornyezetében zajlanak, az ott megfigyelheté mozgésok irdnya
fontos, vagyis az, hogy merre mozdul el a gazdasdg.

Az egyes tartomanyok trajektéridi ebben az értelemben gazdasdgpolitikai
alternativakat abrazolnak: a gazdasdgpolitikai vezetés vagy a fogyasztds ro-
vasdra igyekszik minél nagyobb tokemennyiségeket termeltetni, vagy a fo-
gyasztds szinten tartdsdt tekinti elsédleges szempontjanak. Ez utébbi esetben
viszont a meglévd tékedllomany elpazarlasanak lehetink tanti. Fuggetlentl
attdl, hogy a human téke ardnya a redltokéhez képest magas vagy alacsony,
igaz az, hogy mindkét kivanatos cél —a tékedllomany és a fogyasztds egy-
szerre torténd novelése— rovid tdvon nem érhetd el.

Mindkét gazdasdgpolitikdra lehet példakat taldlni a kordbbi, néhany ki-
vételtd] eltekintve inkabb alacsony humén-realtoke arany jellemezte szocia-
lista orszagok életében. Koztudott, hogy a tilzott iparositds szinte minden
emlitett orszdghan a fogyasztds visszaeséséhez vezetett. A fogyasztéds szin-
ten tartasabdl kovetkezd tékeleértékelédés pedig a technikai elmaradottsag
kialakulasdban, illetve novekedésében, valamint a nein egy esetben tetemes
Osszegli belsd és kils6 eladdsoddsban jut kifejezésre. Az elintlt néhany évtized
tapasztalatai igy aldtdmasztjdk az egyszerd modelliinkbdl levont kovetkezte-
tést: az emlitett, néha felvdltva megtett gazdasdgpolitikai 1épések a szocia-
lista orszégok fejlédését olyan irdnyba terelték, amelybdl végul is nemn volt
visszaut.

De ugyanez érvényes a magas humédn-realtGke-ardnyt mutatd orszagokra
is. f]gy gondoljuk, hogy Magyarorszdg ebbe a kategéridba tartozik, vagyis
jelenlegi szitudcidjat tekintve dbrainkban valahol az I-es és 1l-es tartoményok
kozotti hatdrvonal kormyékén |, helyezkedik el”. A gazdasagpolitikai vezetés,
nyilvan hosszi tavra kihatd, de most meghozandd dontése kétféle lehet: vagy
a fogyasztds novekedését tekinti elsédleges célnak, vagy sajat erébdl —a
humén téke atcsoportositisdval— igyekszik a redltéke dllomanyét novelni.
Rovid tavon az elsd dontés tiinik elényosebbnek, hosszi tavon pedig nyilvan a
masodik. Ebben az esetben a gazdasdg olyan irdnyba mozdul el, hogy elészor
a real-, késéhb pedig a humdntdke dllomdnya né. Mindkét fejlemény hatéasara
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megteremtddik a lehetésége —de csak a lehet6sége— annak, hogy hosszabb
tdvon a fogyasztds is novekedjen, hiszen a tékeallomédnyok névekedése jove-
delemnovekedést valt ki, ami névekvd fogyasztdsi keresletet implikal. Ebben
az esetben a siker nem &ll be magatdl, hiszen lattuk, hogy a két toketajta
egyiittes novekedése csak jol miikodd visszacsatoldsi mechanizmusok révén
valésulhat meg. Konkrétan ez azt jelenti, hogy létrehozni, illetve erésiteni
kell azon kereteket, amelyek kozott a gyakorlat —a mindennapos gazdasdgi
élet— és a humadan toéke termelésének helyszinei 6sszekapcsolédhatnak, ame-
lyek kozott az oktatdsi szektor a kiképzendd szakemberek irdnti igényekrol
értesul.

5 Fiiggelék

Az (1) rendszer linearizaltjanak egyiitthatématrixa a (4) egyenes pontjaiban:

—v

p a(l — )b -1

M= b § —né 0|,
cala—1) (abl-'? — 5) b aa(l — ) (ablT_r“ — 5) b 0
(F1)
ahol @ = Av®ul~<, illetve b = £(1 —v)"(1 —u)?™7. Az M métrix elemeire
a tovdbbiakban a kovetkez6 jeldlést hasznaljuk:

711 M1 M3
M= mg oy maog | ,
ms31 M3 133

ahol

ma1, Miz, Moy, maz >0 mag =maz =0; maz,ma2,ma1 <0. (F2)
A Lkarakterisztikus egyenletet felirva:
— 234+ A% (myy —}—771_22) + A(mm1amor —ma1mes —ma1) — (maimsg —mgamar) = 0

lathatd, hogy az egyik gyok biztosan zérus, hiszen az (F1) megfeleld elemeinek
behelyettesitése utdn 1mgymgs — magomsr = 0 adédik. Legyen tehat A = 0,
ekkor a mésik két sajatérték, Ao, Az a kdvetkezd egyenletbd] hatérozhatd meg:

)\2 . )\(WLH + 7n22) . (’ITL1277121 — MM — 77131) =0.
A gyokok és egyltthaték kozotti Osszefliggés alapjan tudjuk, hogy
Aoz = —(migmer — mi1mez —mgy) ,

ahol a jobb oldali kifejezés az (I'2) feltétel miatt mindig negativ. Tehat Ay
és \3 mindig ellentétes eldjeli.
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A THREE DIMENSIONAL ANALYSIS OF A TWO-SECTOR MODEL

In this article a growth model describing the time development of human capital,
real capital and consumption were analyzed. This was done in the frame of the
original three-dimensional model, while the earlier analysis of Barro and Sala-I-
Martin based on a reduced two-dimensional form. The model’s equilibrium solution
is a saddle-point. In its neighborhood consumption remains more or less on the
same level, but human capital and real capital can tend to zero or to infinity. From
economic point of view this means that for economies with a relatively high ratio of
human capital and real capital exist two different paths for development: a nearly
constant consumption implied by the joint stimulation of real capital and human
capital, or a consumption caused by using up existing human and real capital.






