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HALANDOSAGI TABLAK BECSLESE
BAYESI MODSZEREKKEL!

GAL PETER

Dolgozatomban az életbiztositasok matematikdjanak egy alapvetd feladatdra,
a halanddséagi tablak szerkesztésére mutatok be lehetséges mddszereket. Meg-
kozelitésem kiindulépontja a bayesi statisztika. A statisztikai kovetkeztetés-
elmélet e viszonylag fiatal vonulata jelentéségéhez és sokrétii alkalmazha-
tésdgahoz képest kevéssé ismert, ezért a dolgozat elsé fejezetében roviden
bemutatom elvi alapjait és a késobbiek sordn hasznélt néhdny mdédszerét
és tulajdonsdgat. A ndsodik fejezet a cimben szerepld fontos gyakorlati
problémara tett megoldasi javaslatokkal hivja fel a figyelmet a megkozelités
hatékonysagara, flexibilitdsdra. Szeretnék koszémetet mondani a dolgozat
elkészitésében nyujtott segitségéért Hunyadi Ldszlénak, a BKE egyetemi
tanaranak és Szabd Jozsefnek, a Winterthur Biztosité Rt. vezetd matema-
tikusanalk.

1 A bayesi statisztika alapjai

"Két esemény egylttes bekovetkezésének valdszinlisége egyenld az elsd beko-
vetkezésének valdszintlisége szorozva annak valdszintségével, hogy a mésodik
bekovetkezik, feltéve, hogy az elsd bekovetkezik.”? Ezt az allitast kozel két
és fél évszazaddal ezel6tt fogalimazta meg az angol matematikus, filozdéfus
Thomas Bayes tiszteletes, s erre az allitdsra épiilt kés6bb a klasszikus valé-
sziniiségszamitds Bayes-tétele.

Thomas Bayes tiszteletes
(1702-1761)

1Beérkezett: 1998. mércius 28.
21d. [1].
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A tétel a huszadik szdzad kozepén egy heves vitdkat kivaltd statisztikai
megkozelités alapjaul szolgdlt. A bayesi statisztika szemléletében és eszko-
zeiben sok helyltt szakitott a klasszikus elmélettel. A bayesi elemzések sordn
kovetkeztetéseinket a klasszikus tittal ellentétben nem csak a mintdbdl nyer-
hetd informécidk alapjan hozzuk. Lehetdség nyilik szubjektiv vélemények
egzakt kezelésére, szubjektiv valdszintiségek hasznilatdra. Nem feltételezziik
az ismételt mintavétel lehetdségét, a rendelkezésre 4116 egyetlen minta alapjin
dolgozunk. Tovdbba —taldn a legjelentdsebb szemléletheli killonbség, hogy—
a bayesi statisztika becslésének targya nem rogzitett érték, hanem véletlen
valtozo és a becslés e valtozd valdszinliség-closzldsdnak meghatdrozasat je-
lenti.

A bayesi megkozelitést a kiilsd informacidk felhaszndldsa és a szubjektiv
valészintiségek haszndlata miatt sok tdmadds érte (éri). Hivei éppen abban
latjak erejét, hogy véleményiik szerint egyrészt a statisztikus elemzése soran
mindig felhasznél kiilsé informéciét (pl. sikertelen kisérletek elvetése) és az
elemzés atlathatdsdgdt noveli, ha ezek formdlisan is megjelennek a modellben;
mdésrészt a bayesi megkozelitésben elképzelhetd a kiilsd informaciok hidnya is,
azaz a klasszikus mintavételi statisztika specidlis esetként jelenik meg benne.
Tovabba a bayesi elmélethen is taldlkozhatunk a klasszikus statisztika alap-
feladatainak, a pont- és intervallumbecslés, a hipotézisvizsgdlat analogon-
jaival.

A bayesi médszerek igencsak szainitdsigényes eljardsokat haszndlnak, ezért
nem meglepd, hogy e megkdzelités népszertisége a szamitdstechnika robbands-
szer(l fejlédését kovette. Manapsig mér sok teriileten alkalmazhatd a hagyo-
manyos modszerek mellett vagy helyett.

A Bayes-tétel, a prior és a posterior fogalma

A bayesi megkozelités alapja a Bayes-tétel —melyet gyakran a forditott valé-
szinuség tételének is neveznek— folytonos valdsziniiségi valtozdkra a kovet-
kezdképpen formalizdlhato:

[y, 0)=fy10)f(0) = fB]y)f(y), (1)

azaz _fO)fy19)
0w ="y

ahol y megfigyelések véletlen vektora, 8 szintén valdsziniiségi valtozdnak
tekintett paramétervektor, f(y,8), f(y|8) és f(0|y) pedig az egyiittes il-
letve feltételes siirliségliiggvényeket jelolik. Mindezt a kdvetkezd formaban is
rrhatjuk:

(2)

f@y) o f(0)f(y8), (3)

ahol o< ardnyossdgot jelol. Az ardnyossagi tényezd nyilvan 1/f(y), mely egy
konkrét mintdt tekintve konstans. Az f(6)-t a 6 paramétervektor a priori
stirfiségfiiggvényének vagy roviden priorjanak nevezziik. Az f(0) az a posteri-
ori slirliségfliggvény vagy posterior, f(v|8) pedig a mintavételi statisztikabdl
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ismert likelihood fiiggvény. (3) tehdt szavakkal a kovetkezdképpen fogal-
mazhaté meg: a posterior sliriiségfiiggvény ardnyos a prior és a likelihood
figgvény szorzatdval.

A posterior tartalmaz mintdn kiviili, elézetes informdciot, mely a prior
révén jelenik meg benne és mintdbdl szdrmazé informaciét, melyet a likeli-
hood fiiggvény kozvetit. A bayesi elemzések sordn a posterior stir{iségfiigg-
vényt haszniljuk a paraméterekre vonatkozd kovetkeztetések levondsdhoz.

A prior

A prior stirliségfiggvény, f(8) modelliink paramétereire vonatkozé elbzetes
ismereteinket reprezentdlja. A bayesi elemzés egyik dontd és egyaltaldn nem
magétdl értetddd mozzanata a megfeleld, a kiilsé informaciokat vagy azok
hidnyat a lehetd leghtiebben kozvetitc prior megvilasztdsa. Fontos, hogy
a prior matematikailag egyszertien kezelhetd legyen. Tovabbi kévetelmény,
hogy fiiggetlen legyen a mintatol.

Az a priori informacid szarmazhat korabbi mintdkkal, adatokkal végzett
elemzésekbdl, ilyenkor adatokon alapuld informéaciordl beszéliink. Maskor el-
méleti megfontoldsokrdl, szubjektiv feltételezésekrol, szakértéi megérzésekrdl
van szo: ezek a nem adatokon alapulé priorok. E két fajta informdacié ter-
mészetesen nem mindig valaszthatd szét egyértelmiien. Gyakran eléfordul
az az eset, amikor csak kevés vagy semmilyen elézetes informécié nem all
rendelkezéstinkre. - Az ilyen prior megalkotdsa sem nyilvanvald, sét a bayesi
kovetkeztetéselmélet egyik legnehezebb és legtobb vitat kivaltd kérdése.

Szélni kell még a priorok egy fontos csaladjardl, a terinészetes konjugalt
prioroknak nevezett strliségfiiggvényekrél. Az ilyen priorok hasznilatit a
ldnctulajdonsignak vald megfelelés igénye motivalja. Szerencsés tulajdonsiga
ugyanis a priornak, ha valamely gyakori likelihood fiiggvénnyel val6 szorzata-
ként el6allé posterior egy kovetkezd kovetkeztetési 1épéshben megfeleld prior-
ként szerepelhet. A természetes konjugalt priorokbdl szarmaztatott posterior
tipusa megegyezik a prioréval, igy nyilvan rendelkezik a ldnctulajdonsiggal.
Példa természetes konjugdlt priorra a binomidlis eloszlas p paraméterére
feltételezett béta eloszlds. Ismert, hogy ekkor a likelihood fliggvény és a prior
siirtiségfiiggvény is P*(1 — P)" F-val ardnyos és ilyen fiiggvények szorzata
nyilvan hasonlé alakd. Tovabbi természetes konjugalt csaladok a normadlis-
normdlis vagy a Poisson-gamma modellek.

A likelihood fuggvény

A bayesi elemzésben a likelihood fuggvény hordozza a mintdbdl szarmazd
informdciokat. Gyakran feltételezziik, hogy a mintaelemek fiiggetlen azonos
feltételes eloszlasbdl szarmaznak. Ilyenkor a likelihood fiiggvény felirhatd az
aldbbi médon:

£710) o [T £s19). (@
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Erdemes felhivni a figyelmmet a likelihood figgvény egy fontos tulajdonsigara,
miszerint a mintabél nyerhetd 0sszes informdciot tartalmazza, azaz "mindent
elmond, amit a minta mondhat”.3

Kovetkeztetés tobb mintabdl

Tegylik fel, hogy a 6 paramétervektor vizsgilata sordn rendelkezésiinkre &ll
az f(0) prior mellett két fliggetlen kisérletbdl szdrmazé minta: y1, yo. Ilyen
esetben a posterior elkészitésekor a kovetkezSképpen jarhatunk el: képezziik
a (3) szabdly szerint az els minta alapjdn az

F6lyr) o< £(6)f(y16) (5)

posteriort, majd ezt tekintve prior strliségfiiggvénynek a mdsodik mintat
felhasznélva szamithatjuk a két mintara tamaszkods posteriort:

FO|y1,y2) o< f(8]y1)f(y216) . (6)

Az elozd két ardnyossag Osszevetésével a posterior egy fontos tulajdonsigdra,
figyelhetunk fel:

FO1y1,y2) o< f(O)f(v110)f(v210) - (7)

Az f(y1|0)f(y2 | ) szorzat nem mads, mint a § paraméter likelihood fiiggvénye
az y1, ye mintdk alapjan, azaz

fOly1,y2) o< f(0) f(y1,y210) . (8)

Azt taldltuk tehdt, hogy a prior kilonbozé mintdk alapjan vald ismételt
modositasa azonos eredményre vezet az egyesitett mintabdl szamitott like-
lihood fuggvény segitségével képzett posteriorral. Megmutathatd, hogy ez az
allitds kettonél tobb mintara is érvényes.

A fentiek alapjdn az (jjonnan szerzett informacidk folyamatosan beépithe-
t0k a posteriorba, {gy az a mindenkor rendelkezéstunkre all6 Osszes elézetes és
mintahol szdrmazo informéciot tartalmazhatja. Nem sziikséges tehdt az a pri-
ori és a korabbi mintainformacidk megorzése és az azokbdl vald djraszémolds.

Paraméterek pontbecslése

A bayesi megkédzelités a paraméterek teljes posterior eloszldsat szolgéltatja.
Ezeket az eloszlasokat leithatjuk a szokdsos statisztikai jellemzdkkel: kozép-
értékekkel, szérassal, ferdeséggel. I{érdés, hogy a paraméter pontbecslésére az
eloszlas mely jellemzdjét érdemes hasznalni. Kézenfekvd megoldds valamely
kozépértéket (varhatd értéket, moduszt stb.) vélasztani.

Egy mésik lehetséges megkozelités valamilyen, a becslésbél eredd ,,vesz-
teség” minimalizaldsa. Ehhez egy megfelel veszteségfiiggvényt (L(6,0)) vé-
lasztunk, melynek valtozdi a véletlen valtozonak tekintett 6 és ennek egy

3L. J. Savage: Subjective Probability and Statistical Practice, in: The foundations of
Statistical Inference, Methuen & Wiley, London, New York, 1961 idézi Zellner [6].
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adott mintshoz tartozé becslése (6 = H(y)). A veszteségfilggvény a becslés
,,Tosszsagat” | a 0 értékétol vald tavolsdgat hivatott mérni. Ne feledjiik,
hogy a bayesi megkozelités szerint nincs egyetlen "valédi” 8 érték, hanem a
paraméterek posterior suriiségliggvénye all rendelkezésiinkre. Ezért 8 becs-
lésének azt a pontot vélasztjuk, amelyben a veszteségfugevény posterior
varhaté értéke minimalis:

 — srgrain BUL(8,67)) = argmin / L6,0)f0|y)do,  (9)
o’ o R(6)
feltéve, hogy a varhaté érték véges és a minimum létezik.
A veszteségliggvényt sokféleképpen megvalaszthatjuk, egy gyakori meg-
oldds a kvadratikus,

L=(0-60)C(-9

alak, ahol C egy konstans szimmetrikus pozitiv definit matrix. Ilyenkor a
veszteségfiiggvény vérhaté értéke a kovetkezd formdra alakithaté:*

E(L(6,0)) = E((6 - 8)C(6 — ) =
E((6-B(6) - (6~ E@))CO-BO) -0 E®)) = (0)
E ((9 — E(6))'C(6 — E(0)) + (§ — E(0))'C(6 — E(e))) .

Az utolsé varhatd érték elsé tagja fuggetlen 0-t6l, a mésodik tag, (é —
E(6)) C(§— E(8)) pedig nem sztochasztikus, és minimumét akkor veszi fel, ha
6=F (8). Azt a —nem meglepé— erediényt kaptuk tehdt, hogy a posterior
vérhaté értéke optimadlis pontbecslést ad a paraméter értékére (kvadratikus
veszteségiiiggvény esetén).

Nagymintas tulajdonsagok

Ebben a bekezdésben a bayesi posterior striségfiiggvények néhany nagy-
mintds tulajdonsdgdt targyaljuk. A posteriorrdl tudjuk, hogy a prior és a
likelihood fliggvény szorzatdval ardnyos:

FO1y) o< F(6)f(y|6) = f(B)e V1. (11)

Tegyik most még fel, hogy y egy n elemil vektor, azaz n fiiggetlen megfi-
pyelésiink van. Ekkor In f(y |6) altaldban n-nel ardnyos,® mig f(0) fiiggetlen
a minta méretétdl (mivel fliggetlen a mintétdl). igy nagy mintdk esetén a
likelihood fliggvény domindlja a posterior siirfiségtiiggvényt. Zellner® iga-
zolja, hogy (altaldnosan fenndllé feltételek mellett) a posterior aszimptotiku-
san normalis eloszldsi lesz, a maximum likelihood becsléssel egyenld varhatd

4 Az elsé 1épésben a posterior védrhatd értékét, E(8)-t levonjuk és hozzdadjuk a veszteség-
fiiggvényhez. Bz a varhatd értéket nem befolydsolja. A mdsodik lépésben kihaszndljuk,

‘hogy az B ((0 - E(G))lC(@ - E(@))) keresztszorzatok kiesnek, mivel E(9 - E(G)) =0.

5Lindley [5]
6[6] 32. old.
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értékkel. Az is megmutathatd, hogy a minta névekedésével a posterior szo-
rasa csokken.” Nagy minték esetén tehdt a bayesi posterior siirliségfiiggvény
a maximum likelihood becslés sziik kérnyezetében ,,0sszpontosul”.

Osszefoglalds

Az els6 fejezetben bemutattuk, hogy a bayesi elmélet milyen, a klasszikus
felfogdstdl eltérd elvekkel kozelit a statisztika feladataihoz. A bayesi mdédsze-
rek hatékonyan alkalmazhatdk a klasszikus statisztika legtobb feladatanak
alternativ megkozelitéssel valé megolddsara, igy a gazdasdgi élet dontéseinek
statisztikai megalapozasira vagy ezen beliil a kifejezetten aktudriusi prob-
lémak megolddsara is. A vagyonbiztositdsi kalkulacidk soran elszeretettel
alkalmazott meghizhatdsdgi elmélet példaul eldszeretettel alkalmaz bayesi
médszereket a meghizhatésagi tényezé meghatdrozdséra.® Az aldbbiakban
az életbiztositdsok tertiletén mutatunk be alkalinazdsokat.

2 A halanddsagi tablak problémaja

Az életbiztositisok dijait a biztositétarsasdgok halanddsagi tabldk alapjan
hatdrozzak meg. A biztositdk szdméra fontos, hogy a halanddsagi tablak pon-
tos adatokat tartalmazzanak, hiszen halaleseti biztositdsok esetén a halandé-
sag alulbecslése, elérési tipusd biztositasok esetén a halanddsag feliilbecslése
veszteséget okozhat. A biztosité nem torekedhet , biztonségi jatékra” a ha-
landdsdgok szdndékos felil-, illetve alulbecslésével, hiszen ez indokolatla-
nul magas biztositdsi dijakat eredményezne, ami a versenyképesség rovasara
mehet.

A statisztikai hivatalok készitenek az egész népességre vonatkozd ha-
landdsdgi tabldkat, ezek azonban a biztositétarsasigok szamara tobb okbdl
sem szolgdltatnak megfeleld adatokat. Egyrészt az életbiztositast vasarlok
eloszldsa a tdrsadalomban nyilvan nem egyenletes: pl. a legszegényebD réte-
gek, melyek halandésiga az dtlagnil magasabb, az atlagnal kisebb ardnyban
kotnek életbiztositdst, igy a biztositott dllomény halanddsdgi mutatdi alta-
l4ban alacsonyabbak, mint a teljes tdrsadalomra jellemz6 értékek. FEzt fi-
gyelembe véve a biztositétarsasigok szokds szerint a teljes népességére meg-
hatdrozott halandéséagi ratakat (¢, ) egy minden korosztalyra megegyezd 1-nél
kisebb konstanssal szorozzdk meg és az igy el6dllé halandésagi tablaval kal-
kulalnak.

Ugyancsak megkérdéjelezhet]iik az orszagos halanddsdgi tablak életbizto-
sitdsok dijkalkuldcidjandl vald alkalmazdsanak jogossdgat a biztositd ligyfelei
kozott megjelend antiszelekcid miatt: a tapasztalatok szerint kockdzati élet-
biztositdst az Osszes biztositdst vasirld dtlagdnal nagyobb, elérési biztositdst
pedig az dtlagnal kisebb halanddésdgi tugyfelek kotnek.

[6] 33. old.
8Ld. pl. [4].
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A biztositénak tehdt a potencialis kockazati, illetve elérési életbiztositas
vasarldk halanddsdgi tablajara van sziksége. Ez a feladat sugallja a bayesi
megkozelités alkalmazasat. Rendelkezésiinkre dllnak ugyanis a priori feltéte-
lezések a tédblira vonatkozdan és egy folyamatosan névekvo minta, a biztositd
szerzddéseinek dlloménya. A kiils6 feltételenések kozott a fenti szocioldgiai
megfontolasok és az orszdgos halanddsdgi tabla mint kiindulépont mellett
tovabbi elvardsokat is megfogalmazhatunk a priorban, példaul kiilfoldi tapasz-
talatok alapjan. Tgénylként mertlhet fel az is, hogy a halanddsdgi tablaban
szerepld értékek analitikus fiiggvénnyel kifejezhetok legyenck vagy més ked-
vezd tulajdonsdggal rendelkezzenek, példaul ne "ugraljanak” | azaz egyméshoz
kozeli korosztalyok halanddsdgi ratdi csak kevéssel térjenek el egymédstol.
Mindezek az elvarisok a megfeleléen megvalasztott prioron keresztiil jelen-
hetnek meg a modeliben.

A bayesi megkozelités alkalmazasanak elfogaddsa még nem jelent egy
konkrét receptet a probléma megoldasdra, csak annyit, hogy feltételezéseinket,
kiilsé informdcidinkat a priorba, a mintdabdl szarmazd informacidt a likelihood
fiiggvénybe foglalva vonjuk modelliinkbe, és az e két tényezd altal meghata-
rozott posterior lesz kovetkeztetésiink, becslésiink alapja. A tovébbiakban
lathatjuk, hogy e gondolatmenet alkalmazasa tobbféle kiillonbozé modszert és
eredményt szolgaltathat. Minden példédban a Mellékletben taldlhatd adatok-
kal szémolunk, melyek egy fiktiv biztositétarsasig alloményanak nagysagat®
és a bekovetkezett haldlesetek szdmét mutatja kor szerinti bontasban héarom
kiilonbozé évben, tovdbbd a ,,hagyoményos”, orszagos halanddsagi tdbla fent
lefrt egyszertt modositdsdval meghatarozott halanddsdgi ratakat.

1. médszer: Béta-binomidalis modell a halandésagi ratak
becslésére

Elsé megolddsunkban a kiilonbozé korokban jellemzd halandésigi ratékat
egyenként (korévenként kiilon-kilon), egymastol fiiggetleniil becsiiljitk meg.
Az 2 éves koru biztositottak halanddsigi mutatdjinak meghatarozasdhoz
rendelkezésiinkre 4ll6 informécidk a kovetkezbk: az orszdgos halanddsdgi
tablaban szerepls érték (g, erre alapozzuk a priort), a biztositd x éves kori
dlloményénak nagysiga (l) és az ezen allomédnybeli haldlesetek szama (d.).
A haldlozésok relativ gyakorisdgéat jeloljik u.-szel (u, = dy/lz), a halands-
sagi Tatdk keresett becslését pedig w,-szel. Mivel csak egy évjarattal foglal-
kozunk, az x indexeket ott, ahol ez nem vezet félreértéshez, a tovabbiakban
elhagyjuk. A halanddésigi mutatok kiigazitdsdt rendszeresen (pl. évente)
érdemes elvégezni, ezért fontos, hogy a prior ldnctulajdonsagi legyen. Ha
természetes konjugalt priort akarunk hasznalni, annak kivalasztasdhoz ismer-
niink kell a likelihood fliiggvény alakjat. Ezért elsd 1épésként most hatarozzuk
meg ezt.

Feltételezhetjiik, hogy a biztosité dllomdnydban bekovetkezé haldlozasok

9 A fiktiv adatokat gy allitottam el8, hogy egy létezd biztusittarsasag killonbozd évek-
ben tapasztalt adataibdl képeztem Osszegeket. Erre azért volt sziikség, mert a valds adatok
nem publikusak, ugyanakkor {gy életszeri adatokkal szdmolhattam.
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szama binomialis eloszldst kévet, melynek paraméterei a keresett haldlozdsi
ardny (w) és az allomdny nagysdga (1). A likelihood fiiggvény tehat:

F(d|w) = ((li)wd(l — e, (12)

A kovetkezd 16pés a prior meghatdrozdsa. Szerencsés béta eloszldst priort
valasztani, hiszen tudjuk, hogy az a fenti likelihood fiiggvénnyel természetes
konjugalt. A béta eloszlas paramétereit ugy vilasztjuk meg, hogy a véarhaté
érték g-nak addédjon, azaz a priori informéacidként az orszégos halanddsagi
ratat hasznaljuk fel. Mivel két paramétert adhatunk meg, meghatarozhatjuk
még a szdrist is. Ezt a killonbozd korosztalyok esetében killonbozd nagysé-
ginak tanacsos vdlasztanunk, hiszen qig 0,001 nagysagrendii, mig ggo 0,1-
hez kozeli értéki. Hasznaljunk ezért a kilonbo6zo korokra egy fix r relativ
szorasu eloszldst. A béta eloszlds « és 8 paraméterének meghatdrozasahoz a
kovetkezd kétismeretlenes egyenletrendszert kell megoldanunk:

e q
a+pf
of ) (13)
GRS ES ) R AR
Innen 1 g%
N (14)
g=d—a=r’g)1—q)
rq '

Mindezek alapjan a béta eloszlasu prior suriiségfiiggvénye mar meghatéroz-
haté:

Na+08) a1 B—1
¢ ;
A posterior pedig (3) alapjén a kivetkezd alaki:
flw]d) oc w1 —w)t—d+A-1 (16)

azaz d+a és B+ —d paraméterii béta eloszlasi. A posterior siirfiségfiiggvény
alapjan meghatdrozhatjuk az E(wl|d) = Hd(%ﬂ posterior vérhaté értéket,
amely w bayesi pontbecslésének tekintheto.

Nézziik meg konkrét adatainkra, milyen eredményt kapunk a fenti méd-
szerrel.  Tekintsiik egy 35 éves biztositott halandésdgéanak becslését. A
prior meghatarozdsdhoz felhasznaljuk a rendelkezésre 4116 halandosdgi tdhla
megfeleld értékét: qss = 0.00433. 20%-os relativ szérdst feltételezve a w
eloszlasdt leird béta eloszldsd prior paramétereire (14) alapjdn o = 24.89 és
8 = 5722.8 adddik. A likelihood fiiggvény meghatarozdsihoz sziikségiink van
az &llomdny nagysdgdra (I = 1505 {6) és a haldlozdsok szdmdra (d = 2).
A fentiek alapjdn a posterior béta eloszlasu 26.89 és 7225.8 paraméterekkel.
Vérhato értéke pedig, melyet w becslésének tekintiink %f& = (.00371.

9+7225.8
Az 1. dbrdn a prior, a likelihood fiiggvény és a posterior alakja ldthato.
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38 évey biztositott hulandisapinak heeslése
(y=0,00433, w=0,00371)
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1. dbra

Lathatd, hogy becslésiink a halanddsagi tablabeli érték és az ennél joval
kisebb tapasztalt relativ gyakorisdg (2/1505 = 0.00133) kozé esik. Azt is
megfigyelhetjiik, hogy a viszonylag kis minta kisebb sillyal szerepel a mddo-
sitott halanddsdgi érték meghatdrozasdnél.

A vilasztott béta-binomidlis modell lanctulajdonsagit kihasznalva tjabb
mintakbdl nyert informécidinkat egyszertien beépithetjiik a becslésbe, a most
kapott posteriort tekintve priornak. Becsiiljitk meg a 35 éves biztositott La-
landésdgat az elsd becslést és a masodik évi adatokat felhaszndlval Most
=249, 8 =6692.7, | = 3102, d =6, igy w = 30.9/9819.6 = 0.00315. Meg-
figyelhetd, hogy tovabh kozelitettiink a relativ gyakorisdghoz, ami indokolt,
hiszen most nagyobb, és ezért megbizhatébb minta alapjdn becstiltiink.

Természetesen a fenti becslés valds helyzetekben valé alkalimaziasihoz a
kértilmények tovdbbi elemzése is sziikséges. Egy fiatal biztositétarsasig!®
esetén példaul az dllomdny kicsi, igy az empirikus halandésdgi aranyok szdrasa
(8s ezért a szomszédos értékek koézotti ingadozdsa) nagyon nagy lehet, és ez
nagy ingadozdst eredinényez a bayesi mddon becsiilt értékekben is. Mivel
feltételezhetd, hogy a szomszédos korcsoportok halandésiga nem nagyon tér
el egymdstdl, ezt a kéaros jelenséget az eredményiil kapott tabla adataira
illesztett "sima” gorbe haszndlataval részben orvosolhatjuk. Taldn a legegy-
szer(ibb simitdsi médszer mozgditlag haszndlata. A simitdst alkalmazhatjuk
a bemend adatokra (a tapasztalt relativ gyakorisigokat simitjuk) vagy a ki-
menetre (a becsiilt halanddsdgi ratédkra). A 2. dbra a fenti médszerrel becsiilt
halanddsdgi mutatdk 9 tagd mozgdatlagolassal simitott értékeit valamint az
eredeti halanddsdgi tdbla adatait és a relativ gyakorisdgokat mutatja:

0N agyarorszagon a feldogozott adatok mennyisége szempontjdbol a biztositStarsasigok
tobbnyire ,,fatalnak” tekinthetdk.
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2. dbra

Egy mésik probléma, hogy mivel a biztositds megkotése el6tt az tigyfelek
egészségi dllapotdt megvizsgdljdk, az azonos kori régi és 1j ligyfelek halandé-
sdga is eltérhet egymastSl. E csoportok kiilonvélasztasa tovabb csokkenti a
minta méretét. Mint 1ldttuk, ez azt eredményezi, hogy a likelihood fiiggvény
stilya a posteriorban kicsi lesz, s igy becslésiink az a priori feltételezett ha-
landésagi tabldhoz kozeli értéket szolgdltat majd. Magyardn eljardsunk ilyen
esetekben sok 11j informéciét nem nyujt.

Noévekvé alloményok alap)an becsiilt halanddsigl gbrbék

0030

0.025

0020 +
o —
o orszagos
i
B 0015 - - tev
s —12 &
= — =13 év

0010 4

0.005

0,000 = + +
18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 I8 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64
kor

3. abra
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A minta méretét és igy silydt névelhetjiik, ha a kovetkezd évek adatait
rendre bevisszitkk a modellbe. A 3. dbra a kiindulé halanddsigi tabla mel-
lett az egy, kettd, illetve hdrom év megfigyeléseire tdmaszkodd bayesi médon
becsiilt, majd kisimitott halanddsdgi tdbldkat tartalimazza. A masodik illetve
harmadik év adatainak bevondsakor a priori informdciénak méar a megel6zé
évben meghatdrozott kisimitott halandésdgi tablat tekintettiik.

Léthaté, hogy a becsiilt gorbe az évek miildsaval jobban eltérhet az ere-
deti, orszagos halanddsdgl tablatdl, mivel az egyre nagyobb dlloményok miatt
a minta silya a becslésekben egyre nd.

2. moddszer: A halandésagi tabla ,,sima” becslése

A kovetkez6, 2. mddszer bér a fentivel azonos feladat megolddsdra szolgdl és
szintén bayesi elvek alapjan kozel{ti meg a problémat, egyéb, az 1. médszerrel
kozos vondssal nem rendelkezik. Az egyes korokra jellemz6 halanddsagi réta-
kat nem kilén-kiilon, hanem szimultdn médon becsiiljiik. Az eredményként
kapott halanddsdgi gorbe simasdgat nem utdlagos ,kezeléssel” biztositjuk,
hanem ezt az elvarasunkat mér a priorban megfogalmazzuk. Az el6zé eljards-
sal ellentétben az életbiztositasi halanddségi tdbla becslése sordn egyéltalan
nem tdmaszkodunk az orszagos halanddsagi téblara. FEzzel egy biztosan
torzitd elemet tdvolitunk el a modellbél.

Mint azt mar a kordbbiakban targyaltuk, a becsilt halanddségi tablaval
szembeni legfontosabb elvardsunk, hogy ,,sima” legyen, valainint, hogy a min-
tabdl meghatarozott relativ gyakorisagokkal a lehetd leginkdbb osszhangban
alljon. Ezt a két elvart tulajdonsagot rendre a priorban és a mintabdl nyer-
hetd informéciét kozvetito likelihood fuggvényben fogalmazzuk meg.

Tovabbi jdonsdga a megkozelitésnek, hogy az egyes korosztalyokra (z =
18..65) jellemzd halanddsagi ratak, mint valésziniségi valtozdk egyiittes el-
oszlasdra tesziink a priori feltevést, illetve szerkesztjiik meg a likelihood fugg-
vényt.

A priorhan széndékozunk megfogalmazni a simasdgra vonatkozé elvara-
sainkat. Ez azt jelenti, hogy a halanddsdgi ratak w, becsléseinek egyiittes
eloszldsat olyannak tételezziik fel, hogy kis valdszinliséget tulajdonitunk a
szomszédos értékek nagy eltéréseinek. Az eltérések mérésére hasznédlhatjuk
példaul az euklideszi tdvolsdgot. A prior striségfiiggvény megaddsira az
exponencidlis fiiggvényt vilasztjuk, mert konnyen kezelhetd, monoton fligg-
vényre van szitkségiink. Latni fogjuk, hogy ez a vélasztas a késSbbiek folya-
mén nagyban leegyszeriisiti majd a szdmitasokat. Legyen tehdt a prior:

64
flwssg, ..., wes) o< exp (— Z (wy — 1UI+1)2> . (17)

+=18

A likelihood fliggvényt hasonlé elvek alapjdn szerkesztjitk meg. Itt azt kell
elérntink, hogy a w, becslések az u, relativ gyakorisdgoktol kevéssé térjenek
el. Azokat a korosztdlyokat, melyekben az allomany nagyobb, nyilvdn na-
gyobb sillyal kell figyelembe venntnk, mint a jelentésebb mintavételi hiba-
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lehetdséggel terhes kevés f6bdl allokat. A likelihood fliggvényt ezért a kovet-
kezoképpen hatérozzuk meg:

65

fluis, ..., ugs |wig, . .., wes) X exp <~ Z mily (e — ww)z) : (18)

r=18

ahol az m a minta és a prior silyozasara szolgalé faktor.

A fenti egyszerlien megfogalmazott prior és likelihood fiiggvény egy ter-
mészetes konjugdlt part alkot. E két feltételes eloszlas szérasanak aranya
hatdrozza meg, hogy a prior és a likelihood milyen stillyal szerepeljen a pos-
teriorban. Ezt az ,egyenstilyozd” szerepet a fenti alaki modellben az m
egyutthatod jatssza.

A posterior alakja ezek utdn meghatirozhatd a prior és a likelihood fiigg-
vény szorzataként:

f(wlg, ..., Wes | U118y .+ ,u65) X
64 65
exp (— Z (wy — ww+1)2> exp (— Z Mg (U — wm)z) =
=18 =18 (19)
64 65
exp (— Z (w0, — wm+1)2 — Z Mg (U — wm)2> .
z=18 =18

A halandéséagi rétdk pontbecslésének tekintsiik eziittal az egyuttes posterior
eloszlds varhatd értéke helyett a moéduszat. Igy nem szitkséges meghataroz-
nunk a fenti egyenletek ardnyossigi tényezéit és az exponencialis fiiggvény
kedvezb tulajdonsigai miatt a szdmolds leegyszeriisodik. A mddusz megha-
tarozésa a posterior stiriiségfiiggvény maximumhelyének megkeresését jelenti.
Ez ekvivalens a

64 65
Z (w, — me)Q + Z Mg (U — wm)2 — min (20)
=18 r=18

kvadratikus programozasi feladat megolddsdaval, ami semmilyen elvi akadaly-
ba nem iitkozik és szamitégéppel a gyakorlatban is konnyen elvégezhets. A
4-6. dbrdkon a fenti mdédszerrel becsiilt halandésdgi gorbe és relativ gyako-
risdgok 1athatok, az 1., 2. és 3. év adatai, azaz rendre névekvé dllomanyok
alapjén.

Mikor a mésodik és harmadik év adatait is bevonjuk a modellbe, a prior-
ban mér érdemes szerepeltetni a kordbbi becslések eredményét, mint el6zetes
feltételezést a halanddsdgi ratdk értékére. Legyen tehdt a prior alakja a
tovdbbi években a kovetkezd:

64

65
flwss, ... wes) o< exp <— D (wy — wg11)? ~ > k(i — wm)2> . (21)

=18 =18
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6. dbra

A likelihood fiiggvény nem valtozott, tehdt a posterior az aldbbi lesz:

f(’LUlg, ..o, Wes | U18y - - - ,u65) X
64 65 65
exp (— Z (We — Wey1)? — Z k(1 — wg)? — Z My (Uy — wm)2> .
=18 c=18 =18
(22)
A megoldandé kvadratikus programozasi feladat pedig:
64 65 65
Z (wWy — Wey1)? + Z k(g — wg)? + Z My (g — we)2 — min  (20)
x=18 =18 =18

A 7-8. dbrdk a mésodik illetve a harmadik év adatainak a fenti médon vald
bevondsdval becsiilt halanddsagi gorbéket tartalmazzdk.!!

A 4-6. illetve 7-8. adbriakon lathats, hogy nagyobb dlloményok esetén a
relativ gyakorisdgok siilya a becslésben megnd, igy a becslés szinte a megfi-
gyelési adatokra illesztett gorbe lesz. Megfigyelhet6 az is, hogy ez a priorban
megfogalmazott simaségi elvdrds rovaséra mehet.

1l értékét 0.0001-nek, k-t 0.01-nek valasztottam.
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3 ésszefoglalés

E dolgozatban egy olyan problémara kerestem megolddst, melyre a bayesi
elvek alapjan valé megkozelités kézenfekvének tinik, hiszen a halanddsigi
ratakkal kapcsolatban a biztositék sok mintdn kiviili informécidra tdmasz-
kodhatnak és ezek figyelembevétele a becsléskor a bayesi mddszerek lényege.
A kilsé informécidk kozul kettét, az orszagos halanddsdgi tdblit illetve a
halanddsagi gorbe simasdgéara vonatkozd feltételezést emeltik ki és ezekre
alapoztunk egy-egy modellt. A két modellbdl hasonld, de természetesen nem
megegyezd eredmények szarmaztak. Figyelemre érdemes, hogy szignifikdns,
azonos irdnyu eltérést mutattak a biztositdsi gyakorlatban dltaldnosan hasz-
nélt halanddségi tablahoz képest.

A médszerek hatékonysaga nagy érzékenységet mutat a minta, azaz a ren-
delkezésre allé biztositasi alloméanyok méretére. A magyarorszdgi biztositdk
tapasztalatai mar a kozeli jovoben elégségesek lesznek a bayesi mddszerek
eredményes haszndlatira, az orszdgosan Gsszesitett adatok alapjin pedig —
ha ilyenek 1éteznének— mar jelenleg is érdemes lenne ilyen jellegli becsléseket
késziteni.
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