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A KITETTSEG PROFILOK BECSLESE TOBBSZINTU
MONTE CARLO MODSZERREL!

BOROS PETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A partnerkockazati kitettség mérése az OTC piacokon aktiv felek kiemelt
fontossdgu feladatdava nétte ki magat. A kitettség értékének meghatarozs-
sdhoz jelentés szamitasi kapacitdsra van sziikség. Tanulmanyunkban egy
4j modszert javaslunk a kitettség profilok szamitasara, amely a tObbszintl
Monte Carlo szimulaciét hasznalva a szamitasi igény jelentés csckkenéséhez
vezet. Munkankban bevezetiink egy algoritmust, amely egzaktan szimulal-
haté sztochasztikus alapfaktortol fiiggd derivativak kitettségének becsléséhez
hasznélhaté. A médszer teljesitményét és annak a hagyoményos Monte Carlo
becsléssel torténo Osszehasonlitasat egy egyszert kamatlab cseretigyleten ke-
resztil mutatjuk be.

Kulcsszavak: partnerkockazat, kitettség, tobbszinti Monte Carlo. JEL
kategoria: C15, C53, G12, G13, G32, G33

1 Bevezetés

Az OTC piacokon aktiv szerepl6k egymds felé fennall6 kitettségiik megfelel§
mérése és monitorozasa jelent0s munkat jelent a felek partnerkockazattal
foglalkozé osztélyainak. A partnerkockizat az OTC piacokon megkotott
derivativ szerzédések élettartama soran, a partnerek lehetséges cs6djébol
eredd veszteség kockdzata. A kockazat ugyan hasonlé a klasszikus hitelkoc-
kazathoz, jellemzben két ok miatt mégis kiilonbozik attél. Mig egy hitelszer-
z0dés soran a felek egyértelmiien hitelez6 és adds kategoridkba oszthatoak,
és a hitelez6 kitettsége egy jol meghatarozott mennyiséggel leirhaté, addig
a partnerkockazat esetén ezek nem teljesiilnek. Mivel egy OTC derivativ
szerzOdés értéke, minden esetben az aktudlis piaci faktoroktdl figg, igy a
fennall6 kitettség is folyamatosan valtozik. Ebbol adéddan a kitettség értéke
akar egyik naprol a masikra elgjelet is valthat, igy felcserélve az adds és
a hitelezd szerepét. Eppen ezen okok miatt a kitettség meghatarozasa egy
bonyolult, szamitasigényes feladat.

Egy derivativ szerzodés adott pillanatban vett értéke meghatarozza az
azonnali kitettség értékét, azonban felek jellemzGen hosszabb tavon is sze-
retnék tudni (varhatd) kitettségiiket. Igy példéul a bankok 6ridsi szamitési
kapacitast hasznalnak a kitettség profilok becslésére. A profilok a jovébeli ki-
tettség valamilyen statisztikai mértékének idobeli fiiggvényeik. Ilyen példaul
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a gyakran elGtérbe keriild6 varhaté pozitiv kitettség profil, amely maga is
szamos tovabbi fontos mennyiség inputja. A bazeli nemteljesitéskori kitettség
a nemcsokkend, varhaté pozitiv kitettség profil elsé évig tartd integrélja.
Ezen tul az igy kapott mennyiség a szabélyozoi partnerkockazati téke egyik
bemeneti paramétere. De hasonléan fontos szerepet kap a kitettség profil a
hitelértékelési kiigazitds szamitasakor is.?

A bankok a kitettség méréséhez klasszikusan Monte Carlo szimulécién
alapuld drazdsi mdédszert haszndlnak. A pontos becslés jellemzben magas
szamu szimuldlt alapfaktort kivan meg, ami a szamitasi igény nagyon gyors
megugrasat eredményezi egy tobb ezer partnerrel, tobb milli6 ligyletet megko-
t6 nagy, piaci szereplonél. Ezért a szamitasi kapacitas sziikséglet csokkentése
nem csupan egy elméleti szempontbdl kivanatos feladat, hiszen az komoly
koltségesokkenéshez vezethet.

Jelen munkaban egy alternativ modszert, a tobbszinti Monte Carlo becs-
lést alkalmazzuk a kitettség profilok becslésére. A mddszert eredetileg Hein-
rich (2001) vezette be parametrikus integraldsi feladatokra, majd Giles (2008)
iltette at pénziigyi problémékra. A mddszert azdta szamos esetben felhasz-
naltak derivativ arazasi feladatokhoz, valamint sztochasztikus alapfaktorok
szimulaldséra, azonban tudoméasunk szerint Hofer és Karlsson (2017) az elsd
munka, ami partnerkockéazati keretek kozé illeszti azt. Ok a hitelértékelési
kiigazitas értékének kiillonb6z6 paraméterek melletti szdmolasdhoz vezetnek
be egy tobbszintii Monte Carlo alapu technikat.

A tanulmanyunkban, a korabbi eredmények &dltal motivalva, a kitettség
profilok t&bbszinti Monte Carlo mdédszer melletti becslését vizsgaljuk. Be-
mutatunk egy profilbecslési algoritmust, amit egzaktan szimuldlhatd szto-
chasztikus alapfaktorok melletti modellekben hasznalhatunk. Szemben a
korabbi horizontalis jellegli becslésekkel, mi vertikalisan az id6é paramétert
hasznéljuk a tébbszinti Monte Carlo mddszer szintjeinek szétvalasztasara.
Az j médszer szignifikdns szamitasi teljesitmény névekedést eredményez, igy
mind a futdsi id6t és a futashoz sziikséges szamitasi kapacitast csokkenthetjiik
adott pontossagu becslés eléréséhez.

A kovetkez6 fejezetben egy formalizalt bevezetést adunk a partnerkockazat
altal hasznalt kitettség fogalmdhoz. Ezutan bemutatjuk a tobbszintii Monte
Carlo moédszertanat és annak alkalmazdsat a kitettség profilok becslésére.
Ezt a részt egy algoritmussal zarjuk, ami 1épésrél 1épésre mutatja be az al-
talunk javasolt profil becslési technikat. A harmadik fejezetben egy egyszerii
numerikus példaban mutatjuk be mddszertink teljesitményét, és Gsszevetjiik
a hagyomanyos Monte Carlo becsléssel. Végiil az utolso fejezetben Gsszefog-
laljuk a tapasztalatainkat.

2Részletes leirdsért magédt a bazeli szabélyozast (BIS, 2010) vagy Gregory (2015)
konyvét ajanljuk.
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2 Alapfogalmak

Legyen (Q,F,F:, Q) egy valdszintliségi mezd, ahol Q az Osszes lehetséges
kimenet halmaza, F az Gsszes eseményt lefedd o-algebra. A piacon t idépontig
elérhet6 informaciét az F; tartalmazza. Végil Q legyen a kockazatsemleges
mérték.

El6szor a partnerkockazat kezelés soran hasznalt kitettség fogalmat vezet-
jiik be.? Tegyiik fel, hogy B és C' megkdt egy T idSpontban lejard derivativ
szerzOdést. Ha egy rovid idére feltételezziik, hogy B és C partnerkockazat
mentesek, azaz soha sem csédolhetnek, akkor jelolje TI(¢, T') az dltaluk kotott
derivativ tigylet ¢t és T kozotti diszkontdlt pénzaramainak az Osszegét, B
szemszogébol. Nevezziik ezt kockazatmentes diszkontalt netté pénzaramnak.
A kockdzatmentes diszkontalt netté pénzaram alapjan a kdvetkezéképpen
definialhatjuk a derivativ t-ben vett arat:

V(t) = EIN(¢, T)] (1)

ahol E,[-] = E[- | F] azaz az F; filtracidra vett Q szerinti feltételes vérhaté
érték.

Most vezessiik be a partnerkockézatot a modellbe azzal a feltételezéssel,
hogy mindkét fél a derivativ élettartama soran fizetésképtelenné valhat. Cséd
esetén a derivativ szerzodést azonnal zarjak, amely esetén a tulélo fél koteles
minden tartozasiat megfizetni a fizetésképtelen partnernek, mig kovetelésein
veszteséget fog elszenvedni. A veszteség a fizetésképtelen partnertdl vissza-
szerezheto értéken mulik, amely aranyat rendszerint REC;-vel jelolik, ahol
i € {B,C} és 0 < REC; < 1. A lehetséges eseteket B szemszogébdl az
1. tabldzatban foglaljuk Gssze.

Kovetelés Kotelezettség
V>0 V: <0
B cs6dje Vr V:RECpE
Pénziram ideje (1)
C csédje V:RECc Vr

1. tabldzat. Pénziramok B szemszogébdl a derivativ cséd miatti zardsakor

Az aldbbi dbrdkon egy két lehetséges kimenetet feldleld példat mutatunk
be. Mindkét esetben egy derivativ megallapodas B szemszogébol vett értéké-
nek alakuldsét vizsgéljuk egy [to, t5] intervallumon. A bal oldali 4brén a deri-
vativ végig pozitiv értéket vesz fel, igy a partner lehetséges csédje mindvégig
kockézatot jelent B-nek. A példaban C' hipotetikus csédje t4 idépontban ko-
vetkezik be. fgy B veszteséget fog elszenvedni, hiszen C nem képes az akkor
éppen fenndllé 6 egységnyi tartozasat megfizetni.

A jobb oldali 4bran egy alternativ szcenariét mutatunk be. Itt a derivativ
értéke az id6 elsd részében nulla koriil ingadozik. Igy ¢1-ben még B tartozik,
majd to-ben C' a tartozé fél. Végiil az érték negativ tartomanyba tolodik, igy

3Brigo et al. (2013) munkéja nagyszer(i osszefoglalast ad a partnerkockézat alapfogal-
mairdl.
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a példaban t5 idépontban bekovetkezo C' cs6djekor ismét neki van kovetelése
B-vel szemben. Ebben az esetben B koteles és képes megfizetni a teljes 9 egy-
ségnyi tartozasat a csédbejutott félnek. Tehat C fizetésképtelensége ilyenkor
nem jelent tovabbi veszteséget B-nek.

Derivativ értéke Derivativ értéke

1. d@bra. Két példa — a derivativ értéke B szemszogébdl

fgy amikor partnerkockazatrél beszéliink, leggyakrabban csak a part-
neriink altal fennallé tartozas mértékére vagyunk kivancsiak, hiszen alter-
nativ esetben nem veszitiink az iigylet értékén. Ez a kitettség fogalmanak az
alapja:
E(t) = max{0,V(t)} . (2)
Tehét a t idopontban fennall6 kitettség a derivativ piaci értékének pozitiv
része. Ezt felhasznalva definidlhatjuk a varhaté pozitiv kitettség profilt,
amely dolgozatunk alapja lesz:

BE(t) = BolE(t) = Eo [(B[(t, D))" , (3)

ahol ()T = max{0,r}.* Kovetkezd 1épésként megadhatjuk az fgy kapott
profil lejaratig vett integraljanak az atlagat, amit hitel-egyenértékesnek is
neveznek

EPE = % /O EE(t)dt . (4)

A gyakorlatban szokds egy 0 = Ty < Ty <To < ... <Tpp 1 < T, =T
felosztast hasznalni és az EPE-t a kovetkezSképpen kozeliteni:

m

1
BPE =7 3 BT~ Timt). (5)

A szabélyozéi tOketartalékolasban felhasznalt nemteljesitéskori kitettséghez
példdul az elsé évhez tartozd, nemcsokkend EE(t) profilt kell haszndlni, igy:

’
m

EEPE = Zr?gf {EE(T) (T = Tiva) (6)

4A szamitas céljatdl fiiggden a kiilsd Eo(-) varhaté érték ebben az esetben jelentheti
a kockazatsemleges és a valés mérték alatt vett varhatd értéket is. fgy példaul partner
limitek meghatarozdsdhoz a valés mérték alatt, mig a hitelértékelési kiigazitas szamitasakor
a kockazatsemleges mérték alatt kell szamolni.
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ahol Tml =1

Lathatjuk tehat, hogy a varhaté pozitiv kitettség profil szamitasa kiilo-
nosen fontos. A bankok partnerkockazat kezelési részlegei Monte Carlo méd-
szert hasznalnak a profil becslésére. Els6 1épésként tobb ezer szimulalt utat
generalnak az alap piaci faktorokbdl. Majd a generdlt faktorok alapjin min-
den szimulécids idopontban bedarazzak az Osszes partnerrel kotott tigyleteket.
Ezutén az iigyletek mentén aggregalnak és nettositanak, ahol az engedélyezett.
Végiil a tobb ezer Ut alapjan szamoljék az atlagos kitettséget minden idépont-
ban, minden partnerre. Ez a miivelet dridsi szamitési kapacitasokat igényel.

Hagyomanyos Monte Carlo médszer esetén, N szimuldlt utat feltételezve
a kovetkezéképpen adhatunk torzitatlan becslést az EE(T;) értékére:

E]\EMC(:/}) _ % ZE(j)(n) : (7)

j=1

ahol EU)(T;) a j-edik titon T; id6pontban fenndllé kitettség.

Jelen munkaban egy alternativ Monte Carlo alapu technikat javaslunk a
kitettség profilok meghatarozasara, amely szignifikdnsan alacsonyabb szami-
tdsi kapacitds mellett j6 becslést biztosit. A tobbszintii Monte Carlo médszer
egy, mar régéta ismert megkozelités, amely csak nemrégiben keriilt partner-
kockazat kezelési felhaszndldsra. Hofer és Karlsson (2017) a hitelértékelési
kiigazitas kiilonbozé paraméterek melletti szamitasara hasznalja modszert.
fgy példaul munkéjukban foglalkoznak kockézatos kamatléb csereiigylet port-
féli6 fix kamatanak meghatarozasaval, vagy éppen a rossz iranyu kockazat
mérésével. A kovetkezd részben ismertetjiik a médszert.

3 Tobbszintii Monte Carlo a varhato pozitiv
kitettség profil becslésére

A t6bbszintiit Monte Carlo mddszerr6l Heinrich (2001), Giles (2008) és Giles
(2015) munkéi adnak részletes lefrdst. Az alapprobléma, hogy egy bizonyos
intervallumban mozgd paramétertol fiiggé mennyiséget, az intervallum Gsszes
lehetséges pontjdra szeretnénk becsiilni. Igy példdul Heinrich (2001) egy u(N)
fliggvényt hasznal illusztraciénak, ahol

u(\) = /O FOLE)dt (8)

és A € [0,1]. Kovetve Heinrich (2001) lefrdsét és jelolését, standard Monte
Carlo médszer esetén az alabbi becslést alkalmazhatjuk:

i) =+ D00 )

ahol \; = {i 1=1,2,... ,n} és &; fliggetlen, egyenletes eloszldsi véletlen

n’

véltozdk a [0, 1] intervallumon, amelyeket minden ¢ mellett tjrafelhasznalunk.
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Tetszbleges A esetén u(\) a (9) egyenlet alapjén interpoldldssal szdmithato.

a0~ (P = D un) = Zm,@) N =

=0 =0 (10)

_ %Z(Pf(-,sj>><x> =),

ahol P az interpolélds operator és ¢,;(\) a hozzétartozo silyfiiggvény. Ugyan
Heinrich (2001) formalizéldsa absztraktnak tiinhet, mégis a sulyfiiggvényen
keresztiil konnyen specifikélhatjuk a P operdtort. Igy példaul lineéris inter-
poléacidét hasznalva ¢ = 0,1, ..., n esetén az alabbi valasztassal élhetiink:

;\:L;\, ha \e€ [)\ia)\i-‘rl]

¢i(N) =9 £3=L ha e [N h) (11)
0, egyébként .

Finomitva a felosztést, bevezethetink killonbozo szinteket a becslésbe. Legyen
A = {2—‘“2 =0,1,2,... ,25} és1=0,1,2,..., L valamint P, az [ szinthez ren-
delt interpolalds operator.® Ha P = Pp és P_; = 0, akkor P = ZlL:O (P —
P,_1). Ezt a teleszkopikus Osszeget a (10) egyenletbe behelyettesitve az ott
bevezetett becslés a kovetkezd formara mddosul:

N L

1= % B PL)ICE) = > - > RI(E) ~ Feaf(6) - (12

Végil szintenként vezesstiink be eltérd NN, szimuldcids szdmot, amivel a (12)
egyenlet az alabbi végso alakot veszi fel:

Nl L

=Y L3 (AR > 1 zaf &) =P f(.6) . (13)

=0 l_]:l

A fenti egyenlet tehdt azt mutatja, hogy kevésbé finom intervallumon szdmolt
A; értékeket djrafelhasznalva javithatjuk a becslést tetszdleges A\ esetén. A
javitds mértékét Heinrich (2001) szamszerfisitette, amely szerint O(N~2)
hibdt O(N) nagysigi szémitdsi igénnyel értiink el, az egyszerii mddszer
O(N %) nagysagaval szemben. A mddszer széles korben hasznalhaté, de talan
ennek egyik velejaré hatranya, hogy nem mindig vildgos, hogy a (P, — P,—1)
tag pontosan mit is jelent. Ezért egy, a dolgozat témajahoz kozelebb allo
szemléletmédot is bemutatunk.®

5Az intervallum megvilasztdsa szdmos tényezén milhat, amelyeket hamarosan il-
lusztrdlunk. Az intervallum felezésen alapulé eljardst Heinrich (2001) munkéja alapjin
véalasztottuk. Ebben az esetben ugyanis linearis interpolaciét alkalmazva a kordbban
becsiilt pontok ugyanakkorra mértékben jarulnak hozza a kovetkezd pont becsléséhez.

6 A probléma egy alternativ megfogalmazdséban E[f(x, \)] értékét szeretnénk becsiilni,
ahol = egy véletlen valtozé és A € [0,1]. Erdemes felirni a (13) egyenletet L = 1 esetén,
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Giles (2008) mar pénziigyi problémékra vezeti be a mddszer egy véltozatét.
Munkajaban sztochasztikus differencidl egyenletek altal generalt alapfakto-
roktdl fiiggd szarmaztatott termékek drazdsaval foglalkozik. Legyen S(t) egy
sztochasztikus differencidlegyenlet szerint fejlédo alapfaktor értéke t-ben, és
legyen G;,1 = 0,1,..., L egy h; = 27T 1épéskoz altal meghatarozott, a [0, T
intervallumot lefedd, egyre részletesebb felosztdsrendszer. Giles (2008) 6
kérdése, hogy hogyan becsiilhetjiik egy derivativ értékét. Ha f(S(T)) jeloli
egy derivativ kifizetésfiiggvényének értékét T-ben, és P = P;, annak egy ko-
zelitése a legrészletesebb G, felosztds mellett, akkor a derivativ értékéhez az
E[P] mennyiséget kell megbecsiilniink”. Kihasznalva az

L
E[P] =E[R]+ Y E[R - P4 (15)
=1
egyenl6séget, és hogy
1
E[P - P 1]~ ~ ;(Pf - P, (16)

csokkenthetjik a sziikséges szamitdsi kapacitdst. A mddszer szerint az adott
szinten hasznélt minta elemszamot (V;) folyamatosan noveljiik, mikézben
(Pl"' —If’l"'_l) értékét viszont ugyanazon Wiener novekményekkel szamolhatjuk,
kiindulva a legrészletesebbdl, majd azokat megfelel6en csoportositva. fgy egy
aprébb 1épéskozzel meghatarozott idofelosztason kevesebb mintat haszndlunk
fel, mint egy kevésbé részletes felosztdsrendszeren. Giles (2008) belétja, hogy
ez a becslési technika csokkenti a szamitasi igényt, hiszen O(e?) négyzetes
hiba eléréséhez O(e~2(loge)?) szamitési igényre van sziikség, szemben az
egyszerii becslés O(e~3) igényével.
A mddszer intuitiv megértéséhez vegyiik az L = 1 esetet, ahol is

N N
1N 1 NP
E[PI]ZE[PO]+E[P1—P0]%N E PO()+E g [PI(J)—PO(J)} . (17)
i=1 j=1

A (17) egyenlet azt mutatja, hogy egy részletesebb felosztds melletti dr becs-
léséhez egy kevésbé részletes felosztassal becsiilt arat kontroll valtozdként
hasznalunk fel. Az igy kapott megkdzelités abban kiilénbozik hagyomanyos
kontroll valtozén alapuld becsléstél, hogy a kontrollként hasznalt valtozo
tényleges értéke nem ismert, hanem azt egy elézd szinten becsiiltiik meg.®

mert abbdl egyszerii linedris interpolaciét feltételezve az aldbbit kell latnunk:

Elf(z,05)] = 5 (Blf (2,0 + Elf(e, D) + Bl (2,0.5) - 2 (f(2,0) + f@ D) (14)

"Ha konstans nulla kamatlabat feltételeziink, akkor éppen E[P] a derivativ értéke.

8Hagyomanyos kontroll valtozé melletti becslésnél a kontrollként hasznalt véltozénak
egy konstansszorosit haszndljuk, amely konstans fiigg a becsiilni kivant és a kontroll val-
toz6 kovariancidjatél. A tobbszintli Monte Carlo becslés ebben is eltér a kontroll valtozék
moédszerétdl, hiszen itt a konstans értéke minden esetben egy. Mindkét észrevétel Giles
(2015) munkéjahoz kéthetd.
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Ennek a kiilonbségnek azonban lényeges implikacidi lesznek, ahogy arra még
visszatériink.

A jelen munkéban felhasznaljuk Heinrich (2001), Giles (2008) és Hofer és
Karlsson (2017) eredményeit és a tobbszinti Monte Carlo médszert a varhaté
pozitiv kitettség profil becslésére alkalmazzuk. Eredményilink két ponton
jarul hozza a szakirodalomhoz. Elsoként, tudomasunk szerint ez az els6
munka, ahol a varhaté pozitiv kitettség profil becslésére hasznaljak a tébb-
szintli Monte Carlo mddszert. Masodsorban, szemben a korabbi munkakkal,
mi nem egy modell paraméter mentén alkalmazzuk a tobbszinti Monte Carlo
mddszert, hanem magén az id6 paraméteren keresztiil. Ugyan Giles (2008)
munkdja az id6 felosztast finomitotta a Monte Carlo becslés kiilonb6z6 szint-
jein, mégis mindig ugyanarra az idépontra, a lejaratra becsiilte a szamolni
kivant mennyiséget. Mi magat a profilt fogjuk becsiilni, azaz ugy tekintiink
a profilra, mint egy id6 paramétertol fliggé mennyiségre, és a célunk, hogy a
felosztason szereplé minden id6épontra adjuk meg a varhaté pozitiv kitettség
értékét. A becslés soran a profil egyes pontjait kiilonbozé szintekhez rendeljiik
és az adott szinten csak azokat a profil pontokat becsiiljik, kihasznalva hogy
az el6zé szinten mar vannak becsiilt pontjaink. Azaz, mi az idé paramétert
hasznaljuk valtozoként, és a felosztds finomsagat nem valtoztatjuk. Ehhez a
mddszerhez azonban, szemben Giles (2008) technikdjaval, nem szimuldljuk a
sztochasztikus alapfaktorok teljes utjat, hanem azokat egzakt médon general-
juk. fgy modszertink csak korlatozott esetben alkalmazhatd, de ramutatunk,
hogy ilyenkor az 1j megkozelitéssel jelentGsen csokkenthetjiik a szamitési
igényt.

Kiindulasul véalasszunk egy [a,b] intervallumot, ahol [a,b] C [0,7]. A
profilt ezen az intervallumon fogjuk becsiilni. Ez lehetOséget ad tetszoleges
id6horizont lefedésére, amely az alkalmazastdl fiigg. fgy példaul a bézeli
nemteljesitéskori kitettség (EAD) szdmolasdhoz csupdn egy évnyi értékre van
sziikségiink. Az intervallum megvéalasztdasahoz més szempontot is figyelembe
vehetlink, amit a kovetkezo fejezetben részleteziink. Jelolje k =0,1,...,L a
t6bbszint{i Monte Carlo egyes szintjeit és hasznaljuk a Heinrich (2001) altal
javasolt felosztast. Eszerint a profilt az alabbi értékekkel becsiiljik:

(b
{EE(tj)|tj=a—|—j(2—La),j=0,l,...,2L} . (18)

Léthatjuk, hogy Heinrich (2001) felosztését kovetve minden 1épéskor az el6z6
szinten szerepl6 pontok kozé, féluton egy ujabb megfigyelési pontot adunk.
fgy azonban kihasznalhatjuk, hogy a becsiilni kivant mennyiség az adott pon-
tot koriilvevd értékekben mar ismert. Ahogy arra Hofer és Karlsson (2017) is
ramutatott, ha ezek k6zott magas korrelaciot tudunk elérni, akkor az egyfajta
kontroll véltozén alapulé becslésiink jelentGsen javulhat.

Legyen t;1 ést;_ az adott k szinten 1év6 ¢; id6pontot megel6z6 és az azt
kévetd idépontok. Ha feltételezziik, hogy EE(t;1) és EE(t;—) mar ismert,
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akkor a koztes pontra a kévetkezd becslést alkalmazhatjuk:

Nuimc ) ,
TE 1 n E(n) (t—) + E(n) (t"r)
BE(:tj—ti+) = j—0ro > <E( )(t;) — L J >+
n=1
\ BE(; ) + BE(t;4)
2 )
(19)

azaz a t; idépontra vonatkozé becslés soran kontroll valtozoként hasznéljuk
az el0z6 szinten, a két szomszédos pontra megbecsiilt profil értéket. Erre a
(3) egyenlet kindl lehetéséget, hiszen:

BE(t;) =B |EE(t;,ti—ti+)| - (20)

Hofer és Karlsson (2017) és Giles (2008) minden egyes szinten az alapfaktorok
teljes utjat szimulaltak és kontroll valtozdkkal valé magas korrelaciét az utak
djrafelhasznalasaval érték el. Mivel minden becslési pontban csak ugyanarra
az idépontra vonatkozoé faktorok értékére van sziikségiink, ezért a teljes 1t
szimulalasa elkeriilhetd. fgy azonban a korrelaciot is mashogy kell elérniink.
Mi ugyanazokat a véletlen szamokat fogjuk djra és tGjra felhasznalni a becslés
kiilonb6z6 szintjein.

Ezek alapjan Hofer és Karlsson (2017) munkéjahoz hasonléan, megfogal-
mazhatjuk a tobbszinti Monte Carlo algoritmust, ami jelen esetben a varhato
pozitiv kitettséget fogja generalni:

1. Viélaszuk meg az [a,b] C [0,7] intervallumot, a végsé Monte Carlo
szintjének L paraméterét, az elsé szinten haszndlt szimuldcié szaméat
(N), és legyen k = 0.

2. Generdljunk Ny = N fiiggetlen, standard normélis véletlen szamot és
szamoljuk ki a piaci faktorok értékét a t; € Gy = {a,b} pontokban.
Becsiiljik meg EE(t;)-t a (7) egyenlet alapjan.

3. Noveljik k értékét eggyel: k =k + 1.
4. Adjuk meg az 1ij szint pontjait a kovetkezéképpen:

jb—a) . .

5. Vélasszuk meg az adott szinten szerepl6 szimulacidk szamat az alabbi
modon: o
Ny=2"2N. (22)

6. Minden t; € G és t; & Gi—1 esetén szamoljuk ki Nj piaci faktort
az elsé N, véletlen normaélis valtozét felhaszndlva, és legyen EE(t;) =
EE(t;,t;—,tjy+) a (19) egyenlet alapjan, feltételezve, hogy Nmimvc =
Ni.
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7. Ha k = L, akkor megallunk, egyébként visszalépiink a 3. ponthoz és
onnan ismételjik az algoritmust.

Az 5. pontban t6rténd Ny meghatdrozast Heinrich (2001) javaslata alapjén
véalasztottuk. Az algoritmus tehdt az intervallumon szerepld pontok tavolsiagat
felezve folyamatosan djabb idOpontra becsiili a profil értékét. A kovetkezo fe-
jezetben egy numerikus példan keresztil szemléltetjik a modszer miikodését
és elonyeit,.

4 Numerikus eredmények

A mddszer erejének érzékeltetéséhez egy egyszerli kamatldb csereiigyletet fo-
gunk felhasznélni. Példankban B kap fix kamatot és fizeti az éppen aktudlis
féléves véltozé kamatot. Az olvasé kamatldb derivativik drazasdhoz, és
altalanosan a kamatlab modellekhez részletes utmutatast kaphat Brigo és
Mercurio (2007) kényvében. Ezt a munkat kovetve felirhatjuk a kockazat-
mentes diszkontalt netté pénzaram értékét:

5
no,n =y D(O,T,-)NT(K— L(Ti_l,Ti)), (23)
1=a+1

ahol 0 = T, < Thq1 < ... < Ty < Tg =T, N a névérték és 7 az
id6ardnyosit6 faktor, jelen példdban fél év. A diszkontfaktort D(0,T;) jeldli,
azaz

T; -
DO,T) =¢ Jo e, (24)
ahol r; az azonnali kamatldb folyamat, amit késébb specifikdlunk. A fix
kamatot K jelenti és a [T;_1,T;] idészakra vonatkozé valtozé kamatot pedig
L(T;—1,T;), azaz ha P(T;—1,T;) a T;- ben egy egységet fizeté kotvény dra
T;_1-ben, akkor

P11, 1) (14 7L(T 0, T)) = 1 (25)
Osszefiiggés szerint
1— P(Ti1,T)
LTy, T}) = ——nizb i) 2%
( 1 ) TP(TL_I,TL) ( )

Felhasznélva az (1) és (24) egyenleteket, a ktvény arat az aldbbi formaban
adhatjuk meg:

—fTi e dt
P(T, ,,T)=Ep |e Jmir ", 27
i—1

Az (1) egyenletbe behelyettesitve a (23) egyenletben adott pénziramokat
és felhasznalva a fentebb levezetett Osszefliggéseket, adédik a cseretigylet mai
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értéke:
8
V(O,K,N,7)= > N(P(O,Ti) — P(0,Ti-1) +TP(0>TL-)K) =
i=a+1 5 (28)
= —NP(0,T,) + NP(0,T5) + N > 7P(0,T)K .
1=a+1

A véarhaté kitettség profil szamoldsahoz sziikség lesz a csereiigylet egy tetszo-
leges t pontban vett értékére is. Tehdt ha To1; <t < T,1(j41), akkor fenti
egyenletbdl aprébb levezetéssel lathatjuk, hogy

g
Pt Tat+1)
+ NP(t,T5)+ N TP(t,T)K .
P(Totjs Tot(j+1)) 2

i=o+j

V(t,K,N,7) = =N

(29)

Mivel az el6z6 részben ismertetett modszer egzakt szimulaciét hasznal,

ezért ennek megfeleléen kell kamatldb modellt valasztanunk. FEz alapjan

jelen példdban az azonnali kamatldb dinamikéjét a Vasicek modell (Vasicek,

1977) szerint valasztjuk meg. Igy legyen r(t) az azonnali kamatlab folyamat,
és tegyiik fel, hogy

dr(t) = k[0 —r(t)|dt + odW (t),r(0) =0, (30)

ahol k, 0, o és rq pozitiv paraméterek. Brigo és Mercurio (2007) ramutat, hogy
ebben a modellkeretben a kotvény ara az alabbi affin szerkezetben adhaté
meg:

P(t,T) = A(t,T)e~ B¢ (31)
ahol . ]
At,T) = lO=Z=) (B, T)=(T—1) = G5 B(t,T)?] ) (32)
és
B(t,T) = 71— e M0 (3)

A kamatlab folyamatot Euler-diszkretizalas helyett az aldbbi formaban szi-
muldlhatjuk egzaktan:?

0-2(1 _ e—th)

r(t) = T(O)e_kt +60(1— e_kt) + 5% ,

(34)
ahol X egy standard normalis valdszintiségi valtozo.

Most megvizsgalhatjuk a tobbszintii Monte Carlo mddszer eredményeit.
Példankban az tigylet lejarata 9 év és a névérték 100$. A Vasicek modell
paramétereit és a fair fix kamatot a 2. tdbldzatban kozoljik.

k 6 o 0 K
0.01 0.05 0.05 0.01 0.005

2. tdbldzat. A numerikus példdban haszndalt paraméterek
és a fair csereiigylet kamat

9Glasserman (2013)
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Els6 1épésként bemutatjuk az elméleti profilt. Ehhez a klasszikus Monte
Carlo moddszeren alapulé becslést alkalmazzuk N = 100000 szimulalt uttal
és heti 1épéskozokkel. A becslést 100 alkalommal végezziik el, és az igy
kapott értékek atlagat tekintjik az elméleti értéknek, amit a lenti abran
szemléltetiink. Egyszerti kamatldb csereiigyletek esetében a profilt két hatas
befolydsolja. A difftiziés hatds alapjan az idé elérehaladtdval a szimulalt
piaci alapfaktor eltavolodhat a kiinduld helyzetétol, amellyel parhuzamosan
a csereligylet ara is elmozdul a kezdeti nulla értéktol, és a pozicié tulajdonosa
inkabb OTM vagy ITM helyzetbe keriil.!° Az amortizaciés hatds miatt azon-
ban az id6é muldsaval csokken a még hatralévo fizetések szama, igy a partner
csodje esetén veszélybe kertil6 pénzaram is. Jellemzoen a lefedett idShorizont
els6 részében a difftiziés hatds dominal, majd az amortizacios hatas lesz az
erdsebb. A kettd egyiittese tehdt kezdetben novekvd profilt, majd dltalaban
az id6 egyharmada utdn csokkend gorbét eredményez. !

1 4 T T T T

10

Lejarat

2. dbra. Elméleti profil

A kovetkezé 16pés, hogy kiilonbozd feltételek mellett megvizsgdljuk a
tobbszint{i Monte Carlo médszer teljesitményét. Osszehasonlitasként min-
den esetben a hagyomanyos Monte Carlo becslést is elvégezziik, és azt is
hasonlitjuk az elméleti profilhoz. Ahogy arra korabban felhivtuk a figyelmet,
a becslési intervallum megvalasztdsa mindig a helyzettdl fligg. Mivel mi az
alapfaktort egzakt technikaval szimuldljuk, ezért nem rendelkeziink a folya-
mat teljes utjdval és az abbdl szérmaztatott mennyiségekkel. A (29) egyen-

e

letben azonban megjelenik az el6z6 fizetési idépontban fenndlld, a kévetkezd

10Az OTM és ITM az angol ”Out of the Money” és ”In the Money” réviditése.
HCesari (2009)
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idépontban egységnyit fizet6 kétvény ara [P(To+j, Taq(j4+1))] is. Az egzakt
technika miatt ez a mennyiség nem all rendelkezésre, ezért egy egyszeriisito
feltételre van sziikségiink. Valasszuk meg a becslési intervallumot tgy, hogy
a legals6 szinten, a GG halmazban talalhaté pontok kozel essenek a fizetési
idépontokhoz. Ha ugyanis t; ~ T, akkor

Pty Torn) ~1. (35)
P(To,Tot1)

fgy példaul a 9 éves lejatt ligylet esetében L = 4 valasztasa esetén 6 hénapos
idofelosztast érhetiink el, ha egy 8 éves periédusra szimulalunk.

A 3. d@brdn a becsiilt profil egyes pontjaihoz tartozé atlagos standard hibat
abréazoljuk kiilonb6z6 szamu szimulalt utat feltételezve. Minden esetben 100-
szor ismételtiik a becslést a megfelelé szamu szimulalt alapfaktorral, és az
igy kapott hibakat atlagoltuk, hogy kikiiszoboljiik a véltetlenszam generator
torzitdsat. A grafikonok felett lathaté utak szdma a tobbszintii becslésnél a
kiinduldsi utak szamat jelenti, azaz N = Ny. Az MC roévidités a hagyoméanyos
Monte Carlo mdédszerre, mig az MLMC a t6bbszintli Monte Carlo médszerre
utal.

A hagyoméanyos MC mddszer standard hibéja kéveti a profil alakjat, és igy
a széleken kisebb, mig a diffizids hatas dltal jobban dominélt részen nagyobb
értékeket vesz fel. Az dbra alapjdn tobbszintli Monte Carlo médszer a teljes
intervallumon kisebb standard hibat ad, mint a hagyomanyos Monte Carlo
arazds, azonban ez félrevezetd, ahogy arra révidesen ramutatunk. Az dtlagos
standard hiba alakja jol értelmezheto, ha figyelembe vessziik az el6z6 részben
kozolt szamitdas modszertandt. A hiba a becslési intervallum két szélén gya-
korlatilag egybeér a hagyomanyos MC mddszer altal adottakkal, hiszen ezen
pontokban ugyanannyi szimuldlt utat hasznaltunk, és nem allt rendelkezésre
korédbban becsiilt profil érték, amivel javithattuk volna a becslést.!? A kdvet-
kezb becslési pont az intervallum felénél, 4.5 év kozelében volt. A standard
hiba itt a legmagasabb, ami arra enged kovetkeztetni, hogy a mintaszam
kozel harmadolasat csak kevéssé ellensilyozzak az intervallum szélein mar
kiszamolt kontroll valtozok. FEzutan a 2.5 és 6.5 évhez tartozdé pontokat
becstiltiik. A szimulalt alapfaktorok szdma ezen a szinten csupén az eredeti
nyolcada, ellenben a kontroll valtozdk kozelebb keriiltek, igy erésebb hatast
tudnak kifejteni. A 2.5 évhez tartozd hiba magasabb, hiszen az eredeti profil
is magasabb volt, szemben a 6.5 fél évhez tartozé értékével. A kovetkezd
szinten a 1.5, 3.5, 5.5 és 7.5 évhez tartoz6 pontokat becstltiik, mindossze az
elsé szinthez tartozé szimuldcié szam egy-huszonketted részével. Az atlagos
standard hiba a szimuldcidk szamanak novelésével csokken, de a tObbszinti
modszer latszolagos dominancidja minden esetben megmarad.

12 Ahogy az dbra is mutatja, kisebb eltérések elképzelhetSek, hiszen a tSbbszint{i szamitas
esetén ugyanazokat a véletlen szdmokat haszndltuk fel az els§ és az utolsé pont egzakt
becsléséhez, mig a hagyomdnyos Monte Carlo mddszeren alapulé szdmoldsnal Euler-
diszkretizaldst és Gj véletlen standard normalisokat hasznaltunk.
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3. dbra. Standard hiba kiilonb6z6 szimuldciés szam mellett

Azonban vegyiik észre, hogy a hagyoméanyos uton becsiilt standard hi-
béakkal elkévettiink egy sulyos hibat, és a fenti értékek csak akkor lehetnének
valésak, amennyiben a hagyomanyos kontroll valtozok médszerét hasznaltuk
volna. Abban az esetben ugyanis a kontrollként haszndlt valtozé tényleges
értéke egy ismert mennyiség és nem egy becslés értéke. A probléma megérté-
séhez célszerli a (19) egyenletre tekinteni. Amennyiben EE(t;_) és EE(t;4 ),
helyett az elméleti, ismert mennyiségek, EE(t;_) és EE(t;;) szerepelnének,
a variancia becsléséhez azokat figyelmen kivil hagyhatnank, és a hagyoma-
nyos standard hibdhoz a kovetkez6 mennyiséget kellene megbecstilniink:

Nnvrmc , ,
Bt )+ EM ()
E E(IL) J Jj+ )
Var <NMLMC ( 2 )> (36)

n=1

Jelen esetben ez azonban hibas megkozelités, hiszen a profil el6z6 és
kovetkezd pontjaira csupan becslés all rendelkezésre. A becslés hibat hordoz
magaban, amely hiba bizonyos része az 4j szinten torténé becslésre is hatassal
van. A (19) egyenlet alapjén az utols6 tagot nem hagyhatjuk figyelmen kiviil
a variancia szamitdsandl. Rekurziven visszahelyettesitve EE (+) tagokat azon-
ban azt latjuk, hogy egy adott pont becslésénél az Gsszes korabban felhasznalt
szomszédos pont hibaja szamit. fgy valéjaban, ahogy haladunk a szinteken,
egyre magasabb hibat halmozunk fel.

A médszereket ezért célszeriibb az elméleti értéktol vett atlagos négyzetes
eltéréssel 0sszehasonlitani. Hasonléan a korabbi eljarashoz, minden vizsgalt
N paraméter esetében 100 profilt becsiiltiink mindkét médszerrel. Az igy
kapott profilok az elméleti értéktol vett négyzetes eltérésének az atlagat mu-
tatja a 4. dabra. A legkisebb szdmu szimuldcié mellett a mddszeriink nem
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teljesitett jobban, mint a hagyoméanyos becslés, hiszen az atlagos négyzetes
hiba magasabb, mint a hagyomanyos esetben. Ugy tlinik tehat, hogy az egyes
pontokndl jelentkezo, majd kumuldlédé hiba itt szignifikans eltérést okoz.
Viszont vegyiik észre, hogy a mddszeriink gyorsabb iitemben javul, mint a
hagyomanyos MC szimulacion alapulé drazas és az N = 10000 paraméter
szamnal a profil Osszes pontjan jobban teljesit. Ekkorra ugyanis a maga-
sabb szinteken 1év6 pontokon elég szimuldcié all rendelkezésre, hogy a felhal-
mozo6do hiba ellensilyozhaté legyen.

N=1000 N=2500
o
1 o® 1
o (o]
08 ¥y O L, 08
* % o)
2 06f ox * 2 06
04} & * O 04 000
’ * % ’ *e kK
02}® *29 02f R** *9399
0 Rog | 0 )
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Lejarat Lejarat
N=5000 N=10000
1 1 * MC
O MLMC
0.8 0.8
g 0.6 é 0.6
0.4 0.4
02| 4»®9RQ0 02f _sx%
0 36 QQQ@QQeg & 0 60306656@9
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Lejarat Lejarat

4. dbra. Az elméleti értéktdl vett atlagos négyzetes eltérés kiilonb6z6 szimuldciés szam mellett

Erdemes kiemelni, hogy a médszer alacsony szimuléciés szém mellett sem
rosszabb a hagyoményos Monte Carlo becslésnél. Az elsd esetben (bal felsd
abra) a hagyoményos Monte Carlo mdédszerrel ésszesen 17 x 1000 = 17000
adatpontot szimulaltunk és hasznéltunk a szamitdshoz. A tobbszintii Monte
Carlo médszert felhaszndlva kozel 2900 pontra volt szitkségiink.’® Igy a ki-
indulé Ny értéket az N tObbszordsére valasztva, még mindig kevesebb adat-
pontot haszndlva, lecsokkenthetjiik a négyzetes hibat. Ezt szemléltetjik az
5. abrdn. Lathatjuk, hogy a tobbszinti médszer hamar elénybe kertil, és
végil az Ny = 5.5N esetben kozeliti meg ugyanazt a szamitasi igényt, amit
a hagyoméanyos Monte Carlo médszer N szimuldcié mellett, mikozben szig-
nifikdnsan kisebb eltérést general.

13 A kezdé szinttel egyiitt Gsszesen 5 szintet jarunk be. Az egyes szinteken becsiilt pontok
szamali sorrendben 2, 1, 2, 4, 8. Az szintekhez tartozé szimulécids szamok pedig 1000, 353,
125, 44, 15.
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5. dbra. Az elméleti értéktdl vett atlagos négyzetes eltérés alternativ kiindulé szimuléciészamok
mellett

Minden fentebb bemutatott futtatas soran megmértiik a szamitashoz sziik-
séges 1id6t. Ugyan a tobbszintii Monte Carlo becslés 1ényegesen kisebb kapa-
citast igényel, hiszen minden szinten csak az eredeti szimuldciés szam téredé-
kével szamolunk, szamitdsi idében mégsem egyértelmii, hogy jobban teljesit,
hiszen sziikség van az egyes szinteken lefedett pontok meghatarozésara, a
hozzajuk sziikséges szimuldcidk szdmanak megaddsara és végiil a (19) egyen-
let szamitdsara. Eredményeink mégis azt mutatjik, hogy a szamitési ido is
eltérpiil az j mddszerrel. A 6. dbrdn szemléltetjiik az dtlagos futési id6t a
fentebb mar leirt szimuléciés szamok mellett. Azontil, hogy az dltalunk java-
solt médszer minden esetben gyorsabb volt, az elénye a szimulaciok szaméanak
fliggvényében tovabb né. Természetesen az atlagos négyzetes hibat leiré pont-
ban kifejtett okok miatt nem érdemes kozvetve Osszehasonlitanunk a futési
idoket, de az eloz6 abra tapasztalatai alapjan lathatjuk, hogy Ny = 2.5N
osszehasonlitdsnak mér van értelme. Igy ldthatjuk, hogy az Ny = 2500 pont-
ban mért atlagos futasi id6, még mindig szignifikdnsan elmarad az N = 1000
esetben mérttol.

A futési id6 tovdbb javithaté GPU alapi parhuzamos szamitassal. Az
egyes szintek kozotti dtmenet nem parhuzamosithaté, hiszen egy adott szint
becsléséhez sziikségiink van az el6z6 szint becsiilt pontjaira. Ezzel szemben
adott szinten beliil az Gjabb osztopontokhoz rendelt profil értékek szamitdsa
parhuzamosithatd, és igy az idésziikséglet GPU alapu rendszerrel csokkent-
hetd.

14 A GPU alapi szamitas Gtletéért a Szerzd koszonetét fejezi ki a Biralénak.
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Eredményeink tehat azt mutatjak, hogy a tobbszintii Monte Carlo méd-
szer szignifikdnsan javitja a kitettség profilok becslését, igy azt érdemes a
gyakorlatban is felhasznalni. Munkénkat a kovetkezo fejezettel zarjuk.

5 Osszegzés

Tanulmanyunkban a tébbszintii Monte Carlo becslést alkalmaztuk a partner-
kockézat egyik alapproblémajéra, a kitettség meghatarozasdara. Az altalunk
javasolt médszer feliilmilja a hagyomanyos Monte Carlo becslést, hiszen mind
a szamitasi kapacitast, mind pedig a futasi id6t csOkkentetni tudtuk. Nagy
elénye a technika egyszertlisége is, amely a hatékony implementécidhoz jarul
hozzé. A tanulményban bemutatott megkozelités egy specidlis tébbszintil
Monte Carlo technikan alapul, amely azonban csupan limitalt szamu esetben
hasznalhaté. Mivel szemben a korabbi munkakkal, mi nem hasznéltuk a szi-
mulalt alapfaktorok teljes tutjat, igy a modszer csak egzakt szimulacié mellett
alkalmazhaté. Az algoritmus limitalt jellege azonban nem gétolja a technika
széleskorli alkalmazasat, hiszen szamos modellre 1étezik egzakt szimulacio.
fgy hasznos kutatési téma lehet a médszer tovabbi vizsgalata és mas eszkoz
tipusokra torténo alkalmazasa. Ugyan mi csak a varhaté kitettség profil becs-
lését teszteltiik, a tobbszintii Monte Carlo becslés hasonléan alkalmazhato
mas profilok becslésére is. Ezek tovabbi vizsgalata gyakorlati szempontbdl is
nagy relevanciaval bir.



56

Boros Péter

Irodalom

1.

10.

11.

BIS, Basel Committee on Banking Supervision. (2010). Basel III: A global
regulatory framework for more resilient banks and banking systems. Elérheté:
http://www.bis.org.

. Brigo, D. és Mercurio, F. (2007). Interest Rate Models — Theory and Practice:

with Smile, Inflation and Credit. Springer Science & Business Media.

. Brigo, D., Morini, M., és Pallavicini, A. (2013). Counterparty Credit Risk,

Collateral and Funding: with Pricing Cases for all Asset Classes. John Wiley
& Sons.

. Cesari, G., Aquilina, J., Charpillon, N., Filipovic, Z., Lee, G., és Manda,

I. (2009). Modelling, Pricing, and Hedging Counterparty Credit Exposure: A
Technical Guide. Springer Science & Business Media.

. Giles, M. B. (2008). Multilevel monte carlo path simulation. Operations Re-

search, 56(3):607-617.

. Giles, M. B. (2015). Multilevel monte carlo methods. Acta Numerica, 24:259—

328.

. Glasserman, P. (2013). Monte Carlo Methods in Financial Engineering, 53.

Springer Science & Business Media.

. Gregory, J. (2015). The XVA Challenge: Counterparty Credit Risk, Funding,

Collateral, and Capital. John Wiley & Sons.

. Heinrich, S. (2001). Multilevel monte carlo methods. In International Con-

ference on Large-Scale Scientific Computing, 58—67. Springer.

Hofer, M. és Karlsson, P. (2017). Efficient calibration for CVA using multi-
level monte carlo. Elérhet8: https://ssrn.com/abstract=2776932

Vasicek, O. (1977). An equilibrium characterization of the term structure.
Journal of Financial Economics, 5(2):177-188.

COUNTERPARTY CREDIT EXPOSURE ESTIMATION WITH MULTILEVEL

MONTE CARLO METHOD

Counterparty credit risk exposure measurement has become an immense task for
parties active on OTC markets. Determining future exposure amount is a computa-
tionally demanding task. We propose a new method for exposure profile calculation
that reduces the computational costs significantly by using the multilevel Monte
Carlo approach. In the paper we introduce an algorithm that estimates the ex-
posure profile for derivative products with exact simulation of the underlying risk
factors. A test on the performance of the new method and a comparison against
the traditional Monte Carlo approach is carried out on a numerical example of a
simple interest rate swap.





