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A KITETTS¶EG PROFILOK BECSL¶ESE TÄOBBSZINT}U
MONTE CARLO M¶ODSZERREL1

BOROS P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A partnerkock¶azati kitetts¶eg m¶er¶ese az OTC piacokon akt¶³v felek kiemelt
fontoss¶ag¶u feladat¶av¶a n}otte ki mag¶at. A kitetts¶eg ¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶a-
s¶ahoz jelent}os sz¶am¶³t¶asi kapacit¶asra van szÄuks¶eg. Tanulm¶anyunkban egy
¶uj m¶odszert javaslunk a kitetts¶eg pro¯lok sz¶am¶³t¶as¶ara, amely a tÄobbszint}u
Monte Carlo szimul¶aci¶ot haszn¶alva a sz¶am¶³t¶asi ig¶eny jelent}os csÄokken¶es¶ehez
vezet. Munk¶ankban bevezetÄunk egy algoritmust, amely egzaktan szimul¶al-
hat¶o sztochasztikus alapfaktort¶ol fÄugg}o derivat¶³v¶ak kitetts¶eg¶enek becsl¶es¶ehez
haszn¶alhat¶o. A m¶odszer teljes¶³tm¶eny¶et ¶es annak a hagyom¶anyos Monte Carlo
becsl¶essel tÄort¶en}o Äosszehasonl¶³t¶as¶at egy egyszer}u kamatl¶ab csereÄugyleten ke-
resztÄul mutatjuk be.

Kulcsszavak : partnerkock¶azat, kitetts¶eg, tÄobbszint}u Monte Carlo. JEL
kateg¶oria: C15, C53, G12, G13, G32, G33

1 Bevezet¶es

Az OTC piacokon akt¶³v szerepl}ok egym¶as fel¶e fenn¶all¶o kitetts¶egÄuk megfelel}o
m¶er¶ese ¶es monitoroz¶asa jelent}os munk¶at jelent a felek partnerkock¶azattal
foglalkoz¶o oszt¶alyainak. A partnerkock¶azat az OTC piacokon megkÄotÄott
derivat¶³v szerz}od¶esek ¶elettartama sor¶an, a partnerek lehets¶eges cs}odj¶eb}ol
ered}o vesztes¶eg kock¶azata. A kock¶azat ugyan hasonl¶o a klasszikus hitelkoc-
k¶azathoz, jellemz}oen k¶et ok miatt m¶egis kÄulÄonbÄozik att¶ol. M¶³g egy hitelszer-
z}od¶es sor¶an a felek egy¶ertelm}uen hitelez}o ¶es ad¶os kateg¶ori¶akba oszthat¶oak,
¶es a hitelez}o kitetts¶ege egy j¶ol meghat¶arozott mennyis¶eggel le¶³rhat¶o, addig
a partnerkock¶azat eset¶en ezek nem teljesÄulnek. Mivel egy OTC derivat¶³v
szerz}od¶es ¶ert¶eke, minden esetben az aktu¶alis piaci faktorokt¶ol fÄugg, ¶³gy a
fenn¶all¶o kitetts¶eg is folyamatosan v¶altozik. Ebb}ol ad¶od¶oan a kitetts¶eg ¶ert¶eke
ak¶ar egyik napr¶ol a m¶asikra el}ojelet is v¶althat, ¶³gy felcser¶elve az ad¶os ¶es
a hitelez}o szerep¶et. ¶Eppen ezen okok miatt a kitetts¶eg meghat¶aroz¶asa egy
bonyolult, sz¶am¶³t¶asig¶enyes feladat.

Egy derivat¶³v szerz}od¶es adott pillanatban vett ¶ert¶eke meghat¶arozza az
azonnali kitetts¶eg ¶ert¶ek¶et, azonban felek jellemz}oen hosszabb t¶avon is sze-
retn¶ek tudni (v¶arhat¶o) kitetts¶egÄuket. ¶Igy p¶eld¶aul a bankok ¶ori¶asi sz¶am¶³t¶asi
kapacit¶ast haszn¶alnak a kitetts¶eg pro¯lok becsl¶es¶ere. A pro¯lok a jÄov}obeli ki-
tetts¶eg valamilyen statisztikai m¶ert¶ek¶enek id}obeli fÄuggv¶enyeik. Ilyen p¶eld¶aul
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a gyakran el}ot¶erbe kerÄul}o v¶arhat¶o pozit¶³v kitetts¶eg pro¯l, amely maga is
sz¶amos tov¶abbi fontos mennyis¶eg inputja. A b¶azeli nemteljes¶³t¶eskori kitetts¶eg
a nemcsÄokken}o, v¶arhat¶o pozit¶³v kitetts¶eg pro¯l els}o ¶evig tart¶o integr¶alja.
Ezen t¶ul az ¶³gy kapott mennyis¶eg a szab¶alyoz¶oi partnerkock¶azati t}oke egyik
bemeneti param¶etere. De hasonl¶oan fontos szerepet kap a kitetts¶eg pro¯l a
hitel¶ert¶ekel¶esi kiigaz¶³t¶as sz¶am¶³t¶asakor is.2

A bankok a kitetts¶eg m¶er¶es¶ehez klasszikusan Monte Carlo szimul¶aci¶on
alapul¶o ¶araz¶asi m¶odszert haszn¶alnak. A pontos becsl¶es jellemz}oen magas
sz¶am¶u szimul¶alt alapfaktort k¶³v¶an meg, ami a sz¶am¶³t¶asi ig¶eny nagyon gyors
megugr¶as¶at eredm¶enyezi egy tÄobb ezer partnerrel, tÄobb milli¶o Äugyletet megkÄo-
t}o nagy, piaci szerepl}on¶el. Ez¶ert a sz¶am¶³t¶asi kapacit¶as szÄuks¶eglet csÄokkent¶ese
nem csup¶an egy elm¶eleti szempontb¶ol k¶³v¶anatos feladat, hiszen az komoly
kÄolts¶egcsÄokken¶eshez vezethet.

Jelen munk¶aban egy alternat¶³v m¶odszert, a tÄobbszint}u Monte Carlo becs-
l¶est alkalmazzuk a kitetts¶eg pro¯lok becsl¶es¶ere. A m¶odszert eredetileg Hein-
rich (2001) vezette be parametrikus integr¶al¶asi feladatokra, majd Giles (2008)
Äultette ¶at p¶enzÄugyi probl¶em¶akra. A m¶odszert az¶ota sz¶amos esetben felhasz-
n¶alt¶ak derivat¶³v ¶araz¶asi feladatokhoz, valamint sztochasztikus alapfaktorok
szimul¶al¶as¶ara, azonban tudom¶asunk szerint Hofer ¶es Karlsson (2017) az els}o
munka, ami partnerkock¶azati keretek kÄoz¶e illeszti azt. }Ok a hitel¶ert¶ekel¶esi
kiigaz¶³t¶as ¶ert¶ek¶enek kÄulÄonbÄoz}o param¶eterek melletti sz¶amol¶as¶ahoz vezetnek
be egy tÄobbszint}u Monte Carlo alap¶u technik¶at.

A tanulm¶anyunkban, a kor¶abbi eredm¶enyek ¶altal motiv¶alva, a kitetts¶eg
pro¯lok tÄobbszint}u Monte Carlo m¶odszer melletti becsl¶es¶et vizsg¶aljuk. Be-
mutatunk egy pro¯lbecsl¶esi algoritmust, amit egzaktan szimul¶alhat¶o szto-
chasztikus alapfaktorok melletti modellekben haszn¶alhatunk. Szemben a
kor¶abbi horizont¶alis jelleg}u becsl¶esekkel, mi vertik¶alisan az id}o param¶etert
haszn¶aljuk a tÄobbszint}u Monte Carlo m¶odszer szintjeinek sz¶etv¶alaszt¶as¶ara.
Az ¶uj m¶odszer szigni¯k¶ans sz¶am¶³t¶asi teljes¶³tm¶eny nÄoveked¶est eredm¶enyez, ¶³gy
mind a fut¶asi id}ot ¶es a fut¶ashoz szÄuks¶eges sz¶am¶³t¶asi kapacit¶ast csÄokkenthetjÄuk
adott pontoss¶ag¶u becsl¶es el¶er¶es¶ehez.

A kÄovetkez}o fejezetben egy formaliz¶alt bevezet¶est adunk a partnerkock¶azat
¶altal haszn¶alt kitetts¶eg fogalm¶ahoz. Ezut¶an bemutatjuk a tÄobbszint}u Monte
Carlo m¶odszertan¶at ¶es annak alkalmaz¶as¶at a kitetts¶eg pro¯lok becsl¶es¶ere.
Ezt a r¶eszt egy algoritmussal z¶arjuk, ami l¶ep¶esr}ol l¶ep¶esre mutatja be az ¶al-
talunk javasolt pro¯l becsl¶esi technik¶at. A harmadik fejezetben egy egyszer}u
numerikus p¶eld¶aban mutatjuk be m¶odszerÄunk teljes¶³tm¶eny¶et, ¶es ÄosszevetjÄuk
a hagyom¶anyos Monte Carlo becsl¶essel. V¶egÄul az utols¶o fejezetben Äosszefog-
laljuk a tapasztalatainkat.

2R¶eszletes le¶³r¶as¶ert mag¶at a b¶azeli szab¶alyoz¶ast (BIS, 2010) vagy Gregory (2015)
kÄonyv¶et aj¶anljuk.
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2 Alapfogalmak

Legyen ( ; F ;Ft;Q) egy val¶osz¶³n}us¶egi mez}o, ahol az Äosszes lehets¶eges
kimenet halmaza, F az Äosszes esem¶enyt lefed}o ¾-algebra. A piacon t id}opontig
el¶erhet}o inform¶aci¶ot az Ft tartalmazza. V¶egÄul Q legyen a kock¶azatsemleges
m¶ert¶ek.

El}oszÄor a partnerkock¶azat kezel¶es sor¶an haszn¶alt kitetts¶eg fogalm¶at vezet-
jÄuk be.3 TegyÄuk fel, hogy B ¶es C megkÄot egy T id}opontban lej¶ar¶o derivat¶³v
szerz}od¶est. Ha egy rÄovid id}ore felt¶etelezzÄuk, hogy B ¶es C partnerkock¶azat
mentesek, azaz soha sem cs}odÄolhetnek, akkor jelÄolje ¦(t; T ) az ¶altaluk kÄotÄott
derivat¶³v Äugylet t ¶es T kÄozÄotti diszkont¶alt p¶enz¶aramainak az Äosszeg¶et, B
szemszÄog¶eb}ol. NevezzÄuk ezt kock¶azatmentes diszkont¶alt nett¶o p¶enz¶aramnak.
A kock¶azatmentes diszkont¶alt nett¶o p¶enz¶aram alapj¶an a kÄovetkez}ok¶eppen
de¯ni¶alhatjuk a derivat¶³v t-ben vett ¶ar¶at:

V (t) = Et[¦(t; T )] ; (1)

ahol Et[¢] = E[ ¢ j Ft] azaz az Ft ¯ltr¶aci¶ora vett Q szerinti felt¶eteles v¶arhat¶o
¶ert¶ek.

Most vezessÄuk be a partnerkock¶azatot a modellbe azzal a felt¶etelez¶essel,
hogy mindk¶et f¶el a derivat¶³v ¶elettartama sor¶an ¯zet¶esk¶eptelenn¶e v¶alhat. Cs}od
eset¶en a derivat¶³v szerz}od¶est azonnal z¶arj¶ak, amely eset¶en a t¶ul¶el}o f¶el kÄoteles
minden tartoz¶as¶at meg¯zetni a ¯zet¶esk¶eptelen partnernek, m¶³g kÄovetel¶esein
vesztes¶eget fog elszenvedni. A vesztes¶eg a ¯zet¶esk¶eptelen partnert}ol vissza-
szerezhet}o ¶ert¶eken m¶ulik, amely ar¶any¶at rendszerint RECi-vel jelÄolik, ahol
i 2 fB; Cg ¶es 0 · RECi · 1. A lehets¶eges eseteket B szemszÄog¶eb}ol az
1. t¶abl¶azatban foglaljuk Äossze.

KÄovetel¶es KÄotelezetts¶eg
V¿ > 0 V¿ < 0

B cs}odje V¿ V¿RECB
P¶enz¶aram ideje (¿ )

C cs}odje V¿RECC V¿

1. t¶abl¶azat. P¶enz¶aramok B szemszÄog¶eb}ol a derivat¶³v cs}od miatti z¶ar¶asakor

Az al¶abbi ¶abr¶akon egy k¶et lehets¶eges kimenetet felÄolel}o p¶eld¶at mutatunk
be. Mindk¶et esetben egy derivat¶³v meg¶allapod¶as B szemszÄog¶eb}ol vett ¶ert¶ek¶e-
nek alakul¶as¶at vizsg¶aljuk egy [t0; t5] intervallumon. A bal oldali ¶abr¶an a deri-
vat¶³v v¶egig pozit¶³v ¶ert¶eket vesz fel, ¶³gy a partner lehets¶eges cs}odje mindv¶egig
kock¶azatot jelent B-nek. A p¶eld¶aban C hipotetikus cs}odje t4 id}opontban kÄo-
vetkezik be. ¶Igy B vesztes¶eget fog elszenvedni, hiszen C nem k¶epes az akkor
¶eppen fenn¶all¶o 6 egys¶egnyi tartoz¶as¶at meg¯zetni.

A jobb oldali ¶abr¶an egy alternat¶³v szcen¶ari¶ot mutatunk be. Itt a derivat¶³v
¶ert¶eke az id}o els}o r¶esz¶eben nulla kÄorÄul ingadozik. ¶Igy t1-ben m¶eg B tartozik,
majd t2-ben C a tartoz¶o f¶el. V¶egÄul az ¶ert¶ek negat¶³v tartom¶anyba tol¶odik, ¶³gy

3Brigo et al. (2013) munk¶aja nagyszer}u Äosszefoglal¶ast ad a partnerkock¶azat alapfogal-
mair¶ol.

� � 
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a p¶eld¶aban t5 id}opontban bekÄovetkez}o C cs}odjekor ism¶et neki van kÄovetel¶ese
B-vel szemben. Ebben az esetben B kÄoteles ¶es k¶epes meg¯zetni a teljes 9 egy-
s¶egnyi tartoz¶as¶at a cs}odbejutott f¶elnek. Teh¶at C ¯zet¶esk¶eptelens¶ege ilyenkor
nem jelent tov¶abbi vesztes¶eget B-nek.

1. ¶abra. K¶et p¶elda { a derivat¶³v ¶ert¶eke B szemszÄog¶eb}ol

¶Igy amikor partnerkock¶azatr¶ol besz¶elÄunk, leggyakrabban csak a part-
nerÄunk ¶altal fenn¶all¶o tartoz¶as m¶ert¶ek¶ere vagyunk k¶³v¶ancsiak, hiszen alter-
nat¶³v esetben nem vesz¶³tÄunk az Äugylet ¶ert¶ek¶en. Ez a kitetts¶eg fogalm¶anak az
alapja:

E(t) = maxf0; V (t)g : (2)

Teh¶at a t id}opontban fenn¶all¶o kitetts¶eg a derivat¶³v piaci ¶ert¶ek¶enek pozit¶³v
r¶esze. Ezt felhaszn¶alva de¯ni¶alhatjuk a v¶arhat¶o pozit¶³v kitetts¶eg pro¯lt,
amely dolgozatunk alapja lesz:

EE(t) = E0[E(t)] = E0

h
(Et[¦(t; T )])+

i
; (3)

ahol (x)+ = maxf0; xg.4 KÄovetkez}o l¶ep¶esk¶ent megadhatjuk az ¶³gy kapott
pro¯l lej¶aratig vett integr¶alj¶anak az ¶atlag¶at, amit hitel-egyen¶ert¶ekesnek is
neveznek

EPE =
1

T

Z T

0

EE(t) dt : (4)

A gyakorlatban szok¶as egy 0 = T0 < T1 < T2 < . . . < Tm¡1 < Tm = T
feloszt¶ast haszn¶alni ¶es az EPE-t a kÄovetkez}ok¶eppen kÄozel¶³teni:

EPE =
1

T

mX

i=1

EE(Ti)(Ti ¡ Ti¡1) : (5)

A szab¶alyoz¶oi t}oketartal¶ekol¶asban felhaszn¶alt nemteljes¶³t¶eskori kitetts¶eghez
p¶eld¶aul az els}o ¶evhez tartoz¶o, nemcsÄokken}o EE(t) pro¯lt kell haszn¶alni, ¶³gy:

EEPE =
m0X

i=1

max
j·i

fEE(Tj)g (Ti ¡ Ti¡1) ; (6)

4A sz¶am¶³t¶as c¶elj¶at¶ol fÄugg}oen a kÄuls}o E0(¢) v¶arhat¶o ¶ert¶ek ebben az esetben jelentheti
a kock¶azatsemleges ¶es a val¶os m¶ert¶ek alatt vett v¶arhat¶o ¶ert¶eket is. ¶Igy p¶eld¶aul partner
limitek meghat¶aroz¶as¶ahoz a val¶os m¶ert¶ek alatt, m¶³g a hitel¶ert¶ekel¶esi kiigaz¶³t¶as sz¶am¶³t¶asakor
a kock¶azatsemleges m¶ert¶ek alatt kell sz¶amolni.
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ahol Tm0 = 1.
L¶athatjuk teh¶at, hogy a v¶arhat¶o pozit¶³v kitetts¶eg pro¯l sz¶am¶³t¶asa kÄulÄo-

nÄosen fontos. A bankok partnerkock¶azat kezel¶esi r¶eszlegei Monte Carlo m¶od-
szert haszn¶alnak a pro¯l becsl¶es¶ere. Els}o l¶ep¶esk¶ent tÄobb ezer szimul¶alt utat
gener¶alnak az alap piaci faktorokb¶ol. Majd a gener¶alt faktorok alapj¶an min-
den szimul¶aci¶os id}opontban be¶arazz¶ak az Äosszes partnerrel kÄotÄott Äugyleteket.
Ezut¶an az Äugyletek ment¶en aggreg¶alnak ¶es nett¶os¶³tanak, ahol az enged¶elyezett.
V¶egÄul a tÄobb ezer ¶ut alapj¶an sz¶amolj¶ak az ¶atlagos kitetts¶eget minden id}opont-
ban, minden partnerre. Ez a m}uvelet ¶ori¶asi sz¶am¶³t¶asi kapacit¶asokat ig¶enyel.

Hagyom¶anyos Monte Carlo m¶odszer eset¶en, N szimul¶alt utat felt¶etelezve
a kÄovetkez}ok¶eppen adhatunk torz¶³tatlan becsl¶est az EE(Ti) ¶ert¶ek¶ere:

dEE
MC

(Ti) =
1

N

NX

j=1

E(j)(Ti) ; (7)

ahol E(j)(Ti) a j-edik ¶uton Ti id}opontban fenn¶all¶o kitetts¶eg.
Jelen munk¶aban egy alternat¶³v Monte Carlo alap¶u technik¶at javaslunk a

kitetts¶eg pro¯lok meghat¶aroz¶as¶ara, amely szigni¯k¶ansan alacsonyabb sz¶am¶³-
t¶asi kapacit¶as mellett j¶o becsl¶est biztos¶³t. A tÄobbszint}u Monte Carlo m¶odszer
egy, m¶ar r¶eg¶ota ismert megkÄozel¶³t¶es, amely csak nemr¶egiben kerÄult partner-
kock¶azat kezel¶esi felhaszn¶al¶asra. Hofer ¶es Karlsson (2017) a hitel¶ert¶ekel¶esi
kiigaz¶³t¶as kÄulÄonbÄoz}o param¶eterek melletti sz¶am¶³t¶as¶ara haszn¶alja m¶odszert.
¶Igy p¶eld¶aul munk¶ajukban foglalkoznak kock¶azatos kamatl¶ab csereÄugylet port-
f¶oli¶o ¯x kamat¶anak meghat¶aroz¶as¶aval, vagy ¶eppen a rossz ir¶any¶u kock¶azat
m¶er¶es¶evel. A kÄovetkez}o r¶eszben ismertetjÄuk a m¶odszert.

3 TÄobbszint}u Monte Carlo a v¶arhat¶o pozit¶³v
kitetts¶eg pro¯l becsl¶es¶ere

A tÄobbszint}u Monte Carlo m¶odszerr}ol Heinrich (2001), Giles (2008) ¶es Giles
(2015) munk¶ai adnak r¶eszletes le¶³r¶ast. Az alapprobl¶ema, hogy egy bizonyos
intervallumban mozg¶o param¶etert}ol fÄugg}o mennyis¶eget, az intervallum Äosszes
lehets¶eges pontj¶ara szeretn¶enk becsÄulni. ¶Igy p¶eld¶aul Heinrich (2001) egy u(¸)
fÄuggv¶enyt haszn¶al illusztr¶aci¶onak, ahol

u(¸) =

Z 1

0

f(¸; t) dt ; (8)

¶es ¸ 2 [0; 1]. KÄovetve Heinrich (2001) le¶³r¶as¶at ¶es jelÄol¶es¶et, standard Monte
Carlo m¶odszer eset¶en az al¶abbi becsl¶est alkalmazhatjuk:

bu(¸i) =
1

N

NX

j=1

f(¸i; »j) ; (9)

ahol ¸i =
©

i
n ; i = 1; 2; . . . ; n

ª
¶es »j fÄuggetlen, egyenletes eloszl¶as¶u v¶eletlen

v¶altoz¶ok a [0; 1] intervallumon, amelyeket minden i mellett ¶ujrafelhaszn¶alunk.
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Tetsz}oleges ¸ eset¶en u(¸) a (9) egyenlet alapj¶an interpol¶al¶assal sz¶am¶³that¶o.

u(¸) ¼ (Pu)(¸) =
nX

i=0

u(¸i)Ái(¸) ¼
nX

i=0

µ
1

N

NX

j=1

f(¸i; »j)

¶
Ái(¸) =

=
1

N

NX

j=1

(Pf(¢; »j))(¸) = ´(¸) ;

(10)

ahol P az interpol¶al¶as oper¶ator ¶es Ái(¸) a hozz¶atartoz¶o s¶ulyfÄuggv¶eny. Ugyan
Heinrich (2001) formaliz¶al¶asa absztraktnak t}unhet, m¶egis a s¶ulyfÄuggv¶enyen
keresztÄul kÄonnyen speci¯k¶alhatjuk a P oper¶atort. ¶Igy p¶eld¶aul line¶aris inter-
pol¶aci¶ot haszn¶alva i = 0; 1; . . . ; n eset¶en az al¶abbi v¶alaszt¶assal ¶elhetÄunk:

Ái(¸) =

8
><
>:

¸i+1¡¸
¸i+1¡¸i

; ha ¸ 2 [¸i; ¸i+1]
¸¡¸i¡1

¸i¡¸i¡1
; ha ¸ 2 [¸i¡1; ¸i)

0; egy¶ebk¶ent .

(11)

Finom¶³tva a feloszt¶ast, bevezethetÄunk kÄulÄonbÄoz}o szinteket a becsl¶esbe. Legyen
¸li =

©
i
2l ; i = 0; 1; 2; . . . ; 2l

ª
¶es l = 0; 1; 2; . . . ; L valamint Pl az l szinthez ren-

delt interpol¶al¶as oper¶ator.5 Ha P = PL ¶es P¡1 = 0, akkor P =
PL

l=0(Pl ¡
Pl¡1). Ezt a teleszkopikus Äosszeget a (10) egyenletbe behelyettes¶³tve az ott
bevezetett becsl¶es a kÄovetkez}o form¶ara m¶odosul:

´ =
LX

l=0

1

N

NX

j=1

(Pl ¡ Pl¡1)f(¢; »j) =
LX

l=0

1

N

NX

j=1

Plf(¢; »j) ¡ Pl¡1f(¢; »j) : (12)

V¶egÄul szintenk¶ent vezessÄunk be elt¶er}o Nl szimul¶aci¶os sz¶amot, amivel a (12)
egyenlet az al¶abbi v¶egs}o alakot veszi fel:

´ =
LX

l=0

1

Nl

NlX

j=1

(Pl ¡Pl¡1)f(¢; »j) =
LX

l=0

1

Nl

NlX

j=1

Plf(¢; »j)¡Pl¡1f(¢; »j) : (13)

A fenti egyenlet teh¶at azt mutatja, hogy kev¶esb¶e ¯nom intervallumon sz¶amolt
¸i ¶ert¶ekeket ¶ujrafelhaszn¶alva jav¶³thatjuk a becsl¶est tetsz}oleges ¸ eset¶en. A
jav¶³t¶as m¶ert¶ek¶et Heinrich (2001) sz¶amszer}us¶³tette, amely szerint O(N¡ 1

2 )
hib¶at O(N) nagys¶ag¶u sz¶am¶³t¶asi ig¶ennyel ¶ertÄunk el, az egyszer}u m¶odszer

O(N
3
2 ) nagys¶ag¶aval szemben. A m¶odszer sz¶eles kÄorben haszn¶alhat¶o, de tal¶an

ennek egyik velej¶ar¶o h¶atr¶anya, hogy nem mindig vil¶agos, hogy a (Pl ¡ Pl¡1)
tag pontosan mit is jelent. Ez¶ert egy, a dolgozat t¶em¶aj¶ahoz kÄozelebb ¶all¶o
szeml¶eletm¶odot is bemutatunk.6

5Az intervallum megv¶alaszt¶asa sz¶amos t¶enyez}on m¶ulhat, amelyeket hamarosan il-
lusztr¶alunk. Az intervallum felez¶esen alapul¶o elj¶ar¶ast Heinrich (2001) munk¶aja alapj¶an
v¶alasztottuk. Ebben az esetben ugyanis line¶aris interpol¶aci¶ot alkalmazva a kor¶abban
becsÄult pontok ugyanakkorra m¶ert¶ekben j¶arulnak hozz¶a a kÄovetkez}o pont becsl¶es¶ehez.

6A probl¶ema egy alternat¶³v megfogalmaz¶as¶aban E[f(x; ¸)] ¶ert¶ek¶et szeretn¶enk becsÄulni,
ahol x egy v¶eletlen v¶altoz¶o ¶es ¸ 2 [0; 1]. ¶Erdemes fel¶³rni a (13) egyenletet L = 1 eset¶en,
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Giles (2008) m¶ar p¶enzÄugyi probl¶em¶akra vezeti be a m¶odszer egy v¶altozat¶at.
Munk¶aj¶aban sztochasztikus di®erenci¶al egyenletek ¶altal gener¶alt alapfakto-
rokt¶ol fÄugg}o sz¶armaztatott term¶ekek ¶araz¶as¶aval foglalkozik. Legyen S(t) egy
sztochasztikus di®erenci¶alegyenlet szerint fejl}od}o alapfaktor ¶ert¶eke t-ben, ¶es
legyen Gl; l = 0; 1; . . . ; L egy hl = 2¡lT l¶ep¶eskÄoz ¶altal meghat¶arozott, a [0; T ]
intervallumot lefed}o, egyre r¶eszletesebb feloszt¶asrendszer. Giles (2008) f}o
k¶erd¶ese, hogy hogyan becsÄulhetjÄuk egy derivat¶³v ¶ert¶ek¶et. Ha f(S(T )) jelÄoli
egy derivat¶³v ki¯zet¶esfÄuggv¶eny¶enek ¶ert¶ek¶et T -ben, ¶es P = PL annak egy kÄo-
zel¶³t¶ese a legr¶eszletesebb GL feloszt¶as mellett, akkor a derivat¶³v ¶ert¶ek¶ehez az
E[P ] mennyis¶eget kell megbecsÄulnÄunk7. Kihaszn¶alva az

E[P ] = E[P0] +
LX

l=1

E[Pl ¡ Pl¡1] (15)

egyenl}os¶eget, ¶es hogy

E[Pl ¡ Pl¡1] ¼ 1

Nl

NlX

i=1

(P̂ i
l ¡ P̂ i

l¡1) ; (16)

csÄokkenthetjÄuk a szÄuks¶eges sz¶am¶³t¶asi kapacit¶ast. A m¶odszer szerint az adott
szinten haszn¶alt minta elemsz¶amot (Nl) folyamatosan nÄoveljÄuk, mikÄozben
(P̂ i

l ¡P̂ i
l¡1) ¶ert¶ek¶et viszont ugyanazon Wiener nÄovekm¶enyekkel sz¶amolhatjuk,

kiindulva a legr¶eszletesebb}ol, majd azokat megfelel}oen csoportos¶³tva. ¶Igy egy
apr¶obb l¶ep¶eskÄozzel meghat¶arozott id}ofeloszt¶ason kevesebb mint¶at haszn¶alunk
fel, mint egy kev¶esb¶e r¶eszletes feloszt¶asrendszeren. Giles (2008) bel¶atja, hogy
ez a becsl¶esi technika csÄokkenti a sz¶am¶³t¶asi ig¶enyt, hiszen O(²2) n¶egyzetes
hiba el¶er¶es¶ehez O(²¡2(log ²)2) sz¶am¶³t¶asi ig¶enyre van szÄuks¶eg, szemben az
egyszer}u becsl¶es O(²¡3) ig¶eny¶evel.

A m¶odszer intuit¶³v meg¶ert¶es¶ehez vegyÄuk az L = 1 esetet, ahol is

E[P1] = E[P0] + E[P1 ¡ P0] ¼ 1

N

NX

i=1

P̂ (i)
0 +

1

N1

N1X

j=1

h
P̂ (j)

1 ¡ P̂ (j)
0

i
: (17)

A (17) egyenlet azt mutatja, hogy egy r¶eszletesebb feloszt¶as melletti ¶ar becs-
l¶es¶ehez egy kev¶esb¶e r¶eszletes feloszt¶assal becsÄult ¶arat kontroll v¶altoz¶ok¶ent
haszn¶alunk fel. Az ¶³gy kapott megkÄozel¶³t¶es abban kÄulÄonbÄozik hagyom¶anyos
kontroll v¶altoz¶on alapul¶o becsl¶est}ol, hogy a kontrollk¶ent haszn¶alt v¶altoz¶o
t¶enyleges ¶ert¶eke nem ismert, hanem azt egy el}oz}o szinten becsÄultÄuk meg.8

mert abb¶ol egyszer}u line¶aris interpol¶aci¶ot felt¶etelezve az al¶abbit kell l¶atnunk:

E[f (x; 0:5)] =
1

2
(E[f (x; 0)] +E[f(x; 1)]) +E[f(x; 0:5)¡ 1

2
(f(x; 0) + f (x; 1))] (14)

7Ha konstans nulla kamatl¶abat felt¶etelezÄunk, akkor ¶eppen E[P ] a derivat¶³v ¶ert¶eke.
8Hagyom¶anyos kontroll v¶altoz¶o melletti becsl¶esn¶el a kontrollk¶ent haszn¶alt v¶altoz¶onak

egy konstansszoros¶at haszn¶aljuk, amely konstans fÄugg a becsÄulni k¶³v¶ant ¶es a kontroll v¶al-
toz¶o kovarianci¶aj¶at¶ol. A tÄobbszint}u Monte Carlo becsl¶es ebben is elt¶er a kontroll v¶altoz¶ok
m¶odszer¶et}ol, hiszen itt a konstans ¶ert¶eke minden esetben egy. Mindk¶et ¶eszrev¶etel Giles
(2015) munk¶aj¶ahoz kÄothet}o.
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Ennek a kÄulÄonbs¶egnek azonban l¶enyeges implik¶aci¶oi lesznek, ahogy arra m¶eg
visszat¶erÄunk.

A jelen munk¶aban felhaszn¶aljuk Heinrich (2001), Giles (2008) ¶es Hofer ¶es
Karlsson (2017) eredm¶enyeit ¶es a tÄobbszint}u Monte Carlo m¶odszert a v¶arhat¶o
pozit¶³v kitetts¶eg pro¯l becsl¶es¶ere alkalmazzuk. Eredm¶enyÄunk k¶et ponton
j¶arul hozz¶a a szakirodalomhoz. Els}ok¶ent, tudom¶asunk szerint ez az els}o
munka, ahol a v¶arhat¶o pozit¶³v kitetts¶eg pro¯l becsl¶es¶ere haszn¶alj¶ak a tÄobb-
szint}u Monte Carlo m¶odszert. M¶asodsorban, szemben a kor¶abbi munk¶akkal,
mi nem egy modell param¶eter ment¶en alkalmazzuk a tÄobbszint}u Monte Carlo
m¶odszert, hanem mag¶an az id}o param¶eteren keresztÄul. Ugyan Giles (2008)
munk¶aja az id}o feloszt¶ast ¯nom¶³totta a Monte Carlo becsl¶es kÄulÄonbÄoz}o szint-
jein, m¶egis mindig ugyanarra az id}opontra, a lej¶aratra becsÄulte a sz¶amolni
k¶³v¶ant mennyis¶eget. Mi mag¶at a pro¯lt fogjuk becsÄulni, azaz ¶ugy tekintÄunk
a pro¯lra, mint egy id}o param¶etert}ol fÄugg}o mennyis¶egre, ¶es a c¶elunk, hogy a
feloszt¶ason szerepl}o minden id}opontra adjuk meg a v¶arhat¶o pozit¶³v kitetts¶eg
¶ert¶ek¶et. A becsl¶es sor¶an a pro¯l egyes pontjait kÄulÄonbÄoz}o szintekhez rendeljÄuk
¶es az adott szinten csak azokat a pro¯l pontokat becsÄuljÄuk, kihaszn¶alva hogy
az el}oz}o szinten m¶ar vannak becsÄult pontjaink. Azaz, mi az id}o param¶etert
haszn¶aljuk v¶altoz¶ok¶ent, ¶es a feloszt¶as ¯noms¶ag¶at nem v¶altoztatjuk. Ehhez a
m¶odszerhez azonban, szemben Giles (2008) technik¶aj¶aval, nem szimul¶aljuk a
sztochasztikus alapfaktorok teljes ¶utj¶at, hanem azokat egzakt m¶odon gener¶al-
juk. ¶Igy m¶odszerÄunk csak korl¶atozott esetben alkalmazhat¶o, de r¶amutatunk,
hogy ilyenkor az ¶uj megkÄozel¶³t¶essel jelent}osen csÄokkenthetjÄuk a sz¶am¶³t¶asi
ig¶enyt.

Kiindul¶asul v¶alasszunk egy [a; b] intervallumot, ahol [a; b] ½ [0; T ]. A
pro¯lt ezen az intervallumon fogjuk becsÄulni. Ez lehet}os¶eget ad tetsz}oleges
id}ohorizont lefed¶es¶ere, amely az alkalmaz¶ast¶ol fÄugg. ¶Igy p¶eld¶aul a b¶azeli
nemteljes¶³t¶eskori kitetts¶eg (EAD) sz¶amol¶as¶ahoz csup¶an egy ¶evnyi ¶ert¶ekre van
szÄuks¶egÄunk. Az intervallum megv¶alaszt¶as¶ahoz m¶as szempontot is ¯gyelembe
vehetÄunk, amit a kÄovetkez}o fejezetben r¶eszletezÄunk. JelÄolje k = 0; 1; . . . ; L a
tÄobbszint}u Monte Carlo egyes szintjeit ¶es haszn¶aljuk a Heinrich (2001) ¶altal
javasolt feloszt¶ast. Eszerint a pro¯lt az al¶abbi ¶ert¶ekekkel becsÄuljÄuk:

½
EE(tj) j tj = a +

j(b ¡ a)

2L
; j = 0; 1; . . . ; 2L

¾
: (18)

L¶athatjuk, hogy Heinrich (2001) feloszt¶as¶at kÄovetve minden l¶ep¶eskor az el}oz}o
szinten szerepl}o pontok kÄoz¶e, f¶el¶uton egy ¶ujabb meg¯gyel¶esi pontot adunk.
¶Igy azonban kihaszn¶alhatjuk, hogy a becsÄulni k¶³v¶ant mennyis¶eg az adott pon-
tot kÄorÄulvev}o ¶ert¶ekekben m¶ar ismert. Ahogy arra Hofer ¶es Karlsson (2017) is
r¶amutatott, ha ezek kÄozÄott magas korrel¶aci¶ot tudunk el¶erni, akkor az egyfajta
kontroll v¶altoz¶on alapul¶o becsl¶esÄunk jelent}osen javulhat.

Legyen tj+ ¶es tj¡ az adott k szinten l¶ev}o tj id}opontot megel}oz}o ¶es az azt

kÄovet}o id}opontok. Ha felt¶etelezzÄuk, hogy dEE(tj+) ¶es dEE(tj¡) m¶ar ismert,
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akkor a kÄoztes pontra a kÄovetkez}o becsl¶est alkalmazhatjuk:

dEE(tj ; tj¡; tj+) =
1

NMLMC

NMLMCX

n=1

µ
E(n)(tj) ¡ E(n)(tj¡) + E(n)(tj+)

2

¶
+

+
dEE(tj¡) + dEE(tj+)

2
;

(19)
azaz a tj id}opontra vonatkoz¶o becsl¶es sor¶an kontroll v¶altoz¶ok¶ent haszn¶aljuk
az el}oz}o szinten, a k¶et szomsz¶edos pontra megbecsÄult pro¯l ¶ert¶eket. Erre a
(3) egyenlet k¶³n¶al lehet}os¶eget, hiszen:

EE(tj) = E
h
dEE(tj; tj¡; tj+)

i
: (20)

Hofer ¶es Karlsson (2017) ¶es Giles (2008) minden egyes szinten az alapfaktorok
teljes ¶utj¶at szimul¶alt¶ak ¶es kontroll v¶altoz¶okkal val¶o magas korrel¶aci¶ot az utak
¶ujrafelhaszn¶al¶as¶aval ¶ert¶ek el. Mivel minden becsl¶esi pontban csak ugyanarra
az id}opontra vonatkoz¶o faktorok ¶ert¶ek¶ere van szÄuks¶egÄunk, ez¶ert a teljes ¶ut
szimul¶al¶asa elkerÄulhet}o. ¶Igy azonban a korrel¶aci¶ot is m¶ashogy kell el¶ernÄunk.
Mi ugyanazokat a v¶eletlen sz¶amokat fogjuk ¶ujra ¶es ¶ujra felhaszn¶alni a becsl¶es
kÄulÄonbÄoz}o szintjein.

Ezek alapj¶an Hofer ¶es Karlsson (2017) munk¶aj¶ahoz hasonl¶oan, megfogal-
mazhatjuk a tÄobbszint}u Monte Carlo algoritmust, ami jelen esetben a v¶arhat¶o
pozit¶³v kitetts¶eget fogja gener¶alni:

1. V¶alaszuk meg az [a; b] ½ [0; T ] intervallumot, a v¶egs}o Monte Carlo
szintj¶enek L param¶eter¶et, az els}o szinten haszn¶alt szimul¶aci¶o sz¶am¶at
(N), ¶es legyen k = 0.

2. Gener¶aljunk N0 = N fÄuggetlen, standard norm¶alis v¶eletlen sz¶amot ¶es
sz¶amoljuk ki a piaci faktorok ¶ert¶ek¶et a tj 2 G0 = fa; bg pontokban.
BecsÄuljÄuk meg EE(tj)-t a (7) egyenlet alapj¶an.

3. NÄoveljÄuk k ¶ert¶ek¶et eggyel: k = k + 1.

4. Adjuk meg az ¶uj szint pontjait a kÄovetkez}ok¶eppen:

Gk =

½
tj j tj = a +

j(b ¡ a)

2k
; j = 0; 1; . . . ; 2k

¾
: (21)

5. V¶alasszuk meg az adott szinten szerepl}o szimul¶aci¶ok sz¶am¶at az al¶abbi
m¶odon:

Nk = 2¡3k
2 N : (22)

6. Minden tj 2 Gk ¶es tj 62 Gk¡1 eset¶en sz¶amoljuk ki Nk piaci faktort

az els}o Nk v¶eletlen norm¶alis v¶altoz¶ot felhaszn¶alva, ¶es legyen dEE(tj) =
dEE(tj ; tj¡; tj+) a (19) egyenlet alapj¶an, felt¶etelezve, hogy NMLMC =
Nk.
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7. Ha k = L, akkor meg¶allunk, egy¶ebk¶ent visszal¶epÄunk a 3. ponthoz ¶es
onnan ism¶eteljÄuk az algoritmust.

Az 5. pontban tÄort¶en}o Nk meghat¶aroz¶ast Heinrich (2001) javaslata alapj¶an
v¶alasztottuk. Az algoritmus teh¶at az intervallumon szerepl}o pontok t¶avols¶ag¶at
felezve folyamatosan ¶ujabb id}opontra becsÄuli a pro¯l ¶ert¶ek¶et. A kÄovetkez}o fe-
jezetben egy numerikus p¶eld¶an keresztÄul szeml¶eltetjÄuk a m¶odszer m}ukÄod¶es¶et
¶es el}onyeit.

4 Numerikus eredm¶enyek

A m¶odszer erej¶enek ¶erz¶ekeltet¶es¶ehez egy egyszer}u kamatl¶ab csereÄugyletet fo-
gunk felhaszn¶alni. P¶eld¶ankban B kap ¯x kamatot ¶es ¯zeti az ¶eppen aktu¶alis
f¶el¶eves v¶altoz¶o kamatot. Az olvas¶o kamatl¶ab derivat¶³v¶ak ¶araz¶as¶ahoz, ¶es
¶altal¶anosan a kamatl¶ab modellekhez r¶eszletes ¶utmutat¶ast kaphat Brigo ¶es
Mercurio (2007) kÄonyv¶eben. Ezt a munk¶at kÄovetve fel¶³rhatjuk a kock¶azat-
mentes diszkont¶alt nett¶o p¶enz¶aram ¶ert¶ek¶et:

¦(0; T ) =
X̄

i=®+1

D(0; Ti)N¿
³
K ¡ L(Ti¡1; Ti)

´
; (23)

ahol 0 = T® < T®+1 < . . . < T¯¡1 < T¯ = T , N a n¶ev¶ert¶ek ¶es ¿ az
id}oar¶anyos¶³t¶o faktor, jelen p¶eld¶aban f¶el ¶ev. A diszkontfaktort D(0; Ti) jelÄoli,
azaz

D(0; Ti) = e
¡

R
Ti

0
rt dt

; (24)

ahol rt az azonnali kamatl¶ab folyamat, amit k¶es}obb speci¯k¶alunk. A ¯x
kamatot K jelenti ¶es a [Ti¡1; Ti] id}oszakra vonatkoz¶o v¶altoz¶o kamatot pedig
L(Ti¡1; Ti), azaz ha P (Ti¡1; Ti) a Ti- ben egy egys¶eget ¯zet}o kÄotv¶eny ¶ara
Ti¡1-ben, akkor

P (Ti¡1; Ti)
³
1 + ¿L(Ti¡1; Ti)

´
= 1 (25)

ÄosszefÄugg¶es szerint

L(Ti¡1; Ti) =
1 ¡ P (Ti¡1; Ti)

¿P (Ti¡1; Ti)
: (26)

Felhaszn¶alva az (1) ¶es (24) egyenleteket, a kÄotv¶eny ¶ar¶at az al¶abbi form¶aban
adhatjuk meg:

P (Ti¡1; Ti) = ETi¡1

·
e
¡

R Ti

Ti¡1
rt dt

¸
: (27)

Az (1) egyenletbe behelyettes¶³tve a (23) egyenletben adott p¶enz¶aramokat
¶es felhaszn¶alva a fentebb levezetett ÄosszefÄugg¶eseket, ad¶odik a csereÄugylet mai
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¶ert¶eke:

V (0; K;N; ¿) =
X̄

i=®+1

N
³
P (0; Ti) ¡ P (0; Ti¡1) + ¿P (0; Ti)K

´
=

= ¡NP (0; T®) + NP (0; T¯) + N
X̄

i=®+1

¿P (0; Ti)K :

(28)

A v¶arhat¶o kitetts¶eg pro¯l sz¶amol¶as¶ahoz szÄuks¶eg lesz a csereÄugylet egy tetsz}o-
leges t pontban vett ¶ert¶ek¶ere is. Teh¶at ha T®+j < t < T®+(j+1), akkor fenti
egyenletb}ol apr¶obb levezet¶essel l¶athatjuk, hogy

V (t;K;N; ¿) = ¡N
P (t; T®+(j+1))

P (T®+j; T®+(j+1))
+ NP (t; T¯) + N

¯X

i=®+j

¿P (t; Ti)K :

(29)
Mivel az el}oz}o r¶eszben ismertetett m¶odszer egzakt szimul¶aci¶ot haszn¶al,

ez¶ert ennek megfelel}oen kell kamatl¶ab modellt v¶alasztanunk. Ez alapj¶an
jelen p¶eld¶aban az azonnali kamatl¶ab dinamik¶aj¶at a Vasicek modell (Vasicek,
1977) szerint v¶alasztjuk meg. ¶Igy legyen r(t) az azonnali kamatl¶ab folyamat,
¶es tegyÄuk fel, hogy

dr(t) = k[µ ¡ r(t)]dt + ¾dW (t); r(0) = r0 ; (30)

ahol k; µ; ¾ ¶es r0 pozit¶³v param¶eterek. Brigo ¶es Mercurio (2007) r¶amutat, hogy
ebben a modellkeretben a kÄotv¶eny ¶ara az al¶abbi a±n szerkezetben adhat¶o
meg:

P (t; T ) = A(t; T )e¡B(t;T )r(t) ; (31)

ahol

A(t; T ) = e[(µ¡ ¾2

2k2 )(B(t;T )¡(T¡t))¡ ¾2

4k B(t;T )2] ; (32)

¶es

B(t; T ) =
1

k
[1 ¡ e¡k(T¡t)] : (33)

A kamatl¶ab folyamatot Euler-diszkretiz¶al¶as helyett az al¶abbi form¶aban szi-
mul¶alhatjuk egzaktan:9

r(t) = r(0)e¡kt + µ(1 ¡ e¡kt) +

r
¾2(1 ¡ e¡2kt)

2k
X ; (34)

ahol X egy standard norm¶alis val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o.
Most megvizsg¶alhatjuk a tÄobbszint}u Monte Carlo m¶odszer eredm¶enyeit.

P¶eld¶ankban az Äugylet lej¶arata 9 ¶ev ¶es a n¶ev¶ert¶ek 100$. A Vasicek modell
param¶etereit ¶es a fair ¯x kamatot a 2. t¶abl¶azatban kÄozÄoljÄuk.

k µ ¾ r0 K

0.01 0.05 0.05 0.01 0.005

2. t¶abl¶azat. A numerikus p¶eld¶aban haszn¶alt param¶eterek
¶es a fair csereÄugylet kamat

9Glasserman (2013)
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Els}o l¶ep¶esk¶ent bemutatjuk az elm¶eleti pro¯lt. Ehhez a klasszikus Monte
Carlo m¶odszeren alapul¶o becsl¶est alkalmazzuk N = 100000 szimul¶alt ¶uttal
¶es heti l¶ep¶eskÄozÄokkel. A becsl¶est 100 alkalommal v¶egezzÄuk el, ¶es az ¶³gy
kapott ¶ert¶ekek ¶atlag¶at tekintjÄuk az elm¶eleti ¶ert¶eknek, amit a lenti ¶abr¶an
szeml¶eltetÄunk. Egyszer}u kamatl¶ab csereÄugyletek eset¶eben a pro¯lt k¶et hat¶as
befoly¶asolja. A di®¶uzi¶os hat¶as alapj¶an az id}o el}orehaladt¶aval a szimul¶alt
piaci alapfaktor elt¶avolodhat a kiindul¶o helyzet¶et}ol, amellyel p¶arhuzamosan
a csereÄugylet ¶ara is elmozdul a kezdeti nulla ¶ert¶ekt}ol, ¶es a poz¶³ci¶o tulajdonosa
ink¶abb OTM vagy ITM helyzetbe kerÄul.10 Az amortiz¶aci¶os hat¶as miatt azon-
ban az id}o m¶ul¶as¶aval csÄokken a m¶eg h¶atral¶ev}o ¯zet¶esek sz¶ama, ¶³gy a partner
cs}odje eset¶en vesz¶elybe kerÄul}o p¶enz¶aram is. Jellemz}oen a lefedett id}ohorizont
els}o r¶esz¶eben a di®¶uzi¶os hat¶as domin¶al, majd az amortiz¶aci¶os hat¶as lesz az
er}osebb. A kett}o egyÄuttese teh¶at kezdetben nÄovekv}o pro¯lt, majd ¶altal¶aban
az id}o egyharmada ut¶an csÄokken}o gÄorb¶et eredm¶enyez.11

2. ¶abra. Elm¶eleti pro¯l

A kÄovetkez}o l¶ep¶es, hogy kÄulÄonbÄoz}o felt¶etelek mellett megvizsg¶aljuk a
tÄobbszint}u Monte Carlo m¶odszer teljes¶³tm¶eny¶et. ÄOsszehasonl¶³t¶ask¶ent min-
den esetben a hagyom¶anyos Monte Carlo becsl¶est is elv¶egezzÄuk, ¶es azt is
hasonl¶³tjuk az elm¶eleti pro¯lhoz. Ahogy arra kor¶abban felh¶³vtuk a ¯gyelmet,
a becsl¶esi intervallum megv¶alaszt¶asa mindig a helyzett}ol fÄugg. Mivel mi az
alapfaktort egzakt technik¶aval szimul¶aljuk, ez¶ert nem rendelkezÄunk a folya-
mat teljes ¶utj¶aval ¶es az abb¶ol sz¶armaztatott mennyis¶egekkel. A (29) egyen-
letben azonban megjelenik az el}oz}o ¯zet¶esi id}opontban fenn¶all¶o, a kÄovetkez}o

10Az OTM ¶es ITM az angol "Out of the Money" ¶es "In the Money" rÄovid¶³t¶ese.
11Cesari (2009)
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id}opontban egys¶egnyit ¯zet}o kÄotv¶eny ¶ara [P (T®+j ; T®+(j+1))] is. Az egzakt
technika miatt ez a mennyis¶eg nem ¶all rendelkez¶esre, ez¶ert egy egyszer}us¶³t}o
felt¶etelre van szÄuks¶egÄunk. V¶alasszuk meg a becsl¶esi intervallumot ¶ugy, hogy
a legals¶o szinten, a GL halmazban tal¶alhat¶o pontok kÄozel essenek a ¯zet¶esi
id}opontokhoz. Ha ugyanis tj ¼ T® akkor

P (tj; T®+1))

P (T®; T®+1)
¼ 1 : (35)

¶Igy p¶eld¶aul a 9 ¶eves lejat¶u Äugylet eset¶eben L = 4 v¶alaszt¶asa eset¶en 6 h¶onapos
id}ofeloszt¶ast ¶erhetÄunk el, ha egy 8 ¶eves peri¶odusra szimul¶alunk.

A 3. ¶abr¶an a becsÄult pro¯l egyes pontjaihoz tartoz¶o ¶atlagos standard hib¶at
¶abr¶azoljuk kÄulÄonbÄoz}o sz¶am¶u szimul¶alt utat felt¶etelezve. Minden esetben 100-
szor ism¶eteltÄuk a becsl¶est a megfelel}o sz¶am¶u szimul¶alt alapfaktorral, ¶es az
¶³gy kapott hib¶akat ¶atlagoltuk, hogy kikÄuszÄobÄoljÄuk a v¶eltetlensz¶am gener¶ator
torz¶³t¶as¶at. A gra¯konok felett l¶athat¶o utak sz¶ama a tÄobbszint}u becsl¶esn¶el a
kiindul¶asi utak sz¶am¶at jelenti, azaz N = N0. Az MC rÄovid¶³t¶es a hagyom¶anyos
Monte Carlo m¶odszerre, m¶³g az MLMC a tÄobbszint}u Monte Carlo m¶odszerre
utal.

A hagyom¶anyos MC m¶odszer standard hib¶aja kÄoveti a pro¯l alakj¶at, ¶es¶³gy
a sz¶eleken kisebb, m¶³g a di®¶uzi¶os hat¶as ¶altal jobban domin¶alt r¶eszen nagyobb
¶ert¶ekeket vesz fel. Az ¶abra alapj¶an tÄobbszint}u Monte Carlo m¶odszer a teljes
intervallumon kisebb standard hib¶at ad, mint a hagyom¶anyos Monte Carlo
¶araz¶as, azonban ez f¶elrevezet}o, ahogy arra rÄovidesen r¶amutatunk. Az ¶atlagos
standard hiba alakja j¶ol ¶ertelmezhet}o, ha ¯gyelembe vesszÄuk az el}oz}o r¶eszben
kÄozÄolt sz¶am¶³t¶as m¶odszertan¶at. A hiba a becsl¶esi intervallum k¶et sz¶el¶en gya-
korlatilag egybe¶er a hagyom¶anyos MC m¶odszer ¶altal adottakkal, hiszen ezen
pontokban ugyanannyi szimul¶alt utat haszn¶altunk, ¶es nem ¶allt rendelkez¶esre
kor¶abban becsÄult pro¯l ¶ert¶ek, amivel jav¶³thattuk volna a becsl¶est.12 A kÄovet-
kez}o becsl¶esi pont az intervallum fel¶en¶el, 4.5 ¶ev kÄozel¶eben volt. A standard
hiba itt a legmagasabb, ami arra enged kÄovetkeztetni, hogy a mintasz¶am
kÄozel harmadol¶as¶at csak kev¶ess¶e ellens¶ulyozz¶ak az intervallum sz¶elein m¶ar
kisz¶amolt kontroll v¶altoz¶ok. Ezut¶an a 2.5 ¶es 6.5 ¶evhez tartoz¶o pontokat
becsÄultÄuk. A szimul¶alt alapfaktorok sz¶ama ezen a szinten csup¶an az eredeti
nyolcada, ellenben a kontroll v¶altoz¶ok kÄozelebb kerÄultek, ¶³gy er}osebb hat¶ast
tudnak kifejteni. A 2.5 ¶evhez tartoz¶o hiba magasabb, hiszen az eredeti pro¯l
is magasabb volt, szemben a 6.5 f¶el ¶evhez tartoz¶o ¶ert¶ek¶evel. A kÄovetkez}o
szinten a 1.5, 3.5, 5.5 ¶es 7.5 ¶evhez tartoz¶o pontokat becsÄultÄuk, mindÄossze az
els}o szinthez tartoz¶o szimul¶aci¶o sz¶am egy-huszonketted r¶esz¶evel. Az ¶atlagos
standard hiba a szimul¶aci¶ok sz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel csÄokken, de a tÄobbszint}u
m¶odszer l¶atsz¶olagos dominanci¶aja minden esetben megmarad.

12Ahogy az ¶abra is mutatja, kisebb elt¶er¶esek elk¶epzelhet}oek, hiszen a tÄobbszint}u sz¶am¶³t¶as
eset¶en ugyanazokat a v¶eletlen sz¶amokat haszn¶altuk fel az els}o ¶es az utols¶o pont egzakt
becsl¶es¶ehez, m¶³g a hagyom¶anyos Monte Carlo m¶odszeren alapul¶o sz¶amol¶asn¶al Euler-
diszkretiz¶al¶ast ¶es ¶uj v¶eletlen standard norm¶alisokat haszn¶altunk.
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3. ¶abra. Standard hiba kÄulÄonbÄoz}o szimul¶aci¶os sz¶am mellett

Azonban vegyÄuk ¶eszre, hogy a hagyom¶anyos ¶uton becsÄult standard hi-
b¶akkal elkÄovettÄunk egy s¶ulyos hib¶at, ¶es a fenti ¶ert¶ekek csak akkor lehetn¶enek
val¶osak, amennyiben a hagyom¶anyos kontroll v¶altoz¶ok m¶odszer¶et haszn¶altuk
volna. Abban az esetben ugyanis a kontrollk¶ent haszn¶alt v¶altoz¶o t¶enyleges
¶ert¶eke egy ismert mennyis¶eg ¶es nem egy becsl¶es ¶ert¶eke. A probl¶ema meg¶ert¶e-
s¶ehez c¶elszer}u a (19) egyenletre tekinteni. Amennyiben dEE(tj¡) ¶es dEE(tj+),
helyett az elm¶eleti, ismert mennyis¶egek, EE(tj¡) ¶es EE(tj+) szerepeln¶enek,
a variancia becsl¶es¶ehez azokat ¯gyelmen k¶³vÄul hagyhatn¶ank, ¶es a hagyom¶a-
nyos standard hib¶ahoz a kÄovetkez}o mennyis¶eget kellene megbecsÄulnÄunk:

Var

µ
1

NMLMC

NMLMCX

n=1

³
E(n)(tj) ¡ E(n)(tj¡) + E(n)(tj+)

2

´¶
: (36)

Jelen esetben ez azonban hib¶as megkÄozel¶³t¶es, hiszen a pro¯l el}oz}o ¶es
kÄovetkez}o pontjaira csup¶an becsl¶es ¶all rendelkez¶esre. A becsl¶es hib¶at hordoz
mag¶aban, amely hiba bizonyos r¶esze az ¶uj szinten tÄort¶en}o becsl¶esre is hat¶assal
van. A (19) egyenlet alapj¶an az utols¶o tagot nem hagyhatjuk ¯gyelmen k¶³vÄul

a variancia sz¶am¶³t¶as¶an¶al. Rekurz¶³ven visszahelyettes¶³tve dEE(¢) tagokat azon-
ban azt l¶atjuk, hogy egy adott pont becsl¶es¶en¶el az Äosszes kor¶abban felhaszn¶alt
szomsz¶edos pont hib¶aja sz¶am¶³t. ¶Igy val¶oj¶aban, ahogy haladunk a szinteken,
egyre magasabb hib¶at halmozunk fel.

A m¶odszereket ez¶ert c¶elszer}ubb az elm¶eleti ¶ert¶ekt}ol vett ¶atlagos n¶egyzetes
elt¶er¶essel Äosszehasonl¶³tani. Hasonl¶oan a kor¶abbi elj¶ar¶ashoz, minden vizsg¶alt
N param¶eter eset¶eben 100 pro¯lt becsÄultÄunk mindk¶et m¶odszerrel. Az ¶³gy
kapott pro¯lok az elm¶eleti ¶ert¶ekt}ol vett n¶egyzetes elt¶er¶es¶enek az ¶atlag¶at mu-
tatja a 4. ¶abra . A legkisebb sz¶am¶u szimul¶aci¶o mellett a m¶odszerÄunk nem
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teljes¶³tett jobban, mint a hagyom¶anyos becsl¶es, hiszen az ¶atlagos n¶egyzetes
hiba magasabb, mint a hagyom¶anyos esetben. ¶Ugy t}unik teh¶at, hogy az egyes
pontokn¶al jelentkez}o, majd kumul¶al¶od¶o hiba itt szigni¯k¶ans elt¶er¶est okoz.
Viszont vegyÄuk ¶eszre, hogy a m¶odszerÄunk gyorsabb Äutemben javul, mint a
hagyom¶anyos MC szimul¶aci¶on alapul¶o ¶araz¶as ¶es az N = 10000 param¶eter
sz¶amn¶al a pro¯l Äosszes pontj¶an jobban teljes¶³t. Ekkorra ugyanis a maga-
sabb szinteken l¶ev}o pontokon el¶eg szimul¶aci¶o ¶all rendelkez¶esre, hogy a felhal-
moz¶od¶o hiba ellens¶ulyozhat¶o legyen.

4. ¶abra. Az elm¶eleti ¶ert¶ekt}ol vett ¶atlagos n¶egyzetes elt¶er¶es kÄulÄonbÄoz}o szimul¶aci¶os sz¶am mellett

¶Erdemes kiemelni, hogy a m¶odszer alacsony szimul¶aci¶os sz¶am mellett sem
rosszabb a hagyom¶anyos Monte Carlo becsl¶esn¶el. Az els}o esetben (bal fels}o
¶abra) a hagyom¶anyos Monte Carlo m¶odszerrel Äosszesen 17 £ 1 000 = 17 000
adatpontot szimul¶altunk ¶es haszn¶altunk a sz¶am¶³t¶ashoz. A tÄobbszint}u Monte
Carlo m¶odszert felhaszn¶alva kÄozel 2 900 pontra volt szÄuks¶egÄunk.13 ¶Igy a ki-
indul¶o N0 ¶ert¶eket az N tÄobbszÄorÄos¶ere v¶alasztva, m¶eg mindig kevesebb adat-
pontot haszn¶alva, lecsÄokkenthetjÄuk a n¶egyzetes hib¶at. Ezt szeml¶eltetjÄuk az
5. ¶abr¶an. L¶athatjuk, hogy a tÄobbszint}u m¶odszer hamar el}onybe kerÄul, ¶es
v¶egÄul az N0 = 5:5N esetben kÄozel¶³ti meg ugyanazt a sz¶am¶³t¶asi ig¶enyt, amit
a hagyom¶anyos Monte Carlo m¶odszer N szimul¶aci¶o mellett, mikÄozben szig-
ni¯k¶ansan kisebb elt¶er¶est gener¶al.

13A kezd}o szinttel egyÄutt Äosszesen 5 szintet j¶arunk be. Az egyes szinteken becsÄult pontok
sz¶amai sorrendben 2, 1, 2, 4, 8. Az szintekhez tartoz¶o szimul¶aci¶os sz¶amok pedig 1 000, 353,
125, 44, 15.
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5. ¶abra. Az elm¶eleti ¶ert¶ekt}ol vett ¶atlagos n¶egyzetes elt¶er¶es alternat¶³v kiindul¶o szimul¶aci¶osz¶amok
mellett

Minden fentebb bemutatott futtat¶as sor¶an megm¶ertÄuk a sz¶am¶³t¶ashoz szÄuk-
s¶eges id}ot. Ugyan a tÄobbszint}u Monte Carlo becsl¶es l¶enyegesen kisebb kapa-
cit¶ast ig¶enyel, hiszen minden szinten csak az eredeti szimul¶aci¶os sz¶am tÄored¶e-
k¶evel sz¶amolunk, sz¶am¶³t¶asi id}oben m¶egsem egy¶ertelm}u, hogy jobban teljes¶³t,
hiszen szÄuks¶eg van az egyes szinteken lefedett pontok meghat¶aroz¶as¶ara, a
hozz¶ajuk szÄuks¶eges szimul¶aci¶ok sz¶am¶anak megad¶as¶ara ¶es v¶egÄul a (19) egyen-
let sz¶am¶³t¶as¶ara. Eredm¶enyeink m¶egis azt mutatj¶ak, hogy a sz¶am¶³t¶asi id}o is
eltÄorpÄul az ¶uj m¶odszerrel. A 6. ¶abr¶an szeml¶eltetjÄuk az ¶atlagos fut¶asi id}ot a
fentebb m¶ar le¶³rt szimul¶aci¶os sz¶amok mellett. Azont¶ul, hogy az ¶altalunk java-
solt m¶odszer minden esetben gyorsabb volt, az el}onye a szimul¶aci¶ok sz¶am¶anak
fÄuggv¶eny¶eben tov¶abb n}o. Term¶eszetesen az ¶atlagos n¶egyzetes hib¶at le¶³r¶o pont-
ban kifejtett okok miatt nem ¶erdemes kÄozvetve Äosszehasonl¶³tanunk a fut¶asi
id}oket, de az el}oz}o ¶abra tapasztalatai alapj¶an l¶athatjuk, hogy N0 = 2:5N
Äosszehasonl¶³t¶asnak m¶ar van ¶ertelme. ¶Igy l¶athatjuk, hogy az N0 = 2 500 pont-
ban m¶ert ¶atlagos fut¶asi id}o, m¶eg mindig szigni¯k¶ansan elmarad az N = 1000
esetben m¶ertt}ol.

A fut¶asi id}o tov¶abb jav¶³that¶o GPU alap¶u p¶arhuzamos sz¶am¶³t¶assal. Az
egyes szintek kÄozÄotti ¶atmenet nem p¶arhuzamos¶³that¶o, hiszen egy adott szint
becsl¶es¶ehez szÄuks¶egÄunk van az el}oz}o szint becsÄult pontjaira. Ezzel szemben
adott szinten belÄul az ¶ujabb oszt¶opontokhoz rendelt pro¯l ¶ert¶ekek sz¶am¶³t¶asa
p¶arhuzamos¶³that¶o, ¶es ¶³gy az id}oszÄuks¶eglet GPU alap¶u rendszerrel csÄokkent-
het}o.14

14A GPU alap¶u sz¶am¶³t¶as Äotlet¶e¶ert a Szerz}o kÄoszÄonet¶et fejezi ki a B¶³r¶al¶onak.
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6. ¶abra. ¶Atlagos fut¶asi id}o

Eredm¶enyeink teh¶at azt mutatj¶ak, hogy a tÄobbszint}u Monte Carlo m¶od-
szer szigni¯k¶ansan jav¶³tja a kitetts¶eg pro¯lok becsl¶es¶et, ¶³gy azt ¶erdemes a
gyakorlatban is felhaszn¶alni. Munk¶ankat a kÄovetkez}o fejezettel z¶arjuk.

5 ÄOsszegz¶es

Tanulm¶anyunkban a tÄobbszint}u Monte Carlo becsl¶est alkalmaztuk a partner-
kock¶azat egyik alapprobl¶em¶aj¶ara, a kitetts¶eg meghat¶aroz¶as¶ara. Az ¶altalunk
javasolt m¶odszer felÄulm¶ulja a hagyom¶anyos Monte Carlo becsl¶est, hiszen mind
a sz¶am¶³t¶asi kapacit¶ast, mind pedig a fut¶asi id}ot csÄokkentetni tudtuk. Nagy
el}onye a technika egyszer}us¶ege is, amely a hat¶ekony implement¶aci¶ohoz j¶arul
hozz¶a. A tanulm¶anyban bemutatott megkÄozel¶³t¶es egy speci¶alis tÄobbszint}u
Monte Carlo technik¶an alapul, amely azonban csup¶an limit¶alt sz¶am¶u esetben
haszn¶alhat¶o. Mivel szemben a kor¶abbi munk¶akkal, mi nem haszn¶altuk a szi-
mul¶alt alapfaktorok teljes ¶utj¶at, ¶³gy a m¶odszer csak egzakt szimul¶aci¶o mellett
alkalmazhat¶o. Az algoritmus limit¶alt jellege azonban nem g¶atolja a technika
sz¶eleskÄor}u alkalmaz¶as¶at, hiszen sz¶amos modellre l¶etezik egzakt szimul¶aci¶o.
¶Igy hasznos kutat¶asi t¶ema lehet a m¶odszer tov¶abbi vizsg¶alata ¶es m¶as eszkÄoz
t¶³pusokra tÄort¶en}o alkalmaz¶asa. Ugyan mi csak a v¶arhat¶o kitetts¶eg pro¯l becs-
l¶es¶et teszteltÄuk, a tÄobbszint}u Monte Carlo becsl¶es hasonl¶oan alkalmazhat¶o
m¶as pro¯lok becsl¶es¶ere is. Ezek tov¶abbi vizsg¶alata gyakorlati szempontb¶ol is
nagy relevanci¶aval b¶³r.
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COUNTERPARTY CREDIT EXPOSURE ESTIMATION WITH MULTILEVEL

MONTE CARLO METHOD

Counterparty credit risk exposure measurement has become an immense task for
parties active on OTC markets. Determining future exposure amount is a computa-
tionally demanding task. We propose a new method for exposure pro¯le calculation
that reduces the computational costs signi¯cantly by using the multilevel Monte
Carlo approach. In the paper we introduce an algorithm that estimates the ex-
posure pro¯le for derivative products with exact simulation of the underlying risk
factors. A test on the performance of the new method and a comparison against
the traditional Monte Carlo approach is carried out on a numerical example of a
simple interest rate swap.




