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A TERMESZETI EROFORRASOK FELHASZNALASANAK
OPTIMALIS SORRENDJEROL!

BESSENYEI ISTVAN
Pécsi Tudomdnyegyetem Kozgazdasdgtudomdnyi Kar

A jelen tanulmény a makrogazdaség egy olyan egyszerii, dinamikus modelljét
ismerteti, melyben a kimerithetetlen természeti ertforrds felhasznalasdval
torténd termelés hatérkoltsége meghaladja bérmely nem regenerdlhaté ter-
mészeti eréforrds felhasznildsdval torténd termelés hatarkoltségét. A nem
kimerithetd természeti eréforrds termelési kapacitdsa korldtozott. Megmu-
tatjuk, hogy bizonyos feltételek fennélldsa esetén érdemes a koltségesebb, ki-
merithetetlen természeti eréforras felhaszndldsdhoz hozzdkezdeni mér a nem
regenerdlhaté eréforraskészletek kimeriilése elStt. Elemzéstinkben nem sze-
repel sem kdzponti tervezd, sem pedig térsadalmi joléti fiiggvény, chelyett
azt tessziik fel, hogy a véllalatok célja a jovOben elérhetd profitdram nettoé
jelenértékének maximalizdldsa.

1 Bevezetés

Tekintsiink egy olyan termelési folyamatot, melynek sordn a természeti erd-
forrdsok més termelési tényezbkkel torténd helyettesitésére nincs lehetOség.
Tegyiik fel, hogy létezik egyfajta kimerithetetlen és néhany fajta kimerithetd
természeti erbforrds. Ilyen kimerithetd eréforras lehet példdul a szén vagy a
kéolaj az energiatermelésben, mig kimerithetetlen termelési tényez6 példaul
néhany foly6, melyek energidja vizierémiivekben hasznéalhaté fel. Foltessziik,
hogy a kimerithet és kimerithetetlen természeti eréforrasok képesek egymést
tokéletesen helyettesiteni a termelés sordn. Azon kézenfekvé feltevés ér-
vényességét, hogy pozitiv diszkontrdta esetén az egyes erdforraskészleteket
mindig a konstans hatarkoltség szigorian monoton névekvd sorrendjében kell
felhasznalni, Solow és Wan igazolték [10] a parcidlis egyensiily feltételei mel-
lett. Nem feltétleniil érvényes azonban ez a megallapitds dltaldnos egyensily-
ban,? miként azt Kemp és Long kimutattak [6].

Amigus és mésok [1] igazoltdk, hogy pozitiv diszkontréta esetén eldfor-
dulhat az optimélis er6forrasfelhasznéldsi palyan a koltségesebb, de megijuld
helyettesits eréforras felhaszndlasanak megkezdése mar az olesébb, nem re-

1 Beérkezett: 2000. mdjus 11.

2A parcialis és 4ltaldnos egyensiily kizti kiilonbséget Romer [9] (893) nyomdn az aldb-
biak szerint tesszitk meg: Parcidlis elemzés esetén, ha egy adott tevékenység hozadéka
valamely exogén ok miati nivekszik, akkor ebbdl kivetkezik, hogy ezen tevékenység foly-
tatdsahos érdemes tobb erbforrdst allokdlni, mig az dltalénos egyensilyi elemzés szdmol
annak lehetéségével is, hogy az iménti exogén ok esetleg a tobbi tevékenység hozadékat is
néveli, melyek az eldbb emlitert adott tevékenységgel egyiitt versenyeznek erdforrdsokért.
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generalhat6 természeti er6forrdskészletek kimeritése eltt. Modelljitk annyi-
ban tért el Kemp és Long modelljétél, hogy foltevéseik szerint a regeneraléds
eréforrdsok felhaszndldséval torténd termelés nem léphet til egy adott felss
kapacitdskorlatot. E modellek valamennyi fogyaszté preferenciit azonosnak
tekintik, tovdbbd felteszik, hogy egy nemzetgazdasigi tervezd a tdrsadalom
Jjovoben vérhaté jélétének diszkontélt Ssszegét kivanja maximalizdlni. A je-
len tanulmédny alapveté véltoztatdsa, hogy eltekint a nemzetgazdaségi ter-
vezGtol. Mivel a természeti eréforrdsok felhasznéldsénak sorrendjével kapeso-
latos déntéseket a gyakorlatban a termelék hozzdk, foltessziik, hogy déntéseik
célja a jovében varhaté profitdram netté jelenértékének a maximalizildsa.
fgy a tdrsadalmi joléti fiiggvény helyére a profitfiiggvényt vezetjiik be. E
véltoztatds nem csupédn a modell kdzgazdaségi interpretéciojat érinti, hanem
matematikai tulajdonsdgait is. Mig ugyanis a tdrsadalmi joléti figgvény a
teljes értelmezési tartoménydn szigordan monoton ndvekvé, addig a profit-
figgvénynek globalis maximumbhelye létezik.

Foltessziik, hogy a mindenkori termelés sordn a természeti eréforrdsok
toltik be a révidebb oldal szerepét a tékével és a munkdval szemben, igy ezen
utébbi termelési tényezdket nem sziikséges modelliinkben szerepeltetni. A
tarsadalmi j6léti fiiggvény elimindlasaval a szabadid6 is kimarad vizsgaloda-
saink korébdl. Legyen az ipardgi keresleti gérbe negativ meredekségii, ekkor a
termék dra a kibocsatés szigoriian monoton csokkend fliggvénye. Foltessziik,
hogy a kimerithetetlen természeti eréforras felhasznéldsdval torténd termelés
hatarkoltsége meghaladja a nem regeneralhaté eréforraskészletek kitermelése
révén létrehozott kibocsétés hatdrkoltségét, valamint azt, hogy a regeneral-
haté erdforras termelési kapacitdsa nem raktdrozhaté.

A kévetkezd szakaszban a modell legegyszeriibb valtozatit elemezziik.
Ennek sordn csupdn egyfajta kimerithetd és egyfajta kimerithetetlen termé-
szeti erdforrds jelenlétét tételezziik fel linedris keresleti és koltséegfliggvények
mellett. MAr ezen egyszerii eset vizsgdlata is szémos lényeges kovetkeztetés
levonasat teszi lehetévé. Mondanivalénkat e szakaszban igyeksziink olymédon
kifejteni, hogy jél felismerhetéek legyenek a hasonlésagok és kiilonbségek mo-
dellink és Amigus és médsok modellje kozott. A harmadik szakaszban két
irdnyban keriil a modell kiterjesztésre. Egyrésat azt az esetet elemezziik, ami-
kor két kiilonbozé kimerithetd eréforrdskészlot dll a termelés rendelkezésére,
mésrészt megvizsgdljuk a nemlinedris keresleti és koltségfiiggvények esetét.
A modell ezen utébbi irdnyba torténd kiterjesztése az dltaldnositds egészen 1]
irdnydt jelenti. A 4. szakaszban keriil sor a végsé kovetkeztetések levondsdra
a tarsadalom intertemporalis jélétét maximalizalni igyekvé nemzetgazdasdgi
tervezd és a profitdram netté jelenértékének maximuméat keress véallalat kozti
kiilonbségtétel révén.

2 A modell

Amigus és mésok példdjdt kovetve a problémat az 4ltaldnos egyensiily keretei
kozt targyaljuk. Termelési célokra rendelkezésre 4ll egyfajta kimerfthetd
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természeti erdforrasbol egy adott készlet, melyet valamilyen nem kimeritheto
természeti erbforrds képes helyettesiteni. A kimerithetetlen eroforrds fel-
hasznéldasaval folyamatosan elééllithaté bizonyos mennyiségil output, ennek
idéegységre esé nagysdga azonban feltevésiink szerint feliilrél korlatozott.
Mivel a kimerithetetlen erdforrds termelési kapacitdsa nem raktdrozhato,
az ebbél felhaszndldsra nem kerills egységek mindérokre elvesznek a ter-
melés széméra. Foltesszik, hogy a termelési kéltségek egyenesen ardnyosak
a felhasznalt természeti erdforrdsok mennyiségével. E foltevés csupén az
egyszeriibb targyalasméd érdekében sziikséges, mivel {gy a naturdlidban kife-
jezett tényezo-hatdrkoltség konstans.

Egységnyi output eléallitdsa kimerithetetlen természeti erdforrds felhasz-
nélésaval 7 nagysagi koltséget eredményez, kimerithetd természeti erdforrast
felhasznélva pedig p nagysigit. Foltessziik, hogy 12 és 7 konstansok, tovdbba
i < 7. A kimerithetd erdforrdsbél még rendelkezésre all6 készlet nagysagdt
adott idépontban Y jeloli. Az ennek kitermelése révén létrehozott kibocsétas
mennyiségét valamely idépontban jelélje y, a kimerithetetlen eréforrds fel-
hasznaldséval eléallitott output nagysigat pedig 2. Legyen az egyszeruség ér-
dekében mindkét természeti erdforrds hatdrtermelékenysége egységre normalt.
Féoltessziik, hogy = < 7, ahol T a kimerithetetlen eréforréds kapacitdskorldtjat
jeloli. Ha az dsszes kibocsatdst g-val, az dsszes koltséget pedig c-vel jeldljiik,
akkor ¢ = z+y és ¢ = gz + py. Mivel foltevésiink szerint a kereslet kizdrélag
a termék dratdl fligg, az inverz keresleti fiiggvény p = a—bg, ahol a, b pozitiv
konstansok. Igy a profit nagysaga egy adott pillanatban:

(z,y) = [a - b(z + )] (@ + ) — 1z — py = (@ — )z + (a— w)y — b(z +v)*

A mindenkori profit nemnegativitdsa érdekében szitkséges, de nem ele-
gend6 megkdvetelni a > 7 teljesiilését. Féltessziik, hogy a kimerithetetlen
természeti eréforras sziikosen dll rendelkezésre, azaz

or(z,0)
7,00 >0 é ———>0,
7(Z,0) s 5

amibél a — 1 > 2b% kovetkezik. A nem megijulé eréforraskészlet kimeriilése
utén bekévetkezd staciondrius dllapotban a termelést a kimerithetetlen eré-
forrds kapacitdsa korlitozza. Jelolje T ezen staciondrius sllapot kezdetét,
7(T') pedig az ezen (Z,0) eréforrds-felhaszndlissal jellemezhetd dllapotban
végtelen idéhorizonton képzédd profit netto jelenértékét. Ekkor

= 2

#(T) = b T (a —n)T - bx '

P
ahol p > 0 a diszkontrita.

A profitdram nett6 jelenértékét maximalizdlni igyekvd véllalat problémaja
most a kovetkezd izoperimetrikus feladatban foglalhato ssze:

T
max e Pir(z,y)dt + 7(T),
Tyz,y Jo
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az aldbbi feltételekkel

g=z+y, c=nrtpy é n(z,y)=ag—bg*—c 1)
Y =y (2)

Y(0)=Yo>0 és Y(T)=0 (3)

y>0 (4)

z—z>0 é >0 (5)

ahol Yy a kimerithetd er6forrasbdl kezdetben rendelkezésre 4116 készlet nagy-
sagat jeloli.

A (4), (5) feltételeket figyelembe véve a Hamilton-fiiggvény a kévetkezd
Lagrange-fiiggvénnyé egészitendd ki:

L=e[(a—n)e+(a—py—be+y)?] -y +ar+a(@—z) +vy,

ahol A a kimerithetd eréforrdshdl még rendelkezésre 4116 mennyiséghez tartozé
hatdrozatlan egyiitthaté fiiggvénye, a v fliggvény az y valtozé nemnegativitasi
feltételéhez, az q, @ fiiggvények pedig az = és —x kifejezések nemnegativitisi
korldtjahoz kapcsolédnak. Az optimélis eréforrdsfelhaszndldsi programnak
minden pillanatban ki kell elégitenie az aldbbi elsérendii feltételeket

e Pla—n—2bz+y)+a—-a=0 (6)
e Pla—p—2b(z+y)]—A+v=0 (7)
ar=0 é a>0 (8)
(T—z)=0 é a>0 (9)
vy=0 é v>0 (10)

Mivel a profitfiiggvény konkdv, a (2) dllapotegyenlet pedig linedris, Man-
gasarian elegendségi tétele (Id. Chiang [4] 214-215 o.) alapjén elegends a
(6)-(10) feltételek teljesiilését megkdvetelni a profitdram netté jelenértékénck
meghatdrozdsa sordn. ‘

Mivel az drnyékdr szorzéegyenlete a kovetkezd:

a (7) feltételbél adédban )

A=0, (11)
ahol a valtozé f6lé tett pont a szokdsos médon annak idé szerint vett diffe-
rencidlhdnyadosdt jeloli.

A transzverzalitdsi feltétel a [H],—r = 0 szabsly alapjén adédik, ahol H
a Hamilton-fiiggvény. Eszerint

(e ~mz +(a — wy — bz +3)% -y =0. (12)
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Minthogy a kimerithetetlen eréforrds sziikosen 4ll rendelkezésre, ésigy a—mn >
2%, a (12) transzverzalitasi feltétel csak y(7') > 0 esetén teljesiilhet, tehat
Amigus és masok eredményével ellentétben (1], az y fiiggvény a ¢ = T' pontban
nem folytonos az optimalis er6forrds-felhaszndlasi palydn.

A tovébbiakban gyakran fogunk hivatkozni az optimélis eréforras-felhasz-
nélési palya aldbbi tulajdonségéra

1. Tulajdonsag. Ha t < T, akkor ¢ <0, tovdbbd
et =a —p—2b(z+y). (13)

Bizonyitds. Mivel T a nem megijulé eréforras kimeriilésének idépontja, vala-
mennyi ¢t < T idSpontra y > 0, és ezért a (10) feltétel miatt v = 0. fey
a (7) feltétel atalakitdsa révén nyerjiikk a (13) egyenletet, melyen tovabbi
stalakitdsokat végezve

adédik, amibdl g < 0. a

A ) egyiitthaté értelmezését konnyiti meg, ha felhivjuk a figyelmet a
modell kovetkezd tulajdonsagéra.

2. Tulajdonsag. A X figguény konstans értéke x(0)-tol figg az aldbbi
mdodon:

ha z(0) =0, akkor A <1 — u;

ha 0 < z(0) < &, akkor A =1 — y;

ha z(0) = Z, akkor A > n — u.

Bizonyitds. z(0) = 0 esetén & = 0 a (9) feltétel miatt, ezért t = O-ra a (6)
feltételbdl
a-n—2by+a=0

kovetkezik, és {gy a — n < 2by, mivel o > 0 a (8) feltétel miatt. Masrészt
A=a—pu—2by

a (13) egyenlet alapjén, ahova az el6z6 egyenldtlenséget behelyettesitve A<
1 — p adédik.

Amennyiben 0 < z(0) < Z, akkor @, & = 0 a (8) és (9) feltételek miatt és
¢t = 0 miatt a (6) feltételbsl a —n = 2b(z +y) kivetkezik. Behelyettesitve ezt
a (13) egyenletbe, t = O-ra azt kapjuk, hogy A =7 — p.

z(0) = T esetén a-= 0 a (8) feltétel miatt, tovédbbd & > 0 a (9) feltétel
alapjan, és az iménti gondolatmenetet kdvetve A > 1 — u adddik. a

1. Kévetkezmény. ) konkrét értéke z(0) és y(0) nagysdgdtdl fugg, amint
ez a (18) egyenletbdl litszik. Az y erdforrdasfelhaszndldsi pdlydnak ki kell
elégitenie tovdbbd az fOT y dt = Yo restrikcids feltételt.
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Legyen y a nem regenerdlhatd eréforrds optimalis felhaszndlasi palyéja,
to pedig jelolje azon maximélis ¢ értéket, melyre a (13) egyenlet az = = 0
feltétel mellett teljesiil. Ekkor

NPt =qa—p—2%y = t<t,. 14
U

Ha ¢, <0, akkor legyen t, = 0. Ez az eset akkor fordul el, ha a kimer{t-
het6 erdforrasbdl kezdetben rendelkezésre 4116 készlet nem elég nagy, s ezért
a profitmaximumot biztosité kibocsétds eléréséhez mér a ¢t = 0 idépontban
szikség van a kimerithetetlen eréforrasfelhasznélésdra is. A 2. Tulajdonsig
szerint ekkor A > n — . t, azon id&intervallum végpontjaként értelmezhetd,
melynek sordn kizdrélag a kimerithet6 eréforrés felhaszndldsaval folyik a ter-
melés az optimdlis erdforrdsfelhaszndlasi palydn. Legyen tovébbd, t, a (13)
egyenletet az = = Z feltétel mellett kielégitd minimalis t. Ekkor

A =a—pu—2b6(F+y) = t>1t. (15)

Ha t, < 0, akkor legyen most is ¢, = 0. (Ez a helyzet akkor, ha Y¥j
nem elegendden nagy.) ty az optimalis eréforrds-felhasznaldsi program azon
idéintervallumdnak a kezdépontja, melynek soran a kimerithetetlen eréforras
teljes kapacitdsa felhasznéldsra keriil a termelés sorén.

3. Tulajdonsdg. t, < tp.

Bizonyitds. Mivel z(t,) = 0, a (9) feltételb8l & = 0 kovetkezik és {gy a —
n—2bq(ts) <0 a (6) feltétel alapjdn. Mdsrésat x(t,) = Z, és igy o =0a(8)
feltétel miatt, ezért a (6) feltételbSl a — n — 2bg(ty) > 0 kivetkezik. Igy

a—n
2b

tovdbbé mivel az 1. Tulajdonség alapjdn ¢ < 0, az iménti egyenlétlenségekbdl
tqa < tp adddik. O

q(ty) < <q(ta),

A 4. Tulajdonsig modelliink azon feltevésébdl kovetkezik, mely szerint a
kimerithetetlen természeti eréforrds szitkdsen 41l rendelkezésre.

4. Tulajdonsag. t, <T.
A fentiekben definidlt hdrom id8pont, t,, t, és T' négy részintervallumra

vagy fazisra osztjék a [0, 0o) tervezési id6tdvot. Az egyes fiiggvények e fazisok
sordn felvett lehetséges értékeit az 1. tdbldzatban foglaltuk éssze.

Fazis t T Y 3 & v
L [0, ta] 0 q>0 >0 0 0
I1. (taylp) | (0,Z) | g—z >0 0 0 0
I11. [, T z qg—T>0 0 >0 0
IV, (T, 00) T 0 0 >0| >0

1. tdbldzat. Az optimalis erdforras-felhaszndldsi palya tulajdonsagai
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Még azt kell ellendrizni, hogy a tdblézatban feltiintetett tulajdonsagok
konzisztensek-e az elsérendfi feltételekkel. Az 1. tdblazathdl rogton latszik,
hogy a (8)-(11) feltételek teljesiilnek a [0, 7| iddintervallumon. Az 1. fdzisban

a-—p
2b

a—n
2b

<y<

biztositja (6) és (7) teljesiilését. A IL fazisban

_a-n
9= g

a (6) feltétel alapjan, s behelyettesitve g ezen értékét a (7) feltételbe, latszik,
hogy az is teljesil. A IIL fézisban

a—n
<
1= "9

a (6) feltétel miatt, és gy a (7) feltétel is teljesiil. A IV, staciondrius fazis
pedig kiviil esik az optimalizalas tulajdonképpeni id8horizontjan. Mivel a t =
T pillanatban y > 0 és z = Z, a (12) transzverzalitdsi feltétel is teljesiilhet.

Nyilvdnvalé a hasonlésdg az Amigus és mdsok modelljében kimutatott
négy fazis [1] és az 1. tébldzat kozott. Az egyik legfontosabb eltérés a két
megkozelités kozott, hogy a modelliinkben taldlhaté négy fazis voltaképpen
csak harom. Az eddigiek kovetkezményeként bizonyithaté ugyanis:

2. Kovetkezmény. t, = tp.

Bizonyitds. Legyen t € (t4,t5). Amint az 1. tabldzatbol leolvashat6, ekkor
a=a=0ésa (6) feltételbdl adéddéan a —n — 2bg = 0, amibdl
e
=

Féltevéseink szerint ezen utébbi egyenlet jobb oldalan 4llé kifejezés kons-
tans, mésrészt ¢ < 0 az 1. Tulajdonsig alapjan, amibdl t, és t, egyenldsége
kovetkezik. o

A 2. Kévetkezmény szerint tehat amikor megkezdddik a kimerithetetlen
eréforras felhaszndldsa, az rogton teljes kapacitdssal termel. Jelolje ezen id6-
pontot . Ekkor t =t, = t; és

» &0

Mindezek alapjén az z fiiggvény éppigy nem folytonos a ¢t = t idSpontban,
mint az y fliggvény a ¢t = T idOpontban.

T < T esetén tehat a koltségesebb kimerithetetlen er8forrds felhasznalasa
mér a nern megijulé ersforrasbél rendelkezésre 4llé készlet kimeriilése el6tt
megkezdddik. Ez a szitudci, amikor a kétféle er6forras felhaszndldsa egymast
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id6ben 4tfedi, akkor és csakis akkor fordul eld, ha a modell paraméterei ki-
elégitik a kdvetkezd feltételt:

_ a—n

T < (16)
A (16) egyenlStlenség tehdt annak sziikséges feltétele, hogy az optimalis er-
forrds-felhaszndlasi palydn a kiilonféle eréforrasok felhaszndldsa idSben &t-
lapoltan torténjék, és ez a feltétel a jelen szakasz legfontosabb eredménye.
A modell paraméterei dltal meghatirozott optimdlis eréforris-felhasznslési
palyat tekintve egyensulyinak, egyszeri komparativ statikus elemzéssel 14t-
hatd, hogy az emlitett atfedési szitudcié bekdvetkezésének anndl nagyobb a
valdszinilisége, minél

e nagyobb a kereslet

e kisebb a kimerithetetlen er6forrds felhaszndldsdval t3rténé termelés ha-
tarkoltsége

o kevésbé meredek a keresleti gorbe

e kisebb a kimerithetetlen er6forrds termelési kapacitasa.

3 A modell két kiterjesztése

Az el6z6 szakaszban bemutatott egyszerii modell a feltételek valtoztatdsa
révén szdmos irdnyba kiterjeszthetd. Ezek koziil kettét vizsgalunk meg ebben
a szakaszban. A modell kiterjesztései lényegében nem médositidk az elézé
szakasz azon kévetkeztetését, mely szerint bizonyos esetekben érdemes a
koltségesebb, kimerithetetlen eréforrés felhaszndldsat megkezdeni mdr a nem
megujithaté eréforraskészletek kimeriilése eldtt akkor is, ha a cél az dsszprofit
nettd jelenértékének maximalizdldsa. Mindazonaltal a jelen szakasz mélyebb
bepillantdst enged az optimalis eréforrds-felhaszndldsi palya sajétossagaiba.

Tovébbra sem toreksziink az optimélis eréforrds-felhasznaldsi palya meg-
hatarozdsira, csupdn azt vizsgaljuk, hogy milyen feltételek teljesiilése esetén
célszerti megkezdeni a koltségesebb regeneralhaté erdforrds felhasznaldsit az
olcsébb, nem regenerdlhaté eréforrdskészletek kimeriilése elétt. fgy elemzé-
siink sordn a transzverzalitdsi feltételeknek kiilondsebb jelentSségiik nincs,
ezért a tovdbbiakban nem is vezetjiik le azokat.

Mivel a modell kiterjesztései nyomén elé4llé profitfiiggvények tovabbra
is differencidlhatéak és konkdvak, az 4llapotegyenletek pedig megtartjsk li-
nearitdsukat, teljesiilnek a Mangasarian-féle elegendéségi tétel (Id. Chiang
[4] 214-215 o.) feltételei, igy az elsSrendii feltételek elegenddek a profitdram
nettd jelenértékének 18tezéséhez.

3.1 Két kiilonbozd kimerithetd erdforriskészlet

Tekintsiik most azt a helyzetet, amikor a gazdasig a kimerithet& eréforrasok
két kiilonboz6 készletéhez férhet hozzd, melyek felhasznildsival a termelés
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hatdrkdltsége eréforrasonként eltérd konstans nagység, de alacsonyabb, mint
a kimerithetetlen erbforrdssal torténé termelés ugyancsak konstans hatar-
koltsége. Az egyik kimerithets eréforrds lehet a szén, a masik a kdolaj, mig
kimerfthetetlen eréforrdsként tekinthetjiik tovdbbra is a vizienergidt. A jelen
szakasz kovetkeztetései ketténél tobb kimerithetd erdforrds esetére is kiter-
jeszthetdek.

Az elbz68 szakaszban térgyalt modellt az aldbbiak szerint kell tirni. Az
(1)-ben adott feltételek helyett a kovetkezOket irhatjuk:

q=ax+yitye, c=nrt+myitpeye 6 w(z,y1,y2) =ag—bg®—c, (17)

ahol p; az i-edik kimerithetd erdforrds felhaszndldsdval torténd termelés ha-
tarkoltsége. Foltessziik, hogy a > n > po > pi, tovabba y; jeloli az i-edik
kimerithetd eréforrds felhasznalaséval 1étrehozott kibocsétds nagysagat.

A (2) feltétel helyett azt irjuk, hogy

Yi:—yiy i:1,21 (18)

ahol Y; az i-edik kimerithetd er6forrdsbdl még rendelkezésre all6 mennyiség
egy adott idépontban. A (3) feltételt az alabbi médon irjuk 4t:

Yi(0)=Y">0 é Yi(T)=0, i=1,2, (19)

ahol Y az i-edik kimerithetd eréforrasbéli kezdetben rendelkezésre 4116 készlet
nagysaga. A (4) feltételt pedig a kovetkez6képpen médositjuk:

>0, 1i=1,2. (20)
A Hamilton-fiiggvényhez most a kovetkezd Lagrange-fliggvényt konstrudljuk:
L=e"[(a—n)z+(a—p)n + (a— p2)yz — bz +y1 +y2)°] —
— Ayt — doy2 + oz + (T — z) +viy1 + vay2.
Az elsérendii feltételek koziil (6) és (7) az aldbbiak szerint médosul:
e Ptla—n—2b(z+y1 +yo)|+a—a=0, (21)

e“’t[a—pi—Qb(x-l-yl—Fyz)]—)\¢+v¢=0, 1=1,2. (22)

A (8) és (9) feltételek tovabbra is érvényben maradnak, de (10) helyett az
alabbiakat kell irni:
) vy; =0 és v; >0. (23)

A (18) feltétel mindkét oldalat az id6 szerint integralva konnyti felismerni,
hogy egy izoperimetrikus probléméval éllunk szemben, mint az elézé sza-
kaszban targyalt egyszerii modell esetében is. Chiang [4] szerint ebbdl eleve
kévetkezik a ); vdltozék konstans volta. Eredményiink a (11) egyenlethez
hasonlé. _

=0, i=1,2. (24)
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Ha az 1. Tulajdonsdg djrafogalmazasa sordn lemondunk a T idSpontra
torténd hivatkozésrél, az aldbbi, gyengébb allitdst fogalmazhatjuk meg:

5. Tulajdonsig. Ha legaldbb egqy kimerithetd erdforrds felhaszndlisra keriil
a termelésben, akkor az 6sszkibocsdtds csokken:

y,'>0=>/\iept:a—ui—2b(x+y1+y2), 1=1,2. (25)

Ez a tulajdonsdg a (22) és (23) feltételekbdl kovetkezik, és a bizonyitds
sordn kovetett gondolatmenet megegyezik az 1. Tulajdonsag bizonyitdsa sordn
alkalmazottal. Van azonban az 5. Tulajdonsdgnak egy fontos, nem trivilis
kovetkezménye.

3. Kovetkezmény. Abban az idépontban, amikor az optimdlis eréforrds-fel-
haszndldsi pdlydn az egyik kimerithetd eréforrdst a termelésben felhaszndljdk,
a masik biztosan nem keril felhaszndldsra:

y1y2 =0.

Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy y1y2 > 0. Ekkor a (25) egyenlet
alapjan:

AL _a—p—2bg

A2 a—pp—2bg
A bal oldalon 4ll6 tort a (24) egyenlet szerint konstans, és mivel y; kiilonbbzik
po-t8l, g-nak is konstansnak kell lennie. ¢ konstans volta azonban ellentmond

a 7. Tulajdonsdgnak, ezért 3,10 = 0. |

Modelliink ezen kovetkezménye eltér az erdforrds-felhaszndlds optimalis
sorrendjét kutatd kordbbi modellek kévetkeztetéseitdl. Amigus és masok [1] a
kétfajta kimeritheté er6forrds esetét vizsgdlva taldltak egy olyan fazist, mely-
nek sordn az 1. eréforrdsbél egyre kisebb, de pozitiv, a 2. eréforrasbdl pedig
egyre nagyobb mennyiség kerill felhasznildsra a termelés sordn. Esetiinkben
e fdzis hossza zérus. Az eltérés alapvetd oka a hasznossigi fiiggvény profit-
fuggvénnyel térténd helyettesitésében keresends. Megjegyezziik, hogy ha-
sonlé jellegii eltérés mar az el6z8 szakaszban is megjelent, amennyiben az
1. tédbldzatban bemutatott négy fdzis koziil a mésodik hossza szintén zérus
volt.

Az el6z6 szakasz 2. K6vetkezménye szerint amikor a kimerithetetlen ter-
mészeti erSforrds felhasznildsa megkezdSdik, az rogton teljes kapacitdssal
vesz részt a termelésben. Hasonlé 4llitdst fogalmazhatunk meg most is:

6. Tulajdonsdg. Ha y; > 0, akkor 2 > 0 = z = Z.

Bizonyitds. Indirekt médon tegyiik fel, hogy 0 < < Z. A (8) és (9) feltéte-
lekbdl most is @ = @ = 0 adédik. fgy a (21) egyenletbé] kdvetkezden
a—n
2b
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ami azt jelenti, hogy ¢ konstans és ez y; > 0 esetén ellentmond az 5. Tulaj-
donsdgnak. O

Legyen tg a kovetkezd egyenlet megoldésa:

g1+ et =mn. (26)

7. Tulajdonsag. Ha yy(to) > 0, akkor az optimdlis névekedési palydn egyet-
len to elétti idépontban sem keril felhaszndldsra a kimerithetetlen erdforrds,
és ugyanez az eréforrds minden to utdni iddpontban teljes kapacitdssal vesz
részt a termelésben:

t<tyg =z=0 é t>tg => x==2.

Bizonyitds. t < to esetén py + Aeft < m, amibdl

a—,ul—)\lept a—mn
% ~ %

Mivel y; > 0, a (25) egyenletbél adédéan a bal oldalon 4ll6 kifejezés éppen
g-val egyenld. Kovetkezésképp 0 > a —n — 2bg és a (21) egyenlet alapjan
a > 0, amibél z = 0 a (8) feltétel miatt. Hasonld gondolatmenetet kovetve
15thaté be t > ¢ esetére, hogy & > 0, amennyiben y; > 0. A (9) feltételbdl
most z = Z adddik. O

A 7. Tulajdonség igen fontos szerepet jatszik a természeti erdforrasok
optimélis felhasznélasi sorrendjének meghatérozésa soran. Kiinduldsként te-
kintsiik azt a szituiciét, amikor a termelésben kizardlag a legolcsdbb, az
1. kimeritheté eréforrds kerill felhaszndldsra. Amennyiben az ebbdl ren-
delkezésre 4116 mennyiség elegendden nagy (y1(to) > 0), akkor a ¢o idSpont
utdn az 1. kimerfthets eréforrdst tovabbra, is felhasznaljdk a termelés soran,
a 2.-at még nem, és a nem kimerithetd eréforrds is teljes kapacitdsdval fel-
hasznéldsra keriil.

Az y(to) > 0 feltétel teljesiilése az aldbbiakbdl vezethetl le:

ty to ., _ o ot
/ thz/ =N AT “121) Me” g < 0.
0 0

Mivel a (24) egyenlet szerint A1 konstans, értéke az 1. kimerithetd eréforrds
kezdetben felhasznilésra keriild mennyisége alapjdn meghatérozhaté. Alkal-
mazva a (22) egyenletet a t =0, i = 1 esetre:

A =a—p —2by1(0).
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3.2 Nemlinedris keresleti és koltségfiiggvények

Most a 2. szakaszban targyalt egyszerli modellt kiterjesztjitk nemlineéris fligg-
vények esetére is. Az inverz keresleti fliggvényt P = P(q)-ra valtoztatjuk,
a koltségfiiggvényt pedig ¢ = c(z,y)-ra. Az egyszeriibb frdsmdd érdekében
vezessiik be az aldbbi jeldléseket:

_@ Oc

MC, o és MCyzgy—,

és foltessziik, hogy MC, > MC, minden (z,y)-ra.?
A nettd profit nagységa egy adott idépontban 7 (xz,y) = P(q)q — c(z,y),
igy Lagrange-figgvénylink a kovetkezd:

L=eP[x+y)P(z+y) —c(z,y)] — My +oz+ a(Z —z)+wy.

A (8)-(10) elsGrendii feltételek tovabbra is érvényben maradnak, (6) és
(7) helyett pedig a kivetkezSket irhatjuk:

e P [P(q) + qP'(q) — MCy(g)] +a—a=0, (27)

e [P(q) + ¢P'(q) — MCy(@)] - A +v =0, (28)

ahol P'(q) = dP/dq. A zéréjelben szerepld kifejezések kozgazdasdgi tartalma
a hatarprofit nagysdga a kimerithetetlen, illetve a kimerithetd természeti eré-
forrds felhaszndldsa esetén éppigy, mint a (6), (7) illetve (21), (22) feltételek
esetében. Bevezetve e nagysigokra a v, és vy jeloléseket, az aldbbiakat
irhatjuk:

vz(q) = Plg) +qP'(q) — MCy(q), (29)

vy(q) = P(q) +qP'(q) — MCy(q) . (30)

Az erdforrasfelhaszndlds optimslis sorrendjével kapcsolatos vizsgaldda-
saink sordn donté szerepet jdtszik a hatdrprofit fiiggvények monotonitdsa.
Legyen i € {z,y}, ekkor

vi(g) = 2P'(gq) + P"(q) - MCl(q) .

A hatarprofit fiiggvények szigorian monoton csokkend voltahoz elegend®é fel-
tenni az aldbbiakat:

1. negativ meredekségii ipardgi keresleti fiiggvény és
2. konvex iparagi keresleti fliggvény és

3. nemcsSkkend hatdrkoltség fiiggvény.

3E foltevés csak latszélag erds, valdjdban a 2. szakaszban alkalmazott p < n foltevés
gyengitése,
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Az elsb két feltétel teljesiilése valdszinlinek tlinik, a harmadik azonban
vitathaté, mivel a hatdrkoltség fiiggvény monoton névekedd jellege mogott a
csokkend skalahozadék feltevése hiizédik meg. Miként azt Charles I. Jones fi-
gyelemre mélté tanulmdnyaban [5] megéllapitja, szoros kapcsolat mutathaté
ki az emberi Stletgazdagsagot is figyelembe vevé névekedési modellek és a
novekvs skdlahozadék hipotézise kozott. Mdasrészt a technikail haladas is
folyamatosan csokkenti a termelés hatdrkoltségét. Mindeme nehézségek elle-
nére a tovdbbiakban foltessziik, hogy a hatdrprofit fiiggvény szigorian mono-
ton csokkend.

Az 1. Tulajdonsag teljesiilése most a (28) feltételbdl kovetkezik, a (13)
egyenletet azonban a kovetkezé médon kell tirni:

et =vy(q) . (31)

Legyen most t, a (31) egyenletet kielégité azon maximdlis id8pont, melyre
z = 0 és ty, v = T feltétel mellett kielégité minimilis idépont az optimalis
erbforrésfelhasznéldsi pdlydn. tq < 0ty < 0 esetén legyen t, = O illetve t, =0
a 2. szakaszban bevezetett definiciéknak megfeleléen. Konnyen megmutat—
haté, hogy a 3. Tulajdonsag tovabbra is érvényben van, a bizonyitds soran
természetesen a (27) 4] elsérendi feltételt felhaszndlva. Ervenyes a 4. Tulaj-
donsig is, tovabb4 az optimadlis eréforras-felhasznalési palya 1. T4bldzatban
Osszefoglaldsra keriilt jellemz&i is. Még a 2. Kovetkezmény érvényességét kell
ellendrizni.

Bizonyitds. Ha t € [tg,ty), akkor @ = & = 0, kovetkezésképp vz(g) = 0

a (27) feltétel miatt. Igy ¢ = v71(0), ahol a jobb oldalon 46 kifejezés az
inverz hatédrprofit fliggvény. E fuggvény szigoriian monoton cs6kkend, mivel
foltevéseink szerint a hatdrprofit figgvény is szigorian monoton cstkkend.
Kovetkezésképp g-nak konstansnak kell lennie a [tq,%s] intervallumon, és
mivel ¢ < 0 az 1. Tulajdonséag alapjin, t, meg kell, hogy egyezzen tp-vel. O

A 2. Kovetkezmény tanulsigai hasonléak a 2. szakaszban levontakhoz.
Bevezetve t, = tp-re a f jelolést, £ < T esetén a koltségesebb kimerithetetlen
erbforras felhasznéldsa az optimalis eréforras-felhaszndldsi palydn megkezd6-
dik mar az olcsébb, meg nem djulé eréforras készletének kimeritése el6tt. Ez
az dtlapoldsi szituacié akkor és csakis akkor fordul el6 az optimélis eréforrds-
felhasznaldsi palyan, ha v;1(0) > Z. Konnyen lathatd, hogy a (16) feltétel
az iménti egyenl6tlenség egy specialis esete.

4 Téarsadalmi j6lét versus profitmaximalizalas
Osszehasonlitas és értékelés

A normativ makromodellek 4ltaldban a tdrsadalmi joléti fiiggvény (pl. Blan-
chard és Fischer [3]) vagy a tdrsadalmi veszteségfiiggvény (pl. Mellar [8])
foltevésén alapulnak. E fiiggvényeket dltaldban a tdrsadalmi preferencidk
valamiféle aggregdtumaként szokds értelmezni. A tdrsadalmi j6léti (vagy
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veszteség-) fiiggvény e koncepcidja azonban rendkiviil problematikus. Arrow
lehetetlenségi tétele szerint [2]* ilyen fiiggvény nem is konstruglhaté. Szamos
szerz6 olymédon prébélja megoldani a problémét, hogy feltevésiik szerint a
tarsadalmi joléti fiiggvény egy kozponti tervezd preferenciait reprezentslja,
akinek célja a tdrsadalom jélétének maximalizdldsa (pl. Amigus és mdsok
(1]). A nehézségek elintézésének mésik gyakori médja egy olyan hipotézis
alkalmazdsa, mely szerint a gazdasdg azonos preferenciskkal jellemezhetd,
végtelen élettartami haztartdsok sokasdgabdl all. (pl: Ladrén-de-Guevara és
mésok [7]). E foltevések azonban csupdn litszélag oldjsk meg a trsadalmi
Joléti fiiggvénnyel kapcsolatos elméleti nehézségeket, valéjdban megkeriilik
azokat. Ezen ok miatt vezettiik be modelliinkbe a nettd profit fiiggvényét,
megteremtve ezdltal a lehetSséget a tarsadalmi j6léti fiiggvény illetve kozponti
tervezd foltevésének elhagydsdra. A jelen tanulmany legfontosabb kovetkez-
tetése, hogy ez a mddositds alapvetSen nem véltoztatja meg a természeti
erdforrdsok felhasznéldsa optimalis sorrendjének azon lényeges tulajdonsdgat,
mely szerint bizonyos feltételek teljesiilése esetén a koltségesebb, kimerithe-
tetlen eréforrdsok felhaszndldsa mér az olcsdbb, nem megijithaté eréforrds-
készletek kimeriilése el6tt megkezdédik.

E médositds kovetkeztében természetesen megvéltoznak az stlapolt ers-
forrds-felhaszndlds eléforduldsanak feltételei, amelyeket cikkiink minden egyes
modellvaridnsihoz le is vezettiink, tovdbbd nem 4ll fenn az z, y fiiggvények
folytonossdga. Mindez azt mutatja, hogy itt nem pusztin a célfiggvény
interpretdciéjdnak megvaltoztatdsardl van sz6. Jollehet a térsadalmi joléti
figgvény és a profitfiiggvény bizonyos form4lis hasonléségot mutat, ez a
formdlis hasonlésdg meglehetsen tévoli, hisz a térsadalmi j6léti fiiggvény
mindkét valtozdjdban szigorian monoton névekvd, mig a profitfliggvényre
ez nem érvényes. Mésrészt az eréforrdsfelhaszndlési dontések profitmaxi-
malizéld viselkedésre t6rténd alapozésa joval redlisabb, és elméletileg kevésbé
problematikus feltevés, mint a térsadalom jélétének maximalizdldsat megks-
vetelni a dontések motivumaként.

A pozitiv diszkontréta feltevése mogott meghiizédé okok elemzése még
alaposabban megvildgitja a tdrsadalmi jéléti fiiggvényre, illetve profitfigg-
vényre alapozott modellek kézti hasonldsdgokat és killonbségeket. A pozitiv
diszkontrata foltevését altaldban a célfiiggvényben szerepld, végtelen terve-
zési idShorizont esetében improprius integral konvergencidjdnak biztositésa
érdekében szokds alkalmazni (pl. Ladrén-de-Guevara és mdsok [7]). Mo-
delliinkben azonban az egyszerliség érdekében a tervezés idéhorizontja véges
csakigy, mint Amigus és mésok [1] modelljében. Itt a pozitiv diszkontrata
foltevése azért sziikséges, mert ez biztositja t < T = § < 0 teljesiilését,
amitdl a modell kovetkeztetései dontd mértékben fiiggenek. Az 1. Tulaj-
donségot, illetve annak mdédositott véltozatat, az 5. Tulajdonsigot gyakran
hasznaltuk fel a bizonyitdsok sordn. A p = 0 feltevés konstans kibocsatdst
eredményezne az optimélis eréforrdsfelhasznaldsi palyén, s ez alapvetéen meg-
véltoztatnd a természeti erdforrdsok felhasznsldsinak optimalis sorrendjét
modelliinkben épptigy, mint az [1], [6] vagy [10] modellben. A pozitiv disz-

4Magyarul ldsd Zalai [11].
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kontrata tarsadalmi joléti fiiggvényben torténd alkalmazdsa azonban stlyos
etikai és politikai nehézségeket vet fol. A probléma gySkere abban all, hogy ez
esetben a jovébeni fogyasatds a jelenbeninél kisebb sillyal keriil szamitasba
az intertempordlis j6lét maximalizaldsa sordn. Igaz ugyan, hogy a tarsadalmi
j6léti fiiggvényt az egyéni preferencidk valamiféle Osszegzésének tekintve,
pozitiv egyéni idépreferencidk esetén ennek kifejezésre kell jutnia egy pozitiv
diszkontrétaban, csakhogy ez esetben az dsszegzés sordn figyelmen kiviil ma-
rad mindazon fogyaszték preferencidja, akik még nem sziilettek meg. E fo-
gyasztok preferencidit elvileg megjelenithetné a kormanyzat, Am ez a megol-
dés a demokratikus elvekkel szemben vet fol siilyos politikai nehézségeket. A
profitdram nettd jelenértékeét maximalizdlé véllalat foltevése tehat mar csak
azért is célszeriibb, mert a térsadalmi joléti fiiggvényben alkalmazott pozitiv
diszkontrita kérdése nem megoldott.

A dolgozatban ismertetett modellfeltevések iménti részletes clemzése u-
t4n kovetkeztetéseinket az aldbbiakban foglalhatjuk dssze: A tarsadalmi jolét
helyett a netté profit diszkontélt jelenértékét maximalizdlva a tervezés sordn,
tovébbra is érvényes Amigus és masok [1] azon megéllapitdsa, mely szerint
a koltségesebb kimerithetetlen erdforrds felhaszndldsdt bizonyos esetekben
mér jéval az olesébb, meg nem ijithatd ertforraskeszletek kimeriilése el6tt
meg kell kezdeni. Mésrészt a 3.1 pontban az is kideriilt, hogy a kimerithet6
eréforrasokat mindig a hatérkoltség névekvé sorrendjében kell folhaszndlni,
ennyiben tehat Solow és Wan [10] kovetkeztetésel tovdbbra is érvényesek.
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ON THE OPTIMAL ORDER OF UTILIZING NATURAL RESOURCES

This paper develops a dynamic model in which the marginal cost of production
utilizing inexhaustible natural resources exceeds the marginal cost of production
using any kind of exhaustible natural resources. The production capacity of the
facility utilizing inexhaustible natural resources is finite in this model, We point
out that —under certain assumptions— it is worth utilizing the more expensive
inexhaustible natural resources even before the depletion of exhaustible natural
resources. Instead of using an economic planner or social welfare function, the
objective of the company is to maximize its market value.
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POZITIV SZUBDEFINIT MATRIXOKROL ES
ALTALANOSITASAIKROL!

KOMLOSI SANDOR
Pécsi Tudomdnyegyetem Kozgazdasagtudomdnys Kar

Martos Béla az 1960-as évek végén bebizonyitotta, hogy kvadratikus fuggvé-
nyek kvézikonvexitdsat az R™ nemnegativ ortansan egy 1j, altala bevezetett
métrix-tulajdonséggal, a pozitiv szubdefinitdssal lehet karakterizalni. Egé-
szen 4 az a felismerés, hogy affin leképezések kvazimonotonitédsi tulajdon-
sdgdért ugyancsak a pozitiv szubdefinitds a ,felelds”. Jean-Pierre Crouzeix
és a szerzd a linedris komplementaritasi feladatok megoldhatdsdgat vizsgalva
jutottak el egy altaldnosabb pozitiv szubdefinitds fogalom célszertiségének
felismeréséhez. A tanulmény a pozitiv szubdefinitds fogalma fejlédésének ezt
a hrom fontos allomdsdt mutatja be.

1 Bevezetés

‘ Martos Béla 75. sziiletésnapja alkalmabél Forg Ferenc irt méltato cikket je-
Jen foly6irat hasdbjain Martos Béla matematikai programozési munkdssdgarol
[8]. Azéta eltelt 5 esztendd, mely tjabb szdmos bizonyitékdt adta annak,
hogy Martos Béla 1ittoré munkdssiga az optimalizdldselmélet terén még a
mai napig is ijabb és iijabb kutatdsokat inspirl.

Ez a tanulmdny a Martos Béla dltal bevezetett pozitiv szubdefinitds fo-
galmédnak 1] alkalmazési, és —ezzel szerves osszefiiggdsben— 1] dltaldnositdsi
lehetdségeirdl kivan szdmot adni, tisztelegve ezzel is a 2000-ben 80. életévét
betdltd Martos Béla munkéssaga, elott.

Martos Béla egyike azon tudésoknak, akik egy manapsag mar széles kdrben
miivelt és elfogadott tudoményterilet, az dltaldnosttott konvezitds bdlesGje
mellett béabaskodtak a 60-as években.

A konvexités fogalma a 20. szdzad elsd évtizedeiben kezdett az érdeklodés
kézéppontjéba keriilni, és az optimalizdldselmélet rohamos fejlédése révén a
konvex halmazokra és a konvex fiiggvényekre vonatkozé ismereteink mara
mér egy 6nallé diszciplindvé a konvex analizissé terebélyesedtek.

A matematikai programozds kialakuldsa és rohamos fejlodése elétérbe
helyezte a konvexités fogalménak lehetséges és sziikséges altaldnositasi lehe-
tségeit. Az 50-es években megindult ezirdnyt kutatdsok a 60-as évek elejére
olyan j fontos irdnyzatok kialakuldsdhoz vezettek, mint kvézikonvex progra-
mozds, kvazikonvex analizis. A kvdzikonvexitds mellett olyan tovdbbi fontos
fogalmak alakultak ki, mint pszeudokonvexités, explicit kvézikonvexitds, szi-
gorii- illetve félig szigort kvdzikonvexitds, invexitds, preinvexitds stb, Ujabban

1Beérkezett: 1999. november 3.



18 Komldési Sandor

ezekre a fogalmakra és a rédjuk vonatkozd, egyre gyarapods ismeretekre az
Altaldnositott Konvexitas gyljtéfogalommal hivatkozunk.

Martos Béla —cikkiink témaéja szempontjdbél— egyik fontos hozzdjsrulisa
ehhez a diszciplindhoz a kvadratikus fiiggvények kvdzikonvexitdsi tulajdonsé-
gainak vizsgélata. Ennek kapcsdn vezette be a pozitiv szubdefinitds fogalmat
szimmetrikus mdtrixokra. Az erre vonatkozé eredményeket a 2. fejezetben
tekintem &t (v.6. [15, 16]).

Néhdny évvel ezelstt Jean-Pierre Crouzeix és munkatdrsai affin leképe-
zések dltaldnositott monotonitdsi tulajdonsdgait vizsgalva kimutattak, hogy
a széban forgd tulajdonsig a pozitiv szubdefinitds fogalmanak nemszim-
metrikus matrixokra val$ megfelelé kiterjesztésével karakterizalhaté. Ennek
a kérdéskornek dolgozatunk szempontjabdl relevdns vonatkozdsait a 3. feje-
zetben mutatom be (v.6. [5]).

Jean-Pierre Crouzeix és a szerz6 a linedris komplementaritasi feladatok
megoldhatdsigat vizsgilva jutottak el egy dltaldnosabb pozitiv szubdefinitas
fogalom célszertiségének felismeréséhez. A 4. fejezet részletesen targyalja a
linedris komplementaritdsi feladat megoldhatésigsnak kérdéskérét és bemu-
tatja azt az 1j megkozelitési médot, melynek eredményeképpen a pozitiv
szubdefinitds fogalmanak egy lényegesen 4ltalanosabb formdja keriilt az ér-
deklédés kozéppontjdba (v.o. [7]).

2 Kvazikonvex kvadratikus fiiggvények

Az f: K — R (K C R™ konvex halmaz) fliggvényt kvdzikonvernek nevezziik,
ha barmely x1,z2 € K és 0 < A <1 esetén

FOzy+ (1 = Naa) < max{f(z1), f(z2)}.

Legyen
f@) = (Mz,z) + (¢,7) +¢, z€R",

ahol M n X n-es métrix, ¢ n-dimenzids vektor és ¢ valés szdm. Egyszerii
szamolassal adédik, hogy

V)= (M+MDz+q

és
V2f(z) =M+ M7,

Mivel 2(Mz,z) = (M + MT)z,z) minden = € R™ esetén, ezért az altals-
nossdgot nem sértjiik, ha eleve feltessziik, hogy az M métrix szimmetrikus.

A tobbvdltozds fiiggvények klasszikus elméletébdl ismert, hogy az f(z)
kvadratikus fiiggvény akkor és csak akkor konvex, ha az M szimmetrikus
matrix pozitiv szemidefinit (PSemiD). A kvédzikonvexitds nem hoz semmi
jat, ha R"-en vizsgdljuk. Megmutathat$ ugyanis, hogy f (z) csak gy lehet
kvézikonvex az egész R™-en, ha konvex. Gyakorlati feladatokns] természetes
megszoritas a véltozdk nem-negativitdsa. Ezért kiilonos Jjelentdséggel bir az
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4ltaldnositott konvexitdsi tulajdonsigokat R7}-on, a nem-negativ ortdnson
vizsgalni. Martos Béla egyik szép eredménye a kovetkezo.

1. Tétel. [15,16] Legyen f(z) nem-konvex kvadratikus figguény. Ekkor f (z)
akkor és csak akkor kvdzikonver az RY} nmem-negativ ortdnson, ha teljestlnek
a kovetkezd feltételek:

(i) we R, (Mw,w) <0= Mw >0 vagy Mw <0,

(i) ¢<0,

(i) wan olyan u € R™, hogy ¢ = Mu és {q,u) <0.

Ennek a tételnek az (i) feltétele kizdrélag az M matrixra vonatkozik. Az (i)
feltételnek eleget tevd métrixokat Martos Béla pozitiv szubdefinit (PsubD)
métrixoknak nevezte el.

Definicié. Az n-edrendi szimmetrikus M métrixot pozitiv szubdefinitnek
mondjuk, ha barmely w € R"-re

(Mw,w) < 0= Mw <0 vagy Mw > 0. (PSubD)

A definiciékbdl kozvetleniil adddik, hogy egy PSemiD métrix PSubD is
egytttal, vagyis a PSubD métrixok osztilya tartalmazza a PSemiD métrix-
osztalyt. Az érdeklédd Olvasé Martos Béla [16] kényvében szdmos érdekes
és fontos eredményt taldl a PSubD métrixosztalyrdl. Erdemes megemliteni
Martos tételének egy lehetséges ekvivalens forméjat.

2. Tétel. [1] Legyen f(z) nem-konvex kvadratikus figgvény. Ekkor f(z)
akkor és csak akkor kvdzikonver az RY mem-negativ ortdnson, ha az

Xl

métriz pozitiv szubdefinit.

3 Affin leképezések pszeudomonotonitdsa

A klasszikus analizis egyik kozismert tétele szerint a differencidlhaté f(z), = €
R fiiggvény akkor és csak akkor konvex az (a,b) intervallumon, ha az f'(z)
derivalt fiiggvény névekvé (a,b)-n. Ez azt jelenti, hogy minden z,, 22 € (a,b)
esetén

(m1 — z2)(f' (1) — f'(w2)) > 0.

Lehet, hogy a novekedésnek ez a formuldzdsa kissé szokatlan, de a tobb-
véltozés fiiggvények esetén a konvexitds elsérendil jellemzése pont ebben az
alakban lehetséges. Bizonyithaté ugyanis, hogy a differencidlhaté f(z),z €
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R™ fiiggvény akkor és csak akkor konvex a K C R" konvex halmazon, ha
minden z1,z9 € K esetén

(.Tl—.rg,Vf(l'l)—Vf(mg)) 20 (MOTL)

Ezt a tulajdonsigot az ¢ — V f(z) leképezés monotonitésdnak nevezik.

A 60-as évektd] kezdédéen a kiilonbdzé dltaldnositott konvexitdsi tulaj-
donségok szdmos fontos tulajdonsdgara deriilt fény, de érdekes médon tisztdn
elsérendii jellemzésre lényegében véve egészen 1990-ig kellett varni. Ekkor je-
lent meg 5. Karamardian és S. Schaible nevezetes cikke [10], amelyben a (gra-
diens) leképezés monotonitdsianak fogalmét olyan médon altalanositottdlk,
hogy az pontosan bizonyos dltaldnositott konvexitdsi tulajdonsaggal legyen
ekvivalens. Bevezették a leképezés kvazimonotonitdsanak, pszeudomonotoni-
tasdnak fogalmét és (t6bbek kozott) megmutattdk, hogy az f(z) differencidl-
haté fiiggvény akkor és csak akkor kvdzikonvex (pszeudokonvex) egy adott
K konvex halmazon, ha a V f(z) gradiens-leképezés kvézimonoton (pszeudo-
monoton) K-n. Ennek a cikknek a megjelenése egy j kutatdsi irdnyzat,
az dlteldnositott monotonitds kialakuldsahoz vezetett [6, 12], mely varidcids
egyenlotlenségek és dltaldnos egyensilyi feladatok vizsgdlatanal is fontos sze-
repet jatszik [14].

Definicié, A T': R* — R™ leképezést kvdzimonotonnak mondjuk a K C R"
halmazon, ha barmely =, 29 € K esetén

(.’L‘l — xz,T(:L‘l)> <0 = (.’L‘l — ZUQ,T(1'2)> <0. (QMOTL)

Definicié. A T': R™ — R"™ leképezést pszeudomonotonnak mondjuk a K C
R™ halmazon, ha birmely 1, x5 € K esetén

(r1 — @2, T(x1)) <0 = (w1 — 29, T(z2)) < 0. (PsMon)

Ha visszatériink a Martos Béla dltal vizsgdlt kvadratikus fiiggvényekhez,
akkor a fenti eredmények tiikrében vizsgdlatukat watjatszhatjuk” a Vf(z) =
Mz + q affin leképezés vizsgdlatdra. Erdekes médon a T(x) = Max+ q tipusi
.affin leképezések egy dltalinosabb probléma kapesin is elStérbe keriilnek,
nevezetesen a linedris komplementaritési feladatot ilyen leképezések hatédroz-
zdk meg,

A Linedris Komplementaritdsi Feladat (LK F) a kdvetkezé [4]: keressiik
azokat az x € R™ vektorokat, amelyek eleget tesznek a kovetkezs feltételeknek

(M;t’,‘-i—q,iE) =0,
Mz +¢2>0, LKF(M,q)
z >0,

ahol M n-edrendil kvadratikus métrix, ¢ pedig n-dimenziés vektor.
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Az LK F(M, q)-ban szerepl8 M mitrix csak kvadratikus, nem kell szim-
metrikusnak lennie. A legiijabb vizsgalatok kideritették, hogy LKF(M,q)-
nak szamos j6 tulajdonsigot biztosit az, ha a T'(x) = Mz + ¢ affin leképezés
pszeudomonoton R} -on. Erdemes a kovetkezd tételt dsszehasonlitani az
1. Tétellel.

3. Tétel. [5] Legyen a T(z) = Mz + q leképezés nem-monoton, legyen
tovdbbd rank(M) > 2. Ekkor T'(z) akkor és csak akkor pszeudomonoton az
R’} nem-negativ ortdnson, ha teljestilnek a kovetkezd feltételek:

(i) we R (Mw,w)<0= M"w>0 vagy MTw <0,
(i)  wan olyan u € R™, hogy ¢ = Mu,
(iti) ha ¢ = Mu, akkor (M°u,u) <0 és M*u <0.

Konnyen észrevehetjiik, hogy az (i) feltétel szimmetrikus matrixok esetén
pontosan a pozitiv szubdefinitést jelenti, ennélfogva az (1) feltétel a Martos-
féle szubdefinitds fogalomnak a kvadratikus métrixok osztélydra val6 kiter-
jesztése.

Definicié. [5] Az n-edrendli M métrixot pozitiv szubdefinitnek (PSbD)
mondjuk, ha barmely w € R"-re

(Mw,w) < 0= MTw <0 vagy MTw > 0. (PSbD)

Az érdeklsdé Olvaséd szdmos érdekes és fontos eredményt taldl a PSbD
métrixokrél az [5] dolgozatban. Bizonyithato, tébbek kézdtt, a 2. Tétel anal-
ogonja.

4. Tétel. Legyen a T'(x) = Mz + g, ahol rank(M) > 2. Ekkor T(x) akkor
és csak akkor pszeudomonoton az R} nem-negativ ortdnson, ha az

5]

mdtriz pozitiv szubdefinit.

4 Altaldnositott PSbD matrixok

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a linedris komplementaritdsi feladat egy
lijszerti vizsgalata hogyan vezet el a PSbD métrixosztaly egy tovabbi altala-
nositdsdhoz.

4.1 A Linedris Komplementaritasi Feladat
Tekintsiik ismét az LK F(M, q) feladatot:
(Mz+q,z) =0,
Mz +q >0, LKF(M,q)
z >0,
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Jelolje S(M, q) a fenti feladat megoldési halmaz4t. Ennek tanulmanyozdsshoz
sbevett szokds” a kovetkezd segédfeladatot segitségiil hivni:

min [f(z) = (Mz +¢,z) : Mz +¢ >0,z >0] . QP(M,q)
Jelolje S'(M, q) ennek a feladatnak a megolddsi halmazat. Nyilvanvals, hogy
S(M,q) C S'(M,q),

és a € S(M,q) akkor és csak akkor teljesiil, ha a lehetséges megoldds és
f(a) =0. A QP(M, q) kvadratikus programozdsi feladatnak van néhény igen
figyelemremélté tulajdonsdga: a feltételi halmaza poliedrikus, a célfiiggvénye
pedig a feltételi halmazon alulrél korldtos. Frank és Wolfe egyik nevezetes té-
tele szerint [9] ennek a feladatnak mindig van optimdlis megoldésa, amennyi-
ben létezik lehetséges megolddsa. Lehetséges megoldds létezése azt jelenti,
hogy létezik olyan x € R™ vektor, amelyre teljesiilnek az 2 > 0 és Ma+q > 0
feltételek. A Farkas-lemma szerint ez a konzisztencia feltétel ekvivalens a ko-

vetkezovel:
u>0, MTu <0 = (g,u) >0.

Vezessiik be a kdvetkezd kipot
KM:{ueRn:uZO, MTuSO} :
és tekintsiik ennek negativ poldrisat:
Ky ={peR": (pu) <0Vue Ky} .

Ennek a poldris kipnak a segitségéve! a , konzisztencia” kérdése a kdvetkezd-
képpen is kifejezheté: az LK F(M,q) feladat feltételrendszere akkor és csak
akkor konzisztens (megoldhatd), ha

—qc Kf.

Ennek és a kordbban emlitett Frank-Wolfe tételnek az alapjén nyilvanvals,

hogy
SI(M7Q) #@ ~ —qC K]e[a

illetve egy a € R™ lehetséges megolddsra.
a€S(M,q) & —qcKYés fla)=0.

A fentiekbdl kbvetkezik, hogy ha K = {0}, akkor az LK F (M, q) feladat
minden ¢ € R"-re konzisztens, hiszen ebben az esetben K = R". Ez az
eset kovetkezik be példdul akkor, ha az M + M7 matrix pozitiv szemidefinit.

Tegyiik most fel, hogy a ¢ S'(M,q). Ekkor a-ban teljesiilnek az opti-
malitds Karush-Kuhn-Tucker feltételei, nevezetesen léteznek olyan u,v € R™
vektorok, hogy

(M+MDYa+q—MTu—v=0, KKT(a)
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a,u,v, Ma+¢g >0, KKT(b)
(a,v) = (Ma+q,u) =0. KKT(c)

Jelolje S (M, q) azon a vektorok Gsszességét, melyekre teljesiilnek a fenti
KKT(a)—(c) feltételek. Mivel a QP(M,q) kvadratikus programozési feladat
feltételi halmaza reguldris, mert poliedrikus, ezért

S'(M,q) € 8" (M,q),
kovetkezésképpen
S(M,q) € §'(M,q) C 5"(M,q). (8)

Az LK F(M, q) probléma megolddsainak megkeresésére elterjedt médszer
a kovetkezé: megadunk olyan feltételeket, melyek biztositjak az S(M,q) =
S"(M,q) egybeesést és az S(M,q) halmaz elemeit a QP(M,q) kvadratikus
programozasi segédfeladat megolddsa révén hatdrozzuk meg (3, 4, 7).

A KKT(a)-(c) feltételrendszerbél kénnyen adédik a kovetkezo:

O:f(a)—i—(u,v)+<MT(u—a),(u—a)>, (F)

ahol f(a) = (Ma+ g,a) > 0 és a Lagrange-szorzékra vonatkozé nem-nega-
tivitdsi kikdtés miatt (u,v) > 0. Ha térténetesen (M7 (u —a), (u —a)) > 0,
akkor f(a) = 0, kovetkezésképpen a megoldésa az LKF(M,q) feladatnak.
Ezt a tényt O6tvozve a konzisztencidra vonatkozd egyik korabbi megallapita-
sunkkal egy mér régéta jél ismert allitdshoz jutunk:

5. Tétel. Ha az M + M7 mdtriz pozitiv szemidefinit, akkor minden q-ra
S(M,q) = S"(M,q) #0.

4.2 Egy 1j feltétel az S(M,q) = S"(M,q) egybeesés biz-
tositasara

A cikk hétralev$ részeiben gyakran fogjuk hasznélni a kovetkezd jeloléseket.

o Legyen H szimmetrikus matrix. Jelolje
v_(H)

a H métrix negativ sajitértékeinek szdmat, annyiszor szdmolva az egyes
sajatértékeket, amennyi a multiplicitasuk.

e Legyen t € R és legyenek

tt = max{t,0}, t~ = max{0,—t}.

e Tetszbleges € R™ vektorra legyenek

zt = (zf,z5, ..., x) & =z = (x7,27,..,2;).
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A kdvetkezd tétel a kiindulépontja a tovabbi vizsgdlédésoknak, mely mé-
Iyebb betekintést ad az (F) feltétel ”finomszerkezetébe”.

6. Tétel. [7] Legyen a € R™ KKT-staciondrius pontja a QP(M, q) feladat-
nak u,v > 0 Lagrange multiplikdtor vektorokkal. Legyen w = u — a. Ekkor

fla) = e, Ma+q) = ((MTw) " ,w™), (F1)
(u,9) = ((MTw0) ", wb) | (F2)
0:<(MTw)+,w+>-l-<(MTw)_,w_>, (F3)
£l@) = —5 (aw) (F4)

Bizonyités. Irjuk 4t a KK T(a) és (F) feltételeket koordindtds alakba: min-
den i-re
v; + (MTw)i = (Ma + (I)i (1)
és
0= (Ma+gq)ia; +uv; + (MTw);w;.

Ez utdbbit egyszerli dtrendezéssel a kévetkezd alakra hozhatjuk.
—w;(MTw); = a;(Ma + q); +uv; >0, Vi 5 (2)

melybdl azonnal adédik (F3).

Tegyiik fel, hogy (M7w); > 0. Ekkor (2) miatt w; < 0, (1) miatt pedig
(Ma+q); > 0. A KKT(c) komplementaritsi feltételbs] ekkor u; = 0 adddik,
ami miatt (2) a kovetkez6 alakot Slti:

ai(Ma + q); = —wi(MTw); .
Mindezen megéllapitdsokbdl kdzvetleniil adédik, hogy

ai(Ma+ q); = (MTw)}fw;

[t A

F1()

és
wiv; = (MTw) 7w} F2(z)

7

Tegyiik most fel, hogy (MTw); < 0. Ekkor (2) miatt w; > 0, (1) miatt
pedig v; > 0. A KKT(c) komplementaritssi feltételbsl ekkor a; = 0 adddik,
ami miatt (2) a kovetkezd alakot 6lti:

WUV = —wi(.MTw)i .

Az elmondottak alapjén nyilvdnvald, hogy ebben az esetben is teljestilnek a
F1(z)-F2(i) feltételek.
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Végezetiil tegyiik fel, hogy (MTw); = 0. Ekkor (2)-bdl a;(Ma +q); =
u;v; = 0 kivetkezik és ennélfogva F'1(7) és F2(i) ebben az esetben is teljestil.
Ez pedig pontosan a (F'1)-(F'2) allitdsokat igazolja.

Az (F4) feltétel bizonyitésa a kivetkezOképpen térténhet: Mivel f(a) =
(Ma + q,a) és KKT(c) szerint 0 = (Ma + q,u), ezért nyilvanvalS, hogy

fla) = {(Ma+g,a—u) ={(Ma,a —u)+ (g,a —u).

M3sfeld] viszont, K KT(a)-bdl adédik, hogy Ma+q = MT(u—a)+v. Mivel
KKT(c) miatt {(a,v) = 0, ezért nyilvanvald, hogy

fla) = (Ma+gq,a) = <MT(U —a),a) = (u—a,Ma).
EbbSl a két Ssszefiiggésbdl kiadddik az (F'4) feltétel. O

Az imént bizonyitott tétel alapjin tobb elegend6 feltétel is adhaté arra,
hogy S(M,q) = S"(M, q) teljesiiljon.

e Az (F) feltétel szerint (Mw,w) > 0 garantélja az f(a) = 0 feltételt.
2

o Az (F4) feltétel szerint, ha (Mw,w) < 0, de (g,w) > 0, akkor is be-

kovetkezik az f(a) = 0 eset.

e Ha viszont (Mw,w) < 0 és (g, w) <0, akkor az (F'1) feltétel szerint az
<(MTw)+ ,w-> = 0 feltétel elegendd az f(a) = 0 feltétel , kikénysze-
ritéséhez”.

Az elmondottak remélhetdleg elegendd indokot szolgdltatnak a kovetkezd
fogalom bevezetéséhez.

Definicié. [7] Az (M, q) pért megfelelének mondjuk, ha

{(Mw,w) <0 és (q,w) <0 = <(]\/[Tw)+,w_> =0. APP

A kovetkezd tétel mutat rd az imént bevezetett fogalomnak a jelentéségére.
7. Tétel. [7) Ha az (M, q) pdr megfeleld, akkor S(M,q) = S"(M,q).

Bizonyitas. Folytonossig miatt az (APP) feltétel a kivetkezd ,,élesebb”
formaban is teljesiil:

(Mw,w) <0 é (qw) <0 = <(]\/1Tw)+,w‘> =0.

Legyen a € S"(M,q). Legyenek u,v > 0 a megfeleld Lagrange multip-
likdtorok. Legyen w = u — a. Ekkor (F) és (F4) szerint (Mw,w) < 0
és (q,w) < 0. Mivel az (M, q) par megfeleld, ezért <(MTw)+ ,w‘> =0, és
mivel (F1) szerint f(a) = <(MTw)+ ,w_>, ezért f(a) = 0, kdvetkezésképpen
a€S(M,q). O

Nem nehéz belétni, hogy az (M, q) pdr megfelel6 a kévetkezd esetekben:
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o az M + MT métrix pozitiv szemidefinit,
e az M matrix pozitiv szubdefinit de M + M7 nem pozitiv szemidefinit
és van olyan u € R™,u > 0, hogy ¢ = Mu.

A kbvetkezd tétel megfeleld (M, q) par métrix komponensének egy fontos
tulajdonsdgdra mutat ré.

8. Tétel. Ha az (M,q) pdr megfeleld, akkor v_(M + MT) < 1.

Bizonyitas, Legyen az (M, q) par megfeleld. ElSszér is megmutatjuk, hogy
ekkor érvényes a kovetkez6 implikécio:

(qw)y=0 = (Mw,w)>0. (3)

Ezt indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy létezik olyan w, amelyre
(g, w) =0 és (Mw,w) <0 teljesiil. Az (APP) feltétel folytan

<(MTw)+,w—>:0. (4)

Mivel nyilvanvald, hogy (g, —w) = 0 és (M (—w), —w) < 0, ezért ugyancsak
(APP) miatt
<(MTw)_,w+> =0. (5)

(4) és (5) miatt
(Mw,w) = <(MTw)+ ,w+> + <(MTw)_ ,w_> >0,

ami ellentmond kiindulsi feltevésiinknek.

Most megmutatjuk, hogy a (3) implikdcié teljesiilése esetén v_ (M -+
M?) < 1. Tegyiik fel allitasunkkal ellentétben, hogy v (M + MTy > 1.
Ekkor léteznek olyan w; és wy egymédsra meréleges sajatvektorai az (M+MT)
métrixnak, hogy (Mwy,wi) < 0 és (Mws,we) < 0. A (3) implikdcié miatt
ekkor (g,w;) # 0 és {q,wp) # 0. Az dltalanossigot nem sérti, ha feltessziik,
hogy (g, w1) > 0 és (q,ws) < 0. Ekkor létezik olyan 0 < to < 1 valds szdm,
hogy

<Q) UJ()) =0

teljestil a wo = towy + (1 — to)we vektorra. (3) miatt ekkor
(Mwo, wo) >0
kell, hogy legyen. MésfelSl azonban
2 (Mwo, wo) = (M + M ywo, wo) = 2§ (Mwy, wr)+2(1—t0)? (Mws, we) < 0.

Ez az ellentmondés igazolja tételiinket. 0
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Mivel v_(M+MT) = 0 esetén a QP(M, q) feladat egy konvex kvadratikus
programozasi feladat, melynek vizsgdlata nem hoz semmi djat, ezért a tovab-
biakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor v_(M + M7T) = 1. Ebben az esetben

’ K = {w: (Mw,w) <0}

halmaz nem iires, és a kévetkezd nevezetes tulajdonsdggal rendelkezik.

Lemma. Legyen M olyan kvadratikus mdtriz, melyre a« H = M + MT mdt-
riznak pontosan egy egyszeres megativ sajdtértéke van. Ekkor létezik olyan
zdrt konvex kup T, hogy

K={w: (Mw,w) <0} =TU(-T). (6)

Bizonyitds. Induljunk ki abbdl, hogy a K kipot a kévetkezdképpen is
megadhatjuk

K ={w: (Hw,w) <0} .
Ismeretes a szimmetrikus métrixok elméletébdl, hogy a (Hw, w) kvadratikus
formét egy P unitér transzformacié segitségével (PPT = PTP = I) diagonal
formaéra lehet transzformdlni. Ezzel a P-vel teljesiil a kovetkezo:

, d 0 0
H=PDPT=P| 0 Dy 0 |PT,
0 0 O

ahol d jeldli a H egyetlen negativ sajatértékét, Do pedig egy pozitiv definit
diagondl matrix.
Tekintsiik a PT(K) = L kiipot. Ekkor w € K & PTw € L, tovibb4
L={y=Plw:(HPy, Py) =(Dy,y) <0} .

Particiondljuk az y = PTw vektort a D fenti el6allitdsanak megfelel6 médon:

és legyen
Y ={y: (Dy,y) = d1yi + (Daya, y2) < 0 és y; > 0}.

Az nyilvdnvald, hogy
L=YU(-Y).

Legyen T'= P(Y). Ekkor
K =P(L) = P(Y) U P(~Y) = TU(-T).

Most megmutatjuk, hogy T' zart és konvex kup. Ezt elegendd az Y kiiprdl
bebizonyitani. A (Dy,y) kvadratikus forma folytonosséga biztositja azt, hogy
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Y zért. Y konvexitdsa azonban mér nem annyira nyilvdnvalé. Ehhez vegyiik
észre, hogy Y-t a kovetkez6 médon is megadhatjuk:

Y = {v: Doz, 2} < V=divn és 11 2 0}

Tekintettel arra, hogy Da pozitiv definit, ennélfogva a (Days, y2) kvadratikus
forma szigorian konvex, de ugyancsak konvex a (Days,yo) fliggvény is.
Legyenek u,v € Y és legyen z = Au + (1 — A\)v. Ekkor

\ADQZQ, ZQ) < A\/<D2u2,u2> + (1 — )\)\/ <D2’U2,’02> <
A/ —dyuy + (1 = /\)\/ —djvy = /—dy21,

kovetkezésképpen z € Y. O

Ezek utan bebizonyftjuk a kovetkezd tételt.

9. Tétel. (7] Tegyiik fel, hogy v_(M + M7T) =1 és ¢ # 0. Ekkor az (M, q)
pdr akkor és csak akkor megfeleld, ha q € TC és minden 1 = 1,2,. .. ,n-hez
taldlhatok olyan s;,t; > 0 valds szdmok, hogy

s;+t; =1 és —sq;ei—}—timiETO,
ahol e; illetve m; az E n-edrendil egységmdtriz és az M mdtriz i-edik os-

Zopait jelolik.

Bizonyitéas. Szikségesség. Tegyiik fel, hogy az (M, q) par megfelels. Az
el6z8 tétel bizonyitdsdbdl tudjuk, hogy ekkor teljesiil a (3) implikdcis, mely
ekvivalens a kovetkezével:

(Mw,w) <0 = (qw)#0.

Tekintettel a (6) dekompozicidra, ebbdl az kovetkezik, hogy vagy q, vagy
pedig —q eleme a T° poldris kipnak. Mivel ¢ adott, ezért minden tovabbi
nélkil megtehetjiik, hogy a (6) dekompoziciénak azt a komponensét jeldljitk
T-vel, amellyel ¢ € T° teljesiil. Ekkor

T'={w: (Mw,w) <0 é (quw)<0}. (7)
Vezessiik be minden i-re, i =1,2,...,n, a
Wiz{w:(ei,w):wi<0 és (mi,w):(MTw)¢>0} .

konvex poliédert. Nem nehéz beldtni, hogy (M,q) akkor és csak akkor
megfelelé pdr, ha minden i-re

TOAW, =0. (8)

A Farkas-lemma segitségével viszonylag egyszertien igazolhatd, hogy a W;
poliéder akkor és csak akkor iires, ha léteznck olyan s;,¢; nemnegativ valds
szamok, melyekre s; +¢; =1 és s;e; = t;m;.
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Ezek utén tegyiik fel, hogy W; # (. Ekkor a konvex halmazok szeparacios
tétele szerint a (8) feltétel ekvivalens a kovetkez6vel: létezik olyan d; €
R™,d; # 0 vektor, hogy

sup {(d;, w) : w € T} <0 < inf {(d;,w) : w € Wi}.
Ebbdl egyfeldl az kovetkezik, hogy
d; € T°,
masfelél pedig az, hogy
0 <inf {{d;,w):w; <0 & (MTw); >0} .

A Farkas-lemma szerint ebbdl az kovetkezik, hogy vannak olyan s;,¢; nem-
negativ valdés szdmok, melyekre s; +1; > 0 és —sje; + t;ym; = d;. Tekintettel
arra, hogy T° kiip, ezért az s;,t; szdmok normalhaték oly médon, hogy tel-
jesiiljon az s; +t; = 1 feltétel.
Elegendéség. Tegyiik fel, hogy a tétel feltételei teljesiilnek és a w € R™
vektorra
(Mw,w) <0 és (qw)<0

teljesiil. A T kiip (7) reprezentacidjabdl kovetkezik, hogy w € T'. Mivel
—s;e; +t;my; € TO,

ezért
(—S,;ei + t;m;, 'LU> <0. (9)

Vizsgaljuk el8szor azt az esetet, amikor s; # 0. Ekkor

w; > t—i'(MT’w)i i

84
Amennyiben t; # 0, akkor (9)-bdl azt kapjuk, hogy:

(MTw)i S ﬂ’u).,; .
t;

Mindkét esetben teljesiil a kdvetkezé: minden é-re
(MTw)f (w™): =0,
ami pontesan azt jelenti, hogy
(MTw)t,w™) =0,

vagyis az (M, q) parra teljesil az (APP) implikécid. ]
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4.3 Altaldnositott pozitiv szubdefinit matrixok

Az el6z8 tételben szereplé feltételek koriiltekintd vizsgdlata inspirdlta a ko-
vetkez6 fogalom bevezetését.

Definicié. [7] Az M kvadratikus métrixot dltaldnositott pozitiv szubdefinit-
nek nevezziik, ha léteznek olyan s;,t; > 0,s; +¢; = 1,i = 1,2,...,n valds
szamok, hogy

vagy —s;w; +t;(MTw); <0 minden i-re,

(Mw,w) < 0= { vagy —s;w;+t;(MTw); >0 minden i-re,
GPSbvD
ahol w; illetve (MTw); a willetve MTw vektorok i-edik komponenseit jelolik.

Nem nehéz igazolni, hogy az M métrix akkor és csak akkor PSbD, ha
GPSbD s; =0 és t; = 1 egyiitthatékkal minden i-re.

A kovetkez6 példdban megmutatjuk, hogy az altaldnositott pozitiv szub-
definit métrixok osztilya bévebb, mint a P.SbD métrixoks.

Példa. Tekintsiik a kovetkezé métrixot:

0 2 0
M=|1 0 1
0 -1 0

Az M + M7 métrix inercidjédnak kiszémitésa révén kénnyen megillapithaté
(két pivot-transzformacié utdn), hogy v_.(M + MT) = 1. (Az inercia kisza-
mitésra szolgalé Cottle-algoritmus megtaldlhaté Cottle eredeti cikkében [2],
illetve a [13] egyetemi tankényvben.) Egyszerii szdmoldssal kapjuk, hogy

wy
(Mw,w) =3wywy é MTw=| 2w —ws
wy

Konnyen ellendrizhetjiik, hogy M nem PSbD, viszont sq = tg = s3 = 0 és
t1 = 59 = tg = 1 vélasztéssal teljesil az (GPSbD) feltétel.

Az éltaldnositott pozitiv szubdefinitds fogalma segitségével a 9. Tétel a
kovetkezSképpen is kimondhatd.

10. Tétel. Teljesiljon az M mdtrizra a v— (M + MT) =1 feltétel, Ekkor az
(M, q) pdr akkor és csak akkor megfelels, ha az M mdtriz GPSbD és qeT9.

5 Koszonetnyilvanitas

Ezen a helyen kivanok készonetet mondani lektoraimnak, akik észrevételeikkel
hozzdjarultak ahhoz, hogy a cikk kézérthetSbb legyen és kevesebb hibdt tar-
talmazzon. Koszonettel tartozom tovabbéd az OTKA T 025442 és az FKFP
059/1997 pélyazatoknak pénziigyi tdmogatasukért.
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ON POSITIVE SUBDEFINITE MATRICES AND THEIR GENERALIZATION

At the end of the 1960’ years Béla Martos introduced the concept of positive sub-
definite matrix in order to characterize quasiconvexity of quadratic functions on
the nonnegative orthant of an Euclidean space. Just some years ago Jean-Pierre
Crouzeix and his co-workers revealed the role of the positive subdefiniteness con-
cept in characterizing quasimonotonicity of affine maps. Very recently Jean-Pierre
Crouzeix and the author introduced a more general concept of positive subdefinite-
ness proved to be important in studying Linear Complementarity Problems. The
paper presents an overview of the three stages of the development of the positive
subdefiniteness concept with an emphasis on the last stage.
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NEM PARTICIONALIS INFORMACIOS STRUKTURA ES
KOZTUDOTT TUDAS!

BADICS JUDIT - GOMORI ANDRAS
Veszprémi Egyetem Koézgazdasdgtan Tanszék — BKAE Mikroskonomia
Tanszék

Cikkiinkben a (dinamikus) nem teljes informéciés jatékok elméletében, a
jétékosok tuddsdnak leirdsira hasznilt informéciés struktira és —az ugyan-
csak ebben az elméletben haszndlt— koztudott tudéds fogalom kapcsolatat
vizsgaljuk. Bevezetiink egy a szokédsosndl dltaldnosabb koztudott tudas fogal-
mat, amely az ugyancsak a szokdsosnal altalanosabb informécids struktirak
esetén is érvényes. Végiil rdmutatunk a hagyomdnyos és az altalunk tdrgyalt
informécids struktiirdk kapcsolatdra, elsésorban a koztudott tudds fogalma-
nak fényében.

1 Bevezetés

A dinamikus (szekvenciélis), nem teljes informaciés jatékok megoldésa a toké-
letes Bayes-i egyensiily fogalméra épiil (Fudenberg-Tirole [1991] 325-326. o.).
Tekintsiik az ilyen jaték legegyszeriibb, kétszereplos véltozatdt, amelyben
az egyik fél informaltsiga teljes és 4 1ép el8sz0r, majd a rosszul informalt
fél ezt a lépést megfigyelve hozza meg dontését és ezzel a jatéknak vége.
lief) alapozza, amelyet viszont kezdeti vélekedésére (prior belief) és a mésik
fél 1épésére vonatkozé megfigyelésére épitve, a Bayes-szabdly alapjin alakit
ki. A Bayes-szabdly azonban particionalis informdcids struktiirdt feltételez.
Ugyanakkor a tokéletes Bayes-i egyensily feltételezi, hogy a rosszul informalt
fél korrigdlt vélekedése —a jaték struktirdjat leiré mas informdcidkhoz ha-
sonléan— a szereplék kozott koztudott tudds (common knowledge). Az itt
haszndlt koztudott tudds fogalom tehdt particiondlis informadcids struktirara
épul.

A particionélis informécids struktira azonban —mikozben azt irja le,
hogy a dontéshozé nem tud mindent— igen szigoru feltevéseket jelent a
déntéshozé tuddsira nézve. Feltételezi, ugyanis, hogy egy altala nem ismert
allapotban, valamely informdcié megszerzése nyomaén el tudja killoniteni az
allapotok olyan részhalmazét, amelynek a fennallé allapot biztosan eleme.
Az ennél iltaldnosabb, nem particiondlis informécids struktira esetén azon-
ban ez nem feltétleniil van {gy. A dontéshozé tudasara vonatkozd feltevések
enyhitése azzal kecsegtet, hogy a nem teljes informdcids stratégiai dontési
helyzetek szélesebb kore vélik a jatékelmélet eszkozeivel kezelhet6vé.

1Ko6sz6netet mondunk Dancs Istvdnnak és Dombi Péternek értékes megjegyzéseikért.
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A nem particiondlis informécids struktira hasznélata nem ismeretlen az
irodalomban. Az éltalunk ismert cikkek (Geanakoplos [1992] 78-81. o., Ru-
binstein — Wolinsky [1990] 192-193. 0., Neeman [1996] 78-79. 0.) szerzéi a
nem particiondlis informéciés struktiirdt egyfajta déntéshozéi irracionalitds
lefrdsdnak eszkozeként haszndljdk, azt dllitva, hogy a dontéshozé informécids
struktirdja akkor nem particiondlis, ha nem haszndlja fel informaciéit ma-
radéktalanul. Ezzel szemben mi olyan ddntéshozét tételeziink fel, aki mara-
déktalanul kihaszndlja a rendelkezésére 4116 informéciékat, informécids struk-
turajanak nem-particionalitdsa, helyzetét —informécids szempontbdl— leird
adottsdg. Az emlitett gondolatmenetek térgya tehét nem azonos az dltalunk
vizsgalt kérdéssel.

Cikkiinkben e problémakér egyetlen vonatkozdsdt, a nem particiondlis
informacids struktiira és a rd épiilé kéztudott tudds fogalmanak viszony#t
vizsgdljuk. ElGszor megadjuk a particiondlis informacids struktira formdlis
leirdsdt, majd a koztudott tudds fogalméanak ismert definiciéjat. Ezutdn a
koztudott tudas fogalmdnak olyan dltaldnositdsét adjuk, amely egyarant ér-
vényes particiondlis és nem particionélis informécids struktira esetén. Ez az
dltalénositds egyetlen allitdson alapul: halmazrendszerek legfinomabb kézés
particiondlis durvitdsa particiék esetén megegyezik azok legfinomabb kozos
durvitdsdval. Cikkiinkben ezt az dllitdst bizonyitjuk. Végiil kimondunk egy
allitdst az altalunk vizsgdlt és a hagyomdnyos informdcids struktira viszo-
nyara vonatkozdan.

2 Particiondlis informdciés struktira és koz-
tudott tudas

Minthogy a stratégiai interakcié kérdéseivel itt nem foglalkozunk, a szereplé-
ket dontéshozdknak fogjuk nevezni.

Definicié. Legyen Q a ddntéshozé szdméra relevéns, lehetséges 4llapotok

véges halmaza. Ekkor a
p:Q-Y

fliggvény a doéntéshozd jelzdfigguénye, Y elemeit pedig jelzésnek (jelnek,
szignédlnak) nevezziik,

A jelzéfiiggvény fontos tulajdonsdga, hogy a ¢! leképezés particiét hoz
létre az 2 dllapothalmazon. Ekkor a dontéshozé informéeiés strukturija par-
ticionalis. A P partici6 a déntéshozé informdcids particija. Az informécids
struktira megadhaté az informdciés particié segitségével is.

A kdztudott tudds hagyoményos fogalmdnak bemutatdsdhoz sziikségiink
lesz néhény fogalomra.

Definicié. Legyen P, P’ C P(Q) particié. P’ durvébb, mint P, ha

vI'eP' 3nL,L,...I,cP I’:UL-.
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Ilyenkor azt mondjuk, hogy P’ (gyenge) durvitdsa P-nek. Jelolése: P’ < P.

Definicié. Legyen Py és Py az 2 két particiéja. Py és Pq legfinomabb kozos
durvitdsa P; A Pa, ha teljesiti a kdvetkezd feltételeket:

P1 APy az § particidja,
P> P1L APy és Po > P1 APay
ha P3 particié, P; > P3 és Py > P3, akkor P1 APe > Ps .

A tovébbiakban feltessziik, hogy a szitudcidban n dontéshozé szerepel, az
i-edik déntéshozé informécids struktirdja P;. Jelolje
P =P1APaA...ANPp
a dontéshozdk informécids struktirajdnak legfinomabb kozos durvitasat, il-
letve w € € esetén P*(w) pedig P* azon elemét, amely w-t tartalmazza.
Definicié (Aumann [1976]). Az E C § esemény pontosan akkor koztudott

tudds a dontéshozdék kozott az w dllapotban, ha

Prw)CE. (1)

3 Nem particiondlis informdcios struktira és
koztudott tudas

Most nem tessziik fel, hogy minden édllapot egyértelmien meghatdrozza a
dontéshozé altal megfigyelt jelzést, hanem csak azt koveteljilk meg, hogy
minden egyes 4llapothoz kijelolhetd legyen az Gsszes jelzések halmazanak egy
olyan részhalmaza, amelynek egyik elemét az adott dllapot bekovetkezése
esetén a dontéshozé megfigyeli. A megfigyelt jelzés informéciot hordoz a
déntéshozéd szédméra, ha feltessziik, hogy ismeri jelzdfigguényét.

Definicié. Az i-edik dontéshozo jelzofiiggvénye a

¢i: 2 — P(Y)
fliggvény. A ¢;(w) halmaz elemeit az i-edik dontéshozd szdméra az w allapot-
ban megfigyelhetd jelzéseknek nevezzik.

A dontéshozé tehét megfigyeli jelzését, majd jelzofiiggvényének ismereté-
ben meghatérozza, hogy melyek azok az llapotok, amelyekben az aktualisan
megfigyelt jelzés szamara megfigyelhetd. Ezt irja le a kovetkezd fiiggvény:

¢; 1 Y: — P(Q) vy {we|y € di(w)}.
Definicié. Tetszbleges y; € Y; esetén ¢; (yi) az y; jelzéshez tartozd in-

formdcids halmaz, az informéciés halmazokbél 4ll6 halmazrendszer pedig a
dontéshozd informdcids struktirdja:

P={¢; (wi)|lyieYi}.
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Léathatd, hogy P nem feltétleniil particid, és lefedi Q-t.

Definicié. Legyen P, P’ C P(Q) tetszOleges. P’ durvabb, mint P, ha
VI'eP A, L,....I,eP : I'=\", L, é
vieP 3Al'eP' . ICUTI.

llyenkor azt mondjuk, hogy P’ (gyenge) durvitdsa P-nek. Jelolése: P’ < P.

Definicié. Legyen P, P’ C P(Q) tetszéleges. P’ particionslis durvitdsa
P-nek, ha P’ < P és P’ particié.

A kovetkez8kben megmutatjuk, hogy tetszéleges halmazrendszerhez egy-
értelmiien létezik annak legfinomabb particiondlis durvitdsa. Ehhez sziiksé-
giink lesz a kévetkezd fogalomra:

Definicié. Legyen P; és Py az Q két particidja. Py és Py legdurvdbb kozos
finomitdsa Py V Po, ha teljesiti a kovetkez6 feltételeket:

P1 V Pq az Q particidja,

Pr<P1VPyé8 Py <PV Py,

ha P35 C P(Q), P1 < Pg és Py <P, akkor Py V Py <Py .

Allitas. Legyen P C P(9) tetszdleges. Ekkor egyértelmiien létezik P’ C
P(£2), melyre teljestilnek a kovetkezd feltételek:

(HP <P

(2) P’ particié

(3) VP C P(Q) particid esetén P’ < P = P < P,

Bizonyitas. Vezessiik be a kdvetkezd jeldlést:
IT={P" C P(Q) | P" particiondlis durvitdsa P-nek }.

I # 0, mert {Q} € II. Elészor megmutatjuk, hogy IT zrt a legdurvadbb kézds
finomitas képzésére. Legyen Py, Po € II tetszéleges. Ekkor P; particis, Py
particié és Py < P, Py < P. Ebbél a V miivelet definicidja szerint kdvetkezik,
hogy P1 VP < P és Py VP, particié. Ekkor pedig P VP, € II, ami pontosan
azt jelenti, hogy IT zdrt a V miiveletre. Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

P=\/ P

Ekkor mivel II zdrt a v miiveletre, azért P’ € II teljesiil, amibl (1) és (2)
kovetkezik.
Mésrészt, ha P’ C P() particié és P” < P, akkor P” € II, amibél
P < P’ kévetkezik. Ez pedig (3) teljesiilését biztositja.
Az (1)-(3) feltételeket kielégitd P’ egyértelmiiségének beldtdsdhoz tegyiik
fel, hogy P is teljesiti az (1)-(3) feltételeket. Ekkor egyrészt P < P’, masrészt
P’ < P teljesiil, amelyekbél P = P’ kivetkezik.

Definicié. Legyen P, P’ C P() tetszdleges. P’ a legfinomabb particionalis
durvitdsa P-nek, ha
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(P <P
(2) P’ particié
(3) VP" C P(Q) esetén P" < P = P <P,

Jeldlés. P* a P legfinomabb particiondlis durvitdsa.
Megjegyzés. Ha P C P({) particid, akkor P* = P.

Definicié. Legyen 1 és 2 két dontéshozd a Py, Pe C P(£) informécids
struktiurdval. P* a legfinomabb kozos particiondlis durvitdsa P;-nek és Po-
nek, ha P* = P{ AP5.

Tehat Py és Po legfinomabb kézds particiondlis durvitdsa, éppen a legfi-
nomabb particiondlis durvitdsuk legfinomabb k&z6s durvitdsa. Az el6z6 meg-
jegyzésbdl kovetkezik, hogy ha Py és Po particidk, akkor azok legfinomabb
kozos particionalis durvitdsa megegyezik legfinomabb k6z6s durvitdsukkal.
Tehét a legfinomabb koz6s particiondlis durvités fogalma a legfinomabb k6zos
durvités fogalmanak dltaldanositasa.

Ezek utén definidljuk a koztudott tudds fogalmét tetszéleges informécids
strukturdk esetére.

Definicié. Legyenek P1,Ps,...,Pn az 1,2,...,n dontéshozdk tetszbleges
informécids struktirai. Legyen P* = Py AP A... AP ésw € P*(w) € P*.
Az E C ) esemény koztudott tudds a dontéshozdk kézott, ha P*(w) C E.

Amennyiben P1,Pa, . .., Py particidk, a definiciéban szereplé P*(w) meg-
egyezik az (1) definiciéban szereplé P*(w)-val.

Végiil megfogalmazunk egy allitast két dontéshozé ”koztudott tudds szer-
kezetére” vonatkozdan, amennyiben informacids struktirdjuk particiondlis,
illetve nem particionalis.

Allitas. Legyenek az 1,2,...,n dontéshozék informécids struktirai P, Pe,
, Pn egy adott helyzetben, illetve ugyanezen dontéshozdk informécids
strukturai Py, Ps, ..., P. egy mdsik helyzetben. Legyen az els$ helyzetben

Kg ={we€ Q| koztudott tudds az w-ban }
a masodik helyzetben
Ki ={we | koztudott tudds az w-ban }

Ekkor
Kg=K5.

Bizonyitas. Tetszbleges £ C 2 eseményre Kg = {w € | koztudott
tudéds w-ban a Py, Py,..., P, informdcids struktirdk mellett } = {w € Q|
P*(w) C E} = {w € Q | koztudott tudds w-ban a Pf,P;,...,P: in-
forméciés struktirdk mellett } = K.
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NONPARTITIONAL STRUCTURE OF INFORMATION AND COMMON
KNOWLEDGE

In the theory of dynamic games with incomplete information it is generally assumed
that the information structures of the players are partitional. Furthermore the
concept of common knowledge plays an important role in the solution of such
games. The paper introduces a more general notion of common knowledge wich is
appropriate for any —not only for partitional— information structure, The paper
compares the conventional and this general information structure and their relation
to the concept of the common knowledge.
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NYUGD{JPENZTARAK JOVOBELI KIFIZETESEINEK
BECSLESE A CENTRALIS HATARELOSZLAS TETEL
ALKALMAZASAVAL!

FARAGO MIKLOS
Kozponti Statisztikai Hivatal

Egy nyugdijpénztir jovobeli jéradék-kifizetéseinek egy adott pillanatra vo-
natkoztatott jelenértéke valészintiségi valtozd, mely a tagok koreloszlasdtol
és haldlozasi valdszinfiségeitél fiigg, Biztonsagi szempontbdl sziikséges, hogy
a pénztar id6ré] iddre vizsgdlja e valdsziniiségi véltozd eltérését a varhatd
értékt8l. E dolgozatban megmutatjuk —el8szor tagok egy kohorszara, majd a
teljes tagsagra vonatkozéan—, hogy e valésziniiségl valtozd eloszldsa bizonyos
feltételek mellett normaélis eloszldshoz tart a 1étszdm névelésével. A dolgozat
utolsé részében tovabb &ltaldnositjuk az addig elért eredményeket valészini-
ségi valtozdk sorozatdnak egy még bévebb osztalyara.

Bevezetés

Egy életjaradékot nydjté pénztar jovobeli kifizetései jelenértékének Gsszege
—a tagsdg kovetelése— valdsziniiségi valtozd, mely az egyes tagok kovetelé-
seinek Osszege. Egy tagcsoport kovetelésének varhaté értéke a tagesoport
tartaléka. A biztositdsmatematikéban elterjedt ,tartalék” elnevezés azért
indokolt, mert a pénztarnak pontosan ennyi pénzt kell félretennie, hogy ebbdl
—és a kamatokbdl— a jovSbeli kifizetéseket vérhaté értékben finanszirozza.

Fontos, hogy a pénztér vizsgalja a tagsig kovetelésének eltérését a vérhaté
értéktél, mert, ha nem szémol vele, még a val6ségos pénztari halandésagnak
megfelel halanddsagi t4blsk hasznilata esetén is tonkremehet, kiiléndsen,
ha taglétszéma alacsony.

Az 1. pontban bebizonyitjuk, hogy a kovetelések eloszldsa —tagok egy
adott kord alloménysnak kohorszéra vonatkozéan— nagy 1étszdm esetén a
normélis eloszlashoz kozelit. Az &llitds a centrdlis hatéreloszlds tételébdl
kozvetleniil kdvetkezne abban a specidlis esetben, ha minden tagnak azonos
lenne a szolgdltatdsa (havi jiradéka). Mi az dltalanos esetet vizsgaljuk. Erre
vonatkozéan megadunk egy minimélis kohorsz-létszdmot, mely folott a ko-
horsz kdvetelése a varhaté érték adott kérnyezetébe esik adott valészintiséggel.
A 2. pontban az 1. pont eredményeit dltaldnositjuk a teljes pénztari tagsig
kovetelésére vonatkozéan. A 3. pontban pedig tovabb &ltalanositjuk az addig
elért eredményeket és kimondunk egy tisztdn matematikai tételt.

1A cikk az Allami Pénztarfeliigyelet megbizdsibdl Stahl Janos altal irdnyitott kutatds
keretében késziilt. Beérkezett: 1999. szeptember 14.
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1 Egyetlen kohorsz esete

Egy nyugdijpénztir egy tetszOlegesen rogzitett ¢y idSpontban rendelkezik
olyan tagokkal is, akiknek mar folyésit valamilyen nyugdijjiradékot. Tegyiik
fel az egyszertiség kedvéért, hogy to valamely naptéri hénap ,,elsé pillanata”,
a jdradék egy havonta kifizetett, a ,,jaradékos” szdmdra személyesen megha-
tarozott, id6ben valtozatlan 6sszeg, melynek utaldsa éppen tg-ban, to+ 1-ben
stb., azaz mindig hénap elején ,,elSlegesen” -—a jaradékos haldldig— esedékes.
S forint tg 4 ¢ idSpontbeli értékének ig-beli jelenértéke Suvt, ahol v =
1/(1 +14) és i valamely havi kamatrdta. Ha pénziink havonta i kamatratéval
kamatozik, akkor ¢g-ban Sv* forinttal kell rendelkezniink ahhoz, hogy to + ¢
-ben S forintunk legyen. S forint havi jdradék t hénapon keresztiil t&rténd
kifizetésének jelenértéke az egyes kifizetések jelenértékének dsszege:

11—t
1—v'’
Ezentil feltessziik, hogy ¢ > 0. Miutdn a tag haldldnak idSpontja tg-ban
ismeretlen, ezért ¢ valésziniiségi valtozé és igy S(1 —v*)/(1 —v) is az.

Egy to-ban x éves tagnak t hénapon keresztiil folyésitott eléleges egyséy-
Jjdradék jelenértéke v # 1 havi kiértékelési diszkontldb mellett

, (1)

S+Sv+Sv2+...+S =49

ha ¢#£0.

1—2t

= 1—w

melynek varhaté értéke, ill. szérasnégyzete:

p= Zrmtl—v , (2)

11—
9 1 — b+l 2 S 1 — ottt ?
o = Zorz,t ('—IT) - Zorz,tTv_ ) (3)
1=l t=

ahol r, ; annak a valdszintisége, hogy a to-ban z éves tag ¢t hénappal kés6bb
még él, de tovabbi egy hénapon beliil meghal. Ertéke adott. (A KSH 4ltal
évente kiadott halanddsagi tabldkban szerepld valészintiségekbél egyszeriien
szdmithatd.) Feltessziik, hogy az emberi élet véges, azaz ry; = 0, ha 2 +1/12
elég nagy.

Mivel a tovdbbiakban egy ideig az = éves jaradékosok kohorszaval foglal-
kozunk, 7, u, 0 mogiil elhagyjuk az = indexet. Azonban késébb, amikor mér
a kiilonbozd kohorszokkal egyidejiileg foglalkozunk, hasznilni fogjuk a 7, 4,
oz jeloléseket. Megjegyezziik, hogy (2) és (3) a v — 1 hatdrdtmenet esetén
természetszerlileg az = éves koril ember hitralévs élettartamsinak virhaté
értékét és szérasit adja hénapokban.

Az aldbbi dbrék x fiiggvényében ébréizoljdk a u, o és u/o értékeket 0%,
illetve 4% éves kamatrdta mellett, ahol az éves és havi kamatrdta kozotti
O3szeflggés:

léves ((1 +4)*2 1)1/12 ‘
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Vizsgéljunk tehdt egy pénztar adott nem( x éves tagjaibdl 4ll6 n 1étszami

kohorszot. A kohorsz k-adik tagja tx hénapig Sk jaradékot kap (k=1,...,n),

ahol t, azonos eloszldsi, fiiggetlen valdsziniiségi valtozok sorozata. Tehdt

feltesszuk, hogy a pénztértagok haldlanak pillanata ,,egymadstdl fiiggetlen”.
Igy a k- adik tag kovetelése

1— ’Ut"'

Skl—

= Sk,

ahol 7, is azonos eloszldst, fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk sorozata. A
kohorsz kovetelése Y p_; Skmk, melynek varhaté értéke (a kohorsz tartaléka),
ill, szérsnégyzete u p_, Sk, ill. 02 Y5, S2, hiszen feltételezésiink szerint
Nk varhaté értéke és szérdsa minden tagra p, ill. o.

Ha minden tag azonos szolgéltatdssal rendelkezne (S; = Sp =...), akkor
a tagok kovetelése azonos eloszldsi, fiiggetlen valsziniiségi valtozok sorozatat
alkotna. Ekkor pedig a centralis hatareloszlas tételébol kozvetleniil kovetkez-
ne, hogy Osszegiik kozelitéen normaélis eloszldsi lenne és az ismert médon
fenndllna, hogy ha n > (6\/ue)?, akkor a kohorsz kovetelésének relativ
eltérése varhaté értékétdl po = 2®(2)—1 valdszinliséggel e-ndl kisebb mértékii,
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ahol "
O(z) = L / e~ /2 dy

21 oo
a standard normadlis eloszlds eloszlasfiiggvénye. Fontos mér most felhivni a
figyelmet, hogy a tovdbbi szamitdsok soran sehol sem fogjuk kihaszndlni az
7 valészinliségi véltozdt meghatarozé formula alakjat. Csak a szdrésat és
varhatd értékét kell ismerniink. Ez azt is jelenti, hogy nem sziikséges, hogy
a kiértékelési diszkontldb id6ben konstans legyen, lehet sorozat is, sot lehet
valészintiségi véltozok sorozata is adott eloszldssal. Ekkor a (2), ill. (3)
formulak helyébe bonyolultabbak 1épnek.

A most kovetkez8 centrélis hatdreloszldstétel kozponti helyet foglal el
ebben a dolgozatban. (A tételt ebben a formdban tartalmazza [3].) Jeldlje
ezentil "—” az n — oo melletti konvergencidt, M(£) és D(€) pedig a £
valdszintliségl valtozd varhaté értékét, ill. szdrisat.
LAPLACE-LJAPUNOV-FELE TETEL
Ha &, &2, ... fliggetlen valdszinlségi vdltozdk, melyeknek harmadik (kovet-
kezésképpen minden alacsonyabb rendil) momentuma, létezik, M(&) = 0,
k=1,2,..., tovibb4

22;1 ,Bkz =0
A !
ahol
n 1/2
A, = (ZDQ(&C)) . Be=M(&P), k=12,...
k=1
akkor

P<£1+£2Z...+5n <$> (),

Alkalmazzuk a tételt a mi &, = Sk(nr — p) sorozatunkra. Feltesszilk, hogy
valamennyi £, harmadik momentuma létezik, Fennall

M=ol S & =M (n-u?) DS
k=1

k=1

Ekkor a tétel szerint teljesiil

E Sl — 1)

e —2g]| — 8(2),
o, > Sk
k=1

P

feltéve, hogy
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azaz, ha

—(é‘ .9;:)2 —0. (5)

(£)

Ehhez pedig elégséges, ha a jdradékok korldtosak, hiszen ha valamely s-re és
S-re 0 < s < S, < 8, akkor a fenti tortnél nagyobb
n2588%  const

n3gb n

Az eddigi megfontoldsok eredményét a kovetkezéképpen foglalhatjuk ossze:
az = éves jaradékosok kdvetelése (a nekik szdnt jovobeli osszkifizetések je-
lenértéke) —mely azonos eloszlasi fiiggetlen valésziniiségi valtozdk linearis
kombiniciéja— standardizdlva normalis eloszldsi valésziniiségi véltozohoz
tart a létszam novelésével, ha a jaradékosok havi szolgdltatsait —melyek
a linedris kombindcié egyiitthatéi— pozitiv korldtok kozé szoritjuk.

Most levezetiink egy feltételt, melynek teljesiilése esetén a kohorsz kove-
telése a varhaté érték egy elére meghatdrozott kornyezetébe esik.

Ha a konvergencia elég gyors (ennek teljesiilését feltesszilk, és e cikkben
nem vizsgéljuk), akkor nem til nagy n-re a konvergdlé sorozat n-edik tagjanak
eloszlésfiiggvényét gyakorlatilag helyettesithetjiik a limesszel és irhatjuk, hogy

> Sk — ukz Sk
=1

20()\) -1~ P | [E= <Al =
o[> Sk
k=1
- (6)
> Sk — 1> Sk o | 3 Sk
—p| | k=1 2 k=1
©y Sk B Sk
k=1 k=1

Azonban mivel

k
A t_l <Az 5”';92 = A%%% <e, (7)
RS M

&) ()

>\ — il ’

e s

akkor a kohorsz kovetelésének relativ eltérése a vérhaté értéktsl 20(A) — 1
valdszintiséggel kisebb e-nal.

ezért, ha
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A fenti egyenl6tlenségben p, o adott, M-t pedig rogzitsik (pl. dgy, hogy
20(2) —1=0,99).

Ha a pénztar csupdn a mdar meglévé tagsdginak kohorszat kivénja vizs-
galni, akkor a (7) egyenlétlenségben n és Sy is adott, és igy kiszamithaté a
A-hoz tartozd e. Ha azonban egy jovébeli jaradékos-dllomanyra vonatkozéan
akarunk vizsgalddni, akkor rogzitett e mellett kiszamithatjuk, hogy kiilonbozd
n létszdmokhoz mekkora S/s ‘rés’ engedhetd meg. Az n, S/s és € kozotti
figgvénykapcsolatot szemlélteti az aldbbi dbra:

1400000 —

1200000 /
1000000 /////,
800000
e=3% /

600000

400000

200000

(] 1 S/s

0 5 10 186 20 25 30

4. dbra

2 A teljes pénztari tagsag esete

Altalsnosithatéak-e az eddigiek a pénztar Osszes jaradékosdra? Igen. Legyen
az x éves tagok szdma n., * € X, a kohorszok széma N = |X|, N <n. A
k-adik x éves tag kovetelése egy forint havi jaradék esetén

1 — phew

e ke = 1—-v

a Wz, 02 varhaté értékkel, ill. szérdsnégyzettel. Ekkor a teljes sllomény

Osszkovetelése
Ng
Z Z Sa:,lcna:,k: )
z€X k=1

melynek varhaté értéke és szérésnégyzete

Ty

Zuzisx,k ill. Y 02> Siy.
1

TeX k=1 z€X k=
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Az dsszkbvetelés standardizalt eloszldsdnak konvergencidja a normélis elosz-
léshoz a 0 < 5 < Sy < S feltételezés esetén ugyantgy igazolhaté, mint egy
rogzitett kohorszra vonatkozéan, ha a Laplace-Ljapunov-féle tételt most a

gz,k = Sa:,k:("?cc,k - M:z:)

sorozatra alkalmazzuk. Ehhez azonban értelmezni kell a konvergencit: jelolje
n az Osszes jaradékos szdmét, ny = n,(n) a mindenkori z évesek szdmat,
S zex Ne(n) = n, tovdbba ng(n + 1) = ny v. ng + 1, azaz n eggyel torténd
novelése egy 1j Ja,radekos belépését jelenti va,lamelylk kohorszba n 1uj értel-
. mezése mellett is megtartjuk azt a konvenciét, hogy "—" az n — oo melletti
konvergencidt jelenti. Ekkor tehdt

S B Teex M (I —um w82
A (Teex 2T 52 )“’2
. s M (Jn — pel?) Taex Tirt” Sk
VW mingex 03 (Loex Thzt S )3’2

Mivel pedig = véges halmazon fut végig, az eloszlds konvergencidjéhoz elég-
séges, ha

P v I ) n -
(o2,

ehhez pedig valéban elegendd 0 < s < Sy x < S, hiszen a fenti tortnél most
is nagyobb

n2S8%  const

B
A teljes dllomény kovetelésének a vérhaté értéktdl vald eltérésére pedig azt
kapjuk —megismételve a kohorsz esetén alkalmazott bizonyitds (5), (6) lépé-

seit—, hogy az 2®()\) — 1 valésziniiséggel kisebb e-ndl, ha
)\SV ZIEX Oz T <e. (7/)
8 sex Halt

Amennyiben a pénztar igy dont, hogy az Osszes jdradékos befizetéseire vo-
natkozé s, ill. S korlatok helyett kohorszonkénti s, ill. S, korldtokat allit,
akkor a becslését igy finomithatja:

A vV Emex (T-:-:n-”‘-'s;: <. (7//)

Z;e_.\( Pl Sa:

E formuldnak —s; = s, ill. S; = S vélasztds esetén— nyilvan specidlis esete
a megel6z0.
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Ha a pénztar jovébeli tagsiganak nyidjtandsé S, szolgiltatdsokrél —a
fenti korlatok megéllapitdsa mellett vagy helyett— egyéb informécidk is is-
mertek, akkor a becslések tovdbb javithatéak. Péld4ul, ha Sz k-t egy adott
eloszldscsalddhoz tartozé valdsziniiségi valtozénak tekinthetjitk, akkor az ed-
digiekhez hasonléan egyenlétlenségeket vezethetiink le az eloszldscsaldd pa-
ramétereire vonatkozdan.

3 Az altaldnos eset

A pénztari vonatkozdsoktdl eltekintve dltaldnosabban is megfogalmazhatjuk
az eddieket,

TETEL. Legyen {1, &9, ... fliggetlen valdsziniiségi valtozdk sorozata, melyek-
nek harmadik momentumai léteznek, tovdbbd tegyiik fel, hogy a sorozat
elemei egy tdbldzatban vannak elrendezve tgy, hogy az egy sorban lévék
egy konstans szorzétdl eltekintve azonos eloszldstiak, azaz az z-edik sor k-
adik tagja Sg k7. k alakd, ahol Ne,1y Nz,2, - - azonos eloszldsi. Legyen 7,
vérhatd értéke pi, és szérésa o,. Az egy sorban 1évé elemek szdma, valamint
a sorok szdma egymdstdl fiiggetlenill lehet véges vagy végtelen. A tébldzat
kitoltése ”természetes médon” torténik: ha &, &o, ..., &, az elsé N(n) sor
valamelyikébe keriilt és &, elhelyezése utén az z-edik sor ‘hossza’ ng(n),
akkor &,41 vagy az N(n) + l-edik sor els8 helyére keriil, vagy egy mér
kordbban elhelyezett elem mellé. Azaz formélisan vagy SN(n)+1,1MN(n)+1,1,
VAgY Sgny(n)+17e,ng(m)+1 alaki lesz (1 < z < N(n)). Nyilvdn teljesiil

Yowex Naz(n) =n.
Ha valamely s, S, ¢, C konstansokra 0 < s < Sy, < S; 0 <c < 03 és

M(Inz—pe’) <C  (x=1,2,...),

akkor

P(£1+£ZZ.+£TL <.’13> —>@(£L‘),

ahol

- 1/2
k=1

BizoNYITAS. A Laplace-Ljapunov tétel szerint elég igazolni, hogy

T
Z!.:A:.;ABA. '—’On

ahol Br = M (|¢x]%), k =1,2,.... Ehhez elegend§ beldtnunk, hogy

n N(n M (n
Zk:l ﬁk < ma‘XISESN(") M (|77£E - ,u*z|3) Zzz(l) k:=(1 ) Sg,k:

A3 = ] n ng(n 3/2
W min; <o < N(n) 02 (Ziv=(1) Zlc:(l )Sg,k)

—y; 0 (4//)
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A (4”) konvergencia teljesill, ha a szorzat elsé tényezdje korlatos, a masodik
pedig nulldhoz tart. Utébbi azért igaz, mert a méasodik tényezét majordlja

nS3
nd/2g3

az els6 tényez6 korlatossdgdnak pedig szitkséges és elégséges feltétele 0 < ¢ <
03 és M (Ine — pl®) < C, (z = 1,2,...), mivel a sz4mldl6 els tényezdje
monoton ndvekvé, a nevezdjé pedig monoton csékkené fliggvénye n-nek.
Tehat a feltételek szerint (4”) -et majordlja

g n _S_Szconst_)o. (5")
c n3/2 g3 J/n

Az elsé két pontban bizonyitott allitdsok a most bebizonyitott tétel speci-
4lis esetei: az egyetlen vagy tobb kohorszbdl 4116 tagsig a véges szamii sorbol
4116 tabldzatnak felel meg oly médon, hogy minden kohorszhoz a tabldzat egy
sora tartozik.

Irodalom

1. J. J. McCutcheon and W. F. Scott: Mathematics of Finance and Investment,
(Heinemann, 1986)

2. B. Benjamin and J. H. Pollard: The Analysis of Mortality and Other Actu-
arial Statistics, (Institute and Faculty of Actuaries, London, 1993)

3. Prékopa A.: Valészinliségelmélet miiszaki alkalmazasokkal (Miszaki Kényv-
kiadé, Budapest, 1972)

4. Life Insurance Mathematics Hans, Gerber (Springer, Ziirich,1995)
5. Actuarial Mathematics (Bowers, Gerber, Hickman, Jones, Negbitt, 1986)

ESTIMATION OF THE FUTURE ANNUITY PAYMENTS OF PENSION
FOUNDS APPLYING THE CENTRAL LIMIT THEOREM

At a given moment the net present value of the future annuity payments of a
pension found is a random variable that depends on the age distribution of the
members and their probabilities of death. In safety respect for a pension found it is
necessary to analyse the deviations of this random variable from its expected value
from time to time. In this paper we prove —first for a single cohort of members,
than for the total pool of members— that under certain conditions the distribution
of this random variable is assimptotically normal. In the last part of the paper we
generalise the results achieved for a larger class of sequences of random variables.






Szigma, XXXI. (2000) 1-2. 49

KONYVEKROL

2001. februdr 8-in {innepélyes keretek kozott mutatta be a KJK-Kerszov
Jogi és Uzleti Kiadé egyik legiijabb termékét, Zalai Ernd akadémikusnak, a
BKAE tanszékvezeté egyetemi tandrdnak a matematikai kozgazdasagtanrdl
irt nagyszabdsi monografidjit. A sajtébeszélgetéssel egybekotott konyv-
bemutaté tdrsrendezéje az MTA Kézgazdasdgtudoményi Bizottsdga volt.

Az aldbbiakban kozreadjuk a kényv rovid ismertetSjét és a két felkért
hozzdszolé, Simonovits Andras, illetve Komldsi Sandor a konyvvel kapcso-
latos gondolatait. Egyben gratuldlunk a szerzének konyve megjelenése al-
kalmébol.

Voérds Jozsef, a SZIGMA f{Oszerkeszt6je

7ALAI ERNG: Matematikas kézgazdasdgtan (A korszerii mikrookondémiai
elemzés klasszikus és neoklasszikus szemléletii modelljei), KJK-Kerszov,
Budapest, 2000., pp. 896.

L.

A kdnyv a szerzd 1989-es —ugyancsak a kiadé gondozdsdban megjelent—
Bevezetés a matematikai kézgazdasdgtanba cimli munkajanak jelentdsen at-
dolgozott és kib6vitett viltozata. Az dtdolgozds soran kiilon hangstlyt kapott
a mikrodkondmiai fogalmak és elemzési eszkozok matematikai kozgazdasdg-
tani alapjainak és a matematikai kozgazdasdgtani modellek kozgazdasdgi in-
terpretéciéjanak, elméleti és gyakorlati alkalmazasi lehetéségeinek és korld-
tainak bemutatésa.

A kdnyv hérom részre tagolédik: Az elsé rész az dltaldnos egyensilyelmélet
matematikai kozgazdasigtani megkozelitéseit targyalja a konvex analizis esz-
kozeivel, A szerzd bevezeti és részletesen elemzi a termelési és a fogyasztdsi
dontések lefrdsdra felhaszndlt matematikai modelleket, az dltaldnos egyen-
silyelmélet fontosabb modelljeit és azok kapcsolatit a mikrockonémidval. A
kényv mésodik része a fiiggvénytanon és az analizisen nyugvé neoklasszikus
mikrodkonémai megkozelitését mutatja be, a kereslet és kindlat alakuldsat
magyarézé és elemz6 elméletek médszertani alapjait és alkalmazdsait. A har-
madik pedig kiegésziti az elébbieket a linedris, nemzetgazdasigi szintli mo-
dellekkel (input-output, tevékenységelemzési modell), illetve az drutermelés
és az 4sralakulds torvényszeriiségeinek nemzetgazdasdgi szintii elemzéseivel.
A konyvet két matematikai fliggelék zdrja.

Zalai Ernd hidnyp6tlé munksja tankonyvként- és szakmai kézikonyvként
egyarént jol hasznélhatd.

a Kiadé ajanldsa
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II.

A rendszervalt(oz)ds éta a matematikai kozgazdasdgtan folyamatosan veszit
Jjelentéeégébdl Magyarorszagon. Pedig Otven évvel ezelStt, a piacgazdasa-
got f6lszamolé szocializmus kezdetekor még burzsod tudoménynak szamitott.
Amikor az 1960-as években hazdnkban is meghonosodott e tudomény, 1ittérs
szerepet jatszott a logikus és szakszer(i kdzgazdasigl gondolkodds miivelésé-
ben és terjesztésében. A kozponti gazdasigirdnyitds sziikségszerii felszamol4-
sa és a spontdn piaci szabdlyozds uralomra jutdsa sokakban azt a tévképzetet
keltette, hogy az 1j rendszerben mar a matematikai kdzgazdasdgra sincs til
nagy szikség.

Szerencsére Zalai Erné ,,Bevezetés a matematikai kdzgazdasdgtanba” c.
konyve 1989-ben jelent meg, amikor még nagyobb hitele volt tudomédnydgunk-
nak. Jé szivvel mondhatom, hogy e kdnyv azdta is nélkiildzhetetlen eszkoze
az elméleti kozgazdasdgtan oktatdinak és kutatdinak.

A jelenlegi kdnyv szémos tekintetben folytatja a ,,Bevezetést”, de ahogyan
a megvaltozott cim is utal rd, mér nem bevezetd fokon. (Egyébként a Beveze-
tés is legalabb kozépfokd kényv volt!) A kib6vités a tobb, mint megkettSzd-
dott terjedelembdl is lathatd. Igaz, ezzel parhuzamosan t6bb fontos téma (pl.
a dinamika) kikeriilt az 1) konyvbél, tehdt a bent maradt témék elmélyiilt
targyaldsara igazdn sok hely maradt.

A kényv egyik sajatossdga, hogy egyarant foglalkozik a neoklasszikus
kozgazdasdgtannal és az eredeti klasszikus (azaz a Marx elétti, elsésorban a
ricardo-i, valamint a marxi) kdzgazdasdgtannal és annak modern valtozataival
(Leontief, Neumann, Brédy, Sraffa, Steedman és sajét eredményeivel). Taldn
mondanom sem kell, hogy a f64aram képviseldi manapsig csak a neoklasszikus
elméletet targyaljak, legfeljebb libjegyzetben foglalkoznak a klasszikus koz-
gazdasdgtannal. Pedig a klasszikus kozgazdasdgtan és annak modern val-
tozatal szdmos pontban a neoklasszikus utédja el6tt jar: jobban irja le a
gazdasdg korkorosségét, dinamikdjat, intézményi részleteit. De még ott is,
ahol tulhaladottd véalt, mint pl. a munkaértékelméletben, egész nemzedékek
ideoldgiai forrdsaként szolgdlt: ezért is oktatandé és kutatandé maradt. Zalai
Erné ragaszkoddsa e kettds 6rokséghez dicsérendd, bar a kettd ardnyat sokan
minden bizonyéra vitatni fogjak.

A kényv mdsik sajatossiga, hogy a szerz6 nem elégszik meg a logikai
kifejtéssel, sokszor rdmutat a hattérben hizddé eszmetorténeti folyamatra is.
Ez a mér beavatott olvasd szdmdra mélyebb megértést tesz lehetévé, de a
nem eléggé tjékozott olvasdt esetleg megzavarhatja.

Harmadiknak emliteném, hogy a szerzé —nagyon helyesen— nem mate-
matikai jatékszernek tekinti a matematikai kozgazdasdgtant, hanem a gaz-
dasagi élet sordn felvet6d6 kérdések tdrgyaldsdra, ha nem is mindig megvéla-
szoldsdra szolgdld eszkoznek. Ezért fliz gazdag megjegyzéseket a vitatottabb
pontokhoz.

Negyedik megjegyzésemmel visszakanyarodorm a témavélasztdshoz. Tény,
hogy manapsdg mér nem igen {rnak olyan atfogé matematikai kozgazdasig-
tani konyveket, mint amilyen Samuelson 1947-es Foundation-ja volt (nem
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tévesztendd Ossze sok valtozatban kiadott, magyarra is leforditott népszerd
tankonyvével). Ma mér kilén mikrotkonémiat, kiilon makrookonémidt, ipari
szervezeteket stb. frnak. Cimével ellentétben, Zalai konyve sem &ltalaban a
matematikai kozgazdasdgtannal foglalkozik, hanem annak legfontosabb és
kozponti teriiletével, az in. dltaldnos egyensilyelmélettel. En ezt az utébbi
cimet adtam volna a konyvnek, és ezzel jeleztem volna a kiadénak a tovabbi
siilyos teenddket: szitkség van magas szintl makro, jatékelméleti, ipari-szer-
vezeti stb. konyvekre is. .

De hét ne legyiink telhetetlenek. Oriiljiink egyiitt Erné kényvének, amely
hossz1i idére nélkiilozhetetlen eszkoze lesz az igényes matematikal kozgazda-
szoknak — didknak, tandrnak és kutaténak egyarant.

Simonovits Andrds (MTA KTK)

II1.
A. A matematika szerepe a kozgazdasdgtanban (az oktatds feldl nézve)

A 90-es évek rendszervéiltozdsa alapjaiban véltoztatta meg a kozgazdaszkép-
zést Magyarorszagon. A politikai gazdasdgtant felvaltotta a mikro- és makro-
okonémia, szdmos 1ij, addig nem tanitott tirgy kerilt fel a palettdra, mint
példdul pénziigyi matematika, termelésmenedzsment stb. Annak ellenére,
hogy a hangsily az tizleti targyak irdnydban tolédott el, az alapozé matema-
tikai targyak ,,felértékel6dtek”.

Természetesen sziitkség volt egy meglehetdsen komoly stilusvéaltasra a ma-
tematikai tdrgyak oktatdsban, de ezzel egyiitt, illetve ennek eredményeként
teljesen megsziintek azok a kordbban gyakran tapasztalhaté ,sirdmok”, hogy
miért van egy kozgazddsznak sziiksége olyan sok matematikdra.

A stilusvdltds lényege abban 4ll, hogy a matematikédt, nem mint egy ,,el-
kiiloniilt” és ,,mindenek folott 41167, ,,0ntorvényd” | tiszta” tudomanyt tanul-
jak a hallgaték, hanem mint egy eszkozt (nyelvet és technikét), amely nélkiil
szémos komplex kozgazdasdgi probléma nem is tdrgyalhatd, a megolddsrol
nem is beszélve. Az 1j stilus szerencsés 6tvozete kell, hogy legyen az esszé-
jellegli megfontoldsoknak és a szigord matematikai okfejtéseknek.

Szdmomra Zalai Erné konyve ékes bizonyitéka ezen stilus 1étjogosultsidga-
nak. Zalai Erné tudatosan, nagyon j6 ardnyérzékkel hasznalja ezt a stilust.
Ena magam részérdl ezt a konyv egyik kiilon értékének tartom.

B. A kézgazdasdgtan szerepe a matematikdban (az oktatds feldl nézve)

A rendszervaltis érdekes mddon hozta felszinre a hazai matematikusképzés
problémaéit. A kozgazddszképzés szinte pillanatok alatt ,,piackonformmd”
valt, a tudomdnyegyetemeken folyé matematikusképzés, matematika szakos
tanarképzés viszont csak nehezen ébredt ,,Csipkerézsika &lmaboél”. Annak
dacéra, hogy a kozgazdasigtan szdmos matematikai diszciplinara igen csak
megtermékenyitéleg hatott, mégis alig tudunk olyan kezdeményezésrdl, amely
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a matematikusképzésben fontos szerepet szdnna a matematikai kdzgazdasdg-
tan eredményeinek bemutatdsara.

Az egyik ilyen pogzitiv kezdeményezés a Szegedi Tudoményegyetem és a
BKAE 4ltal kézdsen ,,uzemeltetett” programozé matemematikus-kdzgazddsz
szak, a mdsik egy pécsi kezdeményezés: a matematika-tandrképzésben egy
Gazdasdgmatematika Fakultdcié (szakirdny) beinditdsa, amelyben opericié-
kutatds, termelésmenedzsment, matematikai programozés és konvex (nem-
linedris) analizis mellett a matematikai kozgazdasdgtan onélld targyként je-
lenik meg. Sajnos ez az elképzelés nem kapott akkreditdcidt, nagy valdszinii-
séggel a tarsegyetemek ellenérdekeltsége miatt.

Véleményem szerint korszerli matematikus, vagy matematika-tanarképzés
nem nélkiilozheti a kozgazdasdgl alkalmazdsok magas szintli bemutatdsat.
Hogy vérhaté el egy kozépiskolds matematika tanéartdl, hogy kézgazdisz pa-
lyéra késziilé didkjanak megfelel municiét és meghatdrozd motivécidt adjon,
ha maga erre nincs felkészitve. A matematikai kézgazdasdgtan, véleményem
szerint, nem hidnyozhat a modern matematika-tandrképzés programjabdl.

Zalai Erné konyvének megjelenését azért is idvozlom nagy drommel, mert
végre megsziiletett az a magyar nyelvil szakkonyv, amibél remélhetden nem
csak a kozgazdasz hallgatok szerezhetnek ismereteket errél a fontos teriiletrol.

A kényv tudatos szerkesztésébsl arra tudok kovetkeztetni, hogy Zalai
Erné maga is hasonldéan vélekedik, mint én. A szerzd maga irja, hogy ”...
A konyv szerkezete ezért lehetévé teszi azt is, hogy eqyes fejezetpontokat,
st egész fejezeteket lehessen dtugrani, és eredeti sorrendjik direndezésével
nagy szabadsdgi fokkal lehessen dsszedllitani a konyvre alapozott kurzusok
tananyagdt.”

Meg vagyok gy6z&dve, hogy a Szerzé ezen torekvése nem hidbavald. Sokan
fogjak élvezettel tanulmdnyozni a matematikai kozgazdasigtant Zalai Erng
utmutatasi alapjan. Ezt a véleményemet erésiti a konyv szdmos tovdbbi jé
tulajdonsiga:

e az élvezetes és konnyed stilus,
e a szabatos és preciz fogalmazads,

e a ,laza kifejtések” és a ,,szigord bizonyitdsok” egészséges, a mondandé
,,hitelességét” nem veszélyeztetd dtvizése,

e a torténeti aspektusokra valdé rdmutatés,
e az Gszinte, kritikus hangvétel a modellalkotds buktatdirdl,
o a matematikai apparatus kénnyed és elegans kezelése,

és még folytathatndm a sort, de nem teszem ... Helyette javaslom a személyes
meggy6zddés egyediil udvozits és jol bevalt , klasszikus” mdédszerét: vegyék
kézbe Zalai professzor vj kinyvét, és szerezzenck bizonyossdgot az elmondot-
tak tgazsdgdrol!

Komlési Séndor (PTE KTK)
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BARAKONYI KAROLY: Stratégiai dontések: Csapddk - Buktatok -
Megolddsok, Janus Pannonius Tudoményegyetem Felndttképzési és Emberi
Er6forras Fejlesztési Intézete, Pécs, 1998.

Bizonyéra valamennyien voltunk mar olyan déntési helyzetben, amikor megle-
hetSsen kevés informécié birtokdban, bizonytalansdg kozepette kellett siilyos
kovetkezményekkel jird kérdésekben donteniink. BARAKONYI KARrory kény-
ve azoknak az aktuslis és potencidlis dontéshozdknak szdl, akik stratégiai
fontossdgd déntések meghozataldra kényszeriilnek meglehetsen kevés in-
formacié birtokdban, bizonytalansig kézepette, az id6 szoritdsiban, jelentds
kock4zat nyomésa alatt. A szerz6 arra véllalkozik konyvében, hogy segitséget
nyijtson a déntéshozéknak ebben a frusztralé folyamatban.

A kényv féként stratégiai dontésekrdl, az egyén, a szervezet, az intézmény
vagy egy véllalat életében a legfontosabb dontésekrél sz6l, melyek rendsze-
rint visszafordfthatatlan, vagy nagyon nehezen és koltségesen mddosithato
folyamatokat inditanak el. Paradox médon ezeknek a legnagyobb fontossagu
déntéseknek a mdédszertani megalapozdsa a leggyengébb.

A 1. Fejezet a stratégiai dontés dltaldnos vonatkozdsait targyalja. Rovid
4ttekintést kapunk a menedzsment gondolat fejlédésérdl; a szdzadforduld ide-
jén létrejott tudomédnyos munkaszervezéstol kezdve, egészen a 90-es évek ele-
jét8l tért hédit6 kognittv megkozelitésig. Ez az 1j irdnyzat a gondolkoddsi
folyamat jobb megértésével, a rosszul strukturélt dontések megalapozdsnak
javitdsdval visz elére benniinket, megtartva a korabbi periédusok bevalt ered-
ményeit. BARAKONY! KAROLY kényve ezt a legmodernebb irdnyzatot mu-
tatja be, Magyarorszdgon elséként.

A 2. Fejezet a kognitiv megkdzelités egyik alapkérdésével, az emberi gon-
dolkoddssal foglalkozik, természetesen a dontéstudomény szemsz0gébdl. Rész-
letesen térgyalja az intuicié és racionalitds probléméjit, valamint a raciona-
litds korldtozdsdnak kérdéseit. Ez a fejezet a dontéselmélet egyik kozponti
kérdésének, a hasznossdg-elmélet alapjainak bemutatisdval zarul.

A 3. Fejezet a dontési folyamatokban alkalmazott heurisztikdk (automati-
kus gondolkoddsi folyamatok) természetrajzdt mutatja be. A szerz6 sok
konkrét példa bemutatdsival rémutat arra, hogy nagy a veszélye annak, hogy
az automatikus gondolkodssi folyamatok irracionélis déntésekhez vezetnek.
A csapdsk és buktaték alapos taglaldsa, mint a konyv alcime is mutatja,
fontos eleme a konyvnek, és véleményem szerint egyik nagy értéke is. Heu-
risztikus gondolkoddsunk csapdéinak és buktatdinak ismerete feltétlenil hoz-
zdjarulhat mésok vagy sajit magunk viselkedésének, dontéseinek jobb meg-
értéséhez. Ha az irraciondlis dontés veszélyeivel tisztdban vagyunk, akkor
kritikus helyzetekben —amikor raciondlis dontésre lenne sziikség— a veszélyt
csokkenthetjiik.

A 4. Fejezet a stratégiai dontést, mint folyamatot elemzi; 6t fazisra bontva:
metadéntések — a dontési keret kialakitdsa — informdcid gyijtés — vdlaszids
az alternativdk kézott — tanulds. A szerz6 nyomatékosan figyelmesztet arra,
hogy a dontési csapdak elkeriilése érdekében feltétleniil sziikséges a dontési
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folyamat alapos tanulmdnyozasa, az elhdritds mddszertandnak elsajititdsa.
Tovabbi megszivlelendd jé tandcs: a dontések értékelése, a tanulsigok levo-
nasa rendkivil fontos befejezd aktusa a dontési folyamatnak, melyet sikeres
dontések esetén se hagyjunk el!

Az 5. Fejezetben a dontési csapddk elkerilésérsl van szé. A dontési folya-
matokra vonatkozd kutatdsok alapjdn kideriilt, hogy a legkilonbozébb terii-
leteken tevékenykedd dontéshozdk (véllalati vezetdk, politikusok, ligyvédek,
orvosok, katondk) ugyanazokat a tipushibdkat kovetik el. Ebben a fejezetben
azokat a buktatdkat foglalja Gssze a szerz6, amelyek a stratégiai dontési folya-
mat szempontjabol kiildnosen veszélyesek (fejesugrés a probléméba, keretvak-
sdg, a gondolkoddsi keretek helytelen hasznélata, tilzott magabiztossdg, r6-
vidlatasi zdrlat, csipSbél tiizelés, csoport hiba, a visszacsatoldsok elmaradésa,
a tanulsigok levondsdnak elmulasztédsa, a dontési folyamat Atvildgitdsdnak
mellézése stb.). A dontési csapddkkal kapcsolatban ebben a fejezetben az
a kézponti kérdés, hogyan lehet ezeket a hibdkat felismerni és tudatosan
elkeriilni, és ezdltal hogyan javithatjuk magit a dontési folyamatot.

Minden dontési folyamat kritikus pontja a céloknak legjobban megfeleld
alternativa kivdlasztdsa. Sokan magdt a dontést is erre az aktusra sziikitik
le, a megeldz6 fazisokat dontéselbkészitésnek tekintve. Minden, ami ez elétt
torténik (a dontési kritériumok megfogalmazdsa, az informécié dsszegyiijtése,
elemzése és értékelése, a déntési alternativik megfogalmazdsa) ennek a va-
lasztdsnak az elokészitését szolgdljdk. A minden szempontbél dtgondolt, ala-
pos el6készités ellenére sem nyilvanvald, hogyan kell a céljainkat leginkdbb
megvaldsithaté alternativat kivdlasztani. Rdadédsul ez a procediira is tele van
buktatdkkal, csapddkkal.

A 6. Fejezet az alternativék sorbarendezésének (stlyozdsdnak) kiilonbozd
elveit és technikait mutatja be. Néhdny klasszikus példa utén (BLAISE PAs-
CAL elemzése a hit igazoldsara, a ,,fogoly dilemméja”) részletesen elemzi a
kényv a linedris modellek silyozdsi technikdit (bootstrapping maédszer, ob-
Jjektiv linedris modell), rdmutatva itt is a buktatdkra, csapddkra. Kisérletek
kimutattak, hogy a linedris modellek tudatos alkalmazdsa konzisztensebbé
teszi dontéseinket, kdzelebb visz a raciondlis gondolkodédshoz, a csapddk el-
keriiléséhez.

A fejezet hétralevd részeiben a konyv részletesen ismerteti a THOMAS
SAATY &ltal kifejlesztett analitikus hierarchikus dontéshozatali megkozelitést
(Analytic Hierarchy Process, roviden: AHP), amely rosszul strukturalt, t6bb
célt vagy tobb kritériumot koveté dontési problémék kezelésére kiiléndsen
alkalmas. Az AHP lehetévé teszl szdmunkra, hogy a konkrét, mérhets té-
nyezOkkel és a kevésbé megfoghaté faktorokkal egyardnt foglalkozhassunk.
Adatainkat, gondolatainkat, intuitiv elgondoldsainkat, megérzéseinket és {té-
leteinket egy logikus, hierarchikus struktirdba rendezziik, megfelelSen kezelve
a bizonytalansdgot. Az eljards lehet6vé teszi szdmunkra elgondoldsaink,
megérzéseink késébbi fellilvizsgdlatat.

A kényv témoren ismerteti az Fzpert Choice szdmitégépes rendszert, me-
lyet kifejezetten az AHP tdmogatdsdra, a dontéshozé munkdjdnak segitésére
és vezérlésére fejlesatettek ki. Az Egyesiilt Allamokban ez az egyik legelter-
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jedtebben hasznalt déntéstdmogaté rendszer, vallalati és kormanyzati szervek
kiterjedten haszndljdk dontéseik jobb megalapozésa érdekében.

A konyv a csoportos dontés probléméjanak targyaldsaval zarul. ,,...Az
a tény, hogy egy dontés meghozataldhoz tobb okos embert gyfijtink Gssze,
6nmagdban még nem jelent jobb megolddst. Csak akkor lehet jobb a cso-
portos dontés eredménye az egyéninél, ha alkoté wita alakul ki kozottik,
amelyet az informécidk finomitdsdval és a kiilonbségeket elsimité konszenzus-
kereséssel oldanak fel. Ha nem ez torténik, a csoportos dontés még hibasabb
lehet, mint az egyéni. A csoportos dontés sikere tehdt a résztvevik képességein
til elsésorban a dontés irdnyitdsdtol fligg. A csoportos dontési folyamat
irdnyitdsanal kiilonosképpen figyelemmel kell lennink a metaterv kidolgo-
zdsdra, a dontési keret kidolgozdsédra, a csoport Osszedllitdsdra, a divergald
megkozelités stimuldldsira, a konvergencia megteremtésére, majd a végsé
doéntés meghozataldra ...” irja a szerz6 a 7. fejezetben.

A konyv egyik erénye a kivdld, konnyed stilus, mely a laikus érdeklédék
széamara is teljes mértékben érthetévé (megkockdztatom: élvezhetdve) teszi
ezt a szakkonyvet. A fajsilyosabb részletkérdéseket a szerzéd nagyon ligyesen
a Jegyzetek részben targyalja, kielégitve ezaltal a kevésbé laikusok szakmai ki-
véncsisagat is. A hasznossdg-elmélet targyaldsit a NEUMANN-MORGENSTERN
elméletre alapozva végzi, nem riadva vissza ennek az elméletnek a tiszt-
ességes bemutatdsdtdl sem, melyet természetesen a Jegyzetek kozott tesz
meg, érthetd okokbdl. Ez a példa is jol mutatja a szerzéd helyes ardnyérzékét
mondanddja kifejtésekor.

A fentiek alapjan teljes mértékben vallom azt, ami a konyv ,,fiilszévegé-
ben” olvashatd: a konyvet vezetoknek, politikusoknak, egyetemi hallgatéknak,
de a magdnélet dontéseivel kiszkoéddknek egyardnt ajanljuk. Recenzidm vége
felé kozeledve be kell vallanom, hogy én is a laikus olvasék tdbordba tar-
tozom, de a fent emlitett olvasmdnyos stilusnak koszonhetden szinte egy
szusszra olvastam végig ezt a konyvet. De volt egy masik dolog is, ami en-
gem, mint matematikust megfogott és nyilvdn emiatt élveztem igazan a kdnyv
olvasdsét: a kognitiv megkézelités, az emberi gondolkodds fontossdgdnak felis-
merése é€s hangsulyozdsa a stratégioi dontések meghozataldban. Matematiku-
sok kérében jél ismert POLYA GYORGY neve, aki csodalatos kényveket i1t az
emberi gondolkoddsnak arrél a tipusdrd!, ami a problémamegolds matema-
tikusokat jellemzi (A gondolkodés iskoldja, A problémamegoldds iskoldja.).
De emlithetném LAKATOS IMRE matematikus-filozéfus munkait is. Miutén
az emberi gondolkoddsnak nincsenek elkiiloniilt ,,rétegei” (kiilon matema-
tikusok és kiilon dontéshozdk szédmadra) ezért nincs is semmi csoddlkozni
valé azon, hogy ezek a matematikusok (gondolkoddk) nagyon sok hasonld
megallapitasra jutottak, mint az emberi gondolkodas buktatéival, csapddival
foglalkozé dontéstudoményi szakemberek. Ezeket a miiveket, mint meglévd
forrdsanyagot —véleményem szerint— a stratégiai dontések kognitiv aspektu-
sait vizsgdldk nagy haszonnal forgathatnik. BARAKONYI KAROLY konyvének
elolvasdsa utdn szdmomra egyre nyilvanvalébb a két teriilet erdteljes konver-
gencigja.

Komlési Séndor
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SIMONOVITS ANDRAS: Matematikai mddszerek a dinamikus kézgazdasdg-
tanban, Kozgazdasigi és Jogi Kényvkiadé, Budapest, 1998. 311 o.

Eppen fél évszdzaddal Harrod ,,Dinamikus kozgazdasdgtan felé” c. tanulma-
nyinak megjelenése utin vehették keziikbe az érdekldddk Simonovits Andrds
konyvét. A kozgazdasdgtan varhaté fejlédési irdnydra vonatkozé harrodi
progndzis helyesnek bizonyult, a statikus illetve komparativ statikus elemzés
helyébe mindinkabb a gazdasdgi folyamatok dinamikus szemlélet( vizsgilata
lépett. A dinamikus szemléletmdd elterjedését nagymértékben elGsegitette az
a tény, hogy a huszadik szdzad Stvenes-hatvanas éveiben kifejlesztésre keriil-
tek azok a matematikai mdédszerek, melyek a gazdasigi folyamatok idébeni
vizsgdlatit hatékonyan képesek tdmogatni. Sajndlatos, hogy e mdédszerek a
legtobb, kézgazdiszok szdmara irt matematika tankényvbol mind a mai napig
hidnyoznak. Simonovits Andrds kényve tehdt hidnypdtlé munka. Ott kezdi
a dinamikus kozgazdasdgtan matematikai mddszereinek tdrgyaldsét, ahol a
legtobb matematika tankonyv abbahagyja. A tdrgyalds magas szinvonala és
tomorsége azonban messze felillmilja a szokdsosat. A tételek részletes bi-
zonyitdsa helyett csupan azok vizlatat vagy alapgondolatat kozli a szerzd.
Minden tételhez megadja viszont a bizonyitds forrdsanak pontos megjel6lé-
sét, igy a konyv bibliogréifiai értéke is igen nagy. Az egyes témakorok témor
kifejtése lehetové teszi a szerzd szdmara, hogy matematikai mddszerek rend-
kiviil széles korét ismertesse.

Az ismertetésre keriill6 matematikai anyag jobb megértését segiti a konyv
sajatos szerkezete. A pdratlan sorszamu fejezetek tartalmazzik a kiilonféle
matematikai fogalmak és mddszerek bemutatdsit, mig a péaros fejezetek a
megelézd fejezetben foglaltak alkalmazdséra adnak tobb példat a kdzgazda-
sagtan teriletérél. E példdk a legjelesebb nemzetkdzi és hazai szerzok mo-
delljei koziil keriilnek ki, igy nem csak a bemutatott matematikai médszerek
megértését segitik, hanem mélyebb bepillantdst engednek a kdzgazdasdgtan
szdmos teriiletére. Megjegyzendd ugyanakkor, hogy e példaként bemutatdsra
keriil6 modellek nem képezik, a szerzé célkitlizése kovetkeztében nem is
képezhetik, a kozgazdasdgtan valamely logikailag Gsszefiiggd terliletét, és
részletes vizsgalatukra sem keriil sor. Funkcidjuk a bemutatdsra kerild ma-
tematikai apparatus illusztréldsa.

Az els6 fejezet a differenciaegyenletekkel foglalkozik és az azokhoz kap-
csolédé fontosabb fogalmakat ismerteti. fgy targyaldsra keril a fixpont és
stabilitds kérdése, a ciklus, a visszacsatolds és a stabilizdlhatdsdg fogalma.
A fejezet legnagyobb részét a szerzd a linedris rendszereknek szenteli. A
masodik fejezet az elézbben bevezetett eszkézok alkalmazdsdra ad néhdny
példat. Bemutatdsra keriil tobbek kozott a linedris akcelerdtor-multiplikdtor
modell és a tdbbszektoros készletjelzéses modell. A harmadik fejezet a nem-
linedris differenciaegyenleteket targyalja. Itt keriil ismertetésre a hatdrciklus,
bifurkdci6é és kdosz jelensége. A negyedik fejezetben megint csak a har-
madik fejezetben bemutatott matematikai mdédszerek alkalmazdsdra taldlunk
példdkat. E példék nagy része szorosan kapcsolddik a mésodik fejezet pél-
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déihoz, tobbnyire azok nem-linedris dltalanositdsai. Az 6t6dik fejezet a dif-
ferencidlegyenletekkel kapcsolatos fontosabb fogalmakat és mddszereket is-
merteti. Szdmos olyan fogalommal taldlkozhat itt az olvasd, ami mér az els6
fejezetben is szdéba kertlt. Az ottani diszkrét idejii kozelités helyett azon-
ban itt a valtozdk az id6 folytonos fliggvényei. A hatodik fejezet ismét az
elézbekben tirgyalt matematikai médszerek alkalmazédsira ad példat. Do-
mar és Solow itt bemutatdsra keriilé modelljei a postkeynesi és neoklasszikus
novekedési modellek mindm4ig kiemelked$ reprezentdnsinak szdmitanak.

A hetedik fejezettS]l kozponti szerepet jatszik a targyaldsban az opti-
malizilds. Ez a fejezet a dinamikus programozds médszerét mutatja be. Mind
a determinisztikus mind pedig a sztochasztikus optimum-elv ismertetésre
keriil. A nyolcadik fejezet a dinamikus programozas alkalmazdsédra ad néhdny
példét. E példdk java része az optimalis felhalmozés problémaéjdra vonatkozik.
A kilencedik fejezet az optimadlis szabdlyozdselméletet tdrgyalja. A fejezet
a varidcidészamitdst az optimélis folyamatok elméletének specidlis eseteként
mutatja be. Itt keriilnek széba a jelenérték-feladatok is, A tizedik fejezet
az optimalis fogyasztdsi palydk meghatdrozasa révén illusztralja az optimalis
szabdlyozdselmélet mdédszereit.

A kényv tobb, mint negyedrészét kitevo fuggelék némi linedris algebrai
kiegészités mellett az ismertetett mddszerek komplex alkalmazédsara ad példat
az egyuttélé nemzedékek és egylittéld korosztdlyok modelljeinek bemutatésa
altal.

Kimarad a fejezetek sordbdl a ciklus és kdosz jelenségének differencidl-
egyenletek elméletére épitett targyaldsa. E hidnyossdgot a szerzd az ilyen jel-
legii kozgazdasdgi alkalmazdsok csekély jelentGségével indokolja. A leglénye-
gesebb irodalmi hivatkozdsokat azonban ebben a témakorben is megtalilja
az olvasd.

Szokatlanul tomor targyaldsmddja miatt Simonovits Andras munkéja nem
kénnyll olvasmény, olvasids helyett helyesebb lenne feldolgozdsrdl beszélni.
Az ismertetésre keriilé mddszerek megértését azonban a paros sorszamu fe-
jezetekben talalhaté példdkon kiviil nagymértékben segiti két tovabbi tényezd.
Egyrészt valamennyi fejezetben és a fliggelékben is béségesen talalhatd énalld
megoldasra szant feladat, melyek kozil legtobbnek a megolddsat is kozli a
szerz6, jobbdra némi Utmutatédssal egyiitt. E feladatok tébb esetben szd-
mitdgépes program megirasat tlizik ki. Mdsrészt a paratlan sorszamu, tehat
matematikali jellegii fejezetekben is szdmos példa fordul el8. Ezek legnagyobb
része a matematika, illetve a mechanika teriiletérdl valé.

A targyalds igényes technikija és tomorsége miatt a konyv elsGsorban
az egyetemi szintii kozgazddszképzés felsdbb évfolyamai szdméra ajanlhaté.
Széles korben alkalmazhaté tovdbbéd az elméleti kozgazdasdgtan teriiletén
folytatott posztgradudlis tanulmanyokhoz.

Bessenyei Istvan
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KoMLOST SANDOR: Az optimalizdldselmélet alapjai. Dialég Campus Kiadd,
Budapest-Pécs, 2001. pp. 403.

Nemrég keriilt a kdnyvesboltok polcaira a Pécsi Tudomanyegyetem Kozgaz-
dasdgtudomanyi Kara Széchenyi-professzori 6sztondijas egyetemi tandranak,
Koml6si Sdndornak a kdnyve, amelyben a szerzé immar 25 éves oktatdsi
tapasztalatait és kutatdsi eredményeit is felhasznalta.

Az optimalizdldselmélet alapjai cimi kényv egyik fontos terméke a Kar
Dontéstudomanyi Tanszékén a 90-es évek elejétdl] folyd tantargy-korszeriisitési
és képzés-fejlesztési programnak. A tantdrgy-korszeriisitési program egyik 6
koncepciondlis eleme a kézgazdasz-halgatdk szamadra fontos Analizis, Linedris
algebra és Valdsziniiségszamitds alapstidiumok tananyagdnak tijszert ,,dt-
rendezése”. Ez az dtrendezés a kovetkez6 filozdfidn nyugszik: egy kézgazdisz
hallgaténak a matematikai alapokat méar a kezdettdl fogva gy célszer(i tani-
tani, hogy tudatositjuk benniik az elérendd célt, ami relevdns kézgazdasagi
modellek értését, elemezni tuddsdt, megolddsi lehetdségeit korvonalazza. Az
optimalizdlé modellek szerepét, fontossdgit még az tizleti életre késziilé koz-
gazddsz hallgatdk is elismerik, elfogadjdk. Ennek a ,filozéfidnak” az ered-
ménye a kozgazdisz-képzés alapozé matematikai tdrgyainak Optimalizdlds-
elméletre és Valdsziniiségelméletre valé felosztdsa.

Ez a konyv egy kiforrott mil, melynek kordbbi valtozatai egyetemi jegy-
zetként mar tobb éven keresztil ,,tesztelték” a fentebb vézolt képzési filozdfia
életképességét. Ezek nagyon fontos dllomdsai voltak annak az titnak, melynek
eredményeként egy érett és kiprébdlt, szakmailag és didaktikailag is magas
szinvonali anyagot kap kezébe az érdeklédé Olvasé.

A szerz6 szdndéka szerint a mii az optimalizdldselmélet elemeibe kivénja
elkalauzolni az Olvasét, illetve elsésorban azokat a hallgatdkat, akik gazdasigi
jellegii felst6foki tanulmdnyokat folytatnak. Az optimalizdldselmélet alapjai
cimi kényv a Pécsi Tudoményegyetem Kézgazdasdgtudoméanyi Kardn folyd
alapoz6 képzés hivatalos tankOnyve, tehét egyetemi tankonyv kozgazddsz
hallgaték szamara. Funkciéjdt tekintve azonban nem csak az, mert akdr
kézikényvként is szolgdlhat a tudoményos pdlya jeldltjei és gyakorldi szamadra.

A kényv témakoreit az optimalizdldselmélet matematikai megalapozésa,
foglalja egységes keretbe. A szerzé a bevezet&ben olyan kozgazdasdgi problé-
maékat vazol, melyek leirdsdhoz, kezeléséhez és megolddsdhoz nélkiilozhetetlen
az az eszkozrendszer és elméleti ismerethalmaz, melyet aztdn a konyv tizen-
négy fejezetre bontva, logikus felépitésben tér az Olvasé elé. Négy témakor
alkotja a konyv szerkezeti vazat.

— Az els6 rész (1-3. fejezet) a halmazok, egy- és tobbvaltozds fiiggvények,

— amésodik (4-7. fejezet) az infinitezimalis (végtelen kicsiny) mennyiségek
tana, egy- és tobbviltozds fliggvények derivdldsa,

— a harmadik (8-11. fejezet) a métrix-aritmetika elemeit, a k-dimenzids
térbeli specidlis vektorrendszerek tulajdonsigait, valamint a bazistransz-
forméciokat leir6 rész, és
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- a negyedik (12-14. fejezet), e két utébbi eszkGzrendszer elemeit kihasw.-
nalé nagy témakor, a feltétel nélkili és feltételes szélséérték feladatok
megolddsdnak elméleti alapjait tdrgyald rész. Ez utdbbi adja a konyv
szerkezeti és egyuttal didaktikai 1jszerliségét azzal, hogy a szerzo egy
konyv keretein beliil bator kézzel veti harcba a nagy cél, az optimali-
z4lds érdekében az el6z6 részekben megismert fegyvereket,

Nézzik kicsit részletesebben az egyes fejezetek tartalmat. Az 1. fejezet a
valds szamhalmaz axiomatikus felépitését irja le, kiemelve a teljességi axidma
szerepét. A valds szdmhalmaz szerkezetének feltérképezése ugyanis nélkiiloz-
hetetlen a fliggvények tulajdonsigainak és a hatdratmenet muvelet fogalma-
nak pontos megértéséhez.

Az egyvéltozés fliggvényeket tdrgyals 2. fejezet 1ényegében Gsszefoglalja és
osztalyozza a figgvényekkel kapcsolatos kézépiskolai ismereteket, kiegészitve
olyan, egyébként a kdézépiskolai torzsanyagban homdalyban maradt fontos
elméleti kérdések tisztdzdsdval, mint példiul az exponencidlis fliiggvény értéke
irraciondlis helyeken, vagy a szakaszonként szigorian monoton figgvények
inverzei.

A t6bbviéltozés fliggvényekrdl szdl6 3. fejezetben a k-dimenzids euklideszi
terek linedris és metrikus strukturdjanak tdrgyaldsa utan két elemi széls6érték-
szdmitdsi mddszer, a szintvonal mddszer és az eliminacidés mddszer keriil is-
mertetésre.

A hatdrdtmenet miivelet a kozods motivum a kdvetkezé fejezetekben. A
sorozatokra vonatkozé tételek a 4. fejezetben altaldnos alakban, vektorsoroza-
tokra vannak kimondva, ha az éllitds vektorsorozatokra értelmezhett. Egyéb-
ként szamsorozatokra. A fiiggvények hatdrértéke és folytonossidga problema-
tikdjdnak lefrdsa (5. fejezet) is a tobbvéltozds figgvényekre épiil.

A differencidlszdmitds cimil 6. fejezetben az egyvaltozds fliggvények diffe-
rencidlszamitdsa utdn a fogalom kiterjesztéseként a tobbvaltozds fliggvények
irdnymeneti és parcidlis differencidlhdnyadosa és derivéltja, majd a folytonos-
sdgot is biztosité Fréchet-féle dltalanositdsig jutunk el.

A korébbi fejezetek eredményeit haszndlja ki a fliggvényvizsgdlat ana-
litikus mddszereit leiré 7. fejezet, melynek kdzéppontjdban az egyvaltozds
fiiggvények lokélis szélséértéke létezése szitkséges és elégséges feltételeinek
kiilonb6z6 alakjai 4llnak.

A konyv 8. fejezetében a linedris algebra alapfogalmai és eljardsai kozott
a matrix-miiveletek, kvadratikus formék, kvadratikus matrixok inverze és de-
termindnsa szerepel. A vektorrendszerekkel kapcsolatos linedris fiiggetlenség
és rang fogalom indukélja a vektorrendszer altal generalt altér béazisa és di-
menzidja fogalmanak bevezetését, és azok Osszefiiggéseinek targyaldsat, me-
lyet a 9. fejezet tartalmaz,

Az elemi és az éltaldnos bdzistranszformécié a kozponti fogalma a 10. és
11. fejezetnek, mely lehet8séget ad kiillonboz6 vonatkoztatdsi rendszerek értel-
mezésére, és egy vektor adott vonatkoztatési rendszerbeli koordindtdinak ki-
szdmitdsdra. Az elemi bazistranszformaécié egy sor alkalmazdsara latunk pél-
dat: fliggetlenségvizsgilat, kompatibilitdsvizsgélat, vektorrendszer és matrix



60 Koényvekrél

rangjdnak meghatédrozéasa, linedris egyenletrendszer megolddsa, kvadratikus
métrix inverzének, determindnsanak és inercidjanak meghatérozasa.

A névum, melyet a konyv kindl a hozzaértd szdmara, hogy a tobbvaltozos
fiiggvények optimalitdsi kritériumai vizsgdlata soran elegendo egy adott szim-
metrikus matrix, a Hesse-mdtrix sajitértékei el6jelének az ismerete. Az
ebben a kategdridban irt tankdnyvek a Hesse-méatrix definitségi vizsgdlatara
a hagyoméanyos, determindnsok kiszdmitdsian alapuld eljardst ajanljak. Ez
a konyv ehelyett a Hesse-mdtrix inercidja segitségével torténé vizsgalatot
javasolja, mely az inercia kiszdmitdsdra szolgdlé pivot-algoritmus (a Cottle-
algoritmus) egyszerlisége miatt gyakorlati szempontbdl sokkal gyorsabb. A
pivot-algoritmus alkalmazdsai kozott végil eljutunk a linedris programozési
feladat megolddsira szolgalé szimplex algoritmusig.

A kényv 12. és 13. fejezete a tobbvaltozds figgvények feltétel nélkiili és
egyenléség-feltételes szélséérték-problémajaval foglalkozik, Osszekapcsolva a
linedris és analitikus rész tartalmit. Egy statisztikdbdl vett példdt ldtunk
fiiggvény illesztési széls6érték feladatra. Végil pedig a linedris feltételek
mellett alkalmazhatd eliminiciés mddszer utdn eljutunk a nem feltétleniil
linedris, de még egyenldség-feltételes szélsGérték feladatok megoldasdban alap-
vetd szerepet jdtszd Lagrange-féle multiplikdtoros médszerhez.

A 14. fejezet nem térgya az alapkurzusnak. Témaja a nemlinedris fliggvé-
nyekbél felépiilé egyenldtlenség-feltételes programozdsi feladatok megolddsa-
nak vizsgédlata, benne az elméletben alapvetd szerepet jatszé Farkas-lemméval
és a Karush-Kuhn-Tucker-tétellel. Megjegyezziik, hogy a konyv boritéjan a
tétel geometridjat illusztralé dbra mogott Farkas Gyula képe ,,sejlik fel”.

De szdlni kell még a konyv mddszertani 0jitdsardl is, melynek révén
lehet6vé valik a megfeleld tudomédnydgak legijabb kutatési eredményeinek az
oktatdsban torténd megjelenése. A szerzé els6ként vezeti be a feltétel nélkiili
és az egyenléség-feltételes tObbvéaltozds szélsGérték problémék lokilis opti-
muma, létezése elegenddségi feltétele, a Hesse-matrix és a szegélyezett Hesse-
matrix vizsgalatara a Chabrillac-Crouzeix tételen nyugvd inercia-tesztet, a
probléma megoldésédra eddig egyeduralkodé médon ajanlott, de sokkal nehéz-
kesebb féminorok determindnsdn alapuld tesztekkel szemben. A hallgatésig
szémara a legnehezebbnek tUnd problémdt taldn az egyenlStlenség feltételes
tobbvéltozds szélséérték problémak (14. fejezet) megolddsa létezésének szitk-
séges feltételeit kimondé Karush-Kuhn-Tucker tétel (és annak kiillonbozé val-
tozatai) jelentik. A tétel geometriai tartalmat, valamint azt megel6zéen, a
regularitds problematik4jit a szerzd paratlanul egyszeril médon, szemléletes
dbrékkal illusztralja, ami a megértést nagyban segiti.

A megértést segitd ,,tandri” széndék mind a tizennégy fejezeten végig-
vonul, és a legfontosabb pontokon egy-egy illusztrativ példa, a fejezetek
végén pedig valogatott feladatok (kozilik tobbnek részletesen bemutatva,
kiszdmolva a megolddsat) teszik komfortossd és kényelmessé e tudomény
miivelését. Jé szivvel ajdnlom a konyvet a hallgatdsag és az érdeklédé Olvasdk
figyelmébe egyarant.

Gyetvan Ferenc



