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NYUGDIJPENZTARAK JOVOBELI KIFIZETESEINEK
BECSLESE A CENTRALIS HATARELOSZLAS TETEL
ALKALMAZASAVAL!

FARAGO MIKLOS
Kozponti Statisztikai Hivatal

Egy nyugdijpénztér jovobeli jdradék-kifizetéseinek egy adott pillanatra vo-
natkoztatott jelenértéke valésziniiségi valtozod, mely a tagok koreloszlasatol
és haldlozasi valdsziniiségeitdl fiigg. Biztonsdgi szempontbdl sziikséges, hogy
a pénztdr idérél idére vizsgalja e valdsziniiségi véltozé eltérését a véarhatd
értéktél. E dolgozatban megmutatjuk —el8szor tagok egy kohorszara, majd a
teljes tagségra vonatkozéan—, hogy e valészintiségi véltozo eloszldsa bizonyos
feltételek mellett normalis eloszldshoz tart a létszdm novelésével. A dolgozat
utolsé részében tovabb altaldnositjuk az addig elért eredményeket valészinii-
ségi valtozdk sorozatdnak egy még bévebb osztilydra.

Bevezetés

Egy életjaradékot nyijté pénztdr jovébeli kifizetései jelenértékének Osszege
—a tagsdg kovetelése— valdszinliségi valtozd, mely az egyes tagok kovetelé-
seinek Osszege. Egy tagcsoport kovetelésének varhaté értéke a tagesoport
tartaléka. A biztositdsmatematikéban elterjedt ,tartalék” elnevezés azért
indokolt, mert a pénztdrnak pontosan ennyi pénzt kell félretennie, hogy ebbdl
—_és a kamatokbdl— a jovObeli kifizetéseket varhatd értékben finanszirozza.

Fontos, hogy a pénztér vizsgalja a tagsg kovetelésének eltérését a vdrhato
értékt6l, mert, ha nem szamol vele, még a valésdgos pénztari halandésdgnak
megfelelé halandéségi tabldk hasznélata esetén is tonkremehet, kilénosen,
ha taglétszdma alacsony.

Az 1. pontban bebizonyitjuk, hogy a kivetelések eloszldsa ~—tagok egy
adott kort allomanysnak kohorszéra vonatkozéan— nagy létszdm esetén a
normalis eloszléshoz kozelit. Az 4llitds a centrdlis hatdreloszlds tételébdl
kozvetleniil kévetkezne abban a specidlis esetben, ha minden tagnak azonos
lenne a szolgdltatdsa (havi jaradéka). Mi az ltaldnos esetet vizsgdljuk. Erre
vonatkozéan megadunk egy minim4lis kohorsz-létszdmot, mely f6l6tt a ko-
horsz kbvetelése a varhaté érték adott kornyezetébe esik adott valdsziniiséggel.
A 2. pontban az 1. pont eredményeit dltaldnositjuk a teljes pénztdri tagsig
kovetelésére vonatkozéan. A 3. pontban pedig tovabb éltaldnositjuk az addig
elért eredményeket és kimondunk egy tisztdn matematikai tételt.

1A cikk az Allami Pénztarfeliigyelet megbizdsibdl Stdhl Janos 4ltal irdnyitott kutatds
keretében késziilt. Beérkezett: 1999. szeptember 14.
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1 Egyetlen kohorsz esete

Egy nyugdijpénztdr egy tetszélegesen rogzitett to idSpontban rendelkezik
olyan tagokkal is, akiknek mar folydsit valamilyen nyugdijjiradékot. Tegyiik
fel az egyszertiség kedvéért, hogy to valamely naptéri hénap ,,els6 pillanata”,
a jdradék egy havonta kifizetett, a ,,jaradékos” szdméra személyesen megha-
tarozott, iddben véltozatlan Gsszeg, melynek utaldsa éppen tg-ban, tg4-1-ben,
stb., azaz mindig hénap elején ,,elSlegesen” —a jaradékos haldldig— esedékes.

S forint to + ¢ idSpontbeli értékének to-beli jelenértéke Svt, ahol v =
1/(1 4 14) és i valamely havi kamatrata. Ha pénziink havonta ¢ kamatrétdval
kamatozik, akkor ¢g-ban Sv* forinttal kell rendelkezniink ahhoz, hogy to + ¢
-ben S forintunk legyen. S forint havi jaradék ¢ hénapon keresztiil térténd
kifizetésének jelenértéke az egyes kifizetések jelenértékének sszege:

1—ot

S’+Sv—|—Sv2+...+Svt_1=Sl , ha i#0,

- v

Ezentil feltessziik, hogy ¢ > 0. Miutdn a tag haldldnak idépontja ty-ban
ismeretlen, ezért ¢ valésziniiségi véaltozo és igy S(1 —vt)/(1 — v) is az.

Egy to-ban z éves tagnak ¢ hénapon keresztiil folydsitott el6leges egység-
Jdradék jelenértéke v # 1 havi kiértékelési diszkontldb mellett

1=t
1—v’

(1)

'f’:

melynek varhaté értéke, ill. szérdsnégyzete:

1 —pttl

pE= Zm T (2)

oo a1 2 o0 1 — i+l .
o? = oy (_1_1;_) - < Tz,t——) , 3
; 1—-v ; 1-w (3)
ahol r ; annak a valdsziniisége, hogy a to-ban z éves tag t hénappal késSbb
még él, de tovabbi egy hénapon beliil meghal. Ertéke adott. (A KSH &ltal
évente kiadott halanddsdgi tablakban szereplé valdszinfiségekbdl egyszeriien
szdmithatd.) Feltessziik, hogy az emberi élet véges, azaz Tzt =0, ha z+t/12
elég nagy.

Mivel a tovabbiakban egy ideig az z éves jaradékosok kohorszaval foglal-
kozunk, 7, u, o mogiil elhagyjuk az = indexet. Azonban késébb, amikor mar
a kiilonboz6 kohorszokkal egyidejiileg foglalkozunk, hasznilni fogjuk a n,, 1z,
o jeloléseket. Megjegyezziik, hogy (2) és (3) a v — 1 hatardtmenet esetén
természetszerlileg az = éves kori ember hdtralévd élettartamdnak vdrhatd
értékét és szérasat adja hénapokban.

Az aldbbi dbrdk z fiiggvényében abrazoljdk a p, o és u/o értékeket 0%,
illetve 4% éves kamatrata mellett, ahol az éves és havi kamatrata kozotti
Osszefiiggés:

iéves _ ((1 +,£)12 1)1/12.
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Vizsgéljunk tehdt egy pénztdr adott nemfi z éves tagjaibdl allé n 1étszama

kohorszot. A kohorsz k-adik tagja tx hénapig Sk jaradékot kap (k =1,...,n),

ahol t;, azonos eloszldsd, fliggetlen valdszinlségi véaltozdk sorozata. Tehat

feltessziik, hogy a pénztirtagok haldlinak pillanata ,,egyméstdl fiiggetlen”.
Igy a k- adik tag kovetelése

1 — pts

Sk 1—w

. Sk:nk: 3

ahol 7 is azonos eloszlasd, fliggetlen valdszintliségi valtozdk sorozata. A
kohorsz kovetelése > 1r_; Sknk, melynek varhato értéke (a kohorsz tartaléka),
ill. szérdsnégyzete pd ) Sk, ill. 023 r_, SZ, hiszen feltételezésiink szerint
T, varhaté értéke és szérdsa minden tagra pu, ill. o.

Ha minden tag azonos szolgdltatdssal rendelkezne (S; = Sy =...), akkor
a tagok kovetelése azonos eloszldst, fliggetlen valdsziniiségi valtozok sorozatat
alkotnd. Ekkor pedig a centralis hatdreloszlds tételéb6l kozvetlentil kdvetkez-
ne, hogy 8sszegiik kozelitéen normadlis eloszldsi lenne és az ismert mdédon
fennallna, hogy ha n > (6\/ue)?, akkor a kohorsz kdvetelésének relativ
eltérése varhaté értékétdl pg = 28 (\)—1 valdszintiséggel e-ndl kisebb mértékii,
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ahol

@(x) = _\/17_”—/ e—u2/2 du

a standard normélis eloszlas eloszldsfliiggvénye. Fontos mdr most felhivni a
figyelmet, hogy a tovabbi szdmitdsok soran sehol sem fogjuk kihaszndlni az
n valészinliségi véltozdt meghatarozé formula alakjat. Csak a szdérdsat és
varhaté értékét kell ismerniink. Ez azt is jelenti, hogy nem sziikséges, hogy
a kiértékelési diszkontldb id6ben konstans legyen, lehet sorozat is, sét lehet
valészintiségi véltozdk sorozata is adott eloszldssal. Ekkor a (2), ill. (3)
formulék helyébe bonyolultabbak lépnek.

A most kovetkez6 centrélis hatireloszldstétel kozponti helyet foglal el
ebben a dolgozatban. (A tételt ebben a formdban tartalmazza [3].) Jelolje
ezentil "—” az n — oo melletti konvergencidt, M(£) és D(£) pedig a £
valdszintiségl véaltozd varhatd értékét, ill. szdrasat.
LAPLACE-LJAPUNOV-FELE TETEL
Ha &, &9, ... fiiggetlen valésziniiségi valtozdk, melyeknek harmadik (kévet-
kezésképpen minden alacsonyabb rendil) momentuma létezik, M(£;) = 0,
k=1,2,..., tovibb4

ZZ:I ﬂk’ — 0
A !
ahol
= 1/2
&F«Xﬁﬂm> . Be=M(&P), k=12,
k=1
akkor

6t té
p( -

Alkalmazzuk a tételt a mi &, = Si(m — p) sorozatunkra. Feltessziik, hogy
valamennyi £, harmadik momentuma, létezik. Fenndll

<x> — O(x).

n

Ap=0 ES,% és ,B:M(]n—/,a|3)252.
k=1

k=1

Ekkor a tétel szerint teljesiil

feltéve, hogy
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azaz, ha i
(£2)
=1 7 L. (5)

(£%)

Ehhez pedig elégséges, ha a jdradékok korlatosak, hiszen ha valamely s-re és
S-re 0 < 5 < Sk, < 5, akkor a fentl tortnél nagyobb
n2S8%  const
B
Az eddigi megfontoldsok eredményét a kdvetkezOképpen foglalhatjuk Gssze:
az x éves jaradékosok kivetelése (a nekik szdnt jovobeli Osszkifizetések je-
lenértéke) —mely azonos eloszldsu fiiggetlen valésziniiségi véltozdk linedris
kombinéciéja— standardizalva normélis eloszlasi valdsziniiségi véltozohoz
tart a létszam novelésével, ha a jaradékosok havi szolgdltatdsait —melyek
a linedris kombinscié egyiitthatéi— pozitiv korlatok kozé szoritjuk.
Most levezetiink egy feltételt, melynek teljesiilése esetén a kohorsz kove-
telése a varhaté érték egy elére meghatdrozott kornyezetébe esik.
Ha a konvergencia, elég gyors (ennek teljesiilését feltessziik, és e cikkben
nem vizsgaljuk), akkor nem tul nagy n-re a konvergalé sorozat n-edik tagjdnak
eloszlésfiiggvényét gyakorlatilag helyettesithetjilk a limesszel és irhatjuk, hogy

> Sk — Mkz Sk
=1

2(1)()\) —1=P k=1 <A ==

= k=1
=P = <A -
B Sk B Sk
k=1 k=1
Azonban mivel
o4 i 5
=" ov/nS? oS 1
A Py <A s —_—)\—;'-\7_7;<6, (7)
w3y Sk . :

ezért, ha

() ()

n>|— — )

pe s

akkor a kohorsz kévetelésének relativ eltérése a vdrhaté értéktdl 20(A) — 1
valésziniiséggel kisebb e-nal.
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A fenti egyenlStlenségben p, o adott, A-t pedig régzitsiik (pl. tgy, hogy
20(A) —1=0,99).

Ha a pénztar csupan a mdr meglévé tagsdgdnak kohorszét kivdnja vizs-
galni, akkor a (7) egyenlStlenségben n és Sy is adott, és igy kiszamithaté a
A-hoz tartozd e. Ha azonban egy jovébeli jaradékos-4lloményra vonatkozdan
akarunk vizsgdlddni, akkor rogzitett € mellett kiszdmithatjuk, hogy kiilonbozd
n 1étszdmokhoz mekkora S/s ‘rés’ engedheté meg. Az n, S/s és € kozotti
fiiggvénykapcsolatot szemlélteti az aldbbi 4bra:

n

1400000

1200000 - _/
1000000 /
800000
e=3%

600000

400000 / //
200000
0 - —é/,' . 1 S/s

4. dbra

2 A teljes pénztari tagsag esete

Altalanosithatéak-e az eddigiek a pénztar Osszes jdradékosdra? Igen. Legyen
az z éves tagok szdma n,, * € X, a kohorszok szdma N = [X|, N <n. A
k-adik = éves tag kovetelése egy forint havi jaradék esetén

1 — phe
Tk =Ty

a pz, 02 vérhaté értékkel, ill. szérasnégyzettel. Ekkor a teljes dllomény

osszkovetelése
Tbg
E E Sz,kn:c,k: ’
c€X k=1

melynek vérhaté értéke és szérisnégyzete

D e i Sep il Do isﬁ_k .

zeX k=1 zeX k=1
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Az SsszkSvetelés standardizdlt eloszldsdnak konvergencidja a normalis eloss-
léshoz 8 0 < 5 < Sp i < S feltételezés esetén ugyantigy igazolhaté, mint egy
rogzitett kohorszra vonatkozdan, ha a Laplace-Ljapunov-féle tételt most a

gz,k = Sa:,k:(T]:c,k: . /Lm)

sorozatra alkalmazzuk. Ehhez azonban értelmezni kell a konvergenciét: jelolje
n az Osszes jaradékos szémét, n; = n,(n) a mindenkori z évesek szamat,
S oex Ne(n) =n, tovabbd ng(n +1) = ng v. ng +1, azaz n eggyel torténd
novelése egy 1ij jaradékos belépését jelenti v&lamelylk kohorszba. n 1j értel-
. mezése mellett is megtartjuk azt a konvenciét, hogy " —” az n — 00 melletti
konvergenciét jelenti. Ekkor tehét

TP B Teex M (172 — phal 3) 3T 68
o (Teex o2 i 2, )” ?
o maXaex M (1715 — hal®) Tpex Sret”
< VN mingex o3 (erx D (n) s? k) 3/2

Mivel pedig = véges halmazon fut végig, az eloszlas konvergencidjahoz elég-
séges, ha

(o TP 5]
()

ehhez pedig valéban elegendd 0 < s < Sz, < S, hiszen a fenti tértnél most
is nagyobb

0, (5%)

n288%  const 0

—_— 0.

n3sb n
A teljes allomény kdvetelésének a virhaté értéktdl valo eltérésére pedig azt
kapjuk —megismételve a kohorsz esetén alkalmazott bizonyités (5), (6) lépé-

seit—, hogy az 2®()) — 1 valdsziniiséggel kisebb e-nal, ha
S./S S/ wex i O‘Era,, 0
s ZI ex MeTtz

Amennyiben a pénztér tgy dént, hogy az Osszes jaradékos befizetéseire vo-
natkozé s, ill. S korlatok helyett kohorszonkénti sz, ill. S, korldtokat allit,
akkor a becslését {gy finomithatja:

AV Eorex B2 _ )
P

E formuldnak —s; = s, ill. Sy = S valasztds esetén— nyilvan specialis esete
a megel6z0.
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Ha a pénztar jovobeli tagsdgdnak nydjtandé S, szolgaltatdsokrdl —a
fenti korldtok megéllapitdsa mellett vagy helyett— egyéb informécidk is is-
mertek, akkor a becslések tovabb javithatéak. Példaul, ha Sz,k-t egy adott
eloszléscsalddhoz tartozé valdsziniiségi valtozénak tekinthetjiik, akkor az ed-
digiekhez hasonléan egyenlStlenségeket vezethetiink le az eloszlascsaldd pa-
ramétereire vonatkozdan.

3 Az altaldnos eset

A pénztdri vonatkozdsoktdl eltekintve dltaldnosabban is megfogalmazhatjuk
az eddieket.

TETEL. Legyen &1, &, ... fliggetlen valészinlségi valtozdk sorozata, melyek-
nek harmadik momentumai léteznek, tovdbbd tegyiik fel, hogy a sorozat
elemei egy tdblizatban vannak elrendezve tgy, hogy az egy sorban lévdk
egy konstans szorzétdl eltekintve azonos eloszldsiiak, azaz az z-edik sor k-
adik tagja Sy kne k alakd, ahol 71, 7z 2, ... azonos eloszlds. Legyen 7 k
vérhatd értéke pi, és szérdsa 0. Az egy sorban 1évé elemek széma, valamint
a sorok szdma egymdstdl fiiggetleniil lehet véges vagy végtelen. A tdbldzat
kitoltése ”természetes médon” torténik: ha £, &, ..., &, az els6 N (n) sor
valamelyikébe keriilt és ¢, elhelyezése utén az z-edik sor ‘hossza’ n4(n),
akkor &1 vagy az N(n) + l-edik sor elsd helyére kerill, vagy egy mér
kordbban elhelyezett elem mellé. Azaz formélisan vagy SN(n)+1,11N (n)+1,15
VagY Sg,n,(n)+1Me,ns(n)+1 alakd lesz (1 < z < N(n)). Nyilvén teljesiil

Y wex Na(n) =n.
Ha valamely s, S, ¢, C konstansokra 0 < s < Spp < S; 0 < ¢ < 03 és

M(Ine—ps®) <C  (z=1,2,...),

akkor

bt b
p( L

< a:) — &(z),
ahol
. 1/2
A, = (ZDQ(ﬁk)) :
k=1
Bi1zoNYfTAS. A Laplace-Ljapunov tétel szerint elég igazolni, hogy

ZZ:I ﬂk’ -0
A3 i

ahol B, = M (|éx]3), k =1,2,.... Ehhez elegend§ beldtnunk, hogy

n N(n 1 (1
> k1 P < MaX) <z< N(n) M (Inw - /~‘$|3) Zzz(l) k:=(1 )Sg,k

A3~ . Pery— %2
" ming <z <N(n) Os (Za]ev=(1) Zk;(l )Sg,k>

0. (4//)
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A (4”) konvergencia teljesiil, ha a szorzat elsé tényezdje korlatos, a masodik
pedig nulldhoz tart. Utébbi azért igaz, mert a masodik tényezét majordlja

n.S3
n3/2g3"°

az elsé tényezd korldtossagdnak pedig szitkséges és elégséges feltétele 0 < ¢ <
03 6s M (|n. — pzl®) < C, (z = 1,2,...), mivel a sz4mlal6 elsé tényezbje
monoton ndvekvs, a nevezdjé pedig monoton csckkend fiiggvénye n-nek.
Tehat a feltételek szerint (4”) -et majoralja

3
g_g_/z%z.co_nst._,o (5//)
cnd/Zs ND

Az elsé két pontban bizonyitott allitdsok a most bebizonyitott tétel speci-
4lis esetei: az egyetlen vagy tobb kohorszbdl 416 tagség a véges szdmi sorbdl
4ll6 tabldzatnak felel meg oly médon, hogy minden kohorszhoz a tabldzat egy
sora tartozik.
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ESTIMATION OF THE FUTURE ANNUITY PAYMENTS OF PENSION
FOUNDS APPLYING THE CENTRAL LIMIT THEOREM

At a given moment the net present value of the future annuity payments of a
pension found is a random variable that depends on the age distribution of the
members and their probabilities of death. In safety respect for a pension found it is
necessary to analyse the deviations of this random variable from its expected value
from time to time. In this paper we prove —first for a single cohort of members,
than for the total pool of members— that under certain conditions the distribution
of this random variable is assimptotically normal. In the last part of the paper we
generalise the results achieved for a larger class of sequences of random variables.






