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EGERVARY RANGSZAMCSOKKENTO ALGORITMUSA
BS ALKALMAZASAL !

GALANTAI AUREL
Miskolci Egyetem, Matematikai Intézet

A rangszdmesokkentd eljrdst Egervdry az otvenes évek elejétdl fejlesztette
ki nemzetkdzileg is jelentds métrixelméleti kutatésai keretében. A rangszim-
csokkentést Egervéry tobbek kozott matrixok rangjdnak megdllapftdsdra,
faktorizacidjira és egyenletmegoldé eljardsok kifejlesztésére alkalmazta. A
rangszamesokkentd eljards alkalmazdsa és vizsgdlata 1 lendiiletet kapott az
ABS médszerek megjelenésével [1], [3]. Dolgozatunkban az Egervéry-féle
rangszémesdkkentd eljdrds torténetével és alkalmazésaival, valamint a rang-
szémesokkentéshez kapesolédd Gjabb eredményekkel foglalkozunk.

1 Bevezetés

Egervary az otvenes évek elején kezdett el intenziven foglalkozni a matrix-
szdmitdssal. Akadémiai székfoglaldja [7] lényegében mar tartalmazza azt a
szemléletet és technikdt, amely egyértelmilen Egervéryra és tanitvanyaira
jellemz6. Ezek kéziil kiemelhet a bdzisfaktorizécio, a diadikus felbontds és a
rangszamesokkentés kapcsolatdnak felismerése és messzemend kihasznéldsa.
Egervary métrixelméleti munkdssiga alapvetden konstruktiv jellegti. Korai
haldla, amely a numerikus linedris algebraban is bekovetkezett paradigma-
viltds (szamitégéporientdlt algoritmusok fejlesztésének) kezdetére esett, meg-
akaddlyozta abban, hogy eredményeit ilyen irdnyban tovébbfejlessze, ill. el-
terjessze. Ezért Egerviry munkdssdgdnak foként az elméleti része maradt
meg a szakmai koztudatban. A nyolevanas évek elején Abaffy, Broyden és
Spedicato [1], [3] kifejlesztette az ABS-médszereket, amelyek, mint késéibb
kideriilt, a rangszdmcsokkentésen alapulnak. Az ABS-mddszerek meglehe-
tésen intenziv kutatdsa adott 1ij lendiiletet a rangszdmesokkentd eljardsra
vonatkozé tovabbi vizsgdlatoknak.

A kovetkez6kben attekintjiik az Egervéary-féle rangszdmesokkentd eljaras
torténetét és alkalmazdsait. Az

A =A—AwTA/wTAu (A€ R™ "™ ue R veERT)

transzformaciét rangszamesokkentésnek nevezziik. A rangszdmesokkentést,
amelynek szamos fontos alkalmazdsa van, t6bbszor is felfedezték. Kilénbozé
okok miatt a térténete ellentmondésos. A kiilféldon megjelent idevégd dolgo-
zatok (Chu, Funderlic, Golub [6], Hubert, Meulman, Heiser [30]) hidnyosak,
illetve bizonyos értelemben torzitanak is.

1Beérkezett: 2002. mércius 4.
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Mai ismereteink szerint a rangszémesokkentés Wedderburn [38] 1934-ben
megjelent konyvében szerepel el6szér kvadratikus alakok Lagrange-féle re-
dukcidjdval kapcsolatban. Wedderburn a kévetkezd eredményt igazolta.

1. Tétel (Wedderburn, 1934.) Legyen A € R™™ tetszbleges v > 1 rangi
mdtriz. Hou € R™, v € R™ olyan tetszbleges vektorok, amelyekre vT Au #0,
akkor az A’ = A — AuwvT AJv"T Au mdtriz rangja pontosan r — 1.

Wedderburn megjegyezte, hogy a rangszdmcsokkentés ismételt alkalma-
zdsaval az r rangi A métrix r darab 1-rangi métrix Ssszegére t6rténd tn. di-
adikus felbontésdt kapjuk [38].

1. Definicié. Egy A € R™*™ (A #0) mdtriz diadikus felbontdsdn az
A= Zbicg‘ (bi € R™ ¢ € Rn)

elddllitdst értjik. A diadikus felbontds minimdlis, ha k o legkisebb tlyen tu-
lajdonsdgu természetes szam.

A Wedderburn &ltal javasolt algoritmus, amely megegyezik az Egervary-
féle rangszdmcesokkentd eljdrdssal, mai jelolésekkel a kovetkezd:

Rangszdmcsokkentd eljaras. Legyen A € R™™ egy tetszbleges r > 1
rangl mdtriz és legyen

H—A (1)
Hiy = H, — Hizyyl HiJyT Hizs, i=1,....k, (2)
ahol z; € R™ és y; € R™ olyan, amelyre yF Hiz; #0 és k <r O

Minthogy H,11 =0, az A méatrix diadikus felbontésa:

N
A=>"Haiy! H;/yl Hz; . ©)
i=1

Wedderburn eredményét nem ismerve Egervary 1953 és 1958 kozott egy
sor dolgozatban fejlesztette ki és alkalmazta a réla elnevezett rangszdm-
csokkentd eljarast ([8]-[13], [15]-[18]). Egerviry a rangszamcsokkentd eljsras
els6 specidlis véltozatdt métrixok rangjinak, illetve bézisfaktorizdciéjanak
meghatdrozdsdra fejlesztette ki 1953-ban. Ismeretes, hogy Egerviry a mét-
rixok rangjat a métrixok minimélis diadikus felbontésdval definislta [7]. Mét-
rixok minimdlis diadikus felbontdsa és az in. bazisfaktorizacidja kdzott szoros

kapcsolat van.

2. Definicié (Frazer, Duncan, Collar, 1938.) Egy A € R™ " (A #0) mdtriz
bazisfaktorizdcidjin az A = FGT szorzatfelbontdst értjik, ahol F € Rm*T,
G € R™" és rank (A) = rank (F) = rank (G).

A bézisfaktorizécié nem egyértelmi. Ha adott egy A = FGT bézisfakto-
rizcid, akkor minden mds bézisfaktorizicié felirhatéd

A= (FM)(M™1GT)
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alakban, ahol M € R™" tetszOleges.
Legyen F = [f1,..., fr] (fi € R™) és G = [g1,-.- ,gr] (g; € R™). Ekkor

az

A=FGT = ifig?

i=1
bazisfaktorizécié a matrix egy minimalis diadikus felbontését adja. Forditva,

ha ismert az .
A= Z bic?
=1

minimélis diadikus felbontés, akkor ez az
A=BCT =by,..., bl [e1,--rer]”

bézisfaktorizaciét adja.
Egervéry 1953-ban definidlt rangszdmcsokkentd eljdrésa a kévetkez6:

H1=Aa

el
Hl+1 H, — —_— ei;HlejL 750, l=1,...,’l".

Ez nyilvén specidlis esete az dltaldnos algoritmusnak. Kozvetlenill is belat-
haté, hogy

1. rank (Hj41) = rank (Hi) —

2. Hiyiej, =06s el Hipq =0

3. He; =0= Hyyie; =0¢és ezTHl =0= e;prl_H =0

4. A egy minimalis diadikus felbontdsa és a hozzétartozd bézisfaktorizacidja

1
H If e H‘l _.“ 1,1H!.
;83,6 1 i
A= H —
Z T ~He oHel|
B H ?H
Kej.
CT

Erdemes megjegyezni, hogy Egervdry a fenti eljirdst Jacobi bilineéris
alakokra vonatkozé transzforméciéjanak métrixelméleti analégonjaként kapta
(E. Pascal [33]). Tovébbi vizsgalatainak {6 eszkéze az 1956-ban publikalt
aldbbi tétel volt ([12], [17], [18]).

2. Tétel (Egervary, 1956.) Legyen A € R™ " tetszbleges r > 1 rangd mdtric.
Ekkor
rank (4 - bc”) =rank (4) -1 (b€ R™, c€R") (4)
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akkor és csak akkor dll fenn, ha beT = AuvT AJvT Au, aholu € R™, v € R*
tetszéleges a vT Au # 0 feltételt kielégité vektorok.

A tételnek t6bb bizonyitdsa is ismert [12], [17], [19], [32]. A 2. Tételt fel-
hasznalva definidlta Egervédry az dltaldnos rangszémesokkentési algoritmust,
szintén 1956-ban. Megmutatta, hogy az algoritmus meghatdrozza a rangot,
eléallit egy

A= Hazyl Hi/yT Hiz; (5)

=1

minimélis diadikus felbontdst és a hozzdtartozd
A=QD'PT (6)
bézisfaktorizdciét, ahol
P=[H{y,....H 'y, Q=[Huz,...,H e

és
D = diag (nylxl, e ,nyrxr) .

Egervédry kimutatta, hogy eljdrdsaval LU-tipusi és egyéb szorzatfelbontdsok
allithatok eld. Tébb, a rangszdmesdkkentésen alapuld eljdrést javasolt ho-
mogén métrixegyenletek (8], [11], [12], [15], [17], illetve linedris diofantikus
egyenletrendszerek &ltaldnos megolddsdra [13]. Kimutatta tovabb4, hogy
eljardsa kapcsolatban all a Purcell- és a Hestenes-Stiefel-féle konjugélt irany
médszerekkel is [17], [17]. Eszrevette a rangszémeskkentés és a rendszém-
noveléses matrixinvertélds kapcsolatdt, amelynek segitségével eljardst adott
madositott diszkrét peremértékproblémék megoldaséra [18]. Ez az eljaras tu-
lajdonképpen egy forditott ,,rendszamesdkkentéses” matrixinvertlisnak felel
meg, amelyet Brezinski és tdrsai 1996-ban djra felfedeztek [4].

A rangszamcsokkentéssel kapcsolatban kifejlesztett technikdjdval Egervary
szamos mas eredményt is elért [9], [16], [10], [14].

Megéllapithatjuk, hogy Egervéry a rangszdmcsokkentési eljarst megha-
tdrozott célokra fejlesztette ki és széles kérben szisztematikusan alkalmazta.
Egervary munkdssigdrdl részletes dttekintés kaphaté Rézsa Pél [34], [35],
[36] cikkeibbl, aki egyébként Egervary utolsé poszthumusz cikkeit is sa jt6 ala
rendezte.

Egervary rangszdmesokkentéssel kapcsolatos munkéssiga, 1986-ig nem sok
nemzetkozi visszhangot kapott. Householder 1964-ben megjelent klasszikus
és befolyédsos The Theory of Matrices in Numerical Analysis cfmii konyvében
ugyan idézi Egervary t&bb idevigé munkéjét (tételesen a [9], [10], [11], [16],
[17] dolgozatokat), de a 2. Tételt Wedderburn tételének nyilvanitja ([29],
Exercise 34, p. 33). A rangszdmesokkentd eljdrdst azonban Egervarynak
tulajdonitja a kovetkezd formaban:

»Apply the obuious identity

H
(u1,u2,...,un) (v1,v2,...,0,) :ulvfl—l—...—i—unvf
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along with Wedderburn’s theorem (Ezercise 1.34) to obtain Eger-
vary’s “rank-reducing” transformations, and thereby derive the
methods of triangularization and of orthogonal triangularization. i

Householder kdnyvének megjelenése utdn tobb szerzé Egervdry tételét
Householdernek ([32], Thm. 2.6b, p. 200), vagy Wedderburnnak és House-
holdernek tulajdonftotta ([5]).

1984-ben Abaffy, Broyden és Spedicato kvézi-Newton technikdval egy
konjugélt irdnyokon alapulé médszerosztélyt fejlesatettek ki Az = b alaku
linedris egyenletrendszerek megolddsara [1].

Az ABS médszerosztaly:
y1 € R™, H, € Rmxm (det (Hl) # 0)

fork=1:m
pr=HE 2z (2 € R™, pt ATvy, #0)

ok = vire/vEApy  (re = Ayk —b)

Yi+1 = Yk — OEPE
Hk+1 == Hk—HkATvkwak/wEHkATvk (wk € R™, wkTHkATvk 7é 0)

end
Aym+l =b

Az eljdrés nyilvanvaléan tartalmazza az Egervéry-féle rangszamesokkentési
eljdrast. E tény felismerésére 1986-ban keriilt sor [2], és azéta az Gn. ABS
médszerekkel kapcsolatos irodalomban Egervéry idevigd eredményei szere-
pelnek (lasd pl. [3]). Az ABS mddszerek kiterjesztésre keriiltek nemlinedris
egyenletrendszerek megolddséra (ldsd [3]), valamint alkalmazdsra keriiltek az
optimalizldshan is (ldsd [39]).

1995-ben Chu, Funderlic és Golub a rangszémesokkentésrél egy jelentds
cikket publikdlt a SIAM Review-ban [6]. Ebben a dolgozatban Egervéry
szémos eredményét idézik, de ezt igen sajétos formédban teszik. Példaul elis-
merik, hogy a 2. Tétel Egervary eredménye, de meg akarnak arrdl gyzni,
hogy Householder ezt mér Egervary elétt felfedezte, noha ennek irdsos nyo-
ma nincs.

Ezt a dolgozatot koveti Hubert, Meulman és Heiser 2000-ben megje-
lent [30] dolgozata, amelyben kimutatjdk, hogy a 2. Tétel blokkvéltozatat
Guttman 1957-ben igazolta. Tehat O a tétel elsd felfedezdje. Ezt a kdvetkez-
tetést azért vontdk le, mert kiilfoldon csak az 1960-ban megjelent Egervary
cikket ismerik.

Tény, hogy CGuttman a 2. Tétel blokkvéltozatdt 1957-ben publikélta.
Ezt megel6zéen 1944-ben az 1. Tétel blokkvéltozatat igazolta. Guttman a
rangszémesokkentés blokkvéltozatst statisztikdban alkalmazta ([30]).

Ouellette kimutatta, hogy Guttman egy 1946-os, a Schur- komplementzi—
14snél alapvetd eredményébdl azonnal kovetkez1k a Wedderburn és a House-
holder, azaz Egervary-tétele (ldsd [32]). Erdekesség, hogy Guttman ezt nem
vette észre.
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A most vézolt bonyolult dsszefiiggéseket az aldbbi 4braval szemléltethet-
Jjuk, amely az eszmék haladdsi irdnyat mutatja.

Lagrange (1736-1813)
Jacobi (1804-1851)

v
Wedderburn, 1934

v

Guttman, 1944

Guttman, 1946

Egerviry, 1953

v Egerviry, 1956
Guttman, 1957 l

Egerviry, 1960

/

Householder, 1964

Cline-Funderlic, 1979 v

Ouellette, 1981—

Abaffy-Broyden-Spedicato
1984

Abaffy-Spedicato, 1989

R

Cline-Funderlic-Golub, 1995

v
Hubert-Meulman-Heiser, 2000

1. dbra
Mindent Gsszevetve megallapithatjuk a kovetkezSket:

1. Wedderburn volt az elsé, aki az 1. Tételt és a rangszamestkkentést
felfedezte.

2. Egervéry a rangszdmcsokkentési eljirdst szisztematikusan fejlesztette
ki és széles korben alkalmazta. Egervéry valojiban egy egész elméletet
épitett ki, amelynek kulestételét, a 2. Tételt, O bizonyitotta elséként.

3. Egervdry utdn kozvetleniil Guttman volt az els8, aki a 2. Tételt ujra,
felfedezte és egy mds korben (statisztikdban) alkalmazta.
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2 Ijj eredmények

A kdvetkezSkben bemutatok néhdny eredményt, amelyet a rangszdmcesokken-
té eljdrdssal kapcsolatban értem el.

Egy A~ maétrixot az A (1)-inverzének, vagy g-inverzének neveziink, ha
fennéll, hogy AA~A = A. A G métrixot az A reflexiv inverzének nevezzik,
ha AGA = A és GAG =G.

Egy nemszinguldris A matrixot erésen nemszinguldrisnak neveziink, ha
létezik LU-felbontdsa. Egy nemszinguldris A matrixnak akkor és csak akkor
van LU-felbontésa, ha minden féminor métrixa nemszinguldris.

A rangszdmcsokkentési eljardst zérusosztémentesnek nevezzik, ha

yIHz 0 (i=1,...,k).

Ez a pontos feltétele annak, hogy k egymds utdni rangszamcesOkkentést vég-
rehajthassunk. Legyen

X =[z1,...,zk], Y =[y1,---, 9
és
X0 =(zy,..., 1), YO =[,...,51] -
Ekkor a kovetkez® eredmény igaz.
3. Tétel. A rangszdmesokkentd eljdrds akkor és csak akkor zérusosztomentes,

ha az YTAX = [yiTij]fjﬂ

ben a mngszdmcsb'kkentés’ a kovetkezé kanontkus alakba irhato:

mdtriz erésen nemszinguldris. Ebben az eset-

. . W\ —1 ,
Ay = A~ AX® (Y@TAX(%)) YOTA (=1,....k) . (7)

A tétel sziikséges részét els6ként Abaffy, Broyden és Spedicato igazoltak
az ABS médszerekkel kapcsolatban [1], {3]. A kanonikus alak Egervarynal is
megtaldlhaté [17], [18], aki azt vizsgalta, hogy k egymds uténi rangredukeid
helyettesitheté-e egyetlen blokk rangredukciéval.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy k = r. Ekkor a rangszdmcsokkend eljaras
az

A=QD'PT (8)

bizisfaktorizéciét szolgsltatia. Felmeriil a kérdés, hogy adott 4, X és Y
paraméterek esetén mi a kapott P, a @ és a D? Ezt néhdny specidlis eset-
ben mér Egervary [17], Abaffy, Broyden, Spedicato [1], [3], valamint Chu,
Funderlic és Golub [6 is megvélaszolta.

Ha egy B kvadratikus métrixnak van LDU-felbontésa, akkor ezt az egy-
értelmii felbontést jeldlje B = LgDgUg, ahol a B index a matrixra utal.

4. Tétel. Legyen YT AX erbsen nemszinguldris. Ekkor a (6) bdzisfaktorizdcid

tényezdi

P=A"YL T, ., Q=AXUyl,y, D=Dyrax, 9
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és az A kifejezhetd az
A=(AX U;%Ax) Dl_”l"AX (L}_’}I'AXYTA) (10)

alakban.
Az eredmény és igazoldsa kiilonféle formékban a [20], [21], [23], [24]
munkékban taldlhaté meg. A tételnek szdmos fontos kovetkezménye van:

1. A rangszdmcsOkkentési eljardssal minden bézisfaktorizdcié eléallithaté
([6] sejtése).

2. Ha A, X és Y négyzetes nemszingularis, akkor

A= \(Y—TLYTAXDYTAX)JD;;AX nyTAXUyTAXX—l)’ . (1)

Q PT

3. Egyértelm jellemzés adhaté arra, hogy P, vagy Q mikor lesz haromszog
alakd, illetve B ortogondlis.

4. A Lénczos-féle tridiagon4lis formdra torténd hasonléségi transzformacio
métrixa és annak inverze egyszerre elééllithaté a rangszamesokkentéssel.

3. Definicié. Legyen A € R™ ™, V € R™X" és P € R, A (P,V)
mdtrizpdrt A-konjugdltnak nevezzik, ha L = VTAP nemszinguldris alsé
hdaromszogmdtriz. A (P,V) pdr A-bikonjugdlt, ha D = VT AP nemszinguld-
ris diagondlis.

A rangszdmesSkkentd eljdrdsnak a kovetkezd konjugsldsi tulajdonsagai
vannak.

1. Allités. Ho X = BTV é Y = CTW, akkor o (P,V) pdr B-konjugdlt, a
(Q, W) pdr pedig C-konjugdlt.

2. Allitas. Tetszbleges B-konjugdlt (P, V) mdtrizpdr esetén létezik olyan Y
ortogondlis mdtriz, hogy a rangszdmcsokkentd eljdirds az A =1, X = BTV
és Y wvdlasztdssal éppen ezt o P mdtrizot adja.

3. Allitds. Legyen A~ az A mdtriz tetszbleges g-inverze. Ekkor a (Q, P)
par A~ -bikonjugdlt.

Megmutathatd, hogy egy sor ismert konjugélési eljérds a rangszamesok-
kentés specidlis esete, vagy éppen azzal ekvivalens. A 3. Allitds miatt a
rangszamesokkentés specidlis esetként tartalmazza a kétoldali Gram-Schmids
eljarast, amellyel bikonjugélt parokat 4llithatunk elé.

Megmutathatd, hogy a rangszémesdkkentéssel kapott (Q, P) pér stabil,
ha az YT AX métrix LDU-felbontésa stabil [22].

Végiil megemlitem, hogy a rangszdmcsokkentd eljéras és a rendszéamndve-
léses métrix invertdlds kozott tobb j és érdekes Ssszefiiggést sikeriilt taldlni.
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Ezek egyik kovetkezménye a kanonikus alakra adott hdrom djabb multiplika-
tiv reprezentdcid, amelyekkel a rangszdmcstkkentési eljarést kiilonféle szem-
pontokbdl jellemezhetjitk. Példaként megemlitjik a kovetkez6t:

¥ WT Ax @)
Ay = AX ((YTAX) = [ ¥ o ) : D YTA.
A formuldbdl léthat6, hogy az eljaras sordn az Y7 AX métrix inverzét koze-
litjiikk a féminor matrixok inverzeivel.

3 Osszefoglalés

Az eddig ismert tények alapjin jogos Egerviry-féle rangszamesodkkentd elja-
r4s16] beszélni. Az eljdrds egy széles korben hasznélhatd, hatékony eszkoz,
amelynek rendkivil érdekes tulajdonsdgai vannak. Remélni lehet, hogy az
eljdrds végre a szakirodalomban is a megfeleld helyre keriil. Mindenesetre
Egerviary munkéssdgdnak novekvé elismerését az is jelzi, hogy a Bergaméi
Egyetem 1998-ban Egervdry dijat adott Zhang Liwei kinai matematikusnak
idevagd munkdassagéért.
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