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BOOLE PROGRAMOZAS GRAFOK SEGITSEGEVEL!

NAGY BENEDEK
Debreceni Egyetem, Matematikai és Informatikai Intézet

Olyan specislis egészértékii programozasi feladatokat vizsgdlunk, amelyekben
minden valtozé a {0, 1} értékhalmazbdl vehet fel értéket. Megismerkedink az
un. alap illetve a mddositott Boole-programozési feladattal. Az alap Boole-
programozdsi feladatot specidlis linedris programozdsi feladattd alakitjuk,
graffal reprezentaljuk. Adunk egy algoritmust, amiben a feladatot grafok
segitségével oldjuk meg. A mobdositott feladat esetén ez a specidlis linedris
programozasi feladat az eredeti feladatndl gyengébb feltétel rendszert jelent.
Ezt a grafoknél az tn. relevéns élek segitségével vessziik figyelembe. A mé-
dosftott Boole-programozasi feladatot az alapfeladathoz hasonlé médszerrel
oldhatjuk meg.

1 Bevezetés

Vannak olyan specislis egészértékli programozdsi feladatok, amelyekben a
valtozdk csak a 0, illetve az 1 értéket vehetik fel. Ilyenekkel taldlkozhatunk
példdul a szakirodalomban (pl. [9]) hdtizsdk feladatokként ismert példdkban
akkor, amikor pl. egyes targyakrdl azt kell eldonteni, hogy benne legyenek-e
egy kivédlasztandd halmazban, vagy ne, valamint logikai feladatokndl is.

Ebben a cikkben bemutatjuk az 1in. alap Boole-programozési feladatot,
amit specidlis linedris programozasi feladatta tudunk alakitani, illetve grafok
segitségével tudunk reprezentdlni. A grafokat dtalakithatjuk oly médon, hogy
koézben a megolddshalmaz ne véltozzon. Felhasznélva, hogy csak a {0,1}
értékhalmazbdl vehetnek fel értéket a valtozdk, a graf egyes lokdlis tulajdon-
sdgaibdl kévetkeztethetink az egyes csicsok értékeire. (Ezeket az dtalaki-
tasi, illetve csicsmeghatarozé lépéseket fogjuk lokdlis graflépéseknek hivni.)
Adunk egy algoritmust, aminek segitségével egy alap Boole-programozési fe-
ladat Osszes megengedett megolddsa meghatdrozhatd. Ezutdn megismerke-
diink a mdédositott feladattal, aminek feltételei kozt egyenlségek is eléfor-
dulhatnak. Ezt a feladatot nem tudjuk tisztdn linedris feltételekkel leirni,
de tudunk hozzd olyan grifreprezentdciot késziteni, amely hilen tiikrozi a fe-
ladatot. Az alap feladathoz tartozé algoritmust megfelelden kiegészitve olyan
algoritmust kapunk, amely segitségével a mddositott feladat megengedett
megolddsait is meghatdrozhatjuk.

1Beérkezett: 2002. méjus 9. e-mail: nbenedek@math.klte.hu.
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2 Boole-programozasi feladatok

Amint azt a bevezet6ben is irtuk, e cikkben olyan feladatokrdl lesz sz6, ame-
lyekben minden véltozé csak a {0, 1} értékhalmazbdl vehet fel értéket. Most
pontosan definialjuk, hogy milyen feltételrendszer esetén hogyan nevezziik a
feladatot.

2.1. Jeldlés. A viéltozékat az abécé nagybetilivel fogjuk jeldlni, konkrét
példakban mis-més betiivel, egyébként az dbécé elejérdl vett valamely betiit
fogjuk indexelni.

2.1. Definicié. A (*) alaki feltételrendszerrel adott feladatokat alap Boole-

programozasi feladatoknak nevezziik, ha benne minden B; véltozé legfeljebb
egy (*) feltétel bal oldaldn szerepel

() Bi< B Bry-... B (1—Bp) (1= By) ... (1— Byy).

A jobb oldali valtozdk eléforduldsaira nincs megkdtés, azon kivil, hogy a
szorzatok legaldbb egytagiak. Keressiik azokat a lehetséges B; értékeket,
amelyekre a feltételrendszer teljesiil.

2.2. Definicié. A kévetkezd alaki feltételekkel megadott feladatokat mé-
dositott Boole-programozasi feladatoknak nevezziik:

(!)  Bi<Bn:Brg-... Bun (1~ Bp1) - (1= Bya) ... (1— Byp)
vagy
(**) B,‘=BT1-B.,ag-...-Brm-<1—Bp1)'(1—Bp2)-...-(1—Bpk),

ahol minden B; maximum egy feltétel bal oldalén szerpel. (A jobb oldali B
véltozé eléforduldsokra nincs megkétés, azon kiviil, hogy a szorzat legaldbb
egy tagi.)

Lathatjuk, hogy a médositott feladat abban kiilénbézik az alap feladattdl,
hogy egyenl@ség is szerepel a feltételek kdzdtt.

2.1. Megjegyzés. Az alap Boole-programozssi feladat feltételeit mindig
kielégiti az azonosan 0 vektor (trividlis megoldds). Ugyanez nem mondhaté
el a médositott feladat esetén, aminek nem biztos, hogy van megoldédsa. (A
legegyszeriibb példa az egyvaltozés A = 1 — A, ami nem megoldhaté a 0,1
halmazon.)

2.1. Lemma. Az alap Boole-programozisi feladatokat atirhatjuk a kovet-
kezb formédba

B, < By;

(% * x)
BiSI—Bpk

Bizonyitds. A (*) formuldban a jobb oldali szorzatot tényezékre bontva
lathatjuk, hogy minden tényezé a {0,1} halmazbdl vehet fel értéket. Ha
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B; = 0, akkor trividlisan a szorzat minden tagjéra kilon felirhatjuk a (***)
bsszefiiggések koziil az aktudlisat. Ha B; = 1, akkor viszont a jobb oldali
szorzatnak is 1-nek kell lennie, teh4t minden tagja 1, vagyis a megfeleld
(***) Gsszefliggések fenndllnak. Az is vildgos, hogy amennyiben a (*¥*¥%)
dsszefiiggések egy adott B;-re teljesiilnek, akkor az ezekbél Gsszekombindlt (*)
is igaz. Tehét az alapfeladat feltételrendszerével ekvivalens feltételrendszert
kaptunk.

A 2.1 lemma (¥**) feltételrendszere tulajdonképpen egy specidlis linedris
0-1 programozési feladat feltételrendszere. Az els6 tipusi Osszefiiggések két
véltozé kiildubségének elbjelét szabjdk meg, mig a masodik két valtozoé Ossze-
gének a maximumdt korldtozza. Tehdt az alap Boole-programozasi feladat
megolddsai éppen ennek a linedris programozési feladatnak a megengedett
megoldésai.

2.3. Definicié. Atomi feltételnek hivjuk a (***) feltételeit. Ezekben a
relécié mindkét oldaldn pontosan egy darab valtozd szerepel.

A médositott feladat esetén a megfeleld (¥*¥*) dsszefiiggéseknek ugyancsak
fenn kell allniuk, de ezen feltételek csak sziikségesek, nem adnak az eredeti
feladattal ekvivalens feltételrendszert. Tehdt itt csak kozeliteni tudjuk az ere-
deti feladatot a linedris feltételrendszerrel, de ennek ellenére a kovetkezd fe-
jezetben a médositott feladatokra is egzakt megoldasi modszert fogunk adni.

2.2. Megjegyzés. Ha olyan (*) feltételrendszeriink van, amelyben van
olyan B;, amely tobb feltétel bal oldaldn is szerepel, akkor ezen feltételek jobb
oldalait 6sszeszorozva az eredetivel ekvivalens (ez a 2.1 lemmabdl kovetkezik),
és a fenti definicidknak megfelelé Boole-programozasi feladatot kapunk.

Az el6bbi megjegyzés alapjén tehdt elég a 2.1 és 2.2 definicidkban sze-
replé Boole-programozasi feladatok reprezentdldsira és Osszes megengedett
megoldisdnak eldallitdsira szoritkoznunk. A médszerink mikodik azokban
az esetekben is, ha a (¥) alaki feltételrendszerre eredetileg nem teljesiil az,
hogy minden valtozd legleljebb egyszer szerepel a bal oldalon, de a feltétel-
rendszer atalakithaté ilyenre.

2.4, Definicié. A P és a @ Boole-programozasi feladatokat ekvivalensnek
neveziink, ha P feladat megolddsa(i) ugyanaz(ok), mint a ¢ megolddsa(i).

3 Boole-programozasi feladatok grafreprezen-
tacidja

Ebben a részben elészor definidljuk azt az eszkozrendszert, amit Boole-prog-
ramozési feladatok megolddsdra fogunk haszndlni. Ezutén a megfeleld graf-
lépéseket alkalmazva alakitjuk a feladat grafjat vele ekvivalens feladatok graf-
java, haladva a megoldés felé. Elészor az alapfeladatot vizsgaljuk meg.
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3.1 Grafreprezenticié az alapfeladat megolddsahoz

3.1. Definicié. Egy Boole-programozssi feladat grifreprezenticiéjdn a
kovetkezd irdnyitott grafot értjiik. Vegyiik a feladattal ekvivalens (***) alaki
feltételrendszert. A graf csiicsai legyenek a feladatban szerepld véltozdk. Az
éleket pedig kétféle nyillal jeloljitk: a Bi-t Gsszekotjiik a Bj-vel folytonos
nyillal, ha B; < B; fenndll, és szaggatott nyillal, ha B; < (1 — B;). A nyil
a megfelelé Osszefiiggés bal oldaldn szerepld valtozétdl a feltétel jobb oldaldn
szerepld felé mutat.

Tekintsiink egy példat:

3.1. Példa. (A valtozokat jeldlje A, B, C és D.)
A<B

B<C-D

C<B-(1-A4)

D<(1—B) (1- D).

A példa grafja:

A példa megolddsét az alfejezet végén mutatjuk be.

Nézziik meg, mit jelentenek a graf élei. Ha az A csticsbdl folytonos nyil
mutat a B csicsba, akkor az A < B reldciénak kell teljesiilnie, vagyis nem
lehet az, hogy A = 1 és B = 0. Ha a grifban szaggatott él mutat A-
bdl B-be, akkor ez A < 1 — B-t jelent. Ez esetben nem lehet A = B = 1.
Egyszerii dtalakitdssal lathatjuk, hogy két cstics kdzti szaggatott nyil jelentése
fiiggetlen az irdnytél. (A < 1 — B ugyanakkor teljesiil, amikor A + B < 1,
illetve B <1— A.) Ezért az alapfeladat megolddsakor a grafban a szaggatott
éleket a tovabbiakban nem tekintjiik irdnyitottnak.

3.1. Megjegyzés. A grif a feladat atomi feltételeit reprezentélja.

Most nézziik, hogyan aknézhatjuk ki a graf egyes részeiben rejls informa-
ciot, melyek azok a lépések, amelyek segitségével a gréfban szerepls lokalis
informécidkat felhasznélhatjuk Uj élek berajzoldséra, illetve a csicsok érté-
kének meghatérozésara.

3.2. Definicié. Elhozzdads lépésnek nevezziik a graf dtalakitdsat oly médon,
hogy két még nem ismert értékii vdltozét reprezentdlé csics kozé j, eddig
még a grafban nem szerepl6 élt hiizunk be, mikézben az 4j grif ekvivalens
az eredetivel.
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3.1. Lemma. a) Ha a grifban vezet egy A csiicsbdl a C csticsba folytonos
élekbdl 4ll6 irdnyitott dt, akkor az A — C él behizdsa élhozzdadd 1épés.
b) Ha a grafban vezet egy A csticsbdl egy B csiicsba folytonos élekbdl 4ll6
irdnyitott it és a B csticsot szaggatott él koti Ossze a C csicesal, akkor az
A- - -C élhozzdadd 1épés.

Bizonyitds. Ha (D1, Dz), (D2, Ds), ..., (Dk—1, D) a grafban folytonos
élekbdl 4114 irdnyitott 1it, akkor a folytonos él definicibja szerint

D <Dy <... <Dy,

Dy = A és Dy, = C mellett az a) 4llitds azonnal adédik. Dy = A és Dy, = B
mellett B < 1 — C miatt a b) allitds kovetkezik.

Most kovetkezzenek az 1in. alapséméik. Ezek olyan élkombindcidk, melyek
segitségével meghatérozhaté valamelyik benne szerepl cstics értéke, anélkiil,
hogy bdrmelyik csiics értékét tudtuk volna kordbban.

3.2. Lemma (,cgyelemil alapséma”). Ha feladat tartalmaz szaggatott
hurokélt, vagyis van olyan A cstics, hogy A- - - A, akkor A = 0.

Bizonyitds. Feltéve, hogy A = 1 ellentmonddst kapunk. A = O-ra pedig
teljestil az él 4ltal jelentett feltétel.

Ha egy feladat grifjadban egy csicsra alkalmazhatjuk a fenti alapsémét
(eredetileg volt benne ilyen él, vagy valamely élhozzdadd 1épés sordn ilyen él
keriilt a grafba), akkor az adott csicshoz beirjuk a 0 értéket. Most mu-
tatunk olyan alapsémékat, amelyekbdl hasonldéan nyerhetiink informéciét.
Ezeket a megoldéds gyorsitdsa érdekében hasznilhatjuk, de élhozzdadd 1épés
haszndlatdval visszavezethetOk az el6z8 alapséméra.

3.3. Lemma (,kételemii alapséma”). Ha a feladat grafjdban az A és a B
cstics kOzt van szaggatott él, és az A-bdl a B-be vezet folytonos nyilakbél 4116
irdnyitott 1it, akkor az A értéke 0.

Bizonyitds. Elhozzdadssokkal (3.1 lemma a) az A és B kozti irdnyitott
it miatt A — B él behuzhats, majd A — B- - - A-ra alkalmazva a b)
élhozzdaddst, szaggatott hurokélt kapunk A-ndl, ami a 3.2 lemma alapjdn
éppen az allitdsunkat jelenti.

3.4. Lemma (,,hdromelemil alapséma”). Ha van olyan A, B és C csics,
hogy A-bdl B-be és C-be is vezet folytonos élekbdl 4ll6 irdnyitott ut, a B és
a C kézott pedig szaggatott él van, akkor A értéke 0.

Bizonyitds. ElOszor az irdnyitott utakon alkalmazott élhozzdaddsokkal
megkapjuk az A — B és A — C éleket, majd élhozzdadds A — B- - -C,
majd A — C- - - A-hoz. Ekkor az A-ndl szaggatott hurokélt kapunk, ami
a 3.2 lemma miatt éppen A = 0-t jelent.

Még egy 1épést sorolunk fel itt, bar a kovetkez6 sémdbdl nem deriil ki
egyértelmiien egyik csiics értéke sem, hasznalata mégis kozelebb visz minket
a megoldashoz.
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3.5. Lemma (,,egyenlsité séma”). Ha egy grafban két cstics kdzstt (legyen
ez A és B) mindkét irdnyba vezet folytonos nyil, akkor értékitk megegyezik.

Bizonyitds. A nyilak jelentésébdl nyilvdnvald: A < B, B < A.

3.6. Lemma. Az egyenl8sité séma egy ekvivalenciareldciét jelent a graf
csucsal kozott.

Bizonyitds. Evidens, hogy tetszéleges A csticsra teljesiil A < A (a folyto-
nos hurok-nyilat barmely cstcshoz felvehetnénk, ha segitene a megoldédsban),
a szimmetria az el6z6 lemma (az egyenlésités definicidja) miatt trividlis. A
tranzitivitds pedig: ha A és B kozt minkét irdnyba vezet folytonos nyil, a B
és C kozt ugyancsak, akkor élhozzdaddsokkal A és C kézti mindkét irdnyd
nyilat megkaphatjuk.

3.1. Jelblés. Az egyenlSsité sémét dgy fogjuk felhasznélni a grafban, hogy
a megfeleld csicsokat egymds mellé, egy téglalapba frjuk, ezzel jelezve, hogy
értékiik megegyezik.

Most megnézziik, hogy ha egy él egyik végpontjdban levé cstics értéke mar
ismert, akkor ebbél milyen tovébbi informéciét vonhatunk le, ezzel kozeledve
a megoldéshoz.

3.3. Definicié. Egy feladat grafjdban kiértékelé nyilnak hivunk egy élt
akkor, ha valamelyik végpontjdban levé vdltozd értéke mér ismert, és ez
alapjdn meg tudjuk mondani a mésik végpontban lev valtozd értékét is.

3.7. Lemma. Egy alap Boole-programozasi feladat grafjaban a kévetkezd
esetek kiértékeld nyilak.

a) 1 — Aesetén A =1;

b) 1---A esetén A =0;

c) A— Qesetén A =0.

Bizonyitds. A nyilak jelentése alapjan nyilvanvald.

Tulajdonképpen ezzel felsoroltuk az Osszes lehetséges graf-manipuldciés
lépést, amit egy alap Boole-programozasi feladat megolddsshoz hasznalhatunk.
Nézziik most meg a 3.1 példa megolddsat. (Technikailag pl. a graf csicsait
egyvonalba rajzoljuk, a szaggatott éleket feliil, a folytonosakat alul rajzoljuk
be. Ha egy csiics értéke 0, akkor ez ald a vonal ald rajzoljuk, ha értéke 1,
akkor e vonal folé. Az egy téglalapban lev csiicsokat egyiitt mozgathatjuk.)

A példa grafja tartalmazza az egyelemii alapsémét D-nél, a B és ' csticsok
pedig egyenértékiiek:
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A B — D =0 él kiértékelbnyil:

Tehdt a megoldds az, hogy A=B=C=D=0.

Most el6bb megnézziik, hogyan miikédik mindez a médositott feladat
esetén, majd egy algoritmust adunk, amivel mindkétféle Boole-programozdsi
feladat estén megkaphatjuk a megengedett megolddsokat.

3.2 Grafmanipuldciés 1épések a moédositott feladatndl

A médositott feladat esetén is a 3.1 definiciéban adott grafot fogjuk hasznélni,
egy kis kiilonbséggel, ugyanis itt valahogy figyelembe kell venniink azokat a
feltételeket, amelyekben a < reldcié helyett = szerepel, ezt az in. relevins
él fogalmanak bevezetésével tessziik meg.

Ehhez vizsgéljuk meg kozelebbrol, hogy az egyenléségek a (**) feltételek
kozott mit jelentenek. Ha a bal oldali valtozo értéke 1, akkor a jobb oldalon
a szorzat minden tényez8jének 1-nek kell lennie, ez esetben a (***)-beli <
reldcidkkal az eredetivel ekvivalens a feltételrendszer. Ha a bal oldali véltozo
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értéke 0, akkor egyenlGség esetén a jobb oldalon a szorzatban lennie kell
legaldbb egy 0 értéknek. (A (**¥)-beli atomi feltételek megengednék azt az
esetet is, amikor a szorzat minden tényezdje 1.)

3.4. Definicié. Egy élt relevansnak hivunk, ha elképzelhetd, hogy 0 értékii
csticsbdl indul, és az eredeti (**) feltételrendszerbdl egyenldséget fejez ki.
(Vagyis, lehetséges, hogy 0 = 0 alaku egyenléséget fejez ki, olyan feltétel
esetén, ahol eredetileg egyenlSség szerepelt a (**) alakban.)

Eredetileg, amikor megrajzoljuk egy mdédositott feladat grafjat, akkor
benne minden olyan csticsbdl indulé élt relevénsnak tekintiink, amely ere-
detileg egyenléség bal oldaldn allt (**)-ban. Vildgos, hogy a megoldés sordn
minden olyan, 0 értékii csicsbdl indulnia kell mindig legaldbb egy relevdns
élnek, ahol az adott véltozd egy egyenl8ség bal oldalan &llt, ugyanis a jobb
oldali szorzat pontosan akkor 0, ha van a tényezdi kozt 0, és a relevdns él
éppen ezt jelenti.

3.2, Megjegyzés. A moddositott feladat esetén a relevancia miatt nem
tekinthetjilk a szaggatott éleket minden esetben irdnyitatlannak. A nem
relevins szaggatott éleket tovébbra is kezelhetjiik iranyftds nélkiil, de a rele-
vansoknél az irdny is fontos szerepet jatszik.

3.2. Jelolés. A nem relevans éleket &t fogjuk huzni, és !-lel jelljiik a
cstcsnél, ha beléle egyetlen relevéins él indul.

A relevéns élelckel tudjuk a feltételek kozt szereplé egyenléségeket biztosi-
tani az egyébként < reldcidkat jelentd élek kozt, amit a kovetkezd lemmdban
meg is mutatunk.

3.8. Lemma. Ha egy csticsbdl egyetlen relevans él indul, akkor ez az él
egyenloséget fejez ki.

Bizonyitds, Tegylik fel, hogy A-bél egyetlen relevéans él indul. Ekkor ez az
egyetlen olyan él, amely az A = 0 esetben egyenléséget fejezhet ki, tehét ha
az eredeti feltételek teljesiilnek, akkor ennek kételezd egyenldséget jelentenie.

Ha ez az egyetlen relevins él az Al — B, és az A értéke 0, akkor a B
értéke nem lehet 1. Ha ugyanis a B értéke 1 lenne, akkor ez az él egy 0 <1
atomi feltételt fejezne ki, ez esetben pedig a megfelels (**) egyenléségben
a jobb oldalon minden tényez6 értéke 1 lenne (hiszen ez az egyetlen él volt
relevéns), ami azt jelenti, hogy az eredeti (**) alaki feltételt nem elégiti ki a
kapott eredmény. Tehdt A = 0! — B esetén B = 0-nak kell teljesiilnie. Ha
viszont az A = 1, akkor a folytonos nyil ltal jelentett atomi feltétel alapjan
(A< B) a B=1. Tehét az él jelentése: A= B.

Al--— B esetén pedig, ha A = 0, a B nem lehet 0, ekkor ugyanis A =
0 < (1—B) =1 atomi feltételt fejezne ki, és mivel a t&bbi 6l nem relevéns, az
eredeti (**)-beli egyenl8ség nem 4llna fenn. Tehdt ekkor B = 1. Ha viszont az
A =1, akkor a szaggatott nyil 4ltal jelentett atomi feltétel miatt B = O-nak
kell teljestilnie. Tehdt az A!- - — B tipusi €l jelentése: A = (1 — B).

A megoldés sordn fontos lesz tehdt, hogy hogyan vilhat egy él irrelevansss,
ezt kiértékeld nyilak tédrgyaldsa utén pontosan lefrjuk.
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Most mér tudjuk reprezentilni a graf segitségével a moédositott feladat
egyenldségeit. Lassuk tehdt, a graf-lépések hogyan médosulnak az alapfela-
datban mér leirtakhoz képest.

Eldszor tekintsik az élhozzdadd lépéseket. Megmaradnak az eredetiek
(3.1 lemma), és még ehhez jonnek hozzd Gjak.

3.9. Lemma. Ha egy grifban tetsz6leges A, B és C cstcsokra szerepelnek az
aldbbi tabldzat valamelyik soranak bal oldali oszlopaban taldlhaté éle(i), és a
megfeleld sor jobb oldali oszlopdban taldlhaté(k) még nem (sem relevdnsként,
sem irrelevénsként), akkor az(oka)t 1j nem relevéns élként felvehetjiik a gré-
funkba. (A !-lel jelolt esetekben a megfeleld élek egyediili relevénsok az adott
cstiesbdl.)

Ha eléfordul akkor felvehetd
1) A--—B A—/-B
2) Al— B A<~ B
a) A—B—C A4 C
by A— B---C A-/-C
c) A---Bl—C A-/-C
d) A---Bl--—-(C A4 C
e) A---B+--IC AL C

Bizonyitds. A megolddsban minden élnek megfelel6 atomi feltételnek igaz-
nak kell lennie, valamint a 0 tipusii csticsokbdl indulnia kell relevéns élnek,
ha az adott valtozd egyenléség bal oldaldn 4llt. Mivel relevans élbdl nem lesz
irrelevdns e lépések sordn, ezért ez a rész trividlisan teljesiil. Nézziik most
esetekre bontva, hogy hogyan teljesiilnek az atomi feltételek.

1) Mér az alapesetnél a szaggatott nyil jelentésénél térgyaltuk: A < 1—B
ugyanakkor teljesiil, mint B <1 — A.

2) A 3.8 lemma alapjén A = B, tehit A < B mellett B < A is teljesiil.

a)-b) ugyanaz, mint az alap feladatnal.

¢) ez tulajdonképpen kovetkezménye az el6z8knek: a 2)-t alkalmazva BC-
re, majd a b)-t CBA-ra, egyébként A <1 — B és 3.8 lemma alapjin B = C,
tehdt A <1 — C teljesiil, ami ekvivalens a C <1 — A -val.

d)-e) A <1— B, és a 3.8 lemma, illetve 1) eset alapjdn C =1 — B, igy
az A < (' is igaz.

Az 1j éleket azért irrelevdnsan vessziik fel, mert az eredeti feladat atomi
feltételei kozott nem szerepeltek, tehdt nem fejezhetnek ki az eredeti (**)
feltételben szerepld egyenléséget.

Az alapsémdink ugyanazok lesznek mint az alapfeladat esetén voltak. Tu-
lajdonképpen itt is elegendé az egyelemii alapséma hasznalata (3.2 lemma),
illetve fontos az egyenlésit séma (3.5 lemma) is.

3.3. Megjegyzés. A 2) élhozzdadd 1épés tulajdonképpen azt jelenti, hogy
ha két cstcs (A és B) kozt Al — B kapesolat van, akkor ket is ,,egyenlé-
sithetjik”.

Nézziik a kiértékeld nyilakat! A mér ismertetettek mellett kapunk néhany
tjabbat is, a relevancia felhasznéldsdval. (Ahol a ! jelzi, ott csak abban az
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esetben hajthatd végre a kiértékelés, ha ez az egyetlen induld relevéns él
abbdl a csicsbdl, a tobbi esetben nincs semmiféle megkotés az adott él rele-
vancidjdra, vagy a relevans élek szamira.)

3.10. Lemma. Egy médositott feladat grafjdban a kovetkezd élek kiértékeld
nyilak

a) 1 — A, ekkor A =1;

b) 1---A4, ekkor A = 0;

c) 0 — A, ekkor A = 0;

d) Al -—— 1, ekkor A =1;

e) A— 0, ekkor A =0;

f) Al- -—0, vagy A+ - -10, ekkor 4 = 1;

Bizonyitds. A 3.7, 3.8 lemmadk és a 3.3 megjegyzés alapjén trividlis.

Most nézzitk meg, hogy hogyan véltozik az élek relevdns tulajdonsiga a
felhasznaldsuk kozben. (Ez egy fontos kérdés, hiszen mint lattuk, igazén csak
akkor tudunk egy relevans élt , kihaszndlni”, ha egyediili relevdnsként indul
az adott csicsbdl.)

3.11. Lemma. A kiértékelés utdn az 1 értékli csiicsbdl indulé nyilak mind
irrelevanssd valnak. Ezen kivil a kévetkezd nyilak irrelevénsok, ha az adott
csticsbél nem egyetlen relevans él indul (ha ez az egyetlen relevéns, akkor a
fenti d), illetve f) kiértékelést kell el&bb elvégezniink):

g) A—1;

h) A--—0.

Bizonyitds. A relevéns él definicidja (3.4 definicié) miatt nyilvinvald,
hogy mar ismert, 1 értékil csiicsbdl nem indulhat. g) - h) esetek: Az él csak
akkor lehetne relevans, ha A = 0 értéket venne fel, ez esetben viszont egyik
él sem egyenlOséget fejez ki, hanem A = 0 < 1 rel4ciét, tehdt ezek az élek
nem lehetnek relevansok.

Még egy helyzetben fogjuk hasznélni az irrelevénssd tételt, ez technikai
jellegll, ugyanis igy tudjuk figyelembe venni az ,egyenlésités” hatdsat. (A
grafunk ez esetben is ekvivalens marad az eredetivel.)

3.12. Lemma. Ha egy A csicsbdl tébb ugyanolyan tipusd (folytonos, il-
letve szaggatott) relevans nyil is vezet ugyanabba a téglalapba (egyméssal
egyenl@sitett csticsokba), akkor ezek koziil egyet hagyunk meg relevénsnak,
a tobbit athdzzuk. Az igy kapott graf ekvivalens a kordbbival.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A-bdl B-be és a vele egy téglalapban levé C-
be is ugyanolyan tipusi relevans nyil vezet. Mivel B és C értéke meg kell hogy
egyezzen az eredeti grathoz tartozé megolddsokban is, ezért a két relevins él
ugyanazt a reliciot fejezi ki. Tehdt a megolddsban vagy mindkettd relevéns
lesz, vagy egyik sem. Nekiink csak az a fontos, hogy a (**)-beli egyenléséghez
legyen legaldbb egy relevédns él, tehdt barmelyiket irrelevansss tehetjiik, ha
kézben a mésik relevians marad.
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Az itt ismertetett esetekben az addig relevansként szerepl6 éleket dthiizzuk
a grafban, ezzel jelezve, hogy irrelevanssd valtak.

3.4. Megjegyzés. Amelyik él relevdns egy megolddsban, az az él relevansan
szerepel az eredeti grafban is.

3.5. Megjegyzés. Ezekkel a graf-transzforméciés 1épésekkel minden lehet-
séges atomi feltételszeril reldciot behozhatunk a grafba, ami a grafban levd
élkombinécié lokélis jelentésén alapul.

A kovetkezd részben ezen graf-lépéseket felhaszndlva készitiink egy algo-
ritmust, amely segitségével mind az alap, mind a mddositott Boole-progra-
morzasi feladatok lehetséges megolddsait meghatarozhatjuk.

3.3 Univerzalis algoritmus a targyalt Boole-programo-
zasi feladatok megoldasara

Ebben a részben az algoritmust ismertetjik, aminek segitségével elGallitha-
tunk egy, illetve az Osszes megengedett megolddst. Ezutdn megnézziik az
algoritmus miitkodését két ijabb példamn.

3.1. Algoritmus.

1. Rajzoljuk meg a feladat grafjat, ligyelve, hogy csak az egyenléséggel
adott eredeti feltételeknek megfeleld élek legyenek relevdnsok.

2. Implicit leszdmldlds mddszere:
2.1 Alkalmazzuk a lehetséges élhozzdadd 1épéseket.

2.2 Alkalmazzuk a lehetséges alapsémdakat csicsok értékeinek meghatdro-
zAsara.

2.3 Az egyenl6sit6 séma hasznilatdval tegyitk k6zos téglalapba a megfelelé
csticsokat.

2.4 Ha van mdr ismert értékl csics, akkor probaljuk a kiértékelé nyilak
segitségével mds csicsok értékét is meghatdrozni.

2.5 Ellendrizzik, mely nyilak valtak irrelelvdnssa.

2.6 Ha van megoldds, akkor tdroljuk, és menjlink 2.10-re (ha csak egy
megoldas kell, stop).

2.7 Ha nincs megoldas, és nem véltozott a gréf, egy valtozét rogzitsiink, és
menjink 2.1-re.

2.8 Ha nincs megoldés, de véltozott a graf, akkor menjiink 2.1-re.
2.9 Ha ellentmonddsra jutottunk, menjiink 2.10-re.

2.10 (Agcsere) Ha lehetséges dgcsere, akkor dgcsere, kiilonben stop.
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Megoldast akkor kaptunk, ha minden csicshoz pontosan egy érték van
rendelve a {0,1} halmazbdl, és egyik csicshoz sem kell a mésik értéket is
hozzarendelniink valamely é] (alapséma vagy kiértékelényil) jelentése alapjan.
Illetve minden olyan 0 értékii csiicsbdl indul relevéns él, amelybdl eredetileg
indult (a (**) feltételek bal oldali vdltozéi). Ekkor minden élnek megfelel
atomi feltétel teljestl, és az egyenléségek is fenndllnak.

Ellentmonddsra akkor jutunk, ha a lépések sordn egy csiicshoz az 1 és a
0 érték is hozzdrendelésre kertl.

Agcserének nevezzik azt, amikor a legutdbbi 6nkényes értékadds (2.7)
elotti grafot vessziik vizsgalatunk térgydva, ha ennél az értékaddsndl még
csak az adott cstcs egyik lehetséges értékével prébélkoztunk, akkor most a
mésikat fogjuk megprébalni. Ha mar mind a két lehetséges értéket vizsgaltuk,
akkor visszalépiink az ez el6tti legutolsé 2.7 1épésre. Amennyiben a legel8szor
végrehajtott 2.7 1épésnél is visszalépunk (vagyis ott is prébaltuk mindkét
lehetséges értéket), akkor az algoritmus véget ér, az addig talalt megolddsok
a megengedett megolddsail az adott Boole-programozdsi feladatnak.

3.6. Megjegyzés. Ha a 2.7 1épés viltozérogzitése nélkiil megvan egy
megoldds, akkor ez az egyetlen, ha viszont ellentmonddsra jutunk, miel6tt
valtozot rogzitenénk, akkor nincs megoldésa a feladatnak.

Nézziink most egy példat.

3.2. Példa.
A<B-(1-E)
B=(1-D)-E

C<(1-4)-1-B)
E=(1-A4).C-D

A példa grafja:

Azok az élek relevdnsok, amelyek az eredeti feltételrendszer egyenlségei-
nek atomi feltételei. Az a) élhozzdaddst haszndlhatjuk az ABE, majd az
AEC és AED csticsok kozt, igy az A értéke 0 lesz, kdszonhet8en pl. az A és
C, vagy A és E kozti kételemii alapséménak. A BED csticsokra alkalmazva,
az a) élhozzdadést a B és a D kozt kapunk alapsémit, tehdt a B is 0.
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Elhozzdaddsokkal még megkaphatjuk a kovetkezd éleket: folytonos nyilat
BC kozt, illetve szaggatott éleket: BA, AB, AC, DB, AD, DA, BC, BE,
EB és természetesen az AA, illetve a BB hurokélt. Illetve az EA szaggatott
nyil irrelevénssa valik. Viszont innen tovabb nincs hasznédlhaté lokalis 1épés,
jon a 2.7 alapjén a véltozdrogzités. Tegyiik fel, hogy a C' = 0, ekkor az EC
folytonos nyil kiértékelévé vélik, E = 0. Megint oddig jutunk, hogy nincs
hasznédlhatd gréf-lépés. Valasszuk a D = 0 esetet. Ez egy megoldas. Agcsere:
a D =1 eset kovetkezik, ez is egy megoldds. Most visszalépiink egészen a C'
értékaddsdig. Nézzikk a C = 1 esetet. Ekkor az EC folytonos él irrelevans
lesz. Megint nem tudunk tovdbb haladni, vdlasszuk a D-t 0-nak, ekkor az
ED folytonos nyil kiértékelheté: E = 0. Ez is egy megoldas. Agcsere, és
D = 1 esetet vizsgdljuk. Ekkor mivel az E-b6l az egyetlen relevéns él a
D-be vezet, ezt kiértékelhetjik, £ = 1, ami djabb megoldds. Visszalépiink,
és nincs tobb vélasztdsi lehetOség, mindet végignéztikk. Tehdt a lehetséges
megoldésok a kovetkezd (4, B, C, D, E) vektorok: (0,0,0,0,0), (0,0,0,1,0),
(0,0,1,0,0) és (0,0,1,1,1).

3.7. Megjegyzés. Ha a megengedett megolddsok nem egyforma jok szd-
munkra, akkor az algoritmus 2.7 1épésében tudjuk a keresést a megfelel6
irdnyba terelni. Pl. ha egy vdltozénak még nincs értéke, és jobban szeretnénk,
hogy 1 legyen, akkor ebben a lépésben vélasszuk azt 1-nek, igy ha van olyan
megoldds amiben ez a viltozd 1 értékl, akkor hamarabb taldljuk azt meg,
mint egyébként.

3.8. Megjegyzés. Mint a 2.1. megjegyzésben jeleztiik, eléfordulhat, hogy
egy médositott Boole-programozdsi feladatnak nincs megengedett megoldésa.
Ez el6fordul akkor, ha a valtozdk kézott van olyan irdanyitott kor, amely csupa
egyetlen relevdns élbél 4ll (vagyis minden csticsdndl ott a ! jel, és a relevans
élen megyliink tovdbb), és ez a kor pératlan szdmu szaggatott élt tartalmaz.
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(Ugyanigy ellentmondésos a feltételrendszer, ha a grafmanipuldcids 1épésekkel
el tudjuk érni ilyen kor létezését, mint a kovetkezd példa is mutatja.)

3.3. Példa.
A=1-B
B=A.(1-D)
C=1-4
D=C-(1-0C)

A feladat gréfja:
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(Minden ¢l relevéns, hiszen csupa egyenléségbél 4116 feltételrendszeriink
van, s6t az A és a C csicsokbdl csak egy-egy élindul.) Hasznéljuk a 3.9 lemma
d) illetve e) élhozzdaddsat a Cl- -— Al- -— B részhez mindkét irdnyban,
vagyis vegyiik fel a B és C kozti folytonos nem relevdns éleket mindkét
irdnyba. Ezek alapjdn egyenldsithetjitk e két csticsot. Médsrészt az eredeti
graf két helyen is tartalmazza a kételemi alapsémét, aminek alapjén a D és
a B értéke csak 0 lehet a megolddsban. A C' = B miatt pedig a C = 0 is
fennall. Léssuk, hogyan is néz ki a grafunk:

Most vizsgaljuk meg, hogy mely élek viltak irrelevdnssi. A B-bél a
D-be mutatd szaggatott irrelevdns (3.11 lemma h) pont). Ekkor viszont
a B-bdl az A-ba mutaté folytonos nyil lesz az egyediili relevans, ami a B
csicsbél indul. Ekkor viszont az A és a B kozt van egy, a 3.8 megjegyzés
feltételeinek eleget tevé kériink, vagyis feltételrendszeriink ellentmondsd, az
adott megszoritdsokkal a feladatnak nincs megolddsa. (Egyébként az ellent-
monddst megkapnank 1gy is, ha az A értékét a B = 0! — A kiértékels nyil
(3.10 lemma c) pont: A = 0), illetve a A!---B = 0 kiértékel§ nyil (3.10
lemma f) pont: A = 1) felhasznélésdval hatdroznénk meg.)
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4 Boole programozas a gyakorlatban

A gyakorlatban hasonlé jellegi feladatok meriilhetnek fel, amikor egyes kap-
csoldkra vannak feltételeink. Olyan feladatok lehetséges megolddsait keres-
hetjiik igy, ahol minden viltozé arrdl szél, hogy az adott dolog kell vagy
nem kell. Egyes tipusi logikai fejtéréknél a probléma igen hasonld, a (*¥¥)
alaki feltételeknek megfelelé alakba irhaté ([6], [8]) és tdrgyalhatd ezzel a
médszerrel [7]. A Boole-programozdsi feladatot konnyen implementalhatjuk
matrixok segitségével. Péld4ul alapsémat jelent, ha a szaggatott élek matrixa-
ban a f64tléban nem 0 all stb.

5 ésszefoglalés

A grafelméleti megkozelitést felhaszndlva specidlis egészértékii programozasi
feladatokat, in. Boole-programozasi feladatokat oldottunk meg ezzel az j
modszerrel. A graf-lokdlis mdédszer, ami a grafban a csicsok kézvetlen kapcso-
lataibdl von le kovetkeztetéseket, a legtobb esetben hatékonyan hasznalhato,
a bemutatott backtrack algoritmus segitségével megvaldsitott esetszétvalasz-
t4s modszerével pedig minden esetben meghatarozhatjuk a lehetséges megol-
dédsokat. A késObbickben tervezziik a mddszer kiterjesztését més alaku, illetve
nem csak {0,1} értékhalmazon adott feladatokra is.

6 Koszonetnyilvanitas

A szerzd eziton is szeretné megkoszonni Vizvari Bélanak a hasznos észre-
vételeit és tandcsait.
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BOOLE-PROGRAMMING AND RELATED GRAPHS

In this paper, we investigate special integer-valued programming problems in which
each variable is either 0 or 1. We study the basic and the modified Boole-programming
problems. In the basic Boole-programming problems we can write to linear form
to our conditions. We represent these conditions in a graph and we can solve the
problem using this graph. In the modified case our conditions are non-linear, but
we can use nearly similar graph representation and solving method. In graph rep-
resentation we use so-called ‘relevant edges’ to represent the non-linear conditions.
We present a general algorithm to get the solutions of these problems.



