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AZ UJRAHASZNOSITAS HATASA A GAZDASAGI
SOROZATNAGYSAGRA!

KNUT RICHTER - DOBOS IMRE
Europa- Universit t Viadrina — BKAE Villalatgazdasdgtan Tanszék

A dolgozat egy javitdsi és hulladékkezelési, reverz logisztikai problémdt mu-
tat be. Egy termék irdnti keresletet termeléssel és visszaérkezd, hasznalt
termékek javitisdval lehet kielégiteni. Arra a kérdésre keressiik a vélaszt,
hogy a relevéns koltségek minimalizéldsa mellett hogyan ossza meg a véllalat
eréforrdsait a termelés és a javitds kozott. A megolddshoz a szerzdk a gaz-
dasdgi sororzatnagysdg modellt alkalmazzak.

Kulcsszavak: Gazdasdgi sorozatnagysig modell, Termelés, Ijjrafelhasznélés,
Hulladékkezelés, Koltségminimalizalds

1 Bevezetés

Reverz logisztikan a logisztika azon 4gat értjiik, amely a termelési/fogyasztasi
folyamatbdl kivont, de Gjrahasznalhaté anyagok kezelését és tijrafeldolgozdsat
oleli fel. Ilyen vjrafelhaszndlds lehet pl. a recycling, vagy alkatrészek javitdsa.
Az djrafelhasznélissal kdrnyezettudatos anyaggazdalkodas és/vagy logisztika,
érhetd el. Nemzetgazdasdgi szempontbdl ez olyan el6nydkkel jar, mint a
kdrnyezeti terhelés csokkentése a termelési folyamatba torténd visszavezetéssel,
de ezzel az tGjrafelhaszndldssal a természeti eréforrasok kitermelése is csok-
kenthet8, ami a kovetkezd nemzedékek rendelkezésére all6 erdforrdsokat ki-
mélheti a tilzott fogyasztastdl.

Jelen dolgozatban egy optimaélis sorozatnagysig modell keretében mu-
tatjuk be, hogy a reverz logisztika hogyan képes a kornyezettel szembeni
tudatossdgot érvényre juttatni, ezzel az eréforrdskimélés nemzetgazdasagi
céljét a vallalati szintre leképezni. A vizsgdlandé modell a termelési folya-
matban egy terméket (konténerek, gongydlegek/séros lddék stb.) elemez. A
terméket (itt konténer) a véllalat egy miihelye allitja elé vagy a haszndltakat
javitja, hogy abban pl. alkatrészeket széllitsanak egy termelési fazis (mdsik
miihely) szdméra. Az lires konténereket a felhasznélas helyen tdroljdk, majd
a termelési periédus végén az Osszegyiljtott konténereket visszaszallitjdk a
gyarté-javité iizembe. A termeld tizemben sziiletik dontés arrdl, hogy a
konténerek mennyi részét gyiijtik javitdsra és mekkora hanyadat kezelik a
véllalaton kivill hulladékként. (Ez a hulladékkezelés jelenthet Ujrafelhasznd-
lést egy masik vallalat szdmdra. PL. ha a konténer vasbél késziilt, akkor egy
kohéban azt beolvaszhatjék.) A vizsgélt szitudcioban felmeriilé kérdések a
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kovetkezOk lehetnel: A konténerek hdny szdzalékdt javitsdk meg, valamint
milyen tételnagysdgokkal folyjon a konténerek el8allitédsa és javitdsa, ha a
dontéshozd célja a relevdns koltségek minimalizéldsa.

A felvetett problémét elészor Richter [7] vizsgdlta. Modelljét két szinten
oldotta meg. Az elsé szinten a minimélis készletezési Atlagkodltségek melletti
termelési és javitdsi sorozatnagysigok és a tételszamok megallapitdsa volt a
cél. A mésodik szinten linedris termelési, javitdsi és hulladékkezelési koltségek
bevezetése esetén a készletezési és a linedris "kezelési” koltségek Osszegének
minimalizdldsdval az optimadlis hulladékkezelési rata meghatdrozésa volt a
cél. Az alapmodell megolddsa sordn tobb matematikai szempontbél érdekes
probléma &llt el6, amelyet a szerzd(k) vizsgaltak. Ilyen probléma a készletezési
koltségfiiggvény tulajdonsdgainak leirdsa [8], vagy a mésodik szinten megje-
lend feladat megolddsa [9] és az egészértékil tételszam meghatirozasa volt
(10, 2]. A [2] cikkben a szerz8k egy meta-modellt vizsgdltak, amely hasonlé
reverz logisztikai problémak megolddsdhoz nytGjthat alapot.

Reverz logisztikai (javitdsi/djrafeldolgozési/recycling) modellt gazdasigi
sorozatnagysig modell (EOQ) feltételek mellett el8szor Schrady [11] vizsgalt.
A dolgozatban az amerikai haditengerészet nagyértékii alkatrészeinek javité-
sét €s a javitdssal elérhetd koltségesoklendst analizalta, a beszerzéssel szem-
ben. A feltételezése az volt, hogy egy beszerzési tétel mellett mekkora legyen
a javitdsi és beszerzési tételnagysdg, és egydltalin a javitdsi tételek szama
mekkora legyen. Ezt a modellt Nahmias és Rivera [6] dltaldnositotta arra
az esetre, amikor a javitsi rata véges, tehat a javitds idéigényét is bevonta
a modellbe. Egy médsik dltaldnositds Mabini, Pintelon és Gelders [5] szeraé-
hdrmastdl szdarmazik, akik Schrady modelljét tébbtermék esetére vizsghltik,
tékekorldt mellett. Ezen modellek a sorozatnagysdgokra adtak zart formulét,
de a hulladélkkezelést nem épitették be a modellbe, és az egészértckiiséget,
valamint a visszaérkezési ratdatdl vald fligeést is negligaltdk. Teunter (12]
egy Schrady-éhoz hasonld modellt amalizalt, de néhdny hibdval. Ennek a
modellnek az az alapfeltevése, hogy a javitds/ujrafeldolgozds és a termelés
kozott egy hulladékkezelésnek kell torténnie, tehdt a hulladélckezelés, mint
tevékenység szerepel a modellben. Egy mésik feltételezés az, hogy a termelt
Joszag készletezési koltsége nagyobb, mint az tijrafeldolgozotté, ugyanis valé-
sziniileg a termelés fajlagos koltség magasabb, mint az Ujrafeldolgozasé. FEz
a dolgozat azt is megengedi, hogy a termelési tételek szdma nagyobb legyen
mint egy. E cikk szerzéi a modell hidnyossdgait az [1] dolgozatban korri-
géltdk, és a hdrom alapmodellt (Altalinositott Schrady, Richter és Teunter)
osszehasonlitottdk. Azt a kovetkeztetést vontdk le, hogy a hdrom modell
jollehet més-més tartalmd, de ugyanahhoz a matematikai struktirdhoz ve-
zetnek, amelyet a szerzék meta-modellnek neveznek. A hirom modellben
a termelési-készletezési stratégia egy elére megadott mintat k&vet, vagyis
a termelési és javitdsi tételnagysdgok azonosak, amit azt a [3] dolgozat is
észreveszi. Az optimélis stratégidk keresése lehet egy kovetkezd kutatési
irdny.

A dolgozat célja, hogy a 7] modell tovibbi vizsgslata. A [2] dolgozatban a
szerzOk emlitést tesznek arrdl, hogy a termelési és javitési sorozatnagysidgok
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széma nagyobb lehet, de konkrét feladatot nem mutatnak be, amelyre ez
a tulajdonsdg teljesiil. Néhdny ponton egyszeriibb bizonyitdsokat adunk a
tételekre, lemmékra, amivel az értelmezést megkonnyftjiik.

A cikk az aldbbiak szerint szervezédik. A maésodik részben a modell
mitkédését mutatjuk be a hasznélt paraméterekkel és véltozdkkal. Utdna
a készletezési és teljes koltségfiiggvényeket konstrudljuk meg. A negyedik
részben folytonos és egészértékil tételszamok esetére adjuk meg a modell op-
timalis paramétereit (1. modell). A kivetkez6 fejezet az egészértékil feladat
optimalis megolddsdt mutatja be (2. modell). A hatodik, utolsé rész az
eredményeket foglalja ossze.

2 Paraméterek és a rendszer miikodése

Legyen adott egy termeld véllalat, amely az alkatrészek lizemek kozotti to-
vibbitdsshoz sziikséges konténereket maga allitja el6 és a régebben elééllitott
hasznéltakat ugyanott javitja. Az el8allitds és javitds ugyanabban a miihely-
ben torténik. A konténerek irdnti kereslet, amelyet egy mdsik mithely jelenit
meg, feltételezések szerint idSben konstans. A konténerekben alkatrészeket
szallitanak a médsodik tizembe tovibbi feldolgozdsra. A mésodik tizemnek
tehdt alkatrészre van kereslete, de azt a konténerekben, egységesitett darab-
szdmban széllitanak oda. fgy a milhelynek nem csak alkatrészekre, hanem
konténerekre is szitksége van attételesen. Egy ehhez hasonlé problémét Kelle
és Silver [4] is vizsgdlt sztochasztikus dinamikus sorozatnagysdg modellben,
de csak az elédllité mithely szintjén. A mdsodik lizem az ires konténereket
gyiijti, raktdrozza, majd onnan az elsé izem termelési-javitdsi ciklusdnak
kezdetére az elsd tizembe sz4llitjdk. Nem minden konténert tudnak a mésodik
lizembél az elsébe visszaszallitani, mert azok egy része a masodik iizemet hul-
ladékként hagyja el. A hulladék ardnysrdl a mésodik lizem dont, de arra az
els8 tizem is befolydssal van. A modell anyagaramlési folyamatat az 1. dbra
mutatja. A termelt és javitott konténerek kézos raktarba keriilnek az elsd
{izemben, ahonnan majd —egyenletes felhasznaldst feltételezve— alkatré-
szekkel megtelten keriilnek a mdsodik iizembe. A hasznélt, de hulladékkeze-
lésre 4t nem adott konténereket a mdsodik ilizemben a masodik raktdrban
taroljék, ahonnan az egész dllomdnyt az elsé lizem harmadik raktdraba szal-
litjdk a ciklus végén.
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1. dbra. Anyagiramlds a modellben

A modell paraméterei és valtozdi kovetkezdk lesznek.

A modell paraméterei:

A B S

o

keresleti rata, idSegységre es8 darabszam,

fix javitdsi sorozatkezdési koltség,

fix termelési sorozatkezdési koltség,

a végtermék készlettartdsi koltsége (1. raktdr), idéegységre per

darab,

a javitandd termék készlettartdsi kéltsége (2. és 3. raktdr),
idGegységre per darab,

egységnyi hulladék kezelési koltsége,

egységnyi végtermék termelési koltsége,

egységnyi javitandé termék javitdsi koltsége.

A modell dontési valtozdi:

RS 38N

hulladékgytijtési idétartam, a termelési-javitdsi ciklus hossza,

a teljes sorozatnagysig a termelési-javitasi ciklusban, z = d - T,
a javitdsi tételek szdma, m > 1, egész,

a termelési tételek szdma, n > 1, egész,

hulladékkezelési réta, a d keresleti rdta szézalékdban, 8 = 1 — o
a javitasi rdta.
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2. dbra. Készletszintek a raktdrakban az i-edik ciklusban (m =3,n=2,¢ > 1)

A modell tovdbbi feltételezése az, hogy mind a termelési, mind a javitdsi
sorozatnagysagok azonosak. Az x Osszes sorozatnagysdg, vagyis a mésodik
tizem ciklusbeli kereslete alapjin kiszamithatdak a termelési és javitdsi sorozat-
nagységok, amelyek a termelési sorozatndl cx/n, mig a javitdsi sorozatnél
Bzx/m. A készletszinteket a hdrom raktdrra a 2. dbre mutatja egy ciklusra.
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A modell megalkotdsdnél eltekintiink attdl, hogy a termelés/javitas idét
vesz igénybe. Az elsé raktarba pillanatnyi gyors bedramlds torténik, mig
a kereslet id6egységre konstans, igy itt a klasszikus fiirészfog modell 411 el
azzal a kiilonbséggel, hogy a termelési és javitdsi sorozatnagysag kiildnbozik.
Ebbdl a raktarbdl akkor van kivételezés, ha készletallomsny nulldra csokken.
A masodik raktdrban csak egyenletes novekedés torténik, mig a harmadik
raktarbdl csak javitdsra vesznek ki egy-egy javitdsi sorozatnyi mennyiséget,
de 1igy, hogy az elsé sorozatot a raktdrba vald beérkezés pillanatdban azonnal
javitani kezdik, tehdt az nem keriil készletezésre. Mindezt a kivételezést
addig folytatjak, mig a harmadik raktér dllomdnya nulldra nem csokken. A
folyamat ciklusonként ismétl8dik.

Konnyen lathatd, hogy az x keresletet az m darab azonos javitdsi és n
darab azonos termelési tétellel elégitik ki. A modellt tehét az z teljes sorozat-
nagysaggal, az m és n tételszimmal, mint irdnyithaté valtozékkal irhatjuk
le.

3 A koltségfiiggvények megszerkesztése

A készletezési alrendszer Osszkoltségét a gorbe alatti teriilet fajlagos koltsé-
" gekkel stilyozott Osszegeként hatdrozzuk meg, amibél —a ciklusidével osztva-—
a szokdsos 4tlagos koltségfiiggvényt szdmithatjuk ki. A kdvetkezd lemma a
raktdrak cikluson beliili készlettartdsi osszkoltséget adja.

1. Lemma. Legyen a raktdrak Osszes készlettartdsi koltsége Hy, Hy és
Hs az elsd, mdsodik és harmadik raktdrra sorrendben. Ekkor

h o?z?2  h (%22

Hl_ﬁ. n +ﬁ. m
_ g =2 i
H2—2dﬂ11 (1

= SO TIEE NS 50 =0

H3_2d m o

Bizonyitds. Csak a harmadik raktdrra mutatjuk meg az 6sszefiiggést, mert
az 1. abra alapjén a mésik két egyenléség hasonléan belathaté. A gorbe alatti
teriiletet a harmadik esetben a kovetkezdképpen szdmolhatjuk ki:

/1 Bz [ Br\ uw FRa?Tol
HBZ“;(E';;) <Z';>:a' 2D

i=1

ahol 1/d - Bxz/m az id8tartam két javitdsi tétel kozott, mig ¢ - Bx/m a kész-
letdllomény az (m — i)-edik tétel utdn. A természetes szdmok Osszegzését
felhasznélva kapjuk az eredményt.

A sorozatkezdési koltségek osszege: mr + ns. Az készletezési osszkoltség
K. igy a sorozatkezdési és készlettartdsi koltségek Osszegeként irhaté fel a
kovetkezd forméban:

2 2 2
K, = (mr+ns) + [h%-}-(h_“)% +u(B+6%)] .



Az jrahasznositds hatdsa a gazdasagi sorozatnagysagra 51

A készletezésl dtlagkoltséget ennek ismeretében konnyen meghatirozhatjuk
alkalmazva azt az Osszefiiggést, hogy a teljes sorozatnagysdg egyenld a cik-
lusbeli kereslettel (z =d - T):

2 2
K(z,m,n,a) = K? = (mr—l—ns)g +5 = +(h—u)% +u(B+ 67| .
(2)
Az elsé feladattipus a készletezési dtlagkoltség minimalizdsdsa lehet. Ekkor
arra a kérdésre keressiik a vélaszt, hogy mely teljes sorozatnagysdgra (z),
javitdsi és termelési tételszdmra (m,n) és hulladékkezelési rdtdra (o) lesz
a készletezési koltség minimélis, és milyen ajdnlds fogalmazhaté meg ezek
ismeretében a kornyezettudatos vallalati termelési-készletezési stratégidra.
Vonjuk most be a vizsgdlatba a sorozatnagysaghoz kapcsolédd koltségeken
kiviil a linearis termelési, djrafeldolgozdsi és hulladékkezelési koltségeket.
Jeloljik ezen koltségeket az R(a) figgvénnyel. E koltségekre csak az 4t-
lagkoltségeket irjuk fel, mert az az x teljes tételnagysdgtdl nem fugg, csak a
hulladékkezelési ratatol.

R(a) = bda+ kdfB + edor = d[o(b + e — k) + k] .
A teljes (készletezési és linedris) atlagkdliségek {gy
Gz, m,n,a) = K(z,m,n,a) + R(a) .
Két problémat fogunk a cikk folyaman vizsgélni:
1. Modell: A készletezési dtlagkoliségek minimalizdldsa

K(z,m,n,«) — min
>0, mmne{l,2,...}

2. Modell: Az ésszes dtlagkoltségek minimalizdldsa

G(z,m,n, ) — min
z>0, mmne{l,2,...}, aecl0,]]

A kovetkezd részben az 1. modell megolddsat adjuk meg.

4 Az 1. modell megoldasa

Ebben a modellben feltételezziik, hogy az o hulladékkezelési rdta allandd.
A modell paramétereit, vagyis a teljes tételnagysigot és a tételszdmokat
szekvencislisan hatdrozzuk meg. Célunk az a-tdl fiiggé koltségfiiggvény meg-
hatarozdsa. A megolddsban el8szor feltessziik, hogy a tételszdmok folytonos
valtozdk, majd azutén vizsgaljuk a szigoribb egészértékiiséget.
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4.1 Az optimalis teljes tételnagysag és a minimalis kolt-
ségek adott tételszamok mellett

A (2) koltségliiggvény konvex és differencidlhaté z-ben. Ekkor a megoldés

-1

o2 32
z(m,n, a) = | 2d(mr + ns) [h? +(h - u)—n; +u(B + (2) . (3)

1. példa. Legyen s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, a = 0.8 (8 =
0.2), d = 1000, m = 2 és végill n = 3. Ezen adatokra az optimélis teljes
sorozatnagysig a (3) Osszefliggést alkalmazva x(2,3,0.8) = 249. A termelési
sorozatnagysag 0.8-x(2, 3,0.8)/3 = 66.5, mig a javitdsi sorozatnagysdg értéke
0.2-2(2,3,0.8)/2 = 25 lesz. A készletezési koltségek értéke K(249,2,3,0.8) =
38 095.7 pénzegység.

A (3)-at (2)-be helyettesiive az egyszerlisitett koltségfiiggvény

K(m,n,a) = \ﬁd(mr + ns) [h%Q + (h— u)% +u(B+ g2)} .

A fenti fliggvényben végezzitk el a miiveleteket, amivel az aldbbi probléma
adddik:

K(m,n,a) = \/Qd [A(a)% + B(a)% + C(a)ym + D(a)n + E(a)} ,

ahol
A@)=rhe?, Bla)=s(h—w6, Cla)=ru(f+ ),
D(a) =su(B+6%), E(a)=sha®+r(h—u)s?.

Legyen tovabba
S(m,m @) = A(@)™ + B(a) - + Cla)m+ D(a)n+ B(a) . (4)

Mivel a gyokvonds egy monoton transzformacio, ezért elegendé az S(m,n, «)
fiiggvényt minimalizdlni az m és n tételszdmokban, amelyek pozitiv egész
szamok.

2. példa. Legyen tovébbra is s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5,
a=0.8 (8=0.2), d=1000. Ekkor az egyiitthatok értéke: A(0.8) = 83 200,
B(0.8) = 37 410, C(0.8) = 240, D(0.8) = 17 400 és E(0.8) = 608 360. A (4)

fliggvény ezen értékekre a kdvetkezd alakot veszi fel:

S(m,n,0.8) = 83 200% 137 410% + 240m -+ 17 4007 + 608 360 .
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4.2 Az optimadlis folytonos tételszamok meghatarozasa

A tételszdmok meghatirozdsdhoz a kdvetkez6 segédfeladatot vezetjik be:

S(m,n) = AZ + BZ 4+ Cm+ Dn + E — min
n m (5)

m,n>1.

Itt feltehetd, hogy az A, C, D és E paraméterek pozitivak, és a B+ D Osszeg is,
amelyek teljesiilnek a (4) fliggvény egylitthatdira. Ez a segédfeladat az eredeti
probléma egy relaxilt feladata arra az esetre, amikor a tételszdmok egynél
nagyobb folytonos valtozék. A feladat matematikai analizisét a szerzék a [2]
cikkben adtdk meg, ahol bizonyitottdk pl., hogy a segédfeladat célfiiggvénye
kvézikonvex. A kovetkezd tétel a folytonos megolddst szolgdltatja.

1. Tétel [8]. Az optimdlis folytonos (m,n) értékek és a hozzdjuk tartozd
minimdlis koltségek:

(i) B> A+C, <m°,n°>=( Micﬂ) S=2y/B(A+C)+D+E,

(@) A~-D<B<A+C, (m°n°)=(L1), S=A+B+C+D+E,

(i) A>B+D, (m°n°) = (1,1/B+LD) , 8=2/AB+D)+C+E.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk be. Szdmos Gjrafelhaszndldsi modell is az
(5) probléméhoz, és annak az 1. tételben megadott megolddsdhoz vezet [1].
Ezért ezt a feladatot e cikk szerzéi meta-modellnek nevezik [2].

3. példa. Legyen most A = 83 200, B = 37 410, C = 240, D = 17 400
és E = 608 360. Ekkor A > B+ D = 39 150, ami azt jelenti, hogy m® =1
és n® = 1.458. A célfiiggvény értéke ebben a pontban S(1,1.458) = 722 745
lesz. A feladat egyenl6koltség-gorbéjét a 3. dbra szemlélteti.
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" (1. 1.458)

Stm.n) = 722.745
05

m

8. dbra. A feladat S(m,n) egyenldkdltség-gorbéje

Az 1. tétel segitségével (4) feladat megolddsa folytonos tételszdmok mel-
lett:

2. Tétel [8]. A (2) feladat és ezzel az 1. modell optimdlis folytonos megolddsa
a teljes tételnagysdgra z°(a) és a tételszdmokra (m°(a),n°(a)), valamint a
hozzdjuk tartozé K (o) koltségfigguény:

(1) h>u A a=0

m°=1, n°=0, z°(0) :,/hgfu, K(0) = /2d(h + u)
(i)  s(h—u)B?>rha?+ru(B+F%) A h>u = ae(0,01)
B s{h —u) n0(a) — 2o(er) — 2ds
m<a)_ﬂ\/r[hoz2—|-u(ﬁ+,@2)]’ ( )—‘1: ( )—\/haz—l—u(ﬂ—f—[i’?)’

K(a) = \/2_d(,3\/7"(h —u) + v/s[ha? +u(B8 + ,‘32)]]
(iii)  s(h—u)B® < rha+ru(B+6%) A rho? < s(hB2+uf) = a € o, o)

mo(a) =1, n°(a)=1, wo(a):\/ 2d(r + 3)

ha? + hfB? +uf’
K(a) = /2d(r + s)(ha® + hB2 + uf)
(w) rha?>s(hf?+uB) = ac(ap,1)

m°(a) =1, n°a)=a —;h—, e (@)= #—-,
s(hB? + up) hB? +up

K(a) =V2d [ax/s_h + /r(hB? + uﬂ)J
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(v) a=1
m°(1) =0, n°(1)=1, z°(1)=+/2ds/h, K(1)=+V2dsh

Ezt a tételt sem bizonyitjuk, mert egyszerli behelyettesitéssel és nagy
tiirelemmel az eredmények adédnak. Ha h < u teljesiilne, akkor az (i)
és (ii) feltételek melletti megoldds nem létezik, igy ebben az esetben m{«)
értéke minden egyes a-ta egy. A tovdbbiakban tekintsiink el ettél az esettol.
Az a1 és ag (0 < aq < ag < 1) létezésének bizonyitdsatdl is eltekintiink
most. A [8] dolgozatban megtaldlhatéak a részletek. Arra hivjuk még fel az
olvasé figyelmét, hogy a széls6 értékekben, vagyis amikor a hulladékkezelési
rata nulla, vagy egy, az eredmények értelmezhetéek, amit a tétel magaban
foglal. Ha a hulladékkezelési rara nulla, akkor az Gsszes konténer visszatér
javitdsra, igy termelésre nincs sziikség. Ebben a pontban a kiszamitott
koltségfliiggvény nem folytonos jobbrdl, tehdt ott szakaddsa van. Amenny-
iben a hulladékkezelési rata egy, akkor minden masodik mihelybe beérkezo
konténert hulladékként kezelnek, ezért nem keril sor javitdsra. Egyszeri
behelyettesitéssel meggy6zddhet az olvasd arrdl, hogy ebben a pontban a
koltségfiggvény folytonos balrdl, tehét elvileg az o = 1 helyettesitéssel a
koltségfiiggvénybdl kiszdmolhaté a minimadlis koltség. E két esetben a mini-
malis koltség melletti a feladat a tételszamokra az optimélis egészértékit meg-
oldést nytijtja. Ezenkiviil bizonyos a értékekre is egészértéki lesz a folytonos
megoldds a trividlis [aq, ag] szakaszon kiviil, amikor a javitdsi és termelési

tételszdm is egyenld eggyel.

30 T | | |

i i

4. dbra. A tételszdmok a hulladékkezelési rata figgvényében, « € (0, 1)

4. példa. Tekintsiik ujra a 2. példa adatait: s = 1450, » = 200, h = 650,
u = 5, d = 1000. Ebben az esetben h > u, Igy a 2. tételben megadott &t
eset mindegyike eléfordul. Ekkor ay = 0.728 és hulladékkezelési rata kozott
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a tételszdmok egyenléek eggyel, vagyis m(a) = n(a) = 1. A tételszdmokat
a hulladékkezelési rata fiiggvényében a /. dbra mutatja. A K(a) koltség-
fiiggvényt a 5. dbrdn mutatjuk be. Az o = 0 pontban ez a fliggvény nem
folytonos, a K(0) értéke 161 864.

4
K(o)310" =

2 ~104 Cé =]

,ﬂ2-d-r-(h4—1gt14, ! I I l
0 ] : .

5. dbra. A K(«) koltségfiiggvény a [0,1] intervallumon

Jellemezzitk most a K(a) koltségliiggvényt. Ezt a kovetkezd lemma
mondja ki.

2, Lemma (8]. A K(a) koltségfigguény (i) konvex a (0,1) intervallumon
(h > u), (i) pontosan akkor konver az [y, org) intervallumon, ha 4h(h+u) >
u?, (1) konkdv az (ag,1) intervallumon és folytonosan differencidlhats a
(0,1) minden pontjdban.

A lemma bizonyitdsat az olvaséra hagyjuk, azt némi szdmoldssal egysze-
riien megkaphatjuk. A lemmabdl is ldthatd, hogy ha a h > u Osszefiiggés
tarthatd, vagyis a termelt konténerek készlettartdsi koltsége nagyobb, mint
a javitott konténereké, akkor a koltségfliggvény két részbél 4ll a (0,1) inter-
vallumon: a (0, o) intervallumban konvex, mig az (g, 1) szakaszon konkav.

A koltségfiggvényre is adhatunk alsé hatért.

3. Lemma. A kovetkezd Gsszefiiggés minden o € (0,1) hulladékkezelési
rdtdra teljesil:

K(a) > v2d [av/sh+ \/r(B7 +uf)| .
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Bizonyitds. Induljunk ki abbdl, hogy
K%(a) = K*(m°(a),n’(a), a) =

2
—92d <\/A(a)::((z)) - \/no(a)j((a)) + D(« )) +

+2,/A@)(B(a) + Dle)me(a)) + Clam®(e) + E(a)] >

>2d[ JA@(B(e) + D(a ))-I—C(a)—l—E(a)]

Az egyenlétlenséget azért {rhatjuk, mert a négyzetes kifejezés nemnegativ,
igy a jobb oldali kifejezést azzal csokkenthetjik, és a fennmaradd rész mono-
ton novekvd fiiggvénye az m(a) véltozénak, igy az egy értéket véve egy
alsé becslést kapunk a koltségfiiggvényre. A kapott becslés fuggetlen az o
megvélasztisatél. Az dtalakitdsokat elvégezve, a lemma 4llitdsdt nyerhetjik.
Ez teljesiil az intervallumunk szélsé értékeire is, vagyis a nulla és egy pontokra
is, amit egyszerii behelyettesitéssel ellendrizhetiink.

A lemma kévetkezménye az, hogy a koltségfiggvényt alulrél kozelithetjiik
egy konkév fiiggvénnyel, amit viszont egy linedris fiiggvénnyel kozelithetiink
alulrdl:

o) > v2d(aVsh + /r(hB2 + upB)) > V2d(aV/sh+ B\/r(h+u)) .

Mindez azt mutatja, hogy a készletezési koltségfiiggvényre teljesiil az aldbbi
osszefliggés:

K (o) > min{ V2dsh, \/2717“(17, +u)},

amibdl az kovetkezik, hogy a koltségfiiggvény alsé korlatja a tiszta stratégisk
kozill az egyik, vagyis a kereslet kielégitése csak termelésbdl javitds nélkiil,
vagy a keresletkielégités hulladékkezelés és termelés nélkiil csak javitéssal.
Nem tiiztiik ki célul a készletezési koltségek minimalizdldsit, igy ezt a becslést
nem tekintjiik egy optimalizéldsi feladat megolddsdnak. Erre a becslésre a
teljes koltségek minimalizdldsakor lesz sziikségiink.

5. példa. A 4. példa esetén K (o) > min{161 864,434 166}, vagyis a
készletezési koltségek minimalis értékénél minden hasznélt konténer javitasra
visszakerll javitasra.

4.3 Az optimAlis egészértékii tételszdmok meghatarozasa

Tekintsiik most mindazon « hulladékkezelési réatékat, amelyekre a folytonos
megoldds nem szolgdltat egészértékl tételszamokat. A kérdés most tgy
hangzik, hogy az optimdlis egészértékli megoldds a hatdrvonalon fekszik-e
(nf(e) = 1 vagy mi(a) = 1), vagy a megengedett tartomény belsejében
(nf(a) > 1 és mi(a) > 1). A kovetkezd példa rdmutat arra, hogy az op-
timélis egészértékli megoldds a megengedett taromany belsejébe eshet.
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6. példa. Legyen ismét s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, o = 0.8
(8 = 0.2), d = 1000. Erre az esetre a folytonos megolddst a 3. példdban
allitottuk eld. A folytonos tételszdmok m(0.8) = 1 és n(0.8) = 1.458,
amire K (m(0.8),n(0.8),0. 8) = 38 019.6. A hatdrvonalon fekvé megolddsok
mi(0.8) =1, n{(0.8) = 1 és m’(0.8) =1, n2(0 8 =2 A koltsn.giuggveny-
értékei: K(ml (0.8),m1(0.8),0.8) = 38 234 8 és K(mi(0.8),n4(0.8),0.8) =
38 170.7. Ugyanakkor, ha m® = 2 és n® = 3, akkor K(2.3,0.8) = 38 095.7.
Mivel K(2.3,0.8) < K(m3(0.8),n£(0.8),0.8) < K(mi(0.8),n{(0.8),0.8), ezért
az optimalis egészértékli megoldds a megengedett tartomany belsejébe esik.
A tartomény belsejébe esé megoldds kdltsége 0.197 szdzalékkal alacsonyabb,
mint a hatdrvonalon fekvé megoldédsok koziil az alacsonyabb, vagyis m4(0.8) =
1, n4(0.8) = 2. Az egyenlSkéltség-gorbékkel eldallitott megoldast a 6. dbra
Szem_leltetl

4

(2,3)

(1.2)

(1,1)

m

6. dbra. Egészértékll megoldés a tartomény belsejében

Nevezziik hatdrmegolddsnak az optimdlis egészértékii megolddsnak azt a
becslését, amelyre a tételszdmok a folytonos megolddshoz legkdzelebb esé
egészértékek. Jeldljitk ezeket a becsléseket (mP(ar), n®(a))-val. A hatdrmegol-
ddsokat formélisan a kvetkez&képpen hatdrozhatjuk meg:

3. Tétel [2]. A javitdsi és hulladékkezelési modell hatdrmegolddsai

(3 (o,alwmb(a):h/ﬁ%ﬁ%y e) =1,

ahol |z a legnagyobb z-nél kisebb egész szdmot jells.
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Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha a folytonos megolddsban az egyik tétel-
szdm egy, akkor azt hagyjuk, mert egy egész szdmhoz ,,az van a legkdzelebb”,
de ha nem egész a maésik, akkor azt "kerekitsiik” lefelé, vagy felfelé¢, annak
a fiiggvényében, hogy melyik egész szdmhoz esik kozelebb. Konnyen bebi-
zonyithaté (l4sd [2]), hogy pl., ha egy S(1,4.4, @) esetén az n-re a négy kisebb
fiiggvényértéket ad, mint az 8t, {gy a K (1,4.4, o) koltségértékreis. A 7. dbrdn
szemléltetjiik a hatdrmegolddsokat a 6. példa paramétereivel.

30 | | | |
I
1
20 +
mb( 1) '
nb( o) H
10 -
o ——— | i | I 1= fli
0 0.2 0.4 0.6 0.8 I

7. Gbra. A hatdrmegoldisok a hulladékkezelési rata fiiggvényében

A kovetkezd lemma sziikséges feltételt mond ki arra vonatkozdlag, hogy
az egészértékil optimum mikor lesz automatikusan hatdrmegoldds.
4. Lemma [2]. Tegyiik fel, hogy a folytonos (m°(a),n°(c)) megoldds
nem egészértékii. Ekkor az (mb(a),n’(c)) hatdrmegoldds egyben optimdlis
is ((mP(a),n?(a)) = (m(a),nf(a))), ha (i) a € (0,01) esetén 49A(a) <
527C(c) vagy ha (i) o € (ag,1) esetén 49B(a) < 527D(cr).

A bizonyftast itt is elhagyjuk, csak a bizonyitdsban adott felsé hatért
adjuk meg az (i) esetre, vagyis amikor a termelési tételszdm nagyobb, mint
egy. (Hasonlé szimmetrikus becslést adhatunk a maésik oldalra is.) Ekkor

S(1,nt \/A o)+ D(@) + Cle) + E(a) . (6)

Jeldlje most S(m! (), n! (a), o) az optimélis egeszertekﬁ megoldést, amely
a megengedett tartomany belsejében fekiidhet, és S(mb(a),n’(a), @) a hatér-
megolddst. A kérdésiink gy hangzik, hogy mennyi a relativ hibdja a két
megoldasnak.

4. Tétel. A hatdrmegoldds relativ hibdja a kovetkezd:
S(mb(a),n*(a), @) — S(m'(e),nf(e),0) _ 1
S(mi(a),n!(a), a) 24"

IA

dSr =
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a € (az,1), vagyis n®(«) > 1. Ekkor

S(mb(a))nb(a)a a) - S’(ml(a),nf(a), a) <
< S(mb(a)’nb(a)’a) - S(mo(a)ino(a), a’) )
és igy

S(mb(a)’ nb(a), a) — S(mj(a)v nI(a)a Oé)
S(m! (o), 1’(a) )

S(m*(), n*(a), ) ~ (2/A(0) (B(e) + D(a)) + C(a) + E(w))
2\/A o) (B(a) + D( a)) +C(a) + E(a)

IN

ahol

S(m*(a),n°(e), @) = 24/ A(e) (B(a) + D(a)) + C(a) + B(a) =

= (V3R + VT mf

A (6) becslés ismeretében:

is; 1 2av/sh-\/r(hB% +uB)
‘12(ar+\/wz—+ug)

Azonban egyszerii kozelitéssel

201/sh. - V1 (hB? + upf) N 1
(am-}— \/r(hG? +u,8))2 B

amivel a tételt bizonyitottuk. Szimmetrikus érveléssel bizonyithat6 az allitas
az o € (0, ay), vagyis m®(a) > 1 esetre is.

A [2] dolgozatban azt lattuk be, hogy a relatfv hiba kisebb 1 /24-nél. A
kovetkez6 tételben a koltségfiggvényre adunk egy becslést.

5. Tétel. A hatdrmegoldds készletezési koltségének relativ hibdja a
kovetkezd:

K(mb(a): nb(a)a Od) — K(ml(a)! nI(a)) OA) < i '

i = K(ml(a),nl(a), ) =48

Bizonyitds. Vizsgdljuk a dK kiilonbséget. Mivel

K(m(a),n(e), &) = /2dS(m(a),n(a), o) ,
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ezért

sk, — 2B, ) — /A (@ (e e) _
V2dS(m! (o), n! (o), c)

S(mb(a),nb(a)’a) — S(ml—(a)’nl(a)’a) <
VS(ml(a),nl(a), o) (\/S(mb(a),nb(a),a) + \/S(mf(a),nf(a),a)) -
S(mb(),nb(), @) — S(mi(a),nf(a),a) 1

< 25(mI (). n1 (a), o) <&

ami bizonyitja az dllitast.

Amint a bizonyitds menetéb&l kideriilt, nem csak az ldttuk be, hogy a
hatér- és az optimadlis egészértékii megoldds relativ hibdja 1/48, hanem azt
is, hogy a hatdr megoldds és a folytonos megoldds kilénbsége is ennyi. A
tétel azt mondja ki, hogy a hatdrmegolddsnak és az optimélis egészértékii
megolddsnak a koltségkiillonbozete nem haladja meg az 2.1 szédzalékot. Kzzel
kapcsolatban felmeriilhet a kérdés, hogy ne alljon-e meg az optimum keresése
a hatirmegolddsndl, amelynél az egyik tételszdm egyenls eggyel. Ezzel az
eredménnyel attérhetiink a 2. modell vizsgilatara.

Ha az optimélis tételszdmokat meghatdroztuk, akkor a hulladékkezelési
rita ismeretében a K(«) fiiggvényt meghatdrozhatjuk:

Kl(a):

= \/zd (A(a) D) L Bla) Y L caymi(a) + D(e)nd (a) + E(a)) .

n!(a) m! (@)

5 A 2. modell megoldasa

A 2. modellnél feltételezziik, hogy az o hulladékkezelési ratdk ismeretében
adottak a tételnagysdghoz tapadd valtozdk értékei, igy az egészértékil tétel-
szédmok is. A problémat ekkor a

G(a) = K'(a) + R(e) — min
a€0,1]

formdban irhatjuk fel. Mivel az egészértékli megoldds magasabb koltséget
eredményez, mint a folytonos megoldés, ezért a G(«) fiiggvényre a kovetkezd
becslést tehetjuk:

G(e) = KT(a) + R(a) > K(a) + R(«)

A 3. lemma alapjdn a K(«) koltségfiiggvényre becslést végezhetiink, és az
R{c) tételnagysigtdl nem fiiggd linedris koltségfliggvényt ismerjik. Igy

K(a) + R(e) >2d {a\/ﬁ + /r(hB? + uﬁ)J + bda + kdf + edo |
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ami konkdv fliggvény az értelmezési taroménydban. Tovabbi becsléssel

G(a) Zad(\/2sh/d+b+e) +ﬂd(\/2r(h+—u)/d+k) >
2min{d< 2sh/d+b+e) ;d(m—i—k)} ,

amivel bebizonyitottuk a

6. Tételt [9, 10]. Az optimumban a dontéshozd két stratégia kézil vilaszthat:
a® =0, vagy a® = 1. Ez azl jelenti, hogy a tiszta stratégidk egyike mellett
(az Gsszes termék javitdsa, hulladékkezelés nélkil; vagy az Osszes konténer
letermelése javitds nélkil) lesznek a relevdns koltségek a legalacsonyabbak.

A hulladékkezelés e kdltségtényezbje valtoztatésaval lehet a véllalatok te-
vékenységét a kornyezettudatos anyaggazdilkodds irdnydba terelni.

7. példa. Legyen ujra s = 1450, r = 200, h = 650, u = 5, e = 100,
b =250, k = 150, d = 1000. Ekkor G(0) = d(\/2r(h + u)/d + k) = 166 186
és G(1) = d(/2sh/d + b+ e) = 393 417, vagyis optimalis minden hasznalt
konténert tjrafeldolgozni, a® = 0. A gazdasigi sorozatnagysig értéke 25
darab.

6 ()sszefoglalés

A dolgozatban egy javitdsi és hulladékkezelési modellt mutattunk be. A
probléma optimaélis készletezési paramétereit hatdroztuk meg elészér adott
hulladékkezelési rata mellett, majd a hulladékkezelési rétét is dontési valtozé-
nak tekintve egy linedris koltségekkel kiterjesztett modellben beldttuk, hogy
koltségszempontbdl a tiszta stratégidk domindnsak. Ennek az lehet a prak-
tikus kovetkezménye, hogy a koltségek véltozdsdval lehet a tisztan gazdasigi
racionalitas alapjan all6 véllalatokat kérnyezettudatosabb gazddlkodésra (iij-
rafelhasznélds) birni.
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RECYCLING IN AN EOQ MODEL

The aim of the paper is to investigate a reverse logistics model. The demand can
be satisfied by production of new items and/or by repair of used returned items.
The decision-maker minimizes all relevant costs, i.e. the sum of EQQ- and non-
EOQ-related costs. It is asked whether pure or mixed strategies minimize the total
costs.






