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ENTROPIASZERU PROXIMALIS PONT MODSZER
ALKALMAZASA A VALOSZINUSEGGEL KORLATOZOTT
LINEARIS PROGRAMOZASI FELADAT
MEGOLDASABAN'

_ KOMAROMI EVA
BKAEFE Operdcickutatds Tanszék

A kovetkezd feladatot vizsgdljuk: uz -—» min,z € X = {z : F(z) > p},
ahol az F' t6bbdimenzids folytonos valdszin{iségi eloszlasfiiggvény és adottak
azu >0, u € R™, és a 0 < p < 1 megbizhatésigi szint. Megmutatjuk,
hogy e feladat a valészintiséggel korldtozott linedris programozési feladat
dudlisénak célfiiggvényében jelenik meg. Elemezziik a feladat viselkedését
az adott paraméterek fiiggvényében. Megolddsira proximalis pont algorit-
must mutatunk be, amelyben a kvadratikus eltéréstag helyett egy Csiszar
altal bevezetett o-divergencia fiiggvényt alkalmazunk. Bizonyitjuk az algo-
ritmus konvergencidjat.

1 Bevezetés
A dolgozatban a kovetkezd feladatot vizsgdljuk:

(P) ur — min
r € X={z: F(z) >p}

ahol F' m-dimenzids valésziniiségi eloszlasfiiggvény, u € R™ adott pozitiv
vektor, 0 < p < 1, az x vektor tartalmazza a dontési valtozdkat.

E feladat valasztdsat az motivalja, hogy (P) megjelenik a kovetkez6 szto-
chasztikus programozési probléma célfliiggvényében:

(DD) min wur+vb — max
P(a>f)2p

uA+vB = ¢ u>0,v>0

ahol adottak a 3 m-dimenzids valdszinliségi valtozé vektor folytonos egyiittes
F eloszlasfiiggvénnyel, az A és B m x n ill. r x n-dimenzids determinisztikus
métrixok, a ¢ n-dimenzids, b k—dimenziés vektorok és a 0 < p < 1 meg-
bizhatésagi szint; (u,v) € R™'" a déntési vektor. P valdszintliséget jelol,
P(z > ) = F(z) az eloszldsfiiggvény definicidja szerint, ha F' folytonos.
(DD) a linedris programozasi koncepcid kiterjesztése. E feladatban a
célfiiggvény egyiitthatdk egy részét a ( valdsziniiségi véltozd vektor foglalja
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magéban, amelynek komponensei valamely elényds tulajdonsig (profit, arbe-
vétel sth.) el6re nem ismert fajlagos értékeit jelentik. Egy (u,v) lehetséges
megoldasra a célfliggvény értéke a legrosszabb esetben minp(,>g)>p uz + vb,
ha (3 legaldbb az elSirt p valészinliséggel veszi fel értékét. A célfiiggvény
tehat a profit, drbevétel, stb. legkisebb feltételezett értékét képviseli. fgy
a feladatunk interpretalhaté gy, hogy maximalizélni szeretnénk e legkisebb
értéket (a profit, stb. kapcsolédd értékét a legrosszabb esetben) a linesris
feltételek altal meghatdrozott lehetséges megolddsok halmazén.

Latni fogjuk, hogy (DD) egyittal dudlisa az aldbbi valészintiséggel kor-
latozott linedris programozdsi feladatnak:

(PP) ¢z — min
P(Az > pB)>p, Bz>b

ahol adottak, mint a (DD) feladat leirdsindl, az A és B determinisztikus
métrixok, ¢ és b determinisztikus vektorok, a § m-dimenzids valésziniiségi
véltozé vektor ismert egyiittes eloszlésfiiggvénnyel, a p meghizhatdsdgi szint,
0 <p <1, a z n-dimenzids dontési vektor, P’ valdsziniiséget jelol.

E feladat eredeti megfogalmazdsa Charnes és Cooper (1959) nevéhez fii-
z6dik, akik minden feltételhez egyenként irtak elé megbizhatdsigi szintet és
megmutattdk, hogy a feladat felirhaté ekvivalens linedris program forméjs-
ban. E koncepciét Miller és Wagner (1965) kiterjesztették egyiittes vald-
szinliségi feltételre, dm a @ komponenseiré] feltették, hogy fiiggetlenek. Itt
bemutatott dltalinos forméjédban a problémét Prékopa (1973) fogalmazta
meg elészor. Prékopa logaritmikusan konkdv eloszldsfiiggvényckre vonatkozé
eredményei (1973) garantaljék a feladat konvexitdsat az eloszldsfiiggvények
széles korére, beleértve a tobbdimenziés normélis eloszlést is.

E feladat is kiterjesztése a linedris programozési koncepciénak. Ha a
jobb oldalon szereplé paraméterck egy része (pl. a termékek iranti jovSbeni
kereslet, stb.) elére nem ismert, akkor a feladat megolddsdra a linedris prog-
ramozdsi modell nem alkalmas. Ha azonban e paraméterek valdszinfiségi
valtozdk ismert egyiittes eloszldssal, akkor a linedris programozési model-
lezésben alkalmazott megfontoldsokhoz igazoddan azt frhatjuk elS, hogy az
eredeti linedris feltételeket a dontési véltozdk legaldbb el6re megadott p va-
16szintiséggel elégitsék ki és ezen eldirds teljesiilése mellett legyen a cz cél-
figgvény maximélis. Vegyiik észre, hogy a (P) feladat a valdszinfiséggel
korlatozott linedris programozési feladat legegyszeriibb esetének tekinthetd,
annak az esetnek, amikor A az egységmétrix és B ill b elemei azonosan nulldk.

A (PP) feladat megoldésa konvexitds megléte esetén is nagy koriiltekintést
igényel. Mayer (1998) kényvében az éltala alkalmazott konvex programozési
algoritmusokrél és azoknak a (PP) feladatra torténé szdmitégépes imple-
mentdciéirdl szamol be. A tdbbdimenzids eloszlasfliiggvény értékeinek kiszs-
mitdsardl az érdeklddd olvasénak Dedk (1990) és Szantai (1988) munkait
ajanljuk. Komdromi (1986) a (PP) feladat dudlis feladatdt a (DD) feladat-
ban fogalmazta meg és kifejlesztett egy primal-dudl tipusd algoritmust, amely
a két feladatot egyidejlleg oldja meg. Ez az algoritmus minden iterdciéban
igényli a (P) feladat megolddsat.
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A (PP) duslisa a kovetkez8képpen szdrmaztathatd. A P(Az>pB)>p
valésziniiségi feltétel a valdsziniliség monotonitdsa miatt igy frhaté fel:

Az>z, F(z)>p, =z€suppl,

ahol F a (3 egyiittes eloszlésfiiggvénye, supp F az F eloszldsfiiggvény tartéja
(az R™ azon részhalmaza, amelynek az [ fliggvény altal meghatarozott
valdsziniiségi mértéke 1), = pedig m-komponensii véltozé vektor. Ekkor a
(PP) feladat determinisztikus ekvivalens megfogalmazasat kapjuk a

(PPl) ming.>z B2>p €z — min
z€X ={z: F(z) > p,z €supp F}

feladat forméjdban. A mina,>q p.>p cz célfiggvény értéke egy z helyen
maga egy linedris programozasi feladat optimalis értéke, amely ha létezik,
egyenld dudlisénak optimalis értékével, feltéve, hogy e dudlis lehetséges meg-
old4sainak tartoménya, a V = {u,v : uA +vB = ¢,u,v > 0} poliedrikus
halmaz nemiires. Tegyiik fel tehat, hogy V # (. Ekkor (PP1) ekvivalens, a
linedris programozés dualitdsi tétele értelmében, a

MaXy A-+vB=ciu,v>0 (UZ + vb) — min
reX

feladattal és fennall, hogy a két feladat célfiiggvényértéke egyenld minden
olyan z pontra, amelyre az uz + vb felilrdl korldtos a V' halmazon. A
szokédsoknak megfeleléen mina, >z, B.>p €z = +00,ha{z: Az >z, Bz > b} =
(. Figyelembe véve, hogy a

. . -
min {(ﬁ?év (uz +vb)} > (ﬁ&)té{v {;I)e.l)l(l (uz + vb)}
egyenlétlenség mindig fenndll, a (PP) feladat dudlisit az aldbbi feladatban

taldljuk meg:

min (uz) +vb — max
F(z)>pzesupp F

(u,v) € V={uv:vA+vB=c; u,v>0},

amely a fent leirt (DD) feladattal ekvivalens, ha supp ' = R™.
A két feladatot az itt kovetkezd dualitési tétel kapcsolja dssze (Komdromi,
1986).

Tétel. (a) Ha az uz + vb figguénynek van ((4,9),Z) nyeregpontja a V
halmazon torténd mazimalizdldsra és az X halmazon torténd minimalizdldsra
nézve, akkor T optimdlis megolddsa a (PP1) feladatnak.

(b) Legyen F kvdzikonkdv és T optimdlis megolddsa a (PP1) feladat-
nek. Ha az {x € X : y: Ay > =, By > b} halmaznak van belsé pontja, akkor
létezik olyan (u',v') € V, hogy (v, V'), T) nyeregpontja az uz+vb figguénynek
a V halmazon torténd mazimalizdldsra és az X halmazon torténd minimali-
zdldsra nézve.
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A (P) feladat vizsgélata és megolddsa tehdt hozzdjérul a (PP) valészinii-
séggel korldtozott linedris programozdsi feladat és dudlisa, a (D D) sztochasz-
tikus programozési feladat hatékony megolddsdhoz.

A (P) feladat megolddsdra proximélis pont mddszert alkalmazunk.

E moédszer (f6 éllomésairdl 1d. Martinet 1970, Rockafellar 1976 dolgo-
zatokat) egy az n-dimenzids linedris téren értelmezett konvex f fliggvény
minimalizdldsara szolgdl. A belsépontos mddszerek korébe tartozik, lényege
az, hogy egy xo kozelitd megoldsbdl kiindulva olyan {z} sorozatot generl,
amelynek k—dik eleme a szigordan konvex f(z) + ﬁ |z — xk_llz fuggvényt
minimalizélja, ahol {c} alkalmasan valasztott pozitiv sorozat. A proxim4lis
pont médszert Teboulle (1992) oly médon alakitotta 4t, hogy a kvadratikus
eltéréstag helyett egy ,.entrépiaszeri” eltéréstagot alkalmazott. Bemutatta,
hogy az igy szérmaztatott entrépiaszerii proximaélis pont algoritmus egy egy-
ségesito keretnek tekinthet6 abban az értelemben, hogy kézéjiik tartozik, az
alkalmazott eltérésfiiggvényeknek megfelelSen, az ismert konvex programozési
algoritmusok kozill az exponencislis Lagrange szorzé médszer (Bertsekas,
1982), Polyak médositott barrier médszere és a Caroll féle médositott barrier
médszer (Polyak, 1992) is.

Az entrépiaszerti eltérésfiiggvények korébe két fiiggvénycsalddot szoktak
sorolni. Az egyik a Csiszdr (1967) ltal bevezetett ¢ -divergencia fiiggvény-
csaldd. Ez a kovetkezd: Ha adott a pozitiv félegyenesen értelmezett ¢ fligg-
vény, az ¢ pozitiv n-dimenziés vektornak az y pozitiv n-dimenziés vektortdl
valé eltérését —a p-divergencidt— az alabbi entrépia-fiiggvénnyel definigljuk:

n T
do(z,y) = Y _ys (—’)
i=1 Yi

A pozitiv szdmegyenesen értelmezett olyan szigorian konvex @ esetén,
amelyre (1) = 0 és ¢'(1) = 0, a d,, figgvény nemnegativ és 0 csak akkor, ha
r = y; de d, 4ltaldban nem teljesiti a tdvolsdgfiiggvényre eléirt hiromszog-
egyenlStlenséget és nem szimmetrikus. Az entrdpia terminolégia abbél szér-
mazik, hogy ha specidlisan ¢(t) = tlnt —t + 1, akkor

- i x; T; i z;
e =3 | )m () - () 1] = o (2) v,
® ; P\ » Ui ; J » 3T Yj
amely éppen a Kullback-Leibler relativ entrépia.
A masik a Bregman-féle (1967) eltérésfiiggvény csaldd. Tekintsiink egy
az R™-n értelmezett szigorian konvex differencidlhaté ¢ fiiggvényt. Az z

n-dimenziés vektornak az y n-dimenzids vektortdél valé eltérését az algbbi
fiiggvénnyel definidljuk:

Dy(z,y) = ¥(x) — P(y) — Vi (y)(z — ).

Minthogy 1 szigoriian konvex, ezért Dy, nemnegativ és 0 csak akkor, ha
z=1y.
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Csiszdr a (1991) dolgozatdban a linedris inverz problémdk (pl. képfelis-
merés) szempontjabdl fontos tulajdonsdgok szerint vizsgalja, csoportositja és
azonositja az eltérésfiiggvényeket és ily mdédon a két entrépia-fliggvény csa-
lddot axiomatikusan vezeti be.

A o illetve 1 fiiggvény kiilonbozd vélasztdsaival eljutunk a statisztikaban
ismert jénéhany eltérésfiiggvényhez. Ha példéul p(t) = (1— \/52, akkor d, a
Hellinger tavolsig lesz. Ha ¢(z) = —Inz, akkor Dy, a Burg-féle entrépidhoz
vezet. Szémitégépes kisérleteinkben a ¢(t) = —Int +¢ — 1 fiiggvényt alkal-
maztuk.

Az, hogy a proximalis pont médszerben szerepl6 kvadratikus tag helyére
egy -divergencia fiiggvény keriil, biztositja, hogy az algoritmus automatiku-
san pozitiv zy sorozatot generdl. Teboulle bizonyitotta az algoritmus konver-
gencidjat a minimalizdlandé konvex fliggvényre és az alkalmazott eltérésfigg-
vényre vonatkozé, az altaldnosség miatt kissé rigorézus feltevések mellett.

A kdvetkez részben a (P) feladat tulajdonsagait vizsgaljuk abban az eset-
ben, amikor F' az m-dimenzids vektortéren értelmezett folytonosan differen-
cidlhaté szigoriian logaritmikusan konkév eloszlésfliggvény. Ezutdn, a har-
madik részben, algoritmust ajanlunk a feladat megolddséra oly médon, hogy
a feladat Lagrange fiiggvénye nyeregpontjénak meghatérozdsara az entrépia-
szerll proximslis pont médszert alkalmazzuk és az eltérésfiiggvényt a o(t) =
—Int +1t—1 fiiggvény generdlja. Az utols6 részben bizonyitjuk az algorit-
mus konvergencidjat. Hangsilyozzuk azonban, hogy mind az iterdciés séma,
mind a bizonyitisok gondolatmenete tetszéleges Csiszar-féle -divergencia
fiiggvényre véltoztatas nélkiil alkalmazhaté, ha fenndll, hogy ¢ a (0,1) fél-
egyenesen értelmezett szigoriian konvex, folytonosan differencidlhaté fiiggvény,
(1) = ¢'(1) = 0,lim;_g¢'(t) = —oo. Annak az oka, hogy a tdrgyaldst
korldtoztuk a @(t) = —Int 4+t — 1 fiiggvény esetére az, hogy az algorit-
mus koncepciéjara szerettiink volna koncentralni és elkeriilni azt, hogy tijabb
konvex analizisbeli fogalmak részletezése elvegye az olvasé kedvét e szellemes,
és konvex programozasi feladatok megolddsdra dltaldban is jél haszndlhaté
médszertdl.

2 A (P) feladat tulajdonsagai

Ha supp F feliilrél korlatos, akkor a lehetséges megolddsok halmaza korlatos.
A feladatot sltaldnosabb forméjdban vizsgdljuk tehdt azzal, hogy feltessziik,
hogy supp F' = R™. Az aldbbiakban azt is feltessziik, hogy az F' eloszlés-
fliggvény szigortan logaritmikusan konkdv és folytonosan differencidlhaté a
supp F belsejében. Ez maga utdn vonja, hogy F' minden komponensének
szigortian novekvd fiiggvénye. Feltessziik tovdbba, hogy u >0, 0 <p < 1.

A logaritmus szigoriian novekvd fiiggvény volta miatt a (P) feladatot a
kovetkez6 ekvivalens és egyben klasszikus konvex minimalizdcids forméban
vizsgalhatjuk:

(P) ur — min
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et i,
r € X_{weR 'lnF(x) 50}.

A lehetséges megolddsok X halmaza korlatos alulrél abban az értelemben,
hogy 1étezik olyan w € R™, hogy = € X maga utdn vonja, hogy = > w - pl.
w; = arg {Fi(z;) =p},(i =1,...,m) vélasztds mellett, ahol F; az i-edik mar-
gindlis eloszlds, ez az egyenlétlenség fenndll. Igy minden pozitiv u mellett uz
alulrél korldtos az X halmazon. Mivel X zart az F folytonessdga miatt, ezért
(P)-nek van optimdlis megolddsa, és ez a megoldds egyetlen a ln F' szigord
konkdvitdsa miatt. A szerepld fiiggvények konvexek és differencidlhatdk.

A feladat tulajdonsdgait osszefoglaljuk az aldbbi lemmékban.

1. Lemma. Az ux linedris célfigguény felvesz o minimdlis értékét a
feltételi halmaz egyetlen pontjdban. O

A kovetkez6 lemmékban 7 = arg mingex uz.

2. Lernma. A p vdlasztdsa miatt o ln F% < 0 feltétel kielégiti a Slater

Jeltételt: létezik olyan =’ m-dimenzids vektor, amelyre Inp —1In F(z') < 0. O

Tekintsiik a (P) feladathoz tartozé Kuhn-Tucker feladatot:

(K-T) Uy =5F(1x) _‘93%:: (i=1,...,m)

6>0,z€R™  F(z)>p, é(np—InF(z))=0.

3. Lemma. Létezik olyan 6 € R, hogy 6 és % megoldjik o (K — T)
feladatot.

Az allitas kovetkezik az 1. és 2. Lemm4bdl a Kuhn-Tucker optimalitési
tétel értelmében (1d. Mangasarian, 1969). m

4. Lemma. § > 0, egyetlen és F(Z) = p.

Mivel In I parcidlis derivaltjai pozitivok a fliggvény szigorian névekvs
volta miatt és mivel u > 0, ezért § > 0. Igy az utolsd, az egyensilyi feltétel
miatt F(Z) = p. O

5. Lemma. A (P) feladat optimdlis célfigguényértéke Inp szigorian kon-
vez, szigoruan novekvd figguénye.

Bizonyitds. A konvexitast beldtjuk. Legyen ugyanis ' = arg MiNp(g)>p UL,
" = argming(gys,r uz, z\ = arg ming(;)>p(x) 2z, ahol 0 < p' < 1,
0<p’" <1,0< A< Inp(A) = Alnp’ + (1 — N)Inp”. Ekkor InF szi-
goru konkdvitdsa miatt

In FQAz'+(1-M)z") > Aln F(z')+(1-A) In F(z") = Anp/+(1-\) Inp" = Inp(X).

De wy jelentése miatt uzyx < u(Az’ + (1 — A)z"") = Mz’ + (1 — Nuz”, és ez
az, amit bizonyitani akartunk.

A miésodik 4llitds nyilvinvaléan kovetkezik abbél, hogy F(Z) = p, F
minden komponensének szigorian novekvé fliggvénye és v > 0. |
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A bevezetSben a (P) feladat fontossigét azzal indokoltuk, hogy a (DD)
sztochasztikus programozasi feladat (a (PP) duélisa) célfiiggvényében meg-
jelenik a nemnegativ u vektorokon értelmezett minp(s)>, ux fliggvény. Hogy
ez a motivacié meggy6zd legyen, definidlnunk kell e fiiggvényt minden nem-
negativ, nemnulla u vektorra.

Jeloljitk (P) optimélis megolddsét mint u fiiggvényét x(u)-val és az op-
timélis figgvényértéket uz(u)-val. A valdszinliségelméletbdl tudjuk, hogy az
F parcialis derivéltja és az 1. véltozdja szerinti feltételes eloszlasfiggvénye
kozott fenndll az aldbbi Osszefuggés:

'm—xlém_L’m’) = F(:Cl"" y Li—1;Ti41y-- -, Tm | CE,,:) : f’i(mi>1

ahol f; a §3; slirliségfliggvénye. Ez az Gsszefliggés maga utén vonja, hogy
zi(u) — oo, hau; — 0.

Definidljuk z(u)-t tetszOleges u > 0,u # O esetre azzal, hogy vesszik ezt a
hatérértéket.

Az z(u) vektorfilggvény és az uz(u) valds fliggvény figyelemre méltd tu-
lajdonségokkal rendelkezik. A kovetkezd éllitdsban ezeket foglaljuk Gssze. Az
allitds kissé részletezdbb bizonyitdsa a (Komdromi 1986) dolgozatban meg-
taldlhato.

6. Lemma. Tegytik fel, hogy InF' szigoridan konkdv és minden kompo-
nensének szigorian novekvd figguénye. Ekkor

(a) A (P) optimdlis z(u) megolddsa folytonos az {u : u > 0} halmazon.
Ho limy,_oou® = U egy ul,u?,... sorozatra (4 > 0,4 # 0,uf > 0 minden
k-ra), akkor limg_,oo z(u*) = z(%).

(b) ux(u) folytonos és szigorian konkdv az {u : u > 0,u # 0} halmazon
abban az értelemben, hogy

M + (1= Nz (A + (L= Nu”) > M'z(u') + (1 - Mo z(uw”)

minden v’ > 0,u’ # 0,4 >0,u” #0, IZ_:I #* I%::‘I’ 0< A< esetén;
(c) Az {u:u > 0} halmazon uz(u) differencidlhatd, Vuz(u) = z(u).
Bizonyitds. (a) Minden u > 0 vektorra az z(u) kielégiti a fenti (K — T')
feltételeket, sziikségképpen F(z(u)) =p, 6 > 0, ténylegesen

ﬂ‘l.
=1 Wi

- Z Bqu!
=1

I

6=

Ezért a (K —T') feltételek folytonos egy-egy értelmii megfeleltetést képviselnek
az {x € R™: F(z) = p} és az {u>0: 3 *, u; = 1} halmazok kdzdtt azon
feltevés mellett, hogy az F fiiggvény folytonosan differencidlhaté.

(b) Legyen uz(u) értéke 0, ha v = 0 és —oo, ha u # 0. Az ux(u)
folytonossiga kovetkezik abbdl, hogy negativia a supp(g)>p(—u)r tdmasz-
figgvénynek, mely folytonos (1d. Rockafellar, 1970). Konkavitdsat pedig az
z(u) definicidja vonja maga utén: uz’ > uz(u) minden =’ # x(u) esetén.
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(c) Definicié szerint egy t € R™ az uxz(u) konkav fiiggvény szubgradiense
az U helyen, ha

zz(z) <uz(U)+t(z—u) minden z>0,z#0 esetén .

Rockafellar tétele szerint (1970, 25. fejezet) ux(u) differencidlhaté G-ban és
Vuz(t) = z(i), ha z(2) az uz(u) egyetlen szubgradiense t-ban. A t = z(q)
véges, ha & > 0, és kielégiti a fenti egyenlStlenséget, mert barmely z > 0, z #
0 esetén

za(z) — 2t <uz(uw) —at =0

az z(z) definicidja szerint.
Hogy az éllitdst beldssuk, megmutatjuk, hogy ha t # z(4d), akkor van
olyan z > 0, hogy

2z(z) — 2t > uz(u) — ut.

Tegyiik fel elészor, hogy uz(u) — 4t = p # 0. Valasszuk 2-t ily médon:
z =M, ahol A > 1, ha p > 0,és 0 < A <1, ha p < 0. Figyelembe véve, hogy
z(A2) = z(u) minden X\ > 0 mellett, azt kapjuk, hogy

zx(2) — zt = Nuz(d) — ut] > wz(u) — ut.

Tegytik fel most, hogy uz(i) — 4t = 0. Legyen I = {i : z;(0) —¢t; > 0} C
{1,...,m}. I # @, mert t # z(Q) és & > 0. Valasszuk a z > 0 vektort és
0 < X < 1-t gy, hogy

zi=(1—MN;, ha=zi(B) —t; <0,

ha :cl("u\) —t;>0

Z

fennalljon és ;(z) — t; nemmegativ maradjon, ha i € I. Ilyen \ létezik az (a)
allitasbol kovetkezden. Akkor fennéll, hogy

zx(z) — 2t = (1 — \)[uz(z) — ut] + )\Z@[xl(z) =it
i€l
De Tz (U) < Uz(z) és 3 ;cp Gilwi(2) —ti] > 0 X vélasztésa miatt. Igy za(z) —
zt > (1— N)[uz(t) —at] =0
za(z) — 2zt > Uz(W) —ut
Ezzel az allitdst beldttuk. O

Tekintsiik most a (P) feladat klasszikus duslis feladatdt (Mangasarian,
1969, 7. fejezet):

uz + 6(Inp — In F(z)) — max

(D) Ui=5p(1z)-agl—le 1i=1,...,m

6>0
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A két feladat kozotti szoros kapesolatra vildgit ra az aldbbi lemma (gyenge
dualitési tétel):

7. Lemma. Hax' a (P) feladat, (§",2") a (D) feladat lehetséges megolddsa,
akkor teljesil, hogy

uz' > uz” 4+ 6" (lnp — In F(z"))
és eqyenldség pontosan akkor dll fenn, ha o’ = «' & F(z') = p.
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy
wr! = uz" +u(z’ — ") =ur” +§"VIn F(z")(z' — 2")
mert (6”,z") a (D) lehetséges megolddsa. De In F'(x) szigori konkavitdsa
miatt
VinF(z")(z' —2") > In F(z') — In F(z")
és egyenld csak akkor, ha ' = z”. fey

ur’ > uz” +8"(In F(z') — In F(z"))
= ug” + 6" (In £ — 1n L)),

Mivel 2’ lehetséges megoldésa ( P)-nek, ezért F(z') > p. Vagyis §” In ﬂ;—ll >
0 és mivel & > 0, ezért §” lnﬂ;—ll = 0 csak akkor, ha F(z/) = p. Igy
ux’ > ux'” - § lnﬂz—”l és egyenléség teljesiil csak akkor, ha z' = z” és
F(z') =p. 0

Ebbél, a 3. és 4. Lemmakat is figyelembe véve kivetkezik az alabbi

8. Lemma. A (D) dudlis feladatnak létezik egyetlen (;5\, Z) optimdlis
megolddsa, és ebben T a (P) feladatnak is optimdlis megolddsa. |

Vegyiik észre, hogy a (D) tetsz6leges lehetséges (&', z') megolddséra fennall,
hogy egyben optimalis megoldésa annak a feladatnak, amelynek feltételei a
(D) feltételei, célfiiggvényében azonban p helyett p’ = F(z') szerepel. Ezt is
tartalmazza a kdvetkez6 észrevétel.

9. Lemma. Minden adott §' > 0 esetén van olyan =, hogy (8', ') le-
hetséges megolddsa a (D) feladatnak. Az x' egyetlen és (8',xz') optimdlis
megolddsa az

uz + §(Inp’ — In F(z)) — max

uizéF(lm)a—g;(? i=1,...,m
§>0
feladatnak, ahol p' = F(z'). ]

A 8. Lemma a (P)
L(6,z) = uz + §(Inp — In F(z))
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Lagrange fliggvényére nézve a kovetkezot jelenti:

10. Lemma. Az L(6,z) = uz + 6(Inp — In F(z)) Lagrange fiigguénynek
egyetlen (8',z') nyeregpontja van az z-ben R™-en térténé minimalizdlds-
ra és 6-ban a nemnegaliv valds szdmokon torténd mazimalizdldsra nézve,
& > 0, (§,2') a (D) feladat, 2’ a (P) feladat optimdlis megolddsa. A
ming {uz + é(Inp — In F(x))} mint Inp figgvénye differencidlhatd és &' az
L(6, z) nyeregértékének mint Inp figguényének Inp szerinti derivdltja. O

Ez utébbi allitds Rockafellar egy tételének (1969, 29.1 Tétel) alkalmazdsa
feladatunkra.

A 9. és 10. Lemmdkbdl kévetkezik, hogy minden 0 < p’ < 1 paraméterhez
kolesonosen egyértelmiien tartozik egy & érték, és §'-hoz egyértelmiien tar-
tozik az az z’, amellyel ¢’ és ' kielégitik a (K —T') Kuhn-Tucker feltételeket.
Konkavitdsa miatt a In F((z) Hesse mdtrixa negativ szemidefinit minden z
esetén és ha az z’ helyen negativ definit, akkor invertdlhaté és igy az implicit
fliggvény tétel értelmében z’ ¢’-nek differencidlhaté figgvénye. Ezt foglalja
Ossze a kovetkezo

11. Lemma. Tegyiik fel, hogy az In F(x) figgvény H(x) Hesse mdtriza
létezik. Adott §' > 0 esetén egyetlen olyan z' € R™ létezik, amelyre fenndll,
hogy 5 = VInF(z). Ekkor x’ = z(§') = (VInF)7'(%). Ha ezen felil
H(z) invertdlhatd az o/ = z(8') helyen, akkor =’ derivdlhatd a 6 helyen és

Va(8') = —H(z(8')) 1 #. a
A (P) duélisa (P) Lagrange fliggvénye segitségével {gy fogalmazhaté meg:
(D1) 9(6) = min L(6, z) = min{uz+§(lnp—In F(z))} — max, 6§>0.
A 8. Lemma értelmében g(6) felveszi a maximuméat a pozitiv § értékek
halmazén. Tovabbi fontos tulajdonsdg az aldbbi:

12. Lemma. g(6) szigorian konkdv a pozitiv § értékek halmazdn.

Ezt beldtjuk. Legyen z' = argmin, {uz 4 §(lnp — In F(z))}, 2" =
argming {uz + 6"(inp — InF(z))}, =z(A) = argmin, {uz + (A + (1 —
NE") (Inp—InF(z))}, 0<A<1, 8 >0, § >0 Ekkor

9(8') < uz(A\)+6'(Inp—InF(z(X))) és g(6") < uz(N)+6" (Inp—In F(z(N))).
Tgy Ag(8) + (1 — X)g(8") < uz(A) + (A6 + (1 — A)§") (Inp — In F(z(\))) =
g(A8" + (1 — A)&"). Ezzel az &llitast igazoltuk. a

3 Algoritmus a (P) feladat megolddsara

Az itt kovetkezd algoritmus a (D1) feladat megolddsdra szolgdl, olyan 5>
0 értéket keresiink, amely g(§)-t maximalizdlja. Ekkor (;5\, z), ahol 7 =
arg minge gm {ux + g(ln p—InF(x))}, a (D) feladat optimalis megolddsa lesz,
és a 8. Lemma értelmében igy Z a (P) feladat optimalis megolddsa.
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Az algoritmus konstrukcidjdban elsésorban Teboulle (1992) és Eggermont
(1990) eredményeire tdmaszkodtunk.

Tekintsik a (P) feladat Lagrange fliggvényének kévetkezd ,,entrépiaszerti
kiterjesztését”:

Es (6,2) =uz+6(np—InF(z)) — wydy(6,6)
= L(8,z) —wi'dy(6,6), >0, z€R™,

ahol wy > 0,6, > 0 adottak. A tovdbbiakban § és 6 eltérését a o(t) =
—Int+t— 1 figgvény generélja. Tehat

d,(6,6) = 6, (06 — In8) + & — 6.

Az algoritmus lényege az, hogy a k. iterdcidban &, > 0 birtokdban
meghatdrozzuk Es, (6, z) nyeregpontjit az z-ben az R™ téren torténd mini-
malizdlasra és §-ban a nemnegativ § értékeken torténd maximalizdldsra nézve.

Az eljarés kezdetén valasztunk egy kiindulé 8y > 0 kezdeti értéket és
megadjuk azt az (w,w), 0 < w < @ intervallumot, amelyben az egyes itera-
ciékban az wy, (k=0,1,...) sorozat elemeit valasztjuk. Az algoritmus k-adik

iterdcidéjdban meghatdrozzuk a
Ory1 = arg max {g(8)—w;1d(6,8,)} = arg max {9(8)—wy  [6k(In 65 —1n 6)+6—5) }

értéket a 6y érték ismeretében, ahol g(8) = min, L(6, ) = ming{uz+6(lnp—
In F(z))}. Ez a kovetkez6 iteraciés séméahoz vezet:
zF+1 az alabbi egyenletrendszer megoldésa:

8k, Oln F(x)
1 U; =
W 1+ wy lnﬂpEl ox;

1=1,...,m,

811 az aldbbi értékadds eredménye:
Ok
2 Okt1 = ——FomT
(_ ) i 1+ wyIn £ w;“

Ha F(z**1) = p (vagy p-hez kellSen kozeli), akkor az eljaras befejez8dik:
z*+1 g (P) feladat optimalis megoldésa.?

2Egy megjegyzés erejéig itt hivatkozunk arra a bevezetés végi sllitdsunkra, amely
szerint az algoritmus alkalmazhaté és konvergens a @—divergencia fliggvények széles
korére. Amennyiben olyan Csiszdr-féle p-figgvényt alkalmazunk, amely a bevezetSben
leirt tulajdonsdgokkal rendelkezik, akkor mindkét formuldban SEEE /S helyett
' 14wy In EzrT) IZ+1
brpo* (wi In F_(:c%l)) szerepel, ahol ¢* a ¢ fiiggvény konjugdltja. Be lehet ldtni, a
In F% < 0 feltétel ekkor ekvivalens az wy, p* (In F%) < 0 feltétellel. A p(t) = —Int+t—1
konjugéltja, mint kénnyen kiszdmithaté, a ¢*(s) = In 115

) fiiggvény, s < 1.
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4 Az algoritmus konvergenciajaradl

El6sz0r azt kell beldtnunk, hogy az algoritmus j6l definidlt, azaz (z*+1, 6¢41)
minden iterdciéban létezik.

13. Lemma. Az (1)-(2) egyenletrendszert megolds (z*+1,6,41) létezik
és nyeregpontja az

Es, (6,z) = uz + §(Inp — In F(z)) — w™d, (5, &)

figguénynek w = wi > 0 és 6, > 0 mellett a 6-ban a nemnegativ szdmokon
torténd mazimalizdldsra és x-ben az R™-en torténd minimalizdldsra nézve.
. o 1 - , . =L
Bizonyitds. Az mVlnF(ﬂv) fuggvény az {:c D F(z) > pe=Yr }
halmazon értelmezett szigordan konkdv In(1 + wy In %ﬂ) fiiggvény gradi-
ense, amely 0-hoz tart, ha x — oo, vagyis ha F(z) — 1. A In(1 +wIn ﬂpﬂ)
fiiggvény esszencidlisan sima: értelmezési tartomdnya belsejében folytonosan
differencialhaté és |VIn(l 4 wg In %ﬁ)l — +o00, ha z az értelmezési tar-

tomény egy hatarpontjéhoz tart. Ezért VIn(1 4+ wyIn ﬂpﬂ) invertdlhatd, 1d.
Rockafellar (1970). Az F' gradiense pozitiv. Ezért minden pozitiv 7 vektor
k+1

U

esetén van egyetlen olyan z*t1, amelyre T = Vin(l + wgln ﬂpﬂ)7 vagyis
olyan z**1, amely kielégiti az (1) feltételeket. Vegyiik észre, hogy egyuttal
zF*t! = arg min, Es,, (6k+1, ). Végil vegylik észre, hogy 8,41 maximalizdlja
az Eg, (8, 5°1!) szigortian konkéiv fiiggvényt a § > 0 feltétel mellett. Iey
(z%*1,8k41) az Es, (6, ) filggvény nyeregpontja. O

Mivel F(zF+1) > pe=vs ', ezért Ok+1 > 0. Fontossiga miatt ezt killon
allitasban fogalmazzuk meg,.

14. Lemma. 6p4q > 0.
15. Lemma. A g(6) szigorian novekvd konvergens sorozat.

Bizonyitds. Vegylk figyelembe, hogy

k+1

"7 = argmin{uz + 641 (Inp — In F(z))},

brt1 = argmax {6(Inp — In F(zp41)) — wi 1dy(6, 5k)} -
Vagyis g(6k+1) = uz®*+? + 611 (Inp — In F(zF+1)). Igy

9(0k1) > uakt? 4 8 (Inp — In F(ab 1)) — wi ' dy (841, 6x)
= maxs>o {uatt! + §(Inp — In F(ab+1)) — wid, (6, &)}
> ught 4 5 (Inp — In F(2M1)) — wildy, (6, 61)
= uz**t! 4 §i.(Inp — In F(z++1))
> ming {uz + 6(Inp — In F(z))}
uz® + 8 (Inp — In F(z*)) = g(6x).
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A {g(6k)} sorozat konvergencidja ezutdn abbdl kévetkezik, hogy a sorozat
feliilré] korldtos, hiszen g(d) felveszi a maximumét a pozitiv § értékek hal-
mazan. O

16. Lemma. A {6;} sorozat konvergens.

Bizonyitds. A 10. Lemma szerint g(6) felveszi a maximumat. Mivel g(6).
konkdv, ez azt jelenti, hogy a {6 > 0 : g(§) > v} halmaz korldtos minden
v € R esetén, beledrtve a v = g(6p) esetet is. Igy a {éx} sorozat is korlatos,
van tehat torlddasi pontja. Tegylik fel, hogy az 4llitdssal ellentétben a {6y}

sorozatnak két torléddsi pontja van, jeldlje ezeket 8§ és 8. Minthogy az {wy}
sorozat korldtos, szintén van torlédasi pontja, jelolje ezt w, w > 0. Legyen
{8;.} a {6k} olyan végtelen részsorozata, amelyre fennéll, hogy

lim wj;, =w, lim §;, =48, lim §;,+1 =34.
k—oo k—oco k—o0

A 15. Lemma bizonyitdsdban belattuk, hogy

9(65u+1) > 9(jur1) — wi Ay (65,41, 65) > 9(65,)

minden k esetén, vagyis a
9(8) > g(8) —wdy(8,6) > 9(é)

egyenl6tlenségnek teljesiilnie kell a szerepld fiiggvények folytonossiga miatt.

Mivel g(5l =g(6) a 15. Lemma szerint, ezért d,(6,6) = 0, ami implikélja,

hogy 6 = §. Ellentmonddsra jutottunk tehédt azzal a feltevéssel, hogy § # 6. O
17. Lemma. Az {F(z*)} sorozat konvergens, limy_,oo F(z*) = p.
Bizonyitds. Legyen 8y = limg_,00 6°. Ha 8y > 0, akkor a

§ i
k4l = TRy
1—|—o.1k—}'g—t%lciril

osszefuggés miatt és azért, mert az wy sorozatot gy valasztjuk, hogy minden
eleme egy adott pozitiv intervallumban legyen kdvetkezik, hogy az F(xzF+1)
sorozat p—hez tart. De &y > 0, killénben a VIn F(z) minden komponense
+00-hez tartana, hiszen (z*,6;) lielégiti az u = 8, VIn F() egyenletrend-
szert. Bz F eloszldsfiiggvény volta miatt csak akkor lehet, ha az F(z*) sorozat
0-hoz tart. De ekkor, figyelembe véve azt is, hogy wi-t egy korlatos pozitiv
intervallumban vélasztjuk, az 14wy (In F(z*) —Inp) szitkségképpen —co-hez
tart, ellentmondésban azzal, hogy 6 > 0. a

5 A moddszer implementalhatésagardl

Végiil néhany aggodalmaskodd megjegyzés kovetkezik a médszer implemental-
hatésagarél. Minden iterdcidban, mint ldthat6, meg kell oldanunk az (1)
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egyenletrendszert (ez maga egy minimalizdldsi feladat). A szerepld fiiggvények
az I gradiensei, amelyek fiiggvényértékei tobbvaltozds integralds eredményei
(tobbvaltozdés normdlis eloszlasfiiggvény esetében e gradiensek is tobbvéltozds
normalis eloszldsfiiggvények), pontosan kiszdmitani 8ket nem lehet, csak ko-
zeliteni. Az egyenletrendszer megolddséra, majd az 1j § értékének pontos
meghatdrozdsdra mér emiatt sincs méd. A (P) feladat optimdlis megolddsa
tehat sziikségképpen pontatlan, amely tény tovabbi pontatlansigokat ered-
ményez, amikor e megolddsokat a (PP) ill. (DD) feladatok megolddsira
szolgals mar hivatkozott (Komdromi, 1986) primél-dudl algoritmusban hasz-
néljuk fel vagy ha més konvex programozasi algoritmust alkalmazunk a (DD)
feladat megolddsdra. (E szempontok természetesen nem csak az entrdpia-
szerfi proximalis pont mddszerrel kapcsolatban mertilnek fel.) Ilyen kériilmé-
nyek kozott felvethetd, vajon érdemes-e az eljards konvergencidjanak vizsgs-
latdval bajlédni. A vdlasz természetesen igenld, hiszen Svintézkedéseket is
csak akkor tudunk beépiteni az eljardsba, ha tudjuk, hogy ,,illik” viselkednie.
A szerz6 tapasztalatai a pontatlansdggal kapcsolatos aggodalmakat nem
igazoltdk. A (P) feladat megolddsira végzett szdmitégépes kisérleteinkben
legfeljebb 10-valtozds nemdegenerélt normalis eloszlasfliggvényeket és a p(t) =
tint — ¢ -+ 1 fiiggvényt vélasztottuk. Az (1) egyenletrendszer megoldésira a
ciklikus csokkentés médszerét alkalmaztuk, amely abban 4l e feladat esetében,
hogy a (K —T') feladat i-edik egyenletében az z; értékét noveljiik vagy csok-
kentjiik oly mértékben, hogy egyenldséget kapjunk — ezt folytatjuk egészen
addig, amig a pontossiggal megelégsziink. Ez az eljards is konvergens, a bi-
zonyitds megtaldlhaté Zangwill (1969) konyvében. Ilyen vélasztds mellett az
entrépiaszert proximadlis pont médszer biztonsdgosnak és gyorsnak bizonyult.
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AN APPLICATION OF THE ENTROPY-LIKE PROXIMAL POINT METHOD
IN THE SOLUTION OF THE PROBABILISTIC CONSTRAINED LINEAR
PROGRAMMING PROBLEM

We are concerned with the following problem: wz — min,z € X = {z : F(z) >
p}, where F is a given joint continuous probability distribution function, u > 0,
v € R™, and p is a reliability level, 0 < p < 1. It will be shown that this problem
appears in the objective function of the dual of the probabilistic constrained linear
programming problem. We will investigate the behavior of the problem as the
function of its parameters. For solving it we apply a proximal point algorithm in
which instead of a quadratic term we employ a ¢-divergence function introduced
by Csiszdr. We prove the convergence of the presented algorithm.






