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SAJATERTEK-TETELEK A LINEARIS ES NEMLINEARIS
NEUMANN-RENDSZEREKBEN!

) MOCZAR JOZSEF
BKAE, Matematikai Kéozgazdasdgtan és Gazdasigelemzés Tanszék

A tanulmdny célkitiizése a sajatérték-tételek linedris és nemlinearis Neumann-
rendszerekre torténd kiterjesztése. A szigoru egyensilyt biztosité Neumann
modell a Cz = ABz és a pC = ApB éltaldnositott sajitérték-feladattal
definidlhaté. A probléma Perron-Frobenius tulajdonsdgait els6ként Man-
gasarian (1971) vizsgélta. A technoldgiailag és/vagy gazdaségilag (ir)redu-
cibilis Neumann rendszerekre megfogalmazott Frobenius tételek bizonyita-
saihoz Mangasarian, valamint Erdélyi (1967) és Stewart (1972) eredményeit
hasznalom fel.

1 Bevezetés

Az utébbi években reneszanszukat élik a Perron-Frobenius tételek alkalmazé-
sai a kilénboz6 elméleti kozgazdasigi kutatdsokban. Ezek az alkalmazédsok
azonban csak a linedris és legfeljebb nemlinesris Leontief-rendszerre kimon-
dott tételeket foglaljdk magukban. A valGsidg pontosabb leirdsira illetve
elemzésére egyre kiterjedtebben hasznéljék fel a Neumann t{pusd modelleket,
amelyek feltevéseikben megengedik az ikertermelés szerepeltetését is, valamint
a gazdasigot egy sajtos nem-négyzetes termék-tevékenység keresztmetszet-
ben vizsgdljdk.

Tanulmanyom alapvetd célkitlizése a sajdtérték-tételek linedris és nem-
linearis Neumann-rendszerekre torténd kiterjesztése. Vizsgiléddsaim kere-
téiil olyan tobbszektoros gazdasdgi modell szolgédl, amelyben az egyes te-
vékenységek input-output kapcsolatait megfelel$ tulajdonségi nemlinedris
fiiggvényekkel, a rdforditasi, illetve kibocsdtési struktirajat pedig Jacobi
métrixokkal from le. Az id6 kezelése szempontjdbdl modelliink a diszkrét,
illetve a staciondrius modellek csalddjaba tartozik. A modell specidlis esete-
ként értelmezhetd mind az irodalombél jél ismert (nem)linedris input-output
modell, mind pedig a tanulményban \jonnan megfogalmazott nemlinedris
Neumann modell.

A sajatérték-tételek megfogalmazésa el6tt értelmezem a sajétérték, a
sajatvektor, a spektrum és a spektral rddiusz fogalmat, bevezetem az (ir)re-
ducibilitds kiilonféle vélfajait a (nem)linedris Neumann-rendszerekben. A

1Tanulmédnyom a hasonlé cimmel megirt és Martos Béla professzor szerkesztésében meg-
jelent Szigma matematikai kozgazdasdgi folydirat dltal kozlésre elfogadott, de a kiilfsldi
tanulménydtjaim miatt meg nem jelent cikkem legijabb eredményekkel kiegészitett vilto-
zata. Eztttal szeretnék, még ha kissé megkésve is, kdszOnetet mondani az akkori névtelen
birdléknak a hasznos tandcsaikért.



96 Méczar Jbzsef

szigord egyensulyt biztosité linedris Neumann modell a Cx = ABz, illetve
pC' = ApB altalanositott sajatérték-feladattal definidlhatd, ahol a C a fo-
gyasztasi és a B a kibocsatdsi matrixokat, az = a tevékenységek alkalmazdsi
szintvektorat, p a termékek egységar-vektorat valamint a )\ az expanzids
(n6vekedési-, illetve kamat-)tényezd reciprokdt jeloli. A fenti probléménak
Perron-Frobenius tulajdonsdgait —tudomésom szerint— ez iddig csak Man-
gasarian vizsgalta. Tételeit tisztén matematikai szempontbdl, tetszdleges
elGjelli, azonos tipusi és megfelel$ feltételeket kielégitd C' és B métrixok
mellett fogalmazta meg. Tanulmdnyomban a technoldgiailag és/vagy gaz-
dasdgilag (ir)reducibilis linedris Neumann-rendszerre megfogalmazott Frobe-
nius tétel bizonyitasdhoz Mangasarian tételeit haszndlom fel. Megmutatom,
hogy ezek a bizonyitasok kiterjeszthet6k a nemlinedris dltaldnositott sajat-
érték-egyenletekre is.

Tanulményomban valamennyi rendszer meghatdrozdsaban szerepet kap-
nak a raforditdsi, illetve a kibocsdtdsi struktirdt leird Jacobi métrixok. A
nemlinedris Leontief-rendszerre kimondott sajdtérték-tételek bizonyitdsai ab-
ban térnek el a szokdsos bizonyitdsoktdl, hogy itt a raforditdsi struktirit
szerepeltetjik az egyes allitdsokban.

A nemlinedris Neumann-rendszerre kimondott sajatérték-tételek alapul
szolgalhatnak a marxi értéknagysig kvantitativ meghatdrozdsdban, kiilonos
tekintettel az ikertermékek problémdjira. (Linedris esetre ldsd pl. Zalaj
(1980).)

A tanulményban a kovetkezd jelolések érvényesek. Vesszé jeloli a métrix
transzpondltjit. Két azonos méretii vektor Osszehasonlitdsdra az: = > y je-
lenti, hogy minden i-re z; 2 y; ; > y jelenti, hogy minden i-re z > y de
T # y, és az x > y jelenti, hogy x; > y; minden i-re. Ennek értelmében, ha
z nemnegativ : 2 0 ; ha z szemipozitiv: z > 0 ; és ha z pozitiv: = > 0.

2 Feltevések és definicidk

Tekintsiink egy olyan gazdasigot, amelyben {1,2,...,m} véges szdmu te-
vékenység (termelési eljards) funkciondl, és ezek {1,2,...,n} véges szdmi
terméket &llitanak el6. Minden egyes tevékenység egy vagy tobb termdket
termelhet (ikertermelés esete), és barmelyik termék tobbféleképpen (tSbb
eljardssal) is el6allithaté. Az egyes tevékenységek 4ltaldban az anyagi termeld
szféra kiillonbozd szervezeteit, pl. szakigazgatdsi szerveket, termelé 4dgazato-
kat stb. jelolnek, de jelolhetnek fogyasztést, kiilonféle szolgaltatasokat, sét
kilfoldi keresletet is. Olyan természetes termelési tényezék, mint a munka
és a fold, korldtlan mennyiségben dllnak rendelkezésre. Modelliink diszkrét
idépontokban irja le a gazdasdgi jelenségeket, és abban az értelemben zért,
hogy a t-edik idépontban a tevékenységek funkciondldsihoz sziikséges réfor-
ditasokat az el6z6 (t — 1)-edik periédusban megtermelt outputok fedezik.

A technikai-technoldgiai Osszefiiggéseket most a kovetkez6képpen fejezzik
ki. Tegyiik fel, hogy minden egyes tevékenység per definitionem egységnyi
ideig funkciondl, s az 7 (t), (j = 1,2, ..., m) a j-edik tevékenység alkalmazdsi
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szintjét jeloli a t-edik periédusban. Gazdasagi rendszeriinkben az egyes ter-
mékekbdl torténé felhasznédldsokat és kibocsdtasokat egy-egy nemlinedris le-
képezés-halmazzal definidljuk: az i-edik termék input-fuggvényét jeloljik a
valés értékii h;[z!(t),...,x™(t)] fiiggvénnyel, amely az z!(t),...,z™(t) valto-
z6k megfelel$ nemlinedris fiiggvénye, az output-fliggvényét az ugyancsak va-
16s értékii és az z1(t),...,2™(t) valtozdkban nemlinedris g;[z*(t), ..., z™(t)]
fuggvénnyel jeloljik. Az egyszertség kedvéért vezessiik be az input-, illetve
az output-fuggvények jelolésére a kovetkezd szimbdlumokat:

h1[$1(t), azm(t)]

hz[l‘l(t)v"" rn(t)] :H[-’U(t)]

hofzt(t),..., 2™ (t)]

és hasonldképpen g;[z!(¢),...,z™(t)] = G[z(t)], ahol t = 1,2,...,n.

A fentiek segitségével most mar konnyen meghatdrozhatjuk a nemlineéris
termelési rendszerlink technikai-technoldgiai fajlagosainak alakuldsat leird
fuggvényeket. Képezzlik e célbdl az egyes fliggvények elsérendil parcidlis de-
rivaltjait, illetve az ezekbél képezhetd megfleleld (nxm)-es Jacobi matrixokat:

[ Ok [z(t)] Oz (t)] O [z (1))
dz! (t) 9z2(t) 7 dz™(¢)

Oha [z (t)]  Ohy [z (1)] O [z (1)]
Oz (t) oz2(t) T Ozm(t)

Ohn [z ()]  Ohn[z (t)] Ohy, [z (t)]
ozl (t) Az2(t) T dxm(t)

Az output-fajlagosokat leiré fiiggvényhalmaz hasonléképpen képezhetd.
Az egyszeribb jeldlés kedvéért vezessiik be a Jacobi métrixok jelolésére a
OH [z (t)] / Oz (t), illetve a OG [z (t)] /Ox (t) szimbSlumokat megfelelSen.

A H [z (t)] és a G [z ()] nemlinedris fiiggvényhalmazokra a kivetkezd fel-
tevéseket tesszik:

(1.F) Folytonossdg. Mind a h;[z(t)] € C!, mind a g;[z(t)] € C' minden
i = 1,2,...,n-re, azaz az R[’-ben minden véltozéjuk szerint folytonosan
differencialhatdk.

(2.F) Homogenitds. Hloxz(t)] = aH[z(t)] és Glax(t — 1)) = aGlz(t — 1)]
barmely a 2 O-ra.

(3.F) Nemnegativitds. H[z(t)] Z 0 és G[z(t)] Z 0 minden z(t) = O-ra.

(4.F) Monotonitds. H[z(t)] £ H[z(t + 1)] és Glz(t)] £ Glz(t + 1)], ha
z(t) L z(t +1).

(6.F) Specidlis strukturdlis tulajdonsdg. A nemlinedris rendszer tech-
nolégiailag és/vagy gazdasagilag erésen nem reducibilis.

Nemlineéris rendszeriink raforditdsi, illetve kibocsdtdsi szempontbdl tor-
ténd strukturdlis jellemzését a H [z (t)], illetve a G [z (¢ — 1)] nemlinedris le-
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képezéshalmazbdl képezheté 0H [ (t)] / Oz (t), OG [z (¢t —1)] /Oz (t — 1) Ja-
cobi métrixokkal adhatjuk meg, amelyeket a tovdbbiakban C [z (¢)], illetve
B[z (t)] szimbdlumokkal jeloliink. Ezek a mdtrixok az egyes tevékenységek
egységnyi alkalmazdsi szintjei mellett torténé termékfelhaszndldsok, illetve
kibocsatasok nemlinedris valtozasat irjdk le. Amennyiben kikotjik, hogy az
egyes tevékenységek alkalmazdsi szintjei az egyes periédusokban ardnyaikban
dllandéak, vagyis attérink staciondrius modellre, igy az idéindex elhagyhaté.

Most néhdny alapvetd fogalmat definidlunk a fentiekben értelmezett nem-
linedris és staciondrius gazdasagi rendszeriink keretei kozott, majd megmu-
tatjuk, hogy ezek a definiciék specidlis esetekben valéban egybe esnek e fo-
galmak kevéshé altaldnos rendszerekben megadott definicidival.

1. Definicié (sajitérték, sajatvektor, spektrum, spektrdl radiusz). Egy
(komplez) A szdmot a C(z) Jacobi mdtriznak a B(z) Jacobi mdtrix szerinti
sajdtértékének nevezzik akkor és csak akkor, ha van olyan nemzérus x vek-
tor, amelyre teljesil o C(z)x = AB(x)x egyenldség. Az x vektort a C(x)
Jacobi mdtriznak a B(z) Jacobi mdtriz szerinti sajdtvektordnak nevezzik. A
sajdtértékek halmazdt a C(x) Jacobi mdtriznak a B(x) Jacobi mdtriz szerinti
spektrumdnak nevezzik és sp|C(x) pv)]-vel jeloljik; ezek kozil a legnagyobb
abszolit értéki a spektrdl rddiusz:

_ [ SUPesplC(e) piey) 1Al Ba sP[C(@) ()] # 05
plC(z) ()] = {—oo « ha sp[C(z) ()] =0 .

Az 1. definicié specidlis esetekben a kovetkez8képpen médosul:

(a) Linedris Leontief-rendszer

Ha m = n é C(z) = A valamint B(z) = E, akkor a sajitérték és a
sajatvektor az Az = Az, v # 0 sajdtérték-feladat megolddsaként adédik.
Ebben az esetben sp(Ag) = sp(A) az A métrix szokdsos spektruma, amelybsl
a legnagyobb abszolut értékii az A métrix spektral rddiuszat, p(A)-t adja.

(b) Linedris Neumann-rendszer

Ha a j-edik tevékenység 27 alkalmazési szinten az i-edik termékbdl felhasznalt,
illetve kibocsatott mennyisége ezen @ linedris fiiggvénye, vagyis hi(z) =
i Cigayy lletve gi(x) = 377 byja;, akkor az input és output koeffi-
cienseket meghatarozé Jacobi mdtrixoknak rendre a C' = [¢;;] és B = [b;]
matrixok felelnek meg. A rendszerhez tartozé A sajétértékeket most a Cx =
ABz, © # ( altaldnositott sajétérték-feladat megolddsaként hatarozhatjuk
meg. Az ilyen tulajdonsdgi A a C' métrix B métrixra vonatkozé sajatértéke.
Ezen 6sszes A-k halmazdt a C métrix B métrix szerinti spektruménak nevez-
zitk és sp(Cp)-vel jeldljik. A C métrix B métrix szerinti spektrél rédiuszdrdl
konnyen belathatd, ha

(@) n>m, akkor sp(Cp) D (—o0,0), kivetkezésképpen p (Cp) = oo;

(i) n < m, akkor sp(Ch,) D (—00,00), kévetkezésképpen p (Cl,) = oo;

(iit) n = m, akkor sp(Cg) = sp(Clh/) = legfeljebb n elemii halmaz,
amely lehet tires is.
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(c) Nemlinearis Leontief-rendszer

Ha m = n és a j-edik tevékenység a j-edik termékbdl 27 alkalmazési szinten
27 mennyiséget bocsat ki, azaz g;(z) = 27, az i # j termékbél pedig nem
allit eld, g;(z) =0 (i # j), valamint az i-edik termékbdl torténé felhaszndlas
x nemlinedris fiiggvénye, azaz h;(z), akkor a nemlinedris rendszerhez tar-
tozd A sajétértékre az A(z)z = Ar egyenldségnek kell teljesiilnie nemzérus
z mellett, ahol A(z) a nemlinedris Leontief-rendszer technoldgiai koefficien-
seit meghatdrozé megfeleld Jacobi métrix. Az Osszes sajitértékek halmaza,
azaz az A(z) Jacobi métrixnak az egységmaitrixra vonatkozd spektruma pedig
sp(A(z)g) vagy roviden sp[A(z)].

2. Definicié ((¢) technolégiai és (i) gazdaségi (ir)reducibilitds).

(1) a [Cz),B(z)] Jacobi mdtriz-pdrral megadott nemlinedris rendszer
technolégiailag (ir)reducibilis akkor és csak akkor, ha C(z)z # 0 (C(z)z > 0)
valamely (minden) szemipozitiv = vektorra, amely mellett aC(z)x £ B(z)z,
a>0;

(#7) a [C(z), B(z)] Jacobi mdtriz-pdrral megadott nemlinedris rendszer
gozdasdgilag (ir)reducibilis akkor és csak akkor, ha p’ B(z) # 0/ (p'B(z) > (')
valamely (minden) szemipozitiv p vektorra, amely mellett p' B(z) < fp'C(x),
g >0.

Definiciénk a szerzé egy kordbbi tanulmanyaiban (Méczar (1980, 1995))
kifejtett (ir)reducibilitéds definicidjdnak dltaldnositott nemlinedris esetre tor-
téné kiterjesztése. Nemlinedris esetben is kdnnyen megmutathaté, hogy a
Neumann-reducibilitds tdgabb fogalom, mint a Leontief-reducibilitds. (Rész-
letesebb kifejtését 1ldsd késdbb!) A fenti definicié is implikdlja a gyengén,
illetve erésen reducibilis rendszereket, valamint ezek tovdbbi finomitdsait, a
csak gyengén és a csak er8sen reducibiliseket. Altalanositott esetben is meg-
mutathatd, hogy amig egy nemlinedris Neumann-reducibilitds gyengén, addig
mint nemlineéris Leontief-reducibilis rendszer csak erésen reducibilis. Tehdt
az altaldnositott Neumann-reducibilitds értelmezhetd a Leontief-rendszerre
is, és ha egy Leontief-rendszer Neumann-reducibilis, akkor nyilvdn mindig
Leontief-reducibilis is. Az egyes specidlis esetekben definiciénk a kovetkezd-
képpen mddosul.

(a) Linedris Leontief-rendszer

A rendszer (ir)reducibilitdsa, tekintettel a C (z) = A azonossigra, a nem-
negativ kvadratikus A métrixtél fiige. Megjegyzendd, hogy a linedris Leontief-
rendszer erésen nem reducibilis jellege feltételezi a rendszer gazdasdgilag csak
gyengén reducibilis jellegét. Az irreducibilis (unzerlegbar) matrix definiciéjat
a tudoméanytorténet Frobenius nevéhez flizi, amit a szakirodalomban in-
dekompozébilis, nemredukélhaté(unreduced) elnevezéssel is jelolnek. (Lasd
errdl részletesen Romanovsky (1936), Debreu és Herstein (1953) és Wielandt
(1950) miiveit!) Erdekességként, s nem utolsésorban a hazai kutatdsunk kri-
tikdjaként megemlitem, hogy Schneider(1977) tanulménydban részletesen ki-



100 Mdczar Jozsef

fejti, hogy az irreducibilis mdtrix fogalma elészor a viladghirli magyar mate-
matikus, Konig (1916) munkédjéban szerepelt.

A teljesség igénye nélkiil most 4ttekintjuk a leggyakrabban alkalmazott
definicidkat:

(al) (Frobenius). n 2 2-re egy n x n-es (komplex) A matrix reducibilis,
ha van olyan n x n-es P permutéilé métrix, hogy

' All A12
PAP' = [ o ] ,

ahol A1; egy r x r-es részmatrix, és Agp egy (n —r) x (n —r) -es részmatrix,
ahol 1 £r < n. Ha ilyen permutdld métrix nem létezik, akkor az A irre-
ducibilis. Amennyiben A egy 1 x l-es (komplex) métrix: irreducibilis, ha az
egyetlen egy eleme zérustdl kiilénboz8, egyébként reducibilis.

(a2) (Konig-Varga). Egy n x n-es (komplex) A métrix irreducibilis akkor
és csak akkor, ha a hozzarendelt G (A) irdnyitott graf erésen 6sszefiiggs, ha
barmely P; és P; rendezett cstics-pérra létezik egy irdnyitott

PiPlu]DllP)lz’ & THT‘——I‘Plr:j

utvonal, amely Gsszekapcsolja Py-t és Pj-t.

(a3) (Geiringer). Legyen A = [a;j] egy n X n-es komplex métrix, n = 2 és
legyen W = {1,2,...,n} az els6 n természetes szdm halmaza. A irreducibilis
akkor és csak akkor, ha W-nek birmely két diszjunkt és nemiires S és T
részhalmazéra, SUT = W, létezik A-nak a;; # 0 eleme, ahol i € S és j € T.

(a4) (Nikaido). Az A = [a;;] > 0 reducibilis akkor és csak akkor, ha
van olyan p 2 0 valds szam és szemipozitiv « vektor (amelynek nem minden
eleme zérus), amelyek kielégitik az Az < pz relcidt.

(a5) (Morishima). Az nxn-es A métrix irreducibilis akkor és csak akkor,
ha egy tetszéleges szemipozitiv @ vektorra (amelynek van néhiny pozitiv
eleme) [Az], > 0 legaldbb egy i € Ip-re, ahol I = {i |z; =0} az I =
{1,2,...,n} indexhalmaznak egy valédi nemiires részhalmaza.

(aB) (Arrow). A gazdasdg irreductbilis akkor és csak akkor, ha barmilyen
médon is osztjuk a szektorokat két csoportba, az egyik csoport induld kész-
leteiben bekovetkez6 novekedést fel lehet hasznélni tigy, hogy lehetségessé
véaljék a termékek olyan elosztdsa, amely mellett senkinek sem romlik a
helyzete, s6t a mésodik csoport legalabb egy tagja jobb helyzetbe keriil.

(b) Linedris Neumann-rendszer

A rendszer technikai-technoldgiai Osszefiiggéseit kifejezd Jacobi mdtrixnak
most a C' = [ci5] > 0, illetve B = [by;] >0 (i =1,2,...,n; 7 = 1,2,...,m)
mdtrixok feleltethet6k meg. A linedris Neumann-rendszer (ir)reducibilitdsat
ezen (C, B) matrixpir Neumann értelemben vett (ir)reducibilitésa jelenti.
Ennek egyes kritériumait kdvetkezéképpen fogalmazhatjuk meg:
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(b1) (Gale). Az {1,2,...,n} sorindex-halmaz I val6di részhalmazét fig-
getlennck nevezziik, ha az {1,2,..,m} oszlopindex-halmaznak van olyan nem
ures J részhalmaza, hogy ¢;; = 0 minden 1 € I, j € J index-pérra, és
b;; > 0 minden ¢ € I-re valamely j € J mellett. A linedris Neumann-rendszer
irreducibilis, ha nem jel6lhetd ki benne fliggetlen részhalmaz.

Ez a definicié tovabb specifikdlhatd, amint ezt a kordbbi tanulmanyaimban
(1d. példdul, Méezar(1995)) megmutattam. Eszerint a reducibilis linedris
Neumann-rendszer adott fiiggetlen I részhalmaz mellett tovabb osztalyozhatd:
erdsen reducibilis, ha b;; = 0 minden 7 € T, j € J index-pérra; gyengén re-
ducibilis, ha b;; > 0 néhdny ¢ € 1, j € J index-pér esetén.?

(b2) (Gale-Robinson). (i) A (C,B) Neumann-rendszer technoldgiailag
(ir)reducibilis akkor és csak akkor, ha Cz ¥ 0 (Cz > 0) valamely (min-
den) szemipozitiv z vektorra, amely mellett aCz < Bz és o > 0.(A tech-
nolégiailag irreducibilis struktira tehdt azt jelenti, hogy egy ilyen rendszer
csak gy képes miikédni (z # 0), ha Bx > 0, azaz minden egyes termékbél
van kibocsétés.)

(it) A (C, B) Neumann-rendszer gazdasdgilag (ir)reducibilis, ha p'B % 0
(p'B > 0) valamely (minden) szemipozitiv p vektorra, amely mellett p’ B <
Bp'C és 8 > 0. (A gazdasdgilag irreducibilis rendszerben minden egyes ter-
melési eljdrds pozitiv értéket eredményez, mégpedig ugy, hogy valamennyi
lehetséges szemipozitiv drrendszerhez taldlhaté olyan pozitiv kamattényezd,
hogy egyetlen termelési eljards sem realizal a kamattényezd altal meghats-
rozottndl nagyobb jovedelmet. Masként megfogalmazva, ez annyit jelent,
hogy egy ilyen rendszerben csak gy lehet az in. non-profit feltételeket ki-
elégitd pozitiv kamattényez6t és szemipozitiv arrendszert megadni, ha min-
den tevékenység pozitiv értéket hoz létre, vagyis a rendszer gazdasdgilag re-
ducibilis, ha egy lehetséges értékelési rendszerben valamely tevékenység(ek)
csak szabad javakat (termékeket) éllitanak eld.)

(b3) (Gale-Robinson-Méczdr). (i) A (C,B) strukturdlis métrixokkal
megadott Neumann rendszer technoldgiailag erésen reducibilis akkor és csak
akkor, ha van olyan szemipozitiv z vektor és pozitiv a valds szdm, ame-
lyekre aCz £ Bz és Bz # 0. (Egyébként irreducibilis vagy csak gyengén
reducibilis.)

(77) A (C, B) strukturdlis matrixokkal megadott Neumann rendszer gaz-
dasdgilag erdsen reducibilis akkor és csak akkor, ha van olyan szemipozitiv
p vektor és [ valds szém, amelyekre Sp'C 2 p'B és p'C # 0; (Egyébként
irreducibilis vagy csak gyengén reducibilis.)

(¢) Nemlinearis Leontief-rendszer

A nemlinedris Leontief-rendszerben technoldgiai koeflicienseket meghatirozéd
Jacobi métrix A (x), s maga a rendszer a nemlinedris Neumann-rendszer

?Megjegyzendd, hogy ez a specifikicid a Gale-féle irreducibilitdsi definicié kizgazdasigi
szempontbdl torténd pontositdsit is jelenti. A Gale-féle definicié értelmében ugyanis a
csak gyengén reducibilis Neumann gazdasigok irreducibilisnek tekinthetdk.
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specidlis esetének tekinthetS. Az (ir)reducibilitds definicidja most a kdvet-
kez6képpen mdédosul.

(c1) (Morishima). A nemlineéris Leontief-rendszer irreducibilis akkor és
csak akkor, ha tetszOleges szemipozitiv z vektornak, amelynek van néhdny
zérus eleme, legaldbb egy zérus elemét az A(z)z transzformécié pozitivvd
konvertélja.

(c2) (Nikaido). Vegyiink két olyan nemnegativ n-elemii = és y vek-
tort, amelyekre z > y > 0, és legyen N(z,y) = {j|z; >y;} az N =
{1,2,...,n} indexhalmaz részhalmaza. A Leontief-féle irreducibilitds nem-
linedris kiterjesztése a kovetkezéképpen fogalmazhaté meg: a H (z) nem-
linedris leképezést irreducibilisnck nevezziik, ha az z,y fenti tulajdonsigi
vektor-parra azt kapjuk, hogy h; (x) # h;(y) valamely ¢ € N (z,y), ahol
N (z,y) az N-nek egy validi nemiires részhalmaza.

3 Nemlinearis Neumann-modell

Ahhoz, hogy a fentiek figyelembevételével megfogalmazhassuk a Neumann-
modell Morishima-féle nemlinedris kiterjesztését, képezniink kell az adott
tevékenységi szintvektor melletti input- és output-métrixokat, amelyek az
egységnyi alkalmazési szint melletti felhaszndlasok és kibocsdtdsok idébeni
alakuldsat mutatjék. Képezziik e célbdl a Hlx(t)], illetve a Gz (t — 1)] nem-
linedris leképezés-halmazokbdl a

Oh; [z (t)] 09 [z (t — 1)) , a
I:W mj‘ (2—1,2,,n,j—1,2,,m)

1
n X m-es Jacobi métrixokat, amelyeket a tovdbbiakban a Clx(t)], illetve a
Blz(t—1)] szimbélumokkal jeldliink. A H[x(t)], illetve a Gla(t—1)] fiiggvény-
halmazokra tett (2.F) kikotés kévetkeztében alkalmazhatjuk az ismert Euler
tételt, aminek eredményeként a Jacobi métrixoknak a tevékenységi szintvek-
torral alkotott szorzata az Gsszraforditést, illetve az Gsszkibocsatdst adja ter-

mékenkénti bontdsban. Ekkor a modell zartsdga kovetkeztében:

] valamint a [

Clz®)z(t) = Blz(t —1)}a(t - 1), (2)

azaz a t-edik periédusban, nemlinedris esetben is a termeléshez legfeljebb
csak annyi terméket haszndlhatunk fel, mint amennyi az el6z8 periédus ki-
bocsatésa.

El6re meghatarozott drak és kamatldbak mellett el6fordulhat, hogy egyes
tevékenységek nyereségesebbek, mint a tébbiek. Egyensiilyi allapotban azon-
ban nem szerepelhet ilyen tevékenység. Ebben az esetben ugyanis egyetlen
tevékenység sem realizdlhat tobb nyereséget, mint amennyit a gazdasigra
jellemz6 dtlagos kamattényezé megenged. Ellenkezd esetben ugyanis a tGbb-
letnyereséget eredményezé tevékenység nagyobb mérvii alkalmazdsa lenne
raciondlis, ami viszont a termelési tényezék &remelkedéséhez, s ezdltal az
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egyensily megbomldsdhoz vezetne. Az elmondottak alapjin
Pt +1)Blz(t)] £ B ()Cl(t)] (3)

azaz nemlinedris esetben is minden egyes tevékenység legfeljebb csak annyi
nyereséget realizdlhat, mint amennyit a gazdasig egészére jellemzé egységes
kamattényezd megenged.

Ha valamely termékbél tobbet termelnek, mint amennyi a felhasznaldsi
igény, vagyis b;[z(t—1)]z(t—1) > ci{z(t)]z(t), akkor ezek a termékek szabaddd
vélnak, ami abban jut kifejezésre, hogy zérus ron értékelédnek, azaz p(t) =
0. Ez viszont azt jelenti, hogy

p'(6)Blz(t — D]a(t — 1) =p' (@) Cla(t)l=(t) . (4)

Ha viszont valamely tevékenység alkalmazdsa negativ nyereséget eredményez
nemlinedris input, illetve output koefficiensek mellett, azaz p'(t+1)b;[z7 (t)] <
B(t)p' (t)c;[x?(t)], akkor azt a tevékenységet értelemszeriien nem haszndljék
fel, {gy alkalmazdsi szintje nulla lesz, vagyis x7(t) = 0. Ezt a kovetkezd
egyenldséggel fejezhetjiik ki:

P+1)Blz®)z@) =81 @) Clz®)z®) . (5)

Eddig az z (t)-vel jelolt tevékenység-alkalmazasi szintek alakuldsardl nem
kotottink ki semmit. Neumann viszont az egyensulyt mint az egyensulyba
hozott novekedés dllapotdt hatdrozta meg, amelyben az drak és a kamatldb
valtozatlansiga mellett a tevékenységek intenzitdsa valamennyi tevékenységre
ugyanazon hdnyados szerint mértani haladvdnyban né vagy csokken. A ki-
egyensilyozott novekedés nemlinedris Neumann modelljét a fentieket kifejezd
p(t) =p(t+1), B(t) =08, az(t) =z (t +1) egyenletek figyelembe vételével
a kovetkezOképpen fogalmazhatjuk meg:

(v) aC (z)z £ B(z)x
(i)  p'B(z) 2Bp'C(a)
(i) PB(5)z=H/C @)
(iv) P'B(x)z=ap'C(z)

(v) 2z>0,p>0, 0,3>0.

T

(Minthogy az intenzitds- és az drvektorok ugyanazon periédusra vonatkoz-
nak, ezért az idévaltoz6 elhagyhaté.) A modell megolddsa a kévetkez8képpen
értelmezhetd: hatdrozzuk meg az L, = {a| (B (z) —aC (z))z 2 0,z > 0}
ésaz Ly = {0 | p' (B(z) — BC (z)) £0,p > 0} halmazokat; az (o, xo;00,00)
egyenstilyi dllapotokat az L, és az Lg halmazok azon pontjainak kijelolésével
kaphatjuk meg, amelyekhez tartozd g és py vektorok kielégitik a modell (i47)
és (iv) feltételeit. A modell megolddsdval kapcsolatban most is két probléma
vethetd fel: az egzisztencia és az unicitds bizonyitdsa. Az egyszeriiség kedvéért
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tekintsiik most a nemlinedris modelliinket a kdvetkezé alakban:

(¥) AC(z)z £ B(z)x
() WC(z) 2pB(x)
@) A>0,z>0,p>0.

Konnyen beldthatd, hogy eme rendszer (), zp, py) megoldésai az eredeti nem-
linedris Neumann modell olyan egyenstilyi dllapotait szolgdltatjsk, ahol op =
o = Xo. Az egzisztencia bizonyitdséhoz elegend® ebben az esetben is a
Kemeny-Morgenstern-Thompson feltételek megfeleld nemlinedris kiterjeszté-
seit szerepeltetni.

Amennyiben szigord egyensilyt irunk el a nemlinedris rendszeriinkben
mind a hasznalati érték, mind az érték oldalrél, akkor az unicit4s bizonyitas4-
hoz a legcélravezetSbb a Perron-Frobenius tételek dltaldnositott nemlinedris
rendszerekben torténé kiterjesztésének felhasznildsa.

4 Perron-Frobenius tételek az dltaldnositott
nemlinearis rendszerekben

A Perron-Frobenius tételek nemlinedris kiterjesztésében az eddig kovetett
kifejtési modszerrel szemben az induktiv utat vélasztjuk, vagyis el6szor az
egyes speciélis eseteket tekintjiik 4t, majd ezek &ltaldnositasaként jutunk el
a tétel nemlinedris Neumann-rendszerben torténé megfogalmazaséhoz.

A nemnegativ kvadratikus matrixokra kimondott Perron-Frobenius tételek
kulcsfontossagi szerepet jétszanak az input-output technikén alapulé line4ris
modellek elemzésében. Tobbféle megfogalmazdsuk ismert a szakirodalom-
ban, amelyek mindegyike lényegében a kovetkezd llit4dsokat fogalmazza meg
a nemnegativ, n X n-es irreducibilis A métrixra.

(i) Az A métrixnak van olyan val6s és pozitiv sajitértéke, amely meg-
egyezik az A métrix spektral rédiuszdval, p (A)-val;

(i¢) p(A)-hoz hozzdrendelhetd egy z > 0 sajatvektor;

(i4i) p(A) az A métrix monoton ndvekvé fiiggvénye.

Tudomédnytérténeti szempontbél érdemes megjegyezni, hogy Perron a fenti
allitdsokat A > 0 feltevéssel bizonyitotta 1907-ben. Tébbek kézots meg-
mutatta azt is, hogy csak egyetlen ilyen p(A) létezik. Késsbb, 1912-ben
Frobenius enyhitett az A mdtrixra tett kikotésen és kiterjesztette Perron
eredményeit a nemnegativ kvadratikus és irreducibilis métrixok osztélydra.

A tétel egyfajta kiterjesztéseként egy tetszéleges nemnegativ kvadratikus
A métrixra a kévetkezd dllitdsokat fogalmazhatjuk meg;

(i) Az A miétrixnak van olyan nemnegativ valds sajatértéke, amelyik
megegyezik p (A)-val; tovdbbs ez a sajatérték pozitiv hacsak A nem reduci-
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bilis és az A métrix norma4l alakja® nem szigordan fels6 triangularis? matrix.

(it) p(A)-hoz hozzérendelhetd egy = > 0 sajatvektor;

(771) p(A) az A métrix nemcsokkend fiiggvénye.

(A tétel bizonyitésit az olvasdra bizzuk.) Az irreducibilis esetre kimon-
dott tételt Frobenius elemi \iton bizonyitotta; késébb Wielandt (1950) vala-
mivel egyszeriibben, a Brouwer-féle fixponttétel segitségével mutatta meg az
allitasok helyességét. Oket kdvetden t8bb bizonyitds is napviladgot latott, ezek
koziil Debreu és Herstein (1953), Karlin (1959), Bellmann (1970), Nikaido
(1968), Arrow és Hahn (1972), Murata (1972) és Seneta (1973) bizonyitdsai
érdemelnek emlitést.

A linedris eset egy mdsik irdnyu kiterjesztésével Mangasarian (1971) fog-
lalkozott. Nevezetesen, a Cxz = ABzx altaldnositott sajatérték-feladat megol-
désat vizsgdlta a p' B > 0, p'C > 0 feltevések mellett, ahol B és C n X m-es
valés méatrixokat jelolnek, p pedig egy megfeleld n-elemi vektort.

A tétel elsé nemlinedris kiterjesztését Solow és Samuelson végezték el,
majd ezt kovetden Morishima (1964), Nikaido (1968), Morishima és Fuji-
moto (1974) foglalkoztak a tétel egy lehetséges nemlinedris esetével, vagyis
a H(z)x = Az sajatérték-feladat megolddséval, ahol a H (z) az adott di-
menzidji euklideszi tér két pontja kézotti nemlinedris megfeleltetést jeldli.

E r6vid bevezet6 utdn nézzilkk meg az egyes specidlis rendszerekben ki-
mondhatd Perron-Frobenius tételek vizsgélatdat. Elemzésiink abban tér el a
fenti 4ttoré munkskban kifejtettektsl, hogy kozgazdasagilag értelmezheté,
erésen nem reducibilis rendszerekben fogalmazzuk meg tételeinket és adunk
bizonyitdsokat.

(a) Linedris Leontief-rendszer

1. Tétel. Legyen A egy n x n-es valds és nemnegativ mdiriz, azaz ha y
egy tetszéleges nemnegativ vektor, akkor Ay szintén memnegativ. FEkkor a
kovetkezoket dllitjuk:

(i) Létezik olyan szemipozitiv vektor, x > 0, amely mellett Az = Az
valamilyen A 2. 0-ra és A = p (A).

(11) Létezik olyan szemipozitiv vektor, p > 0, amely mellett p’A = N\p/
valamilyen X 2 0-ra és \ = p(A).

(11i) Ha A # p(A) nincs olyan p > 0 vektor, amelyre p’' A = Ap'teljesiilne.

3Egy n X n-es reducibilis A métrix normdl alakjin a kovetkezd szimmetrikus particionslt
hiperméatrixot értjiik:

Dyy D2 ... Dim

X 0 D2 ... Dam
PAP™* = . . ) s ,

0 0 div Dim

ahol P egy n X n-es permutdlé matrix, és a Dj; (1 SHil= m) matrixok mindegyike olyan

kvadratikus métrix, amely vagy irreducibils vagy egy 1 X l-es nulla métrix.

4Egy n x n-es T = [t;;] métrix szigorian felsé trianguldris matrix, ba ¢;; = 0 minden
By .
1 2 j-re.
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(iv) Legyen I = {¢ | p'A2&p',p' >0} és A = {¢|pP A< &, p' > 0}
Akkor p(A) = p(A') =sup{¢ | €T} =inf {£ | £ € A},

(v) Legyen D egy n x n-es valds és nemnegativ mdtriz. Ha A > D, akkor
p(A) 2 p(D).

A tétel bizonyitdsa kozismert, ezért erre most itt nem tériink ki.

(b) Linedris Neumann-rendszer

A tétel megfogalmazasahoz vezessiik be a C és a B valés elemii n x m tipusi
métrixokat. Amennyiben B maximalis oszloprangi (illetve C' maximalis sor-
rangii) és megadhaté egy olyan m x m-es X valés métrix (illetve egy n x n-es
Z métrix), amelyre C' = BX (illetve ZC = B), akkor sp(X) C sp(Cp),
illetve sp (Z) C sp(Bg.). Ezt bizonyitjuk a kovetkezd segédtételben.

1. Segédtétel. Legyen X egy olyan mxm-es valds mdtriz, amelyre C = BX.
(1.1) X € sp(Cg) és Cx = ABz akkor és csak akkor, ha az Xz = Ax
sajdtérték-egyenletnek van x # 0 megolddsa valamilyen valds X mellett.
(12) A€ sp(Cp) és p'C = M\p'B akkor és csak akkor, ha a 2’ X = \2'
sajdtérték-egyenletnek van 2’ # 0' megolddsa valamilyen valds A mellett.

Bizonyitas. (1.1) (i) Elégségesség. Legyen X € sp(X); ekkor Xz = Az
és x # 0. Minthogy BXz = ABz, z # 0 és véve a BX = C helyettesitést,
kapjuk: Cx = ABzx, z # 0 és igy A € sp(Cp).

(i) Szikségesség. Legyen A € sp(Cg); ekkor Cx = ABz és z # 0. C
helyébe BX-et frva és figyelembe véve Xz = Az, = # 0, amib6l kapjuk, hogy
A€ sp(X).

(1.2) (3) Elégségesség. Legyen A € sp(X); ekkor 2/X = Ao/ és 2 £ 0.
Mivel 2’ = p'B, ezért behelyettesitve: p’BX = M\p'B, azaz p/C = \p'B,
amely szerint mér A € sp (Cp) és igy A € sp(Cl) is.

(#1) Szikségesség. Legyen A € sp(Clh), ekkor p'C = M\/B, p/ # 0.
Minthogy C' = BX, ezért p’BX = M\p'B és p’ # (/. Figyelembe véve a
z' = p'B Gsszefiiggést, kapjuk a 2/X = A2/, 2/ £, és {gy A € sp (X).

A Cx = ABzilletve a C'p = AB’p ltaldnositott sajitérték-feladat Perron-
Frobenius tulajdonsdgait —tudomésom szerint— ez iddig csak O. L. Man-
gasarian (1971) vizsgélta. A Perron-Frobenius tételek Neumann-rendszerben
torténd kiterjesztéséhez a C és B matrixok dudlis jellemzdinek feltdrdsan
keresztiil kisérelt meg eljutni. E célbdl a linedaris Leontief-rendszerre ki-
mondott Perron, illetve Frobenius tételeket megprébélta az eredetivel ek-
vivalensen dtfogalmazni, s ezek alapjén levezetni azokat a linedris Neumann-
rendszerre. A Perron tételt a kovetkezSképpen alakitotta at: Legyen A egy
n X n-es valds métrix; ha tetsz6leges szemipozitiv p vektor mellett A’p > 0,
akkor az A spektral rddiusza valSs és pozitiv, és a megfeleld sajitvektor
pozitiv.

A fentiekben transzformalt tétel kikotése két esetet foglal magdban: az
egyik az eredeti feltétel, vagyis hogy az A pozitiv métrix, a mésik pedig,
megfelel esetben A nemmegativ és irreducibilis. (Ennyiben tehdt a Man-
gasarian tétel tobb, mint Perroné volt: egyutt tartalmazza mind Perron,
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mind Frobenius tételét.) A linedris Neumann-rendszerre a fenti transzformadlt
allitasdt —lényegében az E métrixot B’ métrixszal helyettesitve— a kovet-
kez8képpen vitte at: Legyen C és B két n x m tipusi valds matrix, és C vagy
B maximélis oszloprangii; ha B'p > 0 és C'p > 0 tetszbleges szemipozitiv
. p vektorra, akkor a Cz = ABz éltaldnositott sajatérték probléménak van
egy diszkrét és véges spektruma, és a legnagyobb abszolit értékii sajatérték
(spektrél rddiusz) valés és pozitiv, valamint tartozik hozzé pozitiv sajatvek-
tor.

A Frobenius tételt a kévetkezOképpen transzformalta: hap = 0-ra A'p 2 0,
akkor az A métrixhoz tartozé spektral ridiusz valés és nemnegativ, és a
megfeleld sajétvektor pozitiv. A linedris Neumann rendszerre ezt 1gy fogal-
mazta meg: Ha a fenti tulajdonségii C' és B métrixokra B p=0és c’ p 20,
akkor a Cz = ABz altaldnositott sajatérték feladatnak van egy diszkrét és
véges spektruma, és a legnagyobb abszolit értékii sajatérték valés és nem-
negativ, valamint tartozik hozzd szemipozitiv sajatvektor. A fentiek alapjan
vildgos, hogy Mangasariannak a Frobenius tételt nem sikerilt ekvivalensen
transzformalnia, hiszen kikotése csak A nemnegativitdsit biztositja. Ugyan-
is, mig Perron a p(A)-ra vonatkozé tulajdonsédgokat A > 0 feltételezéssel
bizonyitotta, addig Frobénius megmutatta, hogy mindezek a tulajdonsdgok
érvényesek a nemnegativ és irreducibilis matrixok spektrél rédiuszaira is.
Jéllehet, hogy az irodalomban valdban létezik a Frobenius tételnek olyan
4ltaldnositdsa, ami a reducibilis esetet is magdban foglalja, de ez a nemnegativ
sajétértéket és a szemipozitiv sajétvektort tovdbb specifikdlja. Eszerint pl. a
sajatérték pozitiv, ha A irreducibilis, illetve, ha az A métrix normal alakja
nem szigorian felsé trianguldris mdtrix. Ez utébbi feltevések koziil az ir-
reducibilitdst, ami éppen a Frobenius tétel lényege, Mangasarian figyelmen
kiviil hagyta. Ez egyébként csak azzal magyardzhatd, hogy a problémét
pusztdn matematikai szempontbdl vizsgédlta. Valéjdban vizsgalédédsat nem is
egy, a fentiekben bevezetett linedris Neumann-rendszer keretei kozott végezte
el, amit tobbek kozott az is bizonyit, hogy a C, B maétrixok eléjelére semmi-
lyen kikotést sem tett. Tanulményomban megkisérelem most a kozgazdasagi
oldalra helyezni a hangsilyt, s egy ersen reducibilis (mind technolégiailag,
mind gazdasdgilag) linedris Neumann-rendszerre kimondott Perron-Frobenius
tétel bizonyitdsit megadni.

Visszatérve Mangasarian Perron tételére, a dudlis tulajdonsidgot megha-
tarozé feltételrendszere a linedris Leontief-rendszer gazdasdgilag erfsen nem
reducibilis jellegét biztositja, ami ez esetben egyet jelent a technolégiai irre-
ducibilitdssal. Ez viszont mdr egy szlkséges és elégséges feltétele annak,
hogy az A métrix spektrdl rddiusza valds és elégséges feltétel legyen, és
tartozzon hozzd pozitiv sajatvektor. Tételében tehidt valdjaban a Perron-
Frobenius tételeket fogalmazza meg. Ennek egyenes kovetkezménye, hogy a
linedris Neumann-rendszer gazdaségilag erfsen nem reducibilis jellegét biz-
tositjédk. Ilyen feltételek mellett tehdt az dltaldnositott Perron tétele a Perron-
Frobenius tételek kiterjesztésének tekinthetd.

Mangasarian nem tett kikotést az dltaldnositott sajatérték-feladatban sze-
repld strukturalis matrixok eléjelére az emlitett tanulmdnydban. (Ez egyéb-
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ként a jelen tanulmédnyban kifejtett tovdbbi tételekkel egyiitt lehetéséget ad a
(nem)linedris tevékenységelemzési modellek eddigieknél mélyebb strukturalis
tulajdonséginak feltdrdsara, az ezeken alapuld tovdbbi alkalmazdsokra.) Te-
kintettel arra, hogy most a linedris Neumann-rendszer keretei kozott végezziik
vizsgélatainkat, ezért a tovabbiakban kikotjiik a C' és a B métrixok nemnega-
tivitasat és feltessziik, hogy eleget tesznek a Kemeny-Morgenstern-Thompson
feltételeknek: nevezetesen Cz > 0 bérmely z > O-ra, p'B > (/ barmely
p > O-ra. Mangasarian a strukturdlis matrixok dudlis tulajdonségait olyan
nagysigrendi reldcidk kikGtése mellett vizsgélta, amelyek —kozgazdaségi szem-
pontbdl tekintve— a linedris Neumann-gazdasdg keretei kozott a rendszernek
csak a gazdasdgi (ir)reducibilitdsdt biztositjdk. A Perron-Frobenius tételek
linedris Neumann-rendszerre torténd kiterjesztésében most figyelembe vessziik
a technolégiai (ir)reducibilitds killonbozé valfajait is.

Egyébként, ha a Mangasarian dltal megfogalmazott és a C, B struktira-
matrixok dudlis tulajdonsdgait feloleld tételeket a linedris Neumann-rendszer
keretei kozott értelmezziik, néhdny esetben meglepd, més irdnyw vizsgélatok-
bél mar ismert kozgazdasigi interpretdciét kapunk.

Elészor vegyiik sorba Mangasarian azon dualitési tételeit, amelyek a rend-
szer killonféle gazdasdgilag (ir)reducibilis jellegét kifejez6 matematikai feltéte-
lek mellett fogalmazzdk meg allitdsaikat. (Erdekességként megemlitem, hogy
ezen allitasok j6 részét, fiiggetleniil az itt szerepld matematikai kritériumoktl,
pusztan csak kozgazdasigi megfontoldsok alapjdn bebizonyitottam egy ko-
rébbi tanulmanyomban.) Itt most még olyan feltételezéssel is élniink kell,
hogy n 2 m, ami igy biztosithaté, hogy a specidlis linedris Neumann-rend-
szeriinkben csak olyan tevékenységeket szerepeltetiink, amelyek tin. alaptevé-
kenységek, és megengedjiik az ikertermelés lehetéségét is. Ezzel biztosan tel-
jesiil C' vagy B maximélis oszloprangiisiga, s az ikertermelés kovetkeztében
a termékek szima meghaladja az alaptevékenységek szdmit. E feltételek
bevezetése utdn tekintsiik az egyes dualitési tételeket a specidlis linedris
Neumann-rendszeriink keretei kozott elsdsorban a matematikai kikotések koz-
gazdaségi értelmezése szempontjabdl (a bizonyitdsokat 1d. Mangasarian (1971)
tanulménydban):

(¢) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p’B > (/ és kovetke-
zésképpen p'C 2 (', akkor és csak akkor van olyan X > 0 maétrix, amelyre
C = BX egyenléség teljesiil. Vildgos, hogy a hatdreset, vagyis X = 0 csak az
eredeti Neumann feltevés mellett teljesiilhet, azaz ha megengedjiikk a C = 0
esetet is.

(44) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p'B > 0/ és p/C' = (¥,
akkor és csak akkor van olyan X > 0, amelyre teljesiil a C' = BX egyenléség.
Amennyiben megprébaljuk értelmezni kézgazdasdgilag a szitkséges és elégsé-
ges matematikai kritérium hatdresetét, vagyis p’B »# 0’ esetet, azt kapjuk,
hogy lehetséges néhdny ikerterméket kibocsétani anélkiil, hogy akdrcsak e-
gyetlen egy termékértékbdl is felhaszndltunk volna. A matematikai-kbzgaz-
daségi szakirodalombdl jél ismert, hogy ezt az esetet, az 1in. , Eldorddé
lehet6ségét” (Koopmans) kizarjuk a termelési, illetve értékképz8 halmazbél.

(1) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p'B > 0/ és p'C >
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(/, akkor és csak akkor van olyan X > 0, amelynek néhdny oszlopvektora
pozitiv és kielégiti a C = BX madtrixegyenletet. A fenti kikStés megengedi
a linedris Neumann-rendszerre mind a gazdaségilag erésen, illetve gyengén
reducibilis, mind a gazdaséigilag csak gyengén reducibilis, illetve irreducibilis
strukturdkat.

(+v) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p'B > 0/ és p'C > 0/,
akkor és csak akkor van olyan X > 0, amelyre C' = BX. A tételben megfogal-
mazott szitkséges és elégséges feltétel a linedris Neumann-rendszer gazdasa-
gilag erésen nem reducibilis jellegét biztositja, ami viszont az X métrix pozi-
tivitdsat és ezzel az dltaldnositott sajitérték-egyenlet egyértelmii megoldédsat
adja.

Amennyiben olyan linedris Neumann-rendszert vizsgalunk, amelyben n <
m, azaz az egyes termékek el8illitdsdra tobb tevékenység is rendelkezésre 4ll,
és C vagy B maximiélis sorrangu, akkor az 1. Segédtétel és a fenti dualitési
tételek a linedris Neumann-rendszer technoldgiai szempontbdl torténé struk-
turdlis kikotései mellett a kévetkezOképpen médosulnak.

2. Segédtétel. Legyen Z egy olyan n x n-es mdtriz, amelyre B = ZC.
(2.1) X € sp(BL.) és \p'C = p'B, akkor és csak akkor, ha a p'Z = Mp/
sajdtérték-egyenletnek van p’ # 0’ megolddsa valamilyen valés A mellett.
(2.2) X\ € sp(B¢) és \Cx = Bz akkor és csak akkor, ha a Zq = A\q
sajdtérték-egyenletnek van q # 0 megolddsa valamilyen valds A mellett, ahol
g=_Cx.

A 2. Segédtétel bizonyitdsa az 1. Segédtétel bizonyitdsdhoz hasonldéan
végezhett el.

Ismeretes, hogy a gazdasdg linedris modelljei adott technolégiai 6sszefug-
gések figyelembe vételével egyrészt a termelési szintek, masrészt az ar(érték)-
szintek alakuldsdt irjdk le. Ez jelenti e modellek dudlis jellegét, amely al-
kalmasséd teszi e modelleket a dualitds problémakorének, azaz a hasznalati
érték és az érték vizsgdlatdra. Ennek értelmében a C, B struktira-méatrixok
dudlis tulajdonsigait meghatdrozé tételeket megfogalmazhatjuk a linedris
Neumann-rendszer technoldgiai (ir)reducibilitdsénak fiiggvényében is. Mint-
hogy az (i) allitdsnak nem adhaté megfeleld kozgazdasigi interpretacio, ezért
itt mar el is tekintiink téle. A bizonyitdsok a rendszer gazdasdgi (ir)redu-
cibilitasdra tett kikotések mellett megfogalmazott allitdsok bizonyitdsaihoz
hasonléan végezheték el.

(+') Ha van olyan szemipozitiv = vektor, amelyre Cz 2 0 és Bx = 0, akkor
és csak akkor van olyan Z = 0 métrix, amelyre a B = ZC egyenldség teljesiil.
A Z = 0 hatéreset itt is csak az eredeti Neumann feltevés mellett teljesiilhet,
azaz ha megengedjiikk a B = 0 esetet is.

(ii7') Ha van olyan szemipozitiv  vektor, amelyre Cx > 0 és Bz > 0,
akkor és csak akkor van olyan Z > 0, amelynek néhdny sorvektora pozitiv
és kielégiti a B = ZC mdtrix-egyenletet. A fenti kikotés most mind a tech-
nolégiailag erdsen, illetve gyengén reducibilis, mind a technolégiailag csak
gyengén reducibilis, illetve irreducibilis struktirdkat megengedi.

(iv') Ha van olyan szemipozitiv « vektor, amelyre Cx > 0 és Bz > 0,
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akkor és csak akkor van olyan Z > 0, amelyre B = Z(C. A tételben meg-
fogalmazott sziikséges és elégséges feltétel most a line4ris Neumann-rendszer
technoldgiailag erésen nem reducibilis jellegét biztositja, ami viszont a Z pozi-
tivitdsat és ezzel az dltaldnositott sajitérték-egyenlet egyértelmil megoldédsit
adja.

Ezek utdn rdtérhetiink a Perron-Frobenius tételek linedris Neumann-rend-
szerben torténé megfogalmazésdra, illetve bizonyitasira. A félreértések elke-
riillése végett sziikségesnek tartom kihangsilyozni, hogy itt valéban a Frobe-
nius tétel ltaldnositdsit fogalmazzuk meg; vagyis a linedris Leontief-rendszer
irreducibilis jellege egyfajta altaldnositisaként tekinthetd technoldgiailag és/
vagy gazdasdgilag er6sen nem reducibilis linedris Neumann-rendszer struktu-
ralis sajatossdga biztositja a Frobenius tétel feltételeit.

Az 1. Definici6 linedris Neumann-rendszerre torténé értelmezése sordn
rdmutattunk: ha n < m, akkor a Cz = \Bz sajatérték-feladat; ha n >
m, akkor pedig a \p'C' = p/B sajatérték-feladat megoldésa kap prioritést.
Kovetkezésképpen az els6 esetben a rendszer gazdasigi szempontbél torténd
strukturélis jellegére, a mdsodik esetben pedig a rendszer technoldgiai struk-
turalis jellegére tett kikGtések mellett fogalmazzuk meg a Perron-Frobenius
tételeket.

2. Tétel. Legyen C' és B két n x m tipusi nemnegativ valds mdtriz, amelyek
leirjdk a rendszer technikai-technoldgiai Gsszefiiggéseit. Tegyiik fel tovdbbd,
hogy eleget tesz a Kemeny-Morgenstern- Thompson kikétéseknek. Ekkor a
kovetkezdket dllithatjuk:

(2.1) (n £ m eset):

(i) Ap'B=\NC sajdtérték-egyenletnek van szemipozitiv p megolddsa
valamilyen A 2 0-ra; ha a rendszer technoldgiailag erésen nem reducibilis,
akkor p > 0; s6t még ha emellett v (C) = n is teljesiil, akkor A = p (Be:) > 0.

(i) Ha B vagy C' maximdlis sorrangi, akkor {x | B = \Cx, = > 0} #
0 valamalyen A Z 0-ra. Ha a rendszer technolégiailag irreducibilis, akkor a
szemipozitiv z megolddsvektor A > 0 mellett adédik. Hao még m = n is
teljestl, akkor A = p(B¢) = p(Bf:) > 0.
(iit) Ha B vagy C mazimdlis sorrangi és a rendszer technoldgiailag erdsen
nem reducibilis, akkor teljesilnek az aldbbi implikdcick:
- ha Bz £ vCx, akkor p(Bl,) < v;
- ha uCx < Bz, akkor p £ p(B.);
- ha Bz = XCz, akkor A = p(BL,).
Ha m=n (azaz C és B kvadratikusak és ezért C vagy B nemszinguldgris),
akkor = p(Bei) = A =p(Bg) S v.
(iv) Legyen a rendszer technoldgiai értelemben irreducibilis, m = n és
B vagy C nemszinguldris mdtriz, tovibbd T = {¢ | Bz 2 ¢€Cz, z > 0}, A=
{¢| Bz £({Cxz, x > 0}. Ekkor

p (BIC/) =p (Bc) B IIlaXEEPE = mjnge,\(: .

(v) Legyenm =n, D egynxn-es nemnegativ mdtriz és C nemszinguldris
mdtriz. Ha{z| Dz 20és (B— D)z 20,z >0} #, akkor p(Dc) < p(Be),
iletve, ha{z | Dx 2 0és (D — B)z 2 0, x > 0} 0, akkor p(Dc) Z p(Bc).
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Amennyiben a rendszer technoldgiailag erdsen nem reducibilis, ahhoz,
hogy a fenti dllitdsok teljesiljenek, D mdtriznak irreducibilisnek kell lennie
(azaz Dz > 0 minden x > 0-ra), és szemiegyenldtlenségnek kell fenndllnia.
Ha még C szimmetrikus is, vagy ha (B — D) vagy (D — B) irreducibilis, akkor
a p(Dc) és p(Bg) kozott szigori egyenlStlenség dll fenn.

(2.2) (nZm eset):

(i) A Cz = ABz sajdtérték-egyenletnek van szemipozitiv x megolddsa
valamilyen A 2 0-ra; ha a rendszer gazdasdgilag erésen nem reducibilis, akkor
x> 0, s6t még ha B mazimdlis oszloprangd, akkor A = p(Cg) > 0.

(#4)  Ha r(C) vagy r(B) = m, akkor az {y | C'y = AB'y,y >0} #
0 valamilyen X\ > 0-ra. Ha a rendszer gazdasdgilag irreducibilis, akkor a
szemipozitiv y megolddsvektor X > 0 mellett adodik. Ha még m = n 1s
teljesiil, akkor A = p(Clz) = p(Cg) > 0.

(iid) Ha C vagy B mazimdlis oszloprangi és a rendszer gazdasdgilag
erésen nem dekompozdbilis, akkor teljestinek az aldbbi tmplikdcick:

— ha C'y £ vB'y, akkor p(Cg) 2 v;
— ha pB'y £ C'y, akkor u £ p(Cg);
— ha C'y = \B'y, akkor A = p(Cg).

Ham =n (azaz C és B kvadratikus mdtrizok, k(')'vetkeze'sképpen C wvagy
B nemszinguldris), akkor n £ p(Cp) =A=p(Cp) S v.

(iv) Legyen a rendszer gazdasdgi értelemben irreducibilis, m =n és B
vagy C' nemszinguldris mdtriz, tovébbd T' = {{ | C'y 2 B'y, y >0} és A =
{¢| C'y £(B'y,y > 0}. Ekkor p(Cp) = p(Ch/) = maxgeré = min¢ea(.

(v) Legyenm =n, D egy nxn-es nemnegativ mdtriz és B nemszinguldris
mdtriz. Ha {y|D'y20és (C'—=D")y20,y>0} # 0, akkor p(Dp) =
p(Dly) < p(Cly) = p(Ci), ill., ha{y | D'y 20és (D'~ C)y 20,y 2 0} #
0, akkor p(Dp) = p(Dp:) Z p(Cr/) =p(Ch).

Amennyiben a rendszer gazdasdgilag erdsen nem reducibilis, ahhoz, hogy
a fenti dllitdsok teljesiiljenek, a D mdtriznak irreducibilisnek kell lennie (azaz
D'y > 0 minden y > 0-ra), szemiegyenidtlenségnek kell fenndllnia. Ha még
B szimmetrikus is, vagy ha (C' — D) vagy (D' — C') irreducibilis, akkor
p(DB) és p(Cg) kbzott szigori egyenldtlenségnek kell fenndllnia.

Bizonyitas.

(2.1) (n = m eset):

(i) A C, B struktiramatrixok duslis tulajdonsdgait meghatdrozé (i'-iv’)
tételek értelmében 1étezik olyan n xn-es Z métrix, amelyre ZC = Bés Z 2 0.
Frobenius tétel altaldnositdsabdl kovetkezik, hogy létezik a Z métrixhoz tar-
toz6 olyan valés és nemnegativ A sajatérték, amely egyenld a matrix spektrél
radiuszéval, p (Z)-vel és ezen A-hoz tartozik valés és szemipozitiv sajatvektor,

azaz
Zg=Xg, q¢>0, A=p(2) 20 (6)

pPZ=XN, p>0. (7)

A (2.1) segédtétel és a fenti (6) és (7) Osszefliggések szerint azt kapjuk a
XA = p(Z)-re, hogy p’B = Ap'C, p’ > 0/, A2 0, és innen ) € sp(Bg). Ha a
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rendszer technolégiailag erésen nem reducibilis, azaz {z | Cz > 0, z > 0} #£0
és Cz > 0 mellett Bz > 0 teljesiil, akkor a (iv') tétel értelmében Z > 0,
amelyhez tartozik pozitiv sajétérték és egyértelmiien meghatdrozott pozitiv
sajatvektor. Ha még r(C) = n is teljesill, akkor A = p(BL,) mivel a (2.1)
segédtétel szerint sp (Z) tartalmazza sp (Bf,)-t és a A = p(Z) szintén benne
van sp (B(,)-ben.

(41) A (2.2) segédtétel és az (6) és (7) Osszefiiggések alapjén azt kapjuk,
hogy A = p(Z), Bx = \Cz, Cz >0, A 2 0 és innen X € sp (B¢:). Ha a rend-
szer technoldgiailag irreducibilis, azaz Cz > 0 minden szemipozitiv z vek-
torra, akkor a (iv') tétel értelmében Z > 0, amelyhez az 1. Tétel értelmében
A > 0 sajétérték tartozik. Ha még m = n is teljesill, akkor \ = p(Be)
minthogy a (2.2) segédtétel szerint sp (Z) tartalmazza sp (Bo)-t és A = p(Z)
szintén benne van sp (B¢)-ben. Ezek alapjan mér kénnyen beldthatd, hogy
A=p(Bg) = p(Bo).

(7ii) A strukturdlis feltételek értelmében Cz > 0 és Bx > 0 minden
szemipozitiv = vektorra. A fenti (i) szerint {p | p’B = A\p'C, p > 0, A 2 0} #
0 és igy X = p(B). Ebb8l kdvetkezden vp'Cz > p' Bz = Ap'Cz, ami azt
jelenti, hogy v 2 A, mivel p’Cz > 0. Legyen most pCxz < Bz és Cz > 0.
Ismételten kihaszndlva a fenti (¢)-t, kapjuk up’Cz < p'Bz = \p'Cx és ebbél
p = A, mert p’Cx > 0. Amennyiben Bz = MOz és Cz > 0, akkor a fenti két
implikéci6 egyidejiileg teljesiil, ami azt jelenti, hogy p(Be) £ X2 p(BL),
amibdl viszont a A = p (B(, )kévetkezik. Ha mind a B, mind a C kvadratikus
métrix, akkor az elézGek alapjén konnyen beldthaté, hogy p < p (Bo) =)=
p(Bg) = v.

(tv) Mind a diszkrét, mind a folytonos esetben e fenti (411) szerint azt
kapjuk, hogy ha ¢ € T, akkor £ < p(Bg) = p(Bg), valamint ha ¢ € A,
akkor ¢ 2 p(Bc) = p(Bg). Az elézdekben bebizonyitott (ii) allitds szerint
azonban a A = p (Bc) kielégiti a Bz = A\Cz, Cz > 0 rendszert = > 0 mellett
és igy A = p(B¢) egy pont a I' és A halmazok metszetében. Ebb&l mar
kévetkezik &llitdsunk helyessége.

(v) LegyenI" = {¢ | Dz 2 £Cz, Cz > 0} és A = {¢ | Dz £ (Cz, Cz > 0},
tovdbba C'z = 0 valamilyen szemipozitiv x vektorra, amibsl kovetkezik, hogy
Dz 20, (B—-D)xz>0. A fenti (iv) szerint azt kapjuk, hogy p(B¢) =
p(Be:) = supgeré és p(De) = p(Dh) = supgers€. Minthogy Cx > 0
és Bx 2 Dz, kapjuk IV C T és innen

p(De) = p (D) = sup € < supé = p(Bg) = p(Be) .
gerv ger
Hasonldan, legyen Cz = 0 valamilyen szemipozitiv z vektorra, kovetkezés-
képpen Dz 2 0 és (D — B)x 2 0. A fenti (iv) szerint most azt kapjuk, hogy

p(Bc) = p(B/c,) = iI].f(e/\C, és p(Dc) = ,D(Dé;u) = infgeA/C. Mivel Cz > 0
és Dz 2 Br, kapjuk A’ C A, és innen

p(Dc) = p(D¢) = dnf ¢ 2 inf (= p(Bo) =p(Bo) -

A fentiek alapjin most mdr kénnyen bel4thato, hogy ha a rendszer gaz-
dasagilag er6sen nem reducibilis, ahhoz, hogy az 4llitdsok teljesiiljenek, a D
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métrixnak irreducibilisnek kell lennie (azaz Dz > 0 minden szemipozitiv
vektorra). A bizonyitds sordn értelemszertien -—a folytonossig kovetkeztében—
max ¢, illetve min ¢ szerepel.

Amennyiben C szimmetrikus, tegyiik fel az &llitdsunkkal szemben, hogy
p(Dc) = p(Bc) = A\. Meg fogjuk mutatni, hogy ez ellentmonddshoz vezet.
Jelen tétel (1) és (i1) 4llitdsaibol kapjuk, hogy A > 0 és p’D = Ap/C, p’ > 0V,
és Bz = ACz, Cz > 0. Minthogy Cz > 0, kovetkezésképpen Bz > Dz (vagy
Bz < Dz), ezért p' Bz > p'Cx (vagy p’ Bz < p'Cx), ami ellentmond annak a
ténynek, hogy p' Bz = A\p'Cz = \p'C'z = p' Dz. Ezért p(D¢) # p(Bc). Ha
C nem szimmetrikus, de Cz > 0 és (B — D)z > 0, akkor p(Bc) = p (Bg) =
maxg {€ | Bx 2 €Cz, Cz > 0}, amely viszont az (iv) alapjdn nagyobb, mint
max¢ {€ | Dz 2 £Cz, Cz > 0}. Mivel a Cz > 0 Osszefliggésbdl kovetkezik
Bz > Dz, ezért maxe {€ | Dz > ¢(Cz, Cx > 0} = p(D¢g) = p(Dgi). EbbSl
viszont mér kovetkezik 4llitdsunk helyessége. Hasonléan mutathaté meg, ha
Cz>0és (D— B)z >0, akkor p(Bc¢) = p(Ber) < p(Dc) = p(De)-

A (2.2) (n > m eset) bizonyitsa hasonléképpen végezhetd el.

(¢) Nemlinedris Leontief-rendszer

A szakirodalomban a nemlinedris Leontief-rendszerben megfogalmazhaté Per-
ron-Frobenius tételeket a H (z) = Az nemlinedris sajétérték egyenlet = # 0
megolddsaként vizsgdljdk (Id. példdul, Nikaido (1968), Morishima és Fuji-
moto (1974), és Fujimoto (1979) miiveit). Itt most ezektdl eltéréen, megdrizve
elemzésiink eddigi logikdjat, a nemlinedris rendszer struktirajat meghatdrozoé
A (z) Jacobi métrix felhaszndldsdval fogalmazzuk meg a tételeket. A H (z)-re
tett linedris homogenitds kikotésbol kovetkezéen konnyen beldthatd, hogy az
egyes szektorok kibocsdtds-szintjeinek ardnyos valtozésara invaridns a nem-
lineéris rendszer raforditési struktirdja, azaz A (6z) = A (z), ahol 8 tetszéle-
ges pozitiv valés szdm. Az egyszerliség kedvéért jeldljiik a rendszer spektral
radiuszat A\*-val, vagyis p[A (z)] = A*.

3. Tétel. Legyen A(z) > 0 minden szemipozitiv x vektorra és irreducibilis
Morishima értelemben. Ekkor a kovetkezdket dllitjuk:

(i) Az A(z)z = Az nemlinedris sajatérték-egyenletnek létezik \* > 0 és
xz* > 0 megolddsa.

(i) A N*-hoz csak egyetlen egy pozitiv sajdtvektor tartozik és N* 2 |Xq,
ahol \; az A (x)-hez tartozd tetszéleges sajdtérték.

(ii1) z* az egyetlen A (z)-hez tartozd szemipozitiv sajdtvektor.

Bizonyitds. (i) Az 4ltaldnossidg megsértése nélkiil a bizonyitast elegendo
elvégezni a (2.F) alapjén a kovetkezd halmazon: S ={z > 0| Y z; =1}.
Tekintsiik az f : S — R7 fiiggvényt az aldbbiak szerint definidlva:

) — > aij (2)
o= Do e s (%) T

minden ¢ = 1,2,...,n-re. A feltevések értelmében néhiny f;(z) pozitiv
értéket vesz fel, és > =, fi(z) = 1. Minthogy f egy folytonos leképezést
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jelol S-bél S-be, a Brouwer-féle fixponttétel szerint Iétezik olyan z* € S
pont, amelyre f(z*) = z*, vagyis A(z*)z* = [I'A(z*)z*]z*. A rendszer
irreducibilitdsdbdl kévetkezéen A (z*)z* > 0 és {gy I'A(z*)z* > 0, azaz
VA (z*) z*-t A*-nak véve, \* > 0 kapjuk.

Allitdsunk mésodik részének bizonyitdsshoz tegyiik fel, hogy xz* # 0.
Particiondljuk az z* vektort megfeleld dtrendezéssel a kovetkezéképpen: z* =
[z3’,0], ahol z] > 0, és ennek megfelelden szimmetrikus dtrendezéssel parti-
ciondljuk A (z)-et is. Ekkor

An (z*)  Ape(z*) zr\ _ \ o

A21 (1'*) A22 {SC*) 0 o 0 !
amely egyenl8ség viszont csak tgy teljesiilhet, ha Ay; (z*) 27 = 0. Tekintettel
z] > 0, ezért Aoy (z*) 2zt = 0, ami ellentmond a rendszer irreducibilitdsédnak,
vagyis z* > 0.

(i) Tegyik fel, hogy A(Z)Z = A\*Z, T #£ 2* és 7 > 0. Az (i) szerint

z > 0. Legyen 6 = max;(Z;/z}) = Z,/z¥ > 0. Ekkor fz* > Z. Figyelembe
véve, hogy A\*0z] = X%, = 30 ar; (%) Z; és az (5.F), (6.F), valamint a
(3.F) szerint kapjuk:

n

Zarj (@)z; < GZarj (0z*)z; =0 Za’"j (z%)x} = X0z
7=1 j=1

=1

azaz A*0z; < A*0z}. A kapott ellentmonddsbél kivetkezik, hogy A*-hoz nem
tartozhat mésik szemipozitiv sajatvektor. N

A A* 2 |\ bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy van egy olyan \; = \ sajdt-
érték, amelyre [X| > A" és {gy A ()& = Az, © # 0 per definitionem. Legyen
yi = |wi| és y = [y, valamint T = {i | @; # 0} és v = minjes(2}/|2;]) =
ar/yr > 0. Jeldlje z=a"—yy20. Az (5.F) alapjan ismét felirhatjuk:
Ayz Az = Dl = Ay > Ay  tovabbd A(z+vy) (z+y) =
Az®)a* = A" =X (24 ) < Mz +7|AMy £ A"z +yA(y)y. Ty

A(z+ ) (z+9y) —vA@Y)y < A*z.

Ha z. = 0, a monotonitds és a nemlinedris rendszer irreducibilitisa miatt
ismét azt kapjuk, hogy > 7, ar; (z+vy) (2 +vy;) > Y j—10r () yj. Az
utolsé két egyenlStlenség most is ellentmondéshoz vezet, ezért \* > |\l

(#4i) Tegyiik fel, hogy van olyan A; = A és szemipozitiv z vektor, ame-
lyekre A(z)a = Az. A rendszer irreducibilitdsabél kovetkezéen A > 0.
Tegytik fel tovdbbd, hogy = % 0. Ekkor az (i) bizonyitdsival megegyezben azt
kapjuk, hogy 2 > 0. Definidljuk 6-t az (i7)-belihez hasonléan. Ekkor ismét ki-
haszndlva az 5.F, 6.F feltevéseket, kapjuk: Mz} = Az, = Y7 ar; (z) 25 <
6 Z;;l ar; (02*) 25 =030 ar; (z¥) z; = A0z, Ezért A < A*. Definidljuk
a p = max;(z}/z;) = z}/xk > 0; pr 2 z*. Ezek alapjén most a \*pzj, <
Apzy Osszefiiggéshez juthatunk, ami viszont a A* < ) reldciét tartalmazza.
Az ellentmondésbdl kovetkezik, hogy =* valéban az egyetlen A (z)-hez tartozé
szemipozitiv sajitvektor.
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A nemlinedris Leontief-rendszerhez tartozé p[A(z)] = A* spektrdl ra-
diuszra is hasonlé tulajdonsagok fogalmazhaték meg, mint a linedris esetben.

(d) Nemlinedris Neumann-rendszer

Jelolje C (), illetve B (z) a nemlinedris rendszerhez tartozé Jacobi mat-
rixokat, amelyek az egyes tevékenységek egységnyi alkalmazasi szintjei mel-
lett torténd termékfelhasznaldsok, illetve kibocsatdsok nemlinedris valtozasat
irjék le a megfelelé x vektorra vonatkozéan. Legyen K egy olyan konvex
kénusz az RT-ben, amelyre a B (z) és/vagy C (z) maximalis sorrangi, ahol
z € Kj. Hasonlokeppen jeloljon Ko egy olyan konvex kénuszt az RIT-ben,
amelynek z pontjaiban a B (x) és/vagy C (x) maximalis oszloprang. Ekk01
a linedris esetben megfogalmazott tételek kiterjesztései a kovetkezdk.

4, Tétel.

(41) (n<m eset):

() A {p|p'B(z)=x'C(z),p>0,z €K1} # 0 valamilyen A 2 O-ra;
ha a rendszer technoldgiailag erdsen nem reducibilis, akkor p > 0; s6t még ha
emellett v [C (z)] =n az z € Ky-re teljestl, akkor A = p [B’ (x)c,,(m)} > 0.

(it) Az {z | B(z)z = AC(z)z, £ >0, x € K1} # 0 valamilyen A Z 0-ra.
Ha a rendszer technoldgiailag irreducibilis, akkor o szemipozitiv z megoldds-
vektor X > 0 mellett adédik. Ha m = n is teljestil, akkor A = p [B (m)C(m)] =

P [B' (x)C’(z):| > 0.

(434) Ha a rendszer technoldgiailag erésen nem reducibilis, akkor teljestilnek
az aldbbi tmplikdcick az © € K;-re:

—ha B(z)z 2vC (z)w, akkorp[ "z )C’(a:):l <
~ha pC(z)z £ B(z)z, alckor,u,ép[ C'(x]
~ha B(z)z = XC (z)z, akkorA:p[B(:z: C(m]

Ham=mn, akkor p < p [’ (rc)c,(z)] =A=p [ (z )C(z)] L7

(4v) Legyen a rendszer technoldgiai értelemben reducibilis, m = n, tovibbd
P={¢|B(x)z2¢C(x)z, 2 >0,z € K1}, A={(| Bx)z£{C(z)x,
x>0,z ¢€ K1} Ekkor

BI 1 ] e l:B :| = —
p [ @)y | =2 |B @) o Igéf‘g{'f Igg}}g

(4.2) (nZm eset):

(i) Az {z | C(z)z=AB(z)z, >0, z € K2} # 0 valamilyen A Z O-ra,
ha a rendszer gazdasdgilag erésen nem reducibilis, akkor x > 0, sét még ha
r|B (z)] = m az z € Ky-re is teljesiil, akkor A =p [C’( z)p )] > 0.

(1) Az {y | C'(z)y =AB'(z)y,y >0,z € K2} # 0 valamilyen A20-
ra. Ha a rendszer gazdasdgilag erdsen reductbilis, okkor a szemipozitiv y
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megolddsvektor X > 0 mellett adddik. Ha még n = m is teljesil, akkor

A=p|C (x)BI(z)] =p {C (x)B(:z:)] > 0.
(112) Ha a rendszer gazdasdgilag erésen nem reducibilis, akkor z € K,
mellett teljestilnek az aldbbi implikdcick:

~ha C' (a)y £ vB' (2)y, akkor p [C (v) ) < s
—ha pB' (z)y £ C' (z)y, akkor p < p|C (%) iy |
~ha O’ (z)y = AB' (z)y, akkor A= p C(:’:)mx) .

Ha m =n, akkor u < p [C (m)B(m)] =A=p|C (""‘)B*(z)] <.

(tv) Legyen a rendszer gazdasdgi értelemben wreducibilis, m = n, valamint
P={|C"(2)y2¢B (x)y, y> 0,z € Kz}, A={C|C'(a)y < (B (2)y,
y >0, x € Ko}. Ekkor

p [C (ﬂ?)mz)] =p [C’ (x)Br(z)] =max{ =min(.

Az allitdsok a 2. Tételhez hasonléan bizonyithaték be. Ebben az esetben is
a nemlinedris Neumann-rendszerhez tartozé p [B (m‘)c.(z)]  illetve p [C (z) B(m)]
spetral rddiuszokra kiilénboz8 tulajdonsigokat fogalmazhatunk meg.

5 Nemlinedris Neumann modell megoldasa

A modell megoldédsdval kapcsolatban két probléma vetédik fel: az egzisztencia
és az unicitds bizonyitdsa. Az egzisztencia bizonyitdsa nyomban adédik a
nemlinedris rendszerre az eléz6 pontban megfogalmazott Perron-Frobenius
tételbSl. Az unicitdsra a kdvetkezd tételt fogalmazhatjuk meg:

5. Tétel (unicitds). Ha a [C(z), B (z)] Jacobi mdtrizokkal megadott nem-
linedris Neumann gazdasdg technoldgiailag és/vagy gazdasdgilag erésen nem
reducibilis, akkor csak egyetlen oy = By mellett létezik megolddsa a nem-
linedris Neumann modellnek.

A bizonyitéds kénnyen elvégezhetd; a linedris esetre adott bizonyitdst lasd
in Méczar (1995). Amennyiben a Neumann gazdasag erésen reducibilis, tébb
egyenstilyi llapot 1étezik (ldsd in Méezdr (1997)). Minél nagyobb novekedési
Utemet kivanunk elérni, anndl t6bb termékcsoport kibocsatésardl kell lemon-
danunk, illetve, forditva, minél t6bb terméket kivanunk kiboesdtani, annal
kisebb névekedési iitemmel fejlddhetiink.

Matematikai szemponthél killondsen érdekes az az eset, amikor a C ()
fajlagos inputfiiggvény-halmaz csupa konvex fiiggvényekbél, a B (z) fajlagos
outputfiiggvény-halmaz pedig csupa konkév fliggvényekbél 4ll. Ilyen specidlis
esetben a rendszer egyensiilyi dllapotaira a konvex analizis segitségével végez-
hetiink elemzéscket. A fiiggvényekre tett specifikdcié a kozgazdasagi elmélet-
ben megfeleltethetd az U-alaki kéltséggérbéknek, illetve a csokkend hozadék
elvének.
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SPECTRAL THEOREMS IN LINEAR AND NONLINEAR VON NEUMANN

MODELS

In this paper we study some spectral theorems extended on linear and nonlinear
von Neumann models. The strict equilibria in von Neumann maodels can be de-
fined by the generalized eigenvalue problems C'z = ABz and pC' = ApB. The
Perron-Frobenius properties of these problems were first scrutinized by Mangasar-
ian (1971). Here, for proving the Frobenius theorems in technologically or eco-
nomically (ir)reducible von Neumann systems are used the results of Mangasarian
(1971) as well as Erdélyi (1967) and Stewart (1972).
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A DINAMIKUS PROGRAMOZAS MEGOLDASI
MODSZEREINEK SZEMLELTETESE !

SIMONOVITS ANDRAS
MTA, Kozgazdasdgtudomdnyi Kutatskozpont

Ebben a dolgozatban egy dinamikus optimalizaldsi feladatot mutatok be,
amelyet skaldr linedris—homotetikus (LH) szabdlyozdsi feladatnak nevezek.
Az allapotegyenlet linedris, és az alapfiiggvény az éllapot- és a szabdlyozdsi
véltozé ugyanazon hatvanyfiiggvényének a konvex kombindaciéja. Ez a modell
magaban foglal két népszerii kézgazdaségi modellt és egy harmadik modell is
belefoglalhaté. Az LH-modellben a dinamikus programozas hdrom moédszere
(taldlgatdsos, a kozvetlen és az értékfliggvény-iterdci6) jol szemléltethetd.

1 Bevezetés

Manapség a dinamikus optimalizélds egyre fontosabb szerepet kap a kozgaz-
daségtanban. Diszkrét idejli rendszerck megoldésanal nagyon kedvelt eljards
a dinamikus programozds, és az optimalitds elve, azaz a Bellman egyenlet a
megoldasi médszer sarokkdve. T6bb mddszer is ismert az optimalis megol-
dds megtaldldsdra: a taldlgatdsos médszer, az értékfiiggvény iterdldsa és a
Howard-médszer.

Ebben a dolgozatban egy absztrakt matematikai feladatot vezetek be,
amelyet skaldr linedris—homotetikus (LH) szabdlyozdsi feladatnak nevezek.
Az dllapotegyenlet linedris, és az alapflggvény az éllapot- és a szabdlyozdsi
véltozé ugyanazon hatvinyfiiggvényének a konvex kombindcidja. Ez a modell
magaban foglal két népszerli kozgazdasigi modellt és egy harmadik modell is
belefoglalhaté: 1. A linedris—kvadratikus (LQ) szabélyozasi modell (Stokey
és Lucas, 1989, 95-96. o. és Ljungqvist és Sargent, 2000). 2. Az optimélis
fogyasztési palya CRRA (&llandé relativ kockdzatkeriilési egyiitthatéji) hasz-
nosségi fiiggvény esetén (vo. Obstfeld és Rogoff, 1996, 720-721. o.). 3. Az
optimélis felhalmozdsi palya Cobb-Douglas termelési fiiggvény teljes amor-
tizacié és Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvény esetén (Stokey és Lucas, 1989,
11-13 o. és Ljungqvist és Sargent, 2000, 33-34. o.). Az LH-modellben
a dinamikus programozés harom moédszere (taldlgatdsos, a kozvetlen és az
értékfiiggvény-iterdcid) jol szemléltethetd.

Elészor a dinamikus programozés taldlgatdsos mddszerét korvonalazom.
Itt egy sejtéssel kezdiink: az értékfliggvény ugyanaz a hatvinyfiiggvény mint
ami az alapfiiggvényben szerepel, csak egy hatdrozatlan allandéval van meg-
szorozva. Végrehajtva a Bellman-egyenlet jobb oldalén szereplé parametrikus

1K§szonetemet fejezem ki Tasnddi Attildnak és Valentinyi Akosnak segitségiikért.
Beérkezett: 2003. janudr 14. e-mail: simonov@econ.core.hu.
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optimalizdlast és ellendrizve az egyenlet két oldaldnak egyenlGségét, a hat4-
rozatlan egytitthaté —s vele egyiitt az optimalis megoldds— kiszdmithats.

Mésodiknak egy kozvetlen médszert mutatok be: felismerve, hogy az opti-
malis szabdlyozds az dllapotvaltozé linedris fiiggvénye, az optimélis visszacsa-
tolasi egyiitthatd kozvetleniil meghatdrozhaté a célfiiggvénybél. Figyelemre
mélt6, hogy ez a mddszer az 1in. Howard-médszer elsd lépése.

Harmadiknak az értékfigguény iterdcidjdt emlitjiik, ahol az értékfiigg-
vényt fokozatosan kozelitjiikk meg. E mddszer konvergenciéja esetiinkben jél
szemléltethetd.

A hirom mddszer ésszehasonlitisa kétségeket ébreszt: hasznos-e a taldl-
gatdsos modszer. Inkdbb arra kovetkeztethetlink, hogy e mddszer csak az
értékfilggvény-iterdcié gyakorld terepe.

A cikk szerkezete a kovetkezé: a 2. pont a dinamikus programozas alap-
feladatét vazolja. A 3. pontban bemutatjuk az LH-feladatot. A 4. pont a
taldlgatasos, az 5. pont a kdzvetlen és a 6. pont az értékfiiggvény-iterdcid
médszerét szemlélteti. A 7. pont a specidlis eseteket mutatja be és a 8, pont
a kovetkeztetéseket tartalmazza.

2 A dinamikus programozdsrél

Réviden felidézziik a végtelen idéhorizonti, staciondrius és diszkontalt cél-
fliggvényii dinamikus programozds alapfeladatat (v6. Simonovits, 1998, 7-8.
fejezet).

Legyen t = 0, 1,..., diszkrét idévaltozd, z; sllapot- és uy szabdlyozdsi
valtozd. Legyen f(z,u) egy folytonos kétvaltozds skalirértékit fiiggvény, az
alapfigguény, amely azt mutatja meg, hogy egy idGszakban az z 4llapot
és az u szabélyozds mennyit ér. Legyen g(z,u) egy folytonos kétvaltozés
skalarértéki fiiggvény, a transzferfiigguény, amely azt mutatja meg, hogy az
 dllapot és az u szabdlyozéds milyen 1ij dllapothoz vezet.

A dinamikus programozési feladat célfiiggvénye

(2.1) Zﬁtf(xt,ut)—»ma.x, 0<pB<1,
t=0

ahol 3 a leszdmitoldsi egyiitthatd. A feladat a (2.1) célfiiggvény maximalizdlisa
(vagy minimalizdldsa) a kdvetkezé feltételek mellett:

(22) T4l = g(d}t, 'U,t), t= 0, 1, ey Zo adott.

A dinamikus programozss alapétlete az értékfigguény bevezetése:

(2.3) Viz) = up TEX {Z fze,u) (2.2), zo = x} .
gty .. =0
Gondoljuk azt, hogy a t = 0 idészakban z¢ = z-bél ug = u szabdlyozéssal
eljutottunk z; = x*-ba. Ekkor (2.1) alapjin V(z) a kovetkezd két rész
Osszegének a maximuma: f(z,u) és BV (2*). Innen adédik az
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1. Tétel (Bellman, 1957). Standard feltételek mellett létezik az idSben
vdltozatlan v = h(z) optimdlis vdlaszfigguény, kézte és V(x) értékfigguény
kozott a kovetkezd kapcsolat teljesil:

(2.4) Viz) = mq?.x{f(m, u) + BV (z*)| =" =g(z,u)}.

A (2.4) fiigguényegyenletet felfedez6jérél Bellman-egyenleinek nevezzik.
L4thato, hogy egy végtelen sok taghdl 8ll6 Gsszeg végtelen sok feltétel melletti
optimalizdldsa helyett csupdn a Bellmann-egyenlet jobb oldalan 4ll6 kéttagi
Osszeget egy feltétel mellett kell maximalizélni; igaz, hogy az értékfiiggvény
(2.3) definiciéjaban végtelen tagi Osszeg és végtelen sok feltétel all.

A dolgozat hétralévd részében a feladat kiilonféle megoldasi médszerével
foglalkozunk.

3 A linedris—homotetikus (LH) szabdlyozasi
modell

Ebben a szabélyozdsi feladatban az allapot és a szabdlyozdsvaltozd pozitiv
skalér, az allapotegyenlet linedris és az alapfiiggvény az édllapot- és a szabé-
lyozdsi valtozénak ugyanazon hatvanyfliggvényének a konvex kombindcidja:
oY (Fz¢ + Gug), ahol o, A, B, F és G skaldr paraméter, a kovetkezd meg-
szorftdsokkal: 0 <1 (¢ #0), A>0,B >0, F > 0é G > 0. Ekkor a
dinamikus programozasi feladat

(3.1) ot Z,@t(me + Guf) — max
=0

a kovetkez6 korldtok esetén:

(32) Te41 :A.’L't —But, tZO, 1,
ahol az zg = 0 kezd6édllapot adott.
Ha o = 0, akkor
(3.1) Zﬂt(Flogxt—}—Glogut) — max.
=0

Ha ¢ > 1, akkor maximalizdlds helyett minimalizaljuk (3.1)-et.
Esetiinkben az értékfiggvény

(3.3) V(z)= max {a‘l Z,@t(Fxf + Guf), (3.2) mellett, zg = x} ,

Q) povayUp yuss =0
és a Bellman-egyenlet
(3.4) V(z) = max{c ™' (Fz’ + Gu°) + BV (Az — Bu)} .

R4tériink a megoldédsi mddszerek ismertetésére.
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4 Talalgatasos mddszer

Els6 latdsra a taldlgatdsos médszer a legegyszeriibb. A bevezetésben emlitet-
teket némileg pontositva, a médszer a kovetkezd: 1. megsejtjiik az értékfige-
vény alakjdt, 2. megoldjuk a (3.4) egyenlet jobb oldaldn szerepl$ parametrikus
maximalizdldsi feladatot, 3. egyenlévé téve a bal és a jobb oldalt, addédik az
ismeretlen paraméter, s vele egyiitt az optimalis szabdlyozds. Bdr a médszer
hatdskére nagyon korldtozott, néhény szerz8 (Obstfeld és Rogoff, 1996, 721
722. o. és Ljungqvist és Sargent, 2000, 33-34. o.) nagy teret szentel neki.
Figyelemre méltd, hogy Stokey és Lucas (1989, 15. 0.) csak utal a médszerre
és rogton hozzaflizi: ,,Ez a példa egy gondosan kivélasztott kivétel: a legtobb
parametrikus példa esetén lehetetlen explicit z4rt képletet kapni.”

Ratériink a részletekre:

1. lépés. Hatvanyfiiggvényes alapfliggvény esetén sejthetd, hogy az
értékfiiggvény alakja is azonos kitevsjii hatvanyfiiggvény:

(4.1) V(z) = o 1927 ,

ahol ¥ a hatdrozatlan 4llandé.
2. lépés. Helyettesitsiik be (3.2)-t és (4.1)-et (3.4)-be. Maximalizaljuk
az

R(Y,z,u) = 0 (Fa® + Gu®) + fo~'9(Az — Bu)?

fiiggvényt u szerint!
Nulldva téve az R(¥,x,u) fliggvény u szerinti parcidlis derivaltjat:

R,(¥,2,u) = Gu”™! — BI(Az — Bu)°"'B=0.
Bevezetve a v = 1/(0 — 1) jel6lést, rendezéssel az egyenlet
G"u = (BBY)"(Az — Bu)

linedris egyenletre egyszertisodik, azaz az optimum lineéris visszacsatolds:

(4.2) u = K(¥)z,
ahol
__ (BBY)A

3. lépés. Behelyettesitve (4.2)-t (3.2)-be, az dj allapot z* = (A —
BK (¥))z, szintén linedris fiiggvénye a régi 4llapotnak. Visszatérve R(Y, z,u)-
hez, az u véltozd kiesik:

R(9,2) = 0N (F 4+ GK(9)°)z° + o1 B9[(A - BK(¥))z)” = o' R(9)z" .

all. Egyenl6vé téve a Bellman-egyenlet bal és a jobb oldaldt, ¥ = R(Y)
adddik, ahol

(4.4) R(MW)=F+G [ (BBY) A r 89 [ G A

G+ (BBY)' B G+ (ﬁBﬁ)vBJ '
Megoldva a fixpont-feladatot, a gyckok egyike az optimélis megold4s 9.
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5 A kozvetlen megoldas

Most megmutatom, hogy a (4.2) optimalis visszacsatolds kozvetleniil is meg-
hatdrozhaté az értékfuggvény (3.1) alakjdbdl, a Bellman-egyenlet nélkil. Ez
a kozvetlen mddszer révidebb és egyszeriibb, mint a taldlgatdsos modszer.
S6t, ez a mddszer a Howard-mdédszer els6 1épése, és az dltaldnos feladatoknél
a tobbi 1épésre is szitkség van.

Az alapfiiggvény homoteticitdsa miatt nemcsak azt tudjuk, hogy az op-
tim4lis visszacsatolds idOben allandd, de azt is, hogy linedris:

(6.1) uy = Kuy,

ahol K a meghatérozandé egyiitthats. Ekkor (3.2) értelmében, z; = (A —

BK)zy_1 =-- = (A— BK)'x, s6t, us = K(A— BK)'xy, tehdt (3.3) szerint
_ -1 T a _ ot .o __ —1 o

(56.2) V(z) = maxo ;ﬁ (F+GK°)(A- BK)"'x max o O(K)z’.

Vegylik észre, hogy ez a 1épés igazolja a (4.1) sejtést is.
(5.2)-bél kozvetlenill meghatarozhatjuk K optimadlis értékét. ValSban, a
végtelen mértani sor Osszegképletét alkalmazva:

F+GK°
B(A—BR)"

(5.3) O(K) = 1=

Nulldvé téve ©(K) derivaltjat, és elhagyva o-t és a nevezd négyzetét:
O'(K)~GK°'[1-B(A~ BK)°]|— (F+GK°)8(A~ BK)°'B=0.
Osszevonds utén
(5.4) GK°™! - B(A—-BK)" Y{(AGK°~' + BF) =0.
Megoldva (5.4)-et K-ra, adédik egy vagy tobb érték, s egyikiik az optimélis
visszacsatolasé: K.
Azok szamadra, akik kételkednek a heurisztikdban, megjegyezzilk, hogy

a Bellman-egyenletbe visszahelyettesitve beldthatd, hogy tényleg optimalis a
lineéris visszacsatolas. Ekkor (3.3) teljesiil, mert kiemelve c~127, az egyenlet

© = F + GK + 0(A — BK)®

egyenletre egyszer(isodik, amely ekvivalens (5.3)-mal.

6 Az értékfiiggvény iteracidja

Harmadszor utalunk az értékfiiggvény iterdcidjdra: Ez a fokozatos megkozeli-
tés médszerének alkalmazdsa, amely a matematika egyik legfontosabb tételén
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— a kontrakcids leképezés tételén — alapul: az n-edik 1épésben a legiijabb ko-
zelitd megoldast, V;,-t helyettesitjiik be (3.3) jobb oldaldba. Optimaliziljuk
(3.3) jobb oldalit, s megkapjuk a bal oldalon V,,y1-et. A fliggvényiterdciét
addig folytatjuk, ameddig a kézelités nem vilik elég pontossi.
Esetiinkben ez az eljdrds
(6.1)
Voti(z) = max [0 (Fz7 + Gu?) + BV (Az — Bu)], n

0,1,...,

azaz teljes indukcidval beldthatd, hogy ¥9 = 0 és
(6.2) Vo) = 07 W27,

ahol a paramétersorozatot a 4. pont 3. lépésében bevezetett R fiiggvény sze-
rinti paraméter-rekurzié hatdrozza meg:

19n+1:7-\)f("-9n), n=0, ].,...,.

Igazolhatd, hogy 19, konvergsl 9-hoz.

7 Alkalmazasok

A bevezetésben emlitetteknek megfeleléen hdrom esetet mutatunk be.

1. eset. A linedris-kvadratikus (LQ) szabdlyozdsi modell (Stokey és
Lucas, 1989, 95-96. o. és Ljungqvist és Sargent, 2000). ¢ = 2, mind az
dllapot-, mind a szabalyozdsi véltozé lehet negativ vagy nulla is (nemcsak
pozitiv). A pozitiv optimélis visszacsatolési egyiitthat6 (5.4) értelmében

(7.1%) BABGK? — [3(A’G — B%F) — G|K + BABF =0

maésodfoki egyenlethdl egyértelmiien meghatdrozhaté. Stokey és Lucas be-
mutatja az értékfliggvények paramétereinek az iterdciéjat.

2. eset. Az optimalis fogyasztdsi palya CRRA hasznossigi fiiggvény
esetén (vO. Obstfeld és Rogoff, 1996, 720-721. o.). Itt A = B, FF = 0 és

G =1. Most
(7.1%) Ko7l BIA(1 - K)]°TAK 1 =0.

ahonnan K =1 — (8A°)1/(1-9),

3. eset. Az optimdlis felhalmozasi palya Cobb-Douglas termelési fiigg-
vény teljes amortizdcié és Cobb-Douglas hasznosségfiiggvény esetén (Stokey
és Lucas, 1989, 11-13. o. és Ljungqvist és Sargent, 2000, 33-34. o.). Itt
(3.2)-t altaldnositani kell:

(72) Ti4+1 :A"E?—But, tZO, 1,...,
(4.2) helyére
3)

(v — Ka?
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1ép. Most azonban a taldlgatdsos mddszer egyszertibb, mint a kozvetlen

madszer.
Végiil megemlitjiik, hogy a (3.2) és (7.2) Gsszeadédsabdl keletkezd

(72’) L1 = Almt + Ag.’l:? - But, H= 0, ]., IR,

feladatnak nincs explicit megolddsa. (Ez annak felel meg, hogy egy idSszak
alatt a t&ke csak részben kopik el.) Ugyancsak nincs explicit megoldés, ha
Cobb-Douglas fiiggvény helyett CRRA fiiggvényt frunk.

Megemlitjiik, hogy a kozvetett médszer most is miikddik, csak a linedris
optimum nem fogja kielégiteni a Bellman-egyenletet. Most mar sziikségiink
lesz a Howard-mddszerre vagy az értékfiiggvény iterdcidjara.

Szampélddn szemléltetve az elmondottakat: az 1. esetben o = 2, A =
B =1 F = G = 1 esetén a fixpont-egyenlet megolddsa ¥ = /2, azaz
K =+/2 — 1. A paraméteritercié (9,,) elss négy értéke a kovetkezs: 1,000;
1,333; 1,400; 1,412; 1,414.

8 Kovetkeztetések

A dinamikus programozds nehéz téma, ezért tanitdsa nagyon sok figyelmet
igényel. Az oktatdsban népszerii taldlgatdsos maédszert Osszehasonlitva a
kozvetlen médszerrel, kétségeink tdmadnak: tényleg a talalgatdsos médszer a
dinamikus programozas erejének legjobb szemléltetése. Helyesebb e médszert
a tényleg hatékony Howard-mddszer vagy az értékfiiggvény-iterdlds gyakorid
terepének tekinteni.
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ILLUSTRATION OF SOLUTION METHODS IN DYNAMIC PROGRAMMING

In this note, I present an abstract model, to be called the scalar linear~homothetic
(LLH) control problem, where the state equation is linear and the reward function is
a linear combination of the same power function of the state and of control variables.
This model encompasses two popular economic models and a third one can also be
similarly treated. In the LH model, three standard methods (guessing, direct and
value-function iteration) of dynamic programming can be ideally illustrated.






Szigma, XXXIV. (2003) 3-4. 127

AZ ALTALANOSITOTT POISSON ELOSZLAS UJ
BAYESIANUSI BECSLESE!

ANWAR HASSAN - HERMAN SANDOR
University of Kashmir, Srinagar, India — PTE Kozgazdasagtudomdnyt Kar

A kétparaméteres dltaldnositott Poisson eloszlds paraméterbecsléséhez Bayes
becsléfiiggvényét ajanljuk, feltéve a paraméter a priori (elézetes) eloszldsdt,
amely 4ltaldnosabb, mint amit Shoukri-Consul (1989) ajdnlott. Szimuldcids
tanulményt folytattunk, hogy meghatdrozzuk az j Bayes becsléfiiggvény
torzitdsdt és hatékonysagit. Kiszdmitottuk az ajanlott becsléfiiggvény relativ
hatékonysdgat és relativ torzitdsit a Shoukri-Consul becsl6fiiggvényhez ké-
pest, a paraméterck bizonyos kivélasztott értékeire. Az illeszkedés jésdgénak
mérésére is végeztiink teszteket, felhaszndlva mindkét Bayes becsléfiiggvényt.

1 Bevezetés

Consul és Jain (1973) a kovetkezd eloszldsfliggvénnyel adott &ltaldnositott
Poisson eloszldst (GPD).

P(z = X) = MM+ zh2)" Lexp[—(\1 + zh2)]/a! (1.1)
A1 >0 X <1 2=0,1,2,...

Azt taldltdk, hogy a vizsgalt eloszlds tagja a Lagrange eloszldsok Consul-
Shenton (1972) féle csoportjdnak és Gupta (1972) médositott hatvinysor
eloszlds (MPSD) csoportjdnak is.

Megmutattak, hogy a GPD-nek sok hasznos tulajdonsaga van és kiilonboz6
teriileteken alkalmazhatonak talaltdk, tgymint ”biolégia, sorbandllasi elmélet,
epidemioldgia és genetika”. Valdszinlleg ezen okokbdl sok kutatatét vonzott
a téma és igy nagyon révid id6é alatt sok kutatdsi dolgozat jelent meg a
statisztikai irodalomban. Ezek jé Osszefoglaldsat kapjuk Consul (1989)-ben
megjelent miivében.

A GPD becslés problémaéjdval sok szerzé foglalkozott. Mikézben Consul-
Shoukri (1984), Consul-Famoye (1988, 1989) a GPD ML (maximum likeli-
hood) becslését elemezte, Gupta (1977), Kumar-Consul (1980) annak MVU
(minim4lis variancidji torzitatlan) becslését elemezte, Shoukri-Consul (1989)
pedig annak Bayes-i szemléleti becslését tanulmdnyozta.

Shoukri-Consul (1989) a GPD kissé megviéltoztatott forméjat vette alapul
kévetkezOképpen

Pz = X) = (1 + fz)* ' o® exp[—a(l + Bz)]/=! (1.2)

1A tanulmény a két tanszék kézott a Magyar Oktatdsi Minisztérium kézrem{ikodésével
létrejott kutatdsi és egyiittmiikodési szerzddés keretében késziilt. Beérkezett: 2002. junius
11.
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A1 = a; Ag = af helyettesitéssel (1.1)-ben. A szerz6k « és killonboz fiiggvé-
nyei bayesi becslését kaptak, mikdzben o értékeket elére nem meghatdrozott
forméban kezelik.

A misik paramétert, 5-t ismertnek tekintve a kdvetkezd Bayes szemléletit
becslést kaptak

5 =Y/(N + 8Y), (1.3)

ahol IV a mintanagység és ¥ az egyedi megfigyelések dsszege.

Ebben a dolgozatban o bayesi szemléletii becslést tanulményoztuk in-
verz gamma eloszlast feltételezve, ami dltaldnosabb eloszlist ad annél, ame-
lyet Shoukri-Consul o a priori eloszldsdnak tekintett. Az {gy nyert Bayes
becslofiiggvény kapott dtlagdt és variancidjdt szimuldcié alapjan hatdroztuk
meg. Az 1 becsl6fiiggvény hatékonysigdt és relativ hibdjat Ssszevetettiik
Shoukri-Consul (1989)-es becsléfiiggvény megfelelé értékeivel néhdny kivé-
lasztott paraméterértékre.

A két becsléfliggvényt az illeszkedés szempontjabdl is teszteltiik.

2 Az 4j Bayes becsléfiiggvény

Ha (X1, Xo,...,Xn) véletlen minta (1.2)-b8l, akkor likelihood fiiggvénye a
kovetkezOképpen adott

N
L= H (1+ Bzy)* " /z;l] & exp(~Na — afY) , (2.1)
1=1

ahol Y =} =;. Feltessziik, hogy « a priori eloszldsa a kdvetkezd siirfiség-
fiiggvénnyel adott inverz gamma eloszlds

f(a) = [a®/T(b)Je o*ab" T, a>0;a,b>0. (2.2)

Konnyen lathaté, hogy Shoukri-Consulnak az a priori eloszldsa nem infor-
mativ és konkrét esete (2.2)-nek, valamint a = b = 0 értéket véve nyerhetjiik
konkrét formadjat.

Alkalmazva a (2.1) likelihood fuggvényt o a posteriori eloszldséra a ko-
vetkezdt kapjuk

Pla|Y)=[(N+a+BY)!*Y /(b +Y)|a¥tt-le-Ntathy), o 50 (2.3)
és igy o Bayes becslé fiiggvénye
=0b+Y)/(N+a+pY) (2.4)

Nyilvadnvald, ez o éltaldnosabb becslése annél, melyet Shoukri-Consul

e

kapott, mivel az el6z6 az utébbit a = b = 0-ra redukalja.
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3 Az a posteriori atlag és variancia érték

Az o* a posteriori dtlagdnak és variancidjanak meghatérozasara 100 véletlen
mintét vettiink a GPD-bdl, mindegyik minta nagysdga 200, & = 0.5 és 8 =
0.4, 0.7 és 0.9 értékkel. fgy Osszesen 300 véletlen mintdt vettiink. Mivel nem
volt informdciénk a és b értékérol, kivéve, hogy valds és pozitiv szdmok, (a, b)
25 kombindcidjdnak értékét tekintettik a,b =1, 2, 3, 4 és 5-re és azokat az
a és b értékeket vilasztottuk, melyekre az o variancidja minimélis.

Az o* 4tlagdra és variancidjara kapott eredményeket Osszegzik a 3.1-5.8
tdbldzatok. A nem zéirdjelben levo értékek az atlagot jeldlik, a zardjelben
levdk a szdrédst jelolik minden tablazatban.

Azonnal 14thaté ezekbodl a tablazatokbdl, hogy o alulbecsiilt az alacsony
értékekre (8 = 0.4 és 0.7), mikozben 3 = 0.9-re ez nem igaz. Ebben az
esetben pozitivan és negativan is torzitott. Tovdbbd megfigyelhetd, hogy a
torzitds mértéke csokkend tendencidji magasabb 3 értékre.

b=1 b=2 b=3 b=4 b=5
a=1 0.4206 0.4288 0.4294 0.4359 0.4371
(0.00124) (0.00161) (0.00134) (0.00113) (0.00186)
a=2 0.4204 0.4260 0.4220 0.4364 0.4397
B (0.00102) {0.00146) (0.00140) (0.00155) {0.00151)
a=3 0.4212 0.4205 0.423Y 0.4303 0.4334
(0.00140) (0.00122) (0.00103) (0.00132) (0.00090)
a7 0.4120 0.4264 0.4299 0.4313 0.4359
- (0.00136) (0.00146) (0.00147) (0.00149) (0.00164)
a—5 0.4122 0.4258 0.4252 0.4302 0.4269
B (0.00139) (0.00174) (0.00151) (0.00110) (0.00071)
8.1 tdbldzat. o* atlaga és szérdsa 8 = 0.4-re és (a, b) kiilénbdzd értékeire
b=1 b=2 b=3 b=4 b=5
e 0.4961 0.4820 0.4848 0.5094 0.4943
(0.00141) (0.00141) (0.00140) (0.00117) (0.00128)
09 0.4749 0.4861 0.4884 0.4897 0.4843
(0.00118) (0.00139) (0.00110) (0.00119) (0.00119)
=3 0.4739 0.4821 0.4876 0.4857 0.4998
(0.00136) (0.00163) (0.00118) (0.00107) (0.00152)
a1 0.4799 0.4828 0.4854 0.4859 0.4946
(0.000994) (0.00161) (0.00102) (0.000991) (0.00139)
a=5 0.4678 0.4790 0.4812 0.4862 0.5124
(0.00128) (0.00144) (0.00174) (0.00205) (0.00139)

8.2 tdbldzatl. o* atlaga és szérasa 3 = 0.7-re és (a, b) kiilonbozé értékeire

b=1 b=2 b=3 b=4 b=5

L_ 1| 0497 0.5008 0.5024 05014 0.5006
(0.00148) | (0.00104) | (0.00125) | (0.00140) | (0.00971)

_o | 04960 0.4990 0.5017 0.5040 0.5024
- (0.00160) | (0.00202) | (0.00118) | (0.00140) | (0.00163)

W _3 | 04928 0.5024 0.4981 0.4919 0.4995
. (0.00103) | (0.00174) | (0.000933) | (0.00151) | (0.000156)

o _4| U048z 0.4902 0.4947 0.5017 0.4993
(0.00122) | (0.00102) | (0.00133) | (0.00181) | (0.00108)

L5 | 04912 0.4971 0.4968 0.4953 0.4883
= (0.00130) | (0.00112) | (0.00102) [ (0.00135) | (0.00119)

8.9 tdbldzat. o &tlaga és szérasa 8 = 0.9-re és (a, b) kiilonbo6z6 értékeire
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Ami o variancidjat illeti, érdekes jelenséget figyelhetiink meg. El8szor:
a variancia a és b egyenlS értékeire minimélis mindhirom esetben. 8 = 0.4-re
a minimum e¢ = b = 5-nél van; § = 0.7-re a minimum a = b = 4-nél van
és = 0.9-re a minimum a = b = 3-ndl van. E jelenség indokldsa tovébbi
elemzéseket kivdn. Vizsgdlataink alapjén egyenlére csak annyit allithatunk,
hogy o* variancidja (amely ismeretlen) olyan forméjui lehet, amely egyenl$
a és b értéknél veszi fel a minimumdt, illetve a és b azon értéke, melynél
a variancia minimdlis, magasabb  értékekre ismét csokken. Ezért a (2.4)
szerint ajanlott Bayes becsl fliggvénybe egyenld és magas a és b értékeket
célszerti venni. Magasabb (3 értékek esetében a-nak és b-nek alacsonyabbnak
kell lennie.

Az ajanlott Bayes becsld fiiggvény atlagit és varianciajat Osszehasonli-
tottuk a Shoukri-Consul becsld fliggvényével. Elészor az Shoukri-Consul
becslést szamitottunk a GPD-bél vett véletlen mintdkra és meghatdroztuk
dtlagukat és variancidjukat. Az {gy kapott dtlagokat és variancidkat Osszeha-
sonlitjuk az 1j Bayes becsl6fiiggvény megfelel értékeivel a (8 =0.4; a = b =
5); (8=0.7,a=>b=4)és (8 =0.9; a = b= 3) esetekben, ahol a variancigkat
minimdlisnak taldltuk. Az eredményeket a 3.4 tdbldzat tartalmazza.

Kideriil a tabldzathdl, hogy az ajdnlott a* becslé atlaga kdzelebb van «
pontos értékéhez (= 0.5) mint &-é. Bér a két atlag kozotti killonbség nem
tlinik nagynak, a mind a 100 mintdra meghatdrozott a* és & egyedi értékek
alakuldsa sajatos tendencidt mutat. Felfedezhetd, hogy mind a 100 o* érték
nagyobb, mint & megfeleld értékei, azaz kézelebb vannak « pontos értékéhez
B =04, 0.7 és 0.9 minden értékére. Ez kétségteleniil azt jelenti, hogy az
ajdnlott becsléfiiggvény jobb, mint Shoukri-Consul (1989) becsléfiiggvénye,
nemcsak 4tlagosan, hanem egyedileg is. Az is megfigyelhetd, hogy o* re-
lativ hatékonysdga é-hoz viszonyitva mindig t6bb mint 100%, és 3 értékével
egylitt novekszik. Ez azt jelenti, hogy a* nemcsak kevésbé torzitott, hanem
hatékonyabb is, mint &.

=04 5=0.7 £=0.9
a=b=>5 a=b=4 a=b=235
Atlag o 0.4269 0.4859 0.4987
& 0.4147 0.4784 0.4926
Variancia o* 0.000689 0.000751 0.000883
& 0.000737 0.001077 0.001048
Relativ hatékonysdg 106.97 112.51 118.46

3.4 tdbldzat. a* torzitdsa és szdzalékos relativ hatékonysiga a Shoukri-
Consul becsléshez képest

4 Az illeszkedés josdga

Annak érdekében, hogy eldontsiik, a vizsgalt két a-ra vonatkozé becsléfiigg-
vény kozill melyik illeszkedik jobban, teszteléseket végeztiink Ezért hdrom
szimuldlt értékhalmazt képeztink az (a« = 0.5, § = 04, a = b = 5);
(¢ =05 f =07 a=b=4)é («a =05 8=09 a =0b=23)

paraméterkombindcidkra. A szimulalt értékek generaldsara a szokdsos Monte
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Carlo-mdédszert hasznaltuk. Elészor a GPD-nek megfelel6 kumulativ valdszi-
niiségeket P(X < z) szdmitottuk ki z = 0,1,2,...-re, és képeztik a ku-
mulativ valészintiségi osztilyokat, dgymint P(X < z)-t8l P(X < z + 1)-ig.
Aztan 200 egynél kisebb véletlen szamot generdltunk minden megfigyeléshez.
Ezek képviselik a kumulativ valésziniiségeket. A killonboz6 valdszintiségi
osztdlyokhoz tartozd ilyen véletlen szdmoknak a szdmdt (gyakorisdgdt) kap-
tuk, melyek végil is az © = 0, 1,2, ... gyakorisdgai. Az eredményeket a /.1 —
4.8 tabldzatok mutatjék.

A tabldzatokban taldlhaté eredmények azt igazoljék, hogy az 1) Bayes
becsl6fiiggvény szorosabb illeszkedést ad a szimulalt adatokhoz, mint a Shoukri-
Consul becslofuggvény.

Mindhérom esetben annak valészinfisége, P(x?), hogy a megfigyelt x?
értékeket tullépjiik, nagyobb o*-ra mint &-ra, ezért véarhatd, hogy az 1j
becsléfiiggvény mindig szorosabb illeszkedést ad anndl, melyet a Shoukri-
Consul becsl6fliggvény adott.

Megfigyelt gyakorisag Viérhato gyakorisag

a* alapjan | & alapjan
X =0 124 121 122
X=1 43 50 50
X =2 21 50 18
X =3 10 19 7
X =4 2 3 3
Osszesen 200 200 200
o 0.50354 0.49358
Szabadsagfok 2 2
x> 1.66491 1.91279
P(x*) 0.45 0.41

4.1 tabldzat. 200 nagysdgd véletlen minta GPD-b8l a = b =5,
a = 0.5, 8 = 0.4-re és a vdrhaté gyakorisigok a* és & alapjan

Megfigyelt gyakorisig Varhaté gyakorisdg

o* alapjén | & alapjan
X=0 113 118 119
X=1 46 43 44
X=2 19 19 19
X=3 11 10 9
X =4 6 5 5
X=5 3 3 3
X =6 2 2 1
Osszesen 200 200 200
o 0.53483 0.52897
Szabadsagfok 4 4
P%d 0.72117 1.28787
P(x*) 0.95 0.86

4.2 tabldzat. 200 nagysdgi véletlen minta GPD-b6l a = b =4,
a = 0.5, B = 0.7-re és a virhaté gyakorisdgok o és & alapjin
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Megfigyelt gyakorisig Varhaté gyakorisig

o alapjin | & alapjan
X =0 125 122 121
X=1 33 39 37
X=2 17 17 21
X =3 9 9 9
X =4 6 5 5
X=5 6 3 3
X=6 2 2 2
X=7 1 2 1
X =28 1 ik 1
Osszesen 200 200 200
[+ 0.4936 0.48951
Szabadsagfok 6 6
[% 1.69685 2.81228
P(x?) 0.79 0.59

4.3 tdbldzat. 200 nagysdgi véletlen minta GPD-b8l o = b = 3,
a = 0.5, B = 0.9-re és a varhaté gyakorisagok a* és & alapjan

Az eredmények gyakorlati felhasznaldsi lehetéségei a bevezetében meg-

emlitettekhez képest nagyon sokrétilek, a tudominy és a gazdasdg szdmos

tertiletén segithetik a folyamatok jobb megismerését. Ezeken a teriileteken a

Poisson eloszlds modellezése kozvetleniil, vagy megfelel feltételek fennalldsa

esetén a binomialis eloszldst helyettesitve adhat segitséget a dontéshozéknak.
Néhdny kiragadott példa:

e A tudoményos kutatdsok vizsgdljdk a meteoritok, a természetes és mes-

terséges killonboz6 méretli szilird testek a vildgiir egy adott pontjan
torténd megjelenésének (becsapéddsdnak) valdsziniiségét. Ezeknek az
elemzéseknek az lirkutatdsban van jelentSségiik.

Az ipari termelésben els8sorban a minéségbiztositds és mindség-ellendr-
zés teriiletén alkalmazhatdk a vizsgdlt eredmények. A selejtardnyra, az
anyaghibdkra vonatkozé informécick el8segitik a gyartdsi folyamatok
jobb megszervezését, a gydrtdskozi ellendrzés hatékonyabbd tételét, a
szavatossagi kitelezettségek tervezhetéségét.

Az Gn. sorbandlldsi elmélet gyakorlati alkalmazdsa szémos teriileten
nagy jelent6ségii. A palyaudvari, bevdsarlékozponti pénztérrendszerek
dtbocsdtoképességének tervezése is fontos feladat. A telefonkézpontok
kapacitdstervezésekor hasonld kérdések meriilnek fel a tervezéskor.

Ismert a 1égi kozlekedésben és a szdllodaiparban a tdlvdllalds. Ennek
ésszertl kockdzata szintén modellezends.

Az egészségiigyben a kérhazi dgykapacitds tervezésekor ésszerti hatdrok
kozé kell szoritani annak kockézatit, hogy adott koérzetben, adott tipu-
su ellatds ne legyen biztosithaté. Fenti probléma modellezése a rugal-
mas kockdzatcsokkentésre is Otleteket adhat.

A postaforgalomban az irdny{tdszam hidnya az automatikus szortirozdst
akadélyozza, enuek modellezése elemi érdek.
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A példék még sorolhatdk, a jové feladata e konkrét teriileteken modell-
kisérleteket végezni.
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BAYESIAN ESTIMATION FOR GENERALIZED POISSON DISTRIBUTION

A new Bayes estimator for one of the parameters of the two-parameter generalized
Poisson distribution has been suggested by assuming a prior distribution of the
parameter which is more general than that suggested by Shoukri and Consul (1989).
A simulation study has been done to find amount of bias and efficiency of the new
Bayes estimator. Relative efficiencies and relative bias of the proposed estimator
with respect to the Shoukri and Consul’s estimator have been computed at some
selected values of parameters. Some tests on goodness of fit have also been done
using both the Bayes estimators. The study contains three approach. In all these
three cases, P(x?), the probability for the observed value of x? to be exeed is higher
for «* than &, it is therefore, expected that the new estimator should invariably
provide closer fits than that provided by the Shoukri and Consul’s estimator. The
practical uses of the results are complex. The study proves it with several examples.
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FOGALMAK, MODSZEREK

MEG EGYSZER A KOTELEZO OREGSEGI
NYUGDIJRENDSZEREK FINANSZ{ROZASI TIPUSAIROL!

BOD PETER
MTA Rényi Alfréd Matematika:i Kutato Intézet

Motts: "Ismétlés a tudds anyja”

1 Bevezetés

Ebben a cikkben visszatériink néhdny olyan alapvet6 fogalomra és problémaéra,
amelyek széles korben forognak a hazai és nemzetkozi nyugdijreformokkal
kapcsolatos vitdkban. Az elmilt évek sordn tobb alkalommal tettiink kisérletet
tisztdzdsukra. Lasd: Bod (1992), Bod (1997). Ennek ellenére tigy tiinik, hogy
a tisztdzédsi folyamatban nem sikeriilt 4ttorést elérni. [’Ijra meg Ujra felmeriil
a "pay as you go” versus funded finanszirozds hamis alternativdja. A fo-
galmi tisztdzatlansdg gitolja a politikai és gazdasdgi vezetést abban, hogy
optimalisan vezérelje azt az egyébként objektive nagyon bonyolult folyama-
tot, amit nyugdfjfinanszirozdsnak neveziink.

A tovébbiakban ugyanazt akarjuk bemutatni, amire 1997-ben irt cikkiink
iranyult. Nevezetesen, hogy a tdrsadalom szdméra rendkiviil nagy szabadsdg-
fokii vdlasztdsi lehetség 4ll fenn egy stabil, hosszi tavon valtozatlan szabé-
lyokkal miikods kotelezd dregségi nyugdijrendszer finanszirozédsdra. Szédmos
aktudriusi értelemben korrekt finanszirozasi tipus koziil vdlaszthatunk. Ezek
kozil egyik sem bir olyan kiemelt elénydkkel, amelyek a tébbivel szembeni
kizarélagosan lidvozitd jelleget biztositandnak szdméra. Az el6nyok és hat-
rdnyok ugyanis az id6ben nem &llandé médon érvényesiilnek. A mindenkori
tarsadalmi, gazdasdgi, demogréfiai és politikai helyzet konkrét elemzése alap-
jén lehet csak az éppen legelénydsebb megoldésokat megtaldlni.

A cikk a Gazdasigmodellezési Téarsasdg 2002-ben Balatonfiireden ren-
dezett Konferencidjdn elhangzott hasonlé cimi el6adés alapjan késziilt.

2 A finanszirozas altalanos modellje

Olyan nyugdijrendszerekkel foglalkozunk, amelyek csak Oregségi nyugdijat
folyésitanak. A rendszer szolgdltatdsal dltal meghatérozott. Finanszirozasa a

1Beérkezett: 2003. janudr 24.
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biztositositott bérek utan fizetett jarulékokbdl és az esetleg rendelkezésére 4116
tartalék hozamdbdl, illetve magdbdl a tartalékbdl térténik. A modell azért
altaldnos, mert lehetévé teszi a legkiilonb6z6bben megallapitott tartalék-
képzést és felhaszndldst. A modell célja, hogy olyan jarulékfizetési mértékeket
allapitson meg, amelyek a rendszer pénziigyi egyensiilyat biztositjsk.

A rendszer akkor van egyensiilyban, ha minden id8pontban igaz, hogy:

(a meglévé tartalékvagyon) = (a jovébeni kiaddsok diszkontslt varhaté értéke)
— (a jovbeni bevételek diszkontélt varhatd értéke)

Ennek a fogalomalkotdsnak akkor van csak értelme, ha megjelsljiik azt a
kockdzatkozosséget, amelyre a vérhaté értékek vonatkoznak. A figyelembe
vehetd kockazatkozosség jellege attdl fiigg, hogy az adott rendszerben hogyan
jon létre és hogyan sziinik meg a biztositdsi jogviszony. Jézanul csak zért koc-
kazatkozosségek johetnek szoba, amennyiben a rendszer maga megsziinhet pl.
azért, mert mindenki kilép, vagy 1j tag nem csatlakozik.

Més a helyzet a kotelezd rendszerek esetében. Amennyiben elfogadjuk
azt a feltételezést, hogy ezeket tarsadalmi megéllapodds hozza létre és a poli-
tika nem sziintetheti meg Sket: nyilt kockdzatkozosség alapjén lehet gondol-
kodni. Egy kockdzatkozosségnek tekinthetjiik az Gsszes aktiv és szolgéltatdst
élvezd tagot, valamint azokat, akik a kotelezd rendszerbe a jovében, mint
palyakezddk be fognak kertlni.

A tovébbiakban ilyen, id6ben nem korldtozott kockdzatkozosséget téte-
leziink fel.

Definidljuk az alabbi fliiggvényeket:

o Biztositdsra kotelezett jovedelmek (jarulék alap): J(t)
o Jarulék kulcs: II(t)
Jarulék bevétel: B(t) = II(t)J(t)

Szolgéltatdsi kiaddsok: K (t)

Tartalék téke: V(t)
e Kamatintenzitds: §

Valamennyi fliggvényrdl feltessziik, hogy folytonos és differencidlhaté, ”se-
besség tipusu” fliggvény. Vagyis adott (¢1,t2) id8kozben a rendszer jérulék-

bevétele: .
2
/ B(t)dt .
ty

A fenti fliggvények kozott az aldbbi kapcsolat dll fenn;
adv(t) =V (t)6dt +I1(t) J(¢) dt — K(t) dt .

A tartalék differencidlis megviltozdsa egyenld a tartaléktSke kamata + a
jérulékbevétel és a szolgéltatdsi kiaddsok kiilonbsége. Szorozzuk meg az
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egyenlet mindkét oldalat e~ 0 vel, vagyis diszkontaljunk ¢t = 0 idépontra és
rendezzunk kissé at:

dV (t)/dte™8 — V(t)6e® = TI(t)J(t)e % — K(t)e .

A bal oldalon a V(t)e~® fiiggvény t szerinti derivaltja &l Integralva egy
(t1,t2) intervallum felett, azt kapjuk, hogy

Vta)e ™ = V(t1)e™® + ; [H(t)J(t) — K()]e % dt
innen:
V(o) = V(tr)ebt2=h) 4 ttz[H(t)J(t) ~ K(t)]ebt21 gt .
Ha t; = 0 és V(0) = 0 akkor a tartalék ¢z-kor

V(tp) = %2 /O - [I(t)J(t) — K(t)]e 5 dt .

Ez a tartaléktSke retrospektiv alakja. A rendszer egyensiilyi feltétele a fenn-
lldsa egész tartamaéra:

/ II(t)J(t)e St dt = / K(t)e 8t dt .
0 0
Ez felithatd az aldbbi alakban:

/ ")) - K(0)e* e = / TR () - T () dt
0 t

2

Helyettesitslink a tartalék retrospektiv képletébe:
V(ty) = €% [K(t) TI(t)J(t)]e % dt .

Ez a tartaléktdke nagysiaga prospektlv szemléletben.

Mindazok a II(t) figgvények, amelyek mellett az ekvivalencia teljesiil,
egy-egy elvben lehetséges finanszirozési rendszert jelentenek.

Ugyanakkor célszerli néhdny tovdbbi megszoritd feltevéssel élni. Igy el-
varhaté, hogy TI(¢) > 0 legyen, vagyis a rendszer ne fizessen vissza jarulékot.
Hasonléan kizérhaté V() < 0, vagyis a rendszer ne vegyen fel hitelt.

3 Az &altalanos modell néhany konkrét meg-
valSsitasa
a. Feloszté-kirovd rendszer

Ez a finanszirozési tipus elméletileg a V(t) = 0 Vi-re feltétellel definidlhato.
Az alapvetd differencidlegyenletbol:

I(t) = K(t)/J(t)
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A gyakorlatban a rendszer nem miikédhet folytonosan. Valamilyen véges in-
tervallumra kell vonatkoznia. Ha ez az intervallum egy év, akkor a hétkoznapi
értelemben vett ”feloszté-kirové” rendszerrel van dolgunk. Ekkor a tar-
talékfiiggvényre azt kotjiik ki, hogy

V(t)=0

legyen minden egészértékil t-re.
Legyen to =t; -+ 1 és

V(t1)=V(t1+1)=0.
Igy a (t 4 1)-edik évre a sziikséges jarulékmérték:
t1+1 t1+1
My, = f K@eay [ J@)etar,
1 t

Ha feltételezziik, hogy a jarulékok befizetése és a nyugdijak kifizetése az
id6ben egyenletesen zajlik, akkor nem kell diszkont4lni:

t14-1 4 +1
My, = / K@®a/ [ Jwydt,
t1

iy

azaz, éves nyugdijteher / éves jarulékbevétel.

b. Tokefedezeti rendszer

Legyen T'(t) olyan fiiggvény, amelynél a T'dt a (t,t + dt) idSintervallumban
ujonnan megéllapitott nyugdijak tékeértékét fejezi ki.

Ebben a helyzetben a rendszer dsszes jovSbeni kifizetéseinek a jelenértékét
két kiilonbozé formédban fejezhetjiik ki

/ K(t)e=t" gt = / T(2)e="dz .
0 0

Az éltalanos egyenstily feltétele most igy is {rhaté:

/ I{2)J(z)e % dz = / T(z)e % dz .
0 0
Bérmilyen idépontra nyilvdn megold4s:

() =T()/J(t) .

Ha a (t1,t1 + 1) egyéves intervallumban 4llandé jarulékmértéket akarunk,
akkor

t1+1 t1+1
41 = / T(2)eb* dz/ J(z)e % dz.

tl tl
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Ha egyenletes az 4j nyugdijak megdllapitdsa és a jarulékfizetés, akkor itt
sem kell diszkontalni és azt kapjuk, hogy adott évben a szitkséges jarulékkulcs:

a tdrgyévben inditott nyugdijak tGkeértéke
a targyév jarulékkoteles béralapja '

A teljes felhalmozott t8ke valamely ¢t > 0 idépontban:
t
V(t) = e‘st/ [T(z) — K(2)]e %% dz.
0

c. A viaromdanyfedezeti finanszirozas

Ez a rendszer miikodése egész idétartamaban allandé jarulékkulccsal miikodik
Mty =1.

Legyen t = m > 0 a miikodés egy adott pillanata. Az egyensily biz-
tositdsdhoz sziikséges tartalék:

V(m) = / CIK (@) — ()T (E)et dt .

/ K —6t dt — —5m // —Et dt .

A rendszer miikodésének egészére igaz, hogy:

_ A T K (et dt /0 " Ittt dt .

d. Tartalékolissal parositott feloszté-kirové rendszerek

Innen:

A feloszté-kirové és a varoményfedezeti tipusu finanszirozési formak alkotjak
az altaldnos modell extrém realizacidit. A két tipus koézott definidlhatd a
részlegesen t8késitett rendszerek végtelen viltozata. Ez gy torténik, hogy
rogzitunk egy egyméashoz kapcsol6dé véges hosszisagu idéintervallum soroza-
tot:

[to, 1], -+, [ty bnly- e

- minden id6intervallumhoz egy-egy dllandé jérulékmértéket rendeliink
Ugy, hogy a tartalékfliiggvény az intervallumban eléirt médon viselkedjék.

Az egyik megkozelités a kovetkezd. Elbirjuk, hogy a jarulékfiiggvény és a
tartalékfiiggvény nemnegativitdsa mellett legyen

V(tm) = V(tn) = 0.

Minthogy minden ¢, < u < t, idOpontban

V(u) = V(tm)etttm) + /‘I" [(t)J(t) — K (£)]e* D dt
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A széban levé fedezeti szakaszra sziikséges jarulékmérték:

in tn
M= K(t)e™® dt// J(t)e %t dt,
tm tm
Egy mdésik lehetséges megkozelités, hogy nem engedjiik a tartaléktékét
a fedezeti szakasz végén eltiinni. Ehelyett el8irjuk a fedezeti szakasz végén
elérni kivdnt tn. tartalékhdnyadot. Tartalékhdnyadnak mondjuk egy adott
idépontban a
140
t) = ——
értéket. frju_k el6, hogy a fedezeti szakasz végén a tartalékhdnyad kg legyen.
Mivel

V(tn) = V(tm)eflbn=tm) 4 " [II(£)J(t) — K ()"t gt

tm

és
V(tn) = HoK(tn) ,
valamint
I(t) =1I,
ezért

KoK (tn)e ™% + [ K(tp)e 0 dt — V (tm)eotm
i J()ebtdt :

Egy tovabbi lehet$ség a tartalék fedezeti szakaszonként valé viselkedésének
szabdlyozdsara, hogy rendelkeziink az in. egyensilyi hdnyados viselkedésérél.
Egyenstlyi hanyadosnak nevezik az aldbbi tortet:

K() - TI(8) J(t)

Alt) = 5V (t)

A tért megmutatja, hogy a tartaléknak mi a szerepe a foly6 kiaddsok fi-
nanszirozdsdban. Ha A < 0, akkor a finansz{rozdshoz sem a tartalékra, sem
a kamataira nincs sziikség. A tartalék a bevételi tébbletbSl novekszik. 0 <
A < 1 esetén a kamatok egy részét fel kell hasznalni a folyé finanszirozdsban.
Végiil X > 1 esetében a kamatokon feliil a tartalékbél is kell a folyé kiaddsokra
kolteni.

Rogzitett Ao esetén az aldbbi fedezeti szakaszra érvényesitendé jarulék-
mérték adddik:

_ K(tn)e ™% +6X0 [} K(t)e™8 dt — AoV (tm)e ™0t
J(tn)e=0tn + 6o [ J(t)e=0t dt
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4 A tokésitettség mértéke és implikacidi

A fentiekben bemutattuk, hogy milyen viltozatos struktiradkban lehet egy
kotelezd Oregségi nyugdijrendszer pénziigyi egyensilyardl tartésan gondos-
kodni. Szdmos finanszirozasi tipust ldttunk, amelyek egyarant kielégitették a
tartés egyensiily kdvetelményét, ugyanakkor karakterisztikusan kiilonboztek
a rendszer tékésitettségének mértékében. A tartésan zérus mértékil tar-
talékoldstdl a fokozatosan tartalékot képz6 és azt tervezett mddon ismét el-
fogyaszté finanszirozdson 4t az idészakrol idészakra eldirt szinten tartalékold
rendszereken keresztill az Osszes kifgért jogosultsdg diszkontdlt értékét tar-
talékolé vdromdnyfedezeti finanszirozdsig terjed a vélaszthatd lehettségek
sora. Midr csak ezért is nagyjabdl értelmezhetetlenek azok a ,,szakértéi”
vélemények, amelyek a felosztd-kirové finanszirozast elvetve a tékével fedezett
finanszirozds mellett teszik le voksot.

Ezzel ugyanis nem mondtak semmit. A kérdés pontosan a létrehozandé
tartalék mérete és rendeltetése. Azt kell mindenekel6tt eldontentink, hogy
milyen célt szolgsljon a tartalék. Néhany vélasz:

o a tékefedezeti finanszirozdsban a tartalék és kamatai fedezik a mér
megéllapitott nyugdijakat és ezzel mentesitik a tarsadalmat a min-
denkori nyugdijasokrdl valé torédéstol;

o a fedezeti szakaszok végére felhasznalédo tartalékok rendszere lehetévé
teszi a rendszer valtozatlan jarulékmértékkel vald finanszirozédsat a fe-
dezeti szakasz ideje alatt;

o a fedezeti szakasz végén eldirt szintre all6 tartalék kamathozama eny-
hitheti az egyébként szitkséges jarulékkulcs emelési szitkségletet, bar
olykor inkébb el6rehoz olyan terheket, amelyeket a tarsadalom késébbre
is halaszthatna.

Aké4rmint is {télik meg a helyzetet: egy nagyméretii, kotelezd nyugdijrend-
szer téketartalékoldsi politikdja nemcsak a rendszerre magara jelent implika-
cidkat, hanem a nemzetgazdasdg egészére is.

Ennek a cikknek a keretei k6zott csak utalni tudunk arra, hogy jelentésebb
tékésitettségi hdnyad mellett a nyugdijrendszer a felhalmozott pénztdkék
egyre meghatirozébb tulajdonosavd vélik. A nyugdijvagyonok visszahatnak
a t8kepiacra és gyakran annak zavard elemeivé valnak. Kiilonosen akkor, ha
nem megfelelden veszik szdmba egy kotelezd rendszerben képzédé és olykor
nagyon hosszii idén 4t kifizetésre nem keriil t&kék hatésat.

Ami magit a nyugdijrendszert illeti, utalok kordbbi cikkemre (Bod, 1998),
amelyben azt igyekeztem bemutatni, hogy minél magasabb egy nyugdij-
rendszer t6késitettségi foka, anndl kiszolgaltatottabb az infliciéval szemben.
A magas hdnyadban tékésitett rendszerek sajat forrdsaikbdl képtelenek a
foly6 nyugdijak infliciét kdvetd indexéldsdra. Automatikus inflacié-kévetés
csak zérus tartalékoldsi szinten lehetséges.

A magas fokon tartalékold rendszerek csak kiilsd segitséggel képesek inflacid
kovetd nyugdijak fizetésére, vagy az elvartndl alacsonyabb indulé nyugdijakkal
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képeznek tartalékot a késébbi indexdldsra, vagy az alkalmazott technikai ka-
matlabnal Iényegesen magasabb befektetési hozamot kell elérniiik. Erre azon-
ban az utébbi évek nemzetkdzi tapasztalatai alapjan kevés kildtds van.

5 A kotelez6 rendszerek tartalékai és megté-
riilésiik

Cikktink befejezéseként legyen szabad egy nem mdédszertani kérdést érinteni.
A kérdésnek az ad aktualitdst, hogy az 1997-es reform éta mar médunkban
allt a folyamatok tényleges tapasztalatai alapjdn elbirdlni azoknak a vé-
rakozdsoknak a mérlegét, amelyek alapjén a kotelezd maganpénztsri pillér
bevezetésre kerilt.

A tények fényénél (ldsd Augusztinovics, 2002) kideriilt, hogy legaldbbis
eddig a magianpénztirak befizetésekre vetitett redlhozama negativnak bi-
zonyult. A rendszer a benne takarékoskoddk szempontjébdl veszteséget ter-
mel.

Az el6z6 Kormény, érzékelve ezt a problémat, nem engedte novelni az
egyébként eredetileg emelni tervezett tagdijat, de nem tett semmit a folyamat
befolydsoldsdra. A jelenlegi Kormany megemeli a tagdfjat és visszallitja a
péalyakezddk belepe81 kotelezettségét, bar kisebb mértékben emel. Ugyanakkor
szintén passziv marad a pénztdri hozamok tekintetében. Igy tovabbra sem
torténik semmi a hozamok tekintetében.

Mit kellene tenni? Keresni kellene azokat a befektetési lehetéségeket,
amelyek adekvétak a kdtelezS rendszerbe biztosan érkezd eszkozok természet-
rajzaval.

A maganpénztérak jelenlegi befektetési politikdja semmiben sem kiilon-
bozik egy hétkéznapi befektetési alap viselkedésétél. Erre motivélja Sket a
hatdlyos jogi szabélyozds és a feliigyeleti gyakorlat. Marpedig egy kotelezd
nyugdijintézmény fedezeti vagyona teljesen més természetii, mint egy befek-
tetési alap t&kéje.

El8sz0r is a tagdij jelent6s hdnyada biztosan megérkezik. Az j tagok
belépését a torvény el§ frja. A tartalékhoz a biztositott nem férhet hozzd
az aktivitasi idészakban. Kivétel, ha elhaldlozik, vagy megrokkan. Ezért
a nyugdijpénztari tartaléktéke igen hosszi tdvon nem 4ll likviditdsi nyom4s
alatt. A magyar valéségban még tobb, mint 10 évig nem fog sor keriilni
magénpénztari oregségi nyugdij megdllapitdsira.

Silyos mulasztds ezért, hogy mind a mai napig semmi sem tortént a ma-
gdnpénztari befektetési pohtlka hosszl téavi stratégiai jellegének elémozdi-
tasa érdekében. Erthetetlen hogy mikozben tele vagyunk hosszi tavi fej-
lesztési igényekkel (metrd, autopalya lakds, kozlekedés), amelyek 10-15 éves
megtériiléssel miikdds véllalkozésok, és adva van a magianpénztarak hasonld
tavon szabadon felhaszndlhaté eszkozei: a kettd nem taldlkozik.

Rovid tavi spekuldcids tlizletekkel, nem hatékonyan folyik a nyugdfjtarta-
lékok hasznositdsa, és banki csatorndkban keresik a hosszti tdvii projektek
pénziigyi forrdsait.
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Csak emlékeztetéként: 1929 és 1938 kozott a MABI a kotelezd jaradék-
biztositds dltala kezelt dijtartalékdt évi dtlagosan 8%-os nettd megtériiléssel
kamatoztatta, amikor a lekotott bankbetétek kamata 4-4.5% koriil mozgott.

Sokat lehetne tenni a helyzet javitdsira, bir ez a pénzpiac egyes szerep-
16inek nem feltétleniil lenne inyére.
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AGAIN ON SOME FINANCING MODELS OF THE MANDATORY OLD-AGE
PENSION SYSTEM

Some fundamental notions and problems are considered in this note which occur
often in pension reform discussions. We tried to clear up them on several occa-
sions. But it seems that the clearing process was not successful enough. The false
alternative: "pay as you go versus funded” emerges again and again. The notional
obscurity is a real obstacle for Parliament and Government to find optimal control
in pension financing which is however a very sophisticated task. We try to show
—like in our note written in 1997— that the society has broad possibility of choice
how to finance a mandatory old-age pension system in order to achieve stability in
long range under unchanged rules. We can choose among several actuarially fair
financing models. Neither of them has such distinguished advantages which would
yield overall superiority. Advantages and disadvantages of a given model are not
constant in time. The specific economic, demographic and political circumstances
are decisive in finding the optimal model.
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KONYVEKROL

WOLFGANG WEIDLICH: Sociodynamics. A Systematic Approach
to Mathematical Modelling in Social Sciences. Harwood Academic
Publishers, 2000, 380 p.

A szerzé az elméleti fizika nyugalmazott professzora. Ennek ismeretében
némelyik olvasé taldn madris hajlik az egydltaldn nem alaptalan véleményre,
hogy ,,ime egy djabb fizikus, aki tdrsadalomtudésnak képzeli magat”.

T6bb tény alapjan nyugodtan elmondhatd, hogy jelen esetben nem errdl
van sz6. Weidlich professzor nem most kezdett tdrsadalmi jelenségek model-
lezésével foglalkozni. Tobb mint 30 év 6ta jelennek meg folyamatosan irdsai e
témakorbdl. fgy a kotetben szerepeltetett kérdéseket sokszor végiggondolta,
elemezte és modellezte; vagyis végeredményben tobb évtizedes kutatémunka
didaktikusan feldogozott eredményeit tartja a kezében az olvasé. Mésrészt
a kényv elsésorban nem csak a térsadalomtudoményok témakérébe tartozéd
kérdések megoldasirdl szél, hanem sokkal inkdbb az egyik odavezet6é utat
vézolja fel a szerz6.

De ezek utén ldssuk a konyv tartalmdt! Kiindulépontja evidens: min-
denfajta tdrsadalmi jelenségeket két alapvet6 tulajdonsag jellemzi — a tOmeg-
jellegiik és az egyensiilytalansdg. Ebb6l azonnal kovetkezik, hogy szocidlis
jelenségek csak egy komplex megkdzelités alapjan érthet6k meg — pldne, ha
id6beli alakuldsukra vagyunk kivdncsiak. Kielégits véilaszokat igy leginkdbb
akkor kapunk, ha a szocidlis rendszer struktirdjat is figyelembe vessziik.
Tehat: barmilyen tdrsadalmi kérdés elemzésére is irdnyul tevékenységiink
—legyenek ezck pszicholdgiai, populdcids, szocioldgial, kozgazdasagi vagy
egyéb természetiiek— nem szabad a kiil6nb6zd (a kozgazdasdgtanban: mikro-
és makro-) szinteket egymastdl elkiiléniilten, kiilon ,,vildgok”-ként kezelni.
Mivel ugyanakkor léteznek olyan események, illetve jelenségek, amelyeket
csak az egyik szinthez kotjik (gazdasagi jelenségeknél maradva: az inflacidt
makroszinthez, a termelésmenedzsmentet pedig a mikroszinthez tartozénak
tekintjiik), ezért mégis csak van értelme kiilon-kiilon mikro-, illetve makroje-
lenségekrd]l beszélni. Mds széval: Milyen tulajdonsdgi mikrojelenségek alap-
jan értelmezheték a megfigyelhetd makrojelenségek?, illetve forditva, Hogyan
hatnak a makrofeltételek a mikroszintii szereplOk viselkedésére?, és fGleg:
Hogyan eredményezik az e két szinten zajlé események a rendszer egészének
a dinamik4jit? — ezek képezik & konyv kozponti kérdéseit.

Ezek a problémdk nem ujszeriiek, f6leg nem egy fizikus szdméra, hiszen
a fenomenolégiai termodinamika (makroszint) és a statisztikus mechanika
(mikroszint) k6zotti, L. Boltzmann munkassdgaval kialakitott és azdta sikere-
sen alkalmazott kapcsolatrendszere éppen ezt tiikrézi vissza. A fenti kérdések
ezért tulajdonképpen ezen, t6bb mint 100 éves elmélet alkalmazisdval, de
mindenképpen a jéval fiatalabb &ltaldnos rendszerelmélet alapjén, illetve a
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H. Haken —kiilonben éveken keresztiill W. Weidlich kollégdja a stuttgarti
egyetemen— nevével fémjelzett szinergetika keretében targyalhaték lennének.

Mi tehét az j, mi a szociodinamika? A fizikai rendszerek —fbleg lézerek—
tanulméanyozdsdnal eredményesnek bizonyult médszertél abban kiilénbozik,
hogy a térsadalomtudoményokban az individualis szintre, konkrétan: az egyes
emberekre, vonatkozd, dltaldnosan érvényii dinamikai egyenletei nélkiil kell
megprobdlni a makroszintet és fgy a rendszer egészét modellezni. Gazda-
sagelméleti vonatkozdsban Weidlich megkdzelitése érezhetéen killénbdzik a
hagyomanyos vagy uralkods kozgazdasdgtanban hasznalt gondolkodasmaodiol,
hiszen a mikroszereplé ndla nem a reprezentativ homo oeconomicus; ndla az
egyének halmaza nem homogén, hanem heterogén. Dénté mértékben ezen
halmaz struktirdja, a killonbozd tulajdonsdgokkal rendelkezd individuumok
megoszldsa, pontosabban: a struktira és az eloszlds idSbeli alakuldsa hat-
rozza meg a makroszint, a tarsadalom &llapotat és ennck fejlédését.

Mig a kdzgazdasdgtanban a mikro- és makrodkonémia évtizedes koegzisz-
tencidja utdn —Weidlich szavaival: redukcionista— torekyések megfigyel-
hetdk, azaz olyan kisérleteknek lehet(t)iink tandi, hogy a makrojelenségeket
teljes vagy legaldbbis a lehetd legnagyobb mértékben azonos, azaz statiku-
san érielmezett raciondlis viselkedédst mutatd szereplékhoz kapesolodd mik-
roeseményekre visszavezessék, addig a szociodinamika a mikroszféra statisz-
tikailag megragadhaté, dinamikai Gsszefiiggésekbol igyekszik a makroszintet
magyardzni. Ko6zos mindkét modellezési eljérssnal, hogy az egyes gazdaségi
szereplé konkrét tulajdonsdgai "eltiinnek”; a kiilonbség a ”Miért?" - mert
eleve kizdrjuk vagy mert elvesznek a témeges folyamatokban.

A fenti, valészintileg nem csak kizgazddszok szdmara izgalmas kérdéseket
a szerzO hdrom részben térgyalja. Az els6 harom fejezetet magaban foglalé
I. rész lehetséges modellezési technikak osztéalyozdsai, jellemzései és ezek
filoz6fiai héttere utédn a szociodinamikai modellezés dltaldnos részét tartal-
mazza. Itt a kifejtésnél a matematikai szabatosség helyett inkdbb a koncepcid
megértetésére torekszik a szerz6. Amennyiben formalizdlt levezetéseket kozol,
akkor ezek mellé teszi az egyes lépések, kozbiilsd eredmények értelmezését is.
A rész az in. master-egyenlet bemutatdsival zarul.

Ez utébbi egy differencidlegyenlet, amely a rendszer kiilénbozé makro-
szintli dllapotai —a mikroszintii szereplSk kiilénbézd megoszlisai— kozotti
dtmenetekre vonatkozd valdszinliségek id6beli alakuldsat irja le. Megold-
hatésdganak feltételeit, megolddsi eljardsokat itt még nem keriilnek széba.
Ezeket tartalmazza a I11. rész, természetesen a széban forgé egyenlet szigori
matematikai levezetésével egyiitt.

A kdnyv II. része nem csak a terjedelem szempontjédbél a legnagyobb (az
osszesen 380 oldal koziil megkdzelitéen 240 oldalt tesz ki), hanem jelentéségét
omnnan kolesonzi, hogy tébbféle alkalmazdsat tartalmazza az eldz6leg bemu-
tatott modszertannak. FEzek a populdciés dinamikdhoz tartozé migracios
folyamatoktol, tdrsadalmi csoportok kézotti kapcsolatain, politikai rendsze-
rek formavéltozdsain, a minéség teriiletén véllalatok kizott zajlé versenyen
keresztiil az urbanus evolicibig terjednek. Meglepd, s6t bizonyos értelemben
szinte megrazs, milyen egyszerfien frhaté le tarsadalmi esoportok ki- illetve
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felemelkedése és bukédsa vagy egy liberdlis politikai rendszer folyamatos, mond-
hatni: észrevétlen valtozdsa diktatirdva; ez utdbbit a XX. szdzad német
torténelmébdl vett konkrétumokkal tdmasztja ald a szerzd. Ennek sordn
vildgosan kirajzolédnak azok a —formaélis és tartalmi— feltételek, amelyek
az emlitett fejleményeket lehet6vé tették vagy lehetévé tehetik a jovdben is.
Szdmos, szimuléciés elemzések eredményeit tartalmazoé dbra igen szemléletessé
teszi az olvasményos stilusban megirt kdnyv legfontosabb megéllapitasait.

A kozgazdasz vagy dltaldban a tarsadalomtudoménnyal foglalkozé szak-
ember szdmdra a konyv lizenete taldn nem els6sorban a matematikai forma-
lizmusban és finomsdgokban rejlik. Sokkal fontosabb az az utmutatds vagy
a vezérfonal, amelynek mentén a felvetett kérdéseket és ezek analdgidjira
hasonlé problémaékat végiggondolhatja az olvasé — mindig azt a kérdést szem
el6tt tartva: Mit kell tenni vagy mit nem szabad megtenni, hogy a nem-
kivédnatos fejlemények ne valésuljanak meg; ugyanis nem szabad elfelejteni,
hogy ezek lehetdsége éppen a szocidlis események tomegjellege és a folytonos
egyensulytalansdgok miatt minden pillanatban jelen van.

Visszatérve a recenzié els6 bekezdéséhez: A konyv nagyon szép és leg-
féképpen tanulsdgos példdja annak, hogy tarsadalmi jelenségeket igenis meg-
érthetiink természettudoményos analdgiak alapjan, kezelhetjik ezeket a prob-
lémakat a fizikdban, kémidban, biolégidban hasznélt eszkozokkel — feltéve,
hogy nem mechanikusan alkalmazzuk ezeket az eljardsokat!

Dietmar Meyer






