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AZ ALTALANOSITOTT POISSON ELOSZLAS UJ
BAYESIANUSI BECSLESE!

ANWAR HASSAN — HERMAN SANDOR
Unwversity of Kashmir, Srinagar, India — PTE Kézgazdasdgtudomdnyi Kar

A kétparaméteres dltaldnositott Poisson eloszlds paraméterbecsléséhez Bayes
becsléfiggvényét ajanljuk, feltéve a paraméter a priori (elézetes) eloszlasat,
amely 4ltaldnosabb, mint amit Shoukri-Consul (1989) ajénlott. Szimuldcids
tanuwlmdnyt folytattunk, hogy meghatarozzuk az 14j Bayes becsléfiggvény
torzitdsdt és hatékonysdgat. Kiszamitottuk az ajanlott becsléfiiggvény relativ
hatékonysdgdt és relativ torzitdsdt a Shoukri-Consul becsléfiggvényhez ké-
pest, a paraméterek bizonyos kivalasztott értékeire. Az illeszkedés jésdgdnak
mérésére is végeztiink teszteket, felhasznalva mindkét Bayes becsléfuggvényt.

1 Bevezetés

Consul és Jain (1973) a kovetkezd eloszldsftiggvénnyel adott Altaldnositott
Poisson eloszlast (GPD).

Pz = X) = M (M1 + 222)" Lexp[— (A1 + z)2)] /2! (1.1)
M >0 A<l 2=0,1,2,...

Azt taldltdk, hogy a vizsgdlt eloszlds tagja a Lagrange eloszldsok Consul-
Shenton (1972) féle csoportjinak és Gupta (1972) mddositott hatvdnysor
eloszlds (MPSD) csoportjénak is.

Megmutattdk, hogy a GPD-nek sok hasznos tulajdonsdga van és kiilonb6zé
tertileteken alkalmazhaténak talaltak, igymint ” biolégia, sorbanéllési elmélet,
epidemioldgia és genetika”. Valészintileg ezen okokbdl sok kutatatét vonzott
a téma és igy nagyon rovid id6 alatt sok kutatdsi dolgozat jelent meg a
statisztikal irodalomban. Ezek jé Osszefoglaldsat kapjuk Consul (1989)-ben
megjelent mivében.

A GPD becslés problémajdval sok szerzé foglalkozott. Mikdzben Consul-
Shoukri (1984), Consul-Famoye (1988, 1989) a GPD ML (maximum likeli-
hood) becslését elemezte, Gupta (1977), Kumar-Consul (1980) annak MVU
(minimélis variancidju torzitatlan) becslését elemezte, Shoukri-Consul (1989)
pedig annak Bayes-i szemléletil becslését tanulmédnyozta.

Shoukri-Consul (1989) a GPD kissé megvaltoztatott formdjat vette alapul
kévetkezdképpen

Pz = X) = (1 + fz)" 'a” exp[—a(1 + fz)] /! (1.2)

LA tanulmény a két tanszék kozott a Magyar Oktatdsi Minisztérium kozremiikodésével
létrejott kutatdsi és egyiittmiikodési szerzddés keretében késziilt. Beérkezett: 2002. junius
11.
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A1 = &; Ag = o helyettesitéssel (1.1)-ben. A szerzék o és kiilonbozé fiiggvé-
nyei bayesi becslését kaptak, mikGzben o értékeket elére nem meghatarozott
forméban kezelik.

A maésik paramétert, -t ismertnek tekintve a kovetkezd Bayes szemléleti]
becslést kaptdk

4 =Y/(N + BY), (1.3)

ahol N a mintanagysig és Y az egyedi megfigyelések Osszege.

Ebben a dolgozatban a bayesi szemléletii becslést tanulminyoztuk in-
verz gamma ecloszlast feltételezve, ami dltaldnosabb eloszldst ad annal, ame-
lyet Shoukri-Consul « a priori eloszldsdnak tekintett. Az igy nyert Bayes
becsldfiiggvény kapott dtlagit és variancidjit szimuldcié alapjan hatdroztuk
meg. Az 1) becsléfliggvény hatékonysdgdt és relativ hibdjit Osszevetettik
Shoukri-Consul (1989)-es becsléfiiggvény megfelelé értékeivel néhany kivé-
lasztott paraméterértékre.

A két becsl6fiiggvényt az illeszkedés szempontjabdl is teszteltiik.

2 Az Gj Bayes becslofiiggvény

Ha (X1, Xs,...,Xy) véletlen minta (1.2)-b8l, akkor likelihood fiiggvénye a
kovetkezOképpen adott

N
LHl

=1

+ Bzs)* ! [zl o exp(—Na — afY) , (2.1)

ahol Y = " x;. Feltessziik, hogy o a priori eloszldsa a kovetkezd siirtiség-
fiiggvénnyel adott inverz gamma eloszlds

f(a) = [a®/T(b)|e 2%t~ 1; a>0;a,b>0. (2.2)

Konnyen lathaté, hogy Shoukri-Consulnak az a priori eloszldsa nem infor-
mativ és konkrét esete (2.2)-nek, valamint a = b = 0 értéket véve nyerhetjitk
konkrét formdjst.

Alkalmazva a (2.1) likelihood fliggvényt o a posteriori eloszliséra a ko-
vetkez6t kapjuk

Pa]Y)=[(N+a+BY)"Y /T(b+Y)a¥ - le-Ntathn), 450 (2.3)
és igy o Bayes becsl6 fliggvénye
=(0b+Y)/(N+a+pY) (2.4)

Nyilvanvald, ez o éltaldnosabb becslése annél, melyet Shoukri-Consul
kapott, mivel az el6z5 az utébbit a = b = 0-ra redukalja.
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3 Az a posteriori atlag és variancia érték

Az o* a posteriori atlagdnak és variancidjadnak meghatdrozdsara 100 véletlen
mintat vettiink a GPD-bdl, mindegyik minta nagysdga 200, & = 0.5 és 8 =
0.4, 0.7 és 0.9 értékkel. fgy Osszesen 300 véletlen mintat vettiink. Mivel nem
volt informdciénk a és b értékérdl, kivéve, hogy valds és pozitiv szdmok, (a, b)
25 kombindcidjanak értékét tekintettik a,b =1, 2, 3, 4 és 5-re és azokat az
a és b értékeket valasztottuk, melyekre az o* variancidja minimaélis.

Az o* atlagdra és variancidjara kapott eredményeket Gsszegzik a 4.1-8.8
tdbldzatok. A nem zédréjelben levs értékek az atlagot jelolik, a zdrdjelben
levBk a szoérést jelolik minden tdbldzatban.

Azonnal 14thaté ezekbdl a tabldzatokbdl, hogy o* alulbecsiilt az alacsony
értékekre (8 = 0.4 és 0.7), mikézben B = 0.9-re ez nem igaz. Ebben az
esetben pozitivan és negativan is torzitott. Tovdbba megfigyelhetd, hogy a
torzitds mértéke cstkkend tendencidju magasabb g értékre.

b=1 b=2 b=3 b=4 b=5
a=1 0.4206 0.4288 0.4294 0.4359 0.4371
B (0.00124) (0.00161) (0.00134) (0.00113) (0.00186)
=5 0.4204 0.4260 0.4220 0.4364 0.4397
- (0.00102) (0.00146) (0.00140) (0.00155) (0.00151)
a=3 0.4212 0.4205 0.4239 0.4303 0.4334
- (0.00140) | (0.00122) (0.00103) (0.00132) (0.00090)
= 0.4120 0.4264 0.4299 0.4313 0.4359
. (0.00136) (0.00146) (0.00147) (0.00149) {0.00164)
-5 0.4122 0.4258 0.4252 0.4302 0.4269
e (0.00139) (0.00174) (0.00151) (0.00110) (0.00071)
9.1 tdblézat. o* atlaga és szérasa B = 0.4-re és (a, b) killonbozd értékeire
b=1 b=2 b=3 b=4 b=5
a=1 0.4961 0.4820 0.4848 0.5094 0.4943
B (0.00141) (0.00141) (0.00140) (0.00117) (0.00128)
—9 0.4749 0.4861 0.4884 0.4897 0.4843
. (0.00118) (0.00139) (0.00110) (0.00119) (0.00119)
a=3 0.4739 0.4821 0.4876 0.4857 0.4998
B (0.00136) (0.00163) (0.00118) (0.00107) (0.00152)
P 0.4799 0.4828 0.4854 0.4859 0.4946
B (0.000994) (0.00161) (0.00102) (0.000991) (0.00139)
a=5 0.4678 0.4790 0.4812 0.4862 0.5124
B (0.00128) (0.00144) (0.00174) (0.00205) (0.00139)

3.2 tdbldzat. o atlaga és szérdsa 8 = 0.7-re és (a, b) kiilonbozd értékeire

b=1 b=2 b=3 b—4 b=5

W1 | 04T 0.5008 0.5024 0.5014 0.5006
. (0.00148) | (0.00104) | (0.00125) | (0.00140) | (0.00971)

W _o | 04960 0.4990 0.5017 0.5040 0.5024
= (0.00160) | (0.00202) | (0.00118) | (0.00140) | (0.00163)

L _a3 | 04928 0.5024 0.4981 0.4949 0.4995
N (0.00103) | (0.00174) | (0.000933) | (0.00151) | (0.000156)

W4 | U481 0.4902 0.4947 0.5017 0.4993
(0.00122) | (0.00102) | (0.00133) | (0.00181) | (0.00108)

L_s | 04912 0.4971 0.4968 0.4953 0.4883
- (0.00130) | (0.00112) | (0.00102) | (0.00135) | (0.00119)

8.8 tdbldzat. o &tlaga és szérdsa 3 = 0.9-re és (a, b) kiilonbozd értékeire
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Ami o variancidjat illeti, érdekes jelenséget figyelhetiink meg. Elészor:
a variancia a és b egyenlé értékeire minimalis mindhdrom esetben. 3 = 0.4-re
a minimum a = b = 5-nél van; # = 0.7-re a minimum a = b = 4-nél van
és # = 0.9-re a minimum a = b = 3-nédl van. E jelensdg indokldsa tovibbi
elemzéseket kivan. Vizsgdlataink alapjan egyenl6re csak annyit 4llithatunk,
hogy o™ variancidja (amely ismeretlen) olyan form4ji lehet, amely egyenld
a és b értéknél veszi fel a minimumét, illetve a és b azon értéke, melynél
a variancia minimalis, magasabb § értékekre ismét csékken. Ezért a (2.4)
szerint ajinlott Bayes becsld fliggvénybe egyenl6 és magas a és b értékeket
célszerli venni. Magasabb  értékek esetében a-nak és b-nek alacsonyabbnak
kell lennie.

Az ajanlott Bayes becsld figgvény dtlagdt és variancidjat dsszehasonli-
tottuk a Shoukri-Consul becsld fliggvényével. FElbszor az Shoukri-Consul
becslést szdmitottunk a GPD-bél vett véletlen mintdkra és meghatéroztuk
atlagukat és variancidjukat. Az igy kapott dtlagokat és variancidkat dsszeha-
sonlitjuk az 1ij Bayes becsl6fiiggvény megfeleld értékeivel a (3 =0.4; a =b =
5); (6=0.7;a=b=4)és (8 =0.9; a =b = 3) esetekben, ahol a variancigkat
minimélisnak taldltuk. Az eredményeket a 3.4 tdbldzat tartalmazza.

Kideriil a tdblazatbdl, hogy az ajdnlott o* becslé dtlaga kdzelebb van o
pontos értékéhez (= 0.5) mint &-é. BAr a két 4tlag kozotti kiilonbség nem
tlinik nagynak, a mind a 100 mintdra meghatdrozott a* és & egyedi értékek
alakuldsa sajdtos tendencidt mutat. Felfedezhetd, hogy mind a 100 o* érték
nagyobb, mint & megfeleld értékei, azaz kozelebb vannak o pontos értékéhez
B = 0.4, 0.7 és 0.9 minden értékére. Ez kétségtelenil azt jelenti, hogy az
ajanlott becsléfiiggvény jobb, mint Shoukri-Consul (1989) becslSfiiggvénye,
nemcsak dtlagosan, hanem egyedileg is. Az is megfigyelhets, hogy o* re-
lativ hatékonysdga &-hoz viszonyitva mindig tobb mint 100%, és 3 értékével
egylitt novekszik. Ez azt jelenti, hogy o nemcsak kevésbé torzitott, hanem
hatékonyabb is, mint &.

=04 5=07 5=0.9
a=b=5 a=b=4 a=b=25

Atlag a* 0.4269 0.4859 0.4987
& 0.4147 0.4784 0.4926

Variancia o* 0.000689 0.000751 0.000883
& 0.000737 0.001077 0.001048

Relativ hatékonysig 106.97 112.51 118.46

8.4 tdbldzat. o torzitasa és szdzalékos relativ hatékonysiga a Shoukri-
Consul becsléshez képest

4 Az illeszkedés josaga

Annak érdekében, hogy eldontsiik, a vizsgalt két a-ra vonatkozé becsléfiigg-
vény koézill melyik illeszkedik jobban, teszteléseket végeztiink Ezért hdrom
szimuldlt értékhalmazt képeztink az (o« = 0.5, 8 = 04, a = b = 5);
(@ =05 f=07a=>b=4)é (=05 8=09 a=b=23)
paraméterkombindcidkra. A szimuldlt értékek genersldsara a szokdsos Monte
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Carlo-mddszert haszndltuk. Elészor a GPD-nek megfeleld kumulativ valdszi-
nliségeket P(X < z) szamitottuk ki = 0,1,2,...-re, és képeztik a ku-
mulativ valésziniiségi osztdlyokat, dgymint P(X < z)-t8l P(X < z + 1)-ig.
Aztdn 200 egynél kisebb véletlen szamot generaltunk minden megfigyeléshez.
Ezek képviselik a kumulativ valészinliségeket. A killonbozd valdsziniiségi
osztdlyokhoz tartozé ilyen véletlen szamoknak a szamét (gyakorisdgédt) kap-
tuk, melyek végil is az z = 0,1,2,... gyakorisigai. Az eredményeket a 4.1 —
4.8 tdbldzatok mutatjsk.

A tabldzatokban taldlhaté eredmények azt igazoljdk, hogy az 1j Bayes
becsléfiiggvény szorosabb illeszkedést ad a szimuldlt adatokhoz, mint a Shoukri-
Consul becsléfiiggvény.

Mindhdrom esetben annak valésziniisége, P(x?), hogy a megfigyelt 2
értékeket tullépjitk, nagyobb «o*-ra mint &-ra, ezért varhatd, hogy az 1]
becsléfiiggvény mindig szorosabb illeszkedést ad anndl, melyet a Shoukri-
Consul becslofiiggvény adott.

Megfigyelt gyakorisig Virhatd gyakorisdg

o” alapjan | & alapjan
X =0 124 121 122
X=1 43 50 50
X=2 21 50 18
X=3 10 19 7
X =4 2 3 3
Osszesen 200 200 200
[+ 0.50354 0.49358
Szabadsagfok 2 2
x'z 1.66491 1.91279
Px%) 0.45 0.41

4.1 tdbldzat. 200 nagysdgi véletlen minta GPD-bd8l @ = b =5,
a = 0.5, 8 = 0.4-re és a virhatd gyakorisigok a* és & alapjin

Megfigyelt gyakorisig Viarhaté gyakorisdg

o alapjan | & alapjan
X=0 113 118 119
X=1 46 43 44
X=2 19 19 19
X =3 11 10 9
X =4 6 5 5
X =5 3 3 3
X=6 2 2 1
Osszesen 200 200 200
« 0.53483 0.52897
Szabadsdgfok 4 4
x* 0.72117 1.28787
P(x?) 0.95 0.86

4.2 tdbldzat. 200 nagysdgii véletlen minta GPD-bdl a = b =4,
a = 0.5, § = 0.7-re és a varhatd gyakorisdgok o™ és & alapjin
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Megfigyelt gyakorisdg Virhatd gyakorisig

a® alapjan | & alapjan
X =0 125 122 121
X=1 33 39 37
X=2 17 17 21
X=3 9 9 9
X =4 6 5 5
X =25 6 3 3
X =6 2 2 2
X=17 1 2 1
X =8 1 1 1
Osszesen 200 200 200
[ 0.4936 0.48951
Szabadsagfok 6 6
x° 1.69685 2.81228
P(x?) 0.79 0.59

4.3 tdbldzat. 200 nagysdgi véletlen minta GPD-b8l a = b = 3,
a = 0.5, § = 0.9-re és a virhaté gyakorisigok a* és & alapjin

Az eredmények gyakorlati felhasznaldsi lehetéségei a bevezetSben meg-
emlitettekhez képest nagyon sokrétiiek, a tudomany és a gazdasdg szdmos
teriiletén segithetik a folyamatok jobb megismerését. Ezeken a teriileteken a
Poisson eloszlas modellezése kézvetlentll, vagy megfelelé feltételek fennalldsa
esetén a binomidlis eloszlast helyettesitve adhat segitséget a dontéshozdknak.

Néhany kiragadott példa:

¢ A tudoményos kutatdsok vizsgaljdk a meteoritok, a természetes és mes-
terséges killonb6zé méretii szildrd testek a vildgiir egy adott pontjin
torténd megjelenésének (becsapédédsdnak) valésziniiségét. Ezeknek az
elemzéseknek az {irkutatdsban van jelent6ségiik.

o Az ipari termelésben els6sorban a minéségbiztositds és mindség-ellendr-
zés teriiletén alkalmazhatdk a vizsgdlt eredmények. A selejtardnyra, az
anyaghibdkra vonatkozé informdcick el8segitik a gydrtési folyamatok
Jobb megszervezését, a gyartdskozi ellenbrzés hatékonyabbs tételét, a
szavatossdgi kotelezettségek tervezhet8ségét.

e Az Un. sorbanélldsi elmélet gyakorlati alkalmazisa szédmos teriileten
nagy jelentéségii. A pélyaudvari, bevdsirlékozponti pénztérrendszerek
dtbocsdtoképességének tervezése is fontos feladat. A telefonkdzpontok
kapacitéstervezésekor hasonld kérdések meriilnek fel a tervezéskor.

o Ismert a légi kozlekedésben és a széllodaiparban a tilvallalds. Ennek
ésszeril kockédzata szintén modellezends.

o Az egészségligyben a kérhézi dgykapacitds tervezésekor ésszerii hatdrok
kozé kell szoritani annak kockédzatét, hogy adott kérzetben, adott tipu-
st ellatds ne legyen biztosithaté. Fenti probléma modellezése a rugal-
mas kockézatcsdkkentésre is otleteket adhat.

¢ A postaforgalomban az irdnyitészam hidnya az automatikus szortirozést
akadilyozza, ennek modellezése elemi érdek.
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A példdk még sorolhatdk, a jovo feladata e konkrét teriileteken modell-
kisérleteket végezni.
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BAYESIAN ESTIMATION FOR GENERALIZED POISSON DISTRIBUTION

A new Bayes estimator for one of the parameters of the two-parameter generalized
Poisson distribution has been suggested by assuming a prior distribution of the
parameter which is more general than that suggested by Shoukri and Consul (1989).
A simulation study has been done to find amount of bias and efficiency of the new
Bayes estimator. Relative efficiencies and relative bias of the proposed estimator
with respect to the Shoukri and Consul's estimator have been computed at some
selected values of parameters. Some tests on goodness of fit have also been done
using both the Bayes estimators. The study contains three approach. In all these
three cases, P(x?), the probability for the observed value of x? to be exeed is higher
for o™ than &, it is therefore, expected that the new estimator should invariably
provide closer fits than that provided by the Shoukri and Consul’s estimator. The
practical uses of the results are complex. The study proves it with several examples.






