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SAJATERTEK-TETELEK A LINEARIS ES NEMLINEARIS
NEUMANN-RENDSZEREKBEN!

) MOCZAR JOZSEF
BKAE, Matematikai Kézgazdasdgtan és Gazdasdgelemzés Tanszék

A tanulmény célkitiizése a sajdtérték-tételek linedris és nemlinedris Neumann-
rendszerekre torténd kiterjesztése. A szigoru egyensilyt biztosité Neumann
modell a Cx = ABz és a pC = ApB A&ltaldnositott sajatérték-feladattal
definidlhaté. A probléma Perron-Frobenius tulajdonsigait els6ként Man-
gasarian (1971) vizsgdlta. A technoldgiailag és/vagy gazdasdgilag (ir)redu-
cibilis Neumann rendszerekre megfogalmazott Frobenius tételek bizonyita-
saihoz Mangasarian, valamint Erdélyi (1967) és Stewart (1972) eredményeit
hasznélom fel.

1 Bevezetés

Az utébbi években reneszanszukat élik a Perron-Frobenius tételek alkalmaz4-
sal a kilonb6zd elméleti kozgazdasigi kutatdsokban. Ezek az alkalmazdsok
azonban csak a linedris és legfeljebb nemlinedris Leontief-rendszerre kimon-
dott tételeket foglaljdk magukban. A valdsig pontosabb leirdsira illetve
elemzésére egyre kiterjedtebben hasznéljak fel a Neumann tipusi modelleket,
amelyek feltevéseikben megengedik az ikertermelés szerepeltetését is, valamint
a gazdasdgot egy sajétos nem-négyzetes termék-tevékenység keresztmetszet-
ben vizsgaljak.

Tanulmanyom alapvetd célkitlizése a sajdtérték-tételek linedris és nem-
linedris Neumann-rendszerekre tortén6 kiterjesztése. Vizsgdléddsaim kere-
téiil olyan tobbszektoros gazdasigi modell szolgdl, amelyben az egyes te-
vékenységek input-output kapcsolatait megfelelé tulajdonsdgi nemlinedris
fiiggvényekkel, a raforditdsi, illetve kibocsdtdsi struktirdjit pedig Jacobi
matrixokkal from le. Az id§ kezelése szempontjab6l modelliink a diszkrét,
illetve a staciondrius modellek csalddjiba tartozik. A modell specidlis esete-
ként értelmezhetd mind az irodalombdl j6l ismert (nem)linedris input-output
modell, mind pedig a tanulményban djonnan megfogalmazott nemlinedris
Neumann modell.

A sajatérték-tételek megfogalmazdasa elStt értelmezem a sajétérték, a
sajétvektor, a spektrum és a spektrél rddiusz fogalmét, bevezetem az (ir)re-
ducibilitds kilonféle vélfajait a (nem)linedris Neumann-rendszerekben. A
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szigord egyensilyt biztositd linedris Neumann modell a Cz = ABuz, illetve
pC = ApB éltalanositott sajatérték-feladattal definidlhatd, ahol a C a fo-
gyasztasi és a B a kibocsatasi matrixokat, az = a tevékenységek alkalmazdsi
szintvektorat, p a termékek egységar-vektorat valamint a A\ az expanzids
(nbvekedési-, illetve kamat-)tényezd reciprokét jeloli. A fenti probléménak
Perron-Frobenius tulajdonsigait —tudomésom szerint— ez iddig csak Man-
gasarian vizsgalta. Tételeit tisztdn matematikal szempontbdl, tetszéleges
el¢jeld, azonos tipusi és megfeleld feltételeket kielégitd C' és B matrixok
mellett fogalmazta meg. Tanulményomban a technolégiailag és/vagy gaz-
daségilag (ir)reducibilis linearis Neumann-rendszerre megfogalmazott Frobe-
nius tétel bizonyitdsahoz Mangasarian tételeit haszndlom fel. Megmutatom,
hogy ezek a bizonyitdsok kiterjesztheték a nemlinedris 4ltaldnositott sajit-
érték-egyenletekre is.

Tanulminyomban valamennyi rendszer meghatdrozdsdban szerepet kap-
nak a raforditdsi, illetve a kibocsdtdsi struktirat leiré Jacobi métrixok. A
nemilineéris Leontief-rendszerre kimondott sajatérték-tételek bizonyitisai ab-
ban térnek el a szokdsos bizonyitdsoktdl, hogy itt a rdforditdsi struktirét
szerepeltetjik az egyes allitdsokban.

A nemlinedris Neumann-rendszerre kimondott sajatérték-tételek alapul
szolgalhatnak a marxi értéknagysdg kvantitativ meghatérozdsdban, kiilonos
tekintettel az ikertermékek problémédjira. (Linedris esetre lasd pl. Zalai
(1980).)

A tanulményban a kovetkezd jelolések érvényesek. Vesszé jeloli a matrix
transzpondltjat. Két azonos méretii vektor Gsszehasonlitdsira az: = 2 y je-
lenti, hogy minden i-re z; 2 y; ; * > y jelenti, hogy minden 4-re z 2 y de
z # vy, és az x > y jelenti, hogy x; > y; minden i-re. Ennek értelmében, ha
x nemnegativ : z 2 0 ; ha z szemipozitiv : = > 0 ; és ha z pozitiv: = > 0.

2 Feltevések és definicidk

Tekintsiink egy olyan gazdasigot, amelyben {1,2,...,m} véges szdmii te-
vékenység (termelési eljaras) funkciondl, és ezek {1,2,...,n} véges szdmi
terméket allitanak el6. Minden egyes tevékenység egy vagy tobb terméket
termelhet (ikertermelés esete), és barmelyik termék tobbféleképpen (tobb
eljarassal) is el6allithatd. Az egyes tevékenységek altaldban az anyagi termeld
szféra killonbozoé szervezeteit, pl. szakigazgatdsi szerveket, termel8 dgazato-
kat stb. jelolnek, de jelolhetnek fogyasztast, kilonféle szolgaltatisokat, s6t
kiilfoldi keresletet is. Olyan természetes termelési tényezék, mint a munka
és a fold, korldtlan mennyiségben dllnak rendelkezésre. Modelliink diszkrét
idépontokban irja le a gazdasigl jelenségeket, és abban az értelemben zért,
hogy a t-edik id6pontban a tevékenységek funkciondldsdhoz sziikséges rafor-
ditdsokat az eléz6 (¢t — 1)-edik periédusban megtermelt outputok fedezik.

A technikai-technoldgiai &sszefiiggéseket most a kovetkezdképpen fejezziik
ki. Tegyiik fel, hogy minden egyes tevékenység per definitionem egységnyi
ideig funkeciondl, s az z7(t), (j = 1,2,...,m) a j-edik tevékenység alkalmazdsi
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szintjét jeloli a t-edik peridédusban. Gazdasagi rendszeriinkben az egyes ter-
mékekbdl torténd felhasznildsokat és kibocsatdasokat egy-egy nemlinedris le-
képezés-halmazzal definidljuk: az i-edik termék input-figgvényét jeloljitk a
valés értékii h;[z(2), ...,z (t)] figgvénnyel, amely az z1(t), ..., z™(¢) vélto-
76k megfelelé nemlinedris fiiggvénye, az output-fiiggvényét az ugyancsak va-
16s értékii és az z'(t),...,2™(t) valtozékban nemlineéris g;[z!(¢),...,z™(t)]
fuggvénnyel jeloljikk. Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be az input-, illetve
az output-fuggvények jelolésére a kdvetkezd szimbdlumokat:

hi[zt(®),...,z™(t)]
holzt(t), ..., z™(t)]

hulzt(t), ..., z™(t)]

és hasonléképpen g;[z!(2),...,z™(t)] = Glz(t)], ahol : = 1,2,...,n

A fentiek segitségével most mar kénnyen meghatarozhatjuk a nemlinedris
termelési rendszeriink technikai-technolégiai fajlagosainak alakuldsat leird
fuggvényeket. Képezziik e célbdl az egyes fiiggvények elsérendii parcidlis de-
rivéltjait, illetve az ezekbdl képezhetd megfeleld (n xm)-es Jacobi métrixokat:

[ Ol [z(t)] O z(t)] Oh [z (t)] ]
dz! (t) oz2(t) 7 Bz (t)
Ohg [z (t)]  Ohe [z (t)] O [z (1)]
azt (t) oz2(t)y 7 dzm(t)
Ohn [z (t)]  Ohn [z (¢)] Oho [ (2)]
| Oz (1) az2(t) T dzm(t)

Az output-fajlagosokat leird figgvényhalmaz hasonléképpen képezhetd.
Az egyszeriibb jelolés kedvéért vezessitk be a Jacobi maétrixok jelolésére a
OH [z (t)] / 8z (t), illetve a OG [z (t)] /Oz (t) szimbdlumokat megfelelSen.

A H [z (t)] és a G [z (¢)] nemlinedris fliggvényhalmazokra a kovetkezd fel-
tevéseket tessziik:

(1.F) Folytonossdg. Mind a h;[z(t)] € C!, mind a g;[z(t)] € C' minden

= 1,2,...,nre, azaz az R7'-ben minden véltozéjuk szerint folytonosan
differencialhatdk.

(2.F) Homogenitds. H[az(t)] = aH[z(t)] és Glax(t — 1)] = aGlz(t — 1))
barmely a 2 O-ra.

(3.F) Nemnegativitds. H[z(t)] 2 0 és G[z(t)] Z 0 minden z(t) = O-ra.

(4.F) Monotonitds. H[z(t)] < H[z(t + 1)] és Glz(t)] £ Glz(t + 1)], ha
z(t) S z(t+1).

(5.F) Specidlis strukturdlis tulajdonsdg. A nemlinedris rendszer tech-
nolégiailag és/vagy gazdasdgilag er6sen nem reducibilis.

Nemlinedris rendszeriink raforditasi, illetve kibocsdtasi szempontbdl tor-
téné strukturdlis jellemzését a H [z (t)], illetve a G [z (¢t — 1)] nemlineéris le-
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képezéshalmazhél képezhetd 0H [z (t)] / Oz (t), OG [z (t — 1)] /Oz (t — 1) Ja-
cobi métrixokkal adhatjuk meg, amelyeket a tovdbbiakban C'[z (t)], illetve
B [z (t)] szimbdlumokkal jelolink. Ezek a métrixok az egyes tevékenységek
egységnyi alkalmazdsi szintjei mellett torténd termékfelhasznéldsok, illetve
kibocsatdsok nemlinedris valtozasat irjék le. Amennyiben kikotjiik, hogy az
egyes tevékenységek alkalmazési szintjei az egyes periédusokban ardnyaikban
allanddak, vagyis dttériink stacionarius modellre, tigy az idéindex elhagyhatd.

Most néhany alapvett fogalmat definidlunk a fentiekben értelmezett nem-
linedris és stacionarius gazdasigi rendszeriink keretei kozott, majd megmu-
tatjuk, hogy ezek a definicidk specidlis esetekben valéban egybe esnek e fo-
galmak kevésbé altaldnos rendszerekben megadott definicidival.

1. Definicié (sajitérték, sajétvektor, spektrum, spektrdl radiusz). Egy
(komplex) A szamot o C(z) Jacobi mdtriznak a B(z) Jacobi mdtriz szerinti
sajdtértékének nevezzik akkor és csak akkor, ha van olyan nemzérus x vek-
tor, amelyre teljesil a C(x)x = AB(z)x egyenldség. Az z vektort a C(z)
Jacobi mdtriznak o B(z) Jacobi mdtriz szerinti sajdtvektordnak nevezziik. A
sajdtértékek halmazdt o C(x) Jacobi mdtriznak a B(x) Jacobi mdtriz szerinti
spektrumdnak nevezzik és sp|C(z)g(a)]-vel jeloljiik; ezek kozil a legnagyobb
abszolit értéki a spektrdl radiusz:

_ [ SUPresplC(a)neey] A ha SP[C(2) ()] # 0 ;
P[O(x)B(w)] = { = : “ ha sp[C(z)p E)] =0.

Az 1. definicié specidlis esetekben a kovetkezdképpen mddosul:

(a) Linedris Leontief-rendszer

Ha m = n é C(z) = A valamint B(z) = E, akkor a sajitérték és a
sajatvektor az Az = Az, ¢ # 0 sajitériék-feladat megoldasaként adédik.
Ebben az esetben sp(Ag) = sp(A) az A métrix szokdsos spektruma, amelybél
a legnagyobb abszolit értékii az A maétrix spektral rddiuszét, p(A)-t adja.

(b) Linedris Neumann-rendszer

Ha a j-edik tevékenység 27 alkalmazési szinten az i-edik termékb6l felhasznalt,
illetve kibocsdtott mennyisége ezen a7 linedris fiiggvénye, vagyis hi(z) =
z;“ L Cijy, illetve gi(z) = Z:' y bijz;, akkor az input és output koeffi-
cienseket meghatdrozé Jacobi métrixoknak rendre a C' = [c;;] és B = [by]
métrixok felelnek meg. A rendszerhez tartozé A sajitértékeket most a Cz =

ABz, x # 0 altaldnositott sajatérték-feladat megolddsaként hatdrozhatjuk
meg. Az ilyen tulajdonsdgi A a C' métrix B métrixra vonatkozé sajétértéke.
Ezen 0sszes A-k halmazat a C' mdtrix B métrix szerinti spektruméanak nevez-
ziik és sp(Cp)-vel jeldljiik. A C métrix B métrix szerinti spektral rddiuszardl
kénnyen beldthatd, ha

() n>m, akkor sp(CB) (—00, 00), kévetkezésképpen p (Cg) = oo;

(i) n < m,akkor sp(C%,) D (—00,00), kivetkezésképpen p (Clg,) = oo;

(113) m = m, akkor sp (C’B) e p(CjB,) = legfeljebb n elem{l halmaz,
amely lehet tires is.
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(¢) Nemlinearis Leontief-rendszer

Ha m = n és a j-edik tevékenység a j-edik termékbdl &7 alkalmazdsi szinten
2/ mennyiséget bocsat ki, azaz g;(r) = 27, az i # j termékbél pedig nem
allit eld, g;(z) =0 (i # j), valamint az i-edik termékbd] torténd felhaszndlds
r nemlinedris figgvénye, azaz h;(z), akkor a nemlinedris rendszerhez tar-
tozd A sajdtértékre az A(x)z = Az egyenldségnek kell teljesiilnie nemzérus
x mellett, ahol A(z) a nemlineédris Leontief-rendszer technoldgiai koefficien-
seit meghatdrozé megfelelé Jacobi métrix. Az Osszes sajatértékek halmaza,
azaz az A(x) Jacobi matrixnak az egységmaétrixra vonatkozd spektruma pedig
sp(A(z)g) vagy roviden sp[A(z)].

2. Definicié ((¢) technoldgiai és (it) gazdasigi (ir)reducibilitds).

(1) a [C(z),B(z)] Jacobi mdtriz-pdrral megadott nemlinedris rendszer
technoldgiailag (ir)reducibilis akkor és csak akkor, ha C(z)x # 0 (C(z)z > 0)
valamely (minden) szemipozitiv x vektorra, amely mellett aC(z)z £ B(z)z,
a>0;

(it) a [C(zx), B(zx)] Jacobi mdtriz-pdrral megadott nemlinedris rendszer
gazdasdgilag (ir)reducibilis akkor és csak akkor, hap'B(z) # 0’ (p'B(z) > (')
valamely (minden) szemipozitiv p vektorra, amely mellett p’ B(z) £ Bp'C(z),
B> 0.

Definiciénk a szerzé egy kordbbi tanulmdnyaiban (Méczar (1980, 1995))
téno kiterjesztése. Nemlinedris esetben is kénnyen megmutathatd, hogy a
Neumann-reducibilitds tdgabb fogalom, mint a Leontief-reducibilitds. (Rész-
letesebb kifejtését ldsd kés6bb!) A fenti definicié is implikdlja a gyengén,
illetve er6sen reducibilis rendszereket, valamint ezek tovdbbi finomitdsait, a
csak gyengén és a csak erdsen reducibiliseket. Altaldnositott esetben is meg-
mutathatoé, hogy amig egy nemlinedris Neumann-reducibilitds gyengén, addig
mint nemlinedris Leontief-reducibilis rendszer csak erdsen reducibilis. Tehat
az altaldnositott Neumann-reducibilitds értelmezhetd a Leontief-rendszerre
is, és ha egy Leontief-rendszer Neumann-reducibilis, akkor nyilvdn mindig
Leontief-reducibilis is. Az egyes specidlis esetekben definicidnk a kévetkezd-
képpen mdédosul.

(a) Lineédris Leontief-rendszer

A rendszer (ir)reducibilitdsa, tekintettel a C (z) = A azonosséigra, a nem-
negativ kvadratikus A matrixtdl fligg. Megjegyzendd, hogy a linedris Leontief-
rendszer erésen nem reducibilis jellege feltételezi a rendszer gazdasigilag csak
gyengén reducibilis jellegét. Az irreducibilis (unzerlegbar) matrix definiciéjét
a tudomdnytorténet Frobenius nevéhez flizi, amit a szakirodalomban in-
dekompozébilis, nemredukdlhaté(unreduced) elnevezéssel is jeldlnek. (Ldsd
err6l részletesen Romanovsky (1936), Debreu és Herstein (1953) és Wielandt
(1950) miiveit!) Erdekességként, s nem utolsésorban a hazai kutatésunk kri-
tikdjaként megemlitem, hogy Schneider(1977) tanulmanydban részletesen ki-
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fejti, hogy az irreducibilis matrix fogalma el8szor a vildghirii magyar mate-
matikus, Kénig (1916) munkdjdban szerepelt.

A teljesség igénye nélkill most dttekintjitk a leggyakrabban alkalmazott
definicidkat:

(al) (Frobenius). n 2 2-re egy n X n-es (komplex) A métrix reducibilis,
ha van olyan n x n-es P permutélé métrix, hogy

A1 Ayo }

/o
PAP' = [ 0 Aoy

ahol A1 egy r X r-es részmdtrix, és Az egy (n — 1) X (n — r) -es részmétrix,
ahol 1 < r < n. Ha ilyen permutdlé matrix nem létezik, akkor az A irre-
ducibilis. Amennyiben A egy 1 x 1-es (komplex) métrix: irreducibilis, ha az
egyetlen egy eleme zérustdl killonbozd, egyébként reducibilis.

(a2) (Konig-Varga). Egy n x n-es (komplex) A métrix irreducibilis akkor
és csak akkor, ha a hozzédrendelt G (A) irdnyitott graf erdsen Gsszefiiggd, ha
birmely P; és P; rendezett csics-pérra létezik egy irdnyitott

B:‘Pll ) ‘Pll Plz) x4 'F)lr—l I)L:J:

ttvonal, amely dsszekapcsolja Pj-t és Pj-t.

(a3) (Geiringer). Legyen A = [a;;] egy n x n-es komplex métrix, n > 2 és
legyen W = {1,2,...,n} az elsé n természetes szdm halmaza. A irreducibilis
akkor és csak akkor, ha W-nek barmely két diszjunkt és nemiires S és T
részhalmazdra, SUT = W, létezik A-nak a;; # 0 eleme, ahol i € § és j € T..

(a4) (Nikaido). Az A = [a;;] > 0 reducibilis akkor és csak akkor, ha
van olyan p > 0 valés szdm és szemipozitiv z vektor (amelynek nem minden
eleme zérus), amelyek kielégitik az Az < pz relaciét.

(ad) (Morishima). Az nxn-es A métrix irreducibilis akkor és csak akkor,
ha egy tetszéleges szemipozitiv x vektorra (amelynek van néhény pozitiv
eleme) [Az]; > 0 legaldbb egy ¢ € Ip-re, ahol Iy = {i|2;=0} az [ =
{1,2,...,n} indexhalmaznak egy valédi nemiires részhalmaza.

(a6) (Arrow). A gazdasdg trreducibilis akkor és csak akkor, ha barmilyen
médon is osztjuk a szektorokat két csoportba, az egyik csoport indulé kész-
leteiben bekovetkezd névekedést fel lehet hasznélni tgy, hogy lehetségessé
véljék a termékek olyan elosztdsa, amely mellett senkinek sem romlik a
helyzete, s6t a mésodik csoport legaldbb egy tagja jobb helyzetbe keriil.

(b) Linearis Neumann-rendszer

A rendszer technikai-technoldgiai Osszefiiggéseit kifejez6 Jacobi mdtrixnak
most a C' = [¢;;] > 0, illetve B = [by;] >0 (1 =1,2,...,n; j = 1,2,...,m)
métrixok feleltethet6k meg. A linedris Neumann-rendszer (ir)reducibilitdsat
ezen (C, B) métrixpdr Neumann értelemben vett (ir)reducibilitdsa jelenti.
Ennek egyes kritériumait kovetkezképpen fogalmazhatjuk meg:
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(b1) (Gale). Az {1,2,...,n} sorindex-halmaz I valédi részhalmazat fiig-
getlennek nevezziik, ha az {1,2,..,m} oszlopindex-halmaznak van olyan nem
ires J részhalmaza, hogy c¢;; = 0 minden 7 € 1, j € J index-parra, és
b;; > 0 minden ¢ € I-re valamely j € J mellett. A linedris Neumann-rendszer
irreducibilis, ha nem jelolhetd ki benne fliggetlen részhalmaz.

Ez a definicié tovdbb specifikdlhatd, amint ezt a korabbi tanulményaimban
(1d. példdul, Méczar(1995)) megmutattam. Eszerint a reducibilis linedris
Neumann-rendszer adott fliggetlen I részhalmaz mellett tovdbb osztdlyozhaté:
erdsen reducibilis, ha b;; = 0 minden 7 € T, j € J index-pérra; gyengén re-
ducibilis, ha b;; > 0 néhany i € I, j € J index-par esetén.?

(b2) (Gale-Robinson). (i) A (C,B) Neumann-rendszer technoldgiailag
(ir)reducibilis akkor és csak akkor, ha Cz ¥ 0 (Cz > 0) valamely (min-
den) szemipozitiv = vektorra, amely mellett aCz < Bz és o > 0.(A tech-
nolégiailag irreducibilis struktira tehdt azt jelenti, hogy egy ilyen rendszer
csak gy képes miikddni (z # 0), ha Bz > 0, azaz minden egyes termékbol
van kibocsdtés.)

(it) A (C, B) Neumann-rendszer gazdasdgilag (ir)reducibilis, ha p’B # 0
(p'B > 0) valamely (minden) szemiporzitiv p vektorra, amely mellett p’ B <
Bp'C és B > 0. (A gazdaségilag irreducibilis rendszerben minden egyes ter-
melési eljdrds pozitiv értéket eredményez, mégpedig gy, hogy valamennyi
lehetséges szemipozitiv drrendszerhez taldlhatd olyan pozitiv kamattényezé,
hogy egyetlen termelési eljirds sem realizdl a kamattényez6 altal meghaté-
rozottndl nagyobb jovedelmet. Masként megfogalmazva, ez annyit jelent,
hogy egy ilyen rendszerben csak tigy lehet az in. non-profit feltételeket ki-
elégitd pozitlv kamattényezbt és szemipozitiv drrendszert megadni, ha min-
den tevékenység pozitiv értéket hoz létre, vagyis a rendszer gazdasdgilag re-
ducibilis, ha egy lehetséges értékelési rendszerben valamely tevékenység(ek)
csak szabad javakat (termékeket) dllitanak eld.)

(b3) (Gale-Robinson-Méczdr). (i) A (C,B) strukturdlis métrixokkal
megadott Neumann rendszer technoldgiailag erdsen reducibilis akkor és csak
akkor, ha van olyan szemipozitiv z vektor és pozitiv o valds szdm, ame-
lyekre aCz £ Bz és Bx # 0. (Egyébként irreducibilis vagy csak gyengén
reducibilis.)

(1) A (C, B) strukturdlis métrixokkal megadott Neumann rendszer gaz-
dasdgilag erdsen reducibilis akkor és csak akkor, ha van olyan szemipozitiv
p vektor és 8 valds szdm, amelyekre Gp'C 2 p'B és p'C # 0; (Egyébként
irreducibilis vagy csak gyengén reducibilis.)

(¢) Nemlinearis Leontief-rendszer

A nemlinedris Leontief-rendszerben technoldgiai koefficienseket meghatarozé
Jacobi métrix A(z), s maga a rendszer a nemlinedris Neumann-rendszer

2Megjegyzendd, hogy ez a specifikdcié a Gale-féle irreducibilitédsi definicié kézgazdasigi
szempontbdl térténd pontositdsit is jelenti. A Gale-féle definicié értelmében ugyanis a
csak gyengén reductbilis Neumann gazdasdgok irreducibilisnek tekintheték.
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specidlis esetének tekinthetd. Az (ir)reducibilitds definicidja most a kovet-
kezdképpen mddosul.

(c1) (Morishima). A nemlinedris Leontief-rendszer irreducibilis akkor és
csak akkor, ha tetszbleges szemipozitiv z vektornak, amelynek van néhany
zérus eleme, legaldbb egy zérus elemét az A(zr)z transzformdcié pozitivvd
konvertélja.

(c2) (Nikaido). Vegyiink két olyan nemnegativ n-elemii z és y vek-
tort, amelyekre = > y > 0, és legyen N (z,y) = {j|z; >y,;} az N =
{1,2,...,n} indexhalmaz részhalmaza. A Leontief-féle irreducibilitds nem-
linearis kiterjesztése a kovetkezOképpen fogalmazhaté meg: a H (z) nem-
lineédris leképezést irreducibilisnek nevezziik, ha az z,y fenti tulajdonsagi
vektor-parra azt kapjuk, hogy h; (z) # h;(y) valamely ¢ € N (z,y), ahol
N (z,y) az N-nek egy valédi nemiires részhalmaza.

3 Nemlinearis Neumann-modell

Ahhoz, hogy a fentiek figyelembevételével megfogalmazhassuk a Neumann-
modell Morishima-féle nemlinedris kiterjesztését, képezniink kell az adott
tevékenységi szintvektor melletti input- és output-métrixokat, amelyek az
egységnyi alkalmazdsi szint melletti felhaszndlasok és kibocsitdsok id8beni
alakuldsat mutatjék. Képezziik e célbél a H|xz(t)], illetve a G[z(t — 1)] nem-
linedris leképezés-halmazokbdl a,

[Bhi [z (2)] 9gi [z (t —1)]

3—@] valamint a [ B

J (i=1,2,...,n; 5 =1,2,...,m)

(1)
n X m-es Jacobi métrixokat, amelyeket a tovdbbiakban a Cz(t)], illetve a
Blz(t—1)] szimbdlumokkal jeldliink. A H{z(t)), illetve a G[z(t—1)] fiiggvény-
halmazokra tett (2.F) kikotés kovetkeztében alkalmazhatjuk az ismert Euler
tételt, aminek eredményeként a Jacobi métrixoknak a tevékenységi szintvek-
torral alkotott szorzata az Gsszraforditdst, illetve az dsszkibocsatdst adja ter-

mékenkénti bontdsban. Ekkor a modell zdrtsaga kovetkeztében:
Cla(t)]a(t) < Blz(t - 1)]2(t - 1), (2)

azaz a t-edik periédusban, nemlinedris esetben is a termeléshez legfeljebb
csak annyi terméket hasznalhatunk fel, mint amennyi az elézé periédus ki-
bocsétasa.

El6re meghatarozott drak és kamatlibak mellett eléfordulhat, hogy egyes
tevékenységek nyereségesebbek, mint a tobbiek. Egyensulyi dllapotban azon-
ban nem szerepelhet ilyen tevékenység. Ebben az esetben ugyanis egyetlen
tevékenység sem realizdlhat tGbb nyereséget, mint amennyit a gazdasigra
jellemz6 atlagos kamattényez6 megenged. Ellenkezd esetben ugyanis a t6bb-
letnyereséget eredményezé tevékenység nagyobb mérvii alkalmazdsa lenne
racionélis, ami viszont a termelési tényez&k 4remelkedéséhez, s ezéltal az
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egyensiily megbomldsdhoz vezetne. Az elmondottak alapjan
p'(t+1)B[z(t)] £ 8 ()Cla(t)] , (3)

azaz nemlinedris esetben is minden egyes tevékenység legfeljebb csak annyi
nyereséget realizdlhat, mint amennyit a gazdasg egészére jellemzo egységes
kamattényez6 megenged.

Ha valamely termékbél tobbet termelnek, mint amennyi a felhasznalasi
igény, vagyis bi[z(t—1)]z(t—1) > c;[z(t)]z(t), akkor ezek a termékek szabadda
vélnak, ami abban jut kifejezésre, hogy zérus dron értékelddnek, azaz pi(t) =
0. Ez viszont azt jelenti, hogy

p'(#)Bla(t — D]a(t — 1) = p'()Claz(®)]=(2) . (4)

Ha viszont valamely tevékenység alkalmazdsa negativ nyereséget eredményez
nemlinedris input, illetve output koefficiensek mellett, azaz p’(t+1)b;[z7 (¢)] <
B(t)p' (t)cj[x?(t)], akkor azt a tevékenységet értelemszerfien nem haszndljdk
fel, igy alkalmazdsi szintje nulla lesz, vagyis z7(t) = 0. Eat a kovetkezd
egyenléséggel fejezhetjik ki:

PE+1)Blz®)z@) =8t #)Clz®)]() . (5)

Eddig az x (t)-vel jelolt tevékenység-alkalmazési szintek alakuldsdrdl nem
kotottiink ki semmit. Neumann viszont az egyensilyt mint az egyensilyba
hozott novekedés dllapotit hatdrozta meg, amelyben az drak és a kamatldb
véltozatlansdga mellett a tevékenységek intenzitdsa valamennyi tevékenységre
ugyanazon hdnyados szerint mértani haladvdnyban né vagy csokken. A ki-
egyensilyozott novekedés nemlinedris Neumann modelljét a fentieket kifejezo
p()=pt+1), f(t) =0, ar(t) ==z (t+ 1) egyenletek figyelembe vételével
a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg:

(¢) aC(z)z £ B(z)z
() PB@) <A/C(
(@) p'Bx)z=ppC(z)x
(iv) PB@E)z=aop'C(z)x
(v) z2z>0,p>0,0,6>0.

(Minthogy az intenzitds- és az arvektorok ugyanazon periédusra vonatkoz-
nak, ezért az id8véltozd elhagyhatd.) A modell megoldésa a kovetkez8képpen
értelmezhetd: hatdrozzuk meg az L, = {a| (B(z) — aC (z))z 2 0,z > 0}
ésaz Lg = {0 | p' (B(z) — BC (z)) £ 0,p > 0} halmazokat; az (o, xo,50,p0)
egyensilyi allapotokat az L, és az Lg halmazok azon pontjainak kijel6lésével
kaphatjuk meg, amelyekhez tartozd =g és py vektorok kielégitik a modell (¢17)
és (1v) feltételeit. A modell megoldaséval kapcsolatban most is két probléma
vethetd fel: az egzisztencia és az unicitds bizonyitdsa. Az egyszeriiség kedvéért
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tekintsiik most a nemlinedris modelliinket a kdvetkezd alakban:

(2) A (zx)z £ B(2)z
(i)  M'C(z) 2p'B(z)
(iti) A>0,z>0,p>0.

Konnyen beldthaté, hogy eme rendszer (A, zg, pg) megolddsai az eredeti nem-
linedris Neumann modell olyan egyensulyi 4llapotait szolgaltatjsk, ahol ag =
Bo = Xo. Az egzisztencia bizonyitdsdhoz elegendd ebben az esetben is a
Kemeny-Morgenstern-Thompson feltételek megfelelé nemlinedris kiterjeszté-
seit szerepeltetni.

Amennyiben szigori egyensilyt frunk el a nemlinedris rendszeriinkben
mind a hasznélati érték, mind az érték oldalrdl, akkor az unicitds bizonyitdsa-
hoz a legcélravezetSbb a Perron-Frobenius tételek 4ltaldnositott nemlinesris
rendszerekben t0rténé kiterjesztésének felhasznaldsa.

4 Perron-Frobenius tételek az altaldnositott
nemlinedaris rendszerekben

A Perron-Frobenius tételek nemlinedris kiterjesztésében az eddig kovetett
kifejtési médszerrel szemben az induktiv utat valasztjuk, vagyis elGszér az
egyes specidlis eseteket tekintjitk 4t, majd ezek dltaldnositdsaként jutunk el
a tétel nemlinearis Neumann-rendszerben térténé megfogalmazdsahoz.

A nemnegativ kvadratikus matrixokra kimondott Perron-Frobenius tételek
kulcsfontosségu szerepet jdtszanak az input-output technikén alapul6 line4ris
modellek elemzésében. Tobbféle megfogalmazdsuk ismert a szakirodalom-
ban, amelyek mindegyike lényegében a kovetkez§ 4llitdsokat fogalmazza meg
a nemnegativ, n X n-es irreducibilis A métrixra.

(i) Az A métrixnak van olyan valés és pozitiv sajétértéke, amely meg-
egyezik az A mdtrix spektral rddiuszdval, p (A)-val;

(43) p(A)-hoz hozzarendelhetd egy = > 0 sajdtvektor;

(444) p(A) az A matrix monoton névekvé fiiggvénye.

Tudoménytorténeti szempontbdl érdemes megjegyezni, hogy Perron a fenti
allitdsokat A > 0 feltevéssel bizonyitotta 1907-ben. Tobbek kozdtt meg-
mutatta azt is, hogy csak egyetlen ilyen p(A) létezik. Késébb, 1912-ben
Frobenius enyhitett az A mdtrixra tett kikotésen és kiterjesztette Perron
eredményeit a nemnegativ kvadratikus és irreducibilis matrixok osztdlyéra.

A tétel egyfajta kiterjesztéseként egy tetszGleges nemnegativ kvadratikus
A métrixra a kévetkezd allitdsokat fogalmazhatjuk meg:

(1) Az A matrixnak van olyan nemnegativ valés sajatértéke, amelyik
megegyezik p (A)-val; tovdbb4 ez a sajitérték pozitiv hacsak A nem reduci-
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bilis és az A métrix normal alakja® nem szigoriian felsd trianguldris* métrix.

(i1) p(A)-hoz hozzérendelhet6 egy = > 0 sajatvektor;

(117) p(A) az A métrix nemcsckkend fiiggvénye.

(A tétel bizonyitdsit az olvaséra bizzuk.) Az irreducibilis esetre kimon-
dott tételt Frobenius elemi dton bizonyitotta; késdbb Wielandt (1950) vala-
mivel egyszeriibben, a Brouwer-féle fixponttétel segitségével mutatta meg az
allitasok helyességét. Oket kdvetben t5bb bizonyitds is napvildgot ldtott, ezek
koziil Debreu és Herstein (1953), Karlin (1959), Bellmann (1970), Nikaido
(1968), Arrow és Hahn (1972), Murata (1972) és Seneta (1973) bizonyitdsai
érdemelnek emlitést.

A linedris eset egy masik irdnyn kiterjesztésével Mangasarian (1971) fog-
lalkozott. Nevezetesen, a Cx = ABz altaldnositott sajatérték-feladat megol-
désat vizsgdlta a p’B > 0, p'C > 0 feltevések mellett, ahol B és C' n x m-es
valés matrixokat jelolnek, p pedig egy megfeleld n-elem(i vektort.

A tétel elsd nemlinedris kiterjesztését Solow és Samuelson végezték el,
majd ezt kovetden Morishima (1964), Nikaido (1968), Morishima és Fuji-
moto (1974) foglalkoztak a tétel egy lehetséges nemlinedris esetével, vagyis
a H(z)z = Az sajitérték-feladat megolddséval, ahol a H (z) az adott di-
menzidju euklideszi tér két pontja kozotti nemlinedris megfeleltetést jeloli.

E rovid bevezetd utdn nézzilkk meg az egyes speciilis rendszerekben ki-
mondhatd Perron-Frobenius tételek vizsgilatdt. Elemzéslink abban tér el a
fenti Uttord munkdkban kifejtettektdl, hogy kozgazdasigilag értelmezhetd,
er6sen nem reducibilis rendszerekben fogalmazzuk meg tételeinket és adunk
bizonyitasokat.

(a) Linedris Leontief-rendszer

1. Tétel. Legyen A egy n X n-es valds és nemnegativ mdtriz, azaz ha y
egy tetszbleges nemnegativ vektor, akkor Ay szintén nemnegativ. Ekkor a
kovetkezdket dllitjuk:

(1) Létezik olyan szemipozitiv vektor, x > 0, amely mellett Az = Az
valamilyen A 2 0-ra és A = p(A).

(11) Létezik olyan szemipozitiv vektor, p > 0, amely mellett p’ A = Ip/
valamilyen A 2 0-ra és A = p(A).

(117) Ha A # p(A) nincs olyan p > 0 vektor, amelyre p' A = \p'teljesiilne.

3Egy nxmn-es reducibilis A métrix normdl alekjin a kdvetkezd szimmetrikus particionalt
hiperméatrixot értjik:

Din D2 ... Dim

. 0 Doo ... Dom
REP=S= ; ;o : '

0 0 svw Dmm

ahol P egy n X n-es permutdlé matrix, és a D;; (1 Lis m) matrixok mindegyike olyan
kvadratikus métrix, amely vagy irreducibils vagy egy 1 x 1l-es nulla métrix.

4Egy n x n-es T = [t;;] métrix szigorian felsé trianguldris matrix, ha t;; = 0 minden
i 2 j-re.
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(v) Legyen T = {£|p'A2¢&p,p' >0} és A = {¢|p AL &, p >0},
Akkor p(A) = p(A') =sup{{| £ €T} =inf {¢ | £ € A}

(v) Legyen D egy n X n-es valds és nemnegativ mdtriz. Ha A > D, akkor
p(A) 2 p(D).

A tétel bizonyitdsa kdzismert, ezért erre most itt nem tériink ki.

(b) Linedris Neumann-rendszer

A tétel megfogalmazasshoz vezessiik be a C' és a B valds elemfi n x m tipust
métrixokat. Amennyiben B maximaélis oszloprangi (illetve C' maximalis sor-
rangl) és megadhatd egy olyan m x m-es X valés métrix (illetve egy n x n-es
Z métrix), amelyre C = BX (illetve ZC' = B), akkor sp(X) C sp(Cg),
illetve sp (Z) C sp(Bg,). Ezt bizonyitjuk a kovetkezé segédtételben.

1. Segédtétel. Legyen X egy olyan mxm-es valds mdtriz, amelyre C = BX.
(1.1) X € sp(Cg) és Cz = ABzx akkor és csak akkor, ha az Xz = \x
sajdtérték-egyenletnek van x # 0 megolddsa valamilyen valds A mellett.
(1.2) X € sp(Ch) és p'C = Xp'B akkor és csak akkor, ha a 2/ X = A2/
sajdtérték-egyenletnek van 2z’ # 0/ megolddsa valamilyen valds A mellett.

Bizonyitas. (1.1) (i) Elégségesség. Legyen A € sp(X); ekkor Xz = Az
és z # 0. Minthogy BXz = ABzx, z # 0 és véve a BX = C helyettesitést,
kapjuk: Cx = ABz, x # 0 és igy A € sp(Cp).

(i) Szikségesség. Legyen X € sp(Cp); ekkor Cz = ABx és =z # 0. C
helyébe BX-et frva és figyelembe véve X = Az, z # 0, amibél kapjuk, hogy
A € sp(X).

(1.2) (i) Elégségesség. Legyen X € sp (X); ekkor 2/X = A2/ és 2/ # 0.
Mivel 2’ = p'B, ezért behelyettesitve: p’BX = M\p'B, azaz p'C = M\p'B,
amely szerint mar A € sp (Cp) és igy A € sp(CY,) is.

(i7) Szikségesség. Legyen A € sp(Cl), ekkor p'C = Ap/B, p' # 0.
Minthogy C' = BX, ezért p’BX = N'B és p # (/. Figyelembe véve a
2’ = p' B Osszefiiggést, kapjuk a z/X = A2/, 2/ £, és igy A € sp (X).

A Cx = ABz illetve a C'p = AB'p ltaldnositott sajdtérték-feladat Perron-
Frobenius tulajdonsigait —tudomdsom szerint— ez idig csak O. L. Man-
gasarian (1971) vizsgdlta. A Perron-Frobenius tételek Neumann-rendszerben
torténd kiterjesztéséhez a C' és B métrixok duslis jellemz8inek feltardsin
keresztiil kisérelt meg eljutni. E célbdl a linedris Leontief-rendszerre ki-
mondott Perron, illetve Frobenius tételeket megprébélta az eredetivel ek-
vivalensen atfogalmazni, s ezek alapjin levezetni azokat a linedris Neumann-
rendszerre. A Perron tételt a kovetkez6képpen alakitotta 4t: Legyen A egy
n X n-es valés matrix; ha tetszéleges szemipozitiv p vektor mellett A’p > 0,
akkor az A spektrdl rddiusza valés és pozitiv, és a megfelelé sajitvektor
pozitiv.

A fentiekben transzformélt tétel kikGtése két esetet foglal magdban: az
egyik az eredeti feltétel, vagyis hogy az A pozitiv métrix, a mésik pedig,
megfeleld esetben A nemnegativ és irreducibilis. (Ennyiben tehdt a Man-
gasarian tétel tobb, mint Perroné volt: egyiitt tartalmazza mind Perron,
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mind Frobenius tételét.) A linedris Neumann-rendszerre a fenti transzformalt
dllitésat —lényegében az E matrixot B’ métrixszal helyettesitve— a kovet-
kez8képpen vitte 4t: Legyen C és B két n x m tipusi valds métrix, és C' vagy
B maximalis oszloprangt; ha B'p > 0 és C'p > 0 tetszbleges szemipozitiv
. p vektorra, akkor a Cz = ABz dltaldnositott sajatérték problémédnak van
egy diszkrét és véges spektruma, és a legnagyobb abszolit értékii sajatérték
(spektral rddiusz) valds és pozitiv, valamint tartozik hozzé pozitiv sajatvek-
tor.

A Frobenius tételt a kovetkezéképpen transzformélta: hap = 0-ra A’'p 2 0,
akkor az A métrixhoz tartozé spektrdl radiusz valds és nemnegativ, és a
megfeleld sajitvektor pozitiv. A linedris Neumann rendszerre ezt igy fogal-
mazta meg: Ha a fenti tulajdonsdgi C' és B métrixokra B'pz206Cp20,
akkor a Cz = ABz altaldnositott sajatérték feladatnak van egy diszkrét és
véges spektruma, és a legnagyobb abszolit értékid sajatérték valés és nem-
negativ, valamint tartozik hozzd szemipozitiv sajatvektor. A fentiek alapjén
vildgos, hogy Mangasariannak a Frobenius tételt nem sikeriilt ekvivalensen
transzformalnia, hiszen kikotése csak A nemnegativitdsat biztositja. Ugyan-
is, mig Perron a p(A)-ra vonatkozé tulajdonsdgokat A > O feltételezéssel
bizonyftotta, addig Frobénius megmutatta, hogy mindezek a tulajdonsdgok
érvényesek a nemnegativ és irreducibilis matrixok spektrél radiuszaira is.
Jéllehet, hogy az irodalomban valéban létezik a Frobenius tételnek olyan
altaldnositdsa, ami a reducibilis esetet is magdban foglalja, de ez a nemnegativ
sajatértéket és a szemipozitiv sajitvektort tovabb specifikdlja. Eszerint pl. a
sajatérték pozitiv, ha A irreducibilis, illetve, ha az A matrix normal alakja
nem szigordan fels6 trianguldris matrix. Ez utdbbi feltevések kozil az ir-
reducibilitdst, ami éppen a Frobenius tétel lényege, Mangasarian figyelmen
kiviil hagyta. Ez egyébként csak azzal magyardzhatd, hogy a probléméat
pusztidn matematikai szempontbdl vizsgélta. Valéjaban vizsgalédésat nem is
egy, a fentiekben bevezetett linearis Neumann-rendszer keretei kozott végezte
el, amit tobbek kozott az is bizonyit, hogy a C, B matrixok el&jelére semmi-
lyen kikotést sem tett. Tanulményomban megkisérelem most a kozgazdasagi
oldalra helyezni a hangsiilyt, s egy ersen reducibilis (mind technolégiailag,
mind gazdasdgilag) linedris Neumann-rendszerre kimondott Perron-Frobenius
tétel bizonyitasdt megadni.

Visszatérve Mangasarian Perron tételére, a dudlis tulajdonsigot megha-
tarozé feltételrendszere a linedris Leontief-rendszer gazdasdgilag er6sen nem
reducibilis jellegét biztositja, ami ez esetben egyet jelent a technolégiai irre-
ducibilitdssal. Ez viszont mdr egy szilkséges és elégséges feltétele annak,
hogy az A métrix spektrdl rddiusza valds és elégséges feltétel legyen, és
tartozzon hozzd pozitiv sajitvektor. Tételében tehit valéjdban a Perron-
Frobenius tételeket fogalmazza meg. Ennek egyenes kovetkezménye, hogy a
linedris Neumann-rendszer gazdasigilag erfsen nem reducibilis jellegét biz-
tositjék. Ilyen feltételek mellett tehdt az dltaldnositott Perron tétele a Perron-
Frobenius tételek kiterjesztésének tekinthetd.

Mangasarian nem tett kikotést az dltaldnositott sajatérték-feladatban sze-
repld strukturalis métrixok elbjelére az emlitett tanulmanyaban. (Ez egyéb-
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ként a jelen tanulmanyban kifejtett tovabbi tételekkel egylitt lehetSséget ad a
(nem)linedris tevékenységelemzési modellek eddigieknél mélyebb strukturslis
tulajdonsdginak feltdrésdra, az ezeken alapuld tovabbi alkalmazédsokra.) Te-
kintettel arra, hogy most a linedris Neumann-rendszer keretei kozott végezziik
vizsgalatainkat, ezért a tovabbiakban kikétjiik a C' és a B métrixok nemnega-
tivitasdt és feltessziik, hogy eleget tesznek a Kemeny-Morgenstern-Thompson
feltételeknek: nevezetesen Cz > 0 barmely = > O-ra, p’B > (/ barmely
p > O-ra. Mangasarian a strukturalis métrixok dudlis tulajdonsigait olyan
nagysagrendi reldcidk kikétése mellett vizsgdlta, amelyek —kozgazdasigi szem-
pontbdl tekintve— a linedris Neumann-gazdasig keretei kozott a rendszernek
csak a gazdasdgi (ir)reducibilitdsdt biztositjdk. A Perron-Frobenius tételek
linedris Neumann-rendszerre torténd kiterjesztésében most figyelembe vesszitk
a technolégiai (ir)reducibilitds kiilonbozé valfajait is.

Egyébként, ha a Mangasarian dltal megfogalmazott és a C, B struktira-
matrixok dudlis tulajdonsigait feldleld tételeket a linedris Neumann-rendszer
keretei kozott értelmezziik, néhdny esetben meglepé, més irdny1 vizsgalatok-
bél mar ismert kozgazdasdgi interpretciét kapunk.

Elészor vegyiik sorba Mangasarian azon dualitdsi tételeit, amelyek a rend-
szer killdnféle gazdasdgilag (ir)reducibilis jellegét kifejez8 matematikai feltéte-
lek mellett fogalmazzdk meg allitdsaikat. (Erdekességként megemlitem, hogy
ezen dllitasok jo részét, fliggetleniil az itt szereplé matematikai kritériumoktél,
pusztdn csak kozgazdasigi megfontoldsok alapjdn bebizonyitottam egy ko-
rédbbi tanulmanyomban.) Itt most még olyan feltételezéssel is élniink kell,
hogy » 2 m, ami Ggy biztosithatd, hogy a specidlis linedris Neumann-rend-
szeriinkben csak olyan tevékenységeket szerepeltetiink, amelyek tin. alaptevé-
kenységek, és megengedjik az ikertermelés lehetségét is. Ezzel biztosan tel-
jesiil C vagy B maximaélis oszloprangiisiga, s az ikertermelés kévetkeztében
a termékek szdma meghaladja az alaptevékenységek :szdmat. E feltételek
bevezetése utdn tekintsitk az egyes dualitdsi tételeket a specidlis linedris
Neumann-rendszeriink keretei k6zott elsésorban a matematikai kik6tések koz-
gazdasagi értelmezése szempontjabdl (a bizonyitdsokat 1d. Mangasarian (1971)
tanulménydban):

(¢) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p'B > (/ és kovetke-
zésképpen p’'C 2 0/, akkor és csak akkor van olyan X > 0 métrix, amelyre
C = BX egyenléség teljesiil. Vildgos, hogy a hatéreset, vagyis X = 0 csak az
eredeti Neumann feltevés mellett teljesiilhet, azaz ha megengedjiik a C = 0
esetet is.

(44) Ha van olyan szemiporzitiv p vektor, amelyre p’B > 0/ és p'C' 2 0/,
akkor és csak akkor van olyan X 2 0, amelyre teljesiil a C = BX egyenléség.
Amennyiben megprébéljuk értelmezni kdzgazdaségilag a szitkséges és elégsé-
ges matematikai kritérium hatdresetét, vagyis p’B ¥ (' esetet, azt kapjuk,
hogy lehetséges néhany ikerterméket kibocsdtani anélkiil, hogy akarcsak e-
gyetlen egy termékértékbdl is felhaszndltunk volna. A matematikai-kdzgaz-
dasigi szakirodalombdl j6l ismert, hogy ezt az esetet, az tin. ,Eldorddd
lehet8ségét” (Koopmans) kizdrjuk a termelési, illetve értékképzé halmazbdl.

(¢it) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p’B > 0/ és p/C >
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0/, akkor és csak akkor van olyan X > 0, amelynek néhény oszlopvektora
pozitiv és kielégiti a C' = BX métrixegyenletet. A fenti kikotés megengedi
a linesris Neumann-rendszerre mind a gazdasigilag erfsen, illetve gyengén
reducibilis, mind a gazdaségilag csak gyengén reducibilis, illetve irreducibilis
strukturdkat.

(iv) Ha van olyan szemipozitiv p vektor, amelyre p’B > 0/ és p'C' > 0/,
akkor és csak akkor van olyan X > 0, amelyre C = BX. A tételben megfogal-
mazott szitkséges és elégséges feltétel a linedris Neumann-rendszer gazdasé-
gilag er6sen nem reducibilis jellegét biztositja, ami viszont az X métrix pozi-
tivitdsat és ezzel az 4ltaldnositott sajatérték-egyenlet egyértelmi megoldasat
adja.

Amennyiben olyan linedris Neumann-rendszert vizsgdlunk, amelyben n <
m, azaz az egyes termékek elééllitdsdra tobb tevékenység is rendelkezésre 4ll,
és C vagy B maximadlis sorrangd, akkor az 1. Segédtétel és a fenti dualitési
tételek a linedris Neumann-rendszer technoldgiai szempontbdl torténd struk-
turdlis kikotései mellett a kovetkezOképpen mddosulnak.

2. Segédtétel. Legyen Z egy olyan n X n-es mdtriz, amelyre B = ZC.
(2.1) X € sp(BL.) és \p'C = p'B, akkor és csak akkor, ha a p'Z = Xp
sajdtérték-egyenletnek van p' # 0’ megolddsa valamilyen valds A mellett.
(2.2) A € sp(Bc) és \Cx = Bx akkor és csak akkor, ha a Zq = Mg
sajdtérték-egyenletnek van q # 0 megolddsa valamilyen valds A mellett, ahol
qg="Cz.

A 2. Segédtétel bizonyitdsa az 1. Segédtétel bizonyitdsdhoz hasonldan
végezhett el.

Ismeretes, hogy a gazdasig linedris modelljei adott technoldgiai sszefiig-
gések figyelembe vételével egyrészt a termelési szintek, mdsrészt az ar(érték)-
szintek alakuldsit irjdk le. Ez jelenti e modellek duilis jellegét, amely al-
kalmassd teszi e modelleket a dualitds problémakorének, azaz a haszndlati
érték és az érték vizsgdlatdra. Ennek értelmében a C, B struktura-métrixok
dudlis tulajdonsdgait meghatirozd tételeket megfogalmazhatjuk a linedris
Neumann-rendszer technolégiai (ir)reducibilitdsdnak fliggvényében is. Mint-
hogy az (ii) allitdsnak nem adhaté megfelel$ kbzgazdasagi interpretacio, ezért
itt mér el is tekintiink téle. A bizonyitdsok a rendszer gazdasigi (ir)redu-
cibilitasdra tett kikotések mellett megfogalmazott allitdsok bizonyitdsaihoz
hasonléan végezhettk el.

(+') Ha van olyan szemipozitiv & vektor, amelyre Cz 2 0 és Bx = 0, akkor
és csak akkor van olyan Z = 0 métrix, amelyre a B = ZC egyenl6ség teljesiil.
A Z = 0 hatdreset itt is csak az eredeti Neumann feltevés mellett teljesiilhet,
azaz ha megengedjiik a B = 0 esetet is.

(iii') Ha van olyan szemipozitiv & vektor, amelyre Cx > 0 és Bz > 0,
akkor és csak akkor van olyan Z > 0, amelynek néhdny sorvektora pozitiv
és kielégiti a B = ZC métrix-egyenletet. A fenti kikotés most mind a tech-
nolégiailag erdsen, illetve gyengén reducibilis, mind a technolégiailag csak
gyengén reducibilis, illetve irreducibilis struktiirdkat megengedi.

(iv') Ha van olyan szemipozitiv z vektor, amelyre Cz > 0 és Bz > 0,



110 Modcezédr Jozsef

akkor és csak akkor van olyan Z > 0, amelyre B = ZC. A tételben meg-
fogalmazott sziikséges és elégséges feltétel most a linedris Neumann-rendszer
technolégiailag erésen nem reducibilis jellegét biztositja, ami viszont a Z pozi-
tivitdsat és ezzel az dltaldnositott sajétérték-egyenlet egyértelmii megolddsat
adja.

Ezek utan ratérhetiink a Perron-Frobenius tételek linedris Neumann-rend-
szerben torténé megfogalmazasara, illetve bizonyitdsira. A félreértések elke-
rillése végett sziikségesnek tartom kihangsilyozni, hogy itt valéban a Frobe-
nius tétel dltaldnositdsat fogalmazzuk meg; vagyis a linedris Leontief-rendszer
irreducibilis jellege egyfajta dltaldnositdsaként tekinthetd technoldgiailag és /4
vagy gazdasagilag erésen nem reducibilis linedris Neumann-rendszer struktu-
ralis sajdtossdga biztositja a Frobenius tétel feltételeit.

Az 1. Definicié linedris Neumann-rendszerre torténé értelmezése sordn
rdmutattunk: ha n < m, akkor a Cx = ABz sajitérték-feladat; ha n >
m, akkor pedig a \p'C = p'B sajdtérték-feladat megolddsa kap prioritést.
Kovetkezésképpen az els6 esetben a rendszer gazdasigi szempontbdl torténd
strukturalis jellegére, a méasodik esetben pedig a rendszer technoldgiai struk-
turalis jellegére tett kikotések mellett fogalmazzuk meg a Perron-Frobenius
tételeket.

2. Tétel. Legyen C' és B két n x m tipusi nemnegativ valds mdtriz, amelyek
letrjdk a rendszer technikai-technoldgiai dsszefiiggéseit. Tegyik fel tovdbbad,
hogy eleget tesz a Kemeny-Morgenstern- Thompson kikétéseknek. Ekkor a
kovetkezdket dllithatjuk:

(2.1) (n £ m eset):

(1) AP B=XNC sajitérték-egyenletnek van szemipozitiv p megolddsa
valamilyen X 2 0-ra; ha a rendszer technoldgiailag erésen nem reducibilis,
akkorp > 0; s6t még ha emellett r (C) = n is teljesiil, akkor \ = p(Be) > 0.

(i1) Ha B vagy C mazimdlis sorrangi, akkor {x | Bx = \Cx, = > 0} #
0 valamilyen A 2 0-ra. Ha a rendszer technoldgiailag irreducibilis, akkor a
szemipozitiv © megolddsvektor X > 0 mellett adodik. Ha még m = n is
teljesul, akkor A = p (Bg) = p(Bp,) > 0.

(éit) Ha B vagy C mazimdlis sorrangd és a rendszer technoldgiailag erdsen

nem reducibilis, akkor teljestilnek az aldbbi implikdcidk:
- ha Bx £ vC'x, akkor p(Bp) £ v;
- ha pCz = Bz, akkor p < p(Bl);
- ha Bx = \C'z, akkor A = p(B},).
Ha m =n (azazC és B kvadratikusak és ezért C vagy B nemszinguldris),
akkor p < p(Bgn) = A= p(Bc) L.
() Legyen a rendszer technoldgiai értelemben irreducibilis, m = n és
B vagy C nemszinguldris mdtriz, tovibbd I' = {¢ | Bx 2 ¢Cx, x> 0}, A =
{¢| Bx £¢(Cxz, = > 0}. Ekkor

p(Bgr) = p(Bc) = maxeeré = mingea( .

(v) Legyenm = n, D egy nxn-es nemnegativ métriz és C nemszinguldris
mdtric. Ha{z | Dz 2 0és (B— D)z 20, z >0} # 0, akkor p(D¢) < p(Bg),
iletve, ha {z | Dx 20 és (D — B)z 2 0, = > 0} # 0, akkor p(D¢) = p(Be).
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Amennyiben a rendszer technoldgiailag erdsen nem reducibilis, ahhoz,
hogy a fenti dllitdsok teljesiljenek, D mdtriznak irreducibilisnek kell lennie
(azaz Dz > 0 minden x > 0-ra), és szemiegyenldtlenségnek kell fenndlinia.
Ha még C szimmetrikus is, vagy ha (B — D) vagy (D — B) irreducibilis, akkor
a p(D¢) és p(Bc) kozitt szigori egyenldtlenség dll fenn.

(2.2) (nz m eset):

(i) A Cz = ABz sajdtérték-egyenletnek van szemipozitiv x megolddsa
valamilyen A 2 0-ra; ha a rendszer gazdasdgilag erdsen nem reducibilis, akkor
z > 0, 36t még ha B mazimdlis oszloprangt, akkor A = p(Cg) > 0.

(i4)  Ha r(C) vagy v (B) = m, akkor az {y | C'y =By, y >0} #
0 valamilyen A 2 0-ra. Ha a rendszer gazdasdgilag irreducibilis, akkor a
szemvipozitiv y megolddsvektor A > 0 mellett adodik. Ha még m = n is
teljestil, akkor A = p(Clg) = p(Cp) > 0.

(iid)  Ha C vagy B mazimdlis oszloprangi és a rendszer gazdasdgilag
erésen nem dekompozdbilis, akkor teljesiiinek az aldbbi implikdcick:

— ha C'y £ vB'y, akkor p(Cg) S v;
— ha uB'y £ C'y, akkor p £ p(Cg);
~ ha C'y = AB'y, akkor A= p(CB).

Ham =n (azaz C és B kvadratikus mdtrizok, kovetkezésképpen C' vagy
B nemszinguldris), akkor u £ p(Cg) =A=p(Cq) Sv.

(tv) Legyen a rendszer gazdasdgi értelemben irreducibilis, m = n és B
vagy C nemszinguldris mdtriz, tovdbbd T' = {£ | C'y 2 B'y, y > 0} és A =
{¢| C'y £¢B'y,y > 0}. Ekkor p(Cp) = p(Cp:) = maxgeré = mincen(.

(v) Legyenm =n, D egy nXn-es nemnegativ mdtriz és B nemszinguldris
mdtriz. Ha {y|D'y20és (C'—D")y 20,y >0} # 0, akkor p(Dp) =
p(Dp) = p(Cp)=p(Ch),ill, ha{y [ D'y 20és (D' —C")y 20,y >0} #
0, akkor p(Dp) = p(Dp:) Z p(Cp) =p(Cp).

Amennyiben a rendszer gazdasdgilag erdsen nem reducibilis, ahhoz, hogy
a fenti dllitdsok teljestiljenek, o D mdtriznak irreducibilisnek kell lennie (azaz
D'y > 0 minden y > 0-ra), szemiegyenldtlenségnek kell fenndlinia. Ha még
B szimmetrikus is, vagy ha (C' — D) vagy (D' — C") irreducibilis, akkor
p(Dg) és p(Cg) kozitt szigori egyenldtlenségnek kell fenndllnia.

Bizonyitas.

(2.1) (n £ m eset):

(i) A C, B struktiramdtrixok duélis tulajdonsdgait meghatérozé (i'-iv’)
tételek értelmében létezik olyan nxn-es Z métrix, amelyre ZC' = Bés Z = 0.
Frobenius tétel dltaldnositdsabdl kovetkezik, hogy létezik a Z mdatrixhoz tar-
tozd olyan valds és nemnegativ ) sajatérték, amely egyenld a matrix spektral
radiuszdval, p (Z)-vel és ezen A-hoz tartozik valds és szemipozitiv sajdtvektor,

azaz
Zg=MXg, 920, A=p(Z)20 (6)

pPZ=x', p>0. (7)

A (2.1) segédtétel és a fenti (6) és (7) Osszefiiggések szerint azt kapjuk a
A= p(Z)-re, hogy p'B = \p'C, p' > 0/, A 20, és innen X € sp(Bg). Ha a
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rendszer technoldgiailag erésen nem reducibilis, azaz {z | Cz > 0, z > 0} #£0
és Cz > 0 mellett Bz > 0 teljesiil, akkor a (iv') tétel értelmében Z > 0,
amelyhez tartozik pozitiv sajatérték és egyértelmiien meghatdrozott pozitiv
sajatvektor. Ha még r (C) = n is teljesiil, akkor A\ = p(BL,) mivel a (2.1)
segédtétel szerint sp (Z) tartalmazza sp (Bl )-t és a A\ = p (Z) szintén benne
van sp (B )-ben.

(i) A (2.2) segédtétel és az (6) és (7) Ssszefiiggések alapjan azt kapjuk,
hogy A = p(Z), Bz = \Cz, Cz > 0, A 2 0 és innen ) € sp (BL,). Ha a rend-
szer technoldgiailag irreducibilis, azaz Cz > 0 minden szemipozitiv & vek-
torra, akkor a (iv’) tétel értelmében Z > 0, amelyhez az 1. Tétel értelméhen
A > 0 sajatérték tartozik. Ha még m = n is teljesiil, akkor \ = p(Bc)
minthogy a (2.2) segédtétel szerint sp (Z) tartalmazza sp (Be)-t és A = p(Z)
szintén benne van sp (Bc)-ben. Ezek alapjdn mér kénnyen beldthaté, hogy
A= p(Be) = p(Bo).

(4ii) A strukturslis feltételek értelmében Cz > 0 és Bz > 0 minden
szemipozitiv z vektorra. A fenti (i) szerint {p | p'B = A\p'C, p > 0, A 2 0} #
0 és igy X = p(B). Ebbél kdvetkezben vp'Cz > p'Bx = Ap'Cz, ami azt
jelenti, hogy v 2 A, mivel p’Cz > 0. Legyen most uCx < Bz és Cz > 0.
Ismételten kihasznalva a fenti (¢)-t, kapjuk up’Cz < p' Bz = A\p'Cr és ebbdl
p = A, mert p’Cx > 0. Amennyiben Bz = ACx és Cz > 0, akkor a fenti két
implikdcid egyidejiileg teljesiil, ami azt jelenti, hogy p (Be) £ X2 p(BL),
amibdl viszont a A = p (Bg, )kovetkezik. Ha mind a B, mind a C kvadratikus
matrix, akkor az elézéek alapjén konnyen belsthatd, hogy wp(Be)=A=
p(Be) = v.

(iv) Mind a diszkrét, mind a folytonos esetben e fenti (¢14) szerint azt
kapjuk, hogy ha ¢ € I, akkor ¢ < p(B¢) = p(BL), valamint ha ¢ € A,
akkor ¢ 2 p(Bc) = p(Bg,). Az elz8ekben bebizonyitott (i) llitds szerint
azonban a A = p (Bc) kielégiti a Bx = A\Cx, Cz > 0 rendszert > 0 mellett
és igy A = p(Bc) egy pont a I' és A halmazok metszetében. EbbSl mar
kovetkezik dllitdsunk helyessége.

(v) LegyenI” = {£ | Dz 2 €Cu, Cx > 0} és A = {¢| Dz £ (Cz, Cz > 0},
tovabba C'z 2 ( valamilyen szemipozitiv 2 vektorra, amibél kévetkezik, hogy
Dz 20, (B—D)x20. A fenti (iv) szerint azt kapjuk, hogy p(Be) =
p(Be) = supeeré és p(De) = p(Dyy) = supger§. Minthogy Ca > 0
és Ba 2 Dz, kapjuk IV € I" és innen

p(Dc) =p(Der) =sup € < supé = p(B) = p(Bg) .
gerv ger
Hasonléan, legyen Cx 2 0 valamilyen szemipozitiv = vektorra, kovetkezés-
képpen Dz 2.0 és (D — B)a 2 0. A fenti (4v) szerint most azt kapjuk, hogy

p(Bc) = p(Bl) = infeend, és p(Dg) = p(Dly) = infeen ¢, Mivel Cz > 0
és Dx = Bz, kapjuk A’ C A, és innen

et /I :. Z' B /I i N
p(Dc) =p(Dei) nf ¢ 2 inf {=p(Bc) = p(Bc)

A fentiek alapjan most mar konnyen beldthaté, hogy ha a rendszer gaz-
daségilag erésen nem reducibilis, ahhoz, hogy az 4llitssok teljestiljenek, a D
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métrixnak irreducibilisnek kell lennie (azaz Dz > 0 minden szemipozitiv
vektorra). A bizonyités soran értelemszeriien —a folytonossag kovetkeztében—
max &, illetve min ¢ szerepel.

Amennyiben C szimmetrikus, tegyiik fel az dllitdsunkkal szemben, hogy
p(D¢) = p(Be) = A. Meg fogjuk mutatni, hogy ez ellentmondéshoz vezet.
Jelen tétel (1) és (i) 4llitdsaibdl kapjuk, hogy A >0 és p’D =N/ C, p' > U,
és Bz = A\Cxz, Cz > 0. Minthogy Cxz > 0, kivetkezésképpen Bz > Dx (vagy
Bz < Dxz), ezért p’ Bz > p'Cx (vagy p' Bz < p'Cx), ami ellentmond annak a
ténynek, hogy p'Bx = \p'Cz = \p'C'z = p' Dz. Ezért p(D¢) # p(Bc). Ha
C nem szimmetrikus, de Cz > 0és (B — D)z > 0, akkor p (B¢) = p(Bp:) =
max¢ {€ | Bz 2 £€Cz, Cz > 0}, amely viszont az (4v) alapjan nagyobb, mint
max¢ {€ | Dz 2 £Cz, Cz > 0}. Mivel a Cz > 0 sszefiiggésbol kovetkezik
Bz > Dz, ezért maxg {¢ | Dz > {Cx, Cz > 0} = p(Dc) = p(Dgy). Ebbdl
viszont méar kovetkezik dllitdsunk helyessége. Hasonléan mutathaté meg, ha
Cz>0és (D—B)z >0, akkor p(Bc) = p(Bg) < p(De) = p(Di)-

A (2.2) (n > m eset) bizonyitdsa hasonléképpen végezhetd el.

(c) Nemlinedris Leontief-rendszer

A szakirodalomban a nemlineéris Leontief-rendszerben megfogalmazhaté Per-
ron-Frobenius tételeket a H (z) = Az nemlinedris sajatérték egyenlet = # 0
megoldasaként vizsgaljdk (1d. példdul, Nikaido (1968), Morishima és Fuji-
moto (1974), és Fujimoto (1979) mfiveit). Itt most ezektdl eltéréen, megdrizve
elemzésiink eddigi logik4jdt, a nemlinedris rendszer struktirajat meghatdrozd
A (z) Jacobi méatrix felhasznalésdval fogalmazzuk meg a tételeket. A H (z)-re
tett linedris homogenitds kik6tésbol kovetkezben konnyen beldthats, hogy az
egyes szektorok kibocsdtds-szintjeinek ardnyos valtozdsira invaridns a nem-
lineéris rendszer raforditdsi struktirija, azaz A (6z) = A(z), ahol 8 tetszble-
ges pozitiv valés szdm. Az egyszerliség kedvéért jeloljiik a rendszer spektral
rddiuszdt A*-val, vagyis p [A (z)] = A*.

3. Tétel. Legyen A(x) > 0 minden szemipozitiv v vektorra és irreducibilis
Morishima értelemben. Ekkor a kévetkezoket allitjuk:

(i) Az A(z)x = Ax nemlinedris sajdtérték-egyenletnek létezik A* > 0 és
z* > 0 megolddsa.

(1) A X*-hoz csak egyetlen egy pozitiv sajdtvektor tartozik és \* 2 |,
ahol X; az A (z)-hez tartozd tetszéleges sajdtérték.

(113) = az egyetlen A (x)-hez tartozé szemipozitiv sajdtvektor.

Bizonyitas. (i) Az éltaldnossig megsértése nélkiil a bizonyitast elegendd
elvégezni a (2.F) alapjén a kdvetkezd halmazon: S ={z >0 Y z; =1}.
Tekintsiik az f : S — R7 fiiggvényt az aldbbiak szerint definidlva:

> i aij (%) T
S g aij (%) 5

minden ¢ = 1,2,...,n-re. A feltevések értelmében néhdny f; (x) pozitiv
értéket vesz fel, és > -, f; (z) = 1. Minthogy f egy folytonos leképezést

fi(z) =
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jelol S-bol S-be, a Brouwer-féle fixponttétel szerint létezik olyan z* € §
pont, amelyre f(z*) = z*, vagyis A (z*)z* = [I’A(z*)z*] z*. A rendszer
irreducibilitdsabdl kévetkezéen A (z*)z* > 0 és igy 1'A(2*)z* > 0, azaz
VA ((z*) z*-t A*-nak véve, A* > 0 kapjuk.

Allitdsunk mdsodik részének bizonyitdsshoz tegyiik fel, hogy z* # 0.
Particiondljuk az z* vektort megfelelé dtrendezéssel a kbvetkezOképpen: z*' =
[z1',0], ahol ] > 0, és ennek megfelelden szimmetrikus dtrendezéssel parti-
cionéljuk A (z)-et is. Ekkor

A11 (.’E*) A12 (.’L“*> .'ZL'T =B CET

A21 (.’E*) A22 (.’L‘*) 0 0 !
amely egyenl6ség viszont csak tgy teljesiilhet, ha Ay (z*) z7 = 0. Tekintettel
z] > 0, ezért Ag; (2*) 27 = 0, ami ellentmond a rendszer irreducibilitdsénak,
vagyis z* > Q.

(i1) Tegylik fel, hogy A(Z)T = MZ, T # z* és T > 0. Az (1) szerint

z > 0. Legyen § = max;(%;/z}) = Z,/z} > 0. Ekkor fz* > Z. Figyelembe
véve, hogy A0z = X%, = 30| ar; (%) Z; és az (5.F), (6.F), valamint a
(3.F) szerint kapjuk:

Za’"j (@)z; <6 Zarj (0z*)zy =6 Zarj (z*)zj = X6z
Jj=1 =1 J=1

azaz A*0z; < A*fx}. A kapott ellentmonddsbél kdvetkezik, hogy A*-hoz nem
tartozhat mésik szemipozitiv sajitvektor. N

A A" Z |\ bizonyitésahoz tegyiik fel, hogy van egy olyan \; = X sajét-
érték, amelyre |X| >\ ésigy A(z)a = x, 2 £0 per definitionem. Legyen
¥i = |xi| és y = [wi], valamint T = {i|2; #0} és v = minier(zf/|xi]) =
zr/yr > 0. Jelolje z = a* = 20. Az (5.F) alapjén ismét felirhatjuk:
Ay2 Az = Xz| = [Ny > A"y 5 tovibbé A(z+yy) (z+y) =
AfP)a™ =X = A" (2+9y) < Mz +9 Ay £ N2 +v94(y)y. Tey

A(z+7y) (2 +vy) —vAW)y < Xz

Ha 2z, = 0, a monotonitds és a nemlinedris rendszer irreducibilitisa miatt
ismét azt kapjuk, hogy >°° ) ar; (z +vy) (z; +vy;) > V3 jm1 0ri (¥) yj. Az
utolsé két egyenlétlenség most is ellentmondéshoz vezet, ezért \* > | Az

(i) Tegyiik fel, hogy van olyan A; = X és szemipozitiv # vektor, ame-
lyekre A(z)x = Ax. A rendszer irreducibilitdsabél kévetkezben A > 0.
Tegytik fel tovdbba, hogy x # 0. Ekkor az (¢) bizonyitdsival megegyezéen azt
kapjuk, hogy = > 0. Definidljuk 6-t az (i)-belihez hasonléan. Ekkor ismét ki-
haszndlva az 5.F, 6.F feltevéseket, kapjuk: A0z} = Az, =37 ar; (z) 25 <
03 i arj (02*) x5 = 037 ar; (z¥) z} = X0z}, Ezért A < \*. Definidljuk
a p = max;(z}/z;) = x}/xr > 0; pr 2 z*. Ezek alapjin most a M\ pzy <
Apzxy, Osszefliggéshez juthatunk, ami viszont a A* < X reldciét tartalmazza.
Az ellentmondésbdl kdvetkezik, hogy z* valéban az egyetlen A (z)-hez tartozé
szemipozitiv sajitvektor.
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A nemlinedris Leontief-rendszerhez tartozé p[A(z)] = A* spektrél ra-
diuszra is hasonlé tulajdonsigok fogalmazhaték meg, mint a linedris esetben.

(d) Nemlinedris Neumann-rendszer

Jeldlje C (z), illetve B(z) a nemlinedris rendszerhez tartozé Jacobi mét-
rixokat, amelyek az egyes tevékenységek egységnyi alkalmazdsi szintjei mel-
lett torténd termékfelhasznéalasok, illetve kibocsdtdsok nemlinedris valtozasat
irjdk le a megfelelé = vektorra vonatkozéan. Legyen K egy olyan konvex
kénusz az R7-ben, amelyre a B (z) és/vagy C (z) maximalis sorrangi, ahol
z € K,. Hasonléképpen jeloljon Ko egy olyan konvex kdnuszt az RI'-ben,
amelynek = pontjaiban a B (z) és/vagy C (z) maximalis oszloprangu. Ekkor
a linedris esetben megfogalmazott tételek kiterjesztésel a kdvetkezdk.

4, Tétel.

(4.1) (n<m eset):

() A{p|pB(x)=X/C(z),p>0,z € K1} # 0 valamilyen A 2 0-ra;
ha a rendszer technoldgiailag erésen nem reducibilis, akkor p > 0; s6t még ha
emellett r [C (z)] = n az z € K;-re teljestl, akkor A = p [B' (:c)c,,(w)] > 0.

(4) Az {z | B(z)x =AC (z)z, © > 0, = € K1} # 0 valamilyen A Z O-ra.
Ha a rendszer technoldgiailag irreducibilis, akkor a szemipozitiv x megoldds-
vektor A > 0 mellett adédik. Ha m = n is teljesil, akkor A = p [B (m)c(m)] =

P |:B/ (.’K)C/(x):l > 0.
(ii1) Ha a rendszer technoldgiailag erésen nem reducibilis, akkor teljestilnek
az aldbbi implikacick az x € Ky -re:
— ha B(z)z £ vC(z)x, akkor p [B' (m)c,(m)} Sy
— ha pC (z)z £ B(z)z, akkor p = p [B' (@) iy |5
— ha B(z)z = XC(z)z, akkor A\=p [B (@) o)
Ham=n, akkor p < p [’ (a:)c,(z)] =A=p [B (CL‘)C(:’:)] <.
(iv) Legyen a rendszer technoldgiai értelemben reducibilis, m = n, tovdbbd

D={¢| Bla)e2eCa)e, o> 0,z ek}, A={C|B(x)r%LC),
x>0, z € K1}, Ekkor

(i)

B 900 o Btes] e =
P [ (@) | =P |B®)ow I?gg% ICHEIII\IC

(42) (nZm eset):

() Az {z | C(z)z=AB(z)z, z >0, z € Kz} # 0 valamilyen A Z 0-ra;
ha a rendszer gazdasdgilag erdsen nem reducibilis, akkor x > 0, s6t még ha
r|B(z)] = m az x € Ka-re is teljesil, akkor A = p [C’ (m)B(m)} > 0.

(id) Az {y | C'(z)y = AB' (z)y, y >0,z € K2} # 0 valamilyen A = 0-
ra. Ha a rendszer gazdasdgilag erdsen reducibilis, akkor a szemipozitiv y
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megolddsvektor X > 0 mellett adddik. Ha még n = m is teljesil, akkor

A=p|C (:c)B,(x)J =p [C’ (m)B(w)J > 0.
(44t) Ha a rendszer gazdasdgilag erdsen nem reducibilis, akkor = € K,
mellett teljestlnek az aldbbi implikdcidk:

~ha C' (z)y S vB'(z)y, akkor p [C (x)B(m)J Sy
—ha puB' (z)y = C' (z)y, akkor p < p |C (@) gy |7
— ha ' (m)y = \B’ (a:) Y, akkor A = 2 C(T}B[a:) .

Ham=mn, akkor n £ p [C’ (x)B(x)} =A=plC {I)B’[J;J] <.

(iv) Legyen a rendszer gazdasdgi értelemben irreducibilis, m = n, valamint
P={[C(x)y2¢(B' (2)y, y >0,z € Ko}, A={C|C (x)y £ (B (z)y,
y >0, z € Kp}. Ekkor

p [C (x)B(x)J =p [Cl (]")B'(m)} . 1?312(5 = Iglellr\lﬁ :

Az éllitdsok a 2. Tételhez hasonléan bizonyithaték be. Ebben az esetben is
a nemlinedris Neumann-rendszerhez tartozé p [B (a:)c.(m)] ,illetve p [O’ (x) B( m)]
spetrdl rddiuszokra kiilonb6z6 tulajdonsdgokat fogalmazhatunk meg,

5 Nemlinesris Neumann modell megolddsa

A modell megolddséval kapcsolatban két probléma vetédik fel: az egzisztencia
és az unicitas bizonyitdsa. Az egzisztencia bizonyitdsa nyomban adédik a
nemlinedris rendszerre az el6z8 pontban megfogalmazott Perron-Frobenius
tételbdl. Az unicitdsra a kovetkezd tételt fogalmazhatjuk meg;:

5. Tétel (unicitds). Ha a [C(2), B (z)] Jacobi mdtrizokkal megadott nem-
linedris Neumann gazdasdg technoldgiailag és/vagy gazdasagilag erdésen nem
reducibilis, akkor csak egyetlen oy = By mellett létezik megolddsa a nem-
linedris Neumann modellnek.

A Dbizonyitds kénnyen elvégezhetd; a linedris esetre adott bizonyitast 14sd
in Méczar (1995). Amennyiben a Neumann gazdasig erésen reducibilis, tbb
egyensilyi dllapot létezik (ldsd in Méczdr (1997)). Minél nagyobb névekedési
iitemet kivanunk elérni, anndl tobb termékesoport kibocsitasarsl kell lemon-
danunk, illetve, forditva, minél t&bb terméket kivénunk kibocsdtani, anndl
kisebb névekedési litemmel fejlédhetiink.

Matematikai szempontbdl kiilondsen érdekes az az eset, amikor a C (z)
fajlagos inputfiiggvény-halmaz csupa konvex fiiggvényekbél, a B (z) fajlagos
outputfiiggvény-halmaz pedig csupa konkév fiiggvényekbsl 411. Ilyen specislis
esetben a rendszer egyensiilyi dllapotaira a konvex analizis segitségével végez-
hetiink elemzéseket. A fliggvényekre tett specifikicid a kozgazdasigi elmélet-
ben megfeleltethetd az U-alaki koltséggorbéknek, illetve a csokkend hozadék
elvének.
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SPECTRAL THEOREMS IN LINEAR AND NONLINEAR VON N EUMANN

MODELS

In this paper we study some spectral theorems extended on linear and nonlinear
von Neumann models. The strict equilibria in von Neumann models can be de-
fined by the generalized eigenvalue problems Cz = ABz and pC = ApB. The
Perron-Frobenius properties of these problems were first scrutinized by Mangasar-
ian (1971). Here, for proving the Frobenius theorems in technologically or eco-
nomically (ir)reducible von Neumann systems are used the results of Mangasarian
(1971) as well as Erdélyi (1967) and Stewart (1972).



