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A DINAMIKUS PROGRAMOZAS MEGOLDASI
MODSZEREINEK SZEMLELTETESE !

SIMONOVITS ANDRAS
MTA, Koézgazdasdgtudomdnyi Kutatékozpont

Ebben a dolgozatban egy dinamikus optimalizaldsi feladatot mutatok be,
amelyet skaldr linedris—homotetikus (LH) szabdlyozdsi feladatnak nevezek.
Az 3llapotegyenlet linedris, és az alapfiiggvény az allapot- és a szabdlyozasi
véltozé ugyanazon hatvanyfiiggvényének a konvex kombinéciéja. Ez a modell
magéban foglal két népszerii kozgazdasdgi modellt és egy harmadik modell is
belefoglalhaté. Az LH-modellben a dinamikus programozas hdrom moédszere
(taldlgatésos, a kozvetlen és az értékfiiggvény-iterdcio) jol szemléltethetd.

1 Bevezetés

Manapsag a dinamikus optimalizalds egyre fontosabb szerepet kap a kozgaz-
dasdgtanban. Diszkrét idejil rendszerek megolddsandl nagyon kedvelt eljaras
a dinamikus programozds, és az optimalitds elve, azaz a Bellman egyenlet a
megoldési médszer sarokkdve. Tobb médszer is ismert az optimdlis megol-
dds megtaldldsira: a taldlgatdsos moédszer, az értékfiiggvény iteraldsa és a
Howard-méddszer.

Ebben a dolgozatban egy absztrakt matematikai feladatot vezetek be,
amelyet skaldr linedris—homotetikus (LH) szabdlyozdsi feladatnak nevezek.
Az &llapotegyenlet linedris, és az alapfliggvény az éllapot- és a szabdlyozasi
véltozé ugyanazon hatvanyfiiggvényének a konvex kombinacidja. Ez a modell
magaban foglal két népszerti kozgazdasigi modellt és egy harmadik modell is
belefoglalhaté: 1. A linedris—kvadratikus (LQ) szabdlyozdsi modell (Stokey
és Lucas, 1989, 95-96. o. és Ljungqvist és Sargent, 2000). 2. Az optimdlis
fogyasztasi palya CRRA (&llandé relativ kockdzatkeriilési egylitthatéji) hasz-
nosségi fiiggvény esetén (vo. Obstfeld és Rogoff, 1996, 720-721. o.). 3. Az
optimalis fethalmozési palya Cobb-Douglas termelési fiiggvény teljes amor-
tizécié és Cobb-Douglas-hasznossigfiiggvény esetén (Stokey és Lucas, 1989,
11-13 o. és Ljungqvist és Sargent, 2000, 33-34. o.). Az LH-modellben
a dinamikus programozas hiarom mddszere (taldlgatédsos, a kozvetlen és az
értékfiiggvény-iteracid) jol szemléltethetd.

Elészor a dinamikus programozés taldlgatdsos médszerét korvonalazom.
Itt egy sejtéssel kezdiink: az értékfiiggvény ugyanaz a hatvdnyfiiggvény mint
ami az alapfiiggvényben szerepel, csak egy hatdrozatlan dllandéval van meg-
szorozva. Végrehajtva a Bellman-egyenlet jobb oldaldn szerepl6 parametrikus
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optimalizélast és ellendrizve az egyenlet két oldaldnak egyenl6ségét, a hatd-
rozatlan egylitthaté —s vele egyiitt az optimalis megoldds—— kiszdmithats.

Mésodiknak egy kozvetlen mddszert mutatok be: felismerve, hogy az opti-
malis szabdlyozds az dllapotviltozé linedris fiiggvénye, az optimadlis visszacsa-
toldsi egyiitthaté kozvetleniil meghatérozhaté a célfiiggvénybodl. Figyelemre
méltd, hogy ez a mddszer az in. Howard-mdédszer elsé lépése,

Harmadiknak az értékfigguény iterdcidjdt emlitjiik, ahol az értékfiigg-
vényt fokozatosan kozelitjiikk meg. E mddszer konvergencidja esetiinkben j6l
szemléltethetd.

A hdrom médszer Osszehasonlitdsa kétségeket ébreszt: hasznos-e a tall-
gatésos modszer. Inkébb arra kdvetkeztethetiink, hogy e médszer csak az
értékfiiggvény-iterdcié gyakorlé terepe.

A cikk szerkezete a kovetkezé: a 2. pont a dinamikus programozas alap-
feladatit vézolja. A 3. pontban bemutatjuk az LH-feladatot. A 4. pont a
taldlgatdsos, az 5. pont a kozvetlen és a 6. pont az értékfiiggvény-iterdcié
médszerét szemlélteti. A 7. pont a specidlis eseteket mutatja be és a 8. pont
a kovetkeztetéseket tartalmazza.

2 A dinamikus programozasrél

Roviden felidézziik a végtelen idéhorizonti, staciondrius és diszkontalt cél-
fuggvényti dinamikus programozds alapfeladatst (v6. Simonovits, 1998, 7-8.
fejezet).

Legyen t = 0, 1,..., diszkrét idSvéltozd, z, allapot- és u; szabalyozési
valtozd. Legyen f(z,u) egy folytonos kétvaltozds skaldrértékii figgvény, az
alapfuggvény, amely azt mutatja meg, hogy egy idészakban az z allapot
és az u szabdlyozds mennyit ér. Legyen g(z, u) egy folytonos kétvaltozds
skaldrértéki fiiggvény, a transzferfiggvény, amely azt mutatja meg, hogy az
z dllapot és az u szabdlyozds milyen 1] dllapothoz vezet.

A dinamikus programozssi feladat célfiiggvénye

(2.1) > B f(wmu) —wmax,  0<B<1,
t=0

ahol B a leszdmitoldsi egyiitthatd. A feladat a (2.1) célfliggvény maximalizldsa,
(vagy minimalizdlésa) a kdvetkezd feltételek mellett:

(2.2) Tep1 = gz, ue), t=0, 1,...,, zg adott.

A dinamikus programozas alapétlete az értékfigguény bevezetése:

(2.3) V(z)= i {Z Fwe,u)| (2.2), To = 93} .
geenaUgyens =0
Gondoljuk azt, hogy a t = 0 id8szakban zq = 2-bél ug = vy szabdlyozissal
eljutottunk z; = z*-ba. Ekkor (2.1) alapjén V(z) a kovetkezd két rész
osszegének a maximuma: f(z,u) és BV (z*). Innen adédik az
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1. Tétel (Bellman, 1957). Standard feltételek mellett létezik az 1ddben
vdltozatlan u = h(z) optimdlis vdlaszfigguény, kézte és V(x) értékfigguény
kozott a kovetkezd kapesolat teljesul:

(2.4) V(z) = mfx{f(x,u) + BV (z*)| =" =g(z,u)}.

A (2.4) fiigguényegyenletet felfedezdjérél Bellman-egyenletnek nevezziik.
L4thatd, hogy egy végtelen sok taghdl 4116 Gsszeg végtelen sok feltétel melletti
optimalizéldsa helyett csupan a Bellmann-egyenlet jobb oldaldn 4116 kéttagi
osszeget egy feltétel mellett kell maximalizdlni; igaz, hogy az értékfiiggvény
(2.3) definiciéjaban végtelen tagi Osszeg és végtelen sok feltétel 4ll.

A dolgozat hétralévd részében a feladat kiilonféle megoldasi médszerével
foglalkozunk.

3 A linedris—homotetikus (LH) szabalyozasi
modell

Ebben a szabalyozasi feladatban az dllapot és a szabélyozdsvaltozd pozitiv
skaldr, az allapotegyenlet linedris és az alapfiiggvény az allapot- és a szabd-
lyozasi valtozénak ugyanazon hatvényfiggvényének a konvex kombindciéja:
oY (Fz¢ + Guf), ahol 0, A, B, F és G skaldr paraméter, a kovetkezd meg-
szoritasokkal: ¢ < 1 (0 #0), A>0, B >0, F >0és G > 0. Ekkor a
dinamikus programozési feladat

(3.1) ot Zﬂt(Fxf + Guf) — max
=0

a kovetkezd korldtok esetén:

(32) Ti41 = ACL‘t - But, t= 0, 1, e
ahol az zy = 0 kezd6allapot adott.
Ha o = 0, akkor
(3.1) Zﬂt(F log z; + G loguy) — max.
t=0

Ha o > 1, akkor maximalizdlds helyett minimalizdljuk (3.1)-et.
Esetiinkben az értékfliiggvény

(3.3) V(z) = max {0'_1 iﬁt(F:cf + Guf),(3.2) mellett, zo = :c} ;

UQ yeeayBgyenn erd
és a Bellman-egyenlet
(3.4) V(z) = max{o ™} (Fz° + Gu°) + fV(Az — Bu)} .

R4tériink a megoldédsi mddszerek ismertetésére.
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4 Taladlgatasos mdédszer

Els6 1atasra a taldlgatdsos médszer a legegyszertibb. A bevezetésben emlitet-
teket némileg pontositva, a médszer a kovetkezé: 1. megsejtjitk az értékfiigg-
vény alakjat, 2. megoldjuk a (3.4) egyenlet jobb oldalén szerepld parametrikus
maximalizalasi feladatot, 3. egyenl6vé téve a bal és a jobb oldalt, adédik az
ismeretlen paraméter, s vele egylitt az optimélis szabélyozds. Bar a médszer
hatéskére nagyon korldtozott, néhdny szerz8 (Obstfeld és Rogoff, 1996, 721
722. o. és Ljungqvist és Sargent, 2000, 33-34. 0.) nagy teret szentel neki.
Figyelemre méltd, hogy Stokey és Lucas (1989, 15. 0.) csak utal a médszerre
és 10gton hozzaflizi: |, Ez a példa egy gondosan kivélasztott kivétel: a legtobb
parametrikus példa esetén lehetetlen explicit zart képletet kapni.”

Rétérink a részletekre:

1. lépés. Hatvényfiggvényes alapfiiggvény esetén sejthetd, hogy az
értékfiiggvény alakja is azonos kitevdjii hatvanyfiiggvény:

(4.1) V(z) =0 192,

ahol ¥ a hatdrozatlan dllandé.
2. lépés. Helyettesitsiik be (3.2)-t és (4.1)-et (3.4)-be. Maximalizaljuk
az
R(¥,z,u) = o~ (F2° + Gu®) + Bo ™" 9(Azx — Bu)°

fiiggvényt u szerint!
Nulldvd téve az R(9, z,u) fiiggvény u szerinti parcidlis derivaltjat:

R,(9,z,u) = Gu”™! — B9(Az — Bu)°'B =0,
Bevezetve a v = 1/(0 — 1) jelolést, rendezéssel az egyenlet
G"u = (BBY)"(Az — Bu)

linedris egyenletre egyszertisodik, azaz az optimum linedris visszacsatolés:

(4.2) v = K%)=z,
ahol
___(BBY)A

3. lépés. Behelyettesitve (4.2)-t (3.2)-be, az 4] sllapot z* = (A —
BK (¥))z, szintén linedris fiiggvénye a régi dllapotnak. Visszatérve R(Y, z,u)-
hez, az u valtozd kiesik:

R(¥,z) = o~ (F + GK(9)7)z" + o~ B9[(A - BK(9))z]” = o' R(§)z° .

all. Egyenl6vé téve a Bellman-egyenlet bal és a jobb oldaldt, ¥ = R(9)
adédik, ahol

(8B4 1° GA o
G‘Y-i-(ﬂBﬁ)‘rB] g [G‘Hr(ﬁBﬂ)WB} '

Megoldva a fixpont-feladatot, a gydkdk egyike az optimaélis megoldss J.

(44) RO =F+G [
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5 A kozvetlen megoldas

Most megmutatom, hogy a (4.2) optimélis visszacsatolds kozvetlenil is meg-
hatdrozhaté az értékfiiggvény (3.1) alakjabdl, a Bellman-egyenlet nélkiil. Ez
a kozvetlen mddszer rovidebb és egyszerlibb, mint a taldlgatdsos mddszer.
S6t, ez a mdédszer a Howard-médszer elsé 1épése, és az altaldnos feladatokndl
a tobbi 1épésre is sziikség van.

Az alapfliggvény homoteticitdsa miatt nemcsak azt tudjuk, hogy az op-
timalis visszacsatolds idében dllandé, de azt is, hogy linedris:

(5.1) up = Ky,

ahol K a meghatdrozandé egyiitthaté. Ekkor (3.2) értelmében, z; = (A —

BK)xy 1 =+ = (A— BK)txo, s6t, uy = K(A— BK)'xy, tehdt (3.3) szerint
_ -1 t o _ ot,.oc _ -1 a

(5.2) V() = maxo ;,@ (F+GK°)(A— BK)%"x max o O(K)z°.

Vegyiik észre, hogy ez a 1épés igazolja a (4.1) sejtést is.
(5.2)-b6l kozvetlenil meghatdrozhatjuk K optimalis értékét. Valdban, a
végtelen mértani sor Gsszegképletét alkalmazva:

_ F+4GK°
~1-B(A-BEK)"

(5.3) O(K)

Nulldvé téve ©(K) derivaltjit, és elhagyva o-t és a nevezd négyzetét:
o' (K)~GK° '[1 - B(A— BK)°| - (F+GK°)3(A—BK)""'B=0.
Osszevonds utdn
(5.4) GK°' - B(A— BK) Y AGK° '+ BF)=0.
Megoldva (5.4)—e§ K-ra, adédik egy vagy tobb érték, s egyikiik az optimdlis
visszacsatoldsé: K.
Azok szdmaéra, akik kételkednek a heurisztikdban, megjegyezzilk, hogy

a Bellman-egyenletbe visszahelyettesitve belathatd, hogy tényleg optimalis a
linedris visszacsatolds. Ekkor (8.3) teljesiil, mert kiemelve o'z, az egyenlet

© = F+GK° + 86(A — BK)®

egyenletre egyszeriisodik, amely ekvivalens (5.3)-mal.

6 Az értékfiiggvény iteracidja

Harmadszor utalunk az értékfigguény iterdcidjdra: Ez a fokozatos megkdzeli-
tés modszerének alkalmazdsa, amely a matematika egyik legfontosabb tételén
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— a kontrakciés leképezés tételén — alapul: az n-edik 1épésben a legtijabb ko-
zelitd megoldast, V,,-t helyettesitjitkk be (3.3) jobb oldaldba. Optimaliziljuk
(3.3) jobb oldalét, s megkapjuk a bal oldalon V;i-et. A fiiggvényiterdciét
addig folytatjuk, ameddig a kozelités nem valik elég pontossi.
Esetiinkben ez az eljirds
(6.1)
Vot1(z) = max [07HFz7 + Gu?) + BV, (Az — Bu)], n

0,1,...,
azaz teljes indukcidval beldthatd, hogy 99 = 0 és
(6.2) V() = 07 19,2,

ahol a paramétersorozatot a 4. pont 3. Iépésében bevezetett R fiiggvény sze-
rinti paraméter-rekurzié hatdrozza meg:

"9n+1:R(19n), n=0, 1,...,.

Igazolhatd, hogy ¥, konvergdl 9-hoz.

7 Alkalmazasok

A bevezetésben emlitetteknek megfeleléen hdrom esetet mutatunk be.

1. eset. A linedris—kvadratikus (LQ) szabdlyozdsi modell (Stokey és
Lucas, 1989, 95-96. o. és Ljungqvist és Sargent, 2000). ¢ = 2, mind az
dllapot-, mind a szabélyozdsi valtozé lehet negativ vagy nulla is (nemcsak
pozitiv). A pozitiv optimélis visszacsatolési egyiitthaté (5.4) értelmében

(7.1%) BABGK? — [3(A%G —~ B%F) — G|K + BABF =0

mésodfoki egyenletbdl egyértelmiien meghatdrozhaté. Stokey és Lucas be-
mutatja az értékfiiggvények paramétereinek az iterdcidjit.

2. eset. Az optimdlis fogyasztdsi pdlya CRRA hasznossigi figgvény
esetén (v6. Obstfeld és Rogoff, 1996, 720-721. 0.). Itt A =B, F = 0 és
G =1. Most

(7.1*%) K71 - B[A(1 — K)|°'AK° ' =0,

ahonnan K =1 — (BA?)Y/(1-9),

3. eset. Az optimdlis felhalmozasi palya Cobb—Douglas termelési fiigg-
vény teljes amortizacié és Cobb-Douglas hasznossagfiiggvény esetén (Stokey
és Lucas, 1989, 11-13. o. és Ljungqvist és Sargent, 2000, 33-34. o.). Itt
(3.2)-t dltaldnositani kell:

7.2 Tt 1:Aa:°‘—But, tZO, 1,...,
( + :
(4.2) helyére

)

(7.3 ul = Kaf
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lép. Most azonban a taldlgatdsos mddszer egyszeriibb, mint a kozvetlen

modszer.
Végiil megemlitjiik, hogy a (3.2) és (7.2) Gsszeaddsdbdl keletkezd

(72/) Ty = Az + AQCC? — Buy, t=20,1,...,

feladatnak nincs explicit megolddsa. (Ez annak felel meg, hogy egy idészak
alatt a t8ke csak részben kopik el.) Ugyancsak nincs explicit megoldds, ha
Cobb-Douglas fiiggvény helyett CRRA fliggvényt irunk.

Megemlitjiik, hogy a kozvetett mddszer most is miikddik, csak a linedris
optimum nem fogja kielégiteni a Bellman-egyenletet. Most mér sziikséglink
lesz a Howard-mddszerre vagy az értékfiiggvény iterdcidjara.

Szdmpéldan szemléltetve az elmondottakat: az 1. esetben o = 2, A =
B =1, F = G = 1 esetén a fixpont-egyenlet megolddsa 4 = /2, azaz
K =+/2 — 1. A paraméteriterdcié (9,,) elsé négy értéke a kdvetkezs: 1,000;
1,333; 1,400; 1,412; 1,414.

8 Kovetkeztetések

A dinamikus programozds nehéz téma, ezért tanitdsa nagyon sok figyelmet
igényel. Az oktatdsban népszeril taldlgatdsos mdédszert Gsszehasonlitva a
kozvetlen modszerrel, kétségeink tamadnak: tényleg a taldlgatdsos mddszer a
dinamikus programozas erejének legjobb szemléltetése. Helyesebb e mddszert
a tényleg hatékony Howard-mdédszer vagy az értékfiiggvény-iterdlds gyakorld
terepének tekinteni.
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ILLUSTRATION OF SOLUTION METHODS IN DYNAMIC PROGRAMMING

In this note, I present an abstract model, to be called the scalar linear—-homothetic
(LH) control problem, where the state equation is linear and the reward function is
a linear combination of the same power function of the state and of control variables.
This model encompasses two popular economic models and a third one can also be
similarly treated. In the LH model, three standard methods (guessing, direct and
value-function iteration) of dynamic programming can be ideally illustrated.






