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DETERMINISZTIKUS ES VALOSZINUSEGI ELOSZTASI
ELJARASOK!

TASNADI ATTILA
Budapesti Corvinus Egyetem Matematika Tanszék

Az életben szdmtalan olyan esettel taldlkozunk, amikor egy jészdg irdnti
kereslet meghaladja a rendelkezésre all6 kindlatot. Példaként emlithetjiik
a karpétlasi igényeket, egy csodbement cég hitelezbinek igényeit, valamely
szerv atiiltetésére vard betegek sorat stb. Ilyen helyzetekben valamilyen
eljaras szerint oszthatjuk el a szlikGs mennyiséget a szereplok kozott. Szokas
megkiilénboztetni a determinisztikus és a sztochasztikus elosztési eljarasokat,
jollehet sok esetben csak a determinisztikus eljardsokat alkalmazzdk. Azon-
ban igazsigossagi szempontbdl gyakran hasznalnak sztochasztikus elosztési
eljarasokat is, mint példaul tette azt az Egyestilt Allamok hadserege a masodik
vilaghdbori végét kovetden a kiilfoldon allomasozo katondinak visszavonasa-
kor, illetve a vietnami haboru soran behivandé személyek kivélasztasakor.

Egy korabbi cikkben [6] egy determinisztikus elosztdsi eljardshoz hoz-
zarendeltiik azokat a sztochasztikus elosztési eljarasokat, amelyek varhato
értékben azonos elosztast eredményeznek az adott determinisztikus eljarassal.
Ezek koziil kitluintetettek azok a sztochasztikus elosztési eljardasok, amelyek
személyenként a legkisebb szorasu elosztassal jarnak. Ilyen eljarasok létezése
biztositott [6, 1. tétel]. Ez az adott determinisztikus elosztési eljardshoz
tarsitott minimdalis variancidjui eljards. Mind a determinisztikus, mind a
sztochasztikus elosztéasi eljardsokat szokds igazsdgossagi, invariancia és mas
tipusu tulajdonsdgokkal jellemezni. Példaul egy természetes igazsagossagi
kovetelmény sztochasztikus elosztasi eljarasokkal szemben, hogy az elosztas
varhaté értékben igény ardnyos legyen.

Az igények és az elosztandé mennyiségek egészértékiisége mellett megvizs-
galjuk, hogy melyek azok a nevezetes tulajdonsagok, amelyek egy determi-
nisztikus elosztasi eljarasrol sziikségszertien ,,atoroklédnek” a hozzarendelt
minimalis variancidju elosztasi eljarasokra. Ehhez elobb az 1. szakaszban
definialjuk az elosztasi problémét, a determinisztikus elosztasi eljarasokat és
szamos nevezetes tulajdonsagot. Majd a 2. szakaszban targyaljuk a sztochasz-
tikus elosztési eljarasokat és 1. szakaszban bevezetett tulajdonsiagok szto-
chasztikus megfelel6it. Ezek utan a 3. szakaszban megvizsgéljuk, hogy egy
determinisztikus elosztési eljaras mely tulajdonsagai 6roklodnek &t a hozzaja
rendelt minimalis variancidju elosztasi eljarasokra. Végil a 4. szakaszban
roviden Osszefoglaljuk az elért eredményeket.

LA kutatést az OTKA (F043496) tamogatta. Beérkezett: 2004. szeptember 26. e-mail:
attila.tasnadi@math.bke.hu.



2 Tasnddi Attila

1 Determinisztikus modellkeret

Jelolje IV a nem negativ egész szamok, IR; a nem negativ valds szamok
halmazat és legyen N a lehetséges szereplSk egy véges halmaza. Egy elemii
halmazok esetén sokszor elhagyjuk majd a halmazt jelolé kapcsos zardjeleket,
gy példdul {i} helyett &ltaldban csak egyszertien i-t irunk, ahol ez nem vezet
félreértéshez. Vektorok koordinatdit alsé indexszel jeloljiik. Tetszoleges N C
N,z € RN és M C N esetén vezessiik be az xay = 3,0y @i 6s 2™ = (33),05,
jeloléseket. Legyen tovabba (xM,xN\M) =z

Egy elosztdsi probléma az (N, t, (x;);c ) hdrmassal {rhaté le, ahol N C N/
a szereplOok halmaza, t € IN az N-beli szereplok részére elosztandé mennyiség
és x; € IN az i € N szerepld igénye.?2 Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil
feltehetjiik, hogy xn > t, mivel ellenkezd esetben mindenki megkaphatja az
altala igényelt teljes mennyiséget.

Egy r determinisztikus elosztdsi eljdrds barmely (N ot (T4)¢ N) elosztasi
problémahoz hozzarendel egy y € Bf elosztast, melyre yy =t és 0 < y; < x;
minden i € N-re. Ekkor azt frjuk, hogy r (N, t,x) = y.

1.1 Axiomak

A kovetkezOkben a determinisztikus elosztéasi eljarasok hét nevezetes tulaj-
donsagat vessziik sorra. Jogos elvaras, hogy egy szerepl6 igényének megno-
vekedése, a tobbiek igényének viltozatlansiga mellett, ne vezessen a meg-
novekedett igényt szereplo részesedésének csokkenéséhez. Ez az tgynevezett
kereslet-monotonitas.

1.1 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljarads kereslet-monoton, ha
<3t =t (N,t, (xi,xN\i)) <t (N,t, (ii,xN\i))

minden N CN,i €N, t,z', 3" € IN és 2N\t € INNV esetén.

A kereslet-monotonitassal valamelyest analég a kindlat-monotonitas, a-
mely szerint a kindlat novekedésével senkinek sem csokkenhet a részesedése.

1.2 axiéma. Az r determinisztikus elosztasi eljards kindlat-monoton, ha
t<t' =" (N,t,x) <r'(N,t' z)

minden N CN, i €N, t,t' € IN ésx € INN esetén.

Természetes igazsagossagi kdvetelmény, hogy az azonos igényt szereplok
azonos mennyiségekben részesiiljenek.

1.3 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljards kielégiti az egyenld
elbanas elvét, ha

vt =27 = r' (N, t,x) =17 (N,t,)

2Itt ugynevezett diszkrét elosztasi problémékra szoritkozunk.
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minden N CN,i,j € N,t € IN ésx € INVN esetén.

A kovetkez6 négy strukturalis tulajdonsédg interpretdcidja nem olyan ter-
mészetes, és megkovetelésiik nem is minden helyzetben indokolt. A konzisz-
tencia szerint az elosztasi eljarasnak, a szereplék igényteljesitési sorrendjétol
fliggetleniil, ugyanazt az elosztast kell eredményeznie.

1.4 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljards konzisztens, ha
(N, t,z) =7’ (N\j,t — 1/ (N, t,z) ,xN\j)

minden N CN,i,j EN,i#j,t€ N ésx € INV esetén.

A konzisztencia megkovetelése indokolt lehet olyan helyzetekben, ame-
lyekben a szereplék folyamatosan jelentik be igényeiket és az igényeik telje-
sitése is folyamatosan torténik. Erdekes példa a konzisztencia természetes
megkovetelésére egy parlament mandatumainak tertileti egységenkénti elosz-
tdsa. Ennek jobb megértése céljabdl gondoljunk arra, hogy az Egyesiilt
Allamokhoz az elmilt évszdzadokban folyamatosan csatlakoztak tjabb és
djabb allamok. Az egyes dllamok képvisel6helyeinek szama nem fligghetett
az allamok belépési sorrendjétél.? Hasonlé helyzet dllhat elé az Eurépai Unié
orszagainak Unids parlamentbeli mandatumainak szamitasakor, hiszen a jo-
vében is szamithatunk tjabb tagfelvételekre.

A kovetkezd tulajdonsdg megkoveteli, hogy azonos eredményre vezessen a
kinélat két 1épésben torténd elosztasa és a kindlat egy lépésben torténd elosz-
tasa. A két 1épésben torténd elosztéds alatt az értendd, hogy az elsé 1épésben
szétosztunk egy adott mennyiséget, majd a masodik lépésben pétlolagosan
egy tovabbi mennyiséget pusztan a fennmaradé igények ismeretében.

1.5 axiéma. Az r determinisztikus elosztasi eljards alulrdl elééllithaté, ha
0<t'<t<zy=r(Ntz)=r(Nt,x)+r(N,t —t',o—r(N,t, )
minden N C N, minden t,t' € IN és minden v € INVN esetén.

Az alulrdl eléallithatésag azt jelenti, hogy a poétlélagos mennyiségek el-
osztasa soran, a multat figyelmen kiviil hagyva is, ugyanahhoz az elosztashoz
jutunk. Tovabba, ha a szétosztas parhuzamosan torténik —példaul tobb te-
lephelyen keresztiil—, akkor az egymastdl fiiggetlentil miikodo egységek, mind
ugyanazon elosztasi eljarassal dolgozva, pusztan a fennmaradé igényekre vo-
natkozé informacié folyamatos kicserélésével, az igények kielégitésének sor-
rendjétdl fiiggetlentil, ugyanazt az elosztast eredményezik.

Az alulrdl eléallithatdsdggal rokon a feliilrol eléallithatésdg, mivel az elosz-
tas két 1épésben és egy 1épésben torténd végrehajtasanak egyfajta invarian-
cidjat koveteli meg. A feliilrdl el6allithatdsag esetében azonban képzeljiik el,
hogy el6szor til nagy mennyiséget osztottunk szét és a valéjaban rendelkezés-
re nem allé kindlatot utdlag kell visszavonnunk a mar elosztott mennyiségek
ismeretében.

3Erre vonatkozéan részletesebben olvashatunk Balinski és Young [1], illetve Young [10]
konyveiben.
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1.6 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljaras felilrél eléallithato, ha
0<t<t<azy=r(Ntz)=r(Ntr(Nt, x))

minden N C N, t,t' € IN és x € INN esetén.

Az utolsé tulajdonsag, amellyel foglalkozni kivanunk az ondualitds tu-
lajdonsaga. Ennek teljesiilése azt jelenti, hogy az adott eljaras alkalmazasa
ugyanarra az eredményre vezet, ha a rendelkezésre allé6 mennyiséget osztjuk
szét vagy pedig a hidnyt (tilkeresletet) vonjuk le a szereplék igényeib6l.

1.7 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljdrds kielégiti az dndualitds
tulajdonsdgdt, ha
r(N,t,x) =x —r(N,xy —t, )

minden N C N, t € IN ésx € INV esetén.

1.2 Nevezetes determinisztikus eljarasok

Elemzéstink soran négy nevezetes determinisztikus eljarasra lesz sziikségiink.
El6szor harom valds értéki eljaras leirasaval kezdiink. Talan az egyik legne-
vezetesebb determinisztikus elosztési eljaras az igynevezett ardnyos elosztdsi
eljdrds (proportional method), mely szerint a kindlatb6l mindenki keresletével
aranyosan részesiil. Formalisan
t
pro(N,t,x) = —u,
TN

ha xny > 0. Megjegyzendo, hogy barmely elosztasi eljaras esetén xy = 0-
bdl szitkségszertien r(N,t,x) = 0 kovetkezik. Az ardnyos elosztési eljards
szdmos érdekes jellemzése megtalalhaté tobbek kézott Moulin [3] dttekintd
munkdjaban. Az ardnyos elosztasi eljards két érdekes és az altalunk is-
mertetett tulajdonsdgok segitségével is érthetd jellemzését adta Young [9],
amely szerint az ardnyos elosztasi eljards az egyetlen alulrdl el6allithato és
ondudlis, illetve az egyetlen feliilrdl eldallithato és ondudlis elosztasi eljaras.

Az ardnyossag elvével szemben az egyenldség elve all, amelyet leginkabb
az ugynevezett egyenletes nyereség eljdrds (uniform gains method) testesit
meg. Az egyenletes nyereség eljards azonos A mennyiséget juttat azoknak
a szereploknek, akiknek igényei elérik a A értéket, mig a A értéknél kisebb
igényli szereploket maradéktalanul kielégiti. Formalisan

ugi(N,t,x) = min{\, z;},

ahol a A értéke a ).,y min{\, x;} =t egyenléség altal meghatdrozott.

Az egyenletes veszteséy eljdards (uniform losses methods) akdrcsak az el6z6
eljaras az egyenlGség elvére épit, azonban a kielégitetlen igényeket igyekszik
egyenl6en szétteriteni. Formalisan

ul;(N,t,x2) = max{z; — u,0},
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ahol ),y max{x; — 1,0} = ¢.

Moulin [2] megmutatta, hogy pro-n kiviil még pontosan az ug és wul
eljarasok azok, amelyek egyszerre konzisztensek, alulrdl el6allithatéak, feliilrol
eldallithatdk, skala invaridnsak?* és teljesitik az egyenld elbdnds elvét.

A negyedik nevezetes elosztasi eljards a prioritdsi szabaly, amely a sze-
replcket az igényiiktol és a kinalattol fliggetlen fontossigi sorrendbe rendezi,
majd az igényeket mindig ezen sorrend szerint elégiti ki. igy egy alacsonyabb
fontossagu szereplé csak akkor részesiilhet az elosztandé mennyiségbdl, ha
az Osszes nala fontosabb szereplé igénye maradéktalanul teljesitheto. Mar
a definicigja alapjan lathatd, hogy a prioritési szabdly a kordbban definidlt
harom determinisztikus elosztasi eljarassal ellentétben , igazsagtalan”. Meg-
jegyzend6 még, hogy a prioritasi szabdly az dltalunk definidlt problémakra
egész értékill elosztasokat eredményez.

Moulin [2] determinisztikus elosztési eljardsokat vizsgalva kimutatta, hogy
a prioritasi szabdly tulajdonsdgai alapjan kitiintetett szerepet t6lt be, mivel
az egyetlen olyan egész értéki elosztési eljaras, amely kielégiti egyszerre az
1.4-1.6. axiémékat. Ez egy meglehetosen negativ eredmény, hiszen a priori-
tasi szabdly egy nem igazsigos elosztasi eljaras.

Az ismertetett négy nevezetes elosztési eljaras érdekesebb jellemzései meg-
taldlhaték Moulin [3] és Thompson [8] &ttekinté munkéiban.

2 Valésziniuiségi modellkeret

A val6sziniiségi modellkeretben mér csak diszkrét elosztdsokat engediink meg.
Jelolje @+, a lehetséges elosztdsok halmazat, azaz

QN7t7$={w€lNN|wN=t,Vi6N:0§w,-§xi},

és jeldlje P (Qn,t.0) az Qn 1, halmaz hatvanyhalmazdt.

A p valészintiségi elosztdsi eljdrds minden egyes (N ot (24) ¢ N) elosztasi
problémahoz hozzarendel egy az (Qn ¢, P (Qn,2)) téren értelmezett valé-
szinliségi mértéket, amelyet py ; ,-szel jeloliink. Tovdbba jelolje ekkor p'ﬁl\[’t’l_
az © € N szereplének jutatott mennyiség eloszlasat, amely a pn ;. megfelel6
peremeloszlasa.

Vegyiik sorra a determinisztikus modellkeretben targyalt hét tulajdonsag
kiterjesztéseit. Ehhez el0szor is sziikségiink lesz a sztochasztikus dominancia
reldciéra. Azt mondjuk, hogy a ({0,1,...,n},P({0,1,...,n})) téren értel-
mezett p és v valészintiségi mértékek koziil v sztochasztikusan domindlja® u-t,
ha

VEe{0,1,....n} :p({k,E+1,...,n}) <v({kk+1,...,n}).

4 A skéla invariancia szerint az elosztds nem fiigghet attél, hogy milyen mértékegységben
mérjiik a mennyiségeket.

5Ez a fajta sztochasztikus dominancia elsérendii sztochasztikus dominancia néven is-
meretes.
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A sztochasztikus dominancia reldcié jeldlésére a < szimbdélumot hasznaljuk.
Tehat p <X v azt jeldli, hogy v sztochasztikusan dominélja u-t. Ellenérizheto,
hogy =< egy parcialis rendezés.

A kereslet-monotonitas kiterjesztése szerint, ha egy elosztdsi problémé-
ban egy személy igénye novekszik —a tobbiek igényének véltozatlansdga
mellett—, akkor barmely mennyiségnél nem kisebb mennyiségekhez legaldbb
ugyanakkora valdszintiséggel kell jutnia, mint igényének megnovekedése elott.

2.1 axiéma. A p sztochasztikus elosztdsi eljdrds kereslet-monoton, ha
Y i i
ST = PN (i) S PN (30,0800

minden N CN,i €N, t,z',3" € IN és 2N\t € INNV esetén.

Egy sztochasztikus elosztasi eljaras determinisztikus, ha minden (N ot (20) ¢ N)
elosztési probléma esetén létezik egy olyan w € Qn ¢, hogy pn i (W) = 1.
Ennek alapjan a 2.1 axiéma az 1.1 axidoma kiterjesztése.

A kereslet-monotonitdshoz hasonlé médon kiterjeszthetd a kindlat-mono-
tonitas is.

2.2 axiéma. A p sztochasztikus elosztdsi eljards kindlat-monoton, ha
t< tl = p?\/‘,t,a: = plﬁl\/‘,t’,a:

minden N CN, i € N, t,t' € IN ésx € INN esetén.

Az egyenlf elbands elvének kiterjesztése szerint két azonos igényii személy
azonos eloszlasok szerint részesiil a szlikos mennyiségbdl.

2.3 axiéma. A p sztochasztikus elosztdsi eljardas kielégiti az egyenld elbands
elvét, ha . ' . '

' =1) = PN e = PNta
minden N CN,i,j € N,t € IN ésx € INVN esetén.

A 2.2-2.3 axiémék nyilvan rendre az 1.2-1.3 axiémaék kiterjesztései. Tér-
jiink most rd a négy strukturalis invariancia tulajdonsag kiterjesztéseire.
2.4 axiéma. Konzisztencia:

min{z;,t—w;}
Phae @)= D Phgskav @) Pk, (F)
k=0
teljesiilion minden N C N, i,j € N, i # j, t € IN, v € INN és w; €
{0,1,...,min{z;,t}} esetén.
A kovetkezé lemma biztositja, hogy a 2.4 axiéma valéban az 1.4 axiéma

egy kiterjesztése.

2.1 lemma. Ha p determinisztikus és konzisztens, akkor a vele ekvivalens r
determinisztikus elosztdsi eljards is konzisztens.
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Bizonyitds. Mivel p determinisztikus, pn¢,, (w) = 1 valamely w € Qn ¢ 4
mellett. Ezért ply, , (w;) = 1 (azaz 1’ (N,t,2) = w;), p’NU (k) = 0 min-
den k € {0,1,...,z;} \ {w;}ra és p’NU (wj) = 1 (azaz 17 (N,t,x) = wj).
Felhasznélva p konzisztencidjat p'j'v\L by NG (w;) =1 adddik. Ezek alapjin

minden N CN,i#j €N, t€ IN és x € INV esetén. Tehat r konzisztens.
|
Most nézziik az alulrdl eléallithatosag kiterjesztését.

2.5 axiéma. Alulrdl elddllithatésdg:

0<t' <t<any=pyvia@) = Y pria@)pNi-to-w (@—u)

’
w e‘QN,t’,a:
w'<w

teljesiilion minden N C N, t,t' € IN, x € NV és w €QnN 2 esetén.

Meg kell mutatnunk, hogy a sztochasztikus elosztdsi eljardsokra most
megfogalmazott alulrdl eléallithatosag valéban az alulrdl eléallithatésiag egy
kiterjesztése.

2.2 lemma. Ha p determinisztikus és alulrdl elédllithato, akkor a p-val ek-
vivalens r determinisztikus elosztdsi eljards alulrol elddllithato.

Bizonyitds. Mivel p determinisztikus, ezért léteznek olyan w € Q.
és w' € Qn . elosztasok, amelyekre pn o, (W) = 1 68 pyy o (W) = 1.
Tehdt r (N, t,2) = w és r(N,t',z) = «'. Ezért a 2.5 axiéma Osszegének
csak egyetlen w’ € Qn 4, elosztdshoz tartozd tényezéje nem nulla. Erre az
w’ elosztédsra a 2.5 axiémébdl adédéan w > w' és pN 1t p—w (W — W) = 1.
Ezért 7 (N,t —t/,z —w') = w —w'. Tehdt az w és ' elosztdsok p altal
egyértelmiien meghatarozottak, és igy teljesiilnek az alabbi egyenlOségek.

r(Nt,z) = w=uw+w—w =r(N,t,2)+r(N,t—t or-uw) =
= r(N,t',z)+r(N,t—t',z—r(N,t' z))
minden N C N halmazra, minden ¢, € IN elosztandé mennyiségre és min-
den olyan x € INV igényvektorra, amelyre 0 < ¢/ < t < xp teljesiil. ]
A feliilrél eléallithatésdgot az alabbi mddon terjesztjiik ki.
2.6 axiéma. Felilrél elédllithatosdg:

0<t<t' <an=pnia@ = D prvwe@)pniw @)

’
w EQ‘N,t’,a:

w<w!

teljesiilion minden N C N, t,t! € IN, x € NV és w €QnN 2 esetén.
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Az aldbbi lemma szerint a 2.6 axiéma valéban az 1.6 axiéma egy kiter-
jesztése.

s

2.3 lemma. Ha p determinisztikus és felilrol elddllithato, akkor a vele ekvi-
valens r determinisztikus elosztdsi eljards felilrol elédllithato.

Bizonyitds. p determinisztikus volta miatt 1éteznek olyan w € Qn ¢, és
W' € Qn . elosztdsok, amelyekre py ;. (W) = 16 py . (W) = 1. Tehét
r(N,t,z) = w és r(N,t',z) = w’. A 2.6 axiémébdl kifolydlag w < W' és
PNtw (W) =1 (azaz 7 (N, t,w') = w). Ezért

r(N,t,z) =w=r(N,t,0") =r(N,t,r (N,t' x))

minden N C N, t € IN és x € INV esetén. m

Moulin tétele [2] szerint a prioritdsi szabdly az egyetlen olyan determi-
nisztikus elosztési eljards, amely kielégiti az 1.4-1.6 axiéméakat. A sztochasz-
tikus modellkeretben viszont léteznek a prioritdsi szabdlyon kiviil tovabbi
olyan sztochasztikus elosztasi eljarasok, amelyek egyszerre kielégitik a 2.4-2.6
axiomakat. Ezért a sztochasztikus elosztasi eljarasokkal szemben megfogal-
magzunk egy tovabbi igazsdgossagi kovetelményt, amely szerint a szereploknek
legalabb varhato6 értékben az aranyos részesedésiikhoz kell jutniuk.

2.7 axiéma. Ardnyos vdrhaté részesedés:

- t
D kbl (k) = 2i—
k=0

TN

teljesiiljon minden N C N, i € N, t € IN és x € INVN esetén.

A determinisztikus modellkeretben ad6dé negativ eredmény feloldhatd,
ha az elosztas folyamata sordan megengedjiik a véletlent, azaz az elosztasban
résztvevd szereplOknek juttatott mennyiségek valészintliségi valtozdk. A vald-
szintiségi modellkeretben Moulin [4] tGbbféleképpen karakterizélja az tigyne-
vezett aranyos elosztasi eljarast, amely szerint az elosztandd egységeket ugy
sorsoljuk ki a szereplok kozott egymas utan, hogy minden egyes szerepld a
fennmaradé igényekkel aranyos valészintiségekkel juthat az éppen kisorsolan-
do egységhez. Az ardnyos elosztasi eljards —akércsak a prioritasi szabaly—
konzisztens, alulrdl eléallithaté és feliilrol eléallithato.

Moulin [4] megadja a valdszintiségi modellkeretben a hérom invariancia
tulajdonsignak (konzisztencia, alulrdl eléallithat6sag és feliilrél el6allithatd-
ség) egyidejiileg eleget tevd elosztési eljarasok halmazat. Lényegében az ezen
halmazba tartozé eljarasok a szerepléket prioritasi osztalyokba soroljak és
az igy adodé prioritdsi osztalyokon belil engedik csak meg a visszatevéses
mintavételen alapulé ardnyos elosztds alkalmazasét.

Végil megadjuk az 6ndualitds kiterjesztését.

6 A pontosan két szereplét tartalmazé prioritdsi osztalyokon beliil az ardnyos elosztasi
eljarason kiviil méasfajta elosztdsi eljaras is megengedhetd.
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2.8 axiéma. A p sztochasztikus elosztdsi eljards éndudlis, ha

PNtx =T — PNay—t,x

minden N C N, t € IN ésx € INV esetén.

3 Minimalis varianciaju elosztasi eljarasok tu-
lajdonsagai

Elészor a [6]-ban bevezetett minimdlis variancidji elosztdsi eljardsok ismer-
tetésével kezdjik. Legyen r egy adott determinisztikus elosztasi eljaras.
Jelolje €(r) azon sztochasztikus elosztasi eljardsok halmazat, amelyek vérhaté
értékben r-rel azonos elosztasokat eredményeznek barmely elosztasi problé-
méra. Az £(r) halmazbeli legkisebb varianciadsszegii sztochasztikus elosztasi
eljarasokat hivjuk az r-hez rendelt minimdlis variancidaji elosztdsi eljardsok-
nak. Formalisan, p egy r-hez rendelt minimalis varianciaju elosztési eljaras,
ha barmely elosztasi probléma esetén

Vue&(r):Vie N:Var (ph,.) < Var (uy,.) -

Jelolje £™Y(r) az r-hez rendelt minim4lis variancidju elosztési eljardsok hal-
mazat. A [6]-beli 1. tétel alapjdn minden 7 elosztési eljardshoz rendelhetd le-
galdbb egy minimélis variancidjui elosztasi eljaras. Tovabba barmely £™(r)-
beli eljards egy adott (N,t,x) elosztési probléméandl az ¢ € N szereplének

= (N, t, z) ], illetve yF+1 mennyiséget juttat 1—r; (N, ¢, z)+[r:(N,t, z)],
illetve u; := r;(N,t,x) — [r:(N,t,x)] valészintiséggel. Tehat

Pivea Wi) =1—ui b Py, (U +1)=ui. (1)

Most ratérhetiink annak megallapitasara, hogy a bevezetett hét determi-
nisztikus tulajdonsig koziil melyek sztochasztikus kiterjesztéseit 6rzik meg a
minimalis variancidji elosztasi eljarasok. El6szor azokkal a tulajdonsagokkal
kezdiink, amelyek egy r determinisztikus eljarasrdl ,,atoroklodnek” a hozzéja
rendelt £™"(r)-beli minim&lis variancidju elosztéasi eljardsokra.

Nyilvan, ha r kereslet-monoton, akkor (1) alapjan barmely p € E™¥(r) is
kereslet-monoton, mivel

k k
VkE{O,l,...,xi}:Zp'ﬁv7tl Z Pt (
=0 =0

teljestil minden x; > #; és wn\; = Tn\; esetén. Hasonldan igazolhaté a
kinalat-monotonitas 6roklédése. Az egyenld elbands elvének atoroklodésének
teljestilése is nyilvanvalo hiszen, ha r kielégiti az egyenlé elbanas elvét, akkor
(1) szerint azonos x; és z; igények esetén y; = yi s u; = uj.

Vegyiink most egy ondudlis r determinisztikus elosztasi eljarast, egy p €
E™V(r) sztochasztikus elosztasi eljérést, egy (N, t,x) elosztdsi problémét, és
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legyen i € N. Ekkor a pn yy—t. €losztds sordn i a 25 = |ri(N,an — ¢, )|
mennyiséghez s; = 1 — r;(N,zn — t,z) + |r:i(N,zny — t, )] valszinliséggel
jut, mig a 2 +1 mennyiséghez pedig 1 — s; valészintiséggel. Ha u; > 0, akkor

xi—z = z—|r(Nyey —tx)| =z, — [z, —ri(N, t,x)] =
= —|-rnN,t,x)] =[N, t,x)]| + 1=y + 1.

Ezért x; — (27 +1) = y}. Tovabbd ha u; > 0, akkor

PN,xn—t,x (ZL* + 1) = 1l-s :Ti(N,J?N _tax) - I_Ti(N,J?N _tax)J =
= —ri(N,t,x) — |—-r;(N,t,z)] =
= 1- (Ti(N,t,J?) - I_Ti(N,t,J?)J) =1- Ui = PNtz (yt*) .

Ebb8l mar pn o y—t.e (27) = pnex (YF + 1) is kovetkezik. Az u; = 0 esetben
pedig kozvetleniil adédik az ondualitas teljesiilése.
Osszegezve belattuk a kovetkezo allitast.

3.1 allitas. Az r kereslet-monotonitdsa, kindlat-monotonitdsa, egyenld el-
bdnas elvének teljesiilése és ondualitisa oréklodik bdrmely r-hez rendelt p €
E™V(r) sztochasztikus elosztdsi eljdrdsra.

Sajnos a bevezetett tobbi harom tulajdonsag egyike sem 6roklédik sziik-
ségszeriien egy r determinisztikus elosztasi eljardsrdl egy p € £™Y(r) szto-
chasztikus elosztasi eljardsra. Ezt a negativ eredményt egy-egy ellenpéldan
mutatjuk meg.

Az ardnyos determinisztikus eljardshoz rendelt minimélis variancidjui elja-
résokat [6]-ban igazsdgos maradék elosztdsi eljardsoknak neveztik el. [6]-ban
megtaldlhaté ez utébbi tipusi eljdrdsok két jellemzése is. Egy &(pro)-beli
eljérés kielégiti a 2.7 axiémat. [2] alapjan pro konzisztens, alulrdl eléllithatd
és feliilrél eldéllithats. Beldtjuk, hogy egy p € £™Y(pro) sztochasztikus elosz-
tasi eljaras sérti a 2.4-2.6 axiémékat. fgy ezen tulajdonsagok nem 6roklodnek
pro-1él p € £M?(pro)-ra. Ismeretes [4, 7], hogy egyetlen olyan sztochasztikus
elosztasi eljaras 1étezik, amely egyszerre kielégiti a 2.5 és a 2.7 axiomakat, il-
letve a 2.6 és a 2.7 axiomékat. Ez az ugynevezett aranyos valdszintiségi elosz-
tasi eljards, amely lényegében egy visszatevés nélkiili mintavételen keresztiil
sorsolja ki a sziikos mennyiséget a keresletiitkkel megegyez0 szamu sorsje-
gyekkel ellatott szerepldk kozott.” Mivel az ardnyos valdsziniiségi eljards
nem eleme £™Y(pro)-nak, ezért egy £ (pro)-beli eljards semmiképpen sem
alulrol eléallithato, illetve feliilrdl eléallithaté. Megmutatjuk még, hogy az
igazsdgos maradék elosztasi eljardsok nem konzisztensek. Ehhez tekintsiik
a kovetkez6 példat. Legyen N = {1,2,3}, t =4 és = = (1,2,3). Ez eset-
ben PN, t,x ((0 2 2)) = 1/3, PN t,x ((1, 1,2)) = 2/3, p{173}737(173) ((0,3)) = 1/4,
P1L8Y3(13) ((1,2)) = 3/4 P1.3),2,(1,3) ((0,2)) = 1/2, p(1,33,2,1,3 ((1,1)) =
1/2, pNU( ) = 2/3 és pNU( 1/3. A konzisztencia sériilését mu-
tatja a pl,. (2) =1 # 3 = 33 + 35 = Phee (D pparans (1,2) +
PRt (2) P11,33,2,1,3) ((0,2)) eset.

.

7 Az eljarasrél részletesebben olvashaté [4]-ben, illetve [7]-ben.
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A mér bevezetett ug-vel és ul-lel jelolt determinisztikus eljardsok szto-
chasztikus megfelel6i® a fair sorbadlldsi és a fair sorbadllasi* eljarasok, ame-
lyek részletes elemzését Moulin és Stong [5] végezte el. A fair sorbadllési el-
jaras szerint az elosztand6 mennyiséget tobb forduléban osztjuk el Ugy, hogy
minden egyes forduléban a még igényekkel rendelkezd szereploket véletlen
sorrendben egy-egy egységhez juttatjuk a még el nem osztott egységekbol.
A fair sorbadlldsi* eljards hasonlé médon rendeli a hidnyokat a szereplékhoz.
Konnyen meggy6ézédhetiink arrdl, hogy a fair sorbadlldsi eljards egy ug-hez
rendelt, mig a fair sorbaallasi* eljards egy ul-hez rendelt minimadlis variancidji
eljdrds. Moulin és Stong [5] két sztochasztikus elosztdsi eljardsa alapjin
példakat talaltunk olyan esetekre, amelyekben a konzisztencia és feliilrol
elééllithatésdg, illetve a konzisztencia és alulrdl eléallithatosag oroklodik.

Végil nézziink egy példat mindharom strukturdlis invariancia tulajdonsag
oroklodésére. Ehhez tekintsiik a prioritasi szabalyt mint egy determinisztikus
és mint egy (degenerdlt) sztochasztikus elosztési eljarast. Ismert, hogy a pri-
oritasi szabdly (ldsd Moulin [2]) teljesiti mindhdrom strukturalis invariancia
tulajdonsagot. Tovabba konnyen belathatd, hogy a prioritasi szabalynak 6n-
maga egy minimalis varianciaju elosztasi eljarasa.

4 (")sszefoglalés

Hét nevezetes tulajdonsdg segitségével megvizsgdltuk a [6]-ban bevezetett
minimalis varianciaju elosztasi eljarasok tulajdonsigait. Egyrészt megélla-
pitottuk, hogy ha egy determinisztikus elosztasi eljaras kereslet-monoton,
kinédlat-monoton, teljesiti az egyenlS elbanas elvét és ondudlis, akkor a hozza-
rendelt minimalis varianciaju elosztési eljarasok is teljesitik ugyanezen tulaj-
donsédgokat. Masrészt példakon keresztiil megmutattuk, hogy a konzisztencia,
alulrdl elééllithatosag és felilrdl elallithatésdg altaldban nem ,,6roklodik”
egy determinisztikus elosztasi eljarasrdl egy hozzatartozé minimalis varian-
ciaju elosztasi eljarasra.
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DETERMINISTIC AND PROBABILISTIC RATIONING METHODS

We investigated the minimal variance methods introduced in Tasnddi [6] based on
seven popular axioms. We proved that if a deterministic rationing method sat-
isfies demand monotonicity, resource monotonicity, equal treatment of equals and
self-duality, than the minimal variance methods associated with the given deter-
ministic rationing method also satisfies demand monotonicity, resource monotonic-
ity, equal treatment of equals and self-duality. Furthermore, we found that the
consistency, the lower composition and the upper composition of a deterministic
rationing method does not imply the consistency, the lower composition and the
upper composition of a minimal variance method associated with the given deter-
ministic rationing method.
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RUGALMAS OREGKORI NYUGDIJSZABALY OPTIMALIS
TERVEZESE KET TiPUS ESETEN!

SIMONOVITS ANDRAS
MTA, Kozgazdasigtudomdnyi Kutatékézpont, BME és CEU

Ez a dolgozat a rugalmas o6regkori nyugdijszabaly tervezésének legegyszeriibb
esetét mérlegeli, amikor a népesség két tipusbdl &ll: a (vdrhatdéan) révidebb és
hosszabb életii tipusbél. Ot eredményt fogalmazunk meg: 1. A hagyomanyo-
san semleges szabdly esetén a kormanyzat mindenkinek olyan életjaradékot
fizet, amely az életpalya befizetések és hatralévo élettartam hanyadosa: NDC-
szabdly. Minden egyénnek maganinformécidja van sajat varhato élettartamé-
rél, és ennek fliggvényében valasztja meg szolgalati idejét. Mivel a varhatéan
rovidebb életil egyének rovidebb ideig dolgoznak, mint a varhatéan hosszabb
életiiek, ezért az elébbiek rafizetnek, az utdbbiak tdmogatast kapnak; és a
rendszer egyenlege sem nulla, hanem negativ. 2. Az aszimmetrikus informécié
miatt az érdekeltségi feltételeket is figyelembe kell venni. Ha mindkét tipus
esetén kiilon koltségvetési korlatot allitunk fol, akkor meghatdrozhatjuk a
“semleges” masodik legjobb szabdlyt, amely azonban tilsdgosan alacsony
nyugdijat és korai nyugdijkort ad a rovidebb életlinek. 3. Aggregdlt kolt-
ségvetési korlattal helyettesitve a tipusfliiged korlatokat, de megtartva az
érdekeltségi feltételeket, a kormanyzat olyan szabdlyt valaszt, amely maxi-
malizalja a tarsadalmi joléti figgvényt, és vjraelosztdst hajt végre a révidebb
életiitl a hosszabb életii szdmara. 4. A semleges szabdly nemcsak joléti
értelemben marad el az djraelosztétol, hanem gyakran Pareto-értelemben is.
5. Kiterjesztve az elemzést eltéré munkadldozati egyénekre (de megkovetelve
a vérhaté élettartamok azonossdgdt), a semleges megoldds elfogadhatévé
valik.

Koszonetnyilvdnitds. Kilon halaval tartozom Es6 Péternek korabbi egytitt-
miikodéséért (Esé—Simonovits, 2003), amelynek hatdsa kiilénosen a 4. ponton
érezhet6. Koszonetemet fejezem ki Aldcs Péternek, Csorba Gergelynek, Peter
Diamond-nak, Wulf Gaertnernek és Pierre Pestieau-nak el6zetes irdsaimhoz
fliz6tt hasznos megjegyzéseikért. A cikkben kifejtettekért természetesen egye-
diil én vagyok felelés. A kutatdst az OTKA T046175 tdmogatta.

1 Bevezetés

,,Az id6skori vélsdg elharitdsa” (World Bank, 1994) megjelenése ta a 1étezd
tarsadalombiztositasi nyugdijrendszerek biralata folyamatosan hatalmas fi-
gyelmet kapott. Egyrészt tobb szakember (példaul Kotlikoff, 1996) kifogdsol-

1Beérkezett: 2005. janudr 22. e-mail: simonov@econ.core.hu.
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ta, hogy szdmos tbh-rendszer alkalmaz wjraelosztd (degressziv) nyugdijképle-
teket, amelyek csak gyenge kapcsolatot teremtenek a havi befizetések és a
havi kifizetések kozt. Hasonld irdanya kritikat tartalmazott Gruber—Wise,
szerk. (1999) és Borsch-Supan (2001), akik kifogdsoltak a korai, illetve késéi
nyugdijbavonulds elégtelen blintetését és jutalmazasat. Masrészt a Vilagbank
(131. o.) azért tdmadta e rendszereket, mert ,,a degressziv képlet ellenére a
th-rendszer elégtelen mértékben osztja el Ujra a befizetéseket a gazdagoktdl a
szegényeknek” . Erve: ,,e formuldk tartalmaznak keresetfiiggd részt is, ugyan-
akkor a jol keres6 egyének késobb dllnak munkédba és nyugdijazés utan tovabb
élnek.” Ezzel egyidében Orszag—Stiglitz (2001) éppen azon az alapon védte
a degressziv rendszereket, hogy az életpalya egészét tekintve alig osztjak tjra
a jovedelmeket.

Szamos modell 1étezik (példdul Sheshinski, 1978), amely a nyugdijba
vonulasi dontést adott nyugdijszabaly esetén modellezi. E modellek alapotlete
a kovetkezo: a felndtt kor két részbdl all: munka- és nyugdijaskor. A nyugdi-
jasok életjaradékot kapnak, amelynek értéke a jarulékkulcstél és a nyugdijazési
kortél (valamint a szolgdlati id6tél) figg. Minden dolgozé optimalizélja
nyugdijba vonulési korat — életpalya hasznossagfiiggvényét maximalizalva.

A vonatkoz6 irodalom zéme (példdul Gruber—Wise, szerk., 1999) felteszi,
hogy a kormanyzatnak és az egyéneknek azonos informacigjuk van a varhatéd
élettartamokrol, és az egyéni munkadldozatok kiilonbozok. Ekkor létezik
egy kézenfekvl szabdaly, amelyet az irodalom biztositdsmatematikailag sem-
legesnek (vagy korrektnek vagy méltdnyosnak) hiv: az életjaradék az élet-
palya befizetés és a hatralévé varhato élettartam héanyadosa. Ekkor azok a
dolgozdk, akik elényben részesitik a szabadidét (mésképpen: nagyobb a mun-
kadldozatuk), kordbban mennek nyugdijba és kisebb életjiradékot kapnak —
kisebb életpélya-jarulékuknak és rovidebb hatralévo varhato élettartamuknak
megfelelden. Figyeljilk meg, hogy a kormanyzatnak nem kell ismernie az
egyéni munkaaldozatokat a szabaly megalkotasahoz.

Az eszmei tékeszamldk (angol roviditésitk: NDC) gyakorlati bevezetésével
(Svédorszdg, Lengyelorszag, stb.) a biztositdsmatematikailag semleges sza-
bély 1épett életbe, ahol az Gsztonzést és az jraelosztas kikiiszobolését allitolag
megoldottdk. (Az eszmei t6keszdmla problémainak technikai elemzését 1dsd
Valdés-Prieto (2000). Gyakorlati nehézségekrdl Legros (2003) szamol be.)

Ez a szabdaly azonban figyelmen kiviil hagyja az imént emlitett tényt:
a gazdagok tovdbb élnek és kés6bb mennek nyugdijba (empirikus igazoldst
Waldron (2001) nyijt). Ezzel szemben a legtobb modell elhanyagolta azt a
fontos koriilményt, hogy a kormanyzat nem ismeri elére a kiilonb6z6 tipusi
dolgozdk varhato élettartamat, a dolgozdk viszont ismerik sajat tipusukat:
aszimmetrikus informdci6. Smith és szerzétarsai (2001) adatokkal tdmasztjdk
ala, hogy az egyének viszonylag jol elérejelzik varhaté élettartamukat.

Ezért a szoéban forgd szabdly dltalaban nem méltanyos: sot, még agg-
regdlt szinten is hidnyt okoz (v6. Simonovits, 2001, Fiiggelék). Ezért a
szabdlyt hagyomdnyosan semlegesnek nevezzik a tovdbbiakban. Az NDC
rendszerek eme hibdja miatt alaposabban kell elemezniink a tarsadalmilag
optimalis nyugdijszabalyokat.
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A rugalmas nyugdijkorhatér és a nyugdijrendszeren beliili djraelosztas
kérdését szabatosan az optimalis nyugdijosztonzés elméletével oldhatjuk meg,
amely a Mirrlees (1971) altal kialakitott mechanizmustervezés médszerén ala-
pul (magyarul: Goméri, 2001). Erdekeltségi feltételeket vezetiink be, ame-
lyek az egyéneket igazmondasra késztetik: minden tipusnak érdeke a sajat
tipuséara tervezett szerzodést vilasztania. Itt a kormanyzat a tarsadalmi joléti
fiiggvényt (példdul az életpdlya-hasznossagok ellentett reciprokénak varhatd
értékét) egy koltségvetési korlat (példaul a varhaté életpalya-egyenleg nulla)
mellett maximalizalja, figyelembe véve az egyéni érdekeltségi korlatokat is.

Elhanyagolva a kereseti kiillonbségeket, kétféle heterogenitas relevans: a
vérhaté élettartamok és a munkadldozat (vagy szabadidé-preferencia) hete-
rogenitdsa. A vdrhat6 élettartamok heterogenitdséra koncentrdlunk (2-5.
pont), és a munkadldozati heterogenitdsaval csak a 6. pontban foglalkozunk.
Az egyszeriiség kedvéért a tipusfiiggd korldtokkal inditunk, az igazi, sem-
leges masodik legjobb szabalyt elemezzik. Latjuk majd, hogy megtalalasa
viszonylag egyszeri, és fiiggetlen a tarsadalmi joléti fiiggvénytol; azonban a
szabalynak kellemetlen tulajdonsdgai is vannak. Ezért a tipusfiiggo korlatokat
egyetlen egy koltségvetési korlattal helyettesitjiik: Gjraeloszté szabaly.

Vegyiik észre, hogy ebben a bevezet6 cikkben tobb egyszertlsito feltevést
hasznalunk, mint amennyire sziikség van. Nevezetesen mindGssze két tipust
kiilénboztetiink meg: a vizsgélt népesség (korosztély) a varhatdan révidebb
és a varhatéan hosszabb élettartamu tipusokbdl all. Még ebben a végletesen
leegyszerusitett keretben is lehetséges az optimum legfontosabb tulajdonsdgait
bemutatni: 1. A hagyomanyosan méltanyos szabdly ilyen fajta aszimmetrikus
informacié esetén nem semleges. 2. A mésodik legjobb semleges szabédlyban
a szolgdlati id6 gyakran tulzottan érzékeny a varhaté élettartamra: a két
szolgédlati id6 kozti kiilonbség nagyobb mint a varhatd élettartamok kozti
kiilénbség. 3. Az tjraeloszté mésodik legjobb rendszerben a varhatéan révi-
debb életli tamogatja a varhatéan hosszabb életiit. 4. Az djraeloszté masodik
legjobb rendszer gyakran nemcsak a tamogatott, hosszabb életiinek ad na-
gyobb hasznossdgot, mint a semleges megoldas, de a tamogatd, révidebb
életlinek is. (A 2. és a 4. eredmény akkor igaz, ha a révidebb és a hosszabb
vérhaté élettartam hényadosa kelléen kozel esik 1-hez.) 5. Kiterjesztve az
elemzést eltéré munkadldozatii egyénekre (de megkiovetelve a varhaté élet-
tartamok azonossagat), belatjuk, hogy ilyenkor a semleges megoldds nem is
olyan rossz.

Analitikus eredményeinket kiegészitjiitk numerikus szimulaciékkal. Bar
majdnem minden kéttipust modell rossz kozelités, a numerikus eredmények
segitenek megérteni, hogy a kiilonféle mechanizmusok kozti min6ségi kiilonb-
ségek mennyiségileg is fontosak. A kéttipusi modellekre vonatkozé eredmé-
nyeket Osszehasonlitva a tobbtipusidakkal, érdekes eltéréseket tapasztalunk.
Példaul a Pareto-dominanciardl szolé 4. eredmény szigorubb feltételeket ko-
vetel meg a kéttipusos esetben, mint a tébbtipusosban.

Ezen a helyen vazoljuk az irodalmi elézményeket. A mechanizmuster-
vezést el6szor Diamond—Mirrlees (1978) alkalmazta a nyugdijrendszerre. Egy
olyan modellt vizsgdlt, ahol az egyének ex ante egyformdak, de a minimalis
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nyugdijkorhatar elérése utan bizonyos valdsziniiséggel olyan nehézzé valik
szamukra a munka, hogy kénytelenek nyugdijba menni, ha ugyan mar ko-
rabban nem mentek nyugdijba. A korményzat képtelen vagy nem akarja
megfigyelni, hogy tényleg lerokkant-e egy dolgozd vagy sem, ezért kifinomult
jaradék—szolgalati id6 fiiggvényt kell alkalmaznia ahhoz, hogy egyenstlyt
taldljon a biztositds és az 6szténzés kozott. A mddszert az ex-ante heterogén
népesség elemzésére Fabel (1994), Diamond (2003), Es6—Simonovits (2003)
és Simonovits (2003), (2004) terjesztette ki. (Simonovits (2001) még csak
pedzegette a tervezéselméleti megkozelitést! Simonovits (2002) linedris ja-
radékfiiggvényre szoritkozva, képes volt olyan helyzetet is modellezni, ahol
mind a munkadldozat, mind a varhaté élettartam heterogén, és korrelalatlan.
Aldcs (2004) wjszerti numerikust eljarast dolgozott ki a speciélis, de kétdimen-
7zi6s feladat megolddsara.)

Tehét az egyének kiilonboznek varhaté élettartamban (vagy munkadldozat-
ban), és a korményzat olyan jaradék—szolgdlati id6 fliggvényt keres, amely
maximalizalja a tarsadalmi joléti fiiggvényt az érdekeltségi és a koltségvetési
feltételek mellett. Tudomdsom szerint csupan Simonovits (2004) vizsgalta a
semleges nyugdijszabalyt, bar mas teriileteken mar évtizedekkel kordbban is
foglalkoztak a kérdéssel. Példdul Rothschild—-Stiglitz (1976) mésodik legjobb
biztositasi szerzodésében mind a jé sofér, mind a rossz sofér a ,,pénzénél
marad”, a jo vezet$ a viszonylag nagy onrészesedés vallalasaval igazolja a
biztositonak, hogy 6 tényleg kevés balesetet csinal. S6t, a Pareto-dominancia
is megjelenik (638. 0.): ,,A [semleges] elvilaszté egyensuly. .. lehet, hogy
nem Pareto-optimadlis, még a rendelkezésre allé informécié mellett sem.”
Ugyanakkor az eredeti jovedelemadozasi feladat eleve tjraelosztéast tételezett
f6l. A nyugdijrendszeren beliili Gjraelosztdst mas szempontbdl elemezte Au-
gusztinovics (2000a).

A heterogén munkadldozatot tiikkrézi az eszmei szamlarendszer, azonban
elemzését nehézzé teszi az Ujraeloszto els6 legjobbnal jelentkezo sarokmegoldas
— legaldbb is az utilitarista tarsadalmi joléti figgvény esetén. Ekkor ugyanis
a kis munkadldozatd tipus sohasem megy nyugdijba, a nagy munkadldozati
tipus sohasem dolgozik. Vagy felcserélve a korfliggetlen munkadldozati fligg-
vényeket korfiiggokkel, vagy bevezetve a minimélis és a maximalis szolgalati
id6t (Diamond, 2003 és Sheshinski, 2004), megszabadulhatunk a fenti visszas-
sagtol. (Erdekes, hogy a gyakorlatban el6re meghatarozott, minimélis vagy a
normalis korhatdron megy nyugdijba a dolgozdk jelentés része.) Az emlitett
két szerzo elhanyagolta a munkéaba allastdl a korai nyugdijazésig terjedo sza-
kaszt, megnehezitve ezzel a numerikus elemzést.

Osszehasonlitva a kétfajta modellt, az érdekeltségi feltételek kozti kii-
l6nbség nyilvanvald: a heterogén varhato élettartamid modellben a hosszabb
élettartamu hazug tipus ingyen nyugdijat kapna a letagadott idGszakra, mig
a heterogén munkadldozati modellben a korai nyugdijba vonulast aranyosan
csokkentett jaradékkal biintetik.

Mint minden modell, a cikkben szereplé modellek is szamos bonyodalmat
figyelmen kiviil hagynak. a) A nyugdijszabalyok bonyolultsdga miatt az opti-
malizdlok dolga eléggé nehéz. Amint Aaron (1982, 60-61. 0.) megjegyzi: ,,Ha
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az elemzOknek egyelére nem sikertilt megfejteniiik [a jaradékijraszamitas és
az aktudriusi kiigazitds] hatdsait, és tovabbra is vitatkoznak, hogy e hatdsok
tamogatast vagy adot jelentenek-e, mennyire valdszinii, hogy a dolgozdk és
hitveseik megtaldljdk a vélaszt?” b) Inkdbb a szakirodalmat, mintsem a
valésagot kovetve, foltessziik, hogy a dolgozo valasztja meg szolgalati idejének
hosszat. A munkakeresleti korlatokkal foglalkozé kevés forrds koziil harmat
emlitek: Lazear (1979), Augusztinovics—Martos (1995) és Spieza (2002).

A cikk felépitése a kiovetkezd: a 2-5. pont a heterogén élettartamu ti-
pusokkal foglalkozik. A 2. pontban ismertetjiik a hagyomédnyosan semleges
Osztonzést és birdlatdt. A 3. pontban a semleges elsé- és masodik legjobb
megolddsokat. A 4. pont médositja a megoldast az tujraelosztas esetére.
Az 5. pontban &sszehasonlitunk szdmos megoldédst. A 6. pont a heterogén
munkadldozat modelljét elemzi. A 7. pont néhany kovetkeztetést fogalmaz
meg. A kordbbi cikkekre val6 hivatkozasok nem jelentik azt, hogy a cikk csak
ezek ismeretében olvashatoé.

2 A hagyomanyosan semleges 0sztonzés

Ebben a pontban a hagyomdnyosan semleges 0sztonzést elemezziik. Két ese-
tet mérlegeliink: (i) a kormdnyzatnak ugyanaz az informécié all az egyéni
élettartamokrdl a rendelkezésre, mint az egyéneknek: szimmetrikus informa-
cig; (ii) a korményzatnak kevesebb informéciéja van az egyéni élettartamok-
rél, mint az egyéneknek: aszimmetrikus informécio.

Szimmetrikus informacio

Az egyszeriiség kedvéért elhanyagoljuk a gyerekkor, a névekedés, az inflacié, a
leszamitoldsi- és a kamatlab létezését. Egyelore minden egyén azonos véletlen
élettartami, jele: D. E valtozé értéke Dy és Dy, D < Dy, 1/2-1/2
val6szintiséggel. Atlaguk D = (Dy + Dy)/2. Minden dolgozé egységnyi bért
kap egységnyi id6 alatt, amelybdl évente 7 jarulékot fizet, R évig. Cserében
a varhatéan hatralévé D — R évre évi b(R) jaradékot kap. A korményzat és
az egyének ugyanazt tudjak D eloszlasardl: szimmetrikus informdcid, ezért
a kormany az R szolgélati id6tdl fiiggd

b(R) = (2.1)

jaradékot fizeti.

A be- és kifizetések életpdlya-egyenlege Z = TR —b(R)(D — R), azaz D-t6l
fiiggben Z;, vagy Zy. Atlaguk Z = (Z1 +Zy)/2 = 0. Rétériink a hetero-
genitasra. Feltessziik, hogy ¢ =1, ..., n tipusi egyén létezik, tipustdl fliggd
R; szolgalati id6vel. Ekkor is érvényben marad Z; =0,i=1, ..., n.



18 Simonovits Andrds

Aszimmetrikus informacié

Mar a Bevezetésben is utaltunk arra, hogy a szimmetrikus informacié fel-
tevése gyakran elfogadhatatlan. Az aszimmetrikus informécié legegyszeriibb
esetét mérlegelendd, tegytik fol, hogy két tipusu egyén létezik: a vdrhatdan
rovidebb és a hosszabb életi, Dy és Dy élettartammal, mindketto silya a
népességben 1/2. Foltessziik, hogy az egyének ismerik sajit varhat6 élettar-
tamukat, a kormanyzat viszont nem: aszimmetrikus informdcio. Feltessziik,
hogy mindketten ugyanakkor, 0 évesen kezdenek dolgozni; és évi keresetiik
egységnyi, amelybdl Ry, illetve Ry éven keresztiil évi T Osszeget fizetnek a
nyugdijbiztositasra.

Ha mindkét tipusi egyén sajat magardl gondoskodik: autarkia, akkor a
jaradékfiggvény egyszertien

TR

W =5 R

(2.2)
és az egyének a megfeleld b;(R) jaradékot életitk végéig kapjik; az életpalya-
egyenleg 0.

Az 6ngondoskodasban azonban nem bizik meg a modern tarsadalom,
helyette mindenkinek tarsadalombiztositdasban kell részt vennie. Mivel fel-
tevésiink szerint a kormanyzat nem tudja megkiilonboztetni a két tipust,
egyéni véarhat6 élettartam helyett a D = (Dp 4+ Dpy)/2 dtlagos varhaté
élettartammal szamol. A nevezett elv hivei szerint R évi szolgdlat utan az
éves nyugdij értékét ismét (2.1) adja, bar most a D-k mdst jelentenek, mint
a szimmetrikus esetben.

Ez az eljards azonban hibas. Ezt a legegyszertibb esetben igazoljuk.
Foltessziik, hogy a legkorabbi halalt is megelézi a legkésébbi nyugalomba
vonulds. Nem tudl nehéz belatni, hogy abban a valdszerii esetben, amikor
a varhatoéan rovidebb életliek kevesebb ideig dolgoznak, mint a varhatdan
hosszabb életiiek: R; < Ry < Dy, az elobbiek kevesebbet, az utébbiak
tébbet kapnak, mint amennyi jérna, s6t az egész rendszer veszteséges (14sd
1. tétel).

A pontosabb megfogalmazdshoz sziikségiink lesz a kovetkezé jelolésekre.
Az évi nyugdij értéke: by = E(RL) és by = E(RH); illetve az életpélya sordn
befizetett jarulékok és jaradékok vdrhatd egyenlege: z; = TR; —E(RL-)(D,-—R,-),
azaz Z és Zy. Az egy fore juté teljes egyenleg Z = (Zp, +Zy)/2. Most mar
kimondhatjuk allitasunk.

1. tétel. Tegyik fol, hogy a vdarhatoan révidebb életiiek kevesebb ideig dolgoz-
nak, mint a vdrhatéan hosszabb életiiek: Ry, < Ry < Dy. Ha a nyugdijakat
a (2.1) képlet szerint dllapitjdk meg, akkor a vdrhatéan rovidebb életiiek
életpdlya-egyenlege pozitiv, a varhatoan hosszabb életiieké negativ, és az dtlag-
egyenleg is negativ:

ZL >0>Zyg é Z<0. (2.3)

Megjegyzés. Ha a két tipus szolgdlati ideje azonos: Ry = Ry, akkor legaldbb
az atlagos varhaté egyenleg nulla: Z = 0.
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Bizonyitds. Helyettesitsiik be Z-ba a b képletet:

_ TR _ _RD-D) S .~
Z—TR—E_R(D—R)—T—ﬁ_R =b(R)(D—-D). (2.4)

Ebbél mér adédik a Z;, > 0 > Zy egyenlétlenség. A Z < 0 egyenlétlenség
bizonyitésdhoz vegyiik figyelembe, hogy D — Dy = —(D — Dy), tehét (2.4)
értelmében Z = (D — D) (by, — by)/2. Mivel az els6 tényezd pozitiv, a ma-
sodik tényezo viszont az Ry < Ry feltevésiink szerint negativ, tehat Z < 0.

Ha RLzRH,akkorEngH,azaZ7=0 ]

Ezentil az in. semleges jaradékfiiggvényt hagyomdnyosnak nevezziik (ko-
rébban a naiv elnevezést hasznéltam). Ha csupdn az Osszesitett hidny zavarna
benniinket, kénnyen megszabadulhatunk téle. A kiigazitott hagyomdnyos
jaradék esetén a T kifizetési kulcsot annyira csokkentjiik a 7 befizetési kulcs-
hoz képest, hogy a teljes egyenleg nulla legyen:

b(R) = ETi%R’ ahol Z(1,7)=0. (2.2)

Természetesen a varhatdéan révidebb életiiek tovabbra is tobbet fizetnek, a
varhatoan hosszabb életliek pedig kevesebbet, mint kellene — de tompitva.

Szemléltetésiil egy szampéldat mellékeliink (1. tdbldzat), tdblazatos alak-
ban. (Az utolsé hdrom sordban szerepl§ szabédlyokkal csak kés6bb ismer-
kediink meg.)

Szolgalati id6 Jaradék Eletpéalya egyenleg
Szabaly rovid | hosszu | kicsi | nagy rovid hosszu

Rp Ry br by 2L ZH
Autark 40,0 48,0 0,80 | 0,80 0,0 0,0
Hagyomanyos 40,0 48,0 0,53 1,37 2,7 —6,9
Kiigazitott 40,0 48,0 0,43 1,10 3,7 -39
Semleges 2. legjobb 34,7 48,0 0,45 0,80 0,0 0,0
Ujraeloszté 1. legjobb 37,3 50,7 0,80 0,80 —2,7 2,7
Ujraeloszté 2. legjobb 41,0 45,3 0,61 0,80 2,7 —2,7

1. tablazat. Nyugdijszabdlyok Osszehasonlitdsa: eltérd élettartamok

Megjegyzések: 1. Dy = 50, Dy = 60, fr, = fu = 0,5, 7 = 0,2 és
7 = 0,16; — kerekitési hibdkkal. 2. Az autark megolddssal még semleges els6
legjobb megoldasként fogunk talalkozni a kés6bbiekben.

A szimmetrikus informécié esetén minden dolgozé varhaté felnétt élet-
tartamanak a 80 szazalékat tolti munkaval, teljes keresetének 20 szazalékat
fizeti jarulékként, és a netto keresetével megegyezo nyugdijat élvez. Ugyanez
a helyzet az autark szabdly és aszimmetrikus informacié esetén.

Hagyomanyos szabaly esetén az atlagos varhaté élettartammal vald szé-
mités jelentosen csckkenti a varhatéan rovid életiieknek a teljes keresethez
viszonyitott nyugdijat (53 szdzalékra), és jelentésen noveli a véarhatéan hosszi
életliekét (137 szdzalékra), és az életpélya sordn az elébbi 2,7 évnyi keresetével
tobbet, az utébbi 6,9 évnyi keresettel kevesebbet fizet, mint varhaté értékben
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kellene. Figyeljiikk meg, hogy a varhaté egyensulyhiany paronként 4,2 évnyi
kereset!

A Kkiigazitds soran a jarulékkulcsot 4 szdzalékponttal kell csokkenteni,
hogy az egyensily fennmaradjon: 7 = 0,16. A hagyoméanyos rendszer torzu-
ldsai ardanyaiban megmaradnak, csak nagysaguk csokken. Kerekitési hiba mi-
att Z = 0,1. Természetesen az 1. tétel igaz tetszoleges tipusszam és eloszlas
esetén is, csak a szdmolds némileg bonyolultabb (Simonovits, 2002).

Egyéni optimalizalas

A neoklasszikus kozgazdasagtan hagyomanyét kdvetve, a tovabbiakban egyéni
optimalizaldsbdl szarmaztatjuk a modell bizonyos véltoz6it (Sheshinski, 1978).

Foltessziik, hogy az egyéneknek jol viselkedd pillanatnyi hasznossdgfiigg-
vényik van, amely a fogyasztason kiviil a szabadidétdl is fiigg: ¢ fogyasztas
és | szabadid6 esetén a pillanatnyi hasznossag értéke u(c, ). Fenntartva azt
a feltevést, hogy az életpalya dolgozd és nyugdijas korszakra bomlik, ahol
0 < I, < lp a dolgozdk, illetve a nyugdijasok szabadideje, definidljuk a
dolgozdk és a nyugdijasok pillanatnyi hasznosségfiiggvényét: u(a) = u(a,l,)
és v(b) = u(b,lyr), ahol a = 1 — 7 a dolgozé pillanatnyi fogyasztdsa és b
a nyugdijas pillanatnyi fogyasztasa. Mivel egy nyugdijasnak tébb szabad-
ideje van, mint egy dolgozénak, u(c) < v(c) minden c-re &ll. Erdektelen
eredményeket elkeriilendd, ahol a dolgozék nem dolgoznak vagy nem men-
nek nyugdijba, vagy ha mégis, akkor nyugdijuk nagyobb korabbi teljes kere-
setitknél, tegyik fol, hogy v(0) —v'(0)7 < u(l —7) < v(1) —v'(1)(7 + 1).
Néha még azt is megkoveteljik, hogy v(0) = —oc.

Idoben additiv életpdlya-hasznossdgfiiggvényt feltételeztink:

U(D,R,a,b) =u(a)R+v(b)(D—R) . (2.5)

A nyugdijrendszer modellezésénél gyakori egyszeriisité feltevés, hogy a
dolgozé pillanatnyi hasznossagfiiggvénye csak egy allandéban kulénbozik a
nyugdijasétol:

u(e) =v(c) — ¢, e>0. (2.6)

A tovdbbiakban rogzitjiik a jarulékkulcsot, és az u = u(1l — 7) roviditést
alkalmazzuk.

Adott jaradék—szolgalati id6 szabaly

Konnyebb egy dltaldnos, sima és névekvo b(R) jaradék—szolgalati id6 szabélyt
tanulményozni, mint a specidlis, hagyomanyosan semleges szabalyt. Az op-
timalis szolgalati id6t meghatarozé szabélyt idézzik.

2. tétel. a) Belsd optimumban, az U hasznossdgfigguény, a b(R) jdradék-
fliggvény és a T jarulékkulcs esetén az optimdlis R(D) szolgdlati idé—élet-
tartam-fiiggvény kielégiti a kovetkezd egyenletet:

w+v' (D)W (R)(D — R) —v(b) = 0. (2.7)
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b) (2.7) mellett az optimum elégséges feltétele:
(W + 00" (D~ R) - 20V <0, (2.8)

amelybdl kovetkezik, hogy az optimdlis R(D) szolgdlati id6 a D vdrhatd élet-
tartam novekvd figguénye.

¢) Konkdv v és b fiigguény esetén, az optimdlis szolgdlati id6 novekedése
kevesebb, mint fele a vdrhatd élettartam novekedésének: 0 < R'(D) < 1/2.

Bizonyitds. a) Derivéljuk U-t R szerint, és tegyiik nulldva a derivaltat,
sth.

b) Elegendd, ha az U (D, 1, R) fiiggvény R-nek csokkend fiiggvénye. Az
implicit fiiggvény tételét alkalmazva az Uy (D, 7, R) = 0 fiiggvényre:

Upr 200 — (00> +0'b") (D~ R)

R'(D) = (2.9)
Figyelembe véve, hogy v' > 0, &’ > 0, feltételiinkbdl kovetkezik R’ (D) > 0.
¢) Nyilvdnvaléan kovetkezik (2.9)-bél és b < 0-bdl. ]

Az 1. tdbldzatban megkezdett szimulaciét most mér folytathatjuk. Eddig
nem foglalkoztunk a hasznossagfliggvények el6jelével. Ha azonban megfeleléen
akarjuk korlatozni az idébeli helyettesithetéséget (o < 0), akkor a szimulé-
ciéban szereplé, CRRA-alaki u és v negativnak adédik. Tehdt (2.5) miatt
U is negativ lenne, ezért a kés6bb bevezetendd tarsadalmi jéléti fliggvény
CRRA-specifikicidja értelmetlen lenne. Emellett minél tovabb él az egyén,
annal kisebb lenne az életpalya-hasznossidga, s ez ellent mondana a kés6bb
bevezetendo6 érdekeltségi feltételeknek is. Ezeket a kovetkezményeket el kell
keriilniink, tehat hozzaadunk egy megfelel6en nagy pozitiv 6 dllandét u-hoz és
v-hez. Csupan azt kell tudatositanunk, hogy minél nagyobb allandét alkalma-
zunk, anndl inkabb eltinnek a relativ kilonbségek az életpalya-hasznossag-
fiiggvények kozott. CRRA-hasznossagfiiggvényt feltételezve: v(b) = b7 /o+0,
ahol —oo < 0 < 1 a rugalmassdg. Legyen o = —0,5; ¢ = 1,4; 0 = 4,1 (vd.
Es6—Simonovits, 2003).

Simonovits (2002, 2. kévetkezmény) megmutatta, hogy a jaradékszabé-
lyok széles osztalyaban az életpalya-egyenleg novekvé fliggvénye a varhato
élettartamnak. Két-tipust kiegyensilyozott modelliinkben (Z = 0), ebbdl
mar kovetkezik z;, > 0 > zg.

Befejezvén az adott jaradékszabaly hagyomanyos elemzését, ratériink cik-
kiink kozponti kérdésére, a nyugdijszabalyok tervezésére.

3 Semleges nyugdijszabalyok tervezése

Egy jaradékszabalyt semlegesnek neveziink, ha minden tipusfligg6 egyenleg
0. Egy ilyen rendszerben, amelyet ~ jelol, a szolgédlati id6t meghatarozza a
jaradék:
~ btDL, , =  buDp
L=, & YT ey

(3.1)
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Féleg masodik legjobb (az érdekeltségi feltételeket kielégits) optimumok
érdekelnek benniinket, de az elemzést megkonnyiti, ha elészor eltekintiink
az érdekeltségi feltételektdl: els6 legjobb optimumot tanulmanyozzuk. A
semleges rendszer sajitos természete miatt mindkét megoldas vizsgalhaté a
tarsadalmi joléti fliggvény bevezetése nélkiil. Ez a pont a Simonovits (2004)
cikken alapul.

3.1 Semleges elso legjobb

Ha a kormaényzat ismerné az egyéni paraméterek értékét, és ra tudna kény-
szeriteni az egyéneket parancsai kovetésére, akkor az elsd legjobb megoldds
egy olyan (b} ,b%;) jdradékpér és egy olyan (R}, R};) szolgdlati id6 par lenne,
hogy mindkét tipus életpalya-hasznossaga maximalis lenne, feltéve, hogy a
mésik érték adott: Pareto-optimalitds. (Azok, akik az els6 legjobb megol-
désndl csupan a fizikai korlatokat engedik meg, szimmetrikus informacié mel-
letti optimumra is gondolhatnak.) A kovetkezd tétel jellemzi az elsé legjobb
megoldasokat.

3. tétel. Ha minden egyén megvdlaszthatja b jdradékdt vagy az R szolgdlati
idejét, akkor a D vdrhato élettartamatol figgetlenil a b* semleges elsd legjobb
jaradék kielégiti a kovetkezé nem linedris egyenletet:

u—v(b*) +0" (") (t+b*)=0. (3.2)
A semleges elsd legjobb szolgdlati idd ardnyos a vdrhatd élettartammal:

b*

BFD) =577

(3.3)

Megjegyzések. 1. A 3. tétel igazolja, hogy az 1. tdbldzatban szerepld
szimmetrikus szabdly, azaz a semleges elsé legjobb szabdly megegyezik az
Oonkényesen valasztott jaradék és nyugdijazasi kor értékével.

2. Megolddsunkban a semleges els6 legjobb szolgalati idé nagyon egy-
szerlen fligg a varhato élettartamtdl: ardnyos vele, és az ardnyosséagi szorzo
b*/(0* +7) < 1.

3. A hasznossagi fliggvényrdl tett feltevések szerint egyetlen egy olyan b*
jaradék létezik, amely kielégiti a (3.2) egyenletet.

Bizonyitds. Behelyettesitve (3.1)-et (2.5) életpalya-hasznossigfiiggvénybe,
adddik

Ur =)Dy és Upn = o(bu)Du , (3.4)
ahol b )
ub + v(0)T
o(b) = — (3.5)

Derivélva p(b)-t, majd nullava téve: ¢’ (b) = [u+v'(b)7](T+b) —[ub+v(b)T] =
Tlu — v(b) + V' (b)(T + b)] = 0. (3.2) segitségével adédik b = b*, fiiggetleniil
D-t8l. Az egyértelmiiség oka: " (b) =~ v'(b) &~ —v'(b) +v"(b)(7 +b) —v'(b) =~
v”(b) <O0. ]
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3.2 Semleges masodik legjobb

A valésdgban azonban a korményzat csak az egyéni paraméterek eloszldsat
ismeri (vagy hasznalhatja fol). Ekkor az els6 legjobb — 6mlesztett — megoldds
csalasra csabit: példaul a varhatéan hosszabb életli egyének érdekeltek ab-
ban, hogy varhatéan rovidebb életiinek tiintessék fol magukat, csak hogy
hamarabb mehessenek nyugdijba, és a kormanyzat altal vart idészakndl hosz-
szabb ideig élvezhessék alacsonyabb nyugdijukat. De forditott iranyu csalas
is elképzelhetd, ha tulzottan kicsiny az L-jaradék. A csaldst kizarando, érde-
keltségr feltételeket kell kironunk. Képletben:

uRyg + U(bH)(DH - RH) >uRp + U(bL)(DH - RL) R (36H)

és

uRy + U(bL)(DL — RL) > uRy + U(bH)(DL — RH) . (3.6L)
Ekkor a mdsodik legjobb megoldds egy Pareto-optimalis megoldas, amely az
elsd legjobb megoldds (3.1) koltségvetési korlatjai mellett kielégiti (3.6) ér-
dekeltségi feltételeket is. Ekkor a feladat a koévetkezdképpen fogalmazhatd
meg: melyik az a (b, by) masodik legjobb jaradékpar, amelyre mindkét tipus
életpélya-hasznossigfiiggvénye maximalis — (3.1) és (3.6) mellett? Latni
fogjuk, hogy a H-korlat lesz feszes. A bizonyitasokat leegyszertisitendd, tegyiik
fol, hogy 7 =1 — b* és v(0) = —o0.

Beldtjuk a kovetkezd tételt.

4. tétel. A semleges mdsodik legjobb megolddsban a by = b*, és a by, < b*
jdradékot a ~ ~

DHQD(b*) = DLgD(bL) + (DH - DL)U(bL) (37)
implicit egyenlet hatdrozza meg.

Megjegyzés. Vegylk észre, hogy a masodik legjobb megoldasban csak
a H-tipus kaphat els6 legjobb jaradékot. Ez jellemz6 az ilyen modellekre.
(Példdul a Bevezetésben emlitett Rothschild—Stiglitz (1976) optimélis biz-
tositasi modellben az L-tipus csak részleges biztositast vehet, hogy bizonyitsa:
nem H-tipusi.)

Bizonyitds. A (3.6H) érdekeltségi feltétel a
D p(br) = Drp(br) + (D — Dr)v(br) (3.8)

egyenléségre egyszeriisodik. Ebben a feltételben minél nagyobb by < b*,
annal nagyobb Uy és anndl gyengébb a bp-re vonatkozo korlat. Ezért a ma-
sodik legjobb megoldésban az Uy figgvény by = b*-nél maximalis, mig az
Uy, fiiggvény by-nél, amely kielégiti (3.7)-et. A (3.6L) feltétel is teljesiil.

Az 1. abra a hasznossagtérképet a révidebb életiiek jaradékdnak a fliggvé-
nyében abrizolja: IgazUH (Uy), HamisUH (Ug,) és IgazUL (Up), HamisUL
(Urm) gorbék az L-jaradék (by) fiiggvényei. IgazUH egy folytonos vizszintes
vonal, amelyet a HamisUH gorbét az N2B jelzésti semleges masodik legjobb
jaradékban metszi: by, = 0,45. Figyeljiik meg, hogy by, = 0,42 el6tt az IgazUL
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gérbe a HamisUL alatt hizodik, érdekeltté téve L-t, hogy H-nak tettesse
magat. Ez a korilmény azonban nem jatszik szerepet a Pareto-optimélis
valasztds esetében.

50 7 -........./

45
4
240 Igaz UH
T S et e - . .
935 £ Hamis UH
S st cossssesssssssssssssssosscsssnes | T lgaz UL
& 30 - —e- -Hamis UL
T '

25 -

20 T T T T 1

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
L-jaradék

1. dbra. Semleges 1. és 2. legjobb

Az 1. tabldzatban mar talalkoztunk a semleges els6 legjobbal autarkia né-
ven, és most hozzavessziik a masodik legjobb megoldast. Vegyiik észre, hogy
a szolgdlati idok tulsdgosan érzékenyek, hiszen eltérésiik nagyobb, mint a var-
haté élettartamok eltérése: 13 év szemben a 10 évvel. (Osszehasonlitésként
megjegyezzilk, hogy a 2.c tétel szerint az adott jaradékszabalyok tag oszté-
lyéra nincs érzékeny fliggés.) Ahhoz, hogy ezt és més éllitdsokat megfogal-
mazhassunk, sziikségiink lesz a minmaz-hdnyadosra, amely a rovidebb és a
hosszabb varhato élettartam hanyadosa.

1. kovetkezmény. A semleges mdsodik legjobb szolgdlati id6 pontosan ak-
kor fligg érzékenyen a vdrhato élettartamtdl: Ry — Ry > Dy — Dy, ha a
mainmax-hdnyados elég kézel esik 1-hez:

Dy,

675

> 0y, (3.9)

ahol a 6, kritikus hdnyadost a

I=b6)u+ (1 =0 )" =2-0"—b)(v" —=146.), v =0v(") (3.10)
egyenlet hatdrozza meg.

Megjegyzés. Megmutathatd, hogy (3.10)-nek 1étezik egy minimdlis pozitiv
gyoke.

Bizonyitds. Be akarjuk latni, hogy Ry, < R, = Ry — Dy +Dy,. Bevezetve
a 6 és az R} = b* Dy mennyiségeket, egyenlStlenségilink ekvivalens
A-b)R.

= *—1
Dr k. b +0

EL<b*:
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egyenlStlenséggel. Most (3.8) a kévetkezd képletre egyszertisodik:
b u + (1 —0*)v* = o(b*) = 8p(br) + (1 — 8)v(byr) . (3.8
Atrendezve az egyenl6tlenséget:
ub®* +v (1 =0")< (6 —1+b)u+(2-0"-0). (3.11)

Egyszerii szamoldssal igazolhatd, hogy (3.11) pontosan akkor érvényes a 0 <
8 < 8, szakaszon, ha (3.9)—(3.10) teljesiil. ]

4 Ijjraeloszté nyugdijszabalyok tervezése

Tudomdsom szerint az Gsszes nyugdijtervezési cikk — Simonovits (2004) ki-
vételével — Gjraelosztd szabalyokat mérlegelt, ahol a semleges rendszer tipus-
fiiggd egyenlegei helyett egy aggregilt egyenleg szerepel. (Ez természetes
feltevés volt az optimalis jovedelemadd-tervezésben, ahonan az egész mecha-
nizmustervezés indult.) Azt vdrhatndnk, hogy barmely tjraelosztés az egyik
tipusnak a mésik tipus karira kedvez. Ez azonban nem mindig van igy. A
kovetkez6 (5.) pontban létni fogjuk, hogy az tjraeloszté mésodik legjobb
megoldas gyakran Pareto-domindlja a semlegest. Mar korabban emlitettiik,
hogy ez a pont az Es6-Simonovits (2003) cikken alapul.

Tarsadalmi jolét
Mar két tipus esetén is kiilonbozo egyéni hasznossigi optimumparokat kell
minssiteniink. Ha nem elégediink meg a hatdrozatlan Pareto-rendezéssel,
akkor be kell vezetniink egy alkalmas tarsadalmi joléti fiiggvényt. Tegyiik
fol, hogy az L- és a H-tipusi egyének stlya sziiletéskor a népességben rendre
fL>0¢és fg >0, fr, + fg = 1. Stacionarius népességet tételeziink fol, ezért
a korosztéalyi hosszmetszeti adatok megegyeznek az aggregalt keresztmetszeti
adatokkal. Két tipus esetén a két legegyszeribb tdrsadalmi joléti fligguény
rendre a két életpdlya-hasznossag Osszege, illetve minimuma. Képletben,
Utilitarista:

V=fUr+ fuUpy . (4.1')

Rawls-féle:
V =min(Ur,Uy) . (4.1

Altaldnosabban, legyen v egy konkav skalar-skalar fiiggvény, amely az egyéni
életpélya-hasznossagokat transzformalja, miel6tt 6sszeadnank Sket. Ekkor a
kétszemélyes CRRA-tipusi tdrsadalmi joléti figguény képlete:

V= fup(UL) + fu(Un) - (4.1)

Minél konkéavabb a v fliiggvény, anndl inkdabb egyenl6sité a tarsadalmi joléti
fiiggvény. Szimuldciéban alkalmazhaté a CRRA-specifikdcié: ¥(U) = U? /¢,
ahol ¢ 1-nél nem nagyobb valds szam az egyenidtlenségi indexr. Sajnos,
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az elemzésben el kell kiiloniteniink az utilitarista esetet a tobbitél (Es6-
Simonovits, 2003). Emlékeztetiink arra, hogy minél nagyobb a 6 additiv
allandog, anndl kisebb a U;-k kozti relativ kiilonbség.

Mivel nem koveteljiik meg, hogy az egyéni életpalya-egyenlegek nullak
legyenek (semlegesség), térsadalmi koltségvetési korlatot kell felallitanunk,
amelyben a zpy és zp egyéni egyenleg silyozott Gsszege szerepel:

ZZfLZL—l-fHZH =0. (4.2)

A mechanizmustervezés eszkozeit kovetve, most is az elsé legjobb megolddst
elemezziik el6szor, és csak aztan tériink rd a méasodik legjobb megoldasra.

Ijjraeloszté elso legjobb megoldas

Ha a kormanyzat ismerné az egyéni jellemzoket, és képes lenne érvényesiteni
akaratdt, akkor az elsd legjobb megoldds egy olyan (b9 ,b%) nyugdijpar és
(RS, RS;) szolgalatiid6-pédr lenne, amelyre a (4.1) térsadalmi joléti fiiggvény
maximélis lenne a (4.2) koltségvetési korlat mellett.

5. tétel (V6. Es6-Simonovits, 2003, 0. tétel.) Az djraelosztd elsd legjobb
megolddsban mindkét nyugdij fiiggetlen a vdrhato élettartamtol: b§ = by, =
b*, és a kozos érték kielégiti a semleges elsd legjobb megoldds optimdlis felté-
telét: (3.2)-t. A két optimalis szolgdlati id6 a két egyéni vdrhato élettartam
inhomogén linedris fligguénye:

R} =R*"4+w(D,—-D) é Ry=R 4+wDg—-D), (4.3)

ahol
R°=pD L N (4.4)
e A e ' '

Megjegyzések. 1. Meglep, hogy az els6 legjobb nyugdij értéke fliiggetlen a
tdrsadalmi joléti fliggvénytdl. Az ok egyszerii: a bizonyitasban a 1 , kiesik”,
a két életpdalya-hasznossdg egyenlévé tehet6é az optimumban.

2. Ugyanez a fiiggetlenség igaz a megfeleld szolgdlati idokre is. Kivétel az
utilitarista eset, ahol az optimum hatarozatlan. Ekkor az optimalis szolgalati
id6-parok egy olyan folytonos szakaszt alkotnak a paramétertérben, amelyet
aZ =0, R, < D és Ry < Dy feltételek hataroznak meg. Szimmetria
miatt ilyenkor a tovdbbiakban (4.3) helyett az R} = R% = R° vélasztassal
éliink, ahol R° az atlagos élettartamhoz tartozé autark szolgdlati idé.

3. Az RY > 0 és a Ry < Dp feltételhez a kovetkezé feltevésekre van
szilkség:

w . w—p
w—pDL és Dy < CEYED)R
ahol x; az x szadm pozitiv része.

4. Vegytk észre a hasonlésidgot a semleges masodik legjobb megoldassal:
a szolgalati id6 mindkét esetben érzékenyen fligg a varhato élettartamtol.

Dy <

DL)
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Bizonyitds. Vegyiik a kovetkez6 Lagrange-fiiggvényt:

L= fop(UL) + fuv(Un) + plfrze + fuzn] -
Az elsbrendii optimalitési feltételek a kovetkezok:
Ly, =" (U (b:)(D — R;) + w(R; — D) = 0 & ' (U)v'(b;) = pe,
7= (Us)[u—v(bi)] + p(r +b;) =0.

Behelyettesitve az elsé egyenlet u-jét a mésodikéba, ¢/ (Uy)-vel valé egysze-
riisités utdn adédik a (3.2) egyenlet, azaz az optimadlis nyugdij fliggetlen a ti-
pustol. Ekkor az elsd egyenletbél adédéan o' (U7 )v' (b°) = o' (Ugy ) v’ (b°), azaz
Y'(Up) =9 (Us;). Szigoruan konkdv jéléti figgvényre szoritkozva, Uy = Upy:
a két tipus maximalis életpalya-hasznossiga egyenld. (Az elfajult, utilitarista
esetben a semmitmondé 1 = 1 azonossdg adddik.) Behelyettesitve (2.1)-et
egyenletiinkbe és z°-okat Z° = 0-ba [(4.2)], e két egyenlet adddik:

v*Dy — [v*" —u|Rg =v* Dy, — [v*" —u|Rg ,

Jol(m+ 0" )Ry = 0" D] + ful(t + 0" )Ry —b" D] =0.
A kétismeretlenes linedris egyenletrendszert megoldva, adédik (4.3)—(4.4). m
Figyeljilk meg a szoros kapcsolatot az jraeloszté elsé legjobb [(4.3)] és
a semleges mésodik legjobb szolgdlati idék [(3.3")] kozott: R*(D) és R°(D)
szakaszok koézpontja kozos: (D, R°), meredekségiik rendre p < 1 és w > 1.
Ebbdl adédik a

2. kovetkezmény. Az djraelosztd elsd legjobb optimumban a vdrhatéan
hosszabb életiiek tamogatjdk a varhatoan rovidebd életiieket: 2§ < 0 < z%;.

Egészitsiik ki a korabbi numerikus futdsokat a ¢ = —1-hez tartozé futdssal!
Ekkor az els6 legjobb szabalyban a rovid életii csak 37 évet, a hosszu életi
viszont 51 évet dolgozik, megsértve a masodik legjobbra kirétt Ry < Dy,
feltételt. Azonos nyugdijuk a semleges elsé legjobb megoldassal egyezik, és
jocskan eltér a korabbiaktol.

Masodik legjobb megoldas

De a korményzat nem ismeri az egyéni jellemzoket, csak eloszlasukat. Ezért
a mdsodik legjobb megolddst kell bevezetnie, ahol az els6 legjobb megoldas
célfiiggvénye és korldtja mellett a (3.6H) érdekeltségi korlat is megjelenik.
Egy meglepo tételt idéziink az utilitarista tarsadalmi joléti fliggvény esetére.

6. tétel (V6. Es6-Simonovits, 2003, 1. tétel). Ha a joléti fugguény wtili-
tarista, akkor egyetlen egy ujraeloszto mdsodik legjobb nyugdijszabdly létezik,
amely egyittal megvaldsitja az elsd legjobb szabalyt:

0, ha R < R°;
b(R) = {b*, ha R > R°.
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Bizonyitds. Az elsé legjobb megoldds, ahol b9 = b9, = b* és R} = RS, =
R°, kielégiti az érdekeltségi feltételt, tehat masodik legjobb is. m

Mivel ez a megoldés til merev és igazsagtalan, az utilitarista helyett a szi-
gorian konkav tarsadalmi joléti fliggvényekre szoritkozunk. Ekkor alaposabb
elemzésre lesz sziikség.

7. tétel (v6. Es6-Simonovits, 2003, 2. tétel). A hosszabb vdrhatd élettar-
tamuak jdradéka azonos a semleges elsd legjobbal, mig a rovidebbé kisebb;
hasonlo a szolgdlati idék sorrendje:

by <bg=b* é Ry <Ry. (4.5)
Bizonyitds. El6szor (4.5) elemi részét 1atjuk be: Helyettesitsiik (3.6H) bal
és jobb oldaldt rendre Ug-val és Ur, + (Dy — Dy )v(by)-lel:
Ug > UL+ (Dg — Dr)v(br) .
Hasonl6an (3.6L)-re:
Ur > Upn + (D, — Dg)v(by) .

A két egyenlétlenség Osszehasonlitdasabdl kovetkezik by < by

Ha R, > Ry igaz lenne, akkor a rovidebb életii azt tettetné, hogy hosz-
szabb életii, ellentmondas.

Ratérink a l;H = b* 4llitds bizonyitdsara. Az 5. tétel bizonyitdsaban
szerepld, elsé legjobb feladat Lagrange-fiiggvényéhez hozzaadjuk a (3.6H)
egyenl6tlenség nullara rendezett alakjat v szorzdval, kiszamitjuk a négy par-
cidlis derivaltat, és hozzdvessziik a két korldtot. A kibovitett Lagrange-fiigg-
vény a kovetkezo:

L= fo(Up) + fuv(Un) + plfrzr + fuzul +
+vuRg + v(by)(Dy — Ry) — uRp —v(br)(Du — Ry)] .
Vegyiik a Lagrange-fiiggvényes optimalitdsi feltételekb8l az aldbbi kettét!
vu= fu (Un)v'(br)(Dr — Rur) + fup(Ru —Du) + vv' (b ) (D —Ru) = 0,
7= fad" (Un)u—vm)] + fap(r +bm) +v(u—o'(bg)) = 0.

Kifejezve v-t az elsé egyenletbdl, és behelyettesitve a méasodikba:

<wl(UH) + f—H> [u — U(bH) + UI(bH)(T + bH)] =0.

Az utolsé egyenlet elsé tényezdje pozitiv, a masodik tényezdje éppen (3.2).m

Mivel by = b*, a négy valtozobdl egy kiesik. A két korlatban a szolgalati
idok linearisan szerepelnek, ezért konnyen kifejezheték mint a varhatéan ro-
videbb életiek jaradékanak a fliggvényei: a tobbvaltozods feltételes maxi-
mumfeladat egy skalar-skalar fliggvény maximalizdldsara vezethetd vissza.
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A bizonyitést egyszeriisitendd, két technikai feltevéssel éliink: a két tipus
gyakorisdga azonos: fr, = fu, és (2.6) additiv kapcsolat esetén a jarulékkulcs
egyénileg is optimalis: 7 =1 — b*.

Ime, az egyszertisitett feladat.

8. tétel. Legyen fr, = fu, 7 = 1 — b* és legyen by egy pozitiv skaldr, és
v* = v(b*). A mdsodik legjobb megolddst a kévetkezd skaldr-skaldr fiiggvény
mazimalizdldsa adja:

Y(UL(br)) +¢¥(Un(br))

V(br) = 5

a 0 < by, <b* szakaszon, ahol

. (U* — u)(b*DH + bLDL) + (U(bL) — U*)DH
Ru(br) = (v* —w)(r+bL) +o(br) —u ’ (46)

UL(bL) = [u - U(bL)]RL(bL) + U(bL)DL R (2.5L)
RH(bL) =b*Dy +b,Dy, — (T + bL)RL(bL) R (4.7)
UH(bL) = (u—U*)RH(bL)—FU*DH . (25H)

Megjegyzés. A feltételekben szereplé négy fiiggvény valdjaban csak by -t61
fligg.

Bizonyitds. Elhagyva (3.6H)-bdl az egyenlStlenséget, és behelyettesitve
by = b*-t az 4j egyenletbe és (4.2)-be, adédik

uRy + U*(DH — RH) =uRp + U(bL)(DH — RL) (3.6H’)

(T + bL)RL — by D, =b"Dy — Ry . (4.2’)

(4.2") meghatérozza Ry-t mint Ry, fuggvényét: (4.7). Behelyettesitve (4.7)-
et (3.6H’)-be, (4.6) adédik, stb. ]

Azt sejtjiik, hogy figyelemre mélté kapcsolat van a by, jaradék és a ¢
egyenlStlenségi index kozott. A Rawls-i joléti fiiggvény esetén csak Uy (by)-t
kell maximalizalni (4.6) mellett; jeldlje a feladat megolddsat by, (—oo). Az uti-
litarista esetben by, (1) = b* (5. tétel). Altaldnosan, barmely by, valés szim,
amely a by, (—00) < by, < b* szakaszra esik, megfelel$ egyenlétlenségi indexre
megegyezik egy mdsodik legjobb, rovid életil egyén jaradékédval. Képletben:
létezik egy olyan ¢ valds szdm, amelyre by, = by (¢).

3. kovetkezmény. Minél nagyobb a ¢ egyenldtlenségi index, anndl kisebb
Ry . Specidlisan:
R; < R* <Ry . (4.5’)

Bizonyitds. Nyilvdnvald, hogy Up névekvd fiiggvénye ¢-nek. (2.5H) értel-
mében Uy csokkend fiiggvénye Ry-nak. Kovetkezésképpen Ry (¢) csokkend.
|
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Hasonléan Uy, (¢) névekvs. Nem tudjuk azonban, hogy ez a csékkenés
hogyan oszlik meg by, és Ry, kozott.

Megjegyzések. 1. A Bevezetésben mar emlitettiik, hogy az aszimmetrikus
informécids keretben végzett optimadlis 0sztonzést a mechanizmustervezés ad-
ja. Egyébként az irodalomban is a most tapasztalthoz hasonld jelenséggel
taldlkoztunk: Mirrlees (1971) optimélis jovedelemaddrendszerében a leggaz-
dagabb egyén optimélis addkulcsa nulla.

2. Végig rogzitjik a 7 jarulékkulcsot, pedig a nyugdijosztonzés egyik leg-
izgalmasabb kérdése éppen a jarulékkulcs optimalizaldsa. A médr meghaté-
rozott optimumokat parametrikus optimumnak tekintve, a 7 véltoztatasaval
az abszolut jéléti optimum is meghatarozhaté lenne, legalabbis numerikusan
(v6. Esé-Simonovits, 2003, 3. dbra).

Az 1. tdblazatbeli szimulaciét most mar befejezhetjiik. A mésodik legjobb
szabdly esetén az autarkiatdl vald eltérés irdnyt valt: a rovid életti tobbet (41
évet), a hosszi életii kevesebbet (45 évet) dolgozik, mint az autarkidban.

A 8. tételben targyalt algoritmus-egyszeriisitést a 2. €s a 8. dbrdn szemlél-
tetjiik. Mindkét esetben by, a fliggetlen valtozd, és rendre Ry, (br), Ru(br) a
fiiggd valtozo a 2. dbrén és Uy (br), U (br), V(br) a 3. dbran. A by (—o0) =
0,5, br.(—1) = 0,61 és by (1) = 0,8 pontban hiizott fiiggbleges egyenesek ren-
dre a Rawls-féle, a hiperbolikus és az utilitarista maximumokban metszik
ki az optimélis R-eket és U-kat. Ahhoz, hogy egy dbran mutathassuk be a
hasznossag és joléti fiiggvényeket, a 200V + 82 transzformaciot alkalmaztuk
V-re. Végill a 4. dbra a b (¢) fliggést mutatja.

50 -
45 -

40 - --—-RL
35 - ——RH
30 -

25 I I I 1
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

L-jaradék

Szolgalati idok

2. dabra. Mésodik legjobb szolgalati id6k
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Egyenlétlenségi index

4. dbra. EgyenlStlenség és L-jaradék

5 Osszehasonlitasok

Ebben a pontban t6bb analitikus 6sszehasonlitast végziink kiilonféle szabéalyok
kozott. Eloszor osszehasonlitjuk az tGjraeloszté masodik legjobb megoldast a
semleges els6 legjobbal.

4. kévetkezmény. Az tjraeloszté mdasodik legjobb optimumban a vdrhatéan
hosszabb életliek kevesebbet dolgoznak, mint a semleges elsé legjobb optimum-
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ban, €s a varhatoan révidebb életiiek tamogatjdk oket:

Ry <Ry é 2,>0.

Bizonyitds. Valéban, a 7. tétel szerint az utilitarista esetben Ry (1) =
R° < Ry. Elég nagy egyenlGtlenségi indexekre a folytonossidg miatt az
egyenl6tlenség fennall, de az altaldnos esetben tovabbi megfontolasokra van
sziikség. Tegyiik fol az allitas ellenkezGjét: Zy > 0. Ha szigort egyenlétlenség
allna valamilyen ¢-ra, akkor a 3. kévetkezmény és a folytonossag értelmében
létezne egy olyan kozhiilsé ¢ € (¢,1), amelyre 2y (¢) = 0: semleges elsé
legjobb.

2, = 2y = 0 értelmében Ry = b*Dy és Ry = by Dy /(7 + b). Be-
helyettesitve (3.5)—(3.6H)-ba,

ubp, 4+ v(br)T

ub*Dy +v* 7Dy = o(br.)Dy, ahol ¢(by) = P

A b* 1étezésének és egyértelmiiségének igazolasakor mar lattuk, hogy by < b*
esetén ¢’ (br) > 0, azaz

ub*Dy +v* 1Dy > ¢(b*) Dy, > (b)) Dy, ,
ellentmondas. [ ]

Masodszor, osszehasonlitjuk az djraeloszté elso legjobbat a hagyoméanyos-
sal.

5. kévetkezmény. A hagyomdnyos megolddsban a hosszabb vdrhatd ideji
tipus szolgdlati ideje nagyobb, mint az utilitarista Ujraeloszto elsd legjobb:

RH > R°.

Bizonyitds. Kiszamitjuk a hosszabb élettartamu tipus hagyomanyos op-
timumat: (2.2) és (2.7) szerint

TUu'(R) = u—v(B(R)) + v (BR)b (R)(Dy —R) =0, (5.1)
ahol =
b (R) = D_re

Elegendé megmutatni, hogy UHI(RO) > 0, vagy masképp: mivel az els6
és a masodik tag rendre azonos (3.2)-ben és (5.1)-ben, (5.1) harmadik tagja
nagyobb, mint (3.2)-é, azaz EI(RO)(DH —R°) > 7+b*. Behelyettesitve a kép-
leteket, egyenlétlenségiink a kovetkezo igaz egyenlétlenségre egyszertisodik:
Dy > D. |

Megjegyzés. Azt sejtjiik, hogy hosszabb varhaté élettartamu tipus esetén
az jraeloszté masodik legjobb szolgdlati id6 is kisebb, mint a hagyomanyosé,
de ezt csak szimuldciéval tudjuk igazolni.



Rugalmas dregkori nyugdijszabaly optimalis tervezése két tipus esetén 33

Harmadszor, megmutatjuk, hogy ha a ¢ minmax-hanyados elegendden
kozeli 1-hez, akkor az tjraeloszté masodik legjobb domindlja a semlegest:
Un > Uy és Uy, > [:]L. Az els6 egyenlétlenség majdnem trivialis: by = by
és Ry < RH miatt Uy > UH

Egy sziikséges és elégséges feltételt adunk a dominancidra.

9. tétel. Tegyiik fol, hogy 7 = 1—b*. Az ujraeloszté mdsodik legjobb pontosan
akkor Pareto-domindlja a semlegest, ha a 6 minmaz-hdnyados elegendden
kézeli 1-hez: 6 = D /Dy > 6., ahol

P 2l C))
vt —p(b)

és b kielégiti az
v(b) = frb*u+ (1 — frb*)v*, (b < b%)
egyenletet.

Megjegyzés. Ha a H-tipus ardnya eléggé kicsi, vagy a szereplok eléggé
kockazatkeriilok, akkor adott minmax-hényadosra a feltevés teljestil.

Bizonyitds. Elbszor meghatérozzuk, hogy mikor &ll U, > Uy. Tudjuk,
hogy Uy, = Dg[ub* +v*(1—b*)] —v(bp)(Dy — Dp) és U, = ub*D +v* (D, —
b*D). Ujrarendezve, és felhaszndlva, hogy Dy — D = fo(Dg — Dy), adédik
awv(by) > frb*u+ (1 — frb*)v* feltétel.

Masodszor felhasznaljuk, hogy legutébbi egyenldtlenségiink pontosan ak-
kor teljesiil, ha by, > b. Mivel p(b) az u és a v(b) atlaga, s6t u < wv(b),
ezért o(b) < v(b). (3.8) jobb oldala Dy, névekvd fiiggvénye, ezért by, szintén
novekvo fliggvénye Dy -nek. ]

Szimulaciésorozatunkban Dy = 50 és Dy = 60 esetén az udjraelosztd
masodik legjobb csak akkor dominalja a semleges tarsat, ha a tarsadalmi
jOléti fliggvény erdsen egyenlésitd, példaul Rawls-féle. Nagyobb minmax-
hanyad, példaul Dy = 56 és Dy = 60 esetén azonban a dominancia még
az utilitarista fiiggvényre is teljesiil: U, = 33,43 < 33,56 = U.. Finomabb
beosztas esetén, amikor 11 évjarat van, Uy > Uy minden tarsadalmi joléti
fiiggvényre igaz: a dominancia &ll (v6. Simonovits, 2004).

6 Heterogén munkaaldozat

A kovetkeztetések levondsa el6tt egy tiikérmodellt vizsgdlunk, ahol a mun-
kadldozatok kiilonboznek és a varhaté élettartamok egyeznek (v6. Diamond,
2003, 6. fejezet és Sheshinski, 2004). Mint a Bevezetésben mér hangsilyoztuk,
ez az eset azért is nagyon fontos, mert ez bijik meg az eszmei szamlarendszer
gondolata mogott. Lemondunk az el6z6 modellhez hasonlo teljes kifejtésrol,
csupan az Uj pontokat érintjiilk. A semleges, illetve az jraeloszté rendsze-
rekrdl szold alpont rendre megfelel a 3. és a 4. pontnak.
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Semleges rendszer

Legyen D a koz6s varhato élettartam, és legyen a kétféle dolgozdi pillanatnyi
hasznossagfiiggvény w;, i = H, L, ahol ug > ur. (A szokdsos szereposztést
megtartva, nevével ellentétben, a H-tipusnak kisebb a munkadldozata, mint
az L-nek.) Az i-tipus életpdlya-hasznossigfiiggvénye

Feltessziik majd, hogy
v(e0) =0 és uyg <v(l)—v'(1)(t+1). (6.2)

Ebben az alpontban természetesen feltessziik az életpalya-jarulék és -ja-
radék egyenléségét:

TR=b(D—R) vagy b= vagy R= D. (6.3)

D—-R T+b

Ismét hullimmal jelezziik a semleges megolddst. Behelyettesitve (6.3)-at
(6.1)-be:

_ub+u(b)T
Tt +b
Eloszor a semleges els6 legjobb megoldast jellemezziik.

Ui = ¢i(b)D, ahol  ;(b) (6.4)

10. tétel. a) Létezik egyetlen eqy semleges elsé legjobb megoldds: {b}, Ry YL, ,
ahol by, < by, és b! kielégiti a kovetkezd egyenletet:
i — v(b) + 0" (b))(7 + bf) =0, i=HL. (6.5)
b) Az L-tipus hamarabb megy nyugdijba, mint o H-tipus: R} < Rj, a
szolgdlati idok a kovetkezok:
b;

R = D
YT+ b

. i=HL. (6.6)

Bizonyitds. A bizonyitas az analég 3. tétel bizonyitdsdhoz hasonlit, kivéve
by < by-t, amely ur < up és (6.5) Osszefiiggésbdl kivetkezik. ]

Masodik legjobb megoldasokra térve, most azt tessziik fel, hogy az egyének
ismerik sajat munkadldozatukat, de a korményzat csak azok eloszlasat ismeri.
Ekkor a jaradékszabalynak ki kell elégitenie az érdekeltségi feltételt. Erde-
ke-e a H-tipusnak tgy tennie, mintha L-tipus lenne? Nem, mert fennall az
érdekeltségi feltétel: by > br-bol kovetkezik @ (br) > wu(br). Méginkabb
forditva.

6. kévetkezmény. A semleges mdsodik legjobb megoldds egybeesik az elsd
legjobbal.

Osszevetve ezt a helyzetet a 3. és 4. tétel kapcsolatdval, a kiilonbség nyil-
vanvalo: ott a hazug H-tipus ingyen jaradékot kapna a csalard tton szerzett
Dy — Dy, hosszusagu idészakra, most viszont a korai visszavonuldst aranyosan
csokkentett jaradék kiséri.
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Ujraeloszt6 rendszer

Az egyediili véltozds az életpdlya-egyenleget érinti: z; = 7R; — b;(D — R;),
mig (4.2) egyszeriisodik:

H

> filtRi = bi(D—Ri)] =0. (6.7)

i=L

A targyalast egyszeriisitendd, az elemzést az utilitarista tarsadalmi joléti
fliggvényre szoritjuk:
V=fuUn+ fLUL .

A Bevezetésben mar emlitettiik, hogy ebben az esetben nincs belsd legjobb
szolgélati idopar. Ha el akarjuk keriilni azt a rémes helyzetet, hogy a H-tipus
élete végéig dolgozik, mig az L-tipus semmit sem dolgozik, akkor (i) vagy
korfiiggd munkadldozatot tesziink f6l; (ii) vagy elére meg kell hatdroznunk
manimdlis €s mazimalis nyugdijkorokat: R,, és Ry, 0 < Ry, < Ry < D. Mi
a (ii)-t vélasztjuk.

Ekkor igaz a

11. tétel a) Az djraeloszté elsé legjobb megolddsban az L-tipus a lehetd
leghamarabb, a H-tipus a lehetd legkésébb megy nyugdijba:

R =R, és Ry =Rypy. (6.8)
b) Mindkét tipus azonos jaradékot kap:

fHRJW + fLR'rrL
=05 =0"=7 . 6.9
L H D_fHRJW_fLR'm ( )
c) A minimdlis és a mazimdlis szolgdlati idéknek ki kelle elégiteniik a by, <
b° < by egyenldtlenséget, ahol by, és by (6.5)-ben van meghatdrozva.

Bizonyitds. Megint mérlegeljiik a megfelelé Lagrange-fiiggvényt:

L= th{[uLRL + U(bt)(D - RL)] + utR; — )\bL(D - RL)} .

Az i = H, L esetén a parcidlis derivaltak
R = fillui — v(bs)] + pr + pbi
b, = filt'(0)(D — Ri) — (D — Ri)} .

Mivel b; nem lehet sarokmegoldas, R; < D, tehat E;u = 0-bdl kovetkezik
v'(b;) = p, ahonnan by = br. Behelyettesitve L -be, (6.5) kévetkezd,
sarokmegoldasos dltalanositasat kapjuk:

ur, —v(b°) + 0 (b°) (7 +b°) <0 <ug —v(b°) +0'(d°)(T+0°).  (6.5°)

Valéban, (6.8) sarokmegolddshoz jutunk. Ekkor a koltségvetési korlatbol
(6.9) adédik. .
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Végil elérkeztiink az Gjraeloszté masodik legjobb rendszerhez. Ismét egy
relevans érdekeltségi feltételiink van; a H-tipusnak ne legyen érdeke gy ten-
nie, mintha L-tipusu lenne:

ug Ry —l—U(bH)(D—RH) ZUHRL—FU(bL)(D—RL) . (6.10H)
Szabdlyos optimumban az egyenlétlenség egyenloséggé egyszeriisodik:
ug Ry +U(bH)(D—RH) ZUHRL+U(bL)(D—RL) . (610Hl)

12. tétel a) Az djraeloszté mdsodik legjobb allokdcid egy 4-vdltozds, 2-korldtos
mazimalizdldsi feladat megolddsa. A A

b) A H-tipus késébb megy nyugdijba, mint az L-tipus: Ry < Rpy; és
nagyobb, elsd legjobb jdradékot kap: by < by = by;.

Bizonyitds. Vegyiik a kiegészitett Lagrange-fiiggvényt:
L =L+ v{jug —v(bg)|Ry +v(by)D — [ug — v(by)|Ry — v(by)D} .
Bels6 megoldast feltételezve, tegyiik a parcidlis derivaltakat nullava:
L, = (fu +v)[wm — v(bm)] + fup(r +by) =0, (6.11)

Ly, = (fr —v){fur —v(be)] + four +pbr} — v(ug —ur) =0, (6.12)

Ch = (fu )0 (br) = fup =0, (6.13)
Ch, & (fo =)/ (bL) = fLp=0. (6.14)
(6.11) és (6.13) maga utan vonja (6.5)-t: by = b, (6.13)(6.14)-bdl kovet-
kezik
(fu + 000 (bsr) _ fu
(fo=v)'(br)  fr’
ahonnan v/ (br,) > v/ (byr ), azaz by, < by. m

Felhasznélva a by = b3, egyenléséget, fokozatos kikiiszoboléssel a feltételes
maximalizaldsi feladatunk a kovetkezd egyvaltozds maximalizalasi feladatra
egyszerlisodik (vo. 8. tétel).

13. tétel. Legyen fr = fu = 1/2, 7 = 1 — b* és legyen by egy pozitiv
skaldr. Az djraeloszto mdsodik legjobb megolddst a 0 < by, < by szakaszon
értelmezett, kovetkezd skaldr—skaldr fiigguvénye mazximalizdldsa adja:

_ Ur(br)+ Ug(by)

V(bL) 9 ’

ahol
[(v* —um)(b* +br) —v* +v(bg

(v* —ug)(T+br) —u+v(bg
UL(bL) = [uL — U(bL)]RL(bL) + U(bL)D R (6.1L)

))]D , (6.15)

Ry(br) =
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RH(bL) =b"D +b,D — (T + bL)RL(bL) R (6.16)
UH(bL) = (uH — U*)RH(bL) +0v*D . (G.IH)
|

Vegyiik észre, hogy a sziikséges helyettesitések utan minden korlat csak
by -tol flgg.

Megjegyzés. Vegyilk észre a 3—-4. pont és a mostani pont kozti ha-
sonlosagot, mégha csak az utilitarista esetre is szoritkozunk. Példaul mindkét
modellben az djraeloszté masodik legjobb H-jaradék megegyezik a semleges
els6 legjobb H-jaradékkal. Ugyanakkor fontos kilonbségek is mutatkoznak:
belsé optimum all szemben sarokmegoldassal, stb.

A 2. tabldzatban bemutatjuk a négy optimum szamszerii értékét.

Szolgalati id6 Jaradék Eletpéalya egyenleg
Szabaly rovid | hosszu | kicsi | nagy rovid hosszu

Ry, Ry by, by zZ, ZH
Semleges 1. legjobb 40,7 44,0 0,57 0,80 0,0 0,0
Semleges 2. legjobb 40,7 44,0 0,57 0,80 0,0 0,0
Ujraeloszté 1. legjobb 40,0 45,0 0,68 0,68 | —2,2 2,2
Ujraeloszté 2. legjobb 28,0 52,0 0,49 0,80 —7,6 7,6

2. tdbldzat. Nyugdijszabalyok 6sszehasonlitdsa: eltéré munkaaldozat

Megjegyzés. 1. D =55, fr = fp =0,5; 7=0,2, 1 = &2+ 0,8.

Egyszertisitve a feladatot, tegyiik f6l, hogy a szolgélati id6k, vagy ezzel
egyenértékiien, a nyugdijazasi korok elore meghatarozottak. Ekkor igaz a

7. kovetkezmény (V6. Sheshinski, 2004). Ha a nyugdijazdsi korok elére
meghatdrozottak, akkor az ujraeloszté harmadik legjobb (by,br) jdradékokat
(6.7) és (6.10H") hatdrozza meg.

7 Kovetkeztetések

Az optimélis mechanizmustervezés elméletét alkalmazva nehézségi sorrend-
ben végig mentiink néhany nyugdijosztonzési feladaton. 1. Kiilonb6z6 varhato
élettartamu egyénekbdl allo népesség esetén elemi modelliinkben tisztaztuk
az autark, a hagyomanyos és a kiigazitott hagyomanyos jaradék kapcsolatat.
2. Bevezetve az egyéni hasznossag- és a tarsadalmi joléti fiiggvényt, sikeriilt
meghatarozni a tarsadalmilag optimélis els6 és masodik legjobb optimalis
szolgalati id6ket és nyugdijakat. 3. A legtébb esetben azt tapasztaltuk, hogy
a szimmetrikus informdciéra vonatkozé els6 legjobb optimum (més néven:
autarkia) nagyon eltér az aszimmetrikus informdciéra vonatkozé mésodik
legjobb optimumtdél. A feladat bonyolultsiga miatt dltalaban numerikus szi-
mulaciéra kényszeriiltiink.

Elhanyagoltunk tobb nagyon fontos tényezét: a keresetek és a munkaaldo-
zatok korfiiggését, a keresetalap szolgdlatiido-fiiggését, a munkdaba 1épési idék
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kiillonbozGségét, végiil de nem utolsésorban, az adérendszer hatasat. Ebben a
végletekig lecsupaszitott modellcsaladban is érdekes eredményeket kaptunk.
Tovébbi kutatdsnak kell tisztdzni a kapott eredmények robusztussagdt. Amit
mar ma is megtudtunk, hogy az dn. tisztességes jaradékfiiggvény biztositas-
matematikailag nem tisztességes.
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DESIGNING OPTIMAL RETIREMENT RULES: TWO TYPES

This paper considers the simplest case of optimal design of old-age pension rule
with flexible retirement, namely when the population consists of two types: (ex-
pectedly) shorter- and longer-lived. 1. Under traditional fair rule, the government
pays an annuity to each individual, equaling to the ratio of lifetime contributions
to the average remaining life expectancy at retirement. Having private information
on his own life expectancy, every individual chooses his retirement age. Because
the shorter-lived work less than the longer-lived, this rule pays too high reward to
the longer-lived and too little to the others, moreover, the average balance is also
negative. 2. Because of asymmetric information, incentive compatible rules should
be considered. Setting separate budget constraints for each type, we can derive
the neutral second-best rule, which, however, yields too low benefits and retirement
age for the shorter-lived. 3. Replacing the type-specific constraints by an aggregate
one, but retaining the incentive compatibility constraints, the government chooses
the socially optimal rule, which maximizes the social (cohort) welfare. The socially
optimal pension rule dampens the traditional fair rule but still redistributes from
the shorter-lived to the longer-lived. 4. The neutral rule is not only welfare infe-
rior to but often dominated by the redistributive one. 5. Extending the analysis
for populations with heterogeneous labor disutilities (but with homogeneous life
expectancy), the neutral solution is acceptable.
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KORRUPCIO ES ADOSSAGDINAMIKA!

BESSENYEI ISTVAN
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

Cikkiink a korrupcié adodssagdinamikara gyakorolt hatasat vizsgalja egy
neoklasszikus novekedési modell keretei kozott. Megmutatjuk, hogy erésebb
korrupcié esetén nagyobb a kormanyzat mozgéastere a fiskdlis politika ki-
alakitasa soran, mivel eredményesebbé valnak az allamadodssag stabilizdlasara
irdnyuld torekvések. Mind a vallalatok, mind pedig a haztartasok oldalan két
elkiiloniilt szektort kilonboztetiink meg. Modelliinkben nem szerepel sem
kozponti tervezd, sem pedig tarsadalmi joléti fliggvény. Ehelyett azt tessziik
fel, hogy a megtakaritani képes haztartasok igyekeznek jélétiiket végtelen
id6horizonton maximalizalni.

1 Modellfeltevések

Egy korabbi tanulményomban (Bessenyei (2001)) bemutattam, miként érinti
a korrupcié bevezetése Ramsey (1928) modelljének stabilitdsi tulajdonségait,
illetve mennyiben befolyasolja a korrupcié erdsségének megvaltozasa az e-
gyensilyi helyzet jellemz6it. Abban a cikkben kizdrdlag a kiegyensilyozott
kormanyzati koltségvetés esetének elemzésére szoritkoztam, igy ott az adds-
sagdinamika bekapcsoldsara nem volt lehetség. Ebben a dolgozatban felte-
szem, hogy a kormanyzat a bevételeit meghaladé kiaddstobbletet kotvény-
kibocsatassal fedezi, és azt vizsgalom, miként befolyasolja a korrupcié az
allamadodssag alakuldsat.

Mind korabbi munkamban, mind e mostaniban azt a tranzakciot tekintem
korruptnak, melynek soran a kozszféra latszdlag vasarol valamit, valdjaban
azonban semmit nem kap a kifizetett pénzért. Az ilyen korményzati vasérlds
célja kozpénzek személyes jovedelemmé torténd transzformaldsa. Mauro (1998)
szerint az igy meghatarozott korrupt tranzakcié a valésdgban ugyan szinte
soha nem fordul el6, azonban a kormanyzat vasarldsainak jelentos része fel-
bonthaté egy korrupcié mentes és egy korrupt véasarlasra.

Az adéssagdinamika témakorében ma mér klasszikusnak szamit Diamond
(1965) cikke, ezért az aldbbiakban bemutatdsra keriil§ modell premisszdit
leghelyesebb annak feltevéseivel egybevetve targyalni.

LA dolgozat elkészitését az OTKA TO037291 szdmu pélydzata tdmogatta, melyért
a szerzd eziuton fejezi ki koszOnetét. Beérkezett:  2003. oktéber 2. e-mail:
essenyei@ktk.pte.hu.
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1.1 Haztartasok

Diamond emlitett cikkében az addssiagdinamika problémé&jat az egyiitt élo
nemzedékek modelljének keretei kozott targyalja, ahol az egyének tervezési
id6horizontja két periddus. Az elsé periédusban dolgoznak, és jovedelmiik
egy részét megtakaritjdk. A masodikban nem dolgoznak, és nem is takaritanak
meg, fogyasztdsukat kordbban felhalmozott vagyonukbdl finanszirozzak. A
korrupcié modellezése soran azonban célszeriibb végtelen idéhorizontra ter-
vez0 haztartasokat feltételezni, s ezen beliil megkiilonboztetni a megtakaritani
képes és képtelen héztartdsokat. Az elhatérolast a Kaldor (1956) cikkében
ismertetett alternativ jovedelemelosztasi elmélet nyomén tessziik meg.

A bérbdl és fizetésbol é16 haztartasok kizardlag bérjovedelemhez jutnak, il-
letve a nem bérjellegili jovedelmek mennyisége elhanyagolhaté. A kormanyzat
altal fizetett joléti transzferektdl az egyszerliség érdekében eltekintiink, és
feltessziik, hogy a haztartasok ezen szektora sajatitja el a gazdasdgban kép-
z6d6 Gsszes bérjovedelmet. Hasonld feltevést alkalmaz pl. Kaldor és Mirrlees
(1962) névekedési modellje. A bérbdl és fizetésbél €16 haztartdsok nem taka-
ritanak meg, igy fogyasztasukat Ci-gyel jeldlve:

(1) Cr=QQ-7jwl,

ahol 7 a valamennyi haztartasra egységesen alkalmazott linedris addkulcs,
és 0 < 7 < 1, w a bérrata, L pedig a rendelkezésre all6 és a termelésben
felhaszndlt munka mennyisége. Feltessziik, hogy az addkat kizardlag a héz-
tartdsok fizetik, a véllalatok nem addznak. A héztartdsok mésik szektorat
az elit haztartasok alkotjak. Ezek sajatitjak el a tékejovedelmeket, az adllam-
kotvények utan fizetett kamatokat és a korrupciobdl szarmazé jovedelmet is.
Mivel e haztartasok bérjovedelme javarészt szinekurakbdl adodik, azt is a kor-
rupcids 6sszegek kozt kell figyelembe venni. Az elit haztartdsok fogyasztdsan
kiviil az itt képzett megtakaritas is szamottevd. Jelolje a tékejavak hozamat
r, mely utan a tulajdonos haztartas adét fizet. Nem kell viszont adét fizetni
az allampapirok hozama utdn, ezért ennek nagysdga: (1 — 7)r. Ezek szerint
a megtakaritasi fliggvény:

(2) S=1-7)(rA+Yy) = Cy,

ahol Cs az elit haztartdsok fogyasztasa, és C = Cy + Cs. Az elit haztartdsok
vagyonat A jeloli, ez a tékedllomény és az allamkdétvények dllomanydnak az
Osszegével egyenld, azaz:

3) A=K+B.

Diamond egyiitt é16 nemzedékek konstrukcidjaval szemben tehat model-
link a Ramsey (1928) cikkében alkalmazott megkozelitést koveti. A két
megkozelités kozti kapesolatot Blanchard (1985) tanulméanya térta fel, meg-
mutatva, hogy amennyiben feltessziik, hogy a két periédusra tervezé dontés-
hozé altruista modon viszonyul a fiatalabb generacidhoz, s igy hasznossaga
nem csupan sajat fogyasztasatol, hanem gyermekei jolététdl is fiigg, akkor az
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egytutt él16 nemzedékek modelljének mozgasegyenletei megegyeznek a Ramsey-
modell mozgésegyenleteinek diszkrét ideji valtozataval. Bevezetve tehat az
egyltt élo generacidk kozti transzfer lehet&ségét az egyiitt €16 nemzedékek
modelljébe, az Ramsey konstrukciéjaval azonos eredményre vezet.

1.2 Vallalatok

A korrupcié egyszeriibb modellezése céljabdél Diamond egyetlen termel6 szek-
tort feltételez6 megkozelitésével szemben a véllalatokat is két szektorba oszt-
juk. Az elsébe tartozik minden olyan termeld egység, mely fogyasztési cikkeket,
beruhazasi javakat, illetve olyan kozjavakat allit el6, amelyek hatartermelé-
kenysége nullanal nagyobb. A masodik szektorba tartozé vallalatok kizarélag
azon kozjavakat allitjak elo, melyek hatartermelékenysége zérus. E vallalatok
funkciéja a kormanyzati kiadasok egy részének kozvetlen jovedelemmé torténo
atalakitasa, tehat korrupciés csatornaként miikodnek.
Az egyes szektorok bevételeire az alabbi Gsszefliggések érvényesek:

(4) Yi=C+I+Gy é Yo =G>,

ahol Y; az egyes szektorok kibocsatasat, I a brutté beruhazasok nagysagat, G;
pedig az egyes vallalati szektoroktol torténd kormanyzati vasarlas nagysagat
jeloli. Diamond modelljéhez hasonldéan feltessziik, hogy a skalahozadék kons-
tans, igy az elsO szektor véllalatai altal fizetett jovedelmek kimeritik az itt
képzb6do teljes arbevételt, azaz:

(5) Y, = (r+6)K +wL ,

ahol 6 az amortizaciés hanyad.

A miésodik szektor tevékenységéhez sziikséges termelési tényezék mennyi-
ségét az egyszeriség érdekében figyelmen kiviil hagyjuk, igy az ide tartozo
véallalatok nem fizetnek tényezdjovedelmeket. Az elsédleges jovedelemelosztéds
soran e vallalatok teljes bevétele a tulajdonos héztartasokhoz keriil.

1.3 Beruhazasok

Diamond modelljéhez hasonléan éliink azzal a neoklasszikus feltevéssel, mely
szerint minden megtakaritds automatikusan beruhazassa vélik. Mivel azon-
ban az allampapirok kockazata lényegesen alacsonyabb a toketulajdon koc-
kazatdnal, a megtakaritasoknak csak az allampapirok felvasarldsa utan fenn-
maradé része kertil beruhdzasra, azaz:

(6) K=8—-B-¢K.

1.4 Kozjavak és korrupcio

A korrupcié modellezéséhez nélkiilézhetetlen, hogy mind Ramsey, mind pedig
Diamond konstrukciéjaval ellentétben figyelembe vegyiik a kozjavakat. Ezeket
a korméanyzat ingyenesen biztositja a vallalatok szamara. Feltessziik, hogy a
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kormanyzati kiaddsok nagysdga a nemzeti jovedelemmel egyenesen aranyos,
azaz: G = gY. Annak érdekében, hogy alaposabban megvizsgalhassuk,
miként hat a koltségvetés elsédleges egyenlege az allamadodssag alakulasara, g
értékét 7-hoz hasonléan a kormanyzat altal meghatarozott exogén konstans-
nak tekintjik. Nem tessziik fel tehat olyan automatizmus létezését, mely e
paraméterek nagysagat kozvetleniil az allamhaztartds hidnyanak fiiggvényé-
ben hatdrozna meg. Egy ilyen feltevés ugyanis az dltalanossag sziikségtelen
megszoritdsat eredményezné, hisz az addssdg/GDP ardny mérséklodését az
elsédleges deficit novelése és csokkentése egyarant kivalthatja: mind az adds-
sagbdl kinéni, mind pedig az abbdl kifogyni igyekvé gazdasagpolitika ered-
ményes lehet. Mivel nem kotjiik ki a kormanyzat kiadasainak és bevételeinek
a megegyezését, az alabbiakat irhatjuk:

(7) TrK +wL+Y3) #G1+Gy=G=gY é Gy=puG.

A 1 korrupciés paraméter, megmutatja, hogy a korményzati kiaddsok mek-
kora hanyada ,,csurog vissza”’ az elit haztartdsokhoz. ¢-hez hasonléan fel-
tessziik, hogy a korrupcio erdsségét kifejezé p paraméter is exogén konstans,
tovabba 0 < u < 1.

A (7) Osszefiiggés felhasznaldsaval Yo = G = uG = pgY adddik, amibél
Y = Y1+Y5 miatt kapjuk, hogy az egyes szektorok kibocsatasa kozott egyenes
aranyossag all fenn:

1
Ry, tovabba Y = V) + Y, miatt Y =

1 —pg 1 —png

8) Yo= Yi.

1.5 Technologia

Barro (1990) a kozjavak bevezetése sordn alkalmazott aggregélt termelési
fliggvényben a kormanyzati kiadasokat termelési tényezoként szerepelteti. Je-
len esetben azonban csak a kormanyzati kiaddsok (1 — p)-ed része tekinthetd
olyan er6forrasnak, mely az 1. szektorban folyé termelés soran felhasznalhato.
Mauro (1998) szerint a korrupcié olyan, részben improduktiv éridsberuhdza-
sok inditasara Osztonzi a dontéshozdkat, melyek révén kénnyen jutnak nagy
Osszegll cstszopénzhez. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a kormanyzati
kiadasok improduktivnak tekintheté része sem kozjavakka nem valik, sem
az elit haztartasokhoz nem keriil, hanem egyszertien eltiinik a rendszerbdl.
Helyesebb lenne tehat az 1. szektor tevékenységét elosegité kozjavak mennyi-
ségét a G1 = (1 — p)*G formuldval meghatdrozni, ahol az a > 1 paraméter a
kormanyzati kiadasok imént emlitett disszipacidjanak erGsségét méri. Csak-
hogy a partikularis érdekbol inditott improduktiv beruhdzés elsésorban a
piaci mechanizmusokat kikapcsold szocialista gazdasig karakterisztikuma.
Mivel a jelen konstrukciot élesen el kivanom hatarolni a tervgazdasag barmely
modelljétol, ezt a jelenséget a tovabbiakban figyelmen kiviil hagyom, azaz fel-
teszem, hogy a = 1. Ennek megfelel6en az els6 szektor termelési fliiggvénye
a kovetkezd:

9) H:F(K,E,GQ:F(K,E,?:ZZ}G> .
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Az atalakités soran felhasznaltam, hogy a (7) Osszefiiggésbél G1 = (1—pu)gY,
tovabbd a (8) egyenletet. Redlis egyszeriisit6 feltevés, hogy L novekedési
rataja zérus, tovabba az egyszeriiség érdekében nagysagat egységnyinek fogjuk
tekinteni, tehat L = 1. A munkakimélé exogén technikai haladast a hatékony
munkéra bevezetett L = ™! véltozé reprezentalja. A linedris homogenités
miatt a (9) egyenlet mindkét oldalat elosztva L-sal:

Y; K — g Y - (- g— - (- G
L L 1—pg L 1—pug L

ahol § az egységnyi hatékony munkara es6 kibocsatas nagysagat jeloli az els6
szektorban, k pedig ugyanott az egységnyi hatékony munkara es6 téke meny-
nyiségét, a hatékony tokeintenzitast. Az egyes szimbdélumok folott szerepld
vonas az egységnyi hatékony munkéra es6 nagysagokat jeloli, a hullamjel pe-
dig a termelési fliggvény kétvaltozos felirasi médjara értelmezett kategoridkat.
Ha feltessziik, hogy F folytonosan differencialhaté, akkor E is az, tovabbé az
implicit fiiggvény tétel szerint, felirhaté F' intenziv forméja:

(10) g=f(k).

Feltessziik, hogy a (10) fiiggvény jol viselked8, azaz kielégiti az Inada-
feltételeket. Mivel a tényezGjovedelmek a hatartermelékenységek alapjan
hatdrozédnak meg, sziikségiink lesz e fiiggvény derivéltjara. Az implicit
fliggvény tétel szerint: 3
£ =

1-— = F

ahol az alsé indexek F megfelel véltozé szerinti parcidlis derivéltjait jelolik.
I (E) > 0 teljesiiléséhez fel kell tenni, hogy %%FQ < 1, ami nem jelenti az
altalanossag kiilonosebb megszoritasat, hisz z% = ;—:% miatt ez a kifejezés az
F fliggvény mésodik valtozojara vonatkozé parcidlis termelési rugalmassaggal
egyenlé. A {f‘ﬁfﬁ’g kifejezés tehdt azt mutatja meg, hogy az egységnyi
hatékony munkara es6 kozjavak mennyiségének egy szézalékos novelése hany
szazalékkal noveli az egységnyi hatékony munkara es6 kibocsatas nagysagat.
fgy a csOkkend hozadék elvébdl kovetkezik, hogy e rugalmassag egynél kisebb.
Bevezetve az F fiiggvény parcialis termelési rugalmassagaira rendre az €; és
& jeloléseket, Fy = &40 ¢s fgy f/(k) = 12 L A jobb oldalon 4116 kife-
jezés masodik tényezlje a tOke atlagtermelékenységével egyenlo, igy a toke
parcialis termelési rugalmassiga:

(11) €K —

Megjegyzendd, hogy F' linedris homogenitasa miatt
(12) €1+6<1.

Az egyenlStlenség fenndllasa Cobb-Douglas tipusi termelési fliggvényre egy-
szerl szamolassal ellenérizheto.
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1.6 Jovedelemelosztas

Diamond (1965) cikkéhez hasonléan elfogadjuk a hatartermelékenység jovede-
lemelosztasi elméletét, figyelembe véve az amortizaciot és az exogén technikai
haladést. A kamatldb eszerint az aldbbi formuldval hatarozhaté meg:

/(7T €1 f (k)
(13) r= f'(k) 6—1_€2 T 0.

A konstans amortizacids rata feltevése miatt a téke hatdartermelékenységét
kifejezé f'(k) gorbe kulcsszerepet jatszik a kamatldb meghatdrozasiaban. A
korrupcié hatasanak vizsgalata soran fontos tisztazni, miként hat u értékének
megvaltozasa az f'(k) gorbe helyzetére. A (9) Gsszefiiggés szerint G =
{—:%Yl. Egyszer(i derivdldssal ellendrizheté, hogy 66%1 < 0, azaz er6sebb
korrupcié esetén csokken az 1. szektor kibocsatasanak meghatdrozasa soran
figyelembe veheté kozjavak mennyisége, s ez a toke hatartermelékenységét
csokkenti, ami az f’(k) fiiggvénygorbe lefelé térténd elmozduldsét eredmé-
nyezi. Mindebbdl a kamatldbra:

or

(14) o

<0
kovetkezik. A bérbdl és fizetésbil él6k helyzetének megitélését az (1) egyenlet
mellett a hatékony tokeintenzitas és a bérrata kozti alabbi 6sszefiiggés teszi
lehet6vé:

— - 1—6& —&

(15) w = [f(k) = kf'(R)e™ = f(R)em .

1—¢&
A bérrita novekedési rataja a (15) egyenlet idS szerint torténé derivéldsa
révén adddik:

(16) W=ex+k+m.

Ezek az Osszefliggések a korabbi cikkemben bemutatottak dltalanositasé-
nak is tekinthetok, amennyiben nem kétom ki Cobb-Douglas tipusi termelési
fliggvény alkalmazdsat, és az amortizaciot is figyelembe veszem.

2 A modell mozgasegyenletei

Az elit haztartasok dinamikus optimalizalasi probléméjabdl adédik ezek op-
timélis fogyasztasi palydja, amit a (38) transzverzalitdsi feltétellel egyiitt a
(17) differencidlegyenlet hatdroz meg. A levezetés az A fiiggelékben taldlhato.
Ugyanitt kévethetd nyomon a hatékony tékeintenzitds (18) és az addssig/
GDP arédny (41) mozgasegyenletének szarmaztatasa. Behelyettesitve az utéb-
biba a (13) Osszefiiggést, és a jobb oldalt dtalakitva az aldbbi dinamikus
rendszerhez jutunk.

(17) & =
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- 1 - 1) 1 _ _ _
g =[S0 LI T 1y (g 25— 67— o

>

(19) b:[g—7]+(1—7)(f'(15)—5)b—<€K€—f6L +m>b.

A fenti szabdlyozisi rendszer egyetlen allapotvéltozéja b = B/Y, az
addssdg/GDP hanyados. A szabdlyozasi vektor elemei: az elit haztartdsok
egységnyi hatékony munkara es6 fogyasztasa: ¢, és a hatékony tékeintenzitas:
k. A (17) és (18) differencidlegyenletek a szabélyozési vektor mozgasegyenletei.
A szabélyozasi vektor alakuldsat leiré mozgdsegyenleteket a tovdbbiakban
versenyszféranak, az allapotegyenletet koltségvetési szféranak nevezziik.

Modelliinkben tehat a versenyszféra hatarozza meg a koltségvetési szféra
alakuldsat, azaz a ¢y és k valtozék palyagorbéjétél fiigg az addssag/GDP
héanyados alakulésa. fgy a kormanyzat a g és 7 paraméterek értékeinek
megvaltoztatasa révén mddosithatja mind a versenyszféra novekedési palyajat,
mind pedig az addsség/GDP hianyados alakuldsit meghatédrozé (19) allapot-
egyenletet. Tovabba a (14) egyenlétlenség szerint az r = f’(k) — & kamatlab
nagysaga nem fluggetlen a korrupcio erésségétol, tehat u értéke nem csak
a versenyszférat, hanem a (19) mozgdsegyenlet révén a koltségvetési szféra
allapotat is befolyasolja.

A kovetkezd szakaszban szemiigyre vessziik, hogy milyen feltételek mel-
lett tekinthetjiik a szabalyozasi vektort egyensulyinak, és legfeljebb mekkora
koltségvetési deficit mellett allhat fenn ez az egyensily. Ezt kévetéen kimu-
tatjuk az egyensilyi helyzet stabilitdsat. A 4. szakaszban az allapotvaltozd
alakulasat vizsgaljuk egyensilyi szabalyozasi vektor mellett, az 5-ben pedig a
(17)-(19) rendszer szabdlyozhatdsdgdval kapcsolatban tesziink néhany meg-
jegyzést.

3 A versenyszféra egyensilya

Az elit héztartdsok optimalis fogyasztdsi palydjat a (17) és (18) mozgds-
egyenletek hatdrozzak meg, kiegészitve a (38) transzverzalitési feltétellel. E
rendszer fixpontjat értelmezziik a versenyszféra egyensilyaként. Mivel a (18)
mozgasegyenlet szerint a hatékony tokeintenzitds alakuldsat az elsodleges
deficit is befolyasolja, lehetoség nyilik annak vizsgalatara, hogy g—7 mekkora
nagysdga teszi lehetdvé a versenyszféra egyensilydt. A versenyszféra egyen-
stlyi helyzetében ¢, = 0 és k = 0 teljesiil. Ekkor K =0 = m, tovabba
a (16) egyenlet szerint @ = m. Figyelembe véve, hogy L = 0, az (1) dssze-
fliggés kovetkezménye, hogy a bérbdl és fizetésbol él6 haztartasok egyensulyi
fogyasztasa is m rata szerint novekszik. Egyensily esetén az elit haztartasok
fogyasztdsa is ugyanezen rata szerint né. A (13) egyenletbdl kdvetkezéen
ckkor a kamatlab konstans, igy az (5) 6sszefiiggés szerint Y1 = m és a (8)
egyenletbdl adoddan Ys is ugyanezen rata szerint novekszik.
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Dinamikus rendszeriink fixpontjaban a (17) és (18) mozgasegyenletek bal
oldaldn zérus szerepel, ami lehet6vé teszi k és Co egyensulyi értékeinek a
meghatarozasat. Jelolje ezeket k*, illetve ¢5, az egyensily feltétele ekkor:

(20) P = (- o) (L 40

Mivel f jol viselkedo fiiggvény, a hatékony tOkeintenzitas egyensilyi értékének
egzisztencidja és unicitdsa biztositott. Az dllamaddssdg kezelésére szolgdld
kiilonféle stratégiak megitélése érdekében célszerii tisztdzni, hogy miként
hat a korményzati beavatkozas k* értékére. A (10) fiiggvény levezetése
soran lattuk, hogy az 1. szektor kibocsatasa fiiggetlen 7 nagysagatol, tehat
az addékules novelése helyben hagyja a negativ meredekségiti f'(k) gorbét,
noveli viszont a (20) egyenlet jobb oldaldn allé kifejezés értékét. gy ma-
gasabb addkulcs alkalmazasa a hatékony tékeintenzitds egyensilyi értékének
csokkenését eredményezi. Nem ilyen egyszerii a helyzet a korméanyzati kia-
désok GDP-hez viszonyitott aranyanak, azaz a g paraméternek a novelése
esetén. Ekkor ugyanis az f’(k) gorbe is elmozdul. Mivel azonban g névelése
a kozjavak rendelkezésre all6 mennyiségének emelkedését eredményezi, ez a
t6ke hatartermelékenységét is noveli. Ismert, hogy f'(k) a tSke hatarterme-
lékenysége, ezért g novelése esetén az f'(k) gorbe folfelé tolédik. MAsrészt
g novelésével a fenti egyenlet jobb oldalan all6 kifejezés csokken, ami a ha-
tékony tékeintenzitas egyensilyi értékének novekedéséhez vezet. A fiskalis
beavatkozas kovetkezményeit ezek szerint az alabbi egyenl6tlenségek foglal-
jak Ossze:
ok* ok~

> (0 valamint

dg or

(21) <0.
Behelyettesitve az egyensily (20) feltételét a (21) egyenletbe, a kamatldb
egyensulyi nagysdgara a kovetkezo kifejezést kapjuk:

(0m + p)(1 — pg)

-7

amib6l lathat6, hogy a (14) egyenl6tlenségnek megfeleléen erésebb korrupcié
alacsonyabb egyensilyi kamatldbat eredményez. A (38) transzverzalitdsi
feltétel kielégitéséhez egyensilyban ezek szerint

-7 <(6m+p)(1—ug)

(23)

—ugd+pugd | =0m+p>m
1—pg 1—7

teljestilése sziikséges. Ezzel ekvivalens transzverzalitasi feltétel adédik Ram-
sey kozjavakat és korrupciét mell6z6 modelljében (pl. Barro és Sala-i-Martin
(1995)).

A versenyszféra dinamik&jat leiré rendszer fixpontja természetesen csak
abban az esetben tekinthetd egyensilyinak, ha ott az elit haztartasok fo-
gyasztdsa pozitiv. A kovetkezOkben ennek sziikséges feltételét vezetjik le. A
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(18) differencidlegyenletbdl az elit héztartdsok egységnyi hatékony munkéra
esO egyenstlyi fogyasztasa:

L _[A-7éa  A-Tpg—g+7] ;7
24 = _ _ *
(24) & T + - fE") = (m+26—67)k

Jelolje a k = 0 teljesiilése mellett a ¢ maximalis értékét eredményezd ha-
tékony tokeintenzitast Eg, a ¢y = 0 egyenlet teljesiilését biztosité nagysagot
pedig ko. Amennyiben a (18) mozgasegyenlet bal oldaldn 4ll6 szogletes zaré-
jelben szereplé kifejezés pozitiv, Eg és ko egzisztencidja és unicitdsa biz-
tosftott. Ismert, hogy Ramsey (1928) modelljében 0 < k* < k, < ko tel-
jesiil. Bessenyei (2001) cikkemben megmutattam, hogy korrupcié esetén, ki-
egyenstlyozott koltségvetés mellett csak a 0 < k* < kg relacidk allnak fenn.
Az elit haztartdsok pozitiv fogyasztdsa azonban ez esetben is biztositott.
Megengedve a koltségvetési deficitet azonban ¢ < 0 is el6fordulhat. Ennek
elkeriiléséhez a (24) egyenlet jobb oldaldn a szogletes zardjelben all6 kifejezés
pozitivitasa sziikséges. Ebbol a koltségvetési deficitre az alabbi egyenlGtlen-
ség vezethetd le:

€
(25) (1-7) (l—ug)l_—1€2+ug >g—T.

A bal oldalon all6 kifejezés pozitivitdsa nem jelenti azt, hogy deficites kolt-
ségvetés mellett is feltétlentil fenn all a versenyszféra egyensilya, hisz a
fenti egyenlGtlenség ¢4 pozitivitasanak csupan sziikséges, de nem elegendd
feltétele. A (12) relaciébdl kovetkezik, hogy a bal oldali kifejezés értéke p
novekedésével no. Ez azt jelenti, hogy minél erételjesebben jelen van a kor-
rupcié a gazdasagban, annal magasabb elsodleges koltségvetési deficit mellett
lehet egyensulyban a versenyszféra egyéb feltételek valtozatlansiga esetén.
Hasonlé a helyzet a g paraméterrel, igy a koltségvetési kiadasok GDP-hez
viszonyitott magasabb aranya esetén is nagyobb lehet az elsédleges deficit.

Az egyensiilyi helyzet stabilitdsdanak vizsgdlata sordan az alabbi linearizalt
rendszerhez jutunk:

| —
ASLA]
| I
Il
| —
= L
o |
—_
| I
| —
—
e
[
Q
\./v
| I

ahol :
_(1_ 1 (T Tk _ (I_T)Mg_g+7 1TRY _
a=(1-7)f"(k*)k —l—[(l T)+ - fI(E")—(m+20—06T1),
l—7 _ 11 (7%
ﬂZMCQf (k") .

Nehéz lenne « értékérol kozelebbi kijelentést tenni, szerencsére erre nincs
is sziikség. Mivel ugyanis a matrix karakterisztikus polinomja: A\? — a\ + 3,

2_
a sajatértékek az E@ formula szerint adédnak. Tekintve, hogy az f
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fliggvény jol viselkedd, B < 0, és igy a két sajatérték koziil az egyik pozitiv,
a masik pedig negativ. Ezek szerint a (17) és (18) differencidlegyenletek &ltal
meghatarozott dinamikus rendszert nyeregpont-stabilitas jellemzi. Az egyen-
sulyi helyzet stabilitdsat a (38) transzverzalitési feltétel biztositja, rakénysze-
ritve az elit haztartdsokat ¢»(0) értékének oly médon torténd megvélasztéséra,
ami az egyik egyensulyi pont felé haladé trajektoriara helyezi a rendszert.

4 A koltségvetési szféra egyensiilya

A tovabbiakban az addssdg/GDP ardny alakuldsat kovetjiik nyomon, ebben
a szakaszban egyensilyi helyzetben, a kovetkezoben pedig disequilibriumban.
A koltségvetési szféra egyensilydn az addssag/GDP hényados véltozatlansa-
gat értjik, mig a koltségvetés egyensiilya azt jelenti, hogy az elsddleges hiany
nagysaga éppen zérus. Az egyensilyi helyzet a koltségvetési szféra egyensi-
lyat jelenti.

Elvégezve a szogletes zardjelben 4ll6 kifejezés felbontdsét a (40) egyenlet-
ben, ldthatd, hogy a (19) differencidlegyenlet jobb oldaldn az utolsé tagban
szerepld kerek zérdjelben a kibocsdtas novekedési rataja all. Az elézd sza-
kaszban lattuk, hogy a versenyszféra egyenstlyi helyzetében ez az exogén
technikai haladas ratdjaval egyenld, igy a kovetkezot irhatjuk:

(26) b=(g—7)+[(L—7)r" —mlb,

ahol r* a kamatldb (22) egyenlettel meghatdrozott egyensilyi értéke. A
(26) egyenlet egyébként ekvivalens Mellar (2002) addssdgdinamikérdl szold
tanulmanyanak alapegyenletével. Modelliink azonban a jobb oldalon szereplé
valtozdk endogenizaldasanak més lehetGségét kinalja.

A (26) differencidlegyenlet szerint deficites koltségvetés esetén az addssig/
GDP arany csakis akkor nem novekszik, ha az allampapirok hozama ala-
csonyabb a kibocsdtds novekedési ratdjanal, azaz (1 — 7)r* < m. Ez az
egyenl6tlenség nem mond ellent a transzverzalitasi feltétel teljesiiléséhez sziik-
séges (38) reldcidnak, igy nem allithatd, hogy modelliinkben a deficites kolt-
ségvetés feltétleniil az addssidg/GDP ardny novekedését eredményezné. Ehhez

azonban az addékulcsnak az (1 — 2,1 — (,I_—fi%) intervallumba kell esnie.

Ez az intervallum anndl tdgabb, minél magasabb p értéke. Specialisan kor-
rupciémentes esetben ilyen 7 nem is létezik. Ekkor 7 = 1 — 7% esetén az
addssdg/GDP hanyados névekedése éppen az elsédleges deficit nagysigédval
egyezik meg, és 7 barmilyen csekély mértékii csokkentése elegendd lenne a
(38) egyenlétlenség kielégitéséhez. Kiegészitve a versenyszféra egyensulydnak
el6z6 szakaszban adott feltételeit a koltségvetési szféra hosszu tavi egyensi-
lyat meghatarozé b = 0 egyenlettel, igy a kovetkezo megallapitast tehetjiik:
Minél erdsebb a korrupcié, annal magasabb lehet az addkulcs egyensulyt
biztosito értéke, tehat annal nagyobb a korméanyzat mozgastere az adépolitika
kialakitasa soran.

Iménti eredményiinkhoz az egyensilyi kamatlab exogén adottsagként tor-
téné feltételezése mellett jutottunk. A kamatlab endogenizéldsahoz helyette-
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sitsiik be a (22) Osszefliggést a (26) differencidlegyenletbe. Ekkor b mozgas-
egyenlete a kovetkezo:

(27) b=g—7+[(1—pg)Om+p)— (1—7)ugs —mlb.

Mivel a jobb oldalon &llé kifejezés p novekedésével csokken, a korrupcid
er6sodése mérsékli az addssdg/GDP hényados novekedési titemét, sbt, ha
a szogletes zardjelben allo kifejezés negativ, akkor értéke akar elsédleges
koltségvetési deficit esetén is véltozatlan maradhat, vagy csokkenhet. A
versenyszféra egyensilya mellett a koltségvetési szféra egyensilyat fel nem
borité elsédleges deficit tehat annal nagyobb lehet, minél erételjesebb a kor-
rupcié. Itt is érdemes a korrupciémentes p = 0 esetet megvizsgélni. A (27)
differencidlegyenletbol kovetkezik, hogy b = 0 akkor és csakis akkor teljestl,
ha &= = m — (m + p). Figyelembe véve a transzverzalitasi feltételnek a
versenyszféra egyensilyi helyzetére levezetett (23) alakjat, ldthatd, hogy kor-
rupcié hidnydban és pozitiv dllamaddssdg mellett az addssdg/GDP hinyados
értéke csakis elsdleges koltségvetési tobblet (¢ < 7) mellett maradhat val-
tozatlan.

A (27) mozgasegyenletbél az addssidg/GDP hanyados egyenstlyi értéke is
egyszerlen levezetheto:

. g—T
m+ (1 —7)ugé — (1 — pg)(Om +p) -

A nevezd p névekedésével nd, konstans elsédleges deficit mellett tehdt annal
nagyobb lehet b* értéke, minél erésebb a korrupcio.

A (27) differencidlegyenlet gyakorlatban torténé alkalmaziséat jelentésen
megneheziti, hogy mind az elit haztartasok idépreferencia ratdjat, mind pedig
az egyenletes fogyasztasi palydhoz torténo ragaszkodés erGsségét mér6 6 pa-
ramétereket tartalmazza. Mivel ezek szamszerisitése meglehetGsen prob-
lematikus, célszerii a (23) transzverzalitdsi feltétel alkalmazdsaval az adéssag/
GDP hényados novekedési ratdjanak alsé korlétjit levezetni. Befrva a (23)
egyenlStlenséget a (27) mozgasegyenletbe:

b>g—7+[(1—pg)m— (1 —7)ugd—mlb.

Elvégezve az egyszeriisitéseket a jobb oldalon, és atrendezve:

. -7
b> gT —pglm+6(1 —1)] .
Ezek szerint az addssag/GDP ardny konstans szinten tartdsanak sziikséges
feltétele:
g—T
5 <Hglm+6(1—T)].

Ebbdl a kormanyzati kiadasokra:

IS T bmro(—7)




52 Bessenyei Istvan

Most is lathatd, hogy a korrupcié erdsodése lehetové teszi a korményzati
kiaddsok novelését az adéssdg/GDP ardny konstans szintje mellett, tovabba
1 = 0 esetben egyenlétlenségiink az elsédleges koltségvetési tobbletet eléird
g < 7 alakra egyszeriisodik.

Behelyettesitve a (27) egyenletbe a (25) egyenl6tlenséget, megkapjuk az
addssdg/GDP ardny novekedésének azt a fels6 korlatjat, amely mellett az elit
héaztartasok fogyasztdsa még pozitiv lehet:

b< (1L=7) | (1= )= +ng| +[(1 —uo)(Bm+ p) — (1 = 7)pupd —m]b.

Alkalmazzuk a jobb oldalra a ¢ (i, b) jel6lést az egyszeriibb irdsméd érdekében.
Ezek utén felvethetd a kérdés, hogy miként befolyasolja a korrupcié b felsé
korlatjat a versenyszféra egyensilya mellett. A parcidlis derivalt nem ad
egyértelmi valaszt:

0
3—i=(1—f)g

1—6 —¢€

—L = _bglm4p+(1—1)] .
1-— €9
A (12) egyenlétlenség miatt az elsé tag pozitiv, a méasodik viszont negativ.
Erdekes ugyanakkor, hogy mig az els6 tag nagysaga b-t0l fliggetlen, a maso-
diké azzal egyenesen aranyos. Ez azt jelenti, hogy a versenyszféra egyensiilya

mellett a korrupcié er6sddése az addssiag/GDP hanyados novekedésének felsd
(A-7)(A-&—&)
(1—%2)[2'm+/:-(1637')6

értéket. Amennyiben elmarad attdl, ugy a p névekedésével b felss korlatja
novekszik.

A korrupcié itt bemutatott hatdsa mogott az az elv hizédik meg, hogy a
koltségvetési hianyt megtakaritasokbodl kell finanszirozni. Minél elterjedtebb
a jelenség, annal magasabb az elit haztartasok jovedelme, igy annal tobbet
takaritanak meg. A magas dllamaddssdg ezek szerint a lakossagi jovedelmek
nagyfoku szérodasat teszi sziikségessé modelliinkben, ugyanis ezaltal nének
a megtakaritasok.

korlatjat csokkenti, ha b értéke meghaladja az ] kiiszob-

5 Stabilizacids stratégiak

Az eléz6 szakaszban az egyensilyi helyzetre koncentréltunk. Az ott levezetett
eredmények azonban egyszeriien alkalmazhatok arra az esetre is, amikor a
gazdasagpolitika célja az ad6ssdg/GDP hényados csokkentése a versenyszféra
egyensilya mellett. A tovdbbiakban azt az esetet vessziik szemiigyre, amikor
valamilyen exogén tényez6 a gazdasagot egyensilyi helyzetébdl kitériti. Ez
torténik példaul, amikor a valasztasok kozeledtével a kormanyzat megkisérli
az addssag kinOvését, s ennek érdekében | kozérzetjavitd” intézkedéseket hoz.
Modelliinkben ez mind a g paraméter novelése, mind pedig 7 csckkentése
révén megvalésulhat. A (21) egyenlStlenségek szerint mindkét esetben a
hatékony tékeintenzitds egyensilyi értékének novekedése kovetkezik be. A
(16) egyenlet szerint ekkor az 1j egyenstilyi helyzet kialakuldsdig a redlbér az
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exogén technikai haladds rétajandl gyorsabb iitemben novekszik. A bérbél
és fizetéshdl élok altal érzékelhetd kiillonbség a két intézkedés kozott abban
all, hogy az (1) egyenlet szerint az addkulcs csokkentése azonnal emeli a
fogyasztasukat, mig g novelése esetén a redlbérnovel6 hatas csak késébb, a
hatékony tékeintenzitds névekedésével jelentkezik. A kormanyzat fent emlitett
beavatkozdsdnak mésik kovetkezménye a (19) egyenlet szerint b novekedése,
ami az altaldnos b > 0 esetben az addssdg/GDP hanyados novekedésével is
egylitt jar. A transzverzalitdsi feltétel az egyetlen, 1j egyensilyi helyzetbe
tarté palyagorbére kényszeriti a gazdasigot, az dllamadéssag/GDP hényados
alakuldsdt pedig e novekedési palyan a (19) allapotegyenlet irja le. Ennek az
egyenletnek a jobb oldalan harom tag szerepel. Ezek rendre: az elsddleges
koltségvetési deficit, az allamadodssag kamatterhe és a GDP novekedésének
addssdg/GDP hényadost csokkentd hatdsa.

Tegytik fel, hogy a fent emlitett gazdasagélénkito intézkedések elsodleges
koltségvetési deficitet eredményeznek. Ez a (19) egyenlet szerint énmagaban
b névekedésének irdnydba hat. Az dllamaddssig kamatterhe szintén pozitiv,
de a hatékony tckeintenzitas gazdasagélénkitd intézkedések &ltal kivaltott
novekedése a (13) egyenlet szerint a téke csokkend hatartermelékenysége mi-
att mérsékli a kamatldbat, ami e tag értékét csokkenti. Mésrészt k > 0, ami
az utolsé tag révén az addssdg/GDP hanyados csokkentésének irdnyaban hat.
Ha ez a csokkent$ hatds meghaladja az elsédleges deficit és a mérséklodd ka-
matteher Gsszegét, akkor az emlitett | kozérzetjavitd” intézkedések révén a
gazdasagnak sikertil kinGnie az addssaghdl. Ha nem, akkor az addssagcsok-
kentés masik tutja marad, g csokkentése, illetve T névelése. A sikert azonban e
megszorité intézkedések sem garantdljak. A két restriktiv intézkedés barme-
lyike csokkenti ugyan az elsédleges koltségvetési deficitet, a (21) parciélis
derivéltak szerint azonban a megszorité intézkedések hatasara csokken a
hatékony tékeintenzitds egyensilyi értéke is. Mivel a versenyszféra egyensulyi
helyzete stabil, ez a hatékony tékeintenzitds visszaesését eredményezi, ami
noveli a kamatldbat, és igy az allamaddsség utan fizetendd kamatterhet is. A
hatékony tékeintenzitds csokkenése esetén tovabba k < 0, igy a (19) egyenlet
utolso tagjanak el6jele is bizonytalannd valik. Ez utébbi hatdsokat az elséd-
leges koltségvetési deficit csokkenése nem feltétleniil képes kompenzalni, igy
semmi nem garantalja, hogy sikeriil kifogyni az addssagbhdl. Egészen biztosan
nem sikeriil kifogyni az addssagbol elsddleges koltségvetési deficit mellett, ha
a megszoritasok kovetkeztében a hatékony tékeintenzitas tilsagosan gyorsan
csokken, azaz

(28) 6KI?Z<7’TL(€E+€K) .

Amennyiben a korményzati kiaddsok csokkentésének illetve az addkulcs eme-
lésének azt a mértékét nevezziik sokkterapianak, mely a GDP csokkenését,
azaz a (28) egyenlStlenség teljesiilését eldidézi, akkor azt mondhatjuk, hogy a
sokkterapia eredményességének sziikséges feltétele az elsodleges koltségvetési
tobblet.

Mindezek utan arrdl kell még szdlni, hogy miként érinti a korrupcié az
addssdgkezelés imént vizsgdlt két stratégidjanak eredményességét. A (19)
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mozgasegyenlet jobb oldalan egyetlen olyan kifejezés szerepel, melynek értékét
p nagysaga befolyésolja: az r = f'(k) — & kamatlab.

Minél magasabb a kamatlab, annal kisebb az esélye az addssag kindvését
megkisérls gazdasdgpolitika sikerességének. A (14) reldcid szerint erdsebb
korrupcio esetén a kamatlab alacsonyabb, tehat kénnyebben néheti ki a gaz-
dasag a felhalmozott dllamaddssagot. A nagyobb mértékl korrupcié azonban
az adossagbol kifogyni igyekvo gazdasdgpolitikat is el6segiti, hisz az alacso-
nyabb kamatldb ebben az esetben is kedvez6 a (41) differencidlegyenlet jobb
oldalan allo kifejezés negativitasanak szempontjabdl. E differencidlegyenlet
mindkét oldalat b-vel osztva lathatd, hogy a korrupcié erésédése a kamatlab
mérséklése révén anndl nagyobb mértékben csokkenti az addssidg/GDP ha-
nyados novekedési ratajat, minél alacsonyabb az addkulcs.

6 Kovetkeztetések

Dolgozatunkban a korrupcié allamadoéssagra gyakorolt hatdsat vizsgalva azt
talaltuk, hogy minél elterjedtebb a jelenség, anndl sikeresebben tarthatja
konstans szinten, vagy csékkentheti a korményzat az adéssdg/GDP hdnyados
értékét. Ez a kovetkeztetés a versenyszféra egyensilyaban éppugy érvényes,
mint a fiskalis expanzid, illetve restrikcié altal megvaltoztatott egyensilyi
helyzet felé tarté novekedési palyan. A korrupcié dllamaddssdgot mérséklé
hatését egyértelmiien a (14) egyenlétlenség biztositja, mely szerint erésebb
korrupcié alacsonyabb kamatlabat, s igy az dllamaddssag utan fizetend?d ala-
csonyabb kamatterhet eredményez.

E kulcsszerepet jatszé oOsszefliggéssel szemben folvethetd, hogy azt egy
mindeddig ki nem mondott feltevés mellett kaptuk. Eszerint a hatékony
tokeintenzitas profitmaximumot biztosito értékének meghatirozasa soran a
vallalatok figyelembe veszik, hogy magasabb addk a produktiv kozjavak na-
gyobb mennyiségét eredményezik, s igy a téke hatartermelékenységét novelik.
A (13) egyenlet egyébként a kamatlab Barro (1990) kézjavakat targyal cikké-
ben alkalmazott egyenlettel is ellentétben all. Megmutathatd azonban, hogy a
korrupcié kamatlabat mérséklé hatasa akkor is fennall, ha Barro nyoman fel-
tessziik, hogy a vallalatok nem érzékelik adofizetésiik pozitiv extern hatasat.

Ezek utan {6l kell tenni a kérdést, valéban olyan kedvezé-e a jelenség az
addssagkezelés szempontjabol, mint az a fentiekbol kovetkezik, vagy vannak
a modellnek olyan feltevései, melyek a korrupcié itt levezetett elényos tu-
lajdonsagaihoz vezetnek. Ebbdl a szempontbol két feltevés tiinik kiillonosen
problematikusnak. Az egyik az, hogy a bérbél és fizetésbol é16 haztartasok
nem takaritanak meg, a mésik pedig a termelési fiiggvény (9) egyenletben
adott specifikaciéja. Ennek kévetkezménye ugyanis, hogy az egyensiilyi no-
vekedési rata a korrupciétol fliggetlen nagysagként jelenik meg a modellben.
A kibocsatds novekedési ratdjara levezetett (40) Osszefiiggés a (19) allapot-
egyenlet jobb oldaldnak utolsé tagjaban jelenik meg kerek zaréjelek kozé irva.
Léthatd, hogy ennek magasabb értéke az addssag/GDP ardny csokkenését
eredményezi.
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A B fiiggelékben egy olyan termelési fiiggvényt vezetiink be a modellbe,
melyre nem érvényes a t6ke csokkend hozadékanak elve. Az ilyen, AK tipusi
termelési fiiggvények esetében a munka hatartermelékenysége zérd. Barro és
Sala-i-Martin (1995) kényve e problémat olymédon oldja meg, hogy munkén
a képzetlen munkat érti. fgy a nyers munkara vonatkozo6 bérrata ugyan nulla,
a képzett munka dijazésa viszont az abban megtestesilé emberi toke alapjan,
a tokejovedelmekre vonatkozo dijazas szerint torténik. E termelési fliggvény
alkalmazdsa tehat lehetetlenné teszi két szektor elhatarolasat a haztartdsok
oldaldan. Modellink terminolégiajaval élve igy azt mondhatjuk, hogy most
valamennyi haztartas az elithez tartozik, tehat mindegyik megtakarit.

A B fiiggelékben levezetett (42) egyenlStlenség szerint a korrupcié erd-
sodése ebben az esetben is mérsékli a kamatlab nagysagat. Ugyanitt azt is
megmutatjuk, hogy a toke alland6é hozadéka mellett a kibocsatas noveke-
dési ratdja nem fliggetlen a korrupcié erdsségétol. Az Osszefiiggés irdnyat
a (44) derivélt elbjele hatdrozza meg, ami a szogletes zardjelben all6 kife-
jezéstol fligg. Ezt atalakitva kapjuk, hogy u > é — ﬁ esetén a korrupcio
visszaszorulasa noveli a kibocsatas novekedési ratajat, forditott relacié esetén
csOkkenti. Figyelembe véve a (19) dllapotegyenletet, a korrupcié hatdsa tehat
kettls: egyrészt a kamatlab mérséklése révén csokkenti az allamaddssdg utan
fizetend6 kamatterhet, masrészt a gazdasig névekedési iitemét is befolyasolja.
Az utébbi hatds irdnya azonban a korrupcidé erésségétol, a téke parcidlis
termelési rugalmassagatdl és a kormanyzati kiaddsok GDP-hez viszonyitott
aranyatol flugg.

Paldam (2002) empirikus kutatdsai soran erés negativ irdnyu Gsszefiiggést
talalt a korrupcié erGssége és az egy fore es6 redl GDP mértéke kozott, igy
valészintsithetd, hogy az imént felsorolt paraméterekre altalaban teljesiil
apu > i — %& relacié. Ennélfogva a korrupcié adossag/GDP aranyra
gyakorolt hatasa nem egyértelmii. Ha viszont u értéke nem éri el a fenti
kiiszobértéket, akkor tovabbra is azt mondhatjuk, hogy az er6sebb korrupcié
egyértelmiien elényGs az allamaddssag kezelése szempontjabol.

A fuggelék

Az elit haztartdsok vagyondnak megvaltozdsa jovedelmiik és fogyasztdasuk
kiillénbségével, azaz megtakaritdsuk nagysdgdval egyenld, tehdt a (2) egyen-
letnek megfelelden:

(29) A=8=(1-1)(rA+Ys) - C,

Figyelembe véve, hogy a (8) és (5) egyenletek szerint Y = 2= [(r + 6) K +
wl], tovabbd a (3) egyenletbdl adédéan K = A — B, az elit hdztartdsok

vagyonanak alakuldsat az aldbbi mozgasegyenlet irja le:

- (1 —7)pg (1—7)ug
300 A= rA+ 0A — ——[(r+6)B—wL]—C;.
(30) l—ug 1 —png 1 —pg . ) :
Kiegyenstlyozott novekedés csakis abban az esetben lehetséges, ha az elit
haztartdsok mindenkori hasznossiga az aldbbi CRRA (Constant Relative
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Risk Aversion) hasznosséagi fiiggvény szerint fiigg foly6 fogyasztasuktol:

Cl@

(31) =u(Cy) = TH :

Mivel az elit haztartasok végtelen idéhorizonton igyekeznek jélétiiket maxi-
malizalni, déntési problémajuk a kovetkezo:

1-0 _
(32) max W = / QA C dt )

figyelembe véve a (30) egyenletet, valamint az dllamaddssig és a vagyon in-
dulé nagysagat. p > 0 az idOpreferencia ratajat jeloli. A problémédhoz az
aldbbi Hamilton-fiiggvény tartozik:

1-6

C
—pt 2
H(Cy,\) = "2 +

1— 1-— 1-—
+A LAY ) L Gl VP S BN
1 —pg Lug 1 —png

A kanonikus egyenletek:
(33) A=ePCy0

: T
34 A=— 4 pgd)A .
(34) l—ug( 1g6)

Mivel a Hamilton-fliggvény A-ban és Ci-ben konkdv, a kanonikus egyen-
letek a lim AA = 0 transzverzalitasi feltétellel egyiitt az elit haztartasok op-

timélis %ogo}?asztési palyajanak nem csak sziikséges, hanem elegend6 feltételeit
is meghatérozzdk. A (33) egyenletbdl kovetkezik, hogy A az elit haztartdsok
fogyasztasbol szarmazé mindenkori hatarhasznanak jelenre diszkontalt érté-
keként értelmezhetd. A (33) egyenletet az idé szerint differencidlva kapjuk,

hogy . . .
A= —e"'Cy % (p+0C2) = —Np + 002) :

Az dtalakités soran a (33) egyenletet alkalmaztuk. Cy = 02 az elit hdztartdsok
fogyasztdsdnak novekedési ratdja. Iménti Gsszefiiggésiink és a (34) egyenlet
felhasznéldsaval

A 1(1—7
G =7 [l_ug(TJrugé)—p] :

Bevezetve a ¢g = % jelolést, amibol Gy = C’g — m, tovabba felhaszndlva a
(13) Osszefiiggést:

(3) =g | 1= (1B - (1= 1)) — | .
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A hatékony tékeintenzitds mozgdsegyenletének levezetéséhez helyettesitsiik
be a (6) egyenletbe a (29) megtakaritdsi fiiggvényt. Kapjuk, hogy K =
(1 —7)(rA+Y3) — Cy — B— 6K, ahol B az sllamadéssag valtozdsa. Ennek
nagysaga megegyezik az elsédleges koltségvetési hiany és az dllamaddssag
utén fizetend6 kamatok Osszegével, tehat:

(36) B=(g-7)Y+({1-7)0rB.
Figyelembe véve a (8) Osszefiiggéseket, a kovetkezdket irhatjuk:

g—
1—

K:(1_T)[TA+ Yl]—CQ— Y, —(1—7)rB - 8K .
g

1 —pg

Alkalmazva a (3) egyenletet, az (1 — 7)rB tag kiesik, és igy:

Y1 —0K —-0C5.

A ¢, véltozéhoz hasonléan bevezetett hatékony tSkeintenzitast definiald

k= % egyenlet mindkét oldalat az id6 szerint derivélva: k = Ke ™ — mk,

amibol:

b= (1= o SO ) ot )i

Felhasznalva a (10) és (13) egyenleteket, k alabbi mozgasegyenletét kapjuk:

s [A-m& (A-7pg—g+7] . ; r
37 k= % + - f(E) = (m+26—6T)k —¢ca .

A limy—, o, AA = 0 transzverzalitasi feltétel azt fejezi ki, hogy az elit haz-
tartasok birtokdban 1év6 befektetések jelenértékének végtelen idéhorizonton
nulldhoz kell tartania. A X véltozd kikiiszobolése érdekében alkalmazzuk
a (34) differencidlegyenlet megolddsa sordn a (33) egyenletet, majd behe-
lyettesitve, a transzverzalitési feltétel az alabbi formaban adddik:

hm A [CQ -0 f T—ng ug ’ U)""Ng&] dv — 0 :

ahol r(v) a kamatldb v id6pontbeli nagysagét jeloli. Figyelembe véve, hogy

L = e™, e valtozéval szorozva és osztva a bal oldalon:

T o , ’
lim é [CQ( )]9 _fo f__ug["(v)-ﬁ-ug&]—mdu —0.

t—oo [,

A fenti formaban felirt transzverzalitési feltétel akkor és csakis akkor teljesiil,
ha fennall az

1—7
[+ pugd] >m
1 —pg

(38)
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egyenl6tlenség.
Az addssidg/GDP hanyados mozgdsegyenleteinek levezetéséhez vegyiik a
b= g egyenlet mindkét oldaldanak id6 szerinti derivaltjat. Ekkor
. B .
b=—=-0Y.
(39) z

Y meghatdrozdsdhoz pedig képezziik a (9) termelési fiiggvény totdlis deri-
valtjat:
dY1 = FidK + F>dL + F3dG ,
ahol F; a fiiggvény i-edik valtozd szerint vett parcialis derivaltja. Mindkét
oldalt dt-vel osztva: )
Vi = K + B L+ 3G .

Figyelembe véve, hogy G; = {fﬁf;‘Yh elvégezve az id6 szerinti derivalast:

G = I—Z%Yl Behelyettesitve iménti egyenletiinkbe, majd atrendezve:

Y1 =F1K+F2z+F3L(1]_MgY1-
g

A kozjavak parcidlis termelési rugalmassiga

Figyelembe véve tovabba, hogy a téke parcidlis termelési rugalmassiga ex =
F1K/Y:, a hatékony munka parcidlis termelési rugalmassiga pedig e; =
F5L/Y1, mindkét oldalt Yi-gyel osztva a kovetkezd egyenlethez jutunk:

371 :CK[A(—FGEE—FGGlf/l.

A (8) Gsszefiiggésbl kovetkezik, hogy Y1 = Y, masrészt feltevésiink sze-
rint L = m. Figyelembe véve tovibbd, hogy a lineris homogenitds miatt
€x + €5 +€g, = 1, a kovetkezot irhatjuk:

YzeKR+eEm+(1—eK—eE)Y.

Mivel K = l?;—l— m, egyenletiinket atrendezve Y koévetkezd novekedési ratajat
kapjuk:

1

(40) V=——
€K +€f

[eKl?; +m(ex + 6E):| .

Behelyettesitve ezt a (39) egyenletbe és figyelembe véve a (36) Osszefiiggést,
b alabbi mozgasegyenlete adddik:

1

(41) i):[g—T]—l—(l—T)Tb—m

[eKl?; +m(ex + 6E):| b.
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B fiiggelék

Tekintstik az Y7 = DK "‘G}_“ termelési fiiggvényt, ahol D technolégiai para-
méter, és ex = a. Mivel m = 0, a modell tobb, eddig kiilonbozének tekintett
valtozéja egybeesik: L = L, k = k = K, tovdbba minden jovedelem t&ke-
jovedelem, melyet most a haztartasok egyetlen szektora sajatit el. L =1
esetén az egységnyi munkéra es6 fogyasztds ¢ = ¢, = Cy. A tovabbiakban az
egyszertbb jeloléseket fogjuk hasznélni, de az eddigi eredményekkel torténo
konnyebb egybevetés érdekében a szabalyozasi vektort a k és ¢ valtozdkra
irjuk fel. Elvégezve az 1.5 pontban bemutatott dtalakitdsokat, a (9) termelési
fliggvény az alabbi formaban irhaté fel:

l—a

v, = A% (919 " K=DK.
1—pg

A D szimbdlumot csupén az egyszer(ibb jel6lés érdekében vezettiik be. Az in-
tenziv termelési fiiggvény: f(k) = DK, ahol D > 0. A kormanyzati kiaddsok
novelése ezittal is élénkiti a gazdasdgot: 22 = —1=9 _D > 0. M4srészt

99 ~ (I-pg)ag
oD (1—g)(1—«

5 = _(l—ﬂg)(l—;t)ab <0, ésr= D — & miatt tovabbra is érvényes, hogy
(42) —<0.

Az A figgelékben kovetett gondolatmenet alapjan a szabélyozasi vektor aldbbi
mozgasegyenletéhez jutunk:

@ -0 2

ahol

D—(1-7)5—p

1-9g 7 1[1-7
0

U= D—2-71)6 és v=~=
1 —pg ( ) 1 —pg

Feltessziik, hogy 11—_;:5]D > (1 —7)6 + p, ekkor v > 0 és ¢ = c(0)e”t. A (43)
rendszer most a kovetkez6 els6rendii differencidlegyenlet formajaban irhaté

fel: k — uk = —c(0)e’t, melyet megoldva:

1
= et (z - / ¢(0)e vt dt> — et — Loy 0yen .

v—Uu

A Z konstans értéke a t = 0 helyettesitéssel hatdrozhaté meg, amibél Z =
k(0) — Z—(_O% Kiegyenstlyozott koltségvetés esetén lim AA = 0 transzverza-

t—oo

litasi feltételbél B, K > 0 miatt Z = 0, és igy k = ¢ kovetkezne. Most
azonban g # 7 kovetkeztében a helyzet valamivel bonyolultabb. Az éltaldnos
0 > 1 esetben feltehetd, hogy v < u, ekkor a tékedllomany névekedési palydjat
két kilonboz6 konstans rata szerint novekvo valtozo 6sszegeként kapjuk. Bar
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e novekedési ratak eltéréek, a korrupcié eréssége a
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Dl 7 kifejezés révén mind-

1—p

kettot befolyasolja. Ha tehat a jelenség gazdasagi novekedésre gyakorolt
hatasat vizsgaljuk, a kérdés az, hogy miként valtozik e kifejezés értéke u
novekedésével. Elvégezve a parcidlis derivalast,

d D D
44 — = [a +9g—1—puga
(44) dp <l—ug> (1—pg)*(1 - pa
adddik.
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CORRUPTION AND DEBT DYNAMICS

This paper discusses the effect upon debt dynamics of corruption in the framework
of a neoclassical growth model. It is shown that increasing corruption can extend
the limits of the fiscal policy as making the debt-stabilization policy more successful.
Firms and households are divided into two sectors. Instead of using an economic
planner or social welfare function, we assume that the elite households wish to
maximize their welfare on an infinite time horizon.
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EKVIVALENS ARRENDSZEREK!

BRODY ANDRAS
MTA, Kézgazdasagtudomanyi Intézet

A Perron-Frobenius elmélet alapjan alkotott lemma biztositja a Leontief-
inverzzel illetve a sajatvektorral kifejezett arrendszerek azonossagat. Ez arra
a kovetkeztetésre vezet, hogy eltérének, sot ellentétesnek és Osszeférhetetlen-
nek tekintett arrendszerek azonos szamszeri eredményt adnak.

1 Bevezetés

Az irodalom az egyensiilyi drrendszer t6bb meghatirozasat ismeri. Smith mér
eredetileg is kétféleképpen hatarozta meg az aru értékét, azaz egyensilyi arat.
Egyrészt okara, a munka raforditasara hivatkozott, méasrészt céljara, a termék
hasznalati értékére. Ricardo is kétfajta médon hatarozta meg arait, a munka
raforditasaval, illetve a tokebefektetéssel aranyosan. Ez Marx Tékéjének elso
és harmadik kotete kozti vélt ellentmonddshoz vezetett. Az dltala adott meg-
oldés érvényét mindmadig vitatjak. A (legaldbb) kétféle értékelmélet, tehat a
kauzalis illetve teleologikus megkéozelités ellentéte tehat igen régi.

A vita Neumann bévitett ijratermelést leiré modellje éta, mivel azt min-
den iranyzat értelmezni tudta, némileg csillapodik. Tobb jeles kozgazdéasz
irésa, bizonyos megszoritdsokkal és fenntartasokkal részlegesen Osszebékitette
az elméleteket. Az aldbbiakban a teljes ekvivalencia bizonyitdsat kisérlem
meg,.

A bizonyités azon alapul, hogy a Leontief-inverz segitségével a métrixosan
leirt gazdasagi rendszer sajatvektorait a rendszer bdrmely szektoranak ada-
taibdl kiindulva meghatarozni. Az ilyen arrendszer ardnyai fiiggetlenek attél,
hogy melyik sziikségesnek mutatkozo raforditast tekintjiik az érték ,,forraséa-
nak”. Erre szolgdl az els6 rész, amely a megfelel6 lemmdt ismerteti. Ennek
kiterjesztését targyalja a méasodik rész. A harmadik rész szampélddkon mu-
tatja be tobb lehetséges arrendszer ekvivalenciajat.

Szandékomban &ll a jovOben az értékelméleti vita fent felsorolt f6bb al-
lomésait és érveit részletes elmélettorténeti monografiaban osszefoglalni. Ez
azonban mar nem a Szigma profilja. A szemlélet ,,;matematikai csontvézét”
azért foglalom itt Gssze, hogy logikai és matematikai hibai kideriilhessenek,
és maguk az alapveto Osszefliggések, amelyekbdl mas kovetkezetések is levon-
hatdk, a kozgazdaszok rendelkezésére alljanak.

1Beérkezett: 2004. oktéber 4.
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2 A lemma

Tekintsiink egy A = {a;;} n sorbdl és n oszlopbdl 4116, négyzetes és pozitiv
matrixot, amelynek minden oszlopOsszege egységnyi. Ha most az n elemi
Osszegez6 vektor € = (1,1,...,1), akkor az ilyen matrixokra igaz az, hogy

(1) dA=¢".

Perron és Frobenius vizsgalata szerint ez esetben az A matrix legnagyobb
és egyszeril sajatértéke 1. A maétrixnak ekkor van egy, és csak egy ennek
megfelel§ pozitiv jobboldali sajatvektora is. Jelolje ezt x. Erre felirhat6 az,

hogy
(1%) Ax =x.

E matrixnak, egységnyi sajatértéke kovetkeztében nincs Leontief inverze,
mert az (1 — A) matrix szinguldris. Ha azonban a legnagyobb sajatértéke
kisebb 1-nél, akkor mar invertalhatd, és inverze szigortian pozitiv lesz. Ha
példaul az utolso sort és oszlopot levalasztva négy részre bontjuk a matrixot,
és az OsszegezO vektort is ennek megfeleléen tagoljuk, akkor:

) @ sl

T a/TL n

Az (1*) egyenletnek megfelel$ Osszefiiggés pedig

() sl lE)-()

Itt tehdt A az A métrix els6 n — 1 sordbdl és oszlopabdl all. Az A métrix
utolso sordt ', utolsé oszlopat pedig ¢ jeloli. Az n—1 elemii 6sszegezd vektort
e, a jobboldali sajatvektor els6 n — 1 elemét pedig z jeloli.

A részekre bontds kévetkezménye az, hogy felirhatjuk az aldbbi egyen-
leteket:

(3) A+ =€
(4) ee+ap, =1.
(3%) Ax+xpc=x .
(47) 7T A Apn®n = Tn -

A (3) egyenlet az r'(1 — A)~! = €’ alakra hozhaté. Az A métrixnak mér
biztosan van pozitiv Leontief inverze. Ha ezt a lehasitott v’ sorral balrdl
beszorozzuk, akkor az A métrix sajat sorvektoranak els6 n —1 elemét kapjuk
eredménytl. A (3*) egyenlet szerint pedig ugyanez az inverz a lehasitott ¢
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oszloppal jobbrdl beszorozva a sajat oszlopvektor elsé n — 1 elemével aranyos
értékeket ad. Az ardnyossiagi tényezd a sajatvektor utolsé eleme, azaz x,,.
Az imént is volt ilyen ,,aranyossagi tényez6”, csakhogy ez éppen 1 értékiinek
adodott.

A Leontief inverz és a levdlasztott sor (és oszlop) szorzata a feltételeknek
megfeleld A madtriz két sajdtvektordnak elsé n — 1 elemét egyértelmiien meg-
hatdrozza.

A kérdés most méar csak az, mekkora e sajatvektorok utolsé eleme, ezt még
nem hataroztunk meg. Nyilvanvald, hogy mindkét esetben ennek az utolsé
elemnek egységnyi nagysiga adja a helyes megoldast, de kérdéses, hogy ez
Osszefér-e az eddig felirt egyenletekkel.

(4) egyenlet szerint e’c + an, = 1. Ez azt mondja ki, hogy az utolsé,
levalasztott oszlop Gsszege egységnyi. Ez a feltételezés szerint mindig teljestil.
A (4%) egyenlet szerint r'z + appx, = . Ez akkor engedi meg x,, egységnyi
értékét, ha r'z + a,, = 1. Ez is teljesiil, mert éppen azt mondja ki, hogy a
jobb oldali sajétvektor utols6 eleme (aminek kiszamitdsara e képlet bal oldala
szolgél) egységnyi. A Leontief inverz tehdt alkalmas eszkéz az A métrix
mindkét oldali sajatvektoranak kiszamitasara.

3 Kiterjesztés

Az A mitrix egységnyi sajatértéke mas médon is csokkenthetd. Példaul egy
matrix formajdban Osszefoglalt pozitiv értékekkel. Ha a sajatérték csokken,
akkor a maradékbdl mindig dsszedllithaté a pozitiv Leontief inverz.?

Ha példaul kiilonvélasztjuk a tékeraforditasokat és azokat egy AB mat-

rixban foglaljuk Gssze, tehat ha

(5) A=A+ )B,

akkor az igy létrejott dltalanos sajatérték feladat megolddsa az ismert

(6) AB(1—-A)'x=x

alak. (Ilyenkor persze A és B egyarant n-ed rendii négyzetes matrix). Nincs

tehat akadalya, hogy a zart rendszer bovitett Gjratermelésének Leontief féle
egyenletét, s ennek arrendszerét is e formaban és médon megoldjuk.

2 Az A miétrixot a szamitégép ugyan nagy pontossiggal kezeli, de a szdmok csonkitasa,
miatt Leontief inverze a gyakorlatban nem lesz szinguldris. Ezért megprébalkozhatunk
1— A szamitédsaval is. Ilyenkor a jobb programok jelzik ugyan a matrix rosszul kondicionélt
voltat és az inverzié megbizhatatlansigit, de a zérushoz kozeli sajitérték miatt igen nagy
elemekkel biré eredmény oszloposszegeinek ardnya, megbizhatatlansdga ellenére altalaban
jOl kozeliti a sajat sorvektor, mig sorisszegei a sajit oszlopvektor aranyait.
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4 Példak

Legyen a matrix példaul a kovetkezo:

6 2 3

A=1|3 6 4

1 2 3

A maétrix minden oszloposszege 1. Ha utolsé sorat és oszlopdat elhagyjuk,
akkor
6 .2

A= [.3 6] ’

tehat

. 4 —217" T4 2
=47 = [—.3 4 ] - [3 4]
Ez az (.1 .2) vektorral balrdl szorozva valéban az (1 1) vektort eredményezi.
A sajatvektor utolsé eleme .7+ .3 = 1 lesz.

Ugyanez az inverz jobbrdl a (.3 .4)" oszlopvektorral szorozva a (2 2.5)
oszlopvektort adja, a sajatvektor utolsé eleme pedig ismét .2 + .5+ .3 =1
értékii.

Ha a levalasztott sor és oszlop a munkaer6 raforditdsa, akkor az arak
a teljes munkaraforditast adjak meg. Ekkor értékaraknak tekintheték. De
lehet ez a sor az energia raforditasa is, s akkor az energetikusok &ltal kedvelt
energia-alapti arrendszerrel van dolgunk. Ha az allami tjraelosztasba bevont
adokrdl volna szd, akkor a teljes addtartalmat tikroznék, mig ha a felhal-
mozott tokékkel aranyos koltségeket tartalmazza, akkor a teljes raforditott
toke aranyait adja meg ugyanaz az arrendszer. Nyilvanvald, hogy a termékek
és szolgaltatasok barmely részét vagy koltségét elkiilonitve kiszamithatd az
aranyrendszer. Barmely sziikséges raforditast ezért jogosan az érték ,,szub-
sztanciajanak” tekinthetiink. Eppen ezért az a helyes, ha az értékaranyokat
semmilyen szubsztancidval nem azonositva pusztan a gazdasig mérésére szol-
galo, a struktura egésze altal adott mértékrendszernek tekintjiik.

Ha példaul az elsé sorbdl levalasztjuk ,,a toke” elképzelt raforditasat,
s a sziikségesnek mutatkozd tOkét egy masik B maétrixban szerepeltetjiik,
akkor ennek egyensilyi mennyiségét kiszdamitva, s az A métrixhoz hozzdadva
ismét az A métrixhoz jutunk az (5) egyenlet szerint, s ez még csak ]
értékeket, vagy format sem ad a feladatnak. E feladat alapjan azonban, ezt
a raforditast kiilon szektorban szerepeltetve bemutathatd, hogy részletezhetd
(dezaggregalhatd) az ilyen matrix. E feladat, mint az &sszevonds (aggregalds)
is csak a sajatvektorok értékeivel stulyozva végezhetd el hibatlanul.

Legyen mondjuk a tokematrix az attekintés kedvéért igen egyszeri:

2 2 2
B=1|0 0 0
0 0 0
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Ehhez tarsuljon a kovetkezo6 folyo raforditasi matrix, ahol a tokék koltségét
az eredeti matrix els6 sorabdl vontuk le:

Sl 2
A=13 6 4
1.2 3

Ekkor nyilvanvaléan évi 5 szazalékos egyenstlyi novekedés valdsithaté meg,
és a most mar 4 szektoros, tehat a téke eldallitasat és elosztasat kilon, az
utolso sor és oszlop forméjaban tartalmazé matrix alakja:

==
= o=
= o N
== Wt

Itt feltettiik, hogy a tOkék elGallitdsanak technoldgidja azonos az elsé
szektorban taldlhaté eljardssal. (Persze ez torténhet masképpen is, akkor a
két elvalasztott szektor raforditasait az 0sszevonaskor a megfelel6 egyensilyi
termeléssel kell silyozni). A bévitett matrix drrendszere azonos, termelési
aranyai természetesen szintén boviilnek egy 4j elemmel, amely a tokék eloal-
litdasdnak sziikséges egyenstlyi ardanyét adja meg. Ekkor x' = (1.45 2 1 0.55)'
lesz. Itt, az elébbi sajatvektorral valé osszehasonlithatésag érdekében ismét
a harmadik szektor értékével norméltuk. Mint lathat6, az Gssztermelés (a
sajatarak egységnyi értékével Osszeadva valtozatlanul 5.5 és a kétfelé osztott
els6 szektor Osszesen ismét az 1.45 4 0.55 = 2 értéket veszi fel.

Az &drrendszerek ekvivalencidja végsd soron abbdl ered, hogy az druk
koltségét zart rendben elszamolva, az igy kiszamithatd arrendszer, vagyis
mértékrendszer az Gsszes koltségtényezot, tehat barmely koltségtényezd tel-
jes raforditasat tiikrozi. Az elszdamolds teljessége esetén a matrix legnagyobb
sajatértéke egységnyi, és ezért mindig transzformalhaté a fenti alakra. Tehat
a termelés szokdsos mértékegységeinek megvaltoztatasaval mindig a fenti
alakra hozhaté, amelyet szokas tugynevezett ,,sztochasztikus matrixnak” is
nevezni. Ezért a fenti allitasok minden rendben és szabatosan elszamolt zart
gazdasagi rendszerre fennéllanak.

A tanulmédnyt két mi idézésével zarom, ezek adtdk meg a lemma alapgon-
dolatét és formajat. Az elsé Sraffa (1960) uttors kritikdja a téke druformaban
valé mérésének sziikségességérol. A mésodik Zalai (2000) 6sszefoglalé miive,
amely a modellkor kialakulasat és tulajdonsigait targyalja. E két mu tartal-
mazza mindazt, ami a fentiek kimondasahoz sziikséges és elégséges.

Irodalom

1. Sraffa, P., Aruk termelése druk révén. KJK, Budapest, 1975. (Angol kiadésa
1960-ban jelent meg).

2. Zalai, E., Matematikai kézgazdasdgtan. KJIK. KERSZOV. Budapest, 2000.
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EGY HELYETTESITO TERMEKEKET GYARTO KET
ORSZAGBAN GYARTOKAPACITASSAL RENDELKEZO
VALLALAT OPTIMALIS EROFORRAS
ALLOKACIOJANAK VIZSGALATA A
DEVIZAARFOLYAMOK ES A KERESLET
FUGGVENYEBEN STATIKUS VARAKOZASOK
MELLETT?

VIZVARI BELA — DEME ROLAND
ELTE Operdcickutatdsi Tanszék

1 Bevezetés

Manapsag egyre tobb vezetd vallalat koveti azon médszert, mely arra iranyul,
hogy a vilag minél tobb orszdgaban ott legyen, és ez alatt nem csak termékeik
globalis jelenlétét értik, hanem azt, hogy maga a termelés is lehetségessé
valjon az adott orszdgban. Azért, hogy a piaci versenyben 1épést tartsanak
egymassal, hatalmas nemzetkozi gyar-rendszereket alakitanak ki, melyek meg-
felels allokaciét kovetGen segitséget nydjthatnak a rugalmas termelésre. A
masik ok, amiért érdemes a cégeknek az adott orszagban, esetleg régioban
termelnitik, az a piacszerzés. A gyartds strukturaja a geografiailag kiilonbozé
régiékban hatalmas rugalmassagot ad a cégnek, hogy a devizadrfolyamok
jovébeli valtozasara, a versenytarsak stratégiai mozgasara, és a kormanyzati
elgondolasokra reagalhasson. Ezt a rugalmassigot, mint versenyelényt hasz-
nalhatja a cég a piaci részesedésének novelésére.

Mar a 80-as években foglalkoztak a témaval, és Kogut, ill. Kulatilaka
[1] eredményei igen meggyézdek: két orszdgot vizsgilva kideritették, hogy az
egyéni optimalizadlas negativ, a csapatmunka pozitiv jelenértékhez vezet. Ez
utébbi annak az extra tulajdonsagnak koszonhetd, hogy a termelést at lehet
csoportositani egyik orszaghdl a masikba. Ehhez azonban sziikséges a gyarak
Osszehangolasa. E témakor sem 1j tertilet a SCM-ben, mivel a lanc vertikalis
Osszehangoldsa a gyarto, a terjesztO, a nagy-, és a kiskeresked6 kozott mar
igen régota a szakemberek kutatdsainak egyik f6 iranya, habar a globalis
lancokra vonatkozo ilyen irdanyu szakirodalom eléggé gyér.

A fent emlitett globdlis vallalatok gyakran alkalmazzak a kovetkez6 eljé-
rast: néhany termékiik gyartasat az egyik orszaghdl egy masikba telepitik.
Példaként gondoljunk csak a hazankban egy-két éve lezajlott eltelepitési
hullamra. Szamos tényez6 jatszhat ebben szerepet: a termelés koltséghaté-
konysdganak novelése; adézasi kedvezmények; esetleg piacszerzés. A jelen
dolgozat azt vizsgalja, hogy az orszagok kozti drfolyamok valtoztatasa ceteris

IBeérkezett: 2004. 4prilis 7. e-mail: roland.deme@eon-hungaria.com.
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paribus hogyan befolyasolja az optimalis termelési allokéacidt, vagyis arra sze-
retne ravildgitani, hogy a kereslet és a devizadrfolyamok fiiggvényében hol
optimalis termeltetnie a szoban forgd vallalatnak.

A dolgozat elsé része egy révid kereslet-vizsgalattal kezdddik, melyre a
késObb bemutatasra keriil6 modellben szerepl6 fogyasztési igény miatt tértek
ki a szerzok. E fejezetben azt vizsgaltdk, hogy egy globalis piacon két
helyettesité termék iranti kereslet hogyan hatarozhaté meg a mindség és ar,
mint paraméterek fliggvényében.

Fontos megemliteni, hogy a most bemutatasra keriilé modell az abszolut

A B

vésarléerd paritds (PPP) érvényességébdl kiindulva —vagyis a = ffB— =0
Ir

feltevéssel— definidlja a két orszag devizajanak atvaltasi aranyat A modell

egy linedris program, melyben az egyszeriibb elemezhetGsége miatt eltekin-
tlink a szallitasi, atallasi koltségektol, tovabba a termékek szallitasi idejétol,
vagyis nincs csuszasidé sem.

Mivel a devizaarfolyam valtozasok hatasainak a vizsgalata a cél, ezért a
modellben nem szerepelnek olyan, egyébként fontos faktorok, mint az addk,
vamok, ill. kvétak. A szakirodalom az effajta feltevést a surléddsmentes
kiilkereskedelem névvel illeti.

A bemutatdasra keriil6 modell feladata, hogy segitségével betekintést nyer-
junk egy helyettesité termékeket gydrté globdlis véallalat dtiitemezési/attele-
pitési dontéseire. Ezen dontéseket a devizadrfolyamok valtozasanak tulaj-
donitjuk, ami persze egy bizonyos foku elhanyagolas, mivel szamos egyéb, a
fentieken kiviili tényez6 is kihat a dontésekre.

A dolgozat sordn kimondott tételek bizonyitasait az appendix tartal-
mazza. Ezzel azt szerettiik volna elérni, hogy azon olvasék is konnyen eliga-
zodhassanak, akik nem annyira jartasak az operacidékutatasban, igy nem
a kimondott tételek igazolasa, sokkal inkabb a tartalmuk fogja meg &ket.
Természetesen azon kedves olvasok, akik mélyebben szeretnék magukat bele-
asni a tételek gondolatainak valdédisagaba, a bizonyitasok segitségével konnye-
dén megtehetik ezt.

A dolgozat alapotletét a készletezési témakoérben mar néhany éve elétérbe
keriil6 kérdés adta. Tcbb cikk is a globalis vallatok készletezési lehetdségeit
vizsgalja a devizaarfolyamok tiikkrében. Ide tartozik Lode Li, Evan L. Porteus,
és Hongtao Zhang miive [2], melyben a tobborszédgos sztochasztikus gyartd
rendszerek optimalis iranyitasi elveit vizsgaljak valtozo feltételek mellett.

Jelen dolgozat Ujdonsagtartalmat az adja, hogy a kérdést a termelés
vonatkozasaban vizsgalja.

2 Fogyasztéi igény

Az aldbbiakban a fogyaszték mindség és ar szerinti preferencidja alapjan
prébéljuk a termékeket vertikdlisan megkiilonboztetni. Az erre vonatkozd
elemzéseket [3, 95-97. oldal] alapjan végeztiik.

Tegyiik fel, hogy egy transznacionalis vallalat a vizsgdlédasunk térgya,
mely az egyszeriiség kedvéért két orszagban van jelen abban az értelemben,
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hogy képes termékeit eléallitani mindkét &llamban. Ezt a két orszagot I-
gyel és II-vel jeloljiik. Mindkét orszag szabad kereskedelmet folytatd kis
orszag, tehat szamukra a termékek &dra kiils6 adottsdg. A vallalat altal
eloallitott termékekrdl a kovetkezoket tudjuk: a véllalat kétféle terméket
képes eléallitani, melyeket jelolje A és B. Az A vildgpiaci dra az L. orszag
valutdjaban p4, a B pedig pZ-be keriil. Feltessziik tovabbé, hogy A minésége
egységnyi, B minGsége pedig o > 1. Ez a két termék egymast helyettesito,
ami kozgazdasagilag azt jelenti, hogy a fogyasztd azt vasarolja, amelyik
szamara nagyobb hasznossagérzetet okoz. Ezzel kapcsolatban tegyiik fel,
hogy mindkét orszag fogyasztoi a ©+s—p hasznossag alapjan dontenek: akkor
vasarolnak egy darabot az adott termékbdl, amenyiben ennek hasznossaga
nemnegativ, és nagyobb minden mas potencialis termék hasznossaganal. Itt
© az adott fogyasztora jellemzé dllando, s jelolje a termék mindségét, p pedig
az arat.

1. tétel. A fenti feltételek mellett két eset lehetséges:

., A B B__A
Elsd eset: p? < % < %

9 B_: A . . . 7 3 Ve
* pA és E—L— kézotti ©-k esetén csak A-ra van igény;

* %-nél nagyobb O-kra pedig B-re.

A B

P B_l P
Mdsodik eset: P—%— <2< pA:

Ekkor csupdn B utdn van igény, az is %B felett.

Bizonyitds. A tétel két esetének bizonyitdsa igen hasonld, igy itt csak az
els6t latjuk be. Tegyiik fel el6szor, hogy

B
A2 1
ph s (1)
Ebbol ekvivalens atalakitasokkal addodik, hogy:
pB*o—pB SpB*a—pA*a.

Mivel o > 1, igy 0% (0 —1)-gyel leoszthaté a fenti egyenlétlenség, és maris
megkapjuk, hogy:
B B_ A
v _r ot
o~ o-1
A fogyaszté akkor vésarolja az A terméket, ha ennek hasznossiga nem-
negativ és magasabb, mint B-é, azaz

Ox1—pA>0 é Ox1—p*>0x0—pP,

ahonnan . N
o<l P

@ZpA és T
o —

)
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mivel o > 1.
A pA-nél kisebb O értékekkel rendelkezé fogyaszték nem vesznek semmit,
mivel szdmukra mindkét termék hasznossdga negativ. Az ennél nagyobb, de
i:’lA -nal kisebb értékek esetén A-ra van igény, mivel itt a B hasznossiga
negativ. Végiil az e folotti O-val rendelkez6 fogyasztok szamara a B a hasz-
nosabb termék, igy ezt vasaroljak. Ezzel bebizonyitottuk a tétel elsd esetét.
Masfelél, amikor is (1) ellentéte 4ll fenn, hasonlé gondolkoddssal kaphatjuk
a tétel masodik esetét. [

B
1. megjegyzés. A masodik esetben, azaz amikor LL < L < pt, az

A utdni kereslet zérus, a B utdni pedig N x* (1 — F(! :)), ahol F(-) a ©

eloszlasfiiggvénye, és N a piacon a potencidlis vdsdrlok szama.

E megjegyzés szerint kéttermékes modelliink a mésodik esetben egyter-
mékessé fajul, 1gy a tovabblakban feltételezziik, hogy a fenti tétel elsé esete
all fenn, azaz p? < L < %L Ekkor az alabbi tétel egyszertien adodik az
el6z6 tételbdl az eloszlasfuggvenyek definiciéjanak segitségével.

2. tétel. Legyen a © eloszldsfiggvénye F(-), a piacon a potencidlis vdsdrldk
szama pedig N. Ekkor a piacon a termékek irdnti kereslet:

o« DA — N« (F(M) - F(pA)),

o—1

e DB =N« (1-F('%’1L)).

A fenti tétel egy altaldnos piacra vonatkozott, viszont a mi modelliink
orszagokat vizsgal. Ezen ok miatt két lépésben atalakitottuk a tételt, elszor
egy, majd két orszagot vizsgdlva.

Eloszor jelolje N egy bizonyos orszag lakosainak szamat. Akkor lesz az
orszag Osszes allampolgara potencialis vasarld, ha a piac teljesen lefedi ezen
orszdgot. Amennyiben ez a feltétel teljesiil, akkor az F(-) eloszldsfiiggvény
az orszag lakosainak preferencidjat irja le.

Tegyiik most fel, hogy ismét a két orszagot vizsgéaljuk. Az I-ben N, a
IT-ban M lakos él. Mindkét orszagot teljes mértékben lefedi a piac, vagyis
az Osszes lakos potencidlis vasarld.

Amennyiben nincs eltérés a két orszag lakosaira jellemzé O-k eloszlas-
fliggvényében, akkor a 2. tétel szerint a termékek iranti globalis kereslet:

DA = (N + M) <F <pj+];4> —F(pA)>

DB = (N 4 M) % <1—F<Zi+];4>>

Itt F'(-) a kozos eloszlastiiggvény. A fenti feltételezés —miszerint nincs eltérés
az orszagok preferencidi kozott— azonban igen ritkan igaz, mivel az eltér6
életszinvonal, és a kulturalis kiilonbségek miatt a széban forgd eloszlasfiigg-
vények igen eltéroek lehetnek.
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2. megjegyzés. Jelolje az 1. orszdg lakosainak hasznossdgérzetét megha-
tarozd paraméter eloszlasfiggvényét Fi(-), a IL. orszdgbeliekét pedig Fry(-).
Ekkor a termékek irdanti globdlis kereslet:

B A

B A

)~ FH(Z?A)>

B A A
p” —p p- —p
DE=Nx|[1-F(—= )| +Mx(1-F (~——

*< i o—1 )> *< i o—1 )>

3 Gyartas

Most azt fogjuk vizsgalni, hogy milyen stratégiat kell a véllalatnak koévet-
nie, ha figyelembe vesszik a két orszag kozotti devizaarfolyamot. Célunk
ezen paraméter optimadlis termelési szintekre gyakorolt hatasanak vizsgalata.
Jelolje tehat v az I. és a IIL. orszdg valutdinak &tvéltdsi ardnyat. A most
bemutatott modell e paraméter fliiggvényében hatarozza meg a maximalis
profitot.

A cég termelésérdl a kovetkezoket tudjuk: a cég mindkét orszdghan képes
eléallitani mindkét termékét. Az I. és a II. orszdgban az A ill. a B el6-
allitdsanak koltsége az adott orszdg valutdjaban kifejezve: p7,pP pi, pP,,
egy termék elSallitasahoz cit, c?, ¢, cP, kapacitdsra van sziikség. Tudjuk,
hogy az orszagokban a gyaraknak kapacitaskorlatai a kovetkezok: Cp, Cpy.
A termékek eladasi dra az I. orszdg valutdjaban: p? ill. pB. Tegyiik fel,
hogy a vallalat célja a profitmaximalizalas. Meg kell hatarozni, hogy mennyit
termeljen a véllalat az egyes gyarakban a termékekbdl. Jeldlje ezeket: x4, 22,
aiy gy

Tehét az alabbi paraméteres linearis programot kell megoldani:

5 + afy = D4
oo e =D

c’[“*x‘f + cB x 2B <y
cfrxafy + cirxafy < Crr

A B A B
xr,xr, i, 20

max [(pA —p) xaf + (p* —vxpfy) g +
+ (" = pP) xaf + (p° — v ppy) * 13}31]
Jelolje ezen feladatot (LP). A feltételek felhasznéldsaval a célfiiggvény az
aldbbi alakba transzformalhato:

p*x D4 4 pP « DP —min [pf' 2 + pi’ xaf + v pily x afy + ok pfy x 2]

A feladatot megoldhatdsag szempontjab6l hdrom f6 részre bonthatjuk,
aszerint, hogy az (LP) feltételei kozott szerepld két egyenlStlenség az op-
timélis megoldasban éles-e vagy sem:
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1. Mindkét egyenlétlenség élesen teljestl, vagyis mindkét orszagban tul
nagy a termelCképesség.

2. Egyik egyenl6tlenség egyenloséggel teljesiil, a masik nem, ez pedig azt
jelenti, hogy az egyik orszag teljes kapacitdson termel, a masik pedig
nem hasznélja ki termel6 lehetOségeit.

3. Mindkét egyenlGtlenség egyenloséggel teljesiil, azaz mindkét gyar teljes
kapacitdason mikodik.

Az elkovetkezé tételek bizonyitasait egyiitt kdzoljiik a dolgozat végi mel-
lékletben.

3.1 Mindkét orszagban tuil nagy a kapacitas

Most azzal a feltételezéssel éliink, hogy optimalis esetben mindkét gyarnak
marad ki nem haszndlt kapacitasa. Ebben az esetben a kapacitaskorlatokat
egyik gydrban sem éri el a termelés. Az (LP) ekkor az aldbbi alaki:

ap af = DA
o+ @ =D

ctxad 4 cBx 2P < Cf
cfpxxfy + crp*ap < Cr

A B ..A _B
ey, 2, 20

pA*DA—l-pB*DB—min[pf*x‘;‘—l—p?*xf—l—v*pfl*x‘f[—l—v*pfl*x?[]

Ekkor az optimadlis megolddsa mindig a paramétertdl fiigg, mint ahogy
a kovetkezokbol ki is deriil. Fontos megjegyezni, hogy ekkor, az elegendé
rendelkezésre all6 kapacitds miatt, az optimalis megoldasok attdl fliggnek,
hogy hol éri meg jobban termelni az egyes terméket.

Nyilvanval tény, hogy adott a és b valds szam esetén fenndll a trihotémia,
vagyis: a = b, vagy a < b, vagy a > b. Az elsd esetben a szdmok a
szamegyenest két, a masodik és hamadik esetben pedig harom részre bontjak.

A B
Legyen most a = ,%IF» és b = 5—,§ A fenti gondolatmenetet figyelembe

véve az (LP) optimalis Inllegoldésairo’lll a kovetkez6 tételsorozat mondhaté ki.

A tételek lefedik azon eseteket, melyek a fenti rendszer megoldésai lehet-
nek. Azt mutatjak be, hogy éppen hol éri meg a termékeket gyartani. Az
alabbi négy eset koziil egy adott feladatnal a kovetkezok alapjan lehet a
megfelel6t kivélasztani:

1 A 1 B . I’ 7’ .
Amennyiben a devizadrfolyam nem kisebb 5 - és 2L maximumdnal, ill.
Ir IT

nem nagyobb a minimumukndl, akkor egyszeriien kivalaszthaté a megfelelo
tétel (3. ill. 6.). Viszont, amikor az arfolyam az egyiknél kisebb, de a

nA »B LA B
mésikndl nagyobb, akkor meg kell vizsgdlni, hogy 5—£ > 5—;, vagy 5—£ < 5—,§
Ir II II Ir
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Miutén ezt eldontottiik, mar meg is van, hogy melyik esetet kell alkalmazni
(4. ill. 5.).

5 pi . P2\ 4 A, A B, .B
3. tétel. Ha v > max (ﬁ-,ﬁ—g) és Cr > D* x ¢t + DP x 7, akkor
II II

A A A B B B
.rI:D s .rHZO, .rI:D s lelzo.

A fenti elsé feltétel szerint a deviza atvaltasi ardnya nagyobb mind az A,
mind a B termék eléallitasanak relativ koltséghanyadandl. Ez annyit tesz,
hogy olcsobb mindkét terméket az elsé orszagban legyartani, és a sziikséges
mennyiséget a masik orszdgba dtszéllitani. A masodik feltétel azt garantélja,
hogy a gyartast a kapacitasok lehetové tegyék.

A

, B )
4. tétel. lp? 21}2%, Cr > DB xcB és Crp > DA e

3
~
3

A A A B B B _
r7 =0, z;;=D", oy =D", z5=0.

Az A terméket a II. orszdgban, a B terméket az I. orszagban lehet gaz-
dasdgosabban termelni, feltéve, hogy a kapacitasok megfelelGek.

o]

. LA
5. tétel. pﬁé— > > f{r, C; > DA >1<c}4 és Crr > DB *c’IBI:
Ir Ir

A A A B B B
zy =D", z7;,=0, z7=0, z5;=D".

A B terméket a II. orszdghban, az A terméket az I. orszagban termeli,
feltéve, hogy a kapacitasok megfeleloek.

LA B
6. tétel. v < min (ﬁ-,ﬁ—g) és Crp > DA sy + DB x B,
Ir Ir

A A A B B B
z; =0, z;,=D", z7=0, z5;=D".

Ez annyit tesz, hogy amennyiben a devizadrfolyam rosszabb, mint a ter-
mékek relativ termelési 6nkoltségei az egyes orszagokban, akkor a jobb felté-
telekkel rendelkez6 IT. orszégban termeli meg az 6sszes termékét, amennyiben
ezt a kapacitdasok megengedik.

3.2 Egyik orszagban teljes kapacitason folyik a terme-
lés, a masikban nem

Mivel a feladatban nincs kitiintetett szerepe egyik orszagnak sem, igy elég
azt az esetet vizsgdlni, amikor az I. orszdg nem termel teljes kapacitason,
de a II. igen. Most szét kell valasztani a fejezetet, mivel itt elképzelheto
degeneralt eset is.
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3.2.1 Normal eset

Ebben az esetben a paramétertol fliggben az alabbi négy tétel egyike all fenn:

7 stel. H. fr A B « i A B p7 g
. tétel. Ha o xpp —pr ) S v (A *prr - prr ) EZU, és Cr+
VA

:—fr*C[[>C’I4*DA—|-CIB*DB.'

II

A A B s CII
vy = D7, [ =D7 ——5 20,
o Cr1
B _ LI
xr =0, Tir = —fgm
Cr1

A masodik feltétel azt jelenti, hogy a B-t jobban megéri a II. orszdgban
elédllitani. Az els6 feltétel igen bonyolultnak tiinhet. A lényege az, hogy a
II. orszagnak komparativ elénye van a B termék eldallitasdban. A cég itteni
gyara tehat teljes mértékben a B gyartasara specializalédik. Itt viszont a ka-
pacitaskorlat miatt nem lehet elegend6 mennyiséget elééllitani. A maradékot
az 1. orszagban készitik el. Vildgos, hogy ebben az esetben az A termék iranti
keresletet teljes egészében az I. orszagbeli gyar elégiti ki. A harmadik feltétel
azt biztositja hogy az I. orszag nem termel teljes kapacitason.

B B B
2 c A B c A B P ‘
8. tétel. Ha (#*pl —pI)ZU*(#*pH—pH), ﬁZU, és Cr+
B :
L xCrp > P xS« DA+ B« DB
°Tr °Tr
C[[—D *CA
=0 P =DP — IL >
I ’ I B )
0{4[
A B C[[_D *CII
xip =D, T = 5 >0
Crr

Az el6z6 tétel alapjan konnyen kitalalhaté a két feltétel 1ényege: az II. or-
szagnak komparativ elénye van a A termék eloallitasaban. Tehat itt termelik
a teljes A mennyiséget, és a megmaradd kapacitas erejéig B-t is, mivel a B-t
is jobban megéri a II. orszdgban elédllitani. A megmaradé B terméket az I.
gyarban készitik el.

4 sz A B 053 A B P}x 5
9. tétel. Ha (L xpf —p7 ) <vx* (L xpi—pry), & >v, és Cr+
A °rr 4 €1 Prr
;—’{r*C’H >c}4*DA+c‘I4*%*DB:
Ir Ir

(7[[ — D" % 613
= DA —L >0, P =0,
i
a _ Ci—=D" xcpy B _ B
Ty =g >0, ;=D .
Cr1

Itt egy az egyben lehet alkalmazni a 7. tételben elmondottakat, csak az
A termék helyett B-t, az I. orszag helyett I1.-at kell venni, és forditva.
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.B .B nA
10. tétel. Ha (%% *p’[“—p?) > v (%f;-f * oy —pg), iﬁ: >wv, és Cr+

VA
Lf—{t—*CH>c}“*D“‘—l—cJIB*DB:
II

Crr
x?:DA—TZO, JJIB:DB,
o 1
A II B __
T = —a > xrr=0.
1

Ez az eset pedig a 8. tétel hasonmésa. (A termékek és az orszagok meg-
cserélése itt is elengedhetetlen.)

3. megjegyzés. A fenti tételeknél persze elengedhetetlen, hogy megkdveteljiik
a megolddasok nemnegativitdsdt a megengedettséghez. A tételek elején a két
feltétel a megolddsok optimalitdsi feltétele.

3.2.2 Degeneralt eset

Ebben az esetben az (LP) feltételrendszere specidlis alakid (ldsd Appendix),
és ennek kovetkeztében az optimalis megoldasok mddosulnak. Mivel most
az I. orszag nem termel teljes kapacitason, igy az optimalis esetekrol a 2.1
pont azon tételeinek hasonmadsait lehet kimondani, amelyekben szerepel a
C1 kapacitéskorlatra vonatkozé feltétel. A tételek gy mddosulnak, hogy az
ottani Cj; kapacitaskorlatra vonatkozé feltételek itt egyenléséggel kell, hogy
teljesiiljenek, a tételek tobbi része valtozatlan.

Természetesen, ha a szimmetrikus eset all fenn, vagyis I. orszdg termel
teljes kapacitason, és a II. orszag nem, akkor a 2.1 pont tételeiben a Cfj
kapacitaskorlathoz tartozo feltételek teljesiilnek egyenléséggel.

3.3 Teljes kapacitaskihasznalas mindkét orszagban

Ebben az alfejezetben végig azzal a feltételezéssel élink, hogy mindkét gyar
teljes kapacitason miikodik optimaélisan. Ekkor az eredeti paraméteres linearis
program feltételei az optimdlis megolddsban az alabbi egyenletrendszerbe
mennek at:

e+ afy = D4
oo+ =D

cp x4 cBx 2P =C7
cfpxxfy + crpxap =Cn

Az aldbbi tételbdl jél lathatd, hogy az egyenletrendszer igen sokféleképpen
viselkedhet.

11. tétel. A fenti egyenletrendszer megoldhatdsdagdrdl az alabbiakat mond-
hatjuk:



76 Vizvari Béla — Deme Roland

1. Mindig egyértelmii a megolddsa, ha 7é —f—

<t

A B
2. Amennyiben —&- = —£ dll fenn, akkor két eset lehetséges:
II Ir

a) Végtelen sok megoldds van, ha fenndll a =% —I— L” =DB ¢+ % x DA
az0mossdg;

b) Amennyiben a %’31 + % = DB ¢+ % x DA feltétel nem teljesiil,
akkor nincs megoldds.

3.3.1 Egyértelmii megoldhatésig esete

Most egy rovid idére vizsgaljuk meg a fenti tétel 1. esetét, vagyis amikor
—f— #+ —f—. Ez a feltétel a komparativ elonyok létezését biztositja. Ekkor a

cfy CIr
fenti tétel szerint egyértelmii az egyenletrendszer megoldasa.

12. tétel. Az egyenletrendszer egqyértelmii megoldhatdsdga esetén a megoldd-
sok a kovetkezd alakiak:

A cfl*cf*DA—l-c}B*cfl*DB—C’I*CJIBI—C’H*CJIB
v -

4=
etk B —cft x B

B B A, B A B, .B B
xA_C[*CII+C[[*CI—CI*CII*D —cy xcpx D
7= A . B A, B

cfp kcf — ¢ ke
A A A, A A_ A, B B
xB_CH*CI"‘CI*CH_CI*CH*D —cj xcpx D
I — A B A, B

cipx ¢ —cy x ey
5 ctxcx DA+ xcBxDE — e xCr— Oy

T = A . B_ _A..B
ey xcf —cf xcpy

Az eredeti (LP) megoldasairdl az eléz6 tétel segitségével az aldbbiak mond-
hatdk:

7

13. tétel. Az eldzd tétel egyértelmii megolddsainak megengedettségéhez az
o i B 2B > 0 feltételek szikségesek. A megengedett megolddsok opti-
malitdsdhoz pedig a paraméterre kell fenndllnia az aldbbi egyenldtlenségeknek:

4. megjegyzés. A megolddisok nemnegativitisa garantdlja a megengedett-
séget. A paraméterre vonatkozd feltételek a linedris programokndl szokdsos
optimalitdsi feltételeknek felelnek meg.
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3.3.2 A nem egyértelmii megoldhatésag esete

Amennyiben a 11. tétel 2. esete all fenn, akkor biztos, hogy az egyenletrend-
szernek nincs egyértelmii gycke. Ennek ellenére még ebben az esetben is lehet

megoldds, de ehhez tovabbi feltételre ( + f’ L = DB +5 °’ L% D4) van sziikség.
II

E feltétel teljesiilése esetén a két termek orszagonkentl alternativ koltségei
azonosak, azaz egyik orszagbeli gyarnak sincs komparativ elénye egyik termék
termelésében sem. Vagyis akarhogyan eloszthatjak a termelést, az mindig jo
megoldés lesz, de nem feltétlentil optimalis. A megoldhatdsag egyetlen kéve-
telménye tehat, hogy pontosan akkora kapacitas alljon rendelkezésre a termé-
kek gyartasahoz, amekkora a keresletiik. Ennek magyarazata az, hogy mivel
a két termék alternativ koltsége azonos, ezért elég a B terméket hasznélni:

egy A legyartasaval egyenértékii = C— darab B készitése. Ebbol kovetkezik,

VA
hogy az Gsszkereslet DB + %IB_ x* DA a B termékben szamolva. A termék

I
kindlata pedig a két gyar maximalis kapacitdsosszege a B termékbdl, azaz:

Ami az (LP) optimadlis megoldésait illeti, mér kicsit bonyolultabb a helyzet,
mivel ekkor a paraméter fliggvényében tObb eset is fennallhat.
Erdekességként vizsgaljuk meg két speciilis esetet.

A
Els6ként, amikor a % + St = DB + <L &« DA feltétel a &4 = DB, és a
f rr Cr Cr

Ci = DA egyiittes fennalltdval teljesiil.

Crr

Maésodsorban, amikor a (&3 % = DB +5 °’ x DA feltétel a S C’ =DA4, és
I II

a fg = DP egyiittes fennalltdval teljesiil.
Ir

A
Végezetiil vizsgaljuk meg a Té C” £ DB + Z—,’B x* DA esetet. Mivel a
I

termékek alternativ koltségei tovabbra 15 azonosak, igy itt sem lehet meg-
kiilonboztetni 6ket, ekkor a teljes kapacitaskihaszndlas feltétele pontosan
megszabja a termelendé mennyiséget, ami a fenti feltétel miatt nem egyezik
meg az Osszkereslettel. Most tehdt nem allhat fenn a kereslet és a kinalat
egyensilya, mivel, ha az Osszkereslet kevesebb a rendelkezésre all6 6sszkapa-
citasnal, akkor az optimédlis megoldds a 2.1 ill. a 2.2 pontok valamelyikében
talalhaté meg; amennyiben viszont az Osszkereslet meghaladja a vallalat ka-
pacitasat, akkor a feladatnak nincs megoldasa.

4 Osszefoglalas

A dolgozat egy globdlis, tobbtermékes véllalat termelés-allokaciés dontéseinek
bemutatdsat szerette volna megvilagitani. A felvézolt modell egy két orszag-
ban termel6kapacitassal rendelkez6, és két helyettesito terméket gyarto céget
vizsgalt. A vizsgdlat alapja a rendelkezésre all6 kapacitdsok kihasznéltsdgan
alapult. Kiilon-kiilon elemezte a mindkét orszaghbeli teljes kihasznéltsiagot,
megvizsgalta azt az esetet, amikor csak az egyik orszag kapacitasait hasznaljak
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ki maximalisan, és kitért arra amikor mindkét orszagban csupan a teljes ka-
pacitasok egy részét kotik le.

A modell, ami az elemzés alapjat szolgéltatta egyszeriisége miatt egyfeldl
pontosan megfelelt a szerzok elvarasainak, mivel segitségével kénnyen bepil-
lantast lehetett nyerni az optimalis termelés Osszetételébe. Masfel6l a modell
egyszerlisége mutathat irdnyt a tovabbi kutatdsoknak. Szamos irdnyban el
lehet indulni a modell bévitését megcélozva. Az els6 —taldn legkézenfekvébb
at— az orszagok, a termékek, ill. az egy orszdgban talalhatd gyarak szamé-
nak novelése. Természetesen ekkor az eredmények, bar tovabbra is a linearis
programozas elméletén alapulnak, formailag sokkal bonyolultabbak lennének.
Egy maésik lehetéség lehet a modell feltételei koziil néhany relaxaldsa. Az
igy kapott médosult feltételrendszer vizsgalata szintén elképzelhet6 kutatési
tertilet lehet. Végezetiill megemlithetd az a tertilet, ami taldn a legérdekesebb.
Az egyszerre tobb faktorral operalé modell vizsgalata, vagyis amikor az ar-
folyamon kiviil még néhdny befolydsol6 tényezét (addk, bérek stb.) épitiink
bele a modellbe. Ezen lehetOség azért is érdekes, mivel igy a tobb tényezo
egylittes hatasat lehetne vizsgalni, ami jobban kozelitené a valds helyzetet.

5 Appendix
Most az (LP) szimplex algoritmus szerinti optimélis megolddsainak vizsgéla-

ta segitségével bebizonyitjuk a masodik fejezet Gsszes tételét. Emlékeztetoiil
alljon itt az eredeti feladat:

o+ = DA (2)
o+ @ =DF o (3)

cpxxd + cBx 2B < (Cy 4)
cfp*xy + crrxep < Cr ()

A B A B
xr,xr, i, 20

pA*DA—l-pB*DB—min[pf*x‘;‘—l—p?*x?—l—v*pfl*x‘f[—l—v*pfl*xz]

Legyenek u;és us segédviltozok. El6bbi a (4), mig utébbi az (5) feltételt
egésziti ki egyenléséggé. A két mddositott feltétel tehdt:

A A, B_ B

crxxr 4 cf xxf +uy =Cp (4"
A A B _ B /
crp * @y + ey 2 Huz = Cry (")

Mivel négy feltétel és hat valtozé van, és mivel a feltételek linearisan
fliggetlenek, igy az optimalis bazis négy valtozds lesz. Az egyes valtozékhoz
tartozé vektorokat jelolje: x4, x4, xP. xB uy, és us.
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b [af [ty [ 2P [ 28 [ | we
DAl 1 1 0 01010
DB | 0 0 1 1 107]0
Crlet] 0B O 110
C[[ 0 6,141 0 CIBI 0 1

Kezdjuk vizsgalatunkat a 2.1 ponttal. Ekkor egyik gyar sem termel teljes
kapacitdson, vagyis mind (4), mind (5) szigort egyenlStlenséggel teljesiil. Ez
azt jelenti, hogy mindkét segédvaltozd értéke pozitiv. Egy valtozdénak a meg-
oldasban viszont csak akkor lehet pozitiv értéke, ha benne van a bazisban.
Ebben az esetben tehat mind u;-nek, mind us-nek szerepelnie kell a bazisban.

A viltozdkat vizsgdlva az aldbbi bazisok johetnek széba:

A B A _B
BIZ{X[7X[7u17u2}7 BQZ{X[7X[[7u17u2}7
A _B A _B
B3:{XII> X7, Ui, 112}, B4:{XII> X7, 41, 112}-
Mivel mind a négy bazisra ugyanigy megy a szamolas, igy most csak Bi-re
nézzik végig a mddszert, a tobbi vizsgilata hasonléan addédik. Sziikségiink
van a B! # b szorzatra, mivel ez adja vissza a bazisbeli valtozok értékét. A
b mar ismert, a Bl_1 pedig a kovetkezo:

1 0 00
BU=| e 10
0 0 0 1
Ezek alapjan a megoldas:
i = DA, =0, P =DP, P =0,
up =C; — D4 s e — DB« (B, ug = Cyy .

Mivel a valtozok nemnegativak, sot a segédvaltozok pozitivak, igy sziikséges
a Cr— DA% ct — DB x B > 0 feltétel.

Ez a megoldas akkor lesz optimélis, ha a bazison kiviili valtozdkra teljestil,
hogy a bézisbeli koordindtdikat (df}, = By 'xx7;, dP, = By ' xx5,) skaldrisan
szorozva a bazisvaltozdk célfiiggvénybeli egyiitthatsikkal (cP1), nem kisebb
értéket kapunk, mint az adott valtozok célfliggvénybeli egytutthatdi (CX?I , ill.
X1 ):

T 2A
dfy xc™ = —pf > ¢ = —vxpyy
T 2B
dry ¢ = —pi > "t = —vxpp; .
nA B
A v paramétert kifejezve e két egyenlStlenséghdl, a v > max (5—£,5—,§)
Ir Ir

feltételhez jutunk. Ezzel igazoltuk a 3. tételt. Amint azt fent elmondtuk
a 4., 5., és 6. tételek bizonyitasa ez alapjan kénnyen elvégezheto.

A 2.2 pontban szimmetriai okok miatt azt az esetet vizsgaltuk, amikor az
I. orszagban nem termelnek teljes kapacitason, a II.-ban viszont igen. Ez a
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valtozdk szempontjabol azt jelenti, hogy u; biztosan pozitiv értékkel szerepel
a bazisban, ezzel szemben us-rol csak azt tudjuk, hogy értéke nulla.

El6szor nézziik végig azt az esetet, amikor az {x7, x, x2, xB, u;}
vektorrendszer rangja négy, azaz e rendszerbol egy vektort elhagyva bazist
kapunk. Ekkor tehat uy bazison kiviili. Az u; értéke pozitiv a 2.2 pontban,
igy mindegyik bazisban benne van. Négy lehetséges bazis van:

A _A _B A _A _B
Bs = {x7, xip, x/, wi }, Be = {x7, xi7, X1, wi },
A _B _B A B _B
Br ={x7, x, xj;, w }, Bs = {x7, x7, x77, wi }.
Most csak Bs-re nézzikk végig a modszert, a tobbi vizsgdlata hasonléan
adodik. Sziikségilink van a B5_1 x b szorzatra, mivel ez adja vissza a bazisbeli
valtozdk értékét. A b mar ismert, a B5_1 pedig a kovetkezo:
1 0 0 —=%

CIr

0 0 0 =

B5_1 = °Tr
0 1 0 0,
A B Ccr
_CI _CI 1 0—}4;
Ezek alapjan a megoldas:
A 4 Cu 4 Cu B B B
vy =D" —— 20, T =~ ry = D7, 7 =0.
Cr1 Cr1
A
c
ulzCI—l-—i*CH—DA*c}L‘—DB*c}B, uy =0.
c
11

A kapott eredmények megfelelnek a 10. tételben kimondottaknak. Az ottani,
paramétert tartalmazé feltételek a bézison kiviili x2; és az uy vektorokra
vonatkozé szokésos feltételek, vagyis:

B B

-1 BN\T , .Bs _ CI1 A B CIr A zB B

(Bs " *x77)" xc oy *Pr —Pr vy * Uk Prp 2> €I = —vkpry
T T

1 T, B A A ’
(B " *ug)” *xc”5 =pj —v*xpr >c'? =

A harmadik feltétel az u; valtozo pozitivitasat biztositja. Hasonlé médszerrel
bizonyithatok a 7., 8., ill. 9. tételek a Br, Bs, ill. a Bg béazisokat hasznalva.

Vizsgéljuk most a 2.2.2 pontot. Itt az esetet all fenn, amikor a vizsgalt
vektorrendszer, vagyis az {x3, x7,, x2, xB, u,} rangja harom. Ekkor
minden bazisba e rendszerbdl maximum 3 vektort lehet kivalasztani, melyek
koziil az egyik mindig az u; kell, hogy legyen. E feltételek harom bazisra
teljesiilnek, ezek pedig a korabban mar bevezetett: Bs, Bz, By bézisok.
Ezekben a béazisokban us benne van, de feltétel szerint 0 értéken. Ez azt
jelenti, hogy a bazis degeneralt.

Ekkor a 4., 5., 6. tételek moédositasa szolgaltatja a megolddst, mivel a
bazisok pontosan megegyeznek az ottani bazisokkal, csak a megoldasok érté-
kei masok. Mindharom tételben a Cj; kapacitaskorldtra vonatkozd szigoru
egyenlOtlenséget kell atirni egyenl6séggé.
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A szimmetrikus esetben értelemszeriien a 3., 4., 5. tételek haszndlhatdk
fel, mivel ezekben szerepel a C kapacitaskorlatra vonatkozé feltétel. Itt e
feltételeknek egyenléséggel kell teljesiilnitik.

A 2.3.1 pont annak az esetnek felel meg, amikor az optimélis bazisban
nincs segédvaltozo, tehat a By = {X’I“, X’I“I, XIB, XJIBI} vektorrendszer bazis,
igy linedrisan fiiggetlen rendszer kell, hogy legyen. Ez azt jelenti, hogy ezen
vektorok semmilyen trividlistol eltérd linearis kombinédcidja nem lehet a nulla
vektor.

A B
A_ B, A A, B A B _
Amennylben—A—— ?I,akkor CII*XI crp¥X7r—cppxxy +eppxxy = 0.

A
Teh4t amennyiben = - #+ = B , akkor a By bazis, tehat ekkor egyértelmi a

megoldéds. Tehat belattuk a "11. tétel 1. esetét.
A fenti By bézis inverze a kovetkezd:

0341 * C}B C}B * CIBI _CIBI _C}B
Bo_l _ _Cz * Cfl —cg * cgl Cfl cf

—Cr *Cip —Cr *Crp Cqp Cr

034 * 0341 0341 * C}B _0341 _034

Az egyenletrendszer megoldasat a By ! % b matrixszorzat szolgaltatja, mely-
nek eredménye megegyezik a 12. tételben kimondott megoldéssal.

Az egyenletrendszer egyértelmii megoldasa akkor lesz optimalis az (LP)-
re nézve, ha egyrészt nemnegativ (megengedettség), mdsrészt, ha a mdsik
két, bazison kiviili vektorra teljesiil, hogy sem a df x c skaldrszorzat nem
kisebb az u; segédvaltozé célfiiggvénybeli egyiitthatéjanal, sem a di * ¢
skalarszorzat nem kisebb az uy segédvaltozo célfliggvénybeli egyiitthatéjanal,
melyek nullak, hiszen a segédvaltozok nem szerepelnek a célfiiggvényben. Itt
a di, és a dy vektorok az uj, és a us segédvéltozok By bézisbeli koordina-
tdikbol all6 vektorok.

A fenti dy, dg, ¢ vektorok —bevezetve az f = ml—A- helyettesi-

I Ir I
tést— az alabbi alakuiak:
Z{: (_CIBI *f)CIBI*fac}ql*fa_c?I*f)
Zg: (_CIB*faclB*fac?*fa_C?*f)
A A B B
¢ = (—pz y =PI *U,—Pr,—DPrr * U) .
Képezve a zd! * ¢, és a d ¢ skaldrszorzatokat, a kovetkez6hoz jutunk:
crr* [ *pf —cppx fxpirxv—cipx fxpP + ey« frpyxv >0, (6)

cf # frpf —cf * fapipxv—cix frpl +cfxfrprrv=0. (7)
Ezek pedig a 1 3. tételnek megfelel feltételek, amennyiben (6)-ot c?, *c7-vel,
(7)-et pedig c? x ci-gyel osztjuk

B
A 2.3.2 pont szerint —amikor = —A— = z—— csakis abban az esetben oldhatd
Ir

meg az egyenletrendszer, ha

C C A
=4 ”_DB+ = « DA .
CT CII CT
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A .B . s .

Ez azért van, mivel a By vektorrendszer a f{r = fg— feltétel esetén linedri-
I

san Osszefliggd, igy nem lehet béazis. Ekkor minden bazisban van legaldbb

A B
egy segédvaltozé. Amennyiben felhasznaljuk a c%’r = Z—é feltételt, az egyen-
II Ir

A
letrendszer Gauss-elimindcié szerinti megoldasa a % + % = DB + Z—g *
I Ir I

DA egyenlethez vezet. Amennyiben ez teljesiil, akkor azonossigot kapunk
legalabb egy szabadsagi fokkal, ha viszont nem &ll fenn, akkor ellentmondasra
jutunk, nincs megoldas. Ezzel a 11. tétel 2. esetét is belattuk.

Egy rovid vizsgalat erejéig idozziink el ennél a pontnal. Trividlis, hogy
acf =cP ésac) = cP egyenlbségek egyszerre teljesiilnek, vagy egyszerre
nem allnak fonn. Utébbi esetben a B vektorrendszer rangja harom, vagyis
ekkor a lehetséges bazisok e rendszerbdl 3 vektort, és vagy az uq, vagy az ug
segédvaltozot tartalmazzak.

Amennyiben teljesiil a cf = cP és a ¢, = P egyenléség, akkor a By
vektorrendszer rangja ketto, azaz ekkor minden bézisban e vektorok koziil
legfeljebb kett6 szerepelhet. Mivel a béazis négy elemii, és a fenti vektorokon
kiviil a feladatban csupan két segédvaltozd szerepel, igy tehat kétféle ilyen
bazis johet széba: {x, xB,, uy, uy }, és az {x3,, xP, uy, up }.

Ezen bazisok tgynevezett degenerdlt bazisok, ami azt jelenti, hogy négynél
kevesebb bazisvektor is eld tudja allitani az egyenletrendszer jobb oldalat,
azaz van nulla értékii bazisvaltozo. Degeneralt bazis esetén végtelen sok
megoldas van. Ez a feladat is azonossaggd valik, egy, illetve két szabadsagi
fokkal.

Magatol értetédik, hogy amennyiben

C[ C[[ CA
— 4+ —==DB 4+ L DA
CB CB CB

I II I

nem teljesiil, akkor nincs megoldas.
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ON OPTIMAL RESOURCE ALLOCATION POLICIES

The theory of the multinational corporation has traditionally sought to explain why
a firm can successfully invest in overseas operations. Some think a foreign company
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operates at a disadvantage relative to local ones: it must control the operations over
longer distances and it is at a handicap in a foreign culture. In spite of these a
lot of the leading companies are establishing multi-facility international production
networks in response to intensified global competition in manufacturing and inter-
nalization of the marketplace. This multi-facility structure with production units in
different geographical regions gives a firm the flexibility to exploit the uncertainty
over future changes in exchange rates, competitive moves, or government policies.
Much research has been carried out on coordination of the supply chain. These
papers mainly cope with vertical coordination between manufacturing, marketing,
and distribution in the face of demand fluctuation. In comparison, there is a much
smaller literature on how factors that are unique to the global context affect de-
sign and control decisions in a global supply chain. In particular, relatively little
has been done to address the horizontal coordination between production units in
different countries to serve uncertain demand in a changing economic and politi-
cal environment. The multinational corporation is a network of activities located
in different countries. The value of this network derives from the opportunity to
benefit from uncertainty through the coordination of subsidiaries which are geo-
graphically dispersed. We model this coordination as the operating flexibility to
shift production between two manufacturing plants located in different countries.
A parametric linear programming model treats explicitly this flexibility. We study
the optimal policies for a firm operating plants in two countries, and making two
different products which can substitute one another. If a global company has facto-
ries in several countries, it can select the place and the quantity of the production
according to the global demand and the exchange rate of the currencies. The op-
timal decision is modeled by a parametric linear programming problem in case of
products which substitute each other. The structure of the possible optimal so-
lutions was analyzed with the help of simplex algorithm. In the first chapter we
try to find the proper structure of consumer demand for the two products in the
specified countries according to a well known utility function based on price and
quality. After that we start to build up our model and tried to solve it. As we have
the optimal solutions for the scenarios, we examine their structure and find some
very exiting connections between the mathematical and economic meanings of the
results.
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