Szigma, XXXV. (2004) 1-2. 61
EKVIVALENS ARRENDSZEREK!

BRODY ANDRAS
MTA, Kézgazdasagtudomanyi Intézet

A Perron-Frobenius elmélet alapjan alkotott lemma biztositja a Leontief-
inverzzel illetve a sajatvektorral kifejezett arrendszerek azonossagat. Ez arra
a kovetkeztetésre vezet, hogy eltérének, sot ellentétesnek és Osszeférhetetlen-
nek tekintett arrendszerek azonos szamszeri eredményt adnak.

1 Bevezetés

Az irodalom az egyensiilyi drrendszer t6bb meghatirozasat ismeri. Smith mér
eredetileg is kétféleképpen hatarozta meg az aru értékét, azaz egyensilyi arat.
Egyrészt okara, a munka raforditasara hivatkozott, méasrészt céljara, a termék
hasznalati értékére. Ricardo is kétfajta médon hatarozta meg arait, a munka
raforditasaval, illetve a tokebefektetéssel aranyosan. Ez Marx Tékéjének elso
és harmadik kotete kozti vélt ellentmonddshoz vezetett. Az dltala adott meg-
oldés érvényét mindmadig vitatjak. A (legaldbb) kétféle értékelmélet, tehat a
kauzalis illetve teleologikus megkéozelités ellentéte tehat igen régi.

A vita Neumann bévitett ijratermelést leiré modellje éta, mivel azt min-
den iranyzat értelmezni tudta, némileg csillapodik. Tobb jeles kozgazdéasz
irésa, bizonyos megszoritdsokkal és fenntartasokkal részlegesen Osszebékitette
az elméleteket. Az aldbbiakban a teljes ekvivalencia bizonyitdsat kisérlem
meg,.

A bizonyités azon alapul, hogy a Leontief-inverz segitségével a métrixosan
leirt gazdasagi rendszer sajatvektorait a rendszer bdrmely szektoranak ada-
taibdl kiindulva meghatarozni. Az ilyen arrendszer ardnyai fiiggetlenek attél,
hogy melyik sziikségesnek mutatkozo raforditast tekintjiik az érték ,,forraséa-
nak”. Erre szolgdl az els6 rész, amely a megfelel6 lemmdt ismerteti. Ennek
kiterjesztését targyalja a méasodik rész. A harmadik rész szampélddkon mu-
tatja be tobb lehetséges arrendszer ekvivalenciajat.

Szandékomban &ll a jovOben az értékelméleti vita fent felsorolt f6bb al-
lomésait és érveit részletes elmélettorténeti monografiaban osszefoglalni. Ez
azonban mar nem a Szigma profilja. A szemlélet ,,;matematikai csontvézét”
azért foglalom itt Gssze, hogy logikai és matematikai hibai kideriilhessenek,
és maguk az alapveto Osszefliggések, amelyekbdl mas kovetkezetések is levon-
hatdk, a kozgazdaszok rendelkezésére alljanak.

1Beérkezett: 2004. oktéber 4.
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2 A lemma

Tekintsiink egy A = {a;;} n sorbdl és n oszlopbdl 4116, négyzetes és pozitiv
matrixot, amelynek minden oszlopOsszege egységnyi. Ha most az n elemi
Osszegez6 vektor € = (1,1,...,1), akkor az ilyen matrixokra igaz az, hogy

(1) dA=¢".

Perron és Frobenius vizsgalata szerint ez esetben az A matrix legnagyobb
és egyszeril sajatértéke 1. A maétrixnak ekkor van egy, és csak egy ennek
megfelel§ pozitiv jobboldali sajatvektora is. Jelolje ezt x. Erre felirhat6 az,

hogy
(1%) Ax =x.

E matrixnak, egységnyi sajatértéke kovetkeztében nincs Leontief inverze,
mert az (1 — A) matrix szinguldris. Ha azonban a legnagyobb sajatértéke
kisebb 1-nél, akkor mar invertalhatd, és inverze szigortian pozitiv lesz. Ha
példaul az utolso sort és oszlopot levalasztva négy részre bontjuk a matrixot,
és az OsszegezO vektort is ennek megfeleléen tagoljuk, akkor:

) @ sl

T a/TL n

Az (1*) egyenletnek megfelel$ Osszefiiggés pedig

() sl lE)-()

Itt tehdt A az A métrix els6 n — 1 sordbdl és oszlopabdl all. Az A métrix
utolso sordt ', utolsé oszlopat pedig ¢ jeloli. Az n—1 elemii 6sszegezd vektort
e, a jobboldali sajatvektor els6 n — 1 elemét pedig z jeloli.

A részekre bontds kévetkezménye az, hogy felirhatjuk az aldbbi egyen-
leteket:

(3) A+ =€
(4) ee+ap, =1.
(3%) Ax+xpc=x .
(47) 7T A Apn®n = Tn -

A (3) egyenlet az r'(1 — A)~! = €’ alakra hozhaté. Az A métrixnak mér
biztosan van pozitiv Leontief inverze. Ha ezt a lehasitott v’ sorral balrdl
beszorozzuk, akkor az A métrix sajat sorvektoranak els6 n —1 elemét kapjuk
eredménytl. A (3*) egyenlet szerint pedig ugyanez az inverz a lehasitott ¢
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oszloppal jobbrdl beszorozva a sajat oszlopvektor elsé n — 1 elemével aranyos
értékeket ad. Az ardnyossiagi tényezd a sajatvektor utolsé eleme, azaz x,,.
Az imént is volt ilyen ,,aranyossagi tényez6”, csakhogy ez éppen 1 értékiinek
adodott.

A Leontief inverz és a levdlasztott sor (és oszlop) szorzata a feltételeknek
megfeleld A madtriz két sajdtvektordnak elsé n — 1 elemét egyértelmiien meg-
hatdrozza.

A kérdés most méar csak az, mekkora e sajatvektorok utolsé eleme, ezt még
nem hataroztunk meg. Nyilvanvald, hogy mindkét esetben ennek az utolsé
elemnek egységnyi nagysiga adja a helyes megoldast, de kérdéses, hogy ez
Osszefér-e az eddig felirt egyenletekkel.

(4) egyenlet szerint e’c + an, = 1. Ez azt mondja ki, hogy az utolsé,
levalasztott oszlop Gsszege egységnyi. Ez a feltételezés szerint mindig teljestil.
A (4%) egyenlet szerint r'z + appx, = . Ez akkor engedi meg x,, egységnyi
értékét, ha r'z + a,, = 1. Ez is teljesiil, mert éppen azt mondja ki, hogy a
jobb oldali sajétvektor utols6 eleme (aminek kiszamitdsara e képlet bal oldala
szolgél) egységnyi. A Leontief inverz tehdt alkalmas eszkéz az A métrix
mindkét oldali sajatvektoranak kiszamitasara.

3 Kiterjesztés

Az A mitrix egységnyi sajatértéke mas médon is csokkenthetd. Példaul egy
matrix formajdban Osszefoglalt pozitiv értékekkel. Ha a sajatérték csokken,
akkor a maradékbdl mindig dsszedllithaté a pozitiv Leontief inverz.?

Ha példaul kiilonvélasztjuk a tékeraforditasokat és azokat egy AB mat-

rixban foglaljuk Gssze, tehat ha

(5) A=A+ )B,

akkor az igy létrejott dltalanos sajatérték feladat megolddsa az ismert

(6) AB(1—-A)'x=x

alak. (Ilyenkor persze A és B egyarant n-ed rendii négyzetes matrix). Nincs

tehat akadalya, hogy a zart rendszer bovitett Gjratermelésének Leontief féle
egyenletét, s ennek arrendszerét is e formaban és médon megoldjuk.

2 Az A miétrixot a szamitégép ugyan nagy pontossiggal kezeli, de a szdmok csonkitasa,
miatt Leontief inverze a gyakorlatban nem lesz szinguldris. Ezért megprébalkozhatunk
1— A szamitédsaval is. Ilyenkor a jobb programok jelzik ugyan a matrix rosszul kondicionélt
voltat és az inverzié megbizhatatlansigit, de a zérushoz kozeli sajitérték miatt igen nagy
elemekkel biré eredmény oszloposszegeinek ardnya, megbizhatatlansdga ellenére altalaban
jOl kozeliti a sajat sorvektor, mig sorisszegei a sajit oszlopvektor aranyait.
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4 Példak

Legyen a matrix példaul a kovetkezo:

6 2 3

A=1|3 6 4

1 2 3

A maétrix minden oszloposszege 1. Ha utolsé sorat és oszlopdat elhagyjuk,
akkor
6 .2

A= [.3 6] ’

tehat

. 4 —217" T4 2
=47 = [—.3 4 ] - [3 4]
Ez az (.1 .2) vektorral balrdl szorozva valéban az (1 1) vektort eredményezi.
A sajatvektor utolsé eleme .7+ .3 = 1 lesz.

Ugyanez az inverz jobbrdl a (.3 .4)" oszlopvektorral szorozva a (2 2.5)
oszlopvektort adja, a sajatvektor utolsé eleme pedig ismét .2 + .5+ .3 =1
értékii.

Ha a levalasztott sor és oszlop a munkaer6 raforditdsa, akkor az arak
a teljes munkaraforditast adjak meg. Ekkor értékaraknak tekintheték. De
lehet ez a sor az energia raforditasa is, s akkor az energetikusok &ltal kedvelt
energia-alapti arrendszerrel van dolgunk. Ha az allami tjraelosztasba bevont
adokrdl volna szd, akkor a teljes addtartalmat tikroznék, mig ha a felhal-
mozott tokékkel aranyos koltségeket tartalmazza, akkor a teljes raforditott
toke aranyait adja meg ugyanaz az arrendszer. Nyilvanvald, hogy a termékek
és szolgaltatasok barmely részét vagy koltségét elkiilonitve kiszamithatd az
aranyrendszer. Barmely sziikséges raforditast ezért jogosan az érték ,,szub-
sztanciajanak” tekinthetiink. Eppen ezért az a helyes, ha az értékaranyokat
semmilyen szubsztancidval nem azonositva pusztan a gazdasig mérésére szol-
galo, a struktura egésze altal adott mértékrendszernek tekintjiik.

Ha példaul az elsé sorbdl levalasztjuk ,,a toke” elképzelt raforditasat,
s a sziikségesnek mutatkozd tOkét egy masik B maétrixban szerepeltetjiik,
akkor ennek egyensilyi mennyiségét kiszdamitva, s az A métrixhoz hozzdadva
ismét az A métrixhoz jutunk az (5) egyenlet szerint, s ez még csak ]
értékeket, vagy format sem ad a feladatnak. E feladat alapjan azonban, ezt
a raforditast kiilon szektorban szerepeltetve bemutathatd, hogy részletezhetd
(dezaggregalhatd) az ilyen matrix. E feladat, mint az &sszevonds (aggregalds)
is csak a sajatvektorok értékeivel stulyozva végezhetd el hibatlanul.

Legyen mondjuk a tokematrix az attekintés kedvéért igen egyszeri:

2 2 2
B=1|0 0 0
0 0 0
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Ehhez tarsuljon a kovetkezo6 folyo raforditasi matrix, ahol a tokék koltségét
az eredeti matrix els6 sorabdl vontuk le:

Sl 2
A=13 6 4
1.2 3

Ekkor nyilvanvaléan évi 5 szazalékos egyenstlyi novekedés valdsithaté meg,
és a most mar 4 szektoros, tehat a téke eldallitasat és elosztasat kilon, az
utolso sor és oszlop forméjaban tartalmazé matrix alakja:

==
= o=
= o N
== Wt

Itt feltettiik, hogy a tOkék elGallitdsanak technoldgidja azonos az elsé
szektorban taldlhaté eljardssal. (Persze ez torténhet masképpen is, akkor a
két elvalasztott szektor raforditasait az 0sszevonaskor a megfelel6 egyensilyi
termeléssel kell silyozni). A bévitett matrix drrendszere azonos, termelési
aranyai természetesen szintén boviilnek egy 4j elemmel, amely a tokék eloal-
litdasdnak sziikséges egyenstlyi ardanyét adja meg. Ekkor x' = (1.45 2 1 0.55)'
lesz. Itt, az elébbi sajatvektorral valé osszehasonlithatésag érdekében ismét
a harmadik szektor értékével norméltuk. Mint lathat6, az Gssztermelés (a
sajatarak egységnyi értékével Osszeadva valtozatlanul 5.5 és a kétfelé osztott
els6 szektor Osszesen ismét az 1.45 4 0.55 = 2 értéket veszi fel.

Az &drrendszerek ekvivalencidja végsd soron abbdl ered, hogy az druk
koltségét zart rendben elszamolva, az igy kiszamithatd arrendszer, vagyis
mértékrendszer az Gsszes koltségtényezot, tehat barmely koltségtényezd tel-
jes raforditasat tiikrozi. Az elszdamolds teljessége esetén a matrix legnagyobb
sajatértéke egységnyi, és ezért mindig transzformalhaté a fenti alakra. Tehat
a termelés szokdsos mértékegységeinek megvaltoztatasaval mindig a fenti
alakra hozhaté, amelyet szokas tugynevezett ,,sztochasztikus matrixnak” is
nevezni. Ezért a fenti allitasok minden rendben és szabatosan elszamolt zart
gazdasagi rendszerre fennéllanak.

A tanulmédnyt két mi idézésével zarom, ezek adtdk meg a lemma alapgon-
dolatét és formajat. Az elsé Sraffa (1960) uttors kritikdja a téke druformaban
valé mérésének sziikségességérol. A mésodik Zalai (2000) 6sszefoglalé miive,
amely a modellkor kialakulasat és tulajdonsigait targyalja. E két mu tartal-
mazza mindazt, ami a fentiek kimondasahoz sziikséges és elégséges.
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