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EKVIVALENS ¶ARRENDSZEREK1

BR¶ODY ANDR¶AS
MTA, KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Int¶ezet

A Perron-Frobenius elm¶elet alapj¶an alkotott lemma biztos¶³tja a Leontief-
inverzzel illetve a saj¶atvektorral kifejezett ¶arrendszerek azonoss¶ag¶at. Ez arra
a kÄovetkeztet¶esre vezet, hogy elt¶er}onek, s}ot ellent¶etesnek ¶es Äosszef¶erhetetlen-
nek tekintett ¶arrendszerek azonos sz¶amszer}u eredm¶enyt adnak.

1 Bevezet¶es

Az irodalom az egyens¶ulyi ¶arrendszer tÄobb meghat¶aroz¶as¶at ismeri. Smith m¶ar
eredetileg is k¶etf¶elek¶eppen hat¶arozta meg az ¶aru ¶ert¶ek¶et, azaz egyens¶ulyi ¶ar¶at.
Egyr¶eszt ok¶ara, a munka r¶aford¶³t¶as¶ara hivatkozott, m¶asr¶eszt c¶elj¶ara, a term¶ek
haszn¶alati ¶ert¶ek¶ere. Ricardo is k¶etfajta m¶odon hat¶arozta meg ¶arait, a munka
r¶aford¶³t¶as¶aval, illetve a t}okebefektet¶essel ar¶anyosan. Ez Marx T}ok¶ej¶enek els}o
¶es harmadik kÄotete kÄozti v¶elt ellentmond¶ashoz vezetett. Az ¶altala adott meg-
old¶as ¶erv¶eny¶et mindm¶aig vitatj¶ak. A (legal¶abb) k¶etf¶ele ¶ert¶ekelm¶elet, teh¶at a
kauz¶alis illetve teleologikus megkÄozel¶³t¶es ellent¶ete teh¶at igen r¶egi.

A vita Neumann b}ov¶³tett ¶ujratermel¶est le¶³r¶o modellje ¶ota, mivel azt min-
den ir¶anyzat ¶ertelmezni tudta, n¶emileg csillapodik. TÄobb jeles kÄozgazd¶asz
¶³r¶asa, bizonyos megszor¶³t¶asokkal ¶es fenntart¶asokkal r¶eszlegesen Äosszeb¶ek¶³tette
az elm¶eleteket. Az al¶abbiakban a teljes ekvivalencia bizony¶³t¶as¶at k¶³s¶erlem
meg.

A bizony¶³t¶as azon alapul, hogy a Leontief-inverz seg¶³ts¶eg¶evel a m¶atrixosan
le¶³rt gazdas¶agi rendszer saj¶atvektorait a rendszer b¶armely szektor¶anak ada-
taib¶ol kiindulva meghat¶arozni. Az ilyen ¶arrendszer ar¶anyai fÄuggetlenek att¶ol,
hogy melyik szÄuks¶egesnek mutatkoz¶o r¶aford¶³t¶ast tekintjÄuk az ¶ert¶ek ,,forr¶as¶a-
nak". Erre szolg¶al az els}o r¶esz, amely a megfelel}o lemm¶at ismerteti. Ennek
kiterjeszt¶es¶et t¶argyalja a m¶asodik r¶esz. A harmadik r¶esz sz¶amp¶eld¶akon mu-
tatja be tÄobb lehets¶eges ¶arrendszer ekvivalenci¶aj¶at.

Sz¶and¶ekomban ¶all a jÄov}oben az ¶ert¶ekelm¶eleti vita fent felsorolt f}obb ¶al-
lom¶asait ¶es ¶erveit r¶eszletes elm¶elettÄort¶eneti monogr¶a¯¶aban Äosszefoglalni. Ez
azonban m¶ar nem a Szigma pro¯lja. A szeml¶elet ,,matematikai csontv¶az¶at"
az¶ert foglalom itt Äossze, hogy logikai ¶es matematikai hib¶ai kiderÄulhessenek,
¶es maguk az alapvet}o ÄosszefÄugg¶esek, amelyekb}ol m¶as kÄovetkezet¶esek is levon-
hat¶ok, a kÄozgazd¶aszok rendelkez¶es¶ere ¶alljanak.

1Be¶erkezett: 2004. okt¶ober 4.



62 Br¶ody Andr¶as

2 A lemma

TekintsÄunk egy A = faikg n sorb¶ol ¶es n oszlopb¶ol ¶all¶o, n¶egyzetes ¶es pozit¶³v
m¶atrixot, amelynek minden oszlopÄosszege egys¶egnyi. Ha most az n elem}u
Äosszegez}o vektor e0 = (1; 1; . . . ; 1), akkor az ilyen m¶atrixokra igaz az, hogy

(1) e0A = e0 :

Perron ¶es Frobenius vizsg¶alata szerint ez esetben az A m¶atrix legnagyobb
¶es egyszer}u saj¶at¶ert¶eke 1. A m¶atrixnak ekkor van egy, ¶es csak egy ennek
megfelel}o pozit¶³v jobboldali saj¶atvektora is. JelÄolje ezt x. Erre fel¶³rhat¶o az,
hogy

(1¤) Ax = x :

E m¶atrixnak, egys¶egnyi saj¶at¶ert¶eke kÄovetkezt¶eben nincs Leontief inverze,
mert az (1 ¡ A) m¶atrix szingul¶aris. Ha azonban a legnagyobb saj¶at¶ert¶eke
kisebb 1-n¶el, akkor m¶ar invert¶alhat¶o, ¶es inverze szigor¶uan pozit¶³v lesz. Ha
p¶eld¶aul az utols¶o sort ¶es oszlopot lev¶alasztva n¶egy r¶eszre bontjuk a m¶atrixot,
¶es az Äosszegez}o vektort is ennek megfelel}oen tagoljuk, akkor:

(2) ( e0 1 )

·
A c
r0 ann

¸
= ( e0 1 ) :

Az (1*) egyenletnek megfelel}o ÄosszefÄugg¶es pedig

(2¤)

·
A c
r0 ann

¸µ
x
xn

¶
=

µ
x
xn

¶
:

Itt teh¶at A az A m¶atrix els}o n ¡ 1 sor¶ab¶ol ¶es oszlop¶ab¶ol ¶all. Az A m¶atrix
utols¶o sor¶at r0, utols¶o oszlop¶at pedig c jelÄoli. Az n¡1 elem}u Äosszegez}o vektort
e, a jobboldali saj¶atvektor els}o n ¡ 1 elem¶et pedig x jelÄoli.

A r¶eszekre bont¶as kÄovetkezm¶enye az, hogy fel¶³rhatjuk az al¶abbi egyen-
leteket:

(3) e0A + r0 = e0 :

(4) e0c + ann = 1 :

(3¤) Ax + xnc = x :

(4¤) r0x + annxn = xn :

A (3) egyenlet az r0(1 ¡ A)¡1 = e0 alakra hozhat¶o. Az A m¶atrixnak m¶ar
biztosan van pozit¶³v Leontief inverze. Ha ezt a lehas¶³tott r0 sorral balr¶ol
beszorozzuk, akkor az A m¶atrix saj¶at sorvektor¶anak els}o n¡1 elem¶et kapjuk
eredm¶enyÄul. A (3¤) egyenlet szerint pedig ugyanez az inverz a lehas¶³tott c
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oszloppal jobbr¶ol beszorozva a saj¶at oszlopvektor els}o n¡ 1 elem¶evel ar¶anyos
¶ert¶ekeket ad. Az ar¶anyoss¶agi t¶enyez}o a saj¶atvektor utols¶o eleme, azaz xn.
Az im¶ent is volt ilyen ,,ar¶anyoss¶agi t¶enyez}o", csakhogy ez ¶eppen 1 ¶ert¶ek}unek
ad¶odott.

A Leontief inverz ¶es a lev¶alasztott sor (¶es oszlop) szorzata a felt¶eteleknek
megfelel}o A m¶atrix k¶et saj¶atvektor¶anak els}o n ¡ 1 elem¶et egy¶ertelm}uen meg-
hat¶arozza.

A k¶erd¶es most m¶ar csak az, mekkora e saj¶atvektorok utols¶o eleme, ezt m¶eg
nem hat¶aroztunk meg. Nyilv¶anval¶o, hogy mindk¶et esetben ennek az utols¶o
elemnek egys¶egnyi nagys¶aga adja a helyes megold¶ast, de k¶erd¶eses, hogy ez
Äosszef¶er-e az eddig fel¶³rt egyenletekkel.

(4) egyenlet szerint e0c + ann = 1. Ez azt mondja ki, hogy az utols¶o,
lev¶alasztott oszlop Äosszege egys¶egnyi. Ez a felt¶etelez¶es szerint mindig teljesÄul.
A (4¤) egyenlet szerint r0x+annxn = xn. Ez akkor engedi meg xn egys¶egnyi
¶ert¶ek¶et, ha r0x + ann = 1. Ez is teljesÄul, mert ¶eppen azt mondja ki, hogy a
jobb oldali saj¶atvektor utols¶o eleme (aminek kisz¶am¶³t¶as¶ara e k¶eplet bal oldala
szolg¶al) egys¶egnyi. A Leontief inverz teh¶at alkalmas eszkÄoz az A m¶atrix
mindk¶et oldali saj¶atvektor¶anak kisz¶am¶³t¶as¶ara.

3 Kiterjeszt¶es

Az A m¶atrix egys¶egnyi saj¶at¶ert¶eke m¶as m¶odon is csÄokkenthet}o. P¶eld¶aul egy
m¶atrix form¶aj¶aban Äosszefoglalt pozit¶³v ¶ert¶ekekkel. Ha a saj¶at¶ert¶ek csÄokken,
akkor a marad¶ekb¶ol mindig Äossze¶all¶³that¶o a pozit¶³v Leontief inverz.2

Ha p¶eld¶aul kÄulÄonv¶alasztjuk a t}oker¶aford¶³t¶asokat ¶es azokat egy ¸B m¶at-
rixban foglaljuk Äossze, teh¶at ha

(5) A = A + ¸B ;

akkor az ¶³gy l¶etrejÄott ¶altal¶anos saj¶at¶ert¶ek feladat megold¶asa az ismert

(6) ¸B(1 ¡ A)¡1x = x

alak. (Ilyenkor persze A ¶es B egyar¶ant n-ed rend}u n¶egyzetes m¶atrix). Nincs
teh¶at akad¶alya, hogy a z¶art rendszer b}ov¶³tett ¶ujratermel¶es¶enek Leontief f¶ele
egyenlet¶et, s ennek ¶arrendszer¶et is e form¶aban ¶es m¶odon megoldjuk.

2 Az A m¶atrixot a sz¶am¶³t¶og¶ep ugyan nagy pontoss¶aggal kezeli, de a sz¶amok csonk¶³t¶asa
miatt Leontief inverze a gyakorlatban nem lesz szingul¶aris. Ez¶ert megpr¶ob¶alkozhatunk
1¡A sz¶am¶³t¶as¶aval is. Ilyenkor a jobb programok jelzik ugyan a m¶atrix rosszul kondicion¶alt
volt¶at ¶es az inverzi¶o megb¶³zhatatlans¶ag¶at, de a z¶erushoz kÄozeli saj¶at¶ert¶ek miatt igen nagy
elemekkel b¶³r¶o eredm¶eny oszlopÄosszegeinek ar¶anya, megb¶³zhatatlans¶aga ellen¶ere ¶altal¶aban
j¶ol kÄozel¶³ti a saj¶at sorvektor, m¶³g sorÄosszegei a saj¶at oszlopvektor ar¶anyait.
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4 P¶eld¶ak

Legyen a m¶atrix p¶eld¶aul a kÄovetkez}o:

A =

2
4

:6 :2 :3
:3 :6 :4
:1 :2 :3

3
5 :

A m¶atrix minden oszlopÄosszege 1. Ha utols¶o sor¶at ¶es oszlop¶at elhagyjuk,
akkor

A =

·
:6 :2
:3 :6

¸
;

teh¶at

(1 ¡ A)¡1 =

·
:4 ¡:2

¡:3 :4

¸¡1

=

·
4 2
3 4

¸

Ez az (:1 :2) vektorral balr¶ol szorozva val¶oban az (1 1) vektort eredm¶enyezi.
A saj¶atvektor utols¶o eleme :7 + :3 = 1 lesz.

Ugyanez az inverz jobbr¶ol a (:3 :4)0 oszlopvektorral szorozva a (2 2:5)0

oszlopvektort adja, a saj¶atvektor utols¶o eleme pedig ism¶et :2 + :5 + :3 = 1
¶ert¶ek}u.

Ha a lev¶alasztott sor ¶es oszlop a munkaer}o r¶aford¶³t¶asa, akkor az ¶arak
a teljes munkar¶aford¶³t¶ast adj¶ak meg. Ekkor ¶ert¶ek¶araknak tekinthet}ok. De
lehet ez a sor az energia r¶aford¶³t¶asa is, s akkor az energetikusok ¶altal kedvelt
energia-alap¶u ¶arrendszerrel van dolgunk. Ha az ¶allami ¶ujraeloszt¶asba bevont
ad¶okr¶ol volna sz¶o, akkor a teljes ad¶otartalmat tÄukrÄozn¶ek, m¶³g ha a felhal-
mozott t}ok¶ekkel ar¶anyos kÄolts¶egeket tartalmazza, akkor a teljes r¶aford¶³tott
t}oke ar¶anyait adja meg ugyanaz az ¶arrendszer. Nyilv¶anval¶o, hogy a term¶ekek
¶es szolg¶altat¶asok b¶armely r¶esz¶et vagy kÄolts¶eg¶et elkÄulÄon¶³tve kisz¶am¶³that¶o az
ar¶anyrendszer. B¶armely szÄuks¶eges r¶aford¶³t¶ast ez¶ert jogosan az ¶ert¶ek ,,szub-
sztanci¶aj¶anak" tekinthetÄunk. ¶Eppen ez¶ert az a helyes, ha az ¶ert¶ekar¶anyokat
semmilyen szubsztanci¶aval nem azonos¶³tva puszt¶an a gazdas¶ag m¶er¶es¶ere szol-
g¶al¶o, a strukt¶ura eg¶esze ¶altal adott m¶ert¶ekrendszernek tekintjÄuk.

Ha p¶eld¶aul az els}o sorb¶ol lev¶alasztjuk ,,a t}oke" elk¶epzelt r¶aford¶³t¶as¶at,
s a szÄuks¶egesnek mutatkoz¶o t}ok¶et egy m¶asik B m¶atrixban szerepeltetjÄuk,
akkor ennek egyens¶ulyi mennyis¶eg¶et kisz¶am¶³tva, s az A m¶atrixhoz hozz¶aadva
ism¶et az A m¶atrixhoz jutunk az (5) egyenlet szerint, s ez m¶eg csak ¶uj
¶ert¶ekeket, vagy form¶at sem ad a feladatnak. E feladat alapj¶an azonban, ezt
a r¶aford¶³t¶ast kÄulÄon szektorban szerepeltetve bemutathat¶o, hogy r¶eszletezhet}o
(dezaggreg¶alhat¶o) az ilyen m¶atrix. E feladat, mint az Äosszevon¶as (aggreg¶al¶as)
is csak a saj¶atvektorok ¶ert¶ekeivel s¶ulyozva v¶egezhet}o el hib¶atlanul.

Legyen mondjuk a t}okem¶atrix az ¶attekint¶es kedv¶e¶ert igen egyszer}u:

B =

2
4

2 2 2
0 0 0
0 0 0

3
5 :
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Ehhez t¶arsuljon a kÄovetkez}o foly¶o r¶aford¶³t¶asi m¶atrix, ahol a t}ok¶ek kÄolts¶eg¶et
az eredeti m¶atrix els}o sor¶ab¶ol vontuk le:

A =

2
4

:5 :1 :2
:3 :6 :4
:1 :2 :3

3
5 :

Ekkor nyilv¶anval¶oan ¶evi 5 sz¶azal¶ekos egyens¶ulyi nÄoveked¶es val¶os¶³that¶o meg,
¶es a most m¶ar 4 szektoros, teh¶at a t}oke el}o¶all¶³t¶as¶at ¶es eloszt¶as¶at kÄulÄon, az
utols¶o sor ¶es oszlop form¶aj¶aban tartalmaz¶o m¶atrix alakja:

A¤ =

2
64

:5 :1 :2 :5
:3 :6 :4 :3
:1 :2 :3 :1
:1 :1 :1 :1

3
75 :

Itt feltettÄuk, hogy a t}ok¶ek el}o¶all¶³t¶as¶anak technol¶ogi¶aja azonos az els}o
szektorban tal¶alhat¶o elj¶ar¶assal. (Persze ez tÄort¶enhet m¶ask¶eppen is, akkor a
k¶et elv¶alasztott szektor r¶aford¶³t¶asait az Äosszevon¶askor a megfelel}o egyens¶ulyi
termel¶essel kell s¶ulyozni). A b}ov¶³tett m¶atrix ¶arrendszere azonos, termel¶esi
ar¶anyai term¶eszetesen szint¶en b}ovÄulnek egy ¶uj elemmel, amely a t}ok¶ek el}o¶al-
l¶³t¶as¶anak szÄuks¶eges egyens¶ulyi ar¶any¶at adja meg. Ekkor x0 = (1:45 2 1 0:55)0

lesz. Itt, az el}obbi saj¶atvektorral val¶o Äosszehasonl¶³that¶os¶ag ¶erdek¶eben ism¶et
a harmadik szektor ¶ert¶ek¶evel norm¶altuk. Mint l¶athat¶o, az Äossztermel¶es (a
saj¶at¶arak egys¶egnyi ¶ert¶ek¶evel Äosszeadva v¶altozatlanul 5:5 ¶es a k¶etfel¶e osztott
els}o szektor Äosszesen ism¶et az 1:45 + 0:55 = 2 ¶ert¶eket veszi fel.

Az ¶arrendszerek ekvivalenci¶aja v¶egs}o soron abb¶ol ered, hogy az ¶aruk
kÄolts¶eg¶et z¶art rendben elsz¶amolva, az ¶³gy kisz¶am¶³that¶o ¶arrendszer, vagyis
m¶ert¶ekrendszer az Äosszes kÄolts¶egt¶enyez}ot, teh¶at b¶armely kÄolts¶egt¶enyez}o tel-
jes r¶aford¶³t¶as¶at tÄukrÄozi. Az elsz¶amol¶as teljess¶ege eset¶en a m¶atrix legnagyobb
saj¶at¶ert¶eke egys¶egnyi, ¶es ez¶ert mindig transzform¶alhat¶o a fenti alakra. Teh¶at
a termel¶es szok¶asos m¶ert¶ekegys¶egeinek megv¶altoztat¶as¶aval mindig a fenti
alakra hozhat¶o, amelyet szok¶as ¶ugynevezett ,,sztochasztikus m¶atrixnak" is
nevezni. Ez¶ert a fenti ¶all¶³t¶asok minden rendben ¶es szabatosan elsz¶amolt z¶art
gazdas¶agi rendszerre fenn¶allanak.

A tanulm¶anyt k¶et m}u id¶ez¶es¶evel z¶arom, ezek adt¶ak meg a lemma alapgon-
dolat¶at ¶es form¶aj¶at. Az els}o Sra®a (1960) ¶uttÄor}o kritik¶aja a t}oke ¶aruform¶aban
val¶o m¶er¶es¶enek szÄuks¶egess¶eg¶er}ol. A m¶asodik Zalai (2000) Äosszefoglal¶o m}uve,
amely a modellkÄor kialakul¶as¶at ¶es tulajdons¶agait t¶argyalja. E k¶et m}u tartal-
mazza mindazt, ami a fentiek kimond¶as¶ahoz szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges.
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