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DETERMINISZTIKUS ES VALOSZINUSEGI ELOSZTASI
ELJARASOK!

TASNADI ATTILA
Budapesti Corvinus Egyetem Matematika Tanszék

Az életben szdmtalan olyan esettel taldlkozunk, amikor egy jészdg irdnti
kereslet meghaladja a rendelkezésre all6 kindlatot. Példaként emlithetjiik
a karpétlasi igényeket, egy csodbement cég hitelezbinek igényeit, valamely
szerv atiiltetésére vard betegek sorat stb. Ilyen helyzetekben valamilyen
eljaras szerint oszthatjuk el a szlikGs mennyiséget a szereplok kozott. Szokas
megkiilénboztetni a determinisztikus és a sztochasztikus elosztési eljarasokat,
jollehet sok esetben csak a determinisztikus eljardsokat alkalmazzdk. Azon-
ban igazsigossagi szempontbdl gyakran hasznalnak sztochasztikus elosztési
eljarasokat is, mint példaul tette azt az Egyestilt Allamok hadserege a masodik
vilaghdbori végét kovetden a kiilfoldon allomasozo katondinak visszavonasa-
kor, illetve a vietnami haboru soran behivandé személyek kivélasztasakor.

Egy korabbi cikkben [6] egy determinisztikus elosztdsi eljardshoz hoz-
zarendeltiik azokat a sztochasztikus elosztési eljarasokat, amelyek varhato
értékben azonos elosztast eredményeznek az adott determinisztikus eljarassal.
Ezek koziil kitluintetettek azok a sztochasztikus elosztési eljardasok, amelyek
személyenként a legkisebb szorasu elosztassal jarnak. Ilyen eljarasok létezése
biztositott [6, 1. tétel]. Ez az adott determinisztikus elosztési eljardshoz
tarsitott minimdalis variancidjui eljards. Mind a determinisztikus, mind a
sztochasztikus elosztéasi eljardsokat szokds igazsdgossagi, invariancia és mas
tipusu tulajdonsdgokkal jellemezni. Példaul egy természetes igazsagossagi
kovetelmény sztochasztikus elosztasi eljarasokkal szemben, hogy az elosztas
varhaté értékben igény ardnyos legyen.

Az igények és az elosztandé mennyiségek egészértékiisége mellett megvizs-
galjuk, hogy melyek azok a nevezetes tulajdonsagok, amelyek egy determi-
nisztikus elosztasi eljarasrol sziikségszertien ,,atoroklédnek” a hozzarendelt
minimalis variancidju elosztasi eljarasokra. Ehhez elobb az 1. szakaszban
definialjuk az elosztasi problémét, a determinisztikus elosztasi eljarasokat és
szamos nevezetes tulajdonsagot. Majd a 2. szakaszban targyaljuk a sztochasz-
tikus elosztési eljarasokat és 1. szakaszban bevezetett tulajdonsiagok szto-
chasztikus megfelel6it. Ezek utan a 3. szakaszban megvizsgéljuk, hogy egy
determinisztikus elosztési eljaras mely tulajdonsagai 6roklodnek &t a hozzaja
rendelt minimalis variancidju elosztasi eljarasokra. Végil a 4. szakaszban
roviden Osszefoglaljuk az elért eredményeket.

LA kutatést az OTKA (F043496) tamogatta. Beérkezett: 2004. szeptember 26. e-mail:
attila.tasnadi@math.bke.hu.



2 Tasnddi Attila

1 Determinisztikus modellkeret

Jelolje IV a nem negativ egész szamok, IR; a nem negativ valds szamok
halmazat és legyen N a lehetséges szereplSk egy véges halmaza. Egy elemii
halmazok esetén sokszor elhagyjuk majd a halmazt jelolé kapcsos zardjeleket,
gy példdul {i} helyett &ltaldban csak egyszertien i-t irunk, ahol ez nem vezet
félreértéshez. Vektorok koordinatdit alsé indexszel jeloljiik. Tetszoleges N C
N,z € RN és M C N esetén vezessiik be az xay = 3,0y @i 6s 2™ = (33),05,
jeloléseket. Legyen tovabba (xM,xN\M) =z

Egy elosztdsi probléma az (N, t, (x;);c ) hdrmassal {rhaté le, ahol N C N/
a szereplOok halmaza, t € IN az N-beli szereplok részére elosztandé mennyiség
és x; € IN az i € N szerepld igénye.?2 Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil
feltehetjiik, hogy xn > t, mivel ellenkezd esetben mindenki megkaphatja az
altala igényelt teljes mennyiséget.

Egy r determinisztikus elosztdsi eljdrds barmely (N ot (T4)¢ N) elosztasi
problémahoz hozzarendel egy y € Bf elosztast, melyre yy =t és 0 < y; < x;
minden i € N-re. Ekkor azt frjuk, hogy r (N, t,x) = y.

1.1 Axiomak

A kovetkezOkben a determinisztikus elosztéasi eljarasok hét nevezetes tulaj-
donsagat vessziik sorra. Jogos elvaras, hogy egy szerepl6 igényének megno-
vekedése, a tobbiek igényének viltozatlansiga mellett, ne vezessen a meg-
novekedett igényt szereplo részesedésének csokkenéséhez. Ez az tgynevezett
kereslet-monotonitas.

1.1 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljarads kereslet-monoton, ha
<3t =t (N,t, (xi,xN\i)) <t (N,t, (ii,xN\i))

minden N CN,i €N, t,z', 3" € IN és 2N\t € INNV esetén.

A kereslet-monotonitassal valamelyest analég a kindlat-monotonitas, a-
mely szerint a kindlat novekedésével senkinek sem csokkenhet a részesedése.

1.2 axiéma. Az r determinisztikus elosztasi eljards kindlat-monoton, ha
t<t' =" (N,t,x) <r'(N,t' z)

minden N CN, i €N, t,t' € IN ésx € INN esetén.

Természetes igazsagossagi kdvetelmény, hogy az azonos igényt szereplok
azonos mennyiségekben részesiiljenek.

1.3 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljards kielégiti az egyenld
elbanas elvét, ha

vt =27 = r' (N, t,x) =17 (N,t,)

2Itt ugynevezett diszkrét elosztasi problémékra szoritkozunk.



Determinisztikus és valoszintiségi elosztasi eljarasok 3

minden N CN,i,j € N,t € IN ésx € INVN esetén.

A kovetkez6 négy strukturalis tulajdonsédg interpretdcidja nem olyan ter-
mészetes, és megkovetelésiik nem is minden helyzetben indokolt. A konzisz-
tencia szerint az elosztasi eljarasnak, a szereplék igényteljesitési sorrendjétol
fliggetleniil, ugyanazt az elosztast kell eredményeznie.

1.4 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljards konzisztens, ha
(N, t,z) =7’ (N\j,t — 1/ (N, t,z) ,xN\j)

minden N CN,i,j EN,i#j,t€ N ésx € INV esetén.

A konzisztencia megkovetelése indokolt lehet olyan helyzetekben, ame-
lyekben a szereplék folyamatosan jelentik be igényeiket és az igényeik telje-
sitése is folyamatosan torténik. Erdekes példa a konzisztencia természetes
megkovetelésére egy parlament mandatumainak tertileti egységenkénti elosz-
tdsa. Ennek jobb megértése céljabdl gondoljunk arra, hogy az Egyesiilt
Allamokhoz az elmilt évszdzadokban folyamatosan csatlakoztak tjabb és
djabb allamok. Az egyes dllamok képvisel6helyeinek szama nem fligghetett
az allamok belépési sorrendjétél.? Hasonlé helyzet dllhat elé az Eurépai Unié
orszagainak Unids parlamentbeli mandatumainak szamitasakor, hiszen a jo-
vében is szamithatunk tjabb tagfelvételekre.

A kovetkezd tulajdonsdg megkoveteli, hogy azonos eredményre vezessen a
kinélat két 1épésben torténd elosztasa és a kindlat egy lépésben torténd elosz-
tasa. A két 1épésben torténd elosztéds alatt az értendd, hogy az elsé 1épésben
szétosztunk egy adott mennyiséget, majd a masodik lépésben pétlolagosan
egy tovabbi mennyiséget pusztan a fennmaradé igények ismeretében.

1.5 axiéma. Az r determinisztikus elosztasi eljards alulrdl elééllithaté, ha
0<t'<t<zy=r(Ntz)=r(Nt,x)+r(N,t —t',o—r(N,t, )
minden N C N, minden t,t' € IN és minden v € INVN esetén.

Az alulrdl eléallithatésag azt jelenti, hogy a poétlélagos mennyiségek el-
osztasa soran, a multat figyelmen kiviil hagyva is, ugyanahhoz az elosztashoz
jutunk. Tovabba, ha a szétosztas parhuzamosan torténik —példaul tobb te-
lephelyen keresztiil—, akkor az egymastdl fiiggetlentil miikodo egységek, mind
ugyanazon elosztasi eljarassal dolgozva, pusztan a fennmaradé igényekre vo-
natkozé informacié folyamatos kicserélésével, az igények kielégitésének sor-
rendjétdl fiiggetlentil, ugyanazt az elosztast eredményezik.

Az alulrdl eléallithatdsdggal rokon a feliilrol eléallithatésdg, mivel az elosz-
tas két 1épésben és egy 1épésben torténd végrehajtasanak egyfajta invarian-
cidjat koveteli meg. A feliilrdl el6allithatdsag esetében azonban képzeljiik el,
hogy el6szor til nagy mennyiséget osztottunk szét és a valéjaban rendelkezés-
re nem allé kindlatot utdlag kell visszavonnunk a mar elosztott mennyiségek
ismeretében.

3Erre vonatkozéan részletesebben olvashatunk Balinski és Young [1], illetve Young [10]
konyveiben.
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1.6 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljaras felilrél eléallithato, ha
0<t<t<azy=r(Ntz)=r(Ntr(Nt, x))

minden N C N, t,t' € IN és x € INN esetén.

Az utolsé tulajdonsag, amellyel foglalkozni kivanunk az ondualitds tu-
lajdonsaga. Ennek teljesiilése azt jelenti, hogy az adott eljaras alkalmazasa
ugyanarra az eredményre vezet, ha a rendelkezésre allé6 mennyiséget osztjuk
szét vagy pedig a hidnyt (tilkeresletet) vonjuk le a szereplék igényeib6l.

1.7 axiéma. Az r determinisztikus elosztdsi eljdrds kielégiti az dndualitds
tulajdonsdgdt, ha
r(N,t,x) =x —r(N,xy —t, )

minden N C N, t € IN ésx € INV esetén.

1.2 Nevezetes determinisztikus eljarasok

Elemzéstink soran négy nevezetes determinisztikus eljarasra lesz sziikségiink.
El6szor harom valds értéki eljaras leirasaval kezdiink. Talan az egyik legne-
vezetesebb determinisztikus elosztési eljaras az igynevezett ardnyos elosztdsi
eljdrds (proportional method), mely szerint a kindlatb6l mindenki keresletével
aranyosan részesiil. Formalisan
t
pro(N,t,x) = —u,
TN

ha xny > 0. Megjegyzendo, hogy barmely elosztasi eljaras esetén xy = 0-
bdl szitkségszertien r(N,t,x) = 0 kovetkezik. Az ardnyos elosztési eljards
szdmos érdekes jellemzése megtalalhaté tobbek kézott Moulin [3] dttekintd
munkdjaban. Az ardnyos elosztasi eljards két érdekes és az altalunk is-
mertetett tulajdonsdgok segitségével is érthetd jellemzését adta Young [9],
amely szerint az ardnyos elosztasi eljards az egyetlen alulrdl el6allithato és
ondudlis, illetve az egyetlen feliilrdl eldallithato és ondudlis elosztasi eljaras.

Az ardnyossag elvével szemben az egyenldség elve all, amelyet leginkabb
az ugynevezett egyenletes nyereség eljdrds (uniform gains method) testesit
meg. Az egyenletes nyereség eljards azonos A mennyiséget juttat azoknak
a szereploknek, akiknek igényei elérik a A értéket, mig a A értéknél kisebb
igényli szereploket maradéktalanul kielégiti. Formalisan

ugi(N,t,x) = min{\, z;},

ahol a A értéke a ).,y min{\, x;} =t egyenléség altal meghatdrozott.

Az egyenletes veszteséy eljdards (uniform losses methods) akdrcsak az el6z6
eljaras az egyenlGség elvére épit, azonban a kielégitetlen igényeket igyekszik
egyenl6en szétteriteni. Formalisan

ul;(N,t,x2) = max{z; — u,0},
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ahol ),y max{x; — 1,0} = ¢.

Moulin [2] megmutatta, hogy pro-n kiviil még pontosan az ug és wul
eljarasok azok, amelyek egyszerre konzisztensek, alulrdl el6allithatéak, feliilrol
eldallithatdk, skala invaridnsak?* és teljesitik az egyenld elbdnds elvét.

A negyedik nevezetes elosztasi eljards a prioritdsi szabaly, amely a sze-
replcket az igényiiktol és a kinalattol fliggetlen fontossigi sorrendbe rendezi,
majd az igényeket mindig ezen sorrend szerint elégiti ki. igy egy alacsonyabb
fontossagu szereplé csak akkor részesiilhet az elosztandé mennyiségbdl, ha
az Osszes nala fontosabb szereplé igénye maradéktalanul teljesitheto. Mar
a definicigja alapjan lathatd, hogy a prioritési szabdly a kordbban definidlt
harom determinisztikus elosztasi eljarassal ellentétben , igazsagtalan”. Meg-
jegyzend6 még, hogy a prioritasi szabdly az dltalunk definidlt problémakra
egész értékill elosztasokat eredményez.

Moulin [2] determinisztikus elosztési eljardsokat vizsgalva kimutatta, hogy
a prioritasi szabdly tulajdonsdgai alapjan kitiintetett szerepet t6lt be, mivel
az egyetlen olyan egész értéki elosztési eljaras, amely kielégiti egyszerre az
1.4-1.6. axiémékat. Ez egy meglehetosen negativ eredmény, hiszen a priori-
tasi szabdly egy nem igazsigos elosztasi eljaras.

Az ismertetett négy nevezetes elosztési eljaras érdekesebb jellemzései meg-
taldlhaték Moulin [3] és Thompson [8] &ttekinté munkéiban.

2 Valésziniuiségi modellkeret

A val6sziniiségi modellkeretben mér csak diszkrét elosztdsokat engediink meg.
Jelolje @+, a lehetséges elosztdsok halmazat, azaz

QN7t7$={w€lNN|wN=t,Vi6N:0§w,-§xi},

és jeldlje P (Qn,t.0) az Qn 1, halmaz hatvanyhalmazdt.

A p valészintiségi elosztdsi eljdrds minden egyes (N ot (24) ¢ N) elosztasi
problémahoz hozzarendel egy az (Qn ¢, P (Qn,2)) téren értelmezett valé-
szinliségi mértéket, amelyet py ; ,-szel jeloliink. Tovdbba jelolje ekkor p'ﬁl\[’t’l_
az © € N szereplének jutatott mennyiség eloszlasat, amely a pn ;. megfelel6
peremeloszlasa.

Vegyiik sorra a determinisztikus modellkeretben targyalt hét tulajdonsag
kiterjesztéseit. Ehhez el0szor is sziikségiink lesz a sztochasztikus dominancia
reldciéra. Azt mondjuk, hogy a ({0,1,...,n},P({0,1,...,n})) téren értel-
mezett p és v valészintiségi mértékek koziil v sztochasztikusan domindlja® u-t,
ha

VEe{0,1,....n} :p({k,E+1,...,n}) <v({kk+1,...,n}).

4 A skéla invariancia szerint az elosztds nem fiigghet attél, hogy milyen mértékegységben
mérjiik a mennyiségeket.

5Ez a fajta sztochasztikus dominancia elsérendii sztochasztikus dominancia néven is-
meretes.
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A sztochasztikus dominancia reldcié jeldlésére a < szimbdélumot hasznaljuk.
Tehat p <X v azt jeldli, hogy v sztochasztikusan dominélja u-t. Ellenérizheto,
hogy =< egy parcialis rendezés.

A kereslet-monotonitas kiterjesztése szerint, ha egy elosztdsi problémé-
ban egy személy igénye novekszik —a tobbiek igényének véltozatlansdga
mellett—, akkor barmely mennyiségnél nem kisebb mennyiségekhez legaldbb
ugyanakkora valdszintiséggel kell jutnia, mint igényének megnovekedése elott.

2.1 axiéma. A p sztochasztikus elosztdsi eljdrds kereslet-monoton, ha
Y i i
ST = PN (i) S PN (30,0800

minden N CN,i €N, t,z',3" € IN és 2N\t € INNV esetén.

Egy sztochasztikus elosztasi eljaras determinisztikus, ha minden (N ot (20) ¢ N)
elosztési probléma esetén létezik egy olyan w € Qn ¢, hogy pn i (W) = 1.
Ennek alapjan a 2.1 axiéma az 1.1 axidoma kiterjesztése.

A kereslet-monotonitdshoz hasonlé médon kiterjeszthetd a kindlat-mono-
tonitas is.

2.2 axiéma. A p sztochasztikus elosztdsi eljards kindlat-monoton, ha
t< tl = p?\/‘,t,a: = plﬁl\/‘,t’,a:

minden N CN, i € N, t,t' € IN ésx € INN esetén.

Az egyenlf elbands elvének kiterjesztése szerint két azonos igényii személy
azonos eloszlasok szerint részesiil a szlikos mennyiségbdl.

2.3 axiéma. A p sztochasztikus elosztdsi eljardas kielégiti az egyenld elbands
elvét, ha . ' . '

' =1) = PN e = PNta
minden N CN,i,j € N,t € IN ésx € INVN esetén.

A 2.2-2.3 axiémék nyilvan rendre az 1.2-1.3 axiémaék kiterjesztései. Tér-
jiink most rd a négy strukturalis invariancia tulajdonsag kiterjesztéseire.
2.4 axiéma. Konzisztencia:

min{z;,t—w;}
Phae @)= D Phgskav @) Pk, (F)
k=0
teljesiilion minden N C N, i,j € N, i # j, t € IN, v € INN és w; €
{0,1,...,min{z;,t}} esetén.
A kovetkezé lemma biztositja, hogy a 2.4 axiéma valéban az 1.4 axiéma

egy kiterjesztése.

2.1 lemma. Ha p determinisztikus és konzisztens, akkor a vele ekvivalens r
determinisztikus elosztdsi eljards is konzisztens.
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Bizonyitds. Mivel p determinisztikus, pn¢,, (w) = 1 valamely w € Qn ¢ 4
mellett. Ezért ply, , (w;) = 1 (azaz 1’ (N,t,2) = w;), p’NU (k) = 0 min-
den k € {0,1,...,z;} \ {w;}ra és p’NU (wj) = 1 (azaz 17 (N,t,x) = wj).
Felhasznélva p konzisztencidjat p'j'v\L by NG (w;) =1 adddik. Ezek alapjin

minden N CN,i#j €N, t€ IN és x € INV esetén. Tehat r konzisztens.
|
Most nézziik az alulrdl eléallithatosag kiterjesztését.

2.5 axiéma. Alulrdl elddllithatésdg:

0<t' <t<any=pyvia@) = Y pria@)pNi-to-w (@—u)

’
w e‘QN,t’,a:
w'<w

teljesiilion minden N C N, t,t' € IN, x € NV és w €QnN 2 esetén.

Meg kell mutatnunk, hogy a sztochasztikus elosztdsi eljardsokra most
megfogalmazott alulrdl eléallithatosag valéban az alulrdl eléallithatésiag egy
kiterjesztése.

2.2 lemma. Ha p determinisztikus és alulrdl elédllithato, akkor a p-val ek-
vivalens r determinisztikus elosztdsi eljards alulrol elddllithato.

Bizonyitds. Mivel p determinisztikus, ezért léteznek olyan w € Q.
és w' € Qn . elosztasok, amelyekre pn o, (W) = 1 68 pyy o (W) = 1.
Tehdt r (N, t,2) = w és r(N,t',z) = «'. Ezért a 2.5 axiéma Osszegének
csak egyetlen w’ € Qn 4, elosztdshoz tartozd tényezéje nem nulla. Erre az
w’ elosztédsra a 2.5 axiémébdl adédéan w > w' és pN 1t p—w (W — W) = 1.
Ezért 7 (N,t —t/,z —w') = w —w'. Tehdt az w és ' elosztdsok p altal
egyértelmiien meghatarozottak, és igy teljesiilnek az alabbi egyenlOségek.

r(Nt,z) = w=uw+w—w =r(N,t,2)+r(N,t—t or-uw) =
= r(N,t',z)+r(N,t—t',z—r(N,t' z))
minden N C N halmazra, minden ¢, € IN elosztandé mennyiségre és min-
den olyan x € INV igényvektorra, amelyre 0 < ¢/ < t < xp teljesiil. ]
A feliilrél eléallithatésdgot az alabbi mddon terjesztjiik ki.
2.6 axiéma. Felilrél elédllithatosdg:

0<t<t' <an=pnia@ = D prvwe@)pniw @)

’
w EQ‘N,t’,a:

w<w!

teljesiilion minden N C N, t,t! € IN, x € NV és w €QnN 2 esetén.
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Az aldbbi lemma szerint a 2.6 axiéma valéban az 1.6 axiéma egy kiter-
jesztése.

s

2.3 lemma. Ha p determinisztikus és felilrol elddllithato, akkor a vele ekvi-
valens r determinisztikus elosztdsi eljards felilrol elédllithato.

Bizonyitds. p determinisztikus volta miatt 1éteznek olyan w € Qn ¢, és
W' € Qn . elosztdsok, amelyekre py ;. (W) = 16 py . (W) = 1. Tehét
r(N,t,z) = w és r(N,t',z) = w’. A 2.6 axiémébdl kifolydlag w < W' és
PNtw (W) =1 (azaz 7 (N, t,w') = w). Ezért

r(N,t,z) =w=r(N,t,0") =r(N,t,r (N,t' x))

minden N C N, t € IN és x € INV esetén. m

Moulin tétele [2] szerint a prioritdsi szabdly az egyetlen olyan determi-
nisztikus elosztési eljards, amely kielégiti az 1.4-1.6 axiéméakat. A sztochasz-
tikus modellkeretben viszont léteznek a prioritdsi szabdlyon kiviil tovabbi
olyan sztochasztikus elosztasi eljarasok, amelyek egyszerre kielégitik a 2.4-2.6
axiomakat. Ezért a sztochasztikus elosztasi eljarasokkal szemben megfogal-
magzunk egy tovabbi igazsdgossagi kovetelményt, amely szerint a szereploknek
legalabb varhato6 értékben az aranyos részesedésiikhoz kell jutniuk.

2.7 axiéma. Ardnyos vdrhaté részesedés:

- t
D kbl (k) = 2i—
k=0

TN

teljesiiljon minden N C N, i € N, t € IN és x € INVN esetén.

A determinisztikus modellkeretben ad6dé negativ eredmény feloldhatd,
ha az elosztas folyamata sordan megengedjiik a véletlent, azaz az elosztasban
résztvevd szereplOknek juttatott mennyiségek valészintliségi valtozdk. A vald-
szintiségi modellkeretben Moulin [4] tGbbféleképpen karakterizélja az tigyne-
vezett aranyos elosztasi eljarast, amely szerint az elosztandd egységeket ugy
sorsoljuk ki a szereplok kozott egymas utan, hogy minden egyes szerepld a
fennmaradé igényekkel aranyos valészintiségekkel juthat az éppen kisorsolan-
do egységhez. Az ardnyos elosztasi eljards —akércsak a prioritasi szabaly—
konzisztens, alulrdl eléallithaté és feliilrol eléallithato.

Moulin [4] megadja a valdszintiségi modellkeretben a hérom invariancia
tulajdonsignak (konzisztencia, alulrdl eléallithat6sag és feliilrél el6allithatd-
ség) egyidejiileg eleget tevd elosztési eljarasok halmazat. Lényegében az ezen
halmazba tartozé eljarasok a szerepléket prioritasi osztalyokba soroljak és
az igy adodé prioritdsi osztalyokon belil engedik csak meg a visszatevéses
mintavételen alapulé ardnyos elosztds alkalmazasét.

Végil megadjuk az 6ndualitds kiterjesztését.

6 A pontosan két szereplét tartalmazé prioritdsi osztalyokon beliil az ardnyos elosztasi
eljarason kiviil méasfajta elosztdsi eljaras is megengedhetd.
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2.8 axiéma. A p sztochasztikus elosztdsi eljards éndudlis, ha

PNtx =T — PNay—t,x

minden N C N, t € IN ésx € INV esetén.

3 Minimalis varianciaju elosztasi eljarasok tu-
lajdonsagai

Elészor a [6]-ban bevezetett minimdlis variancidji elosztdsi eljardsok ismer-
tetésével kezdjik. Legyen r egy adott determinisztikus elosztasi eljaras.
Jelolje €(r) azon sztochasztikus elosztasi eljardsok halmazat, amelyek vérhaté
értékben r-rel azonos elosztasokat eredményeznek barmely elosztasi problé-
méra. Az £(r) halmazbeli legkisebb varianciadsszegii sztochasztikus elosztasi
eljarasokat hivjuk az r-hez rendelt minimdlis variancidaji elosztdsi eljardsok-
nak. Formalisan, p egy r-hez rendelt minimalis varianciaju elosztési eljaras,
ha barmely elosztasi probléma esetén

Vue&(r):Vie N:Var (ph,.) < Var (uy,.) -

Jelolje £™Y(r) az r-hez rendelt minim4lis variancidju elosztési eljardsok hal-
mazat. A [6]-beli 1. tétel alapjdn minden 7 elosztési eljardshoz rendelhetd le-
galdbb egy minimélis variancidjui elosztasi eljaras. Tovabba barmely £™(r)-
beli eljards egy adott (N,t,x) elosztési probléméandl az ¢ € N szereplének

= (N, t, z) ], illetve yF+1 mennyiséget juttat 1—r; (N, ¢, z)+[r:(N,t, z)],
illetve u; := r;(N,t,x) — [r:(N,t,x)] valészintiséggel. Tehat

Pivea Wi) =1—ui b Py, (U +1)=ui. (1)

Most ratérhetiink annak megallapitasara, hogy a bevezetett hét determi-
nisztikus tulajdonsig koziil melyek sztochasztikus kiterjesztéseit 6rzik meg a
minimalis variancidji elosztasi eljarasok. El6szor azokkal a tulajdonsagokkal
kezdiink, amelyek egy r determinisztikus eljarasrdl ,,atoroklodnek” a hozzéja
rendelt £™"(r)-beli minim&lis variancidju elosztéasi eljardsokra.

Nyilvan, ha r kereslet-monoton, akkor (1) alapjan barmely p € E™¥(r) is
kereslet-monoton, mivel

k k
VkE{O,l,...,xi}:Zp'ﬁv7tl Z Pt (
=0 =0

teljestil minden x; > #; és wn\; = Tn\; esetén. Hasonldan igazolhaté a
kinalat-monotonitas 6roklédése. Az egyenld elbands elvének atoroklodésének
teljestilése is nyilvanvalo hiszen, ha r kielégiti az egyenlé elbanas elvét, akkor
(1) szerint azonos x; és z; igények esetén y; = yi s u; = uj.

Vegyiink most egy ondudlis r determinisztikus elosztasi eljarast, egy p €
E™V(r) sztochasztikus elosztasi eljérést, egy (N, t,x) elosztdsi problémét, és
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legyen i € N. Ekkor a pn yy—t. €losztds sordn i a 25 = |ri(N,an — ¢, )|
mennyiséghez s; = 1 — r;(N,zn — t,z) + |r:i(N,zny — t, )] valszinliséggel
jut, mig a 2 +1 mennyiséghez pedig 1 — s; valészintiséggel. Ha u; > 0, akkor

xi—z = z—|r(Nyey —tx)| =z, — [z, —ri(N, t,x)] =
= —|-rnN,t,x)] =[N, t,x)]| + 1=y + 1.

Ezért x; — (27 +1) = y}. Tovabbd ha u; > 0, akkor

PN,xn—t,x (ZL* + 1) = 1l-s :Ti(N,J?N _tax) - I_Ti(N,J?N _tax)J =
= —ri(N,t,x) — |—-r;(N,t,z)] =
= 1- (Ti(N,t,J?) - I_Ti(N,t,J?)J) =1- Ui = PNtz (yt*) .

Ebb8l mar pn o y—t.e (27) = pnex (YF + 1) is kovetkezik. Az u; = 0 esetben
pedig kozvetleniil adédik az ondualitas teljesiilése.
Osszegezve belattuk a kovetkezo allitast.

3.1 allitas. Az r kereslet-monotonitdsa, kindlat-monotonitdsa, egyenld el-
bdnas elvének teljesiilése és ondualitisa oréklodik bdrmely r-hez rendelt p €
E™V(r) sztochasztikus elosztdsi eljdrdsra.

Sajnos a bevezetett tobbi harom tulajdonsag egyike sem 6roklédik sziik-
ségszeriien egy r determinisztikus elosztasi eljardsrdl egy p € £™Y(r) szto-
chasztikus elosztasi eljardsra. Ezt a negativ eredményt egy-egy ellenpéldan
mutatjuk meg.

Az ardnyos determinisztikus eljardshoz rendelt minimélis variancidjui elja-
résokat [6]-ban igazsdgos maradék elosztdsi eljardsoknak neveztik el. [6]-ban
megtaldlhaté ez utébbi tipusi eljdrdsok két jellemzése is. Egy &(pro)-beli
eljérés kielégiti a 2.7 axiémat. [2] alapjan pro konzisztens, alulrdl eléllithatd
és feliilrél eldéllithats. Beldtjuk, hogy egy p € £™Y(pro) sztochasztikus elosz-
tasi eljaras sérti a 2.4-2.6 axiémékat. fgy ezen tulajdonsagok nem 6roklodnek
pro-1él p € £M?(pro)-ra. Ismeretes [4, 7], hogy egyetlen olyan sztochasztikus
elosztasi eljaras 1étezik, amely egyszerre kielégiti a 2.5 és a 2.7 axiomakat, il-
letve a 2.6 és a 2.7 axiomékat. Ez az ugynevezett aranyos valdszintiségi elosz-
tasi eljards, amely lényegében egy visszatevés nélkiili mintavételen keresztiil
sorsolja ki a sziikos mennyiséget a keresletiitkkel megegyez0 szamu sorsje-
gyekkel ellatott szerepldk kozott.” Mivel az ardnyos valdsziniiségi eljards
nem eleme £™Y(pro)-nak, ezért egy £ (pro)-beli eljards semmiképpen sem
alulrol eléallithato, illetve feliilrdl eléallithaté. Megmutatjuk még, hogy az
igazsdgos maradék elosztasi eljardsok nem konzisztensek. Ehhez tekintsiik
a kovetkez6 példat. Legyen N = {1,2,3}, t =4 és = = (1,2,3). Ez eset-
ben PN, t,x ((0 2 2)) = 1/3, PN t,x ((1, 1,2)) = 2/3, p{173}737(173) ((0,3)) = 1/4,
P1L8Y3(13) ((1,2)) = 3/4 P1.3),2,(1,3) ((0,2)) = 1/2, p(1,33,2,1,3 ((1,1)) =
1/2, pNU( ) = 2/3 és pNU( 1/3. A konzisztencia sériilését mu-
tatja a pl,. (2) =1 # 3 = 33 + 35 = Phee (D pparans (1,2) +
PRt (2) P11,33,2,1,3) ((0,2)) eset.

.

7 Az eljarasrél részletesebben olvashaté [4]-ben, illetve [7]-ben.
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A mér bevezetett ug-vel és ul-lel jelolt determinisztikus eljardsok szto-
chasztikus megfelel6i® a fair sorbadlldsi és a fair sorbadllasi* eljarasok, ame-
lyek részletes elemzését Moulin és Stong [5] végezte el. A fair sorbadllési el-
jaras szerint az elosztand6 mennyiséget tobb forduléban osztjuk el Ugy, hogy
minden egyes forduléban a még igényekkel rendelkezd szereploket véletlen
sorrendben egy-egy egységhez juttatjuk a még el nem osztott egységekbol.
A fair sorbadlldsi* eljards hasonlé médon rendeli a hidnyokat a szereplékhoz.
Konnyen meggy6ézédhetiink arrdl, hogy a fair sorbadlldsi eljards egy ug-hez
rendelt, mig a fair sorbaallasi* eljards egy ul-hez rendelt minimadlis variancidji
eljdrds. Moulin és Stong [5] két sztochasztikus elosztdsi eljardsa alapjin
példakat talaltunk olyan esetekre, amelyekben a konzisztencia és feliilrol
elééllithatésdg, illetve a konzisztencia és alulrdl eléallithatosag oroklodik.

Végil nézziink egy példat mindharom strukturdlis invariancia tulajdonsag
oroklodésére. Ehhez tekintsiik a prioritasi szabalyt mint egy determinisztikus
és mint egy (degenerdlt) sztochasztikus elosztési eljarast. Ismert, hogy a pri-
oritasi szabdly (ldsd Moulin [2]) teljesiti mindhdrom strukturalis invariancia
tulajdonsagot. Tovabba konnyen belathatd, hogy a prioritasi szabalynak 6n-
maga egy minimalis varianciaju elosztasi eljarasa.

4 (")sszefoglalés

Hét nevezetes tulajdonsdg segitségével megvizsgdltuk a [6]-ban bevezetett
minimalis varianciaju elosztasi eljarasok tulajdonsigait. Egyrészt megélla-
pitottuk, hogy ha egy determinisztikus elosztasi eljaras kereslet-monoton,
kinédlat-monoton, teljesiti az egyenlS elbanas elvét és ondudlis, akkor a hozza-
rendelt minimalis varianciaju elosztési eljarasok is teljesitik ugyanezen tulaj-
donsédgokat. Masrészt példakon keresztiil megmutattuk, hogy a konzisztencia,
alulrdl elééllithatosag és felilrdl elallithatésdg altaldban nem ,,6roklodik”
egy determinisztikus elosztasi eljarasrdl egy hozzatartozé minimalis varian-
ciaju elosztasi eljarasra.
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DETERMINISTIC AND PROBABILISTIC RATIONING METHODS

We investigated the minimal variance methods introduced in Tasnddi [6] based on
seven popular axioms. We proved that if a deterministic rationing method sat-
isfies demand monotonicity, resource monotonicity, equal treatment of equals and
self-duality, than the minimal variance methods associated with the given deter-
ministic rationing method also satisfies demand monotonicity, resource monotonic-
ity, equal treatment of equals and self-duality. Furthermore, we found that the
consistency, the lower composition and the upper composition of a deterministic
rationing method does not imply the consistency, the lower composition and the
upper composition of a minimal variance method associated with the given deter-
ministic rationing method.



