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ORSZ¶AGBAN GY¶ART¶OKAPACIT¶ASSAL RENDELKEZ}O

V¶ALLALAT OPTIM¶ALIS ER}OFORR¶AS
ALLOK¶ACI¶OJ¶ANAK VIZSG¶ALATA A

DEVIZA¶ARFOLYAMOK ¶ES A KERESLET
FÄUGGV¶ENY¶EBEN STATIKUS V¶ARAKOZ¶ASOK

MELLETT1

VIZV¶ARI B¶ELA { DEME ROLAND
ELTE Oper¶aci¶okutat¶asi Tansz¶ek

1 Bevezet¶es

Manaps¶ag egyre tÄobb vezet}o v¶allalat kÄoveti azon m¶odszert, mely arra ir¶anyul,
hogy a vil¶ag min¶el tÄobb orsz¶ag¶aban ott legyen, ¶es ez alatt nem csak term¶ekeik
glob¶alis jelenl¶et¶et ¶ertik, hanem azt, hogy maga a termel¶es is lehets¶egess¶e
v¶aljon az adott orsz¶agban. Az¶ert, hogy a piaci versenyben l¶ep¶est tartsanak
egym¶assal, hatalmas nemzetkÄozi gy¶ar-rendszereket alak¶³tanak ki, melyek meg-
felel}o allok¶aci¶ot kÄovet}oen seg¶³ts¶eget ny¶ujthatnak a rugalmas termel¶esre. A
m¶asik ok, ami¶ert ¶erdemes a c¶egeknek az adott orsz¶agban, esetleg r¶egi¶oban
termelniÄuk, az a piacszerz¶es. A gy¶art¶as strukt¶ur¶aja a geogr¶a¯ailag kÄulÄonbÄoz}o
r¶egi¶okban hatalmas rugalmass¶agot ad a c¶egnek, hogy a deviza¶arfolyamok
jÄov}obeli v¶altoz¶as¶ara, a versenyt¶arsak strat¶egiai mozg¶as¶ara, ¶es a korm¶anyzati
elgondol¶asokra reag¶alhasson. Ezt a rugalmass¶agot, mint versenyel}onyt hasz-
n¶alhatja a c¶eg a piaci r¶eszesed¶es¶enek nÄovel¶es¶ere.

M¶ar a 80-as ¶evekben foglalkoztak a t¶em¶aval, ¶es Kogut, ill. Kulatilaka
[1] eredm¶enyei igen meggy}oz}oek: k¶et orsz¶agot vizsg¶alva kider¶³tett¶ek, hogy az
egy¶eni optimaliz¶al¶as negat¶³v, a csapatmunka pozit¶³v jelen¶ert¶ekhez vezet. Ez
ut¶obbi annak az extra tulajdons¶agnak kÄoszÄonhet}o, hogy a termel¶est ¶at lehet
csoportos¶³tani egyik orsz¶agb¶ol a m¶asikba. Ehhez azonban szÄuks¶eges a gy¶arak
Äosszehangol¶asa. E t¶emakÄor sem ¶uj terÄulet a SCM-ben, mivel a l¶anc vertik¶alis
Äosszehangol¶asa a gy¶art¶o, a terjeszt}o, a nagy-, ¶es a kiskeresked}o kÄozÄott m¶ar
igen r¶eg¶ota a szakemberek kutat¶asainak egyik f}o ir¶anya, hab¶ar a glob¶alis
l¶ancokra vonatkoz¶o ilyen ir¶any¶u szakirodalom el¶egg¶e gy¶er.

A fent eml¶³tett glob¶alis v¶allalatok gyakran alkalmazz¶ak a kÄovetkez}o elj¶a-
r¶ast: n¶eh¶any term¶ekÄuk gy¶art¶as¶at az egyik orsz¶agb¶ol egy m¶asikba telep¶³tik.
P¶eldak¶ent gondoljunk csak a haz¶ankban egy-k¶et ¶eve lezajlott eltelep¶³t¶esi
hull¶amra. Sz¶amos t¶enyez}o j¶atszhat ebben szerepet: a termel¶es kÄolts¶eghat¶e-
konys¶ag¶anak nÄovel¶ese; ad¶oz¶asi kedvezm¶enyek; esetleg piacszerz¶es. A jelen
dolgozat azt vizsg¶alja, hogy az orsz¶agok kÄozti ¶arfolyamok v¶altoztat¶asa ceteris

1Be¶erkezett: 2004. ¶aprilis 7. e-mail: roland.deme@eon-hungaria.com.



68 Vizv¶ari B¶ela { Deme Roland

paribus hogyan befoly¶asolja az optim¶alis termel¶esi allok¶aci¶ot, vagyis arra sze-
retne r¶avil¶ag¶³tani, hogy a kereslet ¶es a deviza¶arfolyamok fÄuggv¶eny¶eben hol
optim¶alis termeltetnie a sz¶oban forg¶o v¶allalatnak.

A dolgozat els}o r¶esze egy rÄovid kereslet-vizsg¶alattal kezd}odik, melyre a
k¶es}obb bemutat¶asra kerÄul}o modellben szerepl}o fogyaszt¶asi ig¶eny miatt t¶ertek
ki a szerz}ok. E fejezetben azt vizsg¶alt¶ak, hogy egy glob¶alis piacon k¶et
helyettes¶³t}o term¶ek ir¶anti kereslet hogyan hat¶arozhat¶o meg a min}os¶eg ¶es ¶ar,
mint param¶eterek fÄuggv¶eny¶eben.

Fontos megeml¶³teni, hogy a most bemutat¶asra kerÄul}o modell az abszol¶ut

v¶as¶arl¶oer}o parit¶as (PPP) ¶erv¶enyess¶eg¶eb}ol kiindulva |vagyis a pA
I

pA
II

= pB
I

pB
II

= v

feltev¶essel| de¯ni¶alja a k¶et orsz¶ag deviz¶aj¶anak ¶atv¶alt¶asi ar¶any¶at. A modell
egy line¶aris program, melyben az egyszer}ubb elemezhet}os¶ege miatt eltekin-
tÄunk a sz¶all¶³t¶asi, ¶at¶all¶asi kÄolts¶egekt}ol, tov¶abb¶a a term¶ekek sz¶all¶³t¶asi idej¶et}ol,
vagyis nincs cs¶usz¶asid}o sem.

Mivel a deviza¶arfolyam v¶altoz¶asok hat¶asainak a vizsg¶alata a c¶el, ez¶ert a
modellben nem szerepelnek olyan, egy¶ebk¶ent fontos faktorok, mint az ad¶ok,
v¶amok, ill. kv¶ot¶ak. A szakirodalom az e®ajta feltev¶est a s¶url¶od¶asmentes
kÄulkereskedelem n¶evvel illeti.

A bemutat¶asra kerÄul}o modell feladata, hogy seg¶³ts¶eg¶evel betekint¶est nyer-
jÄunk egy helyettes¶³t}o term¶ekeket gy¶art¶o glob¶alis v¶allalat ¶atÄutemez¶esi/¶attele-
p¶³t¶esi dÄont¶eseire. Ezen dÄont¶eseket a deviza¶arfolyamok v¶altoz¶as¶anak tulaj-
don¶³tjuk, ami persze egy bizonyos fok¶u elhanyagol¶as, mivel sz¶amos egy¶eb, a
fentieken k¶³vÄuli t¶enyez}o is kihat a dÄont¶esekre.

A dolgozat sor¶an kimondott t¶etelek bizony¶³t¶asait az appendix tartal-
mazza. Ezzel azt szerettÄuk volna el¶erni, hogy azon olvas¶ok is kÄonnyen eliga-
zodhassanak, akik nem annyira j¶artasak az oper¶aci¶okutat¶asban, ¶³gy nem
a kimondott t¶etelek igazol¶asa, sokkal ink¶abb a tartalmuk fogja meg }oket.
Term¶eszetesen azon kedves olvas¶ok, akik m¶elyebben szeretn¶ek magukat bele-
¶asni a t¶etelek gondolatainak val¶odis¶ag¶aba, a bizony¶³t¶asok seg¶³ts¶eg¶evel kÄonnye-
d¶en megtehetik ezt.

A dolgozat alapÄotlet¶et a k¶eszletez¶esi t¶emakÄorben m¶ar n¶eh¶any ¶eve el}ot¶erbe
kerÄul}o k¶erd¶es adta. TÄobb cikk is a glob¶alis v¶allatok k¶eszletez¶esi lehet}os¶egeit
vizsg¶alja a deviza¶arfolyamok tÄukr¶eben. Ide tartozik Lode Li, Evan L. Porteus,
¶es Hongtao Zhang m}uve [2], melyben a tÄobborsz¶agos sztochasztikus gy¶art¶o
rendszerek optim¶alis ir¶any¶³t¶asi elveit vizsg¶alj¶ak v¶altoz¶o felt¶etelek mellett.

Jelen dolgozat ¶ujdons¶agtartalm¶at az adja, hogy a k¶erd¶est a termel¶es
vonatkoz¶as¶aban vizsg¶alja.

2 Fogyaszt¶oi ig¶eny

Az al¶abbiakban a fogyaszt¶ok min}os¶eg ¶es ¶ar szerinti preferenci¶aja alapj¶an
pr¶ob¶aljuk a term¶ekeket vertik¶alisan megkÄulÄonbÄoztetni. Az erre vonatkoz¶o
elemz¶eseket [3, 95{97. oldal] alapj¶an v¶egeztÄuk.

TegyÄuk fel, hogy egy transznacion¶alis v¶allalat a vizsg¶al¶od¶asunk t¶argya,
mely az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert k¶et orsz¶agban van jelen abban az ¶ertelemben,
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hogy k¶epes term¶ekeit el}o¶all¶³tani mindk¶et ¶allamban. Ezt a k¶et orsz¶agot I-
gyel ¶es II-vel jelÄoljÄuk. Mindk¶et orsz¶ag szabad kereskedelmet folytat¶o kis
orsz¶ag, teh¶at sz¶amukra a term¶ekek ¶ara kÄuls}o adotts¶ag. A v¶allalat ¶altal
el}o¶all¶³tott term¶ekekr}ol a kÄovetkez}oket tudjuk: a v¶allalat k¶etf¶ele term¶eket
k¶epes el}o¶all¶³tani, melyeket jelÄolje A ¶es B. Az A vil¶agpiaci ¶ara az I. orsz¶ag
valut¶aj¶aban pA, a B pedig pB-be kerÄul. FeltesszÄuk tov¶abb¶a, hogy A min}os¶ege
egys¶egnyi, B min}os¶ege pedig ¾ > 1. Ez a k¶et term¶ek egym¶ast helyettes¶³t}o,
ami kÄozgazdas¶agilag azt jelenti, hogy a fogyaszt¶o azt v¶as¶arolja, amelyik
sz¶am¶ara nagyobb hasznoss¶ag¶erzetet okoz. Ezzel kapcsolatban tegyÄuk fel,
hogy mindk¶et orsz¶ag fogyaszt¶oi a £¤s¡p hasznoss¶ag alapj¶an dÄontenek: akkor
v¶as¶arolnak egy darabot az adott term¶ekb}ol, amenyiben ennek hasznoss¶aga
nemnegat¶³v, ¶es nagyobb minden m¶as potenci¶alis term¶ek hasznoss¶ag¶an¶al. Itt
£ az adott fogyaszt¶ora jellemz}o ¶alland¶o, s jelÄolje a term¶ek min}os¶eg¶et, p pedig
az ¶ar¶at.

1. t¶etel. A fenti felt¶etelek mellett k¶et eset lehets¶eges:

Els}o eset: pA · pB

¾ · pB¡pA

¾¡1 :

* pA ¶es pB¡pA

¾¡1 kÄozÄotti £-k eset¶en csak A-ra van ig¶eny;

* pB¡pA

¾¡1 -n¶el nagyobb £-kra pedig B-re.

M¶asodik eset: pB¡pA

¾¡1 · pB

¾ · pA:

Ekkor csup¶an B ut¶an van ig¶eny, az is pB

¾
felett.

Bizony¶³t¶as. A t¶etel k¶et eset¶enek bizony¶³t¶asa igen hasonl¶o, ¶³gy itt csak az
els}ot l¶atjuk be. TegyÄuk fel el}oszÄor, hogy

pA · pB

¾
: (1)

Ebb}ol ekvivalens ¶atalak¶³t¶asokkal ad¶odik, hogy:

pB ¤ ¾ ¡ pB · pB ¤ ¾ ¡ pA ¤ ¾ :

Mivel ¾ > 1, ¶³gy ¾¤(¾¡1)-gyel leoszthat¶o a fenti egyenl}otlens¶eg, ¶es m¶aris
megkapjuk, hogy:

pB

¾
· pB ¡ pA

¾ ¡ 1
:

A fogyaszt¶o akkor v¶as¶arolja az A term¶eket, ha ennek hasznoss¶aga nem-
negat¶³v ¶es magasabb, mint B-¶e, azaz

£ ¤ 1 ¡ pA ¸ 0 ¶es £ ¤ 1 ¡ pA > £ ¤ ¾ ¡ pB ;

ahonnan

£ ¸ pA ¶es £ <
pB ¡ pA

¾ ¡ 1
;
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mivel ¾ > 1.
A pA-n¶al kisebb £ ¶ert¶ekekkel rendelkez}o fogyaszt¶ok nem vesznek semmit,

mivel sz¶amukra mindk¶et term¶ek hasznoss¶aga negat¶³v. Az enn¶el nagyobb, de
pB¡pA

¾¡1
-n¶al kisebb ¶ert¶ekek eset¶en A-ra van ig¶eny, mivel itt a B hasznoss¶aga

negat¶³v. V¶egÄul az e fÄolÄotti £-val rendelkez}o fogyaszt¶ok sz¶am¶ara a B a hasz-
nosabb term¶ek, ¶³gy ezt v¶as¶arolj¶ak. Ezzel bebizony¶³tottuk a t¶etel els}o eset¶et.

M¶asfel}ol, amikor is (1) ellent¶ete ¶all fenn, hasonl¶o gondolkod¶assal kaphatjuk
a t¶etel m¶asodik eset¶et.

1. megjegyz¶es. A m¶asodik esetben, azaz amikor pB¡pA

¾¡1
· pB

¾
· pA, az

A ut¶ani kereslet z¶erus, a B ut¶ani pedig N ¤
³
1 ¡ F (pB

¾ )
´
, ahol F (¢) a £

eloszl¶asfÄuggv¶enye, ¶es N a piacon a potenci¶alis v¶as¶arl¶ok sz¶ama.

E megjegyz¶es szerint k¶etterm¶ekes modellÄunk a m¶asodik esetben egyter-
m¶ekess¶e fajul, ¶³gy a tov¶abbiakban felt¶etelezzÄuk, hogy a fenti t¶etel els}o esete

¶all fenn, azaz pA · pB

¾
· pB¡pA

¾¡1
. Ekkor az al¶abbi t¶etel egyszer}uen ad¶odik az

el}oz}o t¶etelb}ol az eloszl¶asfÄuggv¶enyek de¯n¶³ci¶oj¶anak seg¶³ts¶eg¶evel.

2. t¶etel. Legyen a £ eloszl¶asfÄuggv¶enye F (¢), a piacon a potenci¶alis v¶as¶arl¶ok
sz¶ama pedig N . Ekkor a piacon a term¶ekek ir¶anti kereslet:

² DA = N ¤
³
F ( pB¡pA

¾¡1 ) ¡ F (pA)
´
,

² DB = N ¤
³
1 ¡ F (pB¡pA

¾¡1
)
´
.

A fenti t¶etel egy ¶altal¶anos piacra vonatkozott, viszont a mi modellÄunk
orsz¶agokat vizsg¶al. Ezen ok miatt k¶et l¶ep¶esben ¶atalak¶³tottuk a t¶etelt, el}oszÄor
egy, majd k¶et orsz¶agot vizsg¶alva.

El}oszÄor jelÄolje N egy bizonyos orsz¶ag lakosainak sz¶am¶at. Akkor lesz az
orsz¶ag Äosszes ¶allampolg¶ara potenci¶alis v¶as¶arl¶o, ha a piac teljesen lefedi ezen
orsz¶agot. Amennyiben ez a felt¶etel teljesÄul, akkor az F (¢) eloszl¶asfÄuggv¶eny
az orsz¶ag lakosainak preferenci¶aj¶at ¶³rja le.

TegyÄuk most fel, hogy ism¶et a k¶et orsz¶agot vizsg¶aljuk. Az I-ben N , a
II-ban M lakos ¶el. Mindk¶et orsz¶agot teljes m¶ert¶ekben lefedi a piac, vagyis
az Äosszes lakos potenci¶alis v¶as¶arl¶o.

Amennyiben nincs elt¶er¶es a k¶et orsz¶ag lakosaira jellemz}o £-k eloszl¶as-
fÄuggv¶eny¶eben, akkor a 2. t¶etel szerint a term¶ekek ir¶anti glob¶alis kereslet:

DA = (N + M) ¤
µ

F

µ
pB ¡ pA

¾ ¡ 1

¶
¡ F (pA)

¶

DB = (N + M) ¤
µ

1 ¡ F

µ
pB ¡ pA

¾ ¡ 1

¶¶

Itt F (¢) a kÄozÄos eloszl¶asfÄuggv¶eny. A fenti felt¶etelez¶es |miszerint nincs elt¶er¶es
az orsz¶agok preferenci¶ai kÄozÄott| azonban igen ritk¶an igaz, mivel az elt¶er}o
¶eletsz¶³nvonal, ¶es a kultur¶alis kÄulÄonbs¶egek miatt a sz¶oban forg¶o eloszl¶asfÄugg-
v¶enyek igen elt¶er}oek lehetnek.
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2. megjegyz¶es. JelÄolje az I. orsz¶ag lakosainak hasznoss¶ag¶erzet¶et megha-
t¶aroz¶o param¶eter eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et FI(¢), a II. orsz¶agbeliek¶et pedig FII(¢).
Ekkor a term¶ekek ir¶anti glob¶alis kereslet:

DA = N ¤
µ

FI(
pB ¡ pA

¾ ¡ 1
) ¡ FI(p

A)

¶
+ M ¤

µ
FII(

pB ¡ pA

¾ ¡ 1
) ¡ FII(p

A)

¶

DB = N ¤
µ

1 ¡ FI(
pB ¡ pA

¾ ¡ 1
)

¶
+ M ¤

µ
1 ¡ FII(

pB ¡ pA

¾ ¡ 1
)

¶

3 Gy¶art¶as

Most azt fogjuk vizsg¶alni, hogy milyen strat¶egi¶at kell a v¶allalatnak kÄovet-
nie, ha ¯gyelembe vesszÄuk a k¶et orsz¶ag kÄozÄotti deviza¶arfolyamot. C¶elunk
ezen param¶eter optim¶alis termel¶esi szintekre gyakorolt hat¶as¶anak vizsg¶alata.
JelÄolje teh¶at v az I. ¶es a II. orsz¶ag valut¶ainak ¶atv¶alt¶asi ar¶any¶at. A most
bemutatott modell e param¶eter fÄuggv¶eny¶eben hat¶arozza meg a maxim¶alis
pro¯tot.

A c¶eg termel¶es¶er}ol a kÄovetkez}oket tudjuk: a c¶eg mindk¶et orsz¶agban k¶epes
el}o¶all¶³tani mindk¶et term¶ek¶et. Az I. ¶es a II. orsz¶agban az A ill. a B el}o-
¶all¶³t¶as¶anak kÄolts¶ege az adott orsz¶ag valut¶aj¶aban kifejezve: pA

I ; pB
I ; pA

II ; p
B
II ,

egy term¶ek el}o¶all¶³t¶as¶ahoz cA
I ; cB

I ; cA
II ; c

B
II kapacit¶asra van szÄuks¶eg. Tudjuk,

hogy az orsz¶agokban a gy¶araknak kapacit¶askorl¶atai a kÄovetkez}ok: CI ; CII .
A term¶ekek elad¶asi ¶ara az I. orsz¶ag valut¶aj¶aban: pA ill. pB . TegyÄuk fel,
hogy a v¶allalat c¶elja a pro¯tmaximaliz¶al¶as. Meg kell hat¶arozni, hogy mennyit
termeljen a v¶allalat az egyes gy¶arakban a term¶ekekb}ol. JelÄolje ezeket: xA

I ; xB
I ,

xA
II ; x

B
II .

Teh¶at az al¶abbi param¶eteres line¶aris programot kell megoldani:

xA
I + xA

II = DA

xB
I + xB

II = DB

cA
I ¤ xA

I + cB
I ¤ xB

I · CI

cA
II ¤ xA

II + cB
II ¤ xB

II · CII

xA
I ; xB

I ; xA
II ; x

B
II ¸ 0

max
£
(pA ¡ pA

I ) ¤ xA
I + (pA ¡ v ¤ pA

II) ¤ xA
II +

+ (pB ¡ pB
I ) ¤ xB

I + (pB ¡ v ¤ pB
II) ¤ xB

II

¤

JelÄolje ezen feladatot (LP). A felt¶etelek felhaszn¶al¶as¶aval a c¶elfÄuggv¶eny az
al¶abbi alakba transzform¶alhat¶o:

pA ¤ DA + pB ¤ DB ¡ min
£
pA

I ¤ xA
I + pB

I ¤ xB
I + v ¤ pA

II ¤ xA
II + v ¤ pB

II ¤ xB
II

¤

A feladatot megoldhat¶os¶ag szempontj¶ab¶ol h¶arom f}o r¶eszre bonthatjuk,
aszerint, hogy az (LP) felt¶etelei kÄozÄott szerepl}o k¶et egyenl}otlens¶eg az op-
tim¶alis megold¶asban ¶eles-e vagy sem:
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1. Mindk¶et egyenl}otlens¶eg ¶elesen teljesÄul, vagyis mindk¶et orsz¶agban t¶ul
nagy a termel}ok¶epess¶eg.

2. Egyik egyenl}otlens¶eg egyenl}os¶eggel teljesÄul, a m¶asik nem, ez pedig azt
jelenti, hogy az egyik orsz¶ag teljes kapacit¶ason termel, a m¶asik pedig
nem haszn¶alja ki termel}o lehet}os¶egeit.

3. Mindk¶et egyenl}otlens¶eg egyenl}os¶eggel teljesÄul, azaz mindk¶et gy¶ar teljes
kapacit¶ason m}ukÄodik.

Az elkÄovetkez}o t¶etelek bizony¶³t¶asait egyÄutt kÄozÄoljÄuk a dolgozat v¶egi mel-
l¶ekletben.

3.1 Mindk¶et orsz¶agban t¶ul nagy a kapacit¶as

Most azzal a felt¶etelez¶essel ¶elÄunk, hogy optim¶alis esetben mindk¶et gy¶arnak
marad ki nem haszn¶alt kapacit¶asa. Ebben az esetben a kapacit¶askorl¶atokat
egyik gy¶arban sem ¶eri el a termel¶es. Az (LP) ekkor az al¶abbi alak¶u:

xA
I + xA

II = DA

xB
I + xB

II = DB

cA
I ¤ xA

I + cB
I ¤ xB

I < CI

cA
II ¤ xA

II + cB
II ¤ xB

II < CII

xA
I ; xB

I ; xA
II ; x

B
II ¸ 0

pA ¤ DA + pB ¤ DB ¡ min
£
pA

I ¤ xA
I + pB

I ¤ xB
I + v ¤ pA

II ¤ xA
II + v ¤ pB

II ¤ xB
II

¤

Ekkor az optim¶alis megold¶asa mindig a param¶etert}ol fÄugg, mint ahogy
a kÄovetkez}okb}ol ki is derÄul. Fontos megjegyezni, hogy ekkor, az elegend}o
rendelkez¶esre ¶all¶o kapacit¶as miatt, az optim¶alis megold¶asok att¶ol fÄuggnek,
hogy hol ¶eri meg jobban termelni az egyes term¶eket.

Nyilv¶anval¶o t¶eny, hogy adott a ¶es b val¶os sz¶am eset¶en fenn¶all a trihot¶omia,
vagyis: a = b, vagy a < b, vagy a > b. Az els}o esetben a sz¶amok a
sz¶amegyenest k¶et, a m¶asodik ¶es hamadik esetben pedig h¶arom r¶eszre bontj¶ak.

Legyen most a = pA
I

pA
II

, ¶es b = pB
I

pB
II

. A fenti gondolatmenetet ¯gyelembe

v¶eve az (LP) optim¶alis megold¶asair¶ol a kÄovetkez}o t¶etelsorozat mondhat¶o ki.
A t¶etelek lefedik azon eseteket, melyek a fenti rendszer megold¶asai lehet-

nek. Azt mutatj¶ak be, hogy ¶eppen hol ¶eri meg a term¶ekeket gy¶artani. Az
al¶abbi n¶egy eset kÄozÄul egy adott feladatn¶al a kÄovetkez}ok alapj¶an lehet a
megfelel}ot kiv¶alasztani:

Amennyiben a deviza¶arfolyam nem kisebb pA
I

pA
II

¶es pB
I

pB
II

maximum¶an¶al, ill.

nem nagyobb a minimumukn¶al, akkor egyszer}uen kiv¶alaszthat¶o a megfelel}o
t¶etel (3. ill. 6.). Viszont, amikor az ¶arfolyam az egyikn¶el kisebb, de a

m¶asikn¶al nagyobb, akkor meg kell vizsg¶alni, hogy pA
I

pA
II

>
pB

I

pB
II

, vagy pA
I

pA
II

<
pB

I

pB
II

.
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Miut¶an ezt eldÄontÄottÄuk, m¶ar meg is van, hogy melyik esetet kell alkalmazni
(4. ill. 5.).

3. t¶etel. Ha v ¸ max
³

pA
I

pA
II

; pB
I

pB
II

´
¶es CI > DA ¤ cA

I + DB ¤ cB
I , akkor

xA
I = DA ; xA

II = 0 ; xB
I = DB ; xB

II = 0 :

A fenti els}o felt¶etel szerint a deviza ¶atv¶alt¶asi ar¶anya nagyobb mind az A,
mind a B term¶ek el}o¶all¶³t¶as¶anak relat¶³v kÄolts¶egh¶anyad¶an¶al. Ez annyit tesz,
hogy olcs¶obb mindk¶et term¶eket az els}o orsz¶agban legy¶artani, ¶es a szÄuks¶eges
mennyis¶eget a m¶asik orsz¶agba ¶atsz¶all¶³tani. A m¶asodik felt¶etel azt garant¶alja,
hogy a gy¶art¶ast a kapacit¶asok lehet}ov¶e tegy¶ek.

4. t¶etel. pA
I

pA
II

¸ v ¸ pB
I

pB
II

, CI > DB ¤ cB
I ¶es CII > DA ¤ cA

II :

xA
I = 0 ; xA

II = DA ; xB
I = DB ; xB

II = 0 :

Az A term¶eket a II. orsz¶agban, a B term¶eket az I. orsz¶agban lehet gaz-
das¶agosabban termelni, felt¶eve, hogy a kapacit¶asok megfelel}oek.

5. t¶etel.
pB

I

pB
II

¸ v ¸ pA
I

pA
II

, CI > DA ¤ cA
I ¶es CII > DB ¤ cB

II :

xA
I = DA ; xA

II = 0 ; xB
I = 0 ; xB

II = DB :

A B term¶eket a II. orsz¶agban, az A term¶eket az I. orsz¶agban termeli,
felt¶eve, hogy a kapacit¶asok megfelel}oek.

6. t¶etel. v · min
³

pA
I

pA
II

;
pB

I

pB
II

´
¶es CII > DA ¤ cA

II + DB ¤ cB
II :

xA
I = 0 ; xA

II = DA ; xB
I = 0 ; xB

II = DB :

Ez annyit tesz, hogy amennyiben a deviza¶arfolyam rosszabb, mint a ter-
m¶ekek relat¶³v termel¶esi ÄonkÄolts¶egei az egyes orsz¶agokban, akkor a jobb felt¶e-
telekkel rendelkez}o II. orsz¶agban termeli meg az Äosszes term¶ek¶et, amennyiben
ezt a kapacit¶asok megengedik.

3.2 Egyik orsz¶agban teljes kapacit¶ason folyik a terme-
l¶es, a m¶asikban nem

Mivel a feladatban nincs kitÄuntetett szerepe egyik orsz¶agnak sem, ¶³gy el¶eg
azt az esetet vizsg¶alni, amikor az I. orsz¶ag nem termel teljes kapacit¶ason,
de a II. igen. Most sz¶et kell v¶alasztani a fejezetet, mivel itt elk¶epzelhet}o
degener¶alt eset is.
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3.2.1 Norm¶al eset

Ebben az esetben a param¶etert}ol fÄugg}oen az al¶abbi n¶egy t¶etel egyike ¶all fenn:

7. t¶etel. Ha
³

cB
II

cA
II

¤ pA
I ¡ pB

I

´
· v ¤

³
cB

II

cA
II

¤ pA
II ¡ pB

II

´
,

pB
I

pB
II

¸ v, ¶es CI +

cA
I

cA
II

¤ CII > cA
I ¤ DA + cB

I ¤ DB :

xA
I = DA ; xB

I = DB ¡ CII

cB
II

¸ 0 ;

xA
II = 0 ; xB

II =
CII

cB
II

:

A m¶asodik felt¶etel azt jelenti, hogy a B-t jobban meg¶eri a II. orsz¶agban
el}o¶all¶³tani. Az els}o felt¶etel igen bonyolultnak t}unhet. A l¶enyege az, hogy a
II. orsz¶agnak komparat¶³v el}onye van a B term¶ek el}o¶all¶³t¶as¶aban. A c¶eg itteni
gy¶ara teh¶at teljes m¶ert¶ekben a B gy¶art¶as¶ara specializ¶al¶odik. Itt viszont a ka-
pacit¶askorl¶at miatt nem lehet elegend}o mennyis¶eget el}o¶all¶³tani. A marad¶ekot
az I. orsz¶agban k¶esz¶³tik el. Vil¶agos, hogy ebben az esetben az A term¶ek ir¶anti
keresletet teljes eg¶esz¶eben az I. orsz¶agbeli gy¶ar el¶eg¶³ti ki. A harmadik felt¶etel
azt biztos¶³tja hogy az I. orsz¶ag nem termel teljes kapacit¶ason.

8. t¶etel. Ha
³

cB
II

cA
II

¤ pA
I ¡ pB

I

´
¸ v ¤

³
cB

II

cA
II

¤ pA
II ¡ pB

II

´
, pB

I

pB
II

¸ v, ¶es CI +

cB
I

cB
II

¤ CII > cB
I ¤ cA

II

cB
II

¤ DA + cB
I ¤ DB :

xA
I = 0 ; xB

I = DB ¡ CII ¡ DA ¤ cA
II

cB
II

¸ 0 ;

xA
II = DA ; xB

II =
CII ¡ DA ¤ cA

II

cB
II

¸ 0 :

Az el}oz}o t¶etel alapj¶an kÄonnyen kital¶alhat¶o a k¶et felt¶etel l¶enyege: az II. or-
sz¶agnak komparat¶³v el}onye van a A term¶ek el}o¶all¶³t¶as¶aban. Teh¶at itt termelik
a teljes A mennyis¶eget, ¶es a megmarad¶o kapacit¶as erej¶eig B-t is, mivel a B-t
is jobban meg¶eri a II. orsz¶agban el}o¶all¶³tani. A megmarad¶o B term¶eket az I.
gy¶arban k¶esz¶³tik el.

9. t¶etel. Ha
³

cB
II

cA
II

¤ pA
I ¡ pB

I

´
· v ¤

³
cB

II

cA
II

¤ pA
II ¡ pB

II

´
, pA

I

pA
II

¸ v, ¶es CI +

cA
I

cA
II

¤ CII > cA
I ¤ DA + cA

I ¤ cB
II

cA
II

¤ DB :

xA
I = DA ¡ CII ¡ DB ¤ cB

II

cA
II

¸ 0 ; xB
I = 0 ;

xA
II =

CII ¡ DB ¤ cB
II

cA
II

¸ 0 ; xB
II = DB :

Itt egy az egyben lehet alkalmazni a 7. t¶etelben elmondottakat, csak az
A term¶ek helyett B-t, az I. orsz¶ag helyett II.-at kell venni, ¶es ford¶³tva.



Egy helyettes¶³t}o term¶ekeket gy¶art¶o . . . 75

10. t¶etel. Ha
³

cB
II

cA
II

¤ pA
I ¡ pB

I

´
¸ v ¤

³
cB

II

cA
II

¤ pA
II ¡ pB

II

´
, pA

I

pA
II

¸ v, ¶es CI +

cA
I

cA
II

¤ CII > cA
I ¤ DA + cB

I ¤ DB :

xA
I = DA ¡ CII

cA
II

¸ 0 ; xB
I = DB ;

xA
II =

CII

cA
II

; xB
II = 0 :

Ez az eset pedig a 8. t¶etel hasonm¶asa. (A term¶ekek ¶es az orsz¶agok meg-
cser¶el¶ese itt is elengedhetetlen.)

3. megjegyz¶es. A fenti t¶etelekn¶el persze elengedhetetlen, hogy megkÄoveteljÄuk
a megold¶asok nemnegativit¶as¶at a megengedetts¶eghez. A t¶etelek elej¶en a k¶et
felt¶etel a megold¶asok optimalit¶asi felt¶etele.

3.2.2 Degener¶alt eset

Ebben az esetben az (LP) felt¶etelrendszere speci¶alis alak¶u (l¶asd Appendix),
¶es ennek kÄovetkezt¶eben az optim¶alis megold¶asok m¶odosulnak. Mivel most
az I. orsz¶ag nem termel teljes kapacit¶ason, ¶³gy az optim¶alis esetekr}ol a 2.1
pont azon t¶eteleinek hasonm¶asait lehet kimondani, amelyekben szerepel a
CII kapacit¶askorl¶atra vonatkoz¶o felt¶etel. A t¶etelek ¶ugy m¶odosulnak, hogy az
ottani CII kapacit¶askorl¶atra vonatkoz¶o felt¶etelek itt egyenl}os¶eggel kell, hogy
teljesÄuljenek, a t¶etelek tÄobbi r¶esze v¶altozatlan.

Term¶eszetesen, ha a szimmetrikus eset ¶all fenn, vagyis I. orsz¶ag termel
teljes kapacit¶ason, ¶es a II. orsz¶ag nem, akkor a 2.1 pont t¶eteleiben a CI

kapacit¶askorl¶athoz tartoz¶o felt¶etelek teljesÄulnek egyenl}os¶eggel.

3.3 Teljes kapacit¶askihaszn¶al¶as mindk¶et orsz¶agban

Ebben az alfejezetben v¶egig azzal a felt¶etelez¶essel ¶elÄunk, hogy mindk¶et gy¶ar
teljes kapacit¶ason m}ukÄodik optim¶alisan. Ekkor az eredeti param¶eteres line¶aris
program felt¶etelei az optim¶alis megold¶asban az al¶abbi egyenletrendszerbe
mennek ¶at:

xA
I + xA

II = DA

xB
I + xB

II = DB

cA
I ¤ xA

I + cB
I ¤ xB

I = CI

cA
II ¤ xA

II + cB
II ¤ xB

II = CII

Az al¶abbi t¶etelb}ol j¶ol l¶athat¶o, hogy az egyenletrendszer igen sokf¶elek¶eppen
viselkedhet.

11. t¶etel. A fenti egyenletrendszer megoldhat¶os¶ag¶ar¶ol az al¶abbiakat mond-
hatjuk:
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1. Mindig egy¶ertelm}u a megold¶asa, ha cA
I

cA
II

6= cB
I

cB
II

.

2. Amennyiben cA
I

cA
II

= cB
I

cB
II

¶all fenn, akkor k¶et eset lehets¶eges:

a) V¶egtelen sok megold¶as van, ha fenn¶all a CI

cB
I

+ CII

cB
II

= DB + cA
I

cB
I

¤DA

azonoss¶ag;

b) Amennyiben a CI

cB
I

+ CII

cB
II

= DB + cA
I

cB
I

¤ DA felt¶etel nem teljesÄul,

akkor nincs megold¶as.

3.3.1 Egy¶ertelm}u megoldhat¶os¶ag esete

Most egy rÄovid id}ore vizsg¶aljuk meg a fenti t¶etel 1. eset¶et, vagyis amikor
cA

I

cA
II

6= cB
I

cB
II

. Ez a felt¶etel a komparat¶³v el}onyÄok l¶etez¶es¶et biztos¶³tja. Ekkor a

fenti t¶etel szerint egy¶ertelm}u az egyenletrendszer megold¶asa.

12. t¶etel. Az egyenletrendszer egy¶ertelm}u megoldhat¶os¶aga eset¶en a megold¶a-
sok a kÄovetkez}o alak¶uak:

xA
I =

cA
II ¤ cB

I ¤ DA + cB
I ¤ cB

II ¤ DB ¡ CI ¤ cB
II ¡ CII ¤ cB

I

cA
II ¤ cB

I ¡ cA
I ¤ cB

II

xA
II =

CI ¤ cB
II + CII ¤ cB

I ¡ cA
I ¤ cB

II ¤ DA ¡ cB
I ¤ cB

II ¤ DB

cA
II ¤ cB

I ¡ cA
I ¤ cB

II

xB
I =

cA
II ¤ CI + cA

I ¤ CII ¡ cA
I ¤ cA

II ¤ DA ¡ cA
I ¤ cB

II ¤ DB

cA
II ¤ cB

I ¡ cA
I ¤ cB

II

xB
II =

cA
I ¤ cA

II ¤ DA + cA
II ¤ cB

I ¤ DB ¡ cA
II ¤ CI ¡ cA

I ¤ CII

cA
II ¤ cB

I ¡ cA
I ¤ cB

II

:

Az eredeti (LP) megold¶asair¶ol az el}oz}o t¶etel seg¶³ts¶eg¶evel az al¶abbiak mond-
hat¶ok:

13. t¶etel. Az el}oz}o t¶etel egy¶ertelm}u megold¶asainak megengedetts¶eg¶ehez az
xA

II ; x
A
II ; x

B
I ; xB

II ¸ 0 felt¶etelek szÄuks¶egesek. A megengedett megold¶asok opti-
malit¶as¶ahoz pedig a param¶eterre kell fenn¶allnia az al¶abbi egyenl}otlens¶egeknek:

³
pA

I

cA
II

¡ pB
I

cB
II

´
¡ v ¤

³
pA

II

cA
II

¡ pB
II

cB
II

´

cA
II ¤ cB

I ¡ cA
I ¤ cB

II

¸ 0 ;

³
pA

I

cA
I

¡ pB
I

cB
I

´
¡ v ¤

³
pA

II

cA
I

¡ pB
II

cB
I

´

cA
II ¤ cB

I ¡ cA
I ¤ cB

II

¸ 0 :

4. megjegyz¶es. A megold¶asok nemnegativit¶asa garant¶alja a megengedett-
s¶eget. A param¶eterre vonatkoz¶o felt¶etelek a line¶aris programokn¶al szok¶asos
optimalit¶asi felt¶eteleknek felelnek meg.



Egy helyettes¶³t}o term¶ekeket gy¶art¶o . . . 77

3.3.2 A nem egy¶ertelm}u megoldhat¶os¶ag esete

Amennyiben a 11. t¶etel 2. esete ¶all fenn, akkor biztos, hogy az egyenletrend-
szernek nincs egy¶ertelm}u gyÄoke. Ennek ellen¶ere m¶eg ebben az esetben is lehet

megold¶as, de ehhez tov¶abbi felt¶etelre (CI

cB
I

+ CII

cB
II

= DB + cA
I

cB
I

¤DA) van szÄuks¶eg.

E felt¶etel teljesÄul¶ese eset¶en a k¶et term¶ek orsz¶agonk¶enti alternat¶³v kÄolts¶egei
azonosak, azaz egyik orsz¶agbeli gy¶arnak sincs komparat¶³v el}onye egyik term¶ek
termel¶es¶eben sem. Vagyis ak¶arhogyan eloszthatj¶ak a termel¶est, az mindig j¶o
megold¶as lesz, de nem felt¶etlenÄul optim¶alis. A megoldhat¶os¶ag egyetlen kÄove-
telm¶enye teh¶at, hogy pontosan akkora kapacit¶as ¶alljon rendelkez¶esre a term¶e-
kek gy¶art¶as¶ahoz, amekkora a keresletÄuk. Ennek magyar¶azata az, hogy mivel
a k¶et term¶ek alternat¶³v kÄolts¶ege azonos, ez¶ert el¶eg a B term¶eket haszn¶alni:

egy A legy¶art¶as¶aval egyen¶ert¶ek}u cA
I

cB
I

darab B k¶esz¶³t¶ese. Ebb}ol kÄovetkezik,

hogy az Äosszkereslet DB + cA
I

cB
I

¤ DA a B term¶ekben sz¶amolva. A term¶ek

k¶³n¶alata pedig a k¶et gy¶ar maxim¶alis kapacit¶asÄosszege a B term¶ekb}ol, azaz:
CI

cB
I

+ CII

cB
II

.

Ami az (LP) optim¶alis megold¶asait illeti, m¶ar kicsit bonyolultabb a helyzet,
mivel ekkor a param¶eter fÄuggv¶eny¶eben tÄobb eset is fenn¶allhat.

¶Erdekess¶egk¶ent vizsg¶aljuk meg k¶et speci¶alis esetet.

Els}ok¶ent, amikor a CI

cB
I

+ CII

cB
II

= DB + cA
I

cB
I

¤ DA felt¶etel a CI

cB
I

= DB, ¶es a
CII

cA
II

= DA egyÄuttes fenn¶allt¶aval teljesÄul.

M¶asodsorban, amikor a CI

cB
I

+ CII

cB
II

= DB + cA
I

cB
I

¤ DA felt¶etel a CI

cA
I

= DA, ¶es

a CII

cB
II

= DB egyÄuttes fenn¶allt¶aval teljesÄul.

V¶egezetÄul vizsg¶aljuk meg a CI

cB
I

+ CII

cB
II

6= DB + cA
I

cB
I

¤ DA esetet. Mivel a

term¶ekek alternat¶³v kÄolts¶egei tov¶abbra is azonosak, ¶³gy itt sem lehet meg-
kÄulÄonbÄoztetni }oket, ekkor a teljes kapacit¶askihaszn¶al¶as felt¶etele pontosan
megszabja a termelend}o mennyis¶eget, ami a fenti felt¶etel miatt nem egyezik
meg az Äosszkereslettel. Most teh¶at nem ¶allhat fenn a kereslet ¶es a k¶³n¶alat
egyens¶ulya, mivel, ha az Äosszkereslet kevesebb a rendelkez¶esre ¶all¶o Äosszkapa-
cit¶asn¶al, akkor az optim¶alis megold¶as a 2.1 ill. a 2.2 pontok valamelyik¶eben
tal¶alhat¶o meg; amennyiben viszont az Äosszkereslet meghaladja a v¶allalat ka-
pacit¶as¶at, akkor a feladatnak nincs megold¶asa.

4 ÄOsszefoglal¶as

A dolgozat egy glob¶alis, tÄobbterm¶ekes v¶allalat termel¶es-allok¶aci¶os dÄont¶eseinek
bemutat¶as¶at szerette volna megvil¶ag¶³tani. A felv¶azolt modell egy k¶et orsz¶ag-
ban termel}okapacit¶assal rendelkez}o, ¶es k¶et helyettes¶³t}o term¶eket gy¶art¶o c¶eget
vizsg¶alt. A vizsg¶alat alapja a rendelkez¶esre ¶all¶o kapacit¶asok kihaszn¶alts¶ag¶an
alapult. KÄulÄon-kÄulÄon elemezte a mindk¶et orsz¶agbeli teljes kihaszn¶alts¶agot,
megvizsg¶alta azt az esetet, amikor csak az egyik orsz¶ag kapacit¶asait haszn¶alj¶ak
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ki maxim¶alisan, ¶es kit¶ert arra amikor mindk¶et orsz¶agban csup¶an a teljes ka-
pacit¶asok egy r¶esz¶et kÄotik le.

A modell, ami az elemz¶es alapj¶at szolg¶altatta egyszer}us¶ege miatt egyfel}ol
pontosan megfelelt a szerz}ok elv¶ar¶asainak, mivel seg¶³ts¶eg¶evel kÄonnyen bepil-
lant¶ast lehetett nyerni az optim¶alis termel¶es Äosszet¶etel¶ebe. M¶asfel}ol a modell
egyszer}us¶ege mutathat ir¶anyt a tov¶abbi kutat¶asoknak. Sz¶amos ir¶anyban el
lehet indulni a modell b}ov¶³t¶es¶et megc¶elozva. Az els}o |tal¶an legk¶ezenfekv}obb
¶ut| az orsz¶agok, a term¶ekek, ill. az egy orsz¶agban tal¶alhat¶o gy¶arak sz¶am¶a-
nak nÄovel¶ese. Term¶eszetesen ekkor az eredm¶enyek, b¶ar tov¶abbra is a line¶aris
programoz¶as elm¶elet¶en alapulnak, formailag sokkal bonyolultabbak lenn¶enek.
Egy m¶asik lehet}os¶eg lehet a modell felt¶etelei kÄozÄul n¶eh¶any relax¶al¶asa. Az
¶³gy kapott m¶odosult felt¶etelrendszer vizsg¶alata szint¶en elk¶epzelhet}o kutat¶asi
terÄulet lehet. V¶egezetÄul megeml¶³thet}o az a terÄulet, ami tal¶an a leg¶erdekesebb.
Az egyszerre tÄobb faktorral oper¶al¶o modell vizsg¶alata, vagyis amikor az ¶ar-
folyamon k¶³vÄul m¶eg n¶eh¶any befoly¶asol¶o t¶enyez}ot (ad¶ok, b¶erek stb.) ¶ep¶³tÄunk
bele a modellbe. Ezen lehet}os¶eg az¶ert is ¶erdekes, mivel ¶³gy a tÄobb t¶enyez}o
egyÄuttes hat¶as¶at lehetne vizsg¶alni, ami jobban kÄozel¶³ten¶e a val¶os helyzetet.

5 Appendix

Most az (LP) szimplex algoritmus szerinti optim¶alis megold¶asainak vizsg¶ala-
ta seg¶³ts¶eg¶evel bebizony¶³tjuk a m¶asodik fejezet Äosszes t¶etel¶et. Eml¶ekeztet}oÄul
¶alljon itt az eredeti feladat:

xA
I + xA

II = DA (2)

xB
I + xB

II = DB (3)

cA
I ¤ xA

I + cB
I ¤ xB

I · CI (4)

cA
II ¤ xA

II + cB
II ¤ xB

II · CII (5)

xA
I ; xB

I ; xA
II ; x

B
II ¸ 0

pA ¤ DA + pB ¤ DB ¡ min
£
pA

I ¤ xA
I + pB

I ¤ xB
I + v ¤ pA

II ¤ xA
II + v ¤ pB

II ¤ xB
II

¤

Legyenek u1¶es u2 seg¶edv¶altoz¶ok. El}obbi a (4), m¶³g ut¶obbi az (5) felt¶etelt
eg¶esz¶³ti ki egyenl}os¶egg¶e. A k¶et m¶odos¶³tott felt¶etel teh¶at:

cA
I ¤ xA

I + cB
I ¤ xB

I + u1 = CI (40)

cA
II ¤ xA

II + cB
II ¤ xB

II + u2 = CII (50)

Mivel n¶egy felt¶etel ¶es hat v¶altoz¶o van, ¶es mivel a felt¶etelek line¶arisan
fÄuggetlenek, ¶³gy az optim¶alis b¶azis n¶egy v¶altoz¶os lesz. Az egyes v¶altoz¶okhoz
tartoz¶o vektorokat jelÄolje: xA

I , xA
II , xB

I , xB
II , u1, ¶es u2.
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b xA
I xA

II xB
I xB

II u1 u2

DA 1 1 0 0 0 0
DB 0 0 1 1 0 0
CI cA

I 0 cB
I 0 1 0

CII 0 cA
II 0 cB

II 0 1

KezdjÄuk vizsg¶alatunkat a 2.1 ponttal. Ekkor egyik gy¶ar sem termel teljes
kapacit¶ason, vagyis mind (4), mind (5) szigor¶u egyenl}otlens¶eggel teljesÄul. Ez
azt jelenti, hogy mindk¶et seg¶edv¶altoz¶o ¶ert¶eke pozit¶³v. Egy v¶altoz¶onak a meg-
old¶asban viszont csak akkor lehet pozit¶³v ¶ert¶eke, ha benne van a b¶azisban.
Ebben az esetben teh¶at mind u1-nek, mind u2-nek szerepelnie kell a b¶azisban.

A v¶altoz¶okat vizsg¶alva az al¶abbi b¶azisok jÄohetnek sz¶oba:

B1 = fxA
I ; xB

I ; u1; u2 g ; B2 = fxA
I ; xB

II ; u1; u2 g ;

B3 = fxA
II ; xB

I ; u1; u2 g ; B4 = fxA
II ; xB

II ; u1; u2 g :

Mivel mind a n¶egy b¶azisra ugyan¶ugy megy a sz¶amol¶as, ¶³gy most csak B1-re
n¶ezzÄuk v¶egig a m¶odszert, a tÄobbi vizsg¶alata hasonl¶oan ad¶odik. SzÄuks¶egÄunk
van a B¡1

1 ¤ b szorzatra, mivel ez adja vissza a b¶azisbeli v¶altoz¶ok ¶ert¶ek¶et. A
b m¶ar ismert, a B¡1

1 pedig a kÄovetkez}o:

B¡1
1 =

0
B@

1 0 0 0
0 1 0 0

¡cA
I ¡cB

I 1 0
0 0 0 1

1
CA

Ezek alapj¶an a megold¶as:

xA
I = DA; xA

II = 0; xB
I = DB; xB

II = 0;

u1 = CI ¡ DA ¤ cA
I ¡ DB ¤ cB

I ; u2 = CII :

Mivel a v¶altoz¶ok nemnegat¶³vak, s}ot a seg¶edv¶altoz¶ok pozit¶³vak, ¶³gy szÄuks¶eges
a CI ¡ DA ¤ cA

I ¡ DB ¤ cB
I > 0 felt¶etel.

Ez a megold¶as akkor lesz optim¶alis, ha a b¶azison k¶³vÄuli v¶altoz¶okra teljesÄul,
hogy a b¶azisbeli koordin¶at¶aikat (dA

II = B¡1
1 ¤xA

II , d
B
II = B¡1

1 ¤xB
II) skal¶arisan

szorozva a b¶azisv¶altoz¶ok c¶elfÄuggv¶enybeli egyÄutthat¶oikkal (cB1), nem kisebb

¶ert¶eket kapunk, mint az adott v¶altoz¶ok c¶elfÄuggv¶enybeli egyÄutthat¶oi (cxA
II , ill.

cxB
II):

dA
II

T ¤ cB1 = ¡pA
I ¸ cxA

II = ¡v ¤ pA
II ;

dB
II

T ¤ cB1 = ¡pB
I ¸ cxB

II = ¡v ¤ pB
II :

A v param¶etert kifejezve e k¶et egyenl}otlens¶egb}ol, a v ¸ max
³

pA
I

pA
II

; pB
I

pB
II

´

felt¶etelhez jutunk. Ezzel igazoltuk a 3. t¶etelt. Amint azt fent elmondtuk
a 4., 5., ¶es 6. t¶etelek bizony¶³t¶asa ez alapj¶an kÄonnyen elv¶egezhet}o.

A 2.2 pontban szimmetriai okok miatt azt az esetet vizsg¶altuk, amikor az
I. orsz¶agban nem termelnek teljes kapacit¶ason, a II.-ban viszont igen. Ez a
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v¶altoz¶ok szempontj¶ab¶ol azt jelenti, hogy u1 biztosan pozit¶³v ¶ert¶ekkel szerepel
a b¶azisban, ezzel szemben u2-r}ol csak azt tudjuk, hogy ¶ert¶eke nulla.

El}oszÄor n¶ezzÄuk v¶egig azt az esetet, amikor az fxA
I , xA

II , xB
I , xB

II , u1 g
vektorrendszer rangja n¶egy, azaz e rendszerb}ol egy vektort elhagyva b¶azist
kapunk. Ekkor teh¶at u2 b¶azison k¶³vÄuli. Az u1 ¶ert¶eke pozit¶³v a 2.2 pontban,
¶³gy mindegyik b¶azisban benne van. N¶egy lehets¶eges b¶azis van:

B5 = fxA
I ; xA

II ; xB
I ; u1 g ; B6 = fxA

I ; xA
II ; xB

II ; u1 g ;

B7 = fxA
I ; xB

I ; xB
II ; u1 g ; B8 = fxA

II ; xB
I ; xB

II ; u1 g :

Most csak B5-re n¶ezzÄuk v¶egig a m¶odszert, a tÄobbi vizsg¶alata hasonl¶oan
ad¶odik. SzÄuks¶egÄunk van a B¡1

5 ¤b szorzatra, mivel ez adja vissza a b¶azisbeli
v¶altoz¶ok ¶ert¶ek¶et. A b m¶ar ismert, a B¡1

5 pedig a kÄovetkez}o:

B¡1
5 =

0
BBB@

1 0 0 ¡ 1
cA

II

0 0 0 1
cA

II

0 1 0 0
¡cA

I ¡cB
I 1 cA

I

cA
II

1
CCCA

Ezek alapj¶an a megold¶as:

xA
I = DA ¡ CII

cA
II

¸ 0; xA
II =

CII

cA
II

; xB
I = DB; xB

II = 0 :

u1 = CI +
cA
I

cA
II

¤ CII ¡ DA ¤ cA
I ¡ DB ¤ cB

I ; u2 = 0 :

A kapott eredm¶enyek megfelelnek a 10. t¶etelben kimondottaknak. Az ottani,
param¶etert tartalmaz¶o felt¶etelek a b¶azison k¶³vÄuli xB

II ¶es az u2 vektorokra
vonatkoz¶o szok¶asos felt¶etelek, vagyis:

(B¡1
5 ¤ xB

II)
T ¤ cB5 =

cB
II

cA
I

¤ pA
I ¡ pB

I ¡ cB
II

cA
I

¤ v ¤ pA
II ¸ cxB

II = ¡v ¤ pB
II

(B¡1
5 ¤ u2)

T ¤ cB5 = pA
I ¡ v ¤ pA

II ¸ cu2 = 0

A harmadik felt¶etel az u1 v¶altoz¶o pozitivit¶as¶at biztos¶³tja. Hasonl¶o m¶odszerrel
bizony¶³that¶ok a 7., 8., ill. 9. t¶etelek a B7, B8, ill. a B6 b¶azisokat haszn¶alva.

Vizsg¶aljuk most a 2.2.2 pontot. Itt az esetet ¶all fenn, amikor a vizsg¶alt
vektorrendszer, vagyis az fxA

I , xA
II , xB

I , xB
II , u1 g rangja h¶arom. Ekkor

minden b¶azisba e rendszerb}ol maximum 3 vektort lehet kiv¶alasztani, melyek
kÄozÄul az egyik mindig az u1 kell, hogy legyen. E felt¶etelek h¶arom b¶azisra
teljesÄulnek, ezek pedig a kor¶abban m¶ar bevezetett: B2, B3, B4 b¶azisok.
Ezekben a b¶azisokban u2 benne van, de felt¶etel szerint 0 ¶ert¶eken. Ez azt
jelenti, hogy a b¶azis degener¶alt.

Ekkor a 4., 5., 6. t¶etelek m¶odos¶³t¶asa szolg¶altatja a megold¶ast, mivel a
b¶azisok pontosan megegyeznek az ottani b¶azisokkal, csak a megold¶asok ¶ert¶e-
kei m¶asok. Mindh¶arom t¶etelben a CII kapacit¶askorl¶atra vonatkoz¶o szigor¶u
egyenl}otlens¶eget kell ¶at¶³rni egyenl}os¶egg¶e.
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A szimmetrikus esetben ¶ertelemszer}uen a 3., 4., 5. t¶etelek haszn¶alhat¶ok
fel, mivel ezekben szerepel a CI kapacit¶askorl¶atra vonatkoz¶o felt¶etel. Itt e
felt¶eteleknek egyenl}os¶eggel kell teljesÄulniÄuk.

A 2.3.1 pont annak az esetnek felel meg, amikor az optim¶alis b¶azisban
nincs seg¶edv¶altoz¶o, teh¶at a B0 = fxA

I , xA
II , xB

I , xB
II g vektorrendszer b¶azis,

¶³gy line¶arisan fÄuggetlen rendszer kell, hogy legyen. Ez azt jelenti, hogy ezen
vektorok semmilyen trivi¶alist¶ol elt¶er}o line¶aris kombin¶aci¶oja nem lehet a nulla
vektor.

Amennyiben
cA

I

cA
II

=
cB

I

cB
II

, akkor cB
II ¤xA

I ¡cB
II ¤xA

II ¡cA
II ¤xB

I +cA
II ¤xB

II = 0.

Teh¶at amennyiben cA
I

cA
II

6= cB
I

cB
II

, akkor a B0 b¶azis, teh¶at ekkor egy¶ertelm}u a

megold¶as. Teh¶at bel¶attuk a 11. t¶etel 1. eset¶et.
A fenti B0 b¶azis inverze a kÄovetkez}o:

B¡1
0 =

0
B@

cA
II ¤ cB

I cB
I ¤ cB

II ¡cB
II ¡cB

I

¡cA
I ¤ cB

II ¡cB
I ¤ cB

II cB
II cB

I

¡cA
I ¤ cA

II ¡cA
I ¤ cB

II cA
II cA

I

cA
I ¤ cA

II cA
II ¤ cB

I ¡cA
II ¡cA

I

1
CA

Az egyenletrendszer megold¶as¶at a B¡1
0 ¤ b m¶atrixszorzat szolg¶altatja, mely-

nek eredm¶enye megegyezik a 12. t¶etelben kimondott megold¶assal.
Az egyenletrendszer egy¶ertelm}u megold¶asa akkor lesz optim¶alis az (LP)-

re n¶ezve, ha egyr¶eszt nemnegat¶³v (megengedetts¶eg), m¶asr¶eszt, ha a m¶asik
k¶et, b¶azison k¶³vÄuli vektorra teljesÄul, hogy sem a dT

1 ¤ c skal¶arszorzat nem
kisebb az u1 seg¶edv¶altoz¶o c¶elfÄuggv¶enybeli egyÄutthat¶oj¶an¶al, sem a dT

2 ¤ c
skal¶arszorzat nem kisebb az u2 seg¶edv¶altoz¶o c¶elfÄuggv¶enybeli egyÄutthat¶oj¶an¶al,
melyek null¶ak, hiszen a seg¶edv¶altoz¶ok nem szerepelnek a c¶elfÄuggv¶enyben. Itt
a d1, ¶es a d2 vektorok az u1, ¶es a u2 seg¶edv¶altoz¶ok B0 b¶azisbeli koordin¶a-
t¶aikb¶ol ¶all¶o vektorok.

A fenti d1, d2, c vektorok |bevezetve az f = 1
cB

I
¤cA

II
¡cB

II
¤cA

I

helyettes¶³-

t¶est| az al¶abbi alak¶uak:

zT
1 =

¡
¡cB

II ¤ f; cB
II ¤ f; cA

II ¤ f; ¡cA
II ¤ f

¢

zT
2 =

¡
¡cB

I ¤ f; cB
I ¤ f; cA

I ¤ f;¡cA
I ¤ f

¢

cT =
¡
¡pA

I ; ¡pA
II ¤ v;¡pB

I ;¡pB
II ¤ v

¢
:

K¶epezve a zdT
1 ¤ c, ¶es a dT

2 ¤ c skal¶arszorzatokat, a kÄovetkez}ohÄoz jutunk:

cB
II ¤ f ¤ pA

I ¡ cB
II ¤ f ¤ pA

II ¤ v ¡ cA
II ¤ f ¤ pB

I + cA
II ¤ f ¤ pB

II ¤ v ¸ 0 ; (6)

cB
I ¤ f ¤ pA

I ¡ cB
I ¤ f ¤ pA

II ¤ v ¡ cA
I ¤ f ¤ pB

I + cA
I ¤ f ¤ pB

II ¤ v ¸ 0 : (7)

Ezek pedig a 13. t¶etelnek megfelel}o felt¶etelek, amennyiben (6)-ot cB
II ¤cA

II -vel,
(7)-et pedig cB

I ¤ cA
I -gyel osztjuk.

A 2.3.2 pont szerint |amikor cA
I

cA
II

= cB
I

cB
II

| csakis abban az esetben oldhat¶o

meg az egyenletrendszer, ha

CI

cB
I

+
CII

cB
II

= DB +
cA
I

cB
I

¤ DA :
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Ez az¶ert van, mivel a B0 vektorrendszer a cA
I

cA
II

= cB
I

cB
II

felt¶etel eset¶en line¶ari-

san ÄosszefÄugg}o, ¶³gy nem lehet b¶azis. Ekkor minden b¶azisban van legal¶abb

egy seg¶edv¶altoz¶o. Amennyiben felhaszn¶aljuk a cA
I

cA
II

= cB
I

cB
II

felt¶etelt, az egyen-

letrendszer Gauss-elimin¶aci¶o szerinti megold¶asa a CI

cB
I

+ CII

cB
II

= DB + cA
I

cB
I

¤
DA egyenlethez vezet. Amennyiben ez teljesÄul, akkor azonoss¶agot kapunk
legal¶abb egy szabads¶agi fokkal, ha viszont nem ¶all fenn, akkor ellentmond¶asra
jutunk, nincs megold¶as. Ezzel a 11. t¶etel 2. eset¶et is bel¶attuk.

Egy rÄovid vizsg¶alat erej¶eig id}ozzÄunk el enn¶el a pontn¶al. Trivi¶alis, hogy
a cA

I = cB
I ¶es a cA

II = cB
II egyenl}os¶egek egyszerre teljesÄulnek, vagy egyszerre

nem ¶allnak fÄonn. Ut¶obbi esetben a B0 vektorrendszer rangja h¶arom, vagyis
ekkor a lehets¶eges b¶azisok e rendszerb}ol 3 vektort, ¶es vagy az u1, vagy az u2
seg¶edv¶altoz¶ot tartalmazz¶ak.

Amennyiben teljesÄul a cA
I = cB

I ¶es a cA
II = cB

II egyenl}os¶eg, akkor a B0

vektorrendszer rangja kett}o, azaz ekkor minden b¶azisban e vektorok kÄozÄul
legfeljebb kett}o szerepelhet. Mivel a b¶azis n¶egy elem}u, ¶es a fenti vektorokon
k¶³vÄul a feladatban csup¶an k¶et seg¶edv¶altoz¶o szerepel, ¶³gy teh¶at k¶etf¶ele ilyen
b¶azis jÄohet sz¶oba: fxA

I , xB
II , u1, u2 g, ¶es az fxA

II , xB
I , u1, u2 g.

Ezen b¶azisok ¶ugynevezett degener¶alt b¶azisok, ami azt jelenti, hogy n¶egyn¶el
kevesebb b¶azisvektor is el}o tudja ¶all¶³tani az egyenletrendszer jobb oldal¶at,
azaz van nulla ¶ert¶ek}u b¶azisv¶altoz¶o. Degener¶alt b¶azis eset¶en v¶egtelen sok
megold¶as van. Ez a feladat is azonoss¶agg¶a v¶alik, egy, illetve k¶et szabads¶agi
fokkal.

Mag¶at¶ol ¶ertet}odik, hogy amennyiben

CI

cB
I

+
CII

cB
II

= DB +
cA
I

cB
I

¤ DA

nem teljesÄul, akkor nincs megold¶as.
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ON OPTIMAL RESOURCE ALLOCATION POLICIES

The theory of the multinational corporation has traditionally sought to explain why
a ¯rm can successfully invest in overseas operations. Some think a foreign company
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operates at a disadvantage relative to local ones: it must control the operations over
longer distances and it is at a handicap in a foreign culture. In spite of these a
lot of the leading companies are establishing multi-facility international production
networks in response to intensi¯ed global competition in manufacturing and inter-
nalization of the marketplace. This multi-facility structure with production units in
di®erent geographical regions gives a ¯rm the °exibility to exploit the uncertainty
over future changes in exchange rates, competitive moves, or government policies.
Much research has been carried out on coordination of the supply chain. These
papers mainly cope with vertical coordination between manufacturing, marketing,
and distribution in the face of demand °uctuation. In comparison, there is a much
smaller literature on how factors that are unique to the global context a®ect de-
sign and control decisions in a global supply chain. In particular, relatively little
has been done to address the horizontal coordination between production units in
di®erent countries to serve uncertain demand in a changing economic and politi-
cal environment. The multinational corporation is a network of activities located
in di®erent countries. The value of this network derives from the opportunity to
bene¯t from uncertainty through the coordination of subsidiaries which are geo-
graphically dispersed. We model this coordination as the operating °exibility to
shift production between two manufacturing plants located in di®erent countries.
A parametric linear programming model treats explicitly this °exibility. We study
the optimal policies for a ¯rm operating plants in two countries, and making two
di®erent products which can substitute one another. If a global company has facto-
ries in several countries, it can select the place and the quantity of the production
according to the global demand and the exchange rate of the currencies. The op-
timal decision is modeled by a parametric linear programming problem in case of
products which substitute each other. The structure of the possible optimal so-
lutions was analyzed with the help of simplex algorithm. In the ¯rst chapter we
try to ¯nd the proper structure of consumer demand for the two products in the
speci¯ed countries according to a well known utility function based on price and
quality. After that we start to build up our model and tried to solve it. As we have
the optimal solutions for the scenarios, we examine their structure and ¯nd some
very exiting connections between the mathematical and economic meanings of the
results.


