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ELOSZO

Tisztelt Olvasd!

A SZIGMA kévetkezo két tematikus szama pénziigy elmélettel és gyakorlattal
foglalkozé dolgozatokat kozol. Ebben, a témahoz mérten rovid bevezetoben
felvazolom a pénziigy elmélet fejlodését, jelenlegi helyzetét, amellyel talan
sikeriil érzékeltetnem, hogy a kozlésre kertilé dolgozatok ennek a rendkiviil
Osszetett teriiletnek mely részeihez kapcsolddnak. Nem torekedhettem tel-
jességre, csupan az elmult néhany évtized fontosabb vonulatainak vazlatos
bemutatédsa lehetett a célom.

A pénziigy elmélet torténete érdekes példdja az absztrakt elmélet és a
gyakorlati alkalmazasok kozotti kolesonhatdasnak. Szamos eredeti elgondolasa
olyan elméleti absztrakciéként indult, amelyrol kezdetben azt gondoltak, hogy
legfeljebb korlatozott gyakorlati haszna lehet. Bizonyos feltételezésekkel és
megszoritasokkal kiegészitve azonban ugyanezek az elméletek hamarosan al-
talanosan alkalmazottakkd valtak: a fontos pénziigyi piacokon a piacok mii-
kodésének és a pénziigyi dontések elemzésének standard kereteként funkcio-
naltak. A fejlédés tovabbi 1épéseként értékelhetd, hogy az a pénziigy elmélet,
amely kordbban egymassal laza vagy szorosabb kapcsolatban allé elméletek
csoportjanak volt csupan tekinthetd, ma mar egységesithetd, altalanos keret-
be foglalhaté. Ez a fejlédés viszonylag révid idészak alatt kovetkezett be. A
kiinduldsnak tekinthetd elképzelések kidolgozéasa az 1950-es, 1960-as években
kezd6dott, mig a csiucspont az altalanos elméleti struktiarak 1980-as, 1990-es
években tortént publikalésa.

A pénziigy elmélet jelenlegi dllapotanak megértéséhez vissza kell nytdlnunk
Arrow (1963) és Debreu (1953) alapveté munkaihoz. Hozzajaruldsuk a pénz-
igy elmélethez azért alapveto jelentéségii, mert azt mutattak meg, hogyan
lehet beépiteni a bizonytalansigot a kozgazdasdgi modellekbe. Az Gtlet, mint
altalaban a nagy Otletek rendkiviil egyszeri. A hagyomédnyos modellt ki-
bovitették a gazdasagi, természeti kornyezet lehetséges jovobeli dllapotaival.
A piac rendszere ezzel teljessé valt olyan értelemben, hogy minden arucikk
szaméra léteztek véletlen eseményektdl fiiggd piacok. A verseny egyenstly
és a Pareto-optimum létezésének standard elméletei wjrainterpretalhatokka
valtak, igy tehat lehetOség nyilt forrasok bizonytalan feltételek melletti haté-
kony allokacidjéra.

Az 1950-es években még két fontos elméleti eredmény sziiletetett. Az
1958-ban publikalt Modigliani-Miller tanulmany legf6bb tijdonsaga a pénziigyi
arbitrazs fogalmanak bevezetése. A kovetkezd évtizedekben az arbitrazs fo-
galma jelent6s szerepet jatszott a rendkiviil komplex eszkoz arazasi problémak
megértésében.

A miésik nagyon jelentés eredmény Markowitz 1959-ben publikélt mono-
grafidgjaban latott napvildgot az atlag-variancia portfélié kivalasztasrél. Az
alapotlet az, hogy mivel a befektetd a portfolié atlagos hozamaban és annak
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valtozékonysigaban érdekelt els6sorban, ezért a portfolio kivilasztasnak egy-
szerl elemzési modszerét kell megadni a portfélidbeli eszk6zok varhatd értékei
és kovarianciai segitségével. Ez volt az elso 1épés az atlag-variancia elemzésen
alapuld eszkoz arazéds és portfélio elemzés teriiletén.

Az 1960-as évek szintén két jelentés eredményt hoztak a pénziigy elmé-
letben. Az elsé eredmény az Arrow-Debreu elmélet részletes kiterjesztése
pénziigyi piacokra. Hirshleifer (1965) mutatta meg, hogyan alkalmazhaté az
Arrow-Debreu elmélet alapveté pénziigyi problémak megoldédsara. Kiilonésen
emlitésre mélto, hogy bebizonyitotta a Modigliani-Miller pénziigyi irrelevan-
cia tételt Arrow-Debreu elméleti hattér mellett. Ez volt az els6 eset, amikor
az Arrow-Debreu elméletet Gsszekapcesoltdk az arbitrazs elmélettel. Az 1960-
as évek masik fejlodési iranya a Markowitz-féle atlag-variancia analizis kiter-
jesztése verseny gazdasdgra. Sharpe (1964), Lintner (1965) és Mossin (1966)
figyelte meg, hogy a piac szabaddé tétele esetén a befektetck olyan portféliot
valasztanak, amely egy kockazatmentes eszkoz és a piaci portfélio linedris
kombinécidja. Ennek a megfigyelésnek kozvetlen kovetkezménye, hogy az
egyenstlyi eszkoz arak a kotvény ar és a piaci portfolio piaci értékének linedris
kombinacidjaként irhaték fel. Ez a modell a tékeeszkoz értékelés egyensulyi
modelljeként (CAPM) valt ismertté.

Az 1970-es években szamos jelentds eredmény latott napvildgot a pénziigy
elméletben. Az els6 a CAPM kutatési programjanak folytatdsa volt, kiter-
jesztve a modellt tobbperiddusos gazdasdgra (Merton, 1973), a kdlesonfelvétel
korlatozédsa (Black, 1972), valamint tranzakciés koltségek beépitése esetére
(Milne és Smith 1980). Az elmélet fejlédése mellett kiilonféle teriileteket érin-
t6 empirikus tanulményok sorat publikaltdk ezekben az években. A CAPM
mint empirikus modell jelentos hatast gyakorolt a befekteték és az alapkeze-
16k portfolié kezelési gyakorlatara és értékelte teljesitménytiket.

A mésodik jelentés fejlédési irdnyt a CAPM empirikus prébaival kapcso-
latos elégedetlenség indukalta. A CAPM els6 tesztjei azt mutattak, hogy az
elmélet jol illeszkedik az adatokhoz, késobbi részletesebb elemzések azonban
a CAPM elérejelzési képességének gyengeségeire mutattak rd. Ross (1976)
kidolgozta az arbitrdzs drazds elméletét (APT), amelyet a CAPM dltaldnos
versenytarsanak szant. Megmutatta, hogy az eszkoz arak néhany alapveto
tényezé linedris fliggvényeként allithatok eld. Ez a modell potencidlisan rugal-
masabbnak és robusztusabbnak tiint a CAPM-nél, és a kovetkezd évtizedben
jelentés szerepet jatszott az eszkoz drazds elméletében. A harmadik fejlédési
szakasz dramai hatast gyakorolt az elméletre és a tokepiaci dontések gyakor-
latdra. Black és Scholes (1973) és Merton (1973) egy viszonylag egyszerii
formulat talaltak a részvény vételi opciéra. Ez az eredmény a modell szamos
valtozatanak gyors kidolgozasahoz vezetett. Mivel a modell szarmaztatdsahoz
felhasznalt eszkozok meglehetdsen bonyolultak (a részvény hozamok diffizié
folyamatot kovetnek, a sztochasztikus kalkulus eredményeit, a hoatadas egyen-
letének megolddsét kell felhasznalni a formula szérmaztatasara), eleinte misz-
tikum Ovezte a szadrmaztatott eszkozok drazédsat. Cox és szerzGtérsai (1979)
azonban megmutattik, hogy a Black-Scholes logika és ezzel az ar meghataro-
zésa jelentOsen egyszertisithet. A részvény drara elemi binomidlis sztochasz-
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tikus folyamat feltételezésével konnyen alkalmazhaté az arbitrazs elmélet
binomialis opcié arazasi formula meghatarozasara. Emellett azt is meg-
mutattdk, hogy alkalmas korldtok mellett a Black-Scholes formula is leve-
zetheté a fenti modszer segitségével. Egy masik érdekes fejlemény ebbol
az id6szakbol a Black-Scholes formula levezetése diszkrét ideji nem teljes
piaci egyensilyi modellb6l (Rubinstein, 1976). Ez volt az els§ reprezen-
tativ fogyasztoi modell, amelyben ugyan korlatozott formaban, de szerepelt
a martingdl drazds (kockazat semleges drazds) mddszere. A martingdl drazds
Otletét részletesen Harrison és Kreps (1979) haszndlta fel el6szor. Megmu-
tattak, hogy a martingal binomidlis logika altaldnosithaté egy absztraktabb
kornyezetben folytonos vagy diszkrét eszkoz ar folyamatok segitségével. Ez
az absztrakt megkozelités jelentés hatdst gyakorolt a pénziigy elméletre a
kovetkezo évtizedben, tisztazva azt a zavaros helyzetet, amely a hatékony
piaci hipotézisb6l (EMH) eredt. A hatékony piaci hipotézis fogalmét Fama
(1970) vezette be, tdAmaszkodva Samuelson (1965) és més szerzék munkaira.
A hatékony piaci hipotézis szerint a szabad belépésii pénziigyi piacokon nem
érheté el abnormalis hozam nyilvanosan elérhet6 informacié felhasznaldsaval.
Ez az egyszerd hipotézis rendkiviili hatdssal volt az empirikus kutatdsokra,
és foként arra, ahogyan a pénzligyi piacok résztvevoi a szerepiiket és a tel-
jesitményiiket értékelték. Ennek az elméletnek a kezdetekben az volt a legfébb
probléméja, hogy nem volt kapcsolata az eszkéz drazdsi modellekkel. Az
1980-as években azonban a martingal drazas elméleti alapjainak felhasznala-
saval sikeriilt ezt a hatranyt kikiisz6bolni.

Két tovabbi jelentSs fejlemény koziil az els6 a teljes és nem teljes eszkoz
piacok elméletének kidolgozasa és ezek elemzése, tobb arucikk, illetve véges és
nem véges id6horizontok esetére (Radner, 1972, Hart, 1974). Sajndlatos mé-
don ezekre az eredményekre, illetve a tranzakcios koltségeknek a bevezetésére
legaldbb két évtizedig nem hivatkoztak a szakirodalomban. A mésik fontos
Gjitas az aszimmetrikus informacié tobb teriileten torténd bevezetése volt.
Gossman (1976) olyan részvénypiacot elemzett, ahol a befekteték aszim-
metrikus informaciéval rendelkeznek, és azt éllitotta, hogy a részvényarak
teljesen vagy részben tiikkrozik a magan jellegii informaciét. Ezt a feltételezést
szdmosan vizsgaltdk igen részletesen (Brunnermeier, 2001). Az aszimmetrikus
informécié elgondoldsat a véllalati pénziigy elmélet azon probléméjanak a
vizsgalatara vezették be, amikor eltérés van a részvényesek és a véllalati
vezetdk informéciéja kozott. Az ehhez kapcsolédd kutatdsok vizsgaltak a
Modigliani-Miller tétel robusztussagat abban az esetben, amikor a pénziigyi
struktira egy jel vagy 0szténzé mechanizmus szerepét tolti be (Huang és
Litzenberger, 1988, De Matos, 2002).

Az 1980-as évek kozepétdl kezdett kialakulni a magatartédsi pénziigy (be-
havioural finance, Thaler és De Bondt), amely paradigménak a lényege, hogy
elejti a hagyomanyos elmélet feltételezését, amely szerint hatékony piaco-
kon racionalis befekteték a varhaté hasznossdg maximalizdlasara torekednek.
Olyan modelleket alkalmaz, amelyekben a dontéshozdk nem teljesen raciona-
lisak vagy a preferencidik, vagy téves vélekedéseik miatt. Két épité eleme a
kognitiv pszicholdgia (hogyan gondolkodik az ember) és az arbitrdzs korlatok



88 Elészé

meghatarozasa, vagyis annak elorejelzése, hogy milyen koriilmények kozott
hatasosak, illetve hatdstalanok az arbitrazs erofeszitések.

Az 1980-as évekre az addig kialakult elméletek egységesitése és kiterjeszté-
se a jellemzd. A kiilonféle elképzeléseket az altaldnos Arrow-Debreu keretbe
foglaltak, és megmutattdk, hogy mennyire rugalmasak ezek a modszerek a
szarmazékos termékek piaca gyors expanzidjinak megértésében. A derivativ
termék kiilonleges példaja a portfolidé biztositds. Ez, a lényegét tekintve, az
opcib fedezeti elvek portfolié menedzsmentben torténd alkalmazésa.

Az elmélet teriiletén a martingdl kézponti szerepet jatszé eszkozzé valt
az eszkoz arazds jellemzésében. A sztochasztikus integral alkalmazdsival a
Black-Scholes és a Merton modellt jelentés mértékben dltaldnositottdk (Har-
rison és Pliska, 1981, Duffie és Huang, 1985). Ezeknek a modelleknek speciélis
valtozatait dolgoztak ki a sztochasztikus kamatlabaknak az eszkOz arazasra
gyakorolt hatdsainak vizsgdlatdra (Cox és tarsai 1985). Ezek a modellek ki-
induldsul szolgéltak a kotvényekhez kapcsolodd fedezeti miiveletek vagy a
kotvényekre értelmezett derivativ értékpapirok irdnyaba torténd kiterjesz-
tésre. Ilyen példaul az arbitrazs drazas altalanos modelljének alkalmazasa
kotvényekre (Heath és térsai, 1992).

Egy mésik fejlédési irany a Ross-féle APT kérdéses teriileteinek tisztazasa
volt. Két alternativ megkozelités érdemel emlitést: az els6 egy approximacios
(Chamberlain, 1983, Huberman, 1983), a masodik pedig altalédnos egyensulyi
megfontoldsokat felhaszndlé érvelés (Connor, 1984, Kelsey és Milne, 1995).
Az arazési tényezék APT felfogdsa annyira dthatotta az eszkdz arazasi mo-
delleket, hogy nagyon sok modell lényegében statikus vagy dinamikus faktor
arazasi modellnek tekintheté. A diffizié folyamatokon alapulé dinamikus
eszkoz arazasi modelleket az altalanosabb dinamikus faktor modellek specialis
eseteinek tekinthetjik.

A kockaztatott érték (VaR) és kiilonboz6 altaldnositdsainak és finomité-
sainak az 1990-es évek elején tortént megjelenése 6ta a reguldcioval foglalkozd
kutatdk, valamint banki és biztositasi szakemberek felépitettek egy globalis
pénziigyi biztositdsi rendszervédelmet. Az dltalanos kockézati biztonsig no-
velése iranyaban tett lépések kétségteleniil nagyon jelentések voltak, mégis
folyamatosan mertiltek fel kérdések a biztonsaggal Gsszefiiggésben.

A pénziigyi modellek jelentés része tartalmaz tin. normalitési feltételezé-
seket, vagyis felteszik, hogy bizonyos valtozok normalis eloszlast kovetnek.
Empirikus vizsgalatok alapjan a normadlis eloszlastdl valé eltérés, illetve a
vastag eloszldsszélek vizsgdlata a kutatasok kozéppontjdba keriilt. Az utébbi
példdul az integrélt kockdzat menedzsment (IRM) standard eszkozének, a
szélséséges értékek elméletének (EVT) kialakuldsdhoz vezetett. A megfigyelt
adatokon alapulé piaci hozamok korreldlatlansagi tendenciat mutatnak, de
Osszefiiggoek, a hozam eloszlasok vastag széliek, szélsGséges értékek lépnek
fel klaszterekben, tovabbé a volatilitas véletlenszerti. A fenti kérdések tiszté-
zasdnak igénye keltette fel az érdeklédést a kopuldk alkalmazdsa irdnt (Nelsen,
1999, Marshall, 1999).

A pénziigy elmélet egységesedésével parhuzamosan haladt a modern mak-
ro-6kondémia egységes elméletté valdsa. A makro-6kondmia és a pénziigy



Elészo 89

elmélet ugyanarra az Arrow-Debreu modellre épitett. Rendkiviil meglepd,
hogy ugyanazok a Modigliani-Miller tipust eredmények jelennek meg az al-
lami pénziigyek és a nyilt piaci miiveletek elemzése sordn (a Ricardo-féle
ekvivalencia tételek kontosében). Az erre utalé novekvd mennyiségii irodalom
szerint ez a két diszciplina olyan mértékben integralédott, hogy a kozottik
addig fennall6 hatarok teljesen elmosddtak. Erdekes médon, azok a fogalmak
és otletek amelyekrol az 1950-es és 1960-as években még azt gondoltak a szak-
emberek, hogy egyaltalan nem, vagy csak korlatozott modon alkalmazhatdk,
mara a pénzlgyi piacok altalanosan hasznélt nyelvének részeivé valtak.

Magyarorszagon ismert okokbdl csak tobb évtizedes késéssel indult meg
a pénzigy elmélet kutatdsa, az eredmények gyakorlati alkalmazasa. Ma
mar tobb generacié dolgozik egyiitt, eredményes munkdjukat tudomanyos
miihelyek kialakuldsa, szamos e teriileten megszerzett tudomanyos fokozat,
nemzetkozi konferencia részvétel, szakkényvek és publikécidk sora jelzi. A
SZIGMA matematikai-kdzgazdasdgi folyoirat szerkesztébizottsiga felismerve
ezt a helyzetet, lehetOséget biztositott néhany tematikus szam megjelenésére
pénziigy elmélet, gyakorlat, illetve a szorosan kapcsol6dé biztositas elmélet és
gyakorlat témakorében. A szamok szerzéi nevében szeretném megkdszonni
ezt a lehetéséget. Nem feledkezhetem meg azokrdl sem, akik a publikédcio
tervezetek lektoraldsanak faradsigos munkdjat magukra vallaltak, és akik
szokésaink szerint ismeretlenek maradnak. Koszonet illeti 6ket lelkiismeretes,
aldozatkész munkdjukért.

A kozremiikodoknek, a kotetek szerzdinek és lektorainak tovabbi eredmé-
nyes munkat kivanok.

Varga Jozsef
vendégszerkesztd
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KOPULAK ALKALMAZASA A PENZUGYI KOCKAZAT
MENEDZSMENTBEN — MATEMATIKAI ALAPOK !

VARGA JOZSEF
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

Bevezetés

Az integralt kockdzat menedzsment (integrated risk management, IRM) a
pénzpiaci lizletek kockdzatainak kvantitativ leirasdval foglalkozik. Az IRM
kvalitativ aspektusai rendkiviil fontosak ugyan, ebben a tanulmanyban azon-
ban csak a kvantitativ jellemzOkre Osszpontositunk. A kockaztatott érték
(Value at risk,VaR) és ennek kiilonboz6 altaldnositdsai és finomitdsai a kilenc-
venes évek elején tortént megjelenése dta a regulacioval foglalkozd, valamint
a banki és biztositasi szakemberek felépitettek egy oOriasi globalis pénziigyi
rendszer védelmet. Az dltaldnos kockazati biztonsag novelése iranydban tett
lépések kétségteleniil nagyon jelentGsek voltak, mégis folyamatosan meriiltek
fel kérdések a biztonsagi konstrukcié mindségével kapcsolatban.

Minden kvantitativ modell azoknak a piacoknak a feltételeire alapul, amely
piacokon a modellt alkalmazzak. A standard fedezeti technikdk a vizsgdlt in-
strumentumok magas likviditasi szintjét kivanjdk meg, sok pénzpiaci termék
ara ,,normalitasi” feltételeken alapul. Az utébbi egy tn. eloszlds feltételezés,
amely szerint bizonyos adatok normalis eloszlast kévetnek. Kiilondsen az
IRM esetében a normalis eloszlastol valé eltérés a kutatdsok elsérendii for-
rasava valt. Ezért a klasszikus irodalom boségesen tartalmaz a véletlen bo-
lyongds modelljétél (Brown-mozgas folyamat) valé eltéréssel, illetve a vastag
eloszlasszélekkel kapcsolatos tanulményokat. Az utébbi példdul az IRM stan-
dard eszkozének a szélsGséges értékek elméletének (Extreme Value Theory,
EVT) kialakuldsdhoz vezetett. A piaci kockdzat menedzsment igy jellemzi
ezt a helyzetet: a megfigyelt adatokon alapulo piaci hozamok korreldlatlansdgi
tendencidat mutatnak, de dsszefiiggdek, a hozam eloszldsok vastag eloszlds-
szélekkel rendelkeznek, szélsdséges értékek lépnek fel klaszterekben és a vola-
tilitds véletlenszeri.

Célunk olyan eszkoz bemutatasa, amellyel megvizsgalhatjuk, hogy milyen
tényezOk jatszhatnak szerepet a pénzpiaci adatok fiiggéségi kapcsolataiban.
Vilaszt kereshetiink arra a kérdésre, hogy lehetséges-e az in. normélis fliggo-
ség jobb megértése, és arra is, hogyan szerkeszthetiink olyan modelleket, ame-
lyekkel a normalis fliggéségtol eltéro kapcsolatokat is vizsgalhatunk. Néhany
mas kérdés is tisztazasra var. Ilyen példaul a korrelacidk viselkedése szélsé-
séges piaci mozgasok mellett, valamint érvek és ellenérvek felsorakoztatasa
a linedris korreldcié mint fligg&ségi mértékkel kapcsolatban. Az Osszefiiggd

1Beérkezett: 2004. mércius 11. e-mail: varga@ktk.pte.hu.
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kockazatok fiiggvényei kockdzat mértékeinek meghatarozasa ugyancsak kri-
tikus szerepet jatszik a hitel kockazat értékelésében.

Ebben a dolgozatban nem oldjuk meg a fent emlitett problémakat, csupan
olyan eszkozoket mutatunk be, amelyek a megoldédsok eldallitdsaban segitsé-
gunkre lehetnek.

A kopula fogalma, amellyel itt foglalkozunk, mér egy bizonyos ideje ismert
a statisztikai irodalomban. A kopula szé el8szor Sklar (1959) dolgozatédban
fordul elé, de hasonlé Stleteket és eredményeket mar Hoeffding (1940) mun-
kajaban is taldlhatunk. A kopuldk lehetévé teszik olyan modellek szerkesz-
tését, amelyek tulmutatnak a fliggéségi szint mérésének standard modelljein.
Idedlis eszkozt biztositanak kiilonféle portfélidk ellendrzésére, valamint biz-
tositasi és pénzpiaci termékek vizsgdlatara szélsOséges korrelacié mozgasok
esetében, tovabbd az eddig ismerteknél altalanosabb fiiggdségi mértékként
alkalmazhatdk.

Az els6 négy szakaszban a fontosabb fogalmakat és tételeket ismertetjiik.
A bizonyos szempontbdl Gsszetartozé fogalmak, tételek keriiltek azonos sza-
kaszba. Az 6tddik szakasz a kopuldk szerkesztésének fontosabb mdédszereivel
foglalkozik, a hatodik szakaszban pedig a véletlen valtozdk kopulabdl torténd
generdlasdnak ltaldnos algoritmusét {rjuk le. A fontosabb fogalmakat, tétele-
ket, eljarasokat példakkal illusztraljuk. Befejezésiil a kockazat menedzsment
tertiletén lehetséges alkalmazasokrdl szélunk.

1 Alapveto fogalmak, jelolések

Az $ltaldnosan hasznalt megfogalmazas szerint a kopula fiiggvény (réviden
kopula) olyan n-véltozos eloszlasfliggvény, amelynek értelmezési tartoméanya
a [0,1]™ kocka, margindlis eloszldsfiiggvényei pedig egyenletes eloszldsiak
a [0,1] intervallumon. Ez a definicié kiilondsen akkor tiinik nagyon ter-
mészetesnek, ha arra gondolunk hogyan szarmaztatjuk a kopulat folytonos
egylittes eloszlasfiiggvénybol. Ebben az esetben ugyanis a kopula egyszeriien
az eredeti tobbvaltozés eloszlasfiiggvény transzformalt egyvaltozés margindlis
eloszlasokkal. Ez a definicié azonban elfedi azoknak a probléméaknak egy
részét, amelyek a kiillonboz6 kopulak méas mddszerekkel torténd konstrukcid-
jakor fellépnek. (Nem mondja meg példdul azt, hogy mit értiink tobbvalto-
z6s eloszlasfiigggvényen). Ezért kissé elvontabb definicival kell kezdeniink, a
gyakorlatiasabb definiciéra azonban kés6ébb még visszatériink.

Nelsen (1999) térgyaldsmédjat kovetve elészor az dltaldnos tobbvaltozds
eloszlasokra Gsszpontositunk, és csak ezutan vizsgédljuk a kopula részhalmaz
specidlis tulajdonsigait.

A dolgozatban dom H a H fiiggvény értelmezési tartomanyét, Ran H pe-
dig az értékkészletét jeloli. Egy S C R™ halmazon érvényes &dllitasrél akkor
mondjuk, hogy majdnem mindeniitt teljesiil, ha azoknak a pontoknak a hal-
maza, amelyekben az allitds nem érvényes, Lebesgue szerint nullmértéki hal-
maz.

1.1 definicié. Jeldlje Si,...,S, az R nem-iires részhalmazait, ahol R a
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valds szdmegyenes [—oo, 00 kiterjesztése. Legyen tovabbd H olyan n-vdltozds
valds fligguény, amelyre dom H = Sy X ... X Sy, és bdrmely a < b (a) < by
minden k-ra) esetében legyen

B = [a,b] = [al,bl] X ... X [an,b”]

olyan n-dimenzids tégla, amelynek csiucspontjai dom H-ban vannak. FEkkor B
H-térfogata a kovetkezo:

Vi(B) = sgu(c)H(c) (1)

ahol az 6sszegzést B minden c csucspontjdra ki kell terjeszteni, és

. _J1 ha ¢; = aj paros szamu k indexre,
sgn(c) = { —1 ha ¢, = a;, paratlan szdmui k indexre. (2)
Ekvivalens megfogalmazdsban a B = [a, b] n-dimenzids tégla H-térfogata

a H n-ed rendi differencidja a B téglan:

Vi(B) = AH(t) = Al .. AL H(t). 3)
ahol az n szamu elsérendii differencia

ALEH(t) = H(ty, - tye1, o bty o b)) —H (b1, b1, @ b1, -5 b))

(4)
1.2 definicié. Az n-vdltozés H walds fligguény n-névekvd, ha Vy(B) > 0
minden olyan n-dimenzios B tégla esetében, amelynek csucspontjai dom H -
ban fekszenek.

Tegytik fel, hogy az n-valtozdés H valods fiiggvény értelmezési tartoméanya
dom H = S; x ... xS, ahol van Sj-nak legkisebb eleme, amelyet a; jelol.
Azt mondjuk, hogy H megalapozott, ha H(t) = 0 minden t € dom H pont-
ban dgy, hogy tx = ai legaldbb egy k-val teljesiil. Ha mindegyik Si nem
iires halmaz és legnagyobb eleme by, akkor vannak a H fliggvénynek mar-
gindlis fliggvényei, és az egydimenziés Hj margindlis fliggvény értelmezési
tartomanya Sy, tovabba minden x € Sy pontban

Hk(.l?) = H(bla' .. abk—laxabk‘-‘rla- ")b‘rb) .

A magasabb dimenziéju marginalis fliggvények definicidja a fentiek alapjan
nyilvanvald.

1.1 lemma. Jeldlje Sq,...,S, az R nem-tires részhalmazait és legyen H
megalapozott, n-novekvd fiigguény S1 X ... xX S, értelmezési tartomdnnyal.
Ekkor H minden vdltozdjanak nem-csokkend figgvénye, vagyis, ha x < y,
€s (t1y. s tho1, Ty thyty ooy tn) €8 (b1, o1, Ysthg1,.. . tn) elemei a H
értelmezési tartomdnydnak akkor

H(tla' .. 7tk—lax7tk+17"' ,t”) < H(tla- .. 7tk‘—lay7tk‘+1>-- -)t'rb) .
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1.2 lemma. Legyenek Si,...,S, az R nem-iires részhalmazai, jeloljon H
megalapozott, n-névekvd, margindlis figgvényekkel rendelkezd fliggvényt S1 X

. X S, értelmezési tartomannyal. Ekkor tetszédleges x,y € S1 X ... X S,
pontokban

[H(x) = H(y)| <Y [Hi(2i) — Hi. (o)l - ()
k=1

1.3 definici6. n-dimenzids eloszldsfigguvénynek nevezzik azt a H fugguényt,
amelynek értelmezési tartomanya R, megalapozott, n-novekvd és

H(oo,...,00)=1.

Az 1.1 lemméabdl kévetkezOen az n-dimenziés eloszldsfiiggvény marginalis
fliggvényei szintén eloszlasfliggvények, amelyeket Fi, ..., F, jelol.
1.4 definicié. Azn-dimenzids kopula olyan C fiigguény, amelynek értelmezési
tartomdnya [0,1]", tovibbd

(a) C megalapozott és n-névekvd,

(b) Vannak Cy, k = 1,...,n margindlis figguényei, amelyek minden u €
[0, 1] pontban kielégitik a Cy(u) = u feltételt.

Vegyiik észre, hogy az n > 3 esetben tetszoleges C' n-kopula mindegyik
k-dimenzids marginalis fiiggvénye k-kopula.

Ekvivalens megfogalmazdsban az n-kopula egy olyan C : [0,1]" — [0, 1]
fliggvény, amely rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:

1. Minden u € [0, 1]™ pontban C'(u) = 0, ha u legaldbb egyik koordinataja
0, és C'(u) = uy, ha uy kivételével u mindegyik koordinataja 1.

2. Minden a,b € [0,1]" pont esetében, ha a; < b; minden i-re, akkor
Ve(la, b)) > 0.

Mivel a kopula fiiggvény a [0, 1]™ tartomédnyon értelmezett egyiittes elosz-
lasfiiggvény, ezért valdszinliségi mértéket hataroz meg a

Ve([0,u1] X ... x [0,u,]) = Clug, ..., up) (6)

szerint. A mértékelmélet ismert eredménye szerint van a [0,1]" Borel-rész-
halmazain olyan egyértelmii valdszintiségi mérték, amely egybeesik a [0, 1]™
n-dimenzios téglain értelmezett Vo mértékkel. Ezt a valdszintiségi mértéket
is Vi jeloli.

Az 1.4 definiciébdl adddik, hogy a C kopula a [0, 1] tartoményon értel-
mezett eloszlasfliggvény a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi marginélis
fliggvényekkel. A kovetkez6 tétel az 1.2 lemmabdl kovetkezik.

1.1 tétel. Legyen C n-dimenzids kopula. Ekkor minden u,v € [0,1]" pont-
ban

CW) = C)| < 3 o —wy - (7)
k=1

A kopula tehdt egyenletesen folytonos a [0, 1]™ tartomanyon.
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2 Sklar tétele

A kovetkezd tétel, amely Sklar-tételként ismert, taldn a legfontosabb eredmény
a kopulakkal kapcsolatban, amelyet lényegében minden kopula alkalmazésban
felhasznélnak.

2.1 tétel. Jeloljon H n-dimenzids eloszldsfigguényt, Fi, ..., F, pedig legyenek
a margindlis eloszldsfugguények. Ekkor létezik olyan C' n-kopula, hogy minden
x € R" esetében

H(xy,...,xn) = C(Fi(z1),...,Fu(zy)) . (8)

Ha Fy, ..., F,, mindegyike folytonos, akkor C egyértelmien meghatdrozott,
masképpen egyértelmiten meghatdrozott a Ran F; x ... X Ran F,, halmazon.
Megforditva, ha C n-kopula és Fy, ..., F, eloszldsfigguények, akkor a fent
értelmezett H fliggvény n-dimenzids eloszldsfigguény Fi, ..., F, margindlis
eloszlasfiiggvényekkel.

A tétel bizonyitdsa megtaldlhaté Sklar (1996) dolgozataban. A Sklar-tétel
azt mutatja meg, hogy folytonos tébbvaltozos eloszlasfiiggvények esetében az
egyvaltozds margindlis eloszlasfliggvények és a tobbvaltozds fliggdségi struk-
tura szétvalaszthatd, tovabba a fliggdségi struktira kopulaval reprezentalhato.

Jeloljon F' egyvaltozos eloszlasfiiggvényt. Az F fliggvény altalanositott
inverzét az F~1(t) = inf{z € R | F(z) >t} minden ¢ € [0,1] definidlja, ahol
megallapodés szerint inf § = +o0.

2.1 kovetkezmény. Legyen H n-dimenzids eloszldsfugguény Fy, ..., F,
folytonos margindlis eloszlasfiggvényekkel és a (8) feltételt kielégitd C kopu-
ldval. Ekkor minden u € [0,1]™-re

Clut,...,un) = H(F (w1), ..., Fy N ug)) (9)

A folytonossagi kikotés nem teljesiilése elévigydzatossdgot kovetel (1d.
Nelsen (1999) vagy Marshall (1996)).

2.1 példa. Jelolje @ az egyvaltozds standard normalis eloszlasfliiggvényt és
®F az n-véltozds standard normdlis eloszlasfiiggvényt R linedris korreldcids
matrixszal. Ekkor

Clut, . un) = PR (P (u1), ..., 7 (un)) (10)

a Gauss-tipusi, vagy masképpen, normdlis n-kopula.

3 Fréchet-Hoeffding korlatok

Tekintsiik a halmazon az aldbbiak szerint értelmezett M™, TI" és W™ fiigg-
vényeket
M"™ = min(uy, ..., uy,) ,

n __
I =wuy ... uy,,
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W" =max(ug + ... +u, —n+1,0) .

Az M™ és TI" fiiggvények kopuldk minden n > 2 szdmu véltozéra, mig W™
nem kopula az n > 3 esetben, amint azt a kovetkezo példa mutatja.

3.1 példa. Tekintsiik az [1/2,1]™ C [0,1]" n-dimenziés kockat.
Vwn ([1/2,1]") = max(1+...+1—-n+1,0)—
—nmax(1/24+1+...+1—-n+1,0) +

+<Z>max(1/2—|—1/2+1—|—...—|—1—n—|—1,0)—

+(=1)"max(1/2+1/2+...+1/2—-n+1,0)
= 1-n/2+0+...+0<0.

Tehat W™ nem kopula, ha n > 3.

A kovetkez tételt Frechét-Hoeffding egyenl6tlenségnek nevezik (Frechét
(1957)).

3.1 tétel. Ha C tetszdleges kopula, akkor minden u € [0,1]™ pontban

W"(u) < C(u) < M™(u) . (11)

A geometriai interpretacié és a részletesebb elemzés megtalalhaté Mikusin-
ski, Sherwood, Taylor (1992) dolgozatdban. A W™ Frechét-Hoeffding-féle alsd
korlat nem kopula ugyan az n > 3 esetben, a kovetkezo értelemben mégis a
lehetséges legjobb alsé korlat.

3.2 tétel. Tetszbleges n > 3 dimenzid és u € [0,1]" esetében van olyan C
n-kopula, amelyre
C(u) =W"(u) . (12)

A bizonyitas megtalalhaté Nelsen (1999) kényvének 42. oldaldn.

Jelolje C' n szdmu val6szinlségi valtozo egyiittes eloszldstuiggvényét, és
legyen C' az egyiittes tovabbélési fiiggvény, vagyis, ha (Ui, .. ., U,)T eloszlas-
fiiggvénye C, akkor C'(uq,...,uy) = P(Uy > u1,..., Uy > uy).

3.1 definicié. Ha C; és Cy kopuldk, akkor Cy kisebb, mint Cy (jelekben
1 < CQ), ha . .

Cl(u) S CQ(II) és Cl(u) S Cg(u) (13)
minden u € [0, 1] pontban.
A kétdimenziés esetben C (uy, ug) < Co(uy,us) < 1 —uy —ug+Cy (ug,us) <
1 —uyp —ug + Cour, uz) < Cr(ur, uz) < Co(ur, uz).

A W? Fréchet-Hoeffding-féle alsé korldt kisebb barmelyik kétdimenzids
kopulandl, és barmely n-kopula kisebb a Fréchet-Hoeffding-féle M™ felso
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korlatnal. A kopuldk halmazénak ezt a parcidlis rendezését konkordancia ren-
dezésnek nevezik. Ez a rendezés parcialis rendezés, mivel nem minden kopula
péar 6sszehasonlithat6 ebben a rendezésben. Azonban sok fontos parametrikus
kopula csaldd teljesen rendezett. A {Cy} egyparaméteres kopula csalddot
pozitivan rendezettnek nevezziik, ha Cyp, < Cpy,, hacsak 0; < 0, teljestil.

4 Kopulak és a valdszintiiségi valtozok eloszlasa

Jeloljon X, ..., X, olyan valdszintliségi valtozokat, amelyek folytonos elosz-
lasfiiggvényei rendre Fi, .. ., F,,, egyiittes eloszlasfliggvényiik pedig H. Ekkor
egyértelmiien 1étezik az (Xl, ooy X)) T valdszintiségi vektorvaltozé kopuldja.
Az (X1,...,X,)7T valészinfiségi vektor eloszlasénak standard kopula repre-
zentacidja tehdt

H(zy,...,2n) = P(X1 <21,..., X, <) =C(Fi(x1), ..., Frn(xy)) . (14)

A fenti reprezentdciéban alkalmazott X; — F;(X;) transzforméciot valdszi-
niiségi integral transzformaciénak nevezik, és a szimuldcié mddszertananak
standard eszkozeként ismert.

Mivel Xq,...,X,, akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha H(x1,...,z,) =
Fy(x1)-...-Fy(x,) minden 1, ..., x,, € R pontban, a 2.1 tételbél a kivetkezd
eredmény szarmazik.

4.1 tétel. Ha (Xi,...,X,)T folytonos valdsziniiségi vdltozdk vektora C
kopuldval, akkor X1, ..., X, akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha C' = 11",

A kopuldk egyik kedvezd tulajdonsdga, hogy valésziniiségi véltozok szi-
gorian monoton transzformécidival szemben vagy invaridnsak, vagy nagyon
egyszerii médon valtoznak. Ha az X valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye
folytonos és a szigortian monoton fliggvény Ran X értelmezési tartomannyal,
akkor az a(X) valészintiségi valtozo eloszldstiiggvénye szintén folytonos.

4.2 tétel. Legyen (X1,...,X,)T folytonos valdsziniiségi vdltozék vektora
C kopuldval. Ha ai,...,q, szigorian monoton novekvd fiugguények rend-

re a Ran X1, ..., Ran X,, szdmhalmazon, akkor az (a1(X1),...,an(X,))T
valoszinidségi vektorvaltozo kopuldja szintén C.

Bizonyitds. Jelolje Fi,..., F, rendre az X;,...,X,, G1,...,G, pedig

az a(X1),...,a(X,) eloszlasfiiggvényeit. Legyen (X1, ..., X,,)T kopuldja C,

z ((X1),...,a(X,))T kopuldja pedig C,. Mivel ay minden k-ra szigordan

monoton névekvd fiiggvény, Gi(z) = P(X; < a~Y(z)) = Fy(a;'(2)) bér-
mely x € R pontban teljesiil, ezért

Co(Gi(z1),...,Gn(zn)) = Ploa(Xy) <a1,...,00(Xy) < a0)
X, < Oq ) X < ay N (a))
Fl . aFrb(al,_Ll(-r'rL)))

G1 . ,L(.IJ,L)) .
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X1, ..., X, folytonos valdsziniiségi véltozdk, Ran Gy = ... = RanG,, = [0, 1].
Ezért C,, = C a [0,1]™ tartomédnyon mindeniitt.

A 2.1. tételbdl ismert, hogy a C kopula fliggvény szétvalasztja az n-
dimenziés eloszlasfiiggvényt egyvaltozés marginalis fliggvényeire. A kovetkezd
tétel azt mutatja meg, hogy van olyan C' fiiggvény is, amely az n-dimenziés
tovabbélési fliggvényt vélasztja szét az egyvaltozds margindlis tovabbélési
figgvényekre. Megmutathaté tovabba, hogy ez a C fliggvény kopula, és
hogy ez a tovabbélési kopula kénnyebben kifejezheté C-vel és a k-dimenzids
tovabbélési fliggvényeivel.

4.3 tétel. Legyen (Xi,...,Xn)T folytonos valdszindiségi vektor Cx, . . x,
kopuldval, €s jeloljon oz, - .., a, rendre a Ran Xy, ..., Ran X,, tartomdnyokon
szigortian monoton fiigguényeket. Legyen Cu,(x,),....an(Xx,) 02 (1(X1), ...,
an (X, )T waldszindiségi vektor kopuldja, tovdbbd legyen oy wvalamely k-ra
szigoruan csokkend fiigguény. Nem sérti az dltaldnossdgot, ha feltesszik, hogy
legyen k = 1. Ekkor

Cal(Xl)v---van(Xn)(u17 st ,’U/”) =

= Can(X2)san (X)) (U2, Un) = OXy an(Xa),an(X,) (1 — w1, u2, . .. ,UTE)IS)

Bizonyitds. Jeldlje Fy, ..., F, rendre az X4,...,X,,, G1,...,G, pedig az
a(X1),...,a(X,) eloszlésfiiggvényeit. Ekkor

Cal(X1)7___7an(Xn)(Gl(xl), ey Gr(xg)) = Plan(Xy) <1,y a0 (Xy) < zp) =
= P(X1 > a7 (21), 0(X2) < o, o0 (X)) < ) =
= Plag(X3) < za,...,an(X,) < x,) —
— P(X; <ajt(z1),a0(Xo) <, ...,00(X,) < ) =
= Cag(Xa)yan(Xn) (G2(T2)s - o, Gr(T0)) —
= Ox, an(Xa) e (%) (F1 (07 (1)), Ga(22), .., G (@) =
= Cag(Xa)yan(Xn) (G2(T2)5 - -, Gr(T0)) —
— X\ a0(Xa)sam (X,) (L= G1(21), Go(22), - . ., G (1))

ahonnan az 4allitas kozvetleniil adédik. A két utébbi tétel rekurziv alkalma-
zésaval nyilvanvald, hogy a Cy, (x,)....,.an (X,) Kopula kifejezheté a Cx, . x,
kopulaval és az alacsonyabb dimenziés marginalis fiiggvényeivel. Ezt mutatja
a kovetkez6 példa.

4.1 példa. Tekintsiik a kétvéltozds esetet.

a. Legyen oy szigoruan csokkend, as pedig szigoruan novekve fliggvény.
Ekkor
Cal(Xl),az(Xg)(UMUQ) = U2 — CXl,ag(Xg)(l - u1>u2) = (16)
=uy — Cx, x,(1 —ug,ug) .
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b. Legyen most o és as mindegyike szigortian cstkkené. Ekkor

Clay (X)) 00 () (U1, U2) = Uz — OX, 0y (x,) (1 — w1, u2) = a7
U — (1 — Uy — CX17X2(1 —ul,l — u2)) .

Itt Coy(X1),00(xs) 82 (X1, X2)T valdszintiségi vektor C' tovébbélési kopu-
l4ja, vagyis

F(.Iil,.rg) = P(Xl > xq, Xo > .132) = C'(Fl(xl),Fg(xQ)) . (18)

n szamu U (0, 1) eloszldsi valdsziniiségi valtozo egyiittes tovabbélési fiiggvénye

Clur,..yun) =CA—uy,...,1—uy), (19)

ahol C' az n szdmu U(0,1) eloszldst valdszintiségi véltozd egylittes eloszlés-
fliggvényét és egyben kopuldjat jeloli.

4.4 tétel. A C kopula O*C(u)/0uy ...0u, k-ad rendi vegyes parcidlis de-

rivdaltjai majdnem minden u € [0, 1] pontban léteznek. Ezekben az u pontok-
ban

oFC
< <1.
0= 8u1...8uk.(u)_1

(Részletesebben 1d. Nelsen (1999)).
A fentieket figyelembe véve

Cu, ... upn) = Ac(ut,y ... un) + Se(u, ... u,) , (20)

(u ’ ,/U/ ) /(l /ln (98] 89 C( )d d‘ (2 )
Alc' n S],...,Sn S1... SL)

Sc(u, .. un) =Clug, ..., uy) — Ac(ut, ..., up) .
Az altalanos tobbvéltozds eloszlasfiiggvényekkel ellentétben a kopula mar-
gindlis fliggvényei folytonosak, mivel a kopuldnak nincsenek olyan u € [0, 1]™
pontjai, amelyekben Vo (u) > 0. Ha C = A a [0, 1]™ tartoményon, akkor a C
kopuléat abszolat folytonosnak mondjuk. Ebben az esetben van a kopulanak

8’”

mC(ul, e ,u”)

stirtiségfiiggvénye. Ha C = Sc a [0,1]" tartomdnyon, akkor a C kopula
szingularis, és
8'”/
ouy ...0u,

a [0, 1]™ majdnem minden pontjdban.

C(ug,y...,u,) =0
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5 Kopulak szerkesztése

A t6bbvéltozés normalis eloszlds hosszi idon keresztiil uralta a tébbvéltozds
eloszlasokkal foglalkozé tanulmanyokat. A tobbvaltozés analizis irodalma
sokaig kizardlag a tobbvaltozds normalis eloszlasokkal és a vele kapcsolatos,
beldle szarmaztathaté eloszldsokra (példdul a Student ¢- és a Fisher F-elosz-
lasok kiterjesztései) Osszpontositott (Anderson (1958), Johnson és Wichern
(1988)).

A t6bbvaltozds normélis eloszlds azért vonzd, mert barmely két véletlen
kimenetel (valdsziniiségi valtozd) kézotti kapcesolat teljesen lefrhaté (1) a mar-
gindlis eloszldsokkal és (2) egy jarulékos paraméter, a korreldcids egyiitthatd
ismeretében.

A tdbbvéltozds analizissel foglalkozé wjabb irodalom, mint példaul Krza-
nowski (1988) kezdte felismerni a normalis eloszlas alternativai vizsgalatdnak
sziikségességét. Ilyen igény meriilt fel az aktudrius tudoméany teriiletén,
példdul az élettartam valdsziniiségi valtozdkkal kapcsolatban (Bowers et al.
1977, 3. fejezet) és a hosszi szélii kdr valtozok esetében, ahol a normélis
eloszlas nem megfelel6 kozelitése az adathalmaznak.

Kiterjedt statisztikai irodalom foglakozik a nem-normaélis tobbvaltozds
eloszldsokkal. (Ld. Johnson és Kotz (1972) és Johnson, Kotz és Balakrish-
nan (1997)). Torténelmileg azonban sok tébbvaltozés eloszlds az egyvaltozds
eloszlasok kozvetlen kiterjesztéseiként keriiltek kifejlesztésre. Ilyen példaul a
kétvaltozds Pareto, a kétvaltozds gamma és t6bb més eloszlds. Az ilyen mé-
don nyert eloszlasokat az alabbi hatrdnyok jellemzik: (1) kiilénb6z6 eloszléds-
csalddokkal frhatdk le az egyes margindlis eloszldsok; (2) nem nyilvanvaléak
a ketténél tobb dimenzids esetekre torténd kiterjesztések; (3) a kapcsolat
mértékek gyakran a margindlis eloszlasokban mutatkoznak meg.

A fenti hatranyokat nem mutaté tébbvaltozds eloszlds konstrudlé maéd-
szerek a kopula figgvény elvén alapulnak.

Annak ellenére, hogy a Sklar-tétel szerint a kopula fiiggvény mindig 1étezik,
a kovetkezd példa azt mutatja, hogy a kopula identifikdldsa nem mindig
egyszer(, kényelmes feladat.

5.1 példa. A Marshall-Olkin exponencidlis sokk modell. Tegytik fel, hogy
olyan két élettartamot kivanunk modellezni, amelyekrol gyanitjuk, hogy azo-
nos végzetes eseménnyel, megrazkodtatassal kapcsolatosak, ami fiiggdséget
indukalhat a két élet kozott. Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy Y;
és Y két fliggetlen élettartam valdszintségi valtozo Hy és H, eloszlasfliggvé-
nyekkel. Feltessziik tovabba, hogy létezik egy fliggetlen A paraméteri expo-
nencidlis eloszlasi Z valdszintiségi valtozd, amely a kozos végzetes esemény
bekovetkeztéig eltelt idétartamot reprezentalja. Mindkét élet ugyanazzal
a nem kivant eseménnyel fiigg Ossze, igy az aktudlis haldlozasi életkort az
X1 =min(Y1, Z) és Xy = min(Ys, Z) véltozdk hatdrozzdk meg. A marginélis
eloszlasok tehat

P(Xy < o) = Fi(we) = 1 — exp(=Azp)(1 — He(zx)), k=12, (22)
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az egyiittes eloszlasfiiggvény pedig
F(xy,15) = P(X; < 21, Xy < 12) =
=1—-P(X1 >x1) — P(Xy>ax2)+ P(X1 > 21, X2 > 22)
=1—(1-Fi(z1)) — (1 — Fa(z2)) + exp(—Amax(z1,z2)) x
x (1 - Hy(2)) (1 - Hy())
= Fi(x1) + Fo(xy) — 1+ exp( )\max(xl,xg)) X
x exp(A(z1 4+ 22)) (1 — Fi(z1)) (1 — Fa(z2))
= Fi(z1) + Fa(z1) — 1 4+ exp(Amin(z1,22)) (1 — Fi(21)) (1 — Fa(x2)) -

Az egyiittes eloszlasfliggvénynek ez a kifejezése azonban nem kopula alaki,
mert F' nem csak az Fi(x1) és Fo(xs) fiiggvénye.

A kovetkezo példa a kopula fliggvény konstrukcidjanak tn. egyesitési méd-
szerét mutatja be.

5.2 példa. A kétvdltozds Pareto modell. Tekintsiik az X kar valdsziniiségi
valtozét, amely a v kockézat klasszifikacié paraméter mint feltétel mellett
exponencidlis eloszlassal modellezhetd, tehat

PX<z|y)=1—-e"".

Amint az a megbizhatdsdg, hitelképesség elméletbdl ismert (I1d. példaul
Klugman et al. 1997), ha a v kockazat klasszifikdcié paraméter gamma
eloszlasu, akkor az X valtozé marginalis eloszldsa (az &sszes kockazati osztaly
felett) Pareto tipusd. Tehdt, ha v ~ gamma(a, ), akkor

F(z) = P(X <x) :/ P(X <x| 'y)a—)\'yo‘_le_)‘” dy =
- c - I'(A)

A
_ —yx a a—1_—Avy —1—-(1= f @
! /Ce oy ¢ ( A)

Pareto eloszlasfiiggvény (C' a kockdzati osztalyok Osszességét jeloli).

Tegyiik fel, hogy v kockéazati osztaly feltétel mellett X, és X, fiiggetlen és
azonos eloszldsu valdsziniiségi valtozok. Az a feltevés, hogy mindkettd ugyan-
abbdl a kockazati osztalybdl vald, fiiggéséget indukal kozottiik. Az egylittes
eloszlasfliggvény

(23)

-1/«

F(zy,15) = Fl(x1)+F2(1;2)—1+[(1 — Fy(20)) Y (1= By(a)) V- 1] -

Ez pedig a kovetkezé kopula fiiggvényhez vezet:

—Q

C(ur,uz) =uy +ug — 1+ [(1 — ul)—l/a +(1— uQ)—l/a _ 1}
Ezzel a fiiggvénnyel pedig a kétvaltozds eloszlasfiiggvény

H(z1,22) = C(Fi(21), Fa(x2))
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alakban frhaté. A P(X; > x1, X3 > x2) egyiittes tovdbbélési fliggvény ko-
puldja pedig

C*(ur,ug) = C(1—uy, 1 —ug) = (uy /™ +uy /= 1),

P(Xl >xq, Xo > .132) = C*(Sl(.rl),sg(.rg)), ahol S=1-F.

A t6bbvéltozés eloszldsok konstrudldsanak tébbféle médszere ismert. Rész-
letesebb attekintést nyujtanak Hougaard (1987) tovabba Hutchinson és Lai
(1990) munkdi. Az 5.1 példa az Gn. kézos valtozdk mddszerét mutatta be,
amelyben egy kozos elem indukalja a kiillonboz6 valtozdk kozotti fliggdséget.
Az 5.2 példdban az egyesités mddszerét alkalmaztuk, amely két okbdl is
kovetendd moédszer. Eloszor azért, mert féleg az aktuarius tudomanyban
nagy hagyomanyai vannak az egyesitett eloszlasok kockazat klasszifikaciéra
torténé alkalmazasanak. Masodszor pedig azért, mert Marshall és Olkin
(1988) megmutatta, hogy az eloszlés egyesités kiilonféle fontos kopula csalddok
generaldsara alkalmas. Ugyancsak hasznos lehet az in. arkhimedeszi kopulak
néven ismert fiiggvényosztdly tanulményozasa, amely osztély az asszocia-
tivitdas matematikai elméletébdl ered, és amelynek specidlis esete a Frank
kopula (Frank, 1979), a kévetkezd Osszefiiggéssel irhaté le:

Clu,0) = 11 <1 T it} G D) . (24)

Q er —1

//////

lentéssel, mas kedvez6 tulajdonsdgai kovetkeztében nagyon megfelel$ a gya-
korlati alkalmazdsokban. (1d. Nelsen (1986), Genest (1987)).

6 Véletlen valtozo generalasa kopulabdl — az
altalanos algoritmus

Tekintsiik azt az dltalanos esetet, amikor az n-dimenzids C' kopula felhasz-
nalasaval generdlunk véletlen valtozét. Jeldlje

Ck.(uk.|u1,...,uk_1)zC(ul,...,uk,l,...,l), k;:2,...,n—1 (25)

a C kopula k-dimenziés margindlis fiiggvényeit, Cy (u1) = uq és Cy (U, ..., up) =
C(u1,...,uy). Legyen Uy, ..., U, egyiittes eloszldsfiiggvénye C. Akkor az
Uy, feltételes eloszlasa adott Uy, ..., Up_1 értékek mellett

Cr(ug | u, .. up—1) = P(Ux <ug | Uy =up,y...,Upo1 = ug—1) =
B ak_le(ul,...,uk)/ak_le_l(ul,...,uk._l) (26)

8u1 e 8uk_1 ’
feltéve, hogy a szamldld, illetve a nevezd létezik és a nevez6é nem zérus. A
kovetkezd algoritmussal el8allithaté a C-bél szarmazé (uq, .. ., u,)T véletlen
véltozé. Jelolje U(0,1) a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast.
Az algoritmus 1épései a kdvetkezdk.

8u1 e 8uk_1
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1. Szimuldlunk egy uy véletlen véltozét az U(0,1) eloszlasbol

2. Szimuldlunk egy us véletlen valtozét Cy(- | up)-bol

n. Szimuldlunk egy wu,, véletlen valtozét Cp(- | u1, ..., un—1)-bél

Ez az algoritmus tulajdonképpen specidlis esete az un. standard konstrukcio
mddszerének. Az algoritmus helyességét mutatja, hogy az U(0, 1) eloszlasbél
szarmazo Y7, ..., Y, valészintiségi valtozokra teljesiil, hogy

T
(.G 02 V), O (Y | V1, C5 (02 [ ), 0)) (27)

egylittes eloszlasfiggvénye C'. Altaldnosan fogalmazva az uy, érték szimulalasa
a Ck(ug | ug,...,ur_1) kopuldbdl azt jelenti, hogy szimuldlunk egy olyan,
U(0,1) eloszldsbdl szadrmazé g értéket, amelybdl uy, = C’,:l(q | wy, ..., up—1)
aq=Ck(u | u,...,ux_1) egyenlet megolddsival nyerhet§ numerikus gyok-
keresés médszerével. Ha Cp '(q | ui, ..., u,—1) megadhaté zért alakban (és
ezért nincs sziikség numerikus gyokkeresésre), akkor ezt az algoritmust cél-
szerl alkalmazni.

7 Tovabbi alkalmazasi lehet6ségek

A fenti vagy més speciélis algoritmussal generalt véletlen minta alkalmazhaté
a kockazati tényez6 hozamok Monte Carlo szcenariéinak eléallitdasara. Ezek
a kockazati tényezok befolydsoljak a hitel, illetve a piaci portfolié értékét.
Az éltaldnosan alkalmazott modellek t&bbsége feltételezi ezeknek a kockazati
tényez8 hozamoknak (vagy logaritmikus hozamoknak) az egyiittes normélis
eloszlasat. Ez a hipotézis azzal jarhat, hogy aldbecsiilik olyan szélsGséges
események bekovetkezési valoszinliségét, mint a részvény arfolyamok egyiittes
zuhandsa, vagy az egylttes nem teljesités a hitel portfélickban. Ugyancsak
felhasznalhaté a kopula fiiggvény a kockaztatott értékek meghatirozasara
Osszefiiggd kockazatok fliggvényei esetében.

A biztositasi kockazat és a piaci kockdzat elemzésben is hasznos eszkoz a
kopula. Tekintsiik példaul azt a portfoliét, amely az X;, ..., X,, kockazatos
eszkozoket tartalmazza, és egy biztosito tarsasidg potencidlis veszteségeit kép-
viseli a kiilonbozo tizletagakban. Tegyuk fel, hogy a biztosité tarsasdg a
portfélio kockazat csokkentése érdekében védelmet keres a szimultan nagy
veszteségekkel szemben. Alkalmas viszontbiztositdsi szerz6dés lehet az, amely-
ben megfizetik az X; —k;, i € K = {1,...,n} tobblet veszteséget, ahol K az
iizletagak meghatarozott halmaza, és feltessziik, hogy minden i € K esetében
X, > k;. Ezért az f kifizet6 fiiggvény

f((Xi, k)i € K) (H Lixi>k }> (Z( ki)) : (28)

€K €K
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Ennek a szerzédésnek az arazasahoz a viszontbiztositénak sziiksége van az
E(f((X;,k;);i € K)) becslésére. Az altalanossdgot nem sértve feltehetjik,
hogy K ={1,...,1l},l <n. Haaz Xy, ..., X,, Hegyiittes eloszldsa pontosan
becsiilhetd, akkor az f varhaté értékének kiszamitdsa (numerikus médszerek
alkalmazdsdaval) nem tilsdgosan nehéz feladat. Sajndlatos médon azonban
a H pontos becslésére csak ritkdn van alkalom, els6sorban a megfelel6 ada-
tok hidnya miatt. A valésidgban inkdbb csak a H Fi, ..., F, marginalis
eloszlasainak és a paronkénti rangkorreldcioknak a becsléséhez sziikséges ada-
tok allnak rendelkezésiinkre. A kifizetés valsziniiségét a

F(kla---akl):C(Fl(kl)a"'afl(kl)) (29)

Osszefiiggés adja meg, ahol H és Caz X1,..., X, egyliittes tovabbélési fiigg-
vényét, illetve tovabbélési kopulajat jeloli. Ha a kiiszObértékeknek az X;
véltozok kvantiliseit vélasztjuk, vagyis ha k; = F; '(e;) minden i-re, akkor
(29) jobb oldala C(1 — ay,...,1 — a;)-re egyszertisodik. A viszontbiztositési
Osszefiiggésben ezek a kvantilis szintek gyakran adottak a megtériilési pe-
riédusokként, és a biztositdsi ligynok ismeri ezeket a szinteket. A kopuldk
alkalmazdsat mutatja be Benedek, Kébor, Pataki (2002) kapcsolat szorossig
mérésére, illetve portfolié kockazat kezelési problémak megoldasara. Kopula
fogalman alapuld eloszlasszél fliggoségek vizsgalataval és tézsdeindexekbol
kialakitott portfélick elemzésével foglalkozik Varga és Lukdcs (2005) dolgo-
zata.
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APPLYING COPULAS TO RISK MANAGEMENT

The copula function describes the dependence structure of a multivariate random
variable. In this paper we give a brief summary of basic concepts and theorems.
It is also shown that copulas can be used as a flexible and practical instrument
to generate Monte Carlo scenarios of risk factor returns. These risk factors affect
the value of a credit or market portfolio. Many of the models commonly used
assume multivariate normal distribution of such risk factor returns or log-returns.
This hypothesis underestimates the probability that an extremal event such as
simultaneous slump of equity prices or the joint default of several counterparties in
a credit portfolio, might occur. Our goal is to show that the use of an appropriate
copula function can model such extreme events effectively.
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 ESEMENYTANULMANY-ELEMZES MAGYAR
RESZVENYARFOLYAMOKRA — VAN-E ERTEKE AZ
ARFOLYAMOKAT BEFOLYASOLO HIREKNEK?!

BEDO ZSOLT - RAPPAI GABOR
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

1 Bevezetés

Tézsdei arfolyamokat, illetve a beldliik szamithaté befektetési hozamokat
elemz6 cikkiinkben bemutatjuk az eseménytanulmdny-elemzés maodszertandt,
valamint annak gyakorlati alkalmazasat. Ezen eljaras lehetOséget nyujt a
kutaté szamara, hogy a piaci hatékonysagot illetéen olyan kovetkeztetéseket
vonjon le, melyeknek igen nagy jelent6sége van szamviteli, pénziigyi, valamint
piacszabélyozasi szempontbdl. Az eseménytanulmény-elemzés mdodszerével
azt vizsgdljuk, vajon egy adott hir megjelenése milyen véltozast idéz el6 a
tokepiaci arfolyamokban, illetve attételesen a hozamokban; a valtozds mar a
,,hirre varva”, vagy csak a hir bejelentését kovetden jelenik-e meg.

Tanulmanyunkban a hir, azaz a vizsgdland6 esemény, a Budapesti Erték-
tozsde néhany részvénye vonatkozasaban az egy részvényre jutd jovedelem
(Earning per Share, EPS) hivatalos kihirdetése.? Azzal, hogy a hivatalosan
publikélt hirt vettiink alapul, mint hozambefolyasold tényezot, egyben a ko-
zepesen erds piaci hatékonysdgi forma vizsgalatat is elvégezziik. E szerint
ugyanis a sajtoban megjelent hirek a megjelenés idépontjaban azonnal be-
épiilnek az arfolyamokba, igy ezt kovetOen ezen hir felhasznalasaval kialaki-
tott kereskedési stratégidk mar nem alkalmasak extra® hozam realizaldsira.
Amennyiben az eseményt kévetéen abnormélis hozam jelentkezik, a piacrdl
elmondhatd, hogy nem képes hatékonyan beépiteni a megjelent informéciét az
értékpapirok arfolyamdba, ez jelentheti a szereplék kereskedésében megbtivéd
tokéletlenséget, vagy a piaci infrastruktira miikodésében jelentkezd hianyos-
sagokat egyarant.

Az eseménytanulmdny elemzés médszertandnak megalkotésa és empirikus
alkalmazdsa Fama és szerzétarsai (1969) nevéhez fiiz6dik. Ok a médszert
éppen a hatékony piacok hipotézisének az igazoldsa kapcsan alkalmaztak, az
elemzési technikat ezt kovetéen a hipotézist megkérddjelezok is felhasznél-
tak vizsgdlataikban és bizonyitasaikban.* A mddszer statisztikai vizsgdlatét

1Beérkezett: 2004. mércius 11. e-mail: rappai@ktk.pte.hu, zsoltbe@ktk.pte.hu.

2Eziiton is szeretnénk kdszonetet mondani dr. Mohai Gyoérgynek, valamint Lengyel
Juditnak, az adatbdzis Osszegylijtésében végzett felbecsiilhetetlen értékili segitségiikért.

3A tovabbiakban az extra hozamot inkdbb abnormalis hozamnak nevezziik, el kivanjuk
ugyanis keriilni, hogy az Olvasé csak a pozitiv hozamokra gondoljon, amikor extra hozamot
emlitiink!

4L4sd DeBondt és Thaler (1985), Lakonishok és szerzétérsai (1994).
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és tovéabbfejlesztését Brown és Warner (1980, 1985), Dyckman, Philbrick,
Stephans és Ricks (1984), valamint Campbell és Wasley (1993) tették meg,
de elsOsorban rovid, napos eseményablakban megjelené abnormalis hozam
esetén. Ezzel szemben Barber és Lyon (1997) hosszi tavi (egytdl 6t év)
horizonton vizsgaltdk a mddszer statisztikai szignifikanciajat, melynek ered-
ménye az alkalmazhatosig elfogadasa volt.

Tanulmanyunkban el6szor roviden attekintjiik az eseménytanulmany-elem-
zés médszertanat, majd a Budapesti Ertéktézsde (BET) néhany jelentésebb
forgalmu részvénye, illetve ezen részvények kibocsatdira vonatkozo adatok
alapjan megvizsgaljuk, hatékonynak tekintheto-e a BET, illetve alkalmazha-
ték-e a mds (nagyobb forgalmi, hosszabb miilttal rendelkezd) t6zsdék esetén
kidolgozott mddszerek hazankban is.

2 Eseménytanulmany-elemzés mdodszere

A részvényhozam befolyasoldsa szempontjabdl alkalmazott események tipu-
sainak spektruma igen széles. A hir lehet a gazdasig allapotat leiré makro-
informécié, vagy a véllalat teljesitményérdl hirt ado periodikus jelentés, vagy
éppen egy elére nem vart esemény bekovetkezte, mint példaul egy hdborts
helyzet kialakuldsa (pl. 2002. szeptember 11.). Ball és Brown (1968), Chari,
Jegannathan és Ofer (1988), Easton és Zmijewski (1989), Gennotte és True-
mann (1996), valamint Kross és Schroeder (1984) a véllalati jovedelmek ki-
hirdetése kapcsan azt taldltdk, hogy a jovedelemnovekedés pozitivan, mig az
el6z6 periédushoz képest bekovetkezo csokkenés negativan hat a részvényar-
folyamokra. Ezen vizsgalatuk az Egyesiilt Allamok tokepiacait vette figyelem-
ben, de hasonlé eredményre jutott Alford, Jomes, Leftwish és Zmijewski
(1993), valamint Chan és Seow (1996) is, mas nem USA-beli tékepiac esetében
is. Az események osztilyozdsa, azon feliil, hogy milyen jellegii az esemény,
torténhet azon az alapon is, hogy vajon a hir anticipdlhaté vagy nem. Az
események egyik tipusa az elére nem vart esemény, mely a piacot teljes
mértékben véaratlanul éri. Az ebbe a csoportba tartozé hirek igen hatékonyan
felhasznalhatoak a piaci reakcié mérésére, hiszen az eseménnyel kapcsolatban
semmiféle varakozds nincs, éppen annak eldreldthatatlansagdbdl adéddan. Az
elore anticipalt hirek esetében viszont éppen a piaci varakozas tokéletességét
lehet lemérni. Ha a szereplok, mondjuk az egy részvényre jutd jovedelem
(EPS) kovetkezd negyedévre vonatkozé mértékét helyesen itélik meg, akkor
a mutato publikdlasakor nem jelentkezik abnormalis hozam. Ezzel szemben
a helytelen varakozasok rogton nyomon koévethetéek a hir megjelenésekor
megugro, a referenciahozamtol eltéré hozam realizaciokon keresztiil.

Az esemény megvalasztdsan kiviil 1ényeges az eseményt megel6z6 és azt
kovetd ugynevezett pre- és post-ablak kijelolése. Ezeknek az id6 periddusok-
nak a jelentésége az informadcio-szivargas illetve -beépiilés gyorsasaganak a
meghatdrozasa. Abban az esetben, ugyanis, ha a nulla idépontot megel6z6en
(pre-ablak) hozamemelkedés mutathaté ki, akkor sejthetd, hogy valamilyen
informélis csatorndan megkezd6dott az eseménnyel kapcsolatos informacidk
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piacon valé megjelenése. A post idészak esetében, ha a hozamemelkedés
tovabb folytatédik (pozitiv hir esetén) vagy éppen tovabb csokken (negativ
hir esetén), akkor feltételezhetd, hogy a szerepl6k nem voltak képesek a hir
konzekvencidit pontosan felmérni, és azok hatdsa a késébbiekben jelenik meg
az arfolyamban.

Az elemz6 tehdt megvalasztja azt a bizonyos eseményt, melynek hatdsat
megfigyelni kivanja az elére kijelolt vallalati részvények hozamain. Meghaté-
rozza az esemény megjelenése koriili pre- és post-ablakot, valamint a becslési
periddus hosszat, melyeket minden részvényre azonosnak tételez fel. Napi
hozamok esetén, a becslési periédus hossza jellemzéen 100 és 300 kereskedési
nap kozotti intervallumot 6lel fel, mig havi adatok esetében ez 24 és 60 adat-
bol 4ll6 periédust jelent. A pre- és post-ablakok mérete napi adatok ese-
tében 21-t0l 121 kereskedési napig jellemzo, mig havi adatok hasznélatakor
ez a kiterjedés 12 és 21 havi adat kozott van.® Az 1. dbra —a szakiroda-
lomban alkalmazott tipikus minta-periédusokat feltételezve— szemlélteti az
eseményablak elhelyezkedését.

Noha az el6bbiekben gy fogalmaztunk, hogy az eseményablak elhelyez-
kedése minden részvény esetében azonos elven hatarozodik meg, lényeges
kiemelni, hogy az esemény bekovetkezte —a kihirdetés napjat tekintve—
nem feltétleniil egyezik meg minden értékpapirnal, igy ezen periédusokat
,,egymasra csusztatva” kell az elemzést lefolytatni. Az eseményablak-elemzés
tehat egy olyan technika, ahol azonos tipusi, de valds idoben maskor lejat-
sz6dé eseményeket egymadsra vetitve vizsgalunk, és megprobéljuk azonositani
az események ko6zos jellemzoit.

A fentebb emlitett referenciahozam, vagy mas néven normdl hozam meg-
hatérozésa a korabbi (becslési) periddusban realizalédott hozamalakulds fi-
gyelembevételével torténik. A becslési periédus adatai alapjén becsiilt vart
hozamok generédlasara az irodalomban harom modellt taldlhatunk: vizsgdl-
hatjuk a piac-kiigazitott modellt, az atlag-kiigazitott modellt, valamint a
piaci modellt.

A piac-kiigazitott modell esetében a normélis (vart) hozam megfelel a
vizsgalt tokepiac piaci indexébdl szamitott piaci atlaghozammal, azaz

E(Tit) = TAit =Tmt » (1)

ahol az i-edik részvény hozamat a ¢ periodusban r;;, a piaci atlaghozamot az
ugyanebben a periédusban r,,; jeloli.

— _
—~

becslési periodus
t-270 t-20 t t+20

| —

pre-ablak

——

post-ablak

1. dbra. Az eseményablak elhelyezkedésének tipikus esete (az esemény idSpontja t)

5Lasd Su (2003).
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Az atlag-kiigazitott modellel kapott vart hozam a t = 1,2,...,T idOperi-
o6dusra szamitott atlag hozamnak felel meg:

T
. _ 1
E(Tit):TitZTi:Tt:ZIT”. (2)

Az eseménytanulmédny mddszertandnak megsziiletésekor Fama, Fisher,
Jensen, és Roll (1969) az un. piaci modellt alkalmazta. Ennek lényege, hogy
egy konkrét befektetés (részvény) hozamdt a piaci 4tlagos hozamot, mint
magyarazo valtozét tartalmazod, kétvaltozos linedris regresszié-fiiggvénnyel
becsiili. A paraméterbecslést a legkisebb négyzetek mddszerével (OLS) vé-
gezték; az alkalmazott regressziéfiiggvény:

E(ry) =it = oy + Birme + €it » (3)

ahol g;; a szokdsos tulajdonsdgokkal (fehér zaj) rendelkezé véletlen valtozod.
A piaci modell alapgondolatanak megtartasa mellett szdmos tovabbfejlesztési
valtozat latott napvilagot. A kritikdk zéme a becslési médszer, illetve a spe-
cifikacié valtoztatasat javasolta.

Az egyes tékepiacokon jelenlevd kereskedési sajatossdgok, vagy az érték-
papirok forgalmanak eltéré nagysaga torzitast okozhat a becslés soran, melyet
ki kell igazitani. A tovabbiakban két ilyen lehetséges kiigazité eljarast muta-
tunk be, melyek az alacsony forgalmu részvények vizsgalata soran jelentkezo
torzitasokat hivatottak megsziintetni.®

A Scholes és Williams (1977) altal ajanlott eljérds sordan harom OLS
becslést végeznek el a becslési periddusban:

Fit = Qi1 + Bitrme t=12,...,T, (4a)
it = Gy + Biotmasr  t=1,2,...,T—1, (4b)
Pir = Oz + B’i?)rm,t—l t=2,3,...,T. (4c)

A kapott regresszids egyiitthatdk és tengelymetszetek felhasznaldasaval
szamoljuk ki a B%" koefficienst és a tengelymetszetet, és ezek alkotjdk a
norméalhozamot generdlé modell paramétereit. A Scholes-Williams béta:

B'SW _ Bz‘l + Biz + Big

) 5
1 =+ 2p'mt ( )

ahol py¢ az 7t, azaz a piaci hozam idésoran szamitott autdkorrelaciot jelenti,
melyet a t =2,3,...,T — 1 idoszaki értékek alapjan szamitunk.
A Scholes-Williams tengelymetszet becslése az alabbi médon torténik:

1 T-1 R T-1
&,?W =79 (Z Tit — ﬂ?w Z 7‘mt> . (6)
t=2 t=2

6Léteznek olyan technikdk is, melyek a nem szinkronizalt kereskedésii részvények ese-
tében haszndlatosak, ldsd pl. Kalman, Hawanini, Maier, Schwartz, Whitecomb (1983) a
torzitds kikiiszObolésére, de ezekkel tanulmanyunkban nem foglalkozunk.
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(5) és (6) felhasznéldsaval meghatdrozhaté a vért hozamok Scholes-Williams
becslése:
TAit = éé;SW + stwr'mt .

Egy mésik megoldds a torzitds kikiiszobolésére a Dimson (1979) &ltal
javasolt kiigazitds, amely egy tobbvéltozds regresszids becsléssel torténik. A
regresszioban a piaci hozam el6z0, jelen, illetve kévetkezd napi értéke szere-
pel magyarazé valtozoként, igy mindegyikhez tartozik parcidlis regresszids
egyutthato:

Pit = Qi + B Rime—1 + BiaBimt + BisRimysr, t=2,3,...,T—1. (7)
A becsiilt irdnytangensek Gsszege alkotja a Dimson bétat, vagyis
sz =B + Bia + Bis - (8)

A Dimson altal javasolt tengelymetszet becslés:

1 T-3 R T-3
OALLD T3 (Z Tit — ﬂtD Z 7‘mt> . (9)
t=3 t=3

A Dimson esztimétor:

~ ~D AD
Tit = @y + ﬂi Tmt -

A torzités kikiiszobolésének mésik médjat javasolja Varga és Rappai (2002).
Tanulmanyukban a hozamok modellezése soran a véletlen valtozora vonatko-
z6an GARCH-specifikdciét javasolnak,” megallapitjdk, hogy az gy felirt mo-
dellek hatékonyabb béta-becslést tesznek lehetévé. A GARCH-specifikicié
lényege, hogy a (3) modell reziduélis véltozdjdra vonatkozéan nem a fehér
za] specifikaciot tételezziik fel, hanem annak varianciajat —a pénziigyi idoso-
rokban gyakran kimutathaté autokorrelalt volatilitas kikiiszobolése végett—
multbeli innovéciék osztott késleltetésii modelljeként vizsgaljuk (ahol p(L)
és O(L) a szokésos késleltetési polinomok):

Var(e; | €r-1,6-9,-..)0; =w + p(L)o?_, +0(L)EE . (10)

Empirikusan igazolhatd, hogy altaldban elégséges a GARCH(1,1) speci-
fikacié hasznalata, vagyis a modelliink a kovetkezo alakura redukalodik:

Tit =+ ﬂr'mt + &t (11)

2 _ 2 2
0p =w+poi_y + 07 .

Elemzésiinkben a paraméterbecslés soran a (11)-ben bemutatott specifikdciét
alkalmaztuk.

"Lasd pl. Engle (1982).
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3 Abnormalis hozam, illetve kumulalt abnor-
malis hozam

Valamennyi eddig térgyalt becslési eljaras végterméke a vart hozam (),
illetve az egyes periédusokban realizalt tényleges hozam (r;;) kiilonbségeként
elééllithaté abnormadlis hozam, amelynek kalkuldlasa a pre-ablak elsé peri-
6dusatdél a post-ablak utolsé peridédusdig torténik. Az abnormaélis hozam
szamszerisitése:

ARy =1y — Tyt - (12)

Annak érdekében, hogy az egyes részvényekre haté izolalt hireket sem-
legesitsiik, a vizsgalatot egyszerre tObb részvényen szokas elvégezni, igy az
Osszes részvény esetében az egyetlen kozos hatas az EPS hir megjelenése lesz.
Az 4tlagos abnormaélis hozam az eseményablakon beliil egy napra:

N
1
AR, = 5 Zl AR;y (13)

ahol N azon részvények szama, melyekre az adott napon AR kalkuldlhatd.

Az abnormaélis hozamok vizsgdlata mellett kiemelt jelentésége van an-
nak is, vajon milyen mértékben tériti el a hir a hozamokat Gsszességében a
vart hozamoktdl, illetve milyen gyorsan zajlik le a ,,visszarendezédés”. En-
nek érdekében az egyes részvényekre kumuldlt abnormaélis hozamot (CAR) is
szamolunk, ennek meghatarozasa a K naptdl az L napig az alabbi formaban
irhato fel:

L
CAR" =" AR, . (14)
t=K

Az egyedi részvényekre kalkulalt CAR-ek eseményablakon beliili dtlago-
lasaval az dtlagos (piaci) CAR~t kapjuk meg, vagyis

N
1
CARSE — ¥ > CARE. (15)

i=1

A kumulélt abnormaélis hozamok &brajat vizsgilva lathatd, hogy milyen
mértéki volt a maximdlis eltérés, valamint milyen idétavon zajlott le a hir
okozta hozam-valtozas ,,lecsengése”. Vizsgalatunkban tesztelni fogjuk, hogy
vajon szignifikdnsan eltérnek-e a CAR értékek a 0-t6l, azaz okoz-e a hir
valéban extra nyereséget, illetve veszteséget azok szamara, akik erre szamitva
kereskednek.

A vilag kiilénb6z6 tékepiacaira jellemzé eltérd siirtiségi, illetve tartalmu
informécidszolgaltatds ugyancsak problémat jelenthet a vizsgalatok precizi-
tésat illetéen. Vannak olyan esetek, amikor a kérdéses esemény sajtoban, hir-
ként valé megjelenése nem a kereskedés idején, hanem attdl eltéré idopontban
14t napvildgot. Ez az aprd részlet jelentosen befolyasolhatja a kdvetkezd
kereskedési napon bekovetkezd hatast, mellyel, ha nem szdamolunk, akkor
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a kovetkeztetések helytelenek lehetnek. Lehetséges ugyanakkor, hogy a hir
tobb kereskedési napon keresztiil szivarog be a piacra formélis csatornakon
keresztiil. Ez akkor lehetséges, ha mondjuk a negyedéves jelentések adatai
nem szervezetten jelennek meg, és a hivatalos szaklap egy nappal a megjelenés
utan publikalja azokat. Ezeknek a probléméknak a kikiiszobolése érdekében
a két napos eseményablak kiterjesztést kell haszndlni. Ennek értelmében

CAR; _10=AR;1—1+ AR, , (16)

vagyis az i részvény hirmegjelenést megel6z6 napon realizalt abnormaélis ho-
zamat hozzdadjuk a hirmegjelenés napjan bekovetkez6 abnormalis hozamhoz,
ezzel egy kiterjesztett eseményablakot hozunk létre. A Budapesti Ertéktézs-
de esetében ez a probléma, elemzésiink soran, nem &ll fenn, hiszen a borzén
egy szinkronizéalt Internet alapu hélézat biztositja a megjelenés precizitasat.

A vérakozéasok, valamint a hir dltal generélt reakcié pontosabb Osszevetése
érdekében csoportositani kell a részvényeket a piaci varakozasok alapjan. A
pozitiv illetve negativ csoportba vald sorolas a hirmegjelenés el6tti piaci kon-
szenzus, varakozasok figyelembevételével torténik. A piaci varakozast tobb-
féleképpen is lehet mérni, ugyanis alkalmazhaté az elemzék varakozasabol
szamolt piaci konszenzus vagy az el6z0 idOperiédusban realizalédott mu-
tato is. Ha ugyanis az el6z6 periédus a jelenbeli realizaciohoz képest ma-
gasabb, akkor a részvény a negativ portfolioba keriil és annak a csoportnak
a kumulalt abnormalis hozamahoz jarul hozza. Ha a jelenben megjelent hir
az eloz6 periéduséhoz képest novekedést mutat, akkor viszont a részvény a
pozitiv csoportba keriil besorolasra. Ez a szétvalasztas azt garantélja, hogy a
pozitiv illetve a negativ hirek altal keltett abnormalis hozamok nem oltjak ki
egymast, valamint kovetkeztetéseket vonhatunk le a befektetok viselkedésére
vonatkozéan is. Nem biztos ugyanis, hogy a pozitiv hir ugyanazt a hatast
valtja ki, mint a negativ hir. Ezt a feltételezést a kovetkezd részben empiri-
kusan is megvizsgaljuk.

4 Adatok és empirikus vizsgalat

Az elemzés a Budapesti Ertéktézsdén forgé részvények koziil az ,,A” kategd-
rids részvények egy csoportjat vette figyelembe. Ennek oka egyrészrdl ezen
részvények forgalmanak megfeleléen nagy mértéke, valamint az adathozzé-
férés kivitelezhetésége. A vizsgalt részvények: Antenna Hungaria, Borsod-
Chem, Démasz, Egis, Matav, MOL, NABI, OTP, Pannonplast, Richter. Az
esemény, ahogy azt mar tobbszor is emlitettilk, az egy részvényre juté jove-
delem (EPS) kihirdetése. Ezt a mutatét negyedévente a gyorsjelentésekben
jelentetik meg a vallalatok. Mi, ismét csak adathozzaférési okok miatt, 6t
ilyen negyedéves jelentési periédust vontunk vizsgédlat ald. A periédusok 2002
I. negyedévétél 2003 III. negyedévéig tartanak (1Q02, 2Q02, 3Q02, 2Q03,
3Q03). A részvények arfolyamadatait, illetve a gyorsjelentések pontos meg-
jelenésének id6pontjat a Budapesti Ertékt6zsde kozponti adatbazisabol nyer-
tiik. A részvényt kibocsaté véallalatok negyedéves jelentéseit a www.portfolio
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.hu internetes Ujsag adatbdzisabdl toltottik le. Az eseményablak kialakitasa
soran a pre-ablak és a post-ablak is egyarant 21 napos kiterjedési lett, mig
a pre-ablakot megel6z6 becslési periddus hosszat 250 kereskedési napban ha-
tdroztuk meg. A becslést egyarant elvégeztiik hagyomanyos, illetve GARCH
specifikdcidkkal is. A becsiilt paraméterek nem mutatattak nagy eltérést,
ebbdl kiévetkezéen a GARCH-specifikdcié alapjan becsilt paraméter-érté-
kekkel dolgoztunk az abnormaélis hozamok és kumulalt abnormalis hozamok
meghatarozdsa sordn. Abban az esetben, ha valamelyik értékpapirra nem
volt kereskedés, akkor az el6zonapi zardarfolyamot feltételeztiik és igy arra a
kereskedési napra a hozam nulldval lett egyenlé. A részvények csoportosité-
sat, pozitiv illetve negativ varakozasok szerint az el6z6 negyedévi EPS mu-
tatd alapjan végeztiik el. Ha az el6z6 EPS mutaté a jelenleginél nagyobb volt,
tehat csokkenés kovetkezett be, akkor a részvény a negativ csoportba keriilt.
Ezzel szemben, ha a novekedés volt a jellemz6 az el6z6 jelentéshez képest,
akkor a részvény a pozitiv csoportba keriilt besorolasra. Ez természetesen azt
jelentette, hogy minden portfélidalkotds soran, tehat minden negyedévben, a
csoportok tagjai méasok voltak.

Els6ként tekintsiik a vizsgalatba vont egyik legstabilabb forgalmu rész-
vény, a MATAV egyedi adatait! Az &t eltérd idépont kéré rendezett (—21)-
21 eseményablakok napi abnormélis hozamait a (12) formula felhasznédldsgval
kaptuk. Az abnormalis hozamok —valamennyi negyedéves jelentés koré szer-
kesztett esemény-ablakban— a —4% és +4% intervallumban szérédnak, az
abra alapjan trendet nem tartalmaznak. A 2. dbran szemléltetett 6t meg-
figyelésre a kalkuldlt abnormadlis hozamokat a (14) formula felhaszndldséval
szamitjuk, ahol a K a —21. nap, az L pedig a —20. naptdl a 21. napig tartd
iddintervallumot oleli fel.
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2. dbra. A MATAV részvény arfolyamabél képzett abnorméalis hozamok
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3. dbra. Kumuldlt abnormalis hozamok a MATAV részvényre

A MATAV részvények arfolyamai alapjan képzett kumuldlt abnormalis
hozamok az eltérd idészakokban szinte teljesen eltéréen viselkedtek; tulajdon-
képpen alig lehet kozos vondst taldlni az idGsorok kozott. Taldn az egyetlen
altalanosan megfogalmazhaté megallapitas, miszerint a kumulalt hozamok
az esemény id6pontjaban gyakorlatilag a 0 koril szorédnak, valamint gy
tlinik —az 6t eseménybdl legalabb haromszor— a 21 napos post-ablak nem
elégséges a hir teljes hatdasanak ,,lecsengetéséhez” .

Vizsgéljuk meg, mennyiben moédosulnak az el6z6 megallapitasaink, ha a
piac egészét,® és valamennyi ,,ablakot” aggregéltan kezeljiik! Az eredményt
a (13) formula felhaszndldséval kaptuk. Fontos megjegyezni, hogy a 4. dbrdn
a t = 0 nap (az EPS kihirdetetésének napja) egy megfigyelésen (negyedéven)
beliil nem feltétleniil jelenti ugyanazt a naptari napot minden részvény eseté-
ben. Mas szdval, at = 0 nap egy olyan ,,virtualis” idépont, mely az eseményt
tekintve minden részvénynél megegyezik, de naptari nap szempontjabdl eltér.
Tovabba a részvények kozotti keresztmetszeti aggregaldson tul az 6t meg-
figyelés (negyedév) Gsszevondsa is megtortént, melynek eredménye a 4. dbrén
lathato grafikon.

8Piac egésze alatt természetesen csak a vizsgédlatba vont részvényeket tekintjiik, 4m az
elemzésbe vont 10 részvény a t6zsdei kapitalizicié kozel 60%-4t, a napi 4tlagos forgalom
t6bb mint kétharmadat teszi ki!
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4. dabra. A piac egészére vonatkozé abnormalis hozamok

Az dbrara tekintve tendencidt, illetve a pre-ablak és a post-ablak kozotti
jelent6s eltérést nem fedezhetiink fel. Az idésor egészére elvégeztiik a kiter-
jesztett Dickey-Fuller tesztet (trend és tengelymetszet nélkiil), a stacionaritds
tesztelése érdekében, melynek értéke® —5,058; vagyis minden ésszerti szig-
nifikanciaszinten allithatjuk, hogy az empirikus idosor 0 varhaté értékd, sta-
cioner folyamatbdl szarmazik.

Azzal tehat, hogy az eseményablak ¢ = 0 idépontjaba a gyorsjelentésekben
publikédlt EPS hireket helyeztiik, azt vizsgaljuk, hogy vajon a tokepiac meg-
felel-e a hatékony piacok hipotézis félig erés formajanak. A fentiek szerint,
mivel senki nem képes 0-t6l szignifikdnsan kiilonboz6 extra hozam realizé-
lasara, a hir felhasznaldsaval épitett kereskedési stratégidkon keresztiil, az
arfolyamnak tokéletesen kell tartalmaznia az eseménnyel kapcsolatos infor-
méciokat. Esetiinkben ennek a feltevésnek kétféle implikéacidja van.

(1) A t6kepiaci szereplék tokéletesen képesek megbecsiilni a részvényeket
kibocsatd vallalatok kovetkezo negyedéves EPS mutatéjat. Ezért azon
részvények esetében melyek csalddast okoznak (negativ csoport) a sze-
replék eladdsi nyomédsa az esemény bekdvetkezte elétt (pre-ablak) az
arfolyamot lefelé mozditja, ezzel a kumulalt abnormalis hozamokat a ne-
gativ térbe szoritja le. Ezzel szemben a jdl teljesité részvények (pozitiv
csoport) arfolyamanak emelkedése ennek a csoportnak az abnormélis
hozamait a pozitiv térben tartja mar a hirmegjelenést megel6zden is.

(2) Az ezt kovetd napok, tehdt a hir megjelenése és a post-ablak nap-
jainak, kumuldlt abnormalis hozamai véletlenszerii mozgast kellene,
hogy kovessenek, mely biztositand annak a feltételét, hogy hatékony
kereskedési stratégia nem alkalmazhaté a hir ismételt felhasznalasaval.

9A prébafiiggvény empirikus értékének megitélésekor ne feledkezziink meg arrél a tény-
rél, hogy mindossze 43 adatbdl 4l a vizsgalt idésor!
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5. dbra. A kumuldlt abnormélis hozam alakuldsa a piac egészére és valamennyi ablakra
vonatkozdan

Lathatjuk, hogy a piac egészére és valamennyi eseményablakra aggregalva
az abnormalis hozamok stacioner folyamatbdl szarmaznak, vagyis ugy tinik,
mintha a hir bejelentése nem lenne lényeges eltérité hatassal a tékepiaci ese-
ményekre. Ez tehat azt jelenti, hogy az abnormalis hozamok alakuldsanak
figyelembevételével nem épitheté fel hatékony befektetési stratégia. A ko-
vetkezOkben az abnormalis hozamok kumulalasédval azt vizsgaljuk, hogy ez a
stacioner tulajdonsag fennmarad-e. Ha igen, akkor az informacié beépiilése
hatékonyan megy végbe, ha viszont nem, akkor kereskedési stratégia alakit-
haté ki, mely nyereséggel kecsegtet.

Az 5. dbran bemutatott eredmény a (15) formula felhasznalasaval sziiletett,
ahol a K és L értékek a MATAV részvény vizsgalatakor hasznalt értékekkel
megegyeznek. A piac egészére szamolt abnormélis hozamhoz hasonléan a t =
0 egy ,,virtudlis” nap, mely az esemény szempontjabdl minden részvényre,
valamint minden megfigyelésre (negyedévre) megegyezik, de naptari nap te-
kintetében eltér. Mas szoval, az eredmény a kumulalt abnormalis hozamok,
részvények, valamint megfigyelések kozotti keresztmetszeti aggregalasabol
szarmazik.

A kumulalt abnormalis hozamok dbrajit vizsgalva megallapithatjuk, hogy
a piac egészén, az EPS bejelentésére varva optimélis hangulat uralkodik. A
pre-ablak abnormalis hozam értékeinek kumuldldsdval mindvégig 0-t megha-
lad6 (helyenként 1%-ot is meghaladd) Gsszhozamot ldtunk, vagyis a piaci
modell dltal becsiilt hozamndl magasabbak a tényleges hozamok (az drfolya-
mok a becsiiltnél gyorsabban nének). Lathatjuk, hogy az abnormalis hoza-
mok kumulalt értéke nagysagrendileg az esemény bekovetkeztekor, majd a
C AR érték —tendencidjat tekintve— negativ. A 4. dbra alapjan gy tlinhet,
hogy a piac a hir napvilagra keriilését kévetéen korrigalja a korabbi opti-
mista allaspontjat. Felmeriilhet annak a lehetdsége, hogy a fenti —korrekcidt
feltételez6— kép azért alakul, mert a hirek altaldban ,,rosszak”, vagyis az
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EPS érték a vartnal alacsonyabb lesz. Ennek ellenorzése érdekében megvizs-
galtuk csoportokba bontva az elemzésbe vont részvényeket, ahol a csoport-
képzé ismérv a hir tartalma volt. Az 6. dbrdn elkiilonithetjiik a pozitiv hir,
illetve negativ hir esetén kumulédlt abnormalis hozamokat.

Lathatjuk, hogy a negativ csoport esetében a pre-ablak kezdetén a sze-
replék optimista varakozasai az arfolyamokat még magasan tartjak egészen a
16. napig, amikor is egy hirtelen esés kovetkezik be. A j6 eredményben vald
bizakodasuk a 14. napon tér vissza és egészen a 7. napig tart, melyet egy
,,racionalis” periédus kovet. Két nappal az eredmény publikdlasa elott az
szereplék bizalma elszall és az arfolyamok esésnek indulnak. Ez a tendencia
nem all meg a nulla idépontban sem, ami azt jelenti, hogy a szereplék varako-
zésaiktodl joval elmaradé eredménnyel szembesiilnek. A részvény arfolyama a
post idOszak mésodik napjan stabilizalodik és azt kovetGen véletlen mozgast
kovet a negativ térben. Ez a kumulalt abnormalis hozam lefutds, hatékonysag
szempontjabol nem til kecsegtetd, hiszen az eldrelatas és az azonnali reakcid
nem teljesiil. Ugyanakkor nem tekinthetiink el annak megallapitasatol sem,
hogy ugy tunik, a 21 napos post-ablak nem elégségesen hosszu ahhoz, hogy
az abnormaélis hozamok kumulédldsaval keletkezé extra hozam eltiinjon!

A pozitiv csoport esetében a helyes anticipacié a (—21) - (—7) intervallum-
ban jél 1athatd, melyet a (—7) - (—3) id6szegmensben egy bizalomcsokkenés
kovet. Ezen bizonytalankodds utdn, azonban a piaci optimizmus visszatér,
melyet a pozitiv EPS eredmény tovéabb erdsit. A hozamok emelkedése, és
ezaltal a kumulalt abnormalis hozamok novekedése, egészen a post-ablak 12.
napjaig eltart, mely idopontot kévetéen mozgasa ismételten véletlenszeriivé
valik. Ez az eredmény, ugyancsak a félig er6s hatékonysag elvetését eredmé-
nyezi, hiszen, ha egy szereplo a hirmegjelenést koveto napon véasarol részvényt,
mely a pozitiv csoportba tartozik, akkor egészen a 12. napig addiciondlis ho-
zamemelkedéssel szamolhat.
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6. dbra. Kumulilt abnormadlis hozamok kiilénb6z6 csoportokban
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5 Kovetkeztetések

Belathato tehat, hogy a széles korben alkalmazott, eseménytanulmany-elem-
z6s médszere a Budapesti Ertéktézsde viszonylataban is alkalmazhaté. Ered-
ményeink, még ha nem fedik is le a borzén forgé részvények mindegyikét, azt
mondhatjuk, hogy dltalanositasra adnak lehetoséget. fgy tehat azt lehet mon-
dani, hogy a borze forgalméanak nagyobb részét kitevd vallalati részvények
esetében, az egy részvényre jutd jovedelem kihirdetése arfolyam befolyédsold
tényezoként foghato fel. Mas szdval, kereskedési stratégia épités szempontja-
bol relevans hirnek szamit.

Az eredmény ugyanakkor az dltalunk hasznalt eseményablak, és els6sorban
a post-ablak hosszanak a rovidségérdl taniskodik. Az abban fedezhetd fel,
hogy a zérus CAR-hez valé visszatérés nem kévetkezik be a (—21) napon
beliil, igy ennek a post periédusnak a kiterjesztése sziikséges a tovabbiakban.

Eredményeink tovabba arrdl taniskodnak, hogy a BET esetében a ha-
tékony piacok hipotézisének félig erés formaja sériil, mely nem biztos, hogy
korrigalédna tovabbi részvények bevondsaval, hiszen azok kereskedési inten-
zitdsa joval elmarad az elemzés ala vontakétdl.

A médszertan felhasznalasa a jovében elképzelhet6 lehet més tipusi hirek
eseményablakba helyezésével, melyek kozott az elére nem lathato hirek is
helyet foglalhatnanak. Lehetséges kiterjesztési irany lehet ugyanakkor a
régiéban, Kozép-Kelet-Eurépaban miikdo borzék hatékonysag vizsgalatanak
elvégzése is.
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THE APPLICATION OF EVENT STUDY METHODOLOGY TO SHARES

LISTED ON THE BUDAPEST STOCK EXCHANGE. IS NEWS,
INFLUENCING STOCK PRICES, VALUABLE OR NOT?

The authors introduce the applicability of the event study methodology in case of
the Budapest Stock Exchange (BSE). The methodology is to determine whether a
certain type of a news is able to influence the tendency of return series, in another
word is the examined news relevant in the construction of trading strategies? We
selected the quarterly announcement of earnings per share as the return generating
information to be put in the event window. The size of the pre-and post-window,
around the news release, is +21, (-21). We also divided the examined shares into
winner and loser portfolios by relating the current EPS ratio to the previous period’s
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EPS ratio. If there is an increase, the share is to be put into the winner group, if
the current ratio is less than the previous one, than the share is located in the looser
portfolio. We are also to test the semi strong form of efficiency of the BSE using the
above described settings. The exchange is said to be efficient in the semistrong form
if all relevant public information is built into the prices immediately and accurately.
Our conclusions are as follows: (1) event study methodology is applicable in the
case of the BSE, (2) EPS announcements are considered to be relevant information
in relation to the building of trading strategies, (3) the criteria of the semistrong
form of efficient market hypothesis is not fully satisfied, since in the post window
cumulated abnormal returns (CAR) still persist, (4) the length of the post window
is too short for the CAR to return back to the 0 level, so the extension of the
window is required in the future.
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ARBITRAZS NAGY PENZUGYI PIACOKON!

RASONYI MIKLOS
MTA Szdmitdstechnikai és Automatizdldsi Kutatd Intézete

Pénziigyi piacok olyan matematikai modelljeivel foglalkozunk, melyekben
termékek egy végtelen sorozata van jelen. Ilyen piacok arbitrazselméletének
4j eredményeirdl adunk attekintést. Az arbitrdzsmentesség és a martingél-
mértékek 1étezése kozotti kapesolatot vizsgdljuk, elsésorban a klasszikus ,,ar-
bitrazs arazasi elmélet”-tel Gsszefiiggésben.

1 Bevezetés

A dolgozat célja az arbitrazs fogalmi tisztazdsa és vizsgalata olyan esetek-
ben, amikor a piaci szereploknek befektetési lehetéségek egész sokasaga &ll
a rendelkezésére. Ilyenkor a kockéazat mérsékelheté azaltal, hogy tokéjiiket
szamos kiilonbozo termékbe fektetik. Mindazondltal tovabbra sem allhatnak
fenn tartdosan arbitrazslehetoségek.

Nagy piac alatt tehat azt értjiik, hogy nagyon sok termékkel lehet keres-
kedni. Példa erre a globalis viliggazdasag, de nagy piacnak tekinthetjiik pl.
az Egyesiilt Allamokban forgalomban 16vé kiilonbozé lejérati és kibocsatéju
kotvények Oszszességét is.

A matematikai modellben ezért ugyanigy indokolt megszamlalhatéan
végtelen sok termék szerepeltetése, mint ahogyan a statisztikaban is meg-
figyelések végtelen sorozatara vonatkozo aszimptotikus eredményekkel dolgo-
zunk nagy mintak esetén.

A cikkiink 2. szakaszdban bemutatott piacmodellt S. A. Ross [23] uttérd
munkdja Ota szokds vizsgalni. A minket foglalkoztaté alapvet6é kérdések:
Hogyan célszert definidlni az arbitrazs fogalmat? Milyen feltételeket kell tel-
jesiteniiik a modellparamétereknek, hogy ne 1éphessen fel arbitrazs? Hogyan
arazzunk szarmazékos termékeket egy nagy piacon?

Az utébbi masfél évtized pénziigyi matematikai eredményei megmutattéik,
milyen szoros az Osszefliggés a derivativ termékek arazasa, illetve a piac ar-
bitrdzsmentessége kozott, lasd a 3. szakaszt. A 4. szakaszban rdmutatunk,
hogyan kapcsolddik az arbitrazs korszerii elmélete a korabbi linedris arazési
modszerekhez; ez utébbiakrdl a jelen szakasz hatralévo részében ejtiink szot.
Az 5. szakaszban potencidlis jovobeli kutatasi irdnyokra utalunk.

Az elméleti kozgazdasdgtan egyik hagyomanyos megkozelitése az drazdsi
problémahoz a CAPM (“Capital Asset Pricing Model”), mely szerint egyen-
sulyban 1év6 piacon az egyes termékek varhaté hozama linedrisan fligg a

1A szerzd koszonetet mond az OTKA T 047193 és F 049094 szerzddések alapjan kapott
tamogatasért. Beérkezett: 2004. augusztus 29. e-mail: rasonyi@sztaki.hu.
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termék “bétdjatol”. Ez a [ az adott termék és a piaci portfélié (mikor az egész
piacot egyetlen portféliénak tekintjiik) kozotti korrelacié egy mérészama, 14sd
a masodik szakaszban bemutatott modellt.

A CAPM elmélet J. Lintner [19], W. Sharpe [25] és J. Mossin [20] nevéhez
fliz6dik; a [8] kényv alapos bevezetést nytjt ebbe a tdrgykorbe. Barmennyire
csabito egy ilyen linedris Osszefiiggés megléte, ez nem bizonyult mindig a
tapasztalattal egybevigénak, s az elmélet bizonyos el6feltevései (normélis
eloszldst hozamok, kvadratikus hasznosségi fiiggvény) is megkérddjelezhetbek.

S. A. Ross [23] cikkében mer6ben 1j kiindulépontokbdl jutott el ha-
sonl6 kovetkeztetésekhez: ha kelléen sok termék van a piacon és nincsenek
arbitrazslehet0ségek, akkor a CAPM 4&ltal jésolt linedris fiiggés kdzelitdleg
fenndll. Ez utébbi elméletet “Arbitrage Pricing Theory” (APT) néven tartjak
szamon.

2 Az APT modell

Roviden ismertetjiik Ross APT modelljének egy egyszerii esetét, némileg
modositva, ldsd [22]-t részletesebb targyaldsért.

Megszamlalhatoan végtelen sok terméket tekintiink. Feltessziik, hogy
mindegyik termék egységnyi mennyisége $1-ba keriil ma. Legyen az n-edik
termék ara R, egy adott T" jovGbeli idépontban, n € IN.

Legyen tovabbd Ry = 1 + r konstans (azaz létezzen kockdzatmentes be-
fektetés), R,, n > 1 pedig valdsziniiségi valtozdk. Tételezziik fel, hogy a
piacot alapvetden egy véletlen forrds (faktor) hatdrozza meg, ehhez persze
még hozzajonnek az egyes termékek sajat kockazatai. Véges sok kozos faktor
esete is hasonléan targyalhato.

A matematikai modellben egy (2, F, P) valdszintiségi mezét vesziink; a
kozos faktort az €1 valdsziniiségi valtozd testesiti meg, a termékek egyedi
kockdzatait pedig &;, i > 2 {rjdk le, legyenek ezek (teljesen) fiiggetlenek.
Feltessziik, hogy az elsé termék ara, Ry, kizardlag a kozos kockazati tényezotol
fligg. Mésképpen fogalmazva, feltessziik, hogy e kozos faktor maga is adhato-
vehet6. Ez példaul fennall akkor, ha valamely tozsdeindexet vagy a fentebb
méar emlitett piaci portféliét tekintjiik. A kockdzati tényez6ktol vald fliggést
linearisnak vessziik.

A kovetkezd formalis modellhez jutunk:

Rl =1 + M1 + 0181, RrL =1 + Mn + ﬂngl + On€n, N 2 27

ahol a yu,,, B, 0, konstansok és feltessziik, hogy Fe,, =0, Fe2 =1, n € IN.
Ekkor u,, éppen E R, —1-el, az n-edik termék varhat6 hozamaval egyezik meg.
Teljesiiljon még, hogy a termékek sajat kockazatat kifejez6 széras korlatos:

sup |o] < oo,
i
azaz egy termék sajat kockazata nem szokhet az égig.

Egy adott befektetd egyszerre véges sok (mondjuk k) termékkel keresked-
het, de ez a k barmilyen nagy lehet. Tetszélegesen eldontheti barmely 1 <7 <
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k-re, hogy az i-edik termékbdl mennyit vasarol, jelolje ezt a mennyiséget ¢;;
ez barmilyen el6jelii lehet (vagyis fedezetleniil is eladhatunk). Ha kezd&t6kéje
¢, a kockazatmentes befektetés ¢y mennyiségét gy kell megvalasztani, hogy

D di=c (1)

teljesiiljon, ezt onfinanszirozdsi feltételnek nevezziik.
A ¢ portfélié értékndvekedése a T idépontig

k k
Vi(¢):= Z¢iRi —c= Z(bi(R,- -1).
i=0 =0

1. definicié. Azt mondjuk, hogy a piacon aszimptotikus arbitrdzs van jelen,
ha ¢ = 0 és létezik természetes szdmok olyan ny, k € IN névé sorozata és
olyan ¢, onfinanszirozo portfolick az ny, terméket tartalmazo piacon, hogy

EV(¢n,) —C >0, D*V(éy,)) —0, k—oc.

Vagyis akkor beszéliink aszimptotikus arbitrazsrél, ha 0 kezd6t6kébol egy-
re nagyobb piacokon kereskedve a befektetének mddja nyilik pozitiv atlagos
hozamot produkalnia s egyszersmind kockazatat tetszolegesen kicsire csok-
kentenie. A kockazatot jelen esetben a szdrassal mérjiik.

A gyakorlatban egy ilyen arbitrézslehetdség jelenléte azt jelenti, hogy ele-
gendden sok termékbol mar osszedllithatd pozitiv hozamu portféli, melynek
szérésa kisebb egy altalunk megadott (tetszélegesen kicsiny) kiisz6bnél. Ilyen
portfélié konkrétan is megadhato, lasd [9]-et vagy [10] 5. szakaszat.

Az APT alaptétele a kovetkezé:

1. tétel. Ha nincsenek aszimptotikus arbitrdzslehetdségek, akkor létezik olyan
~v € IR, hogy

o0
Z(ui —r—B7)?<oc0. (2)
i=1

Megmutathatd, hogy a v konstans éppen (u1 — 1)/o1-gyel egyenld.

A tétel lényege, hogy arbitrdzsmentes piacon p; — r (az dtlagos hozamok
kockdzatos része) nagy i-re koriilbeliil linedrisan fiigg az adott i-edik termék
“betdjatdl”. Az eltérés gyorsan 0-hoz tart (még az eltérések négyzetosszege is
véges), tehat a CAPM alapdosszefiiggésének (u; = r + 5;7y) egy aszimptotikus
véltozatét kapjuk. Lathatéan ;01 éppen cov (R;, Ry)-gyel egyenld, tehat 5;
egy korrelacié jellegli mennyiség.

Ez az eredmény elészor S. A. Ross [23] cikkében jelent meg. G. Huberman
[9] dolgozatdban vildgos és matematikailag kifogastalan levezetést adott, 14sd
Ugyszintén a [10] &ttekintést. A ~ konstans értéke ugyanaz, mint a CAPM
alapreldcidjaban, de az APT esetében ezt csak az [1] cikkben mutatta meg
A. Admati és P. Pfleiderer.
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A modell t6bb szempontbdl kifogasolhaté: az e; véletlen mennyiségeknek
kell, hogy létezzen a masodik momentuma, holott a hozamok modellezésénél
sokszor vastag farkd, pl. stabil eloszldsokat is haszndlnak, 14sd [24, 6] és az
utobbiban szerepld hivatkozasokat. Egy masik gyenge pont a szérds, mint
kockazati mérGszam hasznalata: ez az atlagtdl felfelé valo eltérést ugyan-
ugy veszi figyelembe, mint a lefelé vald eltérést, noha nyilvan nem mindegy,
hogy az atlagosnal tobbet vagy kevesebbet jovedelmez az adott értékpapir.
A 4. szakaszban latni fogjuk, hogyan kiiszoboli ki az jabb elmélet ezeket a
fogyatékossagokat.

3 Kockazatsemleges arazas

Az arbitrdzsmentes piacok vizsgdlata més okbdl is az érdekl6dés homlok-
terébe keriilt. F. Black és M. Scholes [2] cikkiikben az opcidk olyan drazési
modszerét javasoltak, melyben un. kockdzatsemleges drazo funkciondlok jut-
nak szerephez.

Ezek a leggyakrabban alkalmazott modellekben olyan valdszintiségi mérté-
keknek felelnek meg, melyekre nézve az arfolyamatok in. martingdlok. Az
ilyeneket roviden martingdlmértéknek nevezzik.

Régota ismert, hogy ha egy szerencsejatékban a jatékos Osszes nyeresége
(vagy vesztesége) a t idOpontig M, és az M, folyamat martingalt alkot, akkor
nem lehetséges biztos nyereséghez jutnia. A modern pénziigyi matematika
egyik legfontosabb észrevétele a fenti megfigyelés megforditasa, azaz

Metatétel. Ha nincs kockdzat nélkili haszon (arbitrdzs), akkor van
olyan, az objektiv wvaldsziniiséggel ekvivalens wvaldsziniségi mérték, melyre
nézve a piacon lévd termékek diszkontdlt drfolyamatai martingdlok.

Ezt a kijelentést a ,,Szarmazékos termékek arazasanak alaptétele”-ként
szokas emlegetni; valéjaban inkabb egy altaldnos alapelvrol van sz6, melyet
azonban a konkrét modellosztalyokban mindig igazolni kell. Elészor olyan
modelleket vizsgaltak, ahol a kereskedés diszkrét idopillanatokban torténik;
a metatételt [7]-ben mutattak meg véges valdsziniiségi mezé esetére, majd [3]-
ban az dltalanos esetre. Ez a kiterjesztés mar mélyebb matematikat igényelt,
[13]-ban egyszerii bizonyitds taldlhaté erre a szép eredményre.

A tovéabbi fejlemények a valdszintiségszamitas és a funkcionalanalizis egyre
nehezebb fejezeteit hasznaltak. Szikségessé valt az arbitrazs fogalméanak
kib&vitése: folytonos idéparaméteri modellekben (azaz ahol a kereskedés
folytonosan torténik) ahhoz, hogy martingdlmértékeket kaphassunk, fel kell
tenni, hogy még befektetések limeszeként sem lehetséges arbitrazshoz jutni.
Evégett az 1. definicioban bemutatott aszimptotikus arbitrazshoz hasonlé fo-
galmak sziilettek, melyekben kiilonféle médokon kell hatdrértéket venni (pl.
sztochasztikusan vagy 1 valdszintiséggel). A 4. szakaszban konkrét példat is
mutatunk erre. A terjedelmes irodalombdl most csak a [5, 18] cikkekre és
[10]-re utalunk.

Nézziik meg most, mit értiink martingdlmértéken az APT modellben!
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2. definicié. Azt mondjuk, hogy a Q valdsziniségi mérték martingdlmérték
az APT modellben, ha minden n € IN esetén

E°R, =1+,

azaz e mérték szerint minden termék dtlagos hozama megegyezik a kockdzat-
mentes hozammal.

4 A két elmélet o0sszefonddasa

Elséként a [11] dolgozat vizsgélta nagy piacokon az arbitrdzsmentesség és a
martingdlmértékek kapcsolatat. Ezt [16], [17], [12], [14], [15], [4] kovették.
J6 attekintést ad e témérdl a [10] tanulmény.

Példaképpen a [15] cikk egy aszimptotikus arbitrazsfogalmét ragadjuk ki:

3. definicié Azt mondjuk, hogy az NFLBR feltétel (“no free lunch with
bounded risk”) teljesiil, ha a ¢ = 0 a kiinduldsi téke esetén nincsen olyan
ng, k € IN névé sorozat és ¢, Oonfinanszirozé portfdlick az nj terméket
tartalmazo piacon, hogy

V(gn) =V,
van olyan A > 0, hogy minden k-ra, V(¢,,) > —A,
V>06é P(V>0)>0.

Itt X, X azt jelenti, hogy valdsziniiségi valtozok egy X, sorozata
sztochasztikusan tart az X-hez.

A mésodik feltétel azt jelenti, hogy az arbitrazsiigyletek sordan nem lehet
korlatlan hitelt felvenni, ez meglehetOsen természetes feltételezés.

Lathato e definici6 szamos elonye: mar nem koveteljiik meg, hogy az arfo-
lyamat masodik momentuma létezzen, és szakitunk a szoras mint kockazati
mérték hasznélataval.

Az elmélet tipikus tételei a kovetkezd médon festenek (a zdrdjeles példa
mindig a [15] cikkre vonatkozik): ha nincs aszimptotikus arbitrézs (pl. NFLBR
igaz) arfolyamatok egy adott osztalydban (pl. folytonos trajektérigju folya-
matok), akkor léteznek jé tulajdonsdgokkal biré kockazatsemleges drazé funk-
ciondlok (pl. a piac minden véges szegmensén létezik martingdlmérték, és
ezek sorozata ,,szépen viselkedik”).

Sajnos, az ismert eredmények jo része csak meglehetésen komplikalt és ne-
hezen megragadhaté médon szolgaltat kockazatsemleges drazo funkcionalokat:
az el0z6 bekezdés példajaban mindossze ilyenek egy sorozatat kapjuk. Fontos
volna feltételeket talalni a 2. definicioban szereplé martingalmérték 1étezésére.

Ez a [21] és [22] kozlemények kiindulépontja. E két cikk (mint kordbban
[12] is) a 2. szakaszbeli APT modellt vizsgdlja. [21] sziikséges és elégséges
feltételt ad martingalmértékek létezésére egy bizonyos erGs értelemben, ez
a kritérium alkalmazhaté olyan modellekben is, ahol a hozamokat stabil
eloszlasu valdszinliségi véltozokkal irjdk le, mint példdul [6]-ban. A [22] cikk
a klasszikus APT-ben ad feltételt kockdzatsemleges drazé mérték 1étezésére:
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2. tétel. Bizonyos technikai feltételek megléte esetén ha nincs aszimptotikus
arbitrdzs az 1. definicid értelmében, akkor létezik Q martingdlmérték (a 2. de-
findcid szerinti értelemben).

5

Nyitott kérdések

Tovabbra sem ismeretesek pontos, altalanos feltételek arra nézve, hogy egy
nagy piacon létezzék martingdlmérték. Madsik, a gyakorlat szempontjabdl
lényeges probléma: taldljunk a (2)-hoz hasonld reldcidkat, melyeknek egy
arbitrazsmentes piacon teljesiilniiik kell. Az ilyen Osszefliggéseket arbitrazs
kimutatasara lehetne hasznalni pl. kotvénypiacok esetében.
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ARBITRAGE IN LARGE FINANCIAL MARKETS

We present an overview of recent results in the arbitrage theory of financial market
models with an infinite sequence of assets. We analyze the relationship between ab-
sence of arbitrage and the existence of martingale measures focusing on the classical
Arbitrage Pricing Theory.
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ARBITRAZSLEHETOSEGEK VIZSGALATA A MAGYAR
ALLAMPAP{RPIACON!

MAKARA TAMAS
Budapesti Corvinus Egyetem Befektetések Tanszék

A dolgozat két, az allampapirpiachoz kapcsolddé problémat mutat be, me-
lyeket linedris programozassal oldhatunk meg. A dolgozat egyik része azt
mutatja be, hogy hogyan lehet az arbitrazslehetéségeket felismerni, majd azt
vizsgdlja, hogy az Allamaddssig Kezels Kozpont ltal megfigyelt vételi és
eladasi arfolyamjegyzések alapjan voltak-e arbitrazslehet6ségek a magyar al-
lampapirpiacon az elmult két évben. A mdsik rész azt targyalja, hogy hogyan
lehet a kockazatmentes pénzaramlasokat értékelni a tranzakcids koltségek fi-
gyelembevételével az arbitrazsmentesség elve alapjan.?

Kulcsszavak: allampapirpiac, arbitrazs, replikdcio, arazéds tranzakcios koltsé-
gek mellett.

1 Bevezetés

Egy értékpapirpiacon statikus arbitrazsra van lehet6ség, ha a befektetéknek
lehetOségiik van olyan tranzakcidkat végezni, amelyek eredGjeként a befek-
tetének sem a jelenben, sem egyetlen jovobeli lehetséges vildgallapotban nem
keletkezik kiaddsa, és legaldbb egy vildgdllapotban (akér a jelenben, akér egy
lehetséges jovébeli vilagallapotban) bevétele keletkezik. (Az arbitrédzsmentes
drazédssal kapcsolatos fogalmakat és tételeket ldsd pl. Medvegyev (2002).)
Ebben a cikkben az arbitrazslehetGséget az allampapirpiac sajatossagait fi-
gyelembe véve kicsit eltéréen hatdrozzuk meg. Az arbitrazslehetéségek fel-
ismeréséhez linedris programozasi feladatokat oldunk meg. A linedris prog-
ramozas alkalmazdasa az allampapirpiachoz kapcsol6dé szakirodalomban nem
1j, 1l4sd példdul Hodges és Schaefer (1977), Ronn (1987) és Jaschke (1998)
cikkeit. E cikk fogalomhasznélata nagyjabol megfelel Jaschke megkozelitésé-
nek.

A cikk felépitése a kovetkezd: a 2. pontban mutatjuk be a cikkben al-
kalmazott arbitrazsfogalmat és az arbitrazslehetOségek felismeréséhez meg-
oldandé lineéris programozasi feladatokat. A 3. pontban ismertetjiik azt
az empirikus vizsgélatot, amelynek soran az Allamado’sség Kezel6 Kozpont
altal rogzitett arfolyamjegyzések alapjan azt vizsgdljuk, hogy vannak-e ar-
bitrdzslehetdségek a magyar allampapirpiacon. A 4. pontban azt mutatjuk

1Beérkezett: 2004. oktéber 3. e-mail: t.makara@alarmix.net.
2Koszonettel tartozom a cikk elsd valtozatdhoz fiizott értékes megjegyzéseikért
Berlinger Edindnak, Michaletzky Martonnak, Mdéricz Danielnek és Petriman Zitanak.
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be, hogy hogyan befolyasolja a kockdzatmentes pénzaramlisok arazasat a
tranzakcids koltségek megléte.

A cikk fogalomhasznalata és médszertani megkozelitésmédja nem 1j, azon-
ban a 3. pont empirikus eredményei azok.

2 Az arbitrazsfeladat

Adott n darab fix kamatozdsi dllampapir (vagy révidebben: kétvény) és a
t1, to, ..., t,, jovobeli idépontok (0 < t; < ty < ... < t,,), amikor legaldbb
egy kotvény tulajdonosai kamatra vagy torlesztésre jogosultak. Az i-edik
kotvény pénzdramlésa a j-edik jovobeli idépontban C;;, amirdl feltételezziik,
hogy kockazatmentes, azaz minden koriilmények kozott kifizetésre keriil. Az
i-edik kotvény vételi arfolyama p? (ezen az dron adhatjék el a befektetdk
a papirt az drjegyzének), eladasi arfolyama p¢ (ezen az dron vésarolhatd
meg a papir az arjegyzotol), pb < p?. A befektets az i-edik kotvénybol
% > 0 mennyiséget vdsarol és x? > 0 mennyiséget ad el (ez lehet fedezetlen
eladds, azaz short sale). Feltessziik, hogy a kotvények korldtlanul oszthatdk,
tehat z¢ € IR és 2? € IR. A befektetd vo = > i, (a%p? — 2¢p?) azon-
nali bevételre tesz szert, pénzdramldsa a j-edik jovébeli idépontban v; =
S (@f —22)Ciy. A (p°,p?, C) érakkal és pénzdramldsokkal jellemezhetd
allampapirpiacon akkor van statikus arbitrdzslehetéség, ha léteznek 0 <

28,28 al és 0 < x§, 28, ..., 22 valés szdmok, amelyekre

v = (vo,V15..-,0m) >0,

ahol ’ a transzponalds jele, az a > b reldci6 pedig gy értendd, hogy a egyik
eleme sem kisebb, mint b megfelel6 eleme, és a legalabb egy eleme nagyobb,
mint b megfelel6 eleme.

Az eddigiek soran nem vettiik figyelembe, hogy a befektetének lehetésége
van, és a jovOben is lehetOsége lesz betétben elhelyezni a pénzét, feltételezhe-
téen pozitiv nomindlis kamatldb mellett, és ezért az arbitrazslehetéség defi-
nicigjat tal szigordan szabtuk meg. Tegyiik fel példaul, hogy a befektetének
modja lenne szert tenni a kévetkezo pénzaramlasra: vg =0, v; = 1, vo = —1,
v; =0,(j = 3,...,m). Tagabb értelemben ez is arbitrdzsnak tekinthetd,
ugyanis a befekteté a t; idépontbeli bevételébol biztosan torleszteni tudja
majd a to idopontban esedékes kotelezettségét, és mivel a t; és to kozotti
id6szakra pozitiv kamatlab mellett tudja befektetni a ¢ idépontbeli bevételt,
a ty idépontban esedékes kotelezettséget meghaladd, szabadon elkolthetd
jovedelemre tesz szert.

A tovabbiakban ezért arbitrazslehetOségen a kovetkezé, tagabban defini-
alt fogalmat értjiik: A (p®,p?, C) drakkal és pénzaramldsokkal jellemezhetd

allampapirpiacon akkor van arbitrazslehet6ség, ha léteznek 0 < 28,28, ... 22
és 0 < z§,29,...,2% valés szamok, amelyekre

k= (k}o,k}l,...,klm)l>0,

ahol k; = ZZ:O v a befekteto kumulalt pénzaramlasa a megfelel6 idépontban.
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Hogy adott allampapirpiacon van-e arbitrazslehetoség, eldontheté a ko-
vetkezd linearis programozasi feladat megoldasaval:

m

max Z k; (1)

a:?,a:i?,ie{l,Q,...,n}

§=0
a kovetkezd korlatok mellett:
0<zi, i=1,2,...,n;
ngi’, 1=12,...,n;
P <1, i=1,2,...,n; (2)
<1, i=12,...,n; (3)

OSICJ‘, ij,l,...,m.

A fenti feladatnak biztosan van megvaldsithaté megoldésa, hisz megvalésitha-
t6 megoldas az, ha a befekteté nem csinal semmit, azaz xi’ =z =0,7=
1,2,...,n. Mivel ebben az esetben a célfiiggvény értéke nulla, a célflige-
vény értéke az optimumban nem lehet negativ. Ha a célfiiggvény értéke az
optimumban pozitiv, akkor van arbitrazslehetség. A (2) és (3) feltételek a
feladatot normalizaljak: azt biztositjak, hogy a célfiiggvény optimalis értéke
véges legyen akkor is, ha van arbitrazslehetGség.

Az eddigiek sordn nem foglalkoztunk azokkal az esetleges tranzakcids
koltségekkel, amelyek nem a vételi és az eladasi arfolyam kiilonbségébdl fakad-
nak (példdul feliigyeleti, tézsdei dijak, fedezetlen eladds esetén az értékpapir
kolesonzésének dija). Az dllampapirpiacon altaldban a tranzakciés koltséget
donto mértékben a vételi és az eladési arfolyamok kozotti kiilonbség jelenti, az
egyéb koltségek ehhez képest dltaldban elenyészéek (ez aldl kivételt jelenthet
az értékpapir kolcsonzési dija). Az arbitrazslehetOségek felismerése szem-
pontjabdl nem jelentenek problémat az olyan koltségek, amelyek linedrisan
figgnek az egyes értékpapirokbdl vasarolt, illetve eladott mennyiségektol.
Ez esetben a p? vételi drfolyamokbdl le kell vonni az egységnyi eladdsra juté
tranzakciés koltséget, a p¢ eladési drfolyamokhoz pedig hozzd kell adni az
egységnyi kotvényvasarlasra jutd tranzakeids koltséget, de tovabbra is az (1)
linedris programozasi feladatot kell megoldanunk. Abban az esetben, ha a
koltségek nemlinedrisan fliggnek a vett és eladott értékpapir-mennyiségektol,
akkor elvben nemlinearissa valik a megoldandé feladat. Gyakran azonban
ez esetben is megoldast jelent a linedris programozéds: ha az (1) feladat
megoldasaval nem taldlunk arbitrazslehetoséget, akkor biztosak lehetiink ab-
ban, hogy nincs arbitrizslehetéség. Ha pedig az (1) feladat optimuméban a
célfiiggvény értéke pozitiv, és a megtaldlt arbitrazslehetoség nyereségét nem
emésztik fel a feladatban figyelembe nem vett tranzakcids koltségek, akkor
talaltunk egy arbitrazslehetoséget. Csak akkor kell a nemlineéris programo-
zéshoz folyamodnunk, ha az (1) feladat optimumédban a célfiiggvény értéke
pozitiv, és a megtalalt arbitrazslehet0ség nyereségét felemésztik a feladatban
figyelembe nem vett tranzakcios koltségek.
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3 Arbitrazslehetoségek vizsgalata a magyar
allampapirpiacon

A magyar dllampapirpiacon specidlis jogokkal és kotelezettségekkel bird piaci
szerepl8k, az els6dleges forgalmazdk, kotelesek folyamatosan kétoldali (vételi
és eladdsi) drat jegyezni az allampapirokra a tézsdei kereskedésben. Bar az
allampapirpiaci forgalom donté része a tozsdén kiviili kereskedésben bonyo-
16dik le, a tozsdei arjegyzésnek az allampapirpiaci arfolyamok megismerése
szempontjabdl kiemelt jelentésége van. A t6zsdén kiviili kereskedésben ugyan-
is az arjegyzés jellemzden két fél kozotti, nem nyilvanos kommunikacioban
torténik, igy az elsédleges forgalmazo altal jegyzett vételi és eladési arak,
valamint a megkotott tizletek arfolyamai a tobbi piaci szereplé szamara koz-
vetleniil nem megfigyelhetéek. A tézsdei kereskedési rendszerben megjelend
vételi és eladédsi ajanlatok azonban nyilvanosak és kotelezo érvénytiek: az
elsédleges forgalmazd az altala jegyzett aron koteles tizletet kotni barmely, a
tozsde hitelpapir-szekcidjaban kereskedési joggal bird tézsdetaggal.

A kotelezd tozsdei drjegyzési idészakra az elsédleges forgalmazdk szaméra
el6 van {rva, hogy minimadlisan milyen mennyiségre kell arat jegyeznitik,
és hogy legfeljebb mekkora lehet a kiilonbség az altaluk jegyzett vételi és
eladasi arfolyamok kozott. Jelenleg a leglikvidebb, tgynevezett referencia
allamkotvényekre valamennyi elsédleges forgalmazd koteles folyamatosan arat
jegyezni, minimum 200 millié forint névértékre. A tobbi, tézsdére bevezetett
fix kamatozasu allamkotvény és diszkont kincstarjegy esetében pedig harom,
palyazat, illetve sorsolds utjan kivéalasztott elsddleges forgalmazd koteles arat
jegyezni minimum 100 millié forint névértékre. A vételi és eladdsi drfolyamok
kiilonbsége korlatozott: a vételi és az eladdsi arfolyamok alapjan kalkulalt
lejératig szdmitott hozamok (réviden: vételi és eladédsi hozamok) kiilénbsége
nem haladhatja meg az 50 bézispontot (1 bazispont = 0,01 szdzalékpont).
A tézsdén kiviili kereskedésben az arfolyamjegyzés jellemzdéen a fentieknél
nagyobb mennyiségekre vonatkozik, a jegyzett vételi és eladasi hozamok
kiilonbsége pedig 1ényegesen kisebb, jelenleg jellemz6en 10-15 bazispont kortil
alakul.

Az Allamadéssig Kezeld Kozpont (AKK) naponta kétszer (egyszer délelétt
és egyszer délutn), egy véletlenszeriien meghatarozott idéSpontban rogziti a
tozsdei kereskedési rendszerbe bevitt, az allampapirokra szolé legmagasabb
vételi és legalacsonyabb eladasi ajanlatokat, és ezeket nyilvanossigra hozza.
2003. augusztus 29. el6tt pedig naponta egyszer rogzitették a legjobb vételi
és eladési drfolyamokat. Empirikus vizsgalatunk alapjat az AKK altal 2002.
juinius 13. és 2004. aprilis 27. kozott rogzitett arfolyamjegyzések jelentik.
Ezek az adatok a majdnem két évet felolel6 idoszak Osszesen 470 kereskedési
napjardl rogzitenek 629 pillanatképet. Az (1) linedris programozési feladatok
megoldasaval megallapithatjuk, hogy az adott pillanatban a t6zsdei arfolyam-
jegyzések alapjan volt-e arbitrézslehetéség. A linedris programozasi feladatok
mérete szamitdstechnikai oldalrdl nem jelent problémat: 2004. aprilis végén
példaul a figyelembe veend6 allampapirok szama n = 25, a kifizetési datumok
szama m = 77, igy 50 valtozot kell optimalizalni 178 korlat mellett.
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Az arbitrazslehetdségek vizsgalata a piac fejlettségének egyfajta tesztje:
jol miikédd piacon azt varjuk, hogy tartésan nem &llnak fenn arbitrazsle-
hetéségek. Az AKK 4ltal rogzitett arjegyzések alapjan azt tapasztaltuk,
hogy a rogzitett 629 idépontbdl 625 esetben nem volt lehet&ség arbitrazsra,
4 alkalommal viszont volt. Az, hogy ezekben az esetekben mekkora nye-
reséget lehetett volna elérni az arbitrazzsal, attdl fiigg, milyen mennyiségre
széltak a vételi, illetve cladési ajanlatok. Az AKK nem rogziti, hogy az
egyes vételi és eladasi ajanlatok milyen mennyiségre szélnak, de ha abbdl
indulunk ki, hogy az elsodleges forgalmazdk altalaban az eloirt 100 MFt
névértékli papirra jegyeznek arat, akkor viszonylag pontosan meg tudjuk
becsiilni az elérheté nyereséget. Ez alapjan 2003. december 1-jén déleltt
koriilbeliil 13 EFt azonnali nyereséget lehetett elérni (anélkiil, hogy a be-
fektetének jovébeli kotelezettsége keletkezett volna), 2003. december 8-dn
délel6tt 45 EFt-ot, 2003. december 9-én délutan 9 EFt-ot, 2003. december 31-
én délelétt pedig megkozelitSleg 54 EFt-ot lehetett nyerni arbitrdzzsal. (Az
elérhet6 nyereségek meghatarozasandl figyelembe vettiik a sziikséges tranzak-
ciok utan fizetendo feliigyeleti és tozsdei dijakat is. Nem vettiink figyelembe
értékpapirkolcsonzési dijat: a szamitott nyereséget csak olyan t6zsdetagok
érhették volna el, akik rendelkeztek az eladandé allampapirral. Azt sem
vettiik figyelembe, hogy a sziikséges tranzakciok egy része az adott pillanat-
ban feltehetéleg elényosebb aron is megkothetd lett volna a t6zsdén kivuli
kereskedésben.) Ezek a nyereségek nem tlinnek nagynak, ha arra gondol-
unk, hogy elérésiikh6z minden esetben koriilbeliil 200 milli6 forint névértéki
allampapirt kellett volna megmozgatni; mégis, egy elsédleges allampapir-
forgalmazotdl par gombnyomasnal nem igényeltek volna nagyobb eréfeszitést,
ha rendelkezett az eladandé papirral.

Osszességében elmondhatjuk, hogy 4 arbitrazslehet8ség a vizsgalt 629 al-
kalomb6l nem tiinik soknak, és nem utal arra, hogy a magyar allampapirpiac
rosszul mitkddne. A piac hatékonysdgival nem Osszeegyezhetetlen, hogy
idonként arbitrazsra nyiljon lehetéség, csak az nem fér Ossze a hatékony
piaci miikédéssel, ha az arbitrdzslehetéség tartésan fenndall. A vizsgdlat
eredményének értékeléséhez azt is tudnunk kell, hogy nem zarhatoé ki, hogy
az arbitrazslehetOségeket a piac azért nem sziintette meg, mert az adott
pillanatban valamelyik allampapirbdl hidny volt, azaz az elsédleges forgal-
mazdk egyikének sem volt a portféliéjaban tobb, mint amennyit az arjegyzési
kotelezettség elldtdsdhoz minimélisan sziikségesnek tartott (ez esetben az ar-
bitrazslehetOség csak latszdlagos, mert az eladandé értékpapir kolesonzésének
dijat nem vettik figyelembe).

Erdekes korulmény, hogy mind a négy arbitrazslehet0ség ugyanarra a
hoénapra, 2003 decemberére esik. Ennek egy lehetséges magyarizata, hogy
ebben a 2003. november 28-i 300 bazispontos jegybanki kamatemelést koveto
id6szakban az allampapirpiaci arfolyammozgasok a szokasosndl sokkal na-
gyobbak és gyorsabbak voltak, és a tozsdén kiviili kereskedésben a szokottnal
nagyobb arfolyamkiilonbséggel jegyezték a vételi és eladéasi arfolyamokat.
Ilyen kortilmények kozott az elsédleges forgalmazdknak a szokasosnél 1ényege-
sen gyakrabban kell mddositaniuk t6zsdei drfolyamjegyzéseiket (normal piaci
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koriilmények kozott erre csak ritkdn van sziikség), és amennyiben egy drjegy-
z6 elmulasztja idében frissiteni ajanlatait, arbitrazslehet6ség keletkezhet.

4 Pénzaramlasok értékelése tranzakcios kolt-
ségek mellett

Tekintsiik a kovetkezo, az 1. pontban ismertetett arbitrazsfeladathoz szorosan
kapcsol6dé problémét! Ismerjiik az dllampapirpiacon forgé kétvények pénz-
dramldsait és drfolyamait, és adott egy z = (21, 22, ..., 2m)" kockdzatmentes
pénzaramlds, z € IR™, ahol z; azt az Osszeget jeloli, amelyet a pénzaramlas
jogosultja a t; idopontban kap. Mennyit ér ma ez a pénzdramlés, illetve mi
az az érték, aminél tobbet semmiképpen nem érdemes fizetni érte, és mi az
az érték, aminél kevesebbért semmiképpen nem érdemes eladni?

Miel6tt a fenti kérdésekre valaszolnank, roviden attekintjiik, hogy hogyan
arazhaté egy kockdzatmentes pénzaramlas, ha tokéletes a piac, és nincsenek
tranzakcids koltségek. Az 1. pontban feltételezettek szerint legyenek ismertek
n kotvény pénzaramlasai a tq,to, . . ., t,, idopontokban, és legyenek ismertek a
kotvények arfolyamai is. Mivel nincsenek tranzakcios koltségek, a kotvények
vételi és eladdsi arfolyamai megegyeznek: p; = p? = p¢, i = 1,2,...,n.
Megmutathaté (1dsd pl. Medvegyev [2002]), hogy ha nincs lehetdség statikus
arbitrazsra, akkor léteznek dy, ds, . . ., d,, € IR pozitiv diszkonttényezdk, ame-
lyekre

m

pL:ZCUdJ7 221,2,,7’7/,
7j=1

tovabba, ha a z pénzaramlas arfolyama, z, eltérne a

m

sz‘dj
j=1

jelenértéktdl, akkor arbitrazsra lenne lehetéség. (Megjegyezziik, hogy a disz-
konttényez8k csak teljes piacon egyértelmiien meghatarozottak.)

Ez az egyszerii, tankonyvi jelenértékszamitas sajnos a gyakorlatban nem
miikodik, hiszen a valdsagban az allampapirok vételi és eladasi arfolyamai
eltérnek. Térjiink vissza az 1. pontban ismertetett modellhez és jelolésekhez,
és tegyiik fel ismét, hogy a kotvények eladési arfolyamai meghaladhatjdk a
vételi arfolyamokat. Tegyiik fel tovabba, hogy az allampapirok jél arazottak
abban az értelemben, hogy az allampapirpiacon nincs lehetéség arbitrazsra.
Jelolje 28 a z pénzaramlas vételi arfolyamat, 2§ pedig az eladdsi arfolyamat.
Kérdésiink a kovetkezd: milyen feltételeknek kell teljesiilniiik a 2§ és 28
arfolyamokra, hogy ne legyen lehet0ség arbitrazsra?

Ahhoz, hogy ne legyen lehetGség arbitrazsra, sziikséges, hogy 6nmagédban
a z pénzaramlas adasvételével ne lehessen arbitrazsportféliot eléallitani. Je-
16lje K = (K1,K2,...,km)" a z pénziramlashoz tartozé kumuldlt jovébeli
pénzéramldst, ahol k; = > 7_; z,. A z pénzéramlds 2 Osszegért torténd
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eladasahoz tartozé kumuldlt pénzaramlas a jelenbeli pénzaramlas figyelem-
bevételével:
(2b, 28 — ki, 28 — ko, 28— R
Ha ez nem jelent arbitrazslehetéséget, akkor 2§ felsé korlatja a
pt(z) =sup {20 | (25,26 — k1,2 — Koy ..., 20 — k) # 0} =
=max{0, K1, K2, ..., Km }

érték. Hasonloképpen, mivel z pénziaramlds megvéasarlasdhoz tartozé ku-
mulalt pénzaramlés a jelenbeli pénzaramlas figyelembevételével

(28,81 — 20, K2 — 20y -y Km — 25)
2§ alsé korlatja:
p (z) =inf {2§ | (=28, k1 — 2§, k2 — 25, s km — 25) # 0} =
= min{0, K1, K2, -, Km | -

Nyilvanvalé tovdbbd, hogy 2§ < 2¢ fenn kell &lljon, ellenkezd esetben a
pénzaramlas egyidejii megvasarlasa és eladdsa arbitrazslehetOséget jelentene.

Azokat az eseteket is meg kell vizsgdlnunk, amikor a befektetd megvé-
sarolja vagy eladja a z pénzaramlast, és ezt allampapirpiaci tranzakcidkkal
kiegészitve prébal meg arbitrazsportfoliot eléallitani. Jelolje K ¢ IR™*! az
allampapirpiaci tranzakcidkkal 1étrehozhaté portfélidk k kumulalt pénzaram-
ldsainak halmazat. A z pénzédramlds eladdsa arbitrazslehet6séget eredményez,
ha létezik olyan k € K, amelyre

b b b b '
(20,20 — K1, 20 — K2y---520 — km) +k > 0.

A z pénzdramlds megvasarlisa pedig akkor eredményez arbitrézslehetGséget,
ha létezik olyan k € K, amelyre

(=28, k1 — 2§, k2 — 28,y km — 20) +k > 0.
fgy 25 értékének felsé korlatja a
ot (z) = sup {2} | Bk € K : (2,2 — k1,2 — Ko,..., 20 — k) + k > 0}
érték, és 2§ értékének alsé korlatja a
o (z)=inf{z) | Ak € K : (—2§, k1 — 2§, k2 — 20+ -, km — 2§) +k > 0}

érték. A o (z) értéket az alabbi linedris programozési feladat célfiiggvényének
optimdlis értékeként hatarozhatjuk meg:

max o 4)
xz¢,xbie{l,...,n}

a kovetkez6 korlatok mellett:

0<zay, i=1,...,n;



138 Makara Tamaés

J
—K;j SZUS, j=1....,m
s=1

ahol v; az 1. pontban bevezetett jelolésnek megfeleléen a befektetd allampapir-
portfélidjanak kumulalatlan pénzaramléséat jeloli a megfelels idépontban. A
célfiiggvény értéke az optimumban azt mutatja meg, hogy mekkora mai be-
vételre tehet szert dllampapirpiaci tranzakciokkal a z pénzaramléds birtokosa
amellett a korlat mellett, hogy teljes jovobeli kumulélt pénzaramlasa egyetlen
jovobeli idépontban se valjon negativva (a teljes pénzaramldson az dllampapir-
pozici6kbdl szdrmazéd pénzdramldsok és a z pénzaramlas Osszegét értjiik). Ha
valaki ennél olcsObban véasarolhatnd meg a z pénzaramlast, az arbitrazslehe-
tOséghez jutna.

A o (z) értéket pedig az alabbi linedris programozasi feladat célfiiggvé-
nyének optimalis értékeként hatarozhatjuk meg:

min —vg (5)
J,Z,J, ,ie{1,...,n}

a kovetkez6 korlatok mellett:

J
/ijSZUS, j=1....,m
s=1

Ez a feladat azt mutatja meg, hogy mekkora a minimalis koltség, ami mel-
lett az allampapirpiacon létrehozhatd egy olyan pozicié, amelynek jovobeli
kumulalt pénzaramlisa egyetlen jovébeli idépontban sem kisebb a kumulalt
z pénzaramlasnal. Ha valaki ennél dragabban adhatna el a z pénzaramlast,
az arbitrazslehet6séghez jutna.

A tranzakciés koltségektol mentes modellben a pénzdramlas jelenértéke
linedris figgvénye a pénzaramlasnak, és ha egyszer sikertilt meghatarozni
a dy,ds,...,d, diszkonttényezcket, akkor barmilyen pénzaramlds értékét
konnyen meghatarozhatjuk. Tranzakcidés koltségek mellett azonban bonyo-
lultabb a helyzet, a 07 (z) és 0~ (z) értékek a z pénzdramldsnak nemlinedris
fliggvényei. Konnyen belathatd, hogy linearisan homogén, de nem additiv
fuggvényekrol van szo, mégpedig:

ot (az) = aot(z),
o~ (az) = ao ™ (2),
o(z+y) <ot (z)+o

+
o (z+y)=0o (2)+o~
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ahol 0 < o € R, z € IR™ és 'y € IR™ tetszbleges pénzaramlasok. Ez azt
jelenti, hogy a ot és o~ értékek meghatirozdsihoz lényegében minden pénz-
aramldshoz kiilon meg kell oldanunk a (4) és (5) linedris programozési felada-
tokat.

A fentieket Osszefoglalva, ha nincs lehetéség arbitrazsra, akkor teljesiilnek
a kovetkez6 egyenlOtlenségek:

28 <z,
2 < minfp* (2),0 ()}

2 > max{p(2),0” (2)} .

A 2004. aprilis 27-én, délutdn rogzitett tézsdei arfolyamjegyzések alapjan
szemléltetjiik, hogy a fenti korlatok mit jelentenek a magyar allampapirpiacon.
Ezen a napon n = 25 fix kamatozasu allamkotvény, illetve diszkontkincs-
tarjegy arfolyamara jegyeztek arat az elsOdleges forgalmazodi rendszerben,
és m = 77 kifizetési idépont volt, amikor legalabb egy kotvény jovobeli
pénzaramlasa pozitiv. Meghatdroztuk a 77 elemi pénzaramldas értékének alsod
és fels6 korlatait, elemi pénzaramlason értve egy olyan pénzaramldst, amely
1 forintra jogosit az egyik kifizetési idépontban, és nulla forintra a tobbi
idépontban. Az elemi pénzdramlasok értékének nyilvan fels6 korlatja az 1F't,
és alsé korldtja a OFt (ez felel meg a p* és p~ korldtoknak), a ot és o~
korlatokat pedig a megfelel6 linearis programozési feladatok megoldasaval
hatéroztuk meg. Az 1. dbra az elemi pénziramlisok értékeinek alsé, illetve
felso korlatait dbrazolja.

A Alsé korlatok
+ Fels korlatok

T
S
g
o
b AEF++++
+++
AAAA +
AAA
10 15

Futamid (év)

1. dbra. Az elemi pénziramlasok értékeinek alsé és felsé korlatai 2004. &prilis 27-én
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Kiszamitottuk, hogy milyen éves hozamot jelentene egy befektetének,
ha az egyes elemi pénzaramlasokat az alsé, illetve felsé korlatnak megfeleld
arfolyamon vasarolhatna meg, ezek a hozamok az elemi pénzaramlasok lehet-
séges hozamainak felsd, illetve alsé korlatai. Ezeket szemlélteti a 2. dbra.

Jol lathatd, hogy a hozamok felsé és alsd korlatai kozotti kiillonbség ero-
teljes eltérést mutat az egyes elemi pénzaramlasok esetében. Az egyszerlien
replikdlhato elemi pénzaramlasokndl ez a marzs sziik, 50 bazispont koriil
alakul, mig a bonyolultan, sok dllampapir felhaszndlasaval és ezért nagy tran-
zakcids koltséggel replikalhaté elemi pénzaramlasok esetében a kiilonbozet
a 300-400 bazispontot is elérheti. A harom legrévidebb futamidejii elemi
pénzaramlas esetében a kiilonbozet rendkiviil nagy, 20 és 140 szazalékpont
kozott alakul. Az egyes elemi pénzaramldsok hozamainak felsé és alsé korlatai
kozotti kiilonbséget a 3. dbra mutatja. (Az dttekinthetdség kedvéért a skélat
ugy valasztottuk meg, hogy az elsé harom pénzaramlés esetében a kiilonbozet
nem latszik.)

Mindez jél szemlélteti, hogy milyen jelentéséggel bir a Szaz [1996] cikkében
megfogalmazott javaslat. Szaz az allampapirpiac olyan szabvanyositasat java-
solja, amely az elemi pénzaramlasok allampapirpiaci replikalasat trivialissa
tenné. A javaslat megvalésuldsa esetén a fenti kiilonbozetek mind 50 béazispont
koriil alakulndnak (feltéve, hogy az drfolyamjegyzdk legfeljebb 50 bazispont
kiilénbséggel jegyezhetnének vételi és eladdsi hozamot). Ez azt eredményezné,
hogy a gazdasagi szereplok pontosabban tudnak értékelni a kiilonb6z6 pénz-
aramlasokat.

16%
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S 72\ A A
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ARBITRAGE OPPORTUNITIES IN THE HUNGARIAN GOVERNMENT
BOND MARKET

Two problems are addressed that can be solved with the help of Linear Program-
ming. The first part of the paper investigates whether there were arbitrage oppor-
tunities in the Hungarian Government Bond market in the last two years. In the
second part the problem of pricing risk free cash flows in the presence of transaction
costs is discussed.
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A BIZONYTALANSAGNAK ES A VEVOKOR
NAGYSAGANAK EGYUTTES HATASA AZ ARAKRA!

ACGOSTON KOLOS CSABA
Budapesti Corvinus Egyetem

Ebben a cikkben azzal foglalkozom, hogy a kockazat és a vevokor nagysaga
egylittesen hogyan hat a termék arara. Kétféle piacot hasonlitok Ossze: egy
biztositdsi piacot, és egy termékpiacot. A kétféle piac k6zott az a legfontosabb
kiilonbség, hogy termékpiac esetében az eladd szamara csak ott jelentkezik
kockézat, hogy el tudja-e adni a terméket, mig biztositasi piac esetében az
elado a termék értékesitése utan is szembesiil kockazattal. A cikk sordn meg-
mutatom, hogy a vevékor novekedésének ellentétes hatdsa lehet a termék
arara termék- illetve biztositési piacok esetében.?

1 Bevezetés

Ebben a cikkben azt vizsgalom, hogy bizonytalan eladasok esetén a vevokor
boviilésével a termék ara hogyan valtozik. A cikkben Osszehasonlitom a ter-
mékpiacot és a biztositasi piacot. Bemutatom, hogy ez a fajta bizonytalansag
biztositasi piacok esetén masfajta hatast is indukélhat, mint termékpiacok
esetén.

A modellben tobb szerzdédést vizsgdlok egyszerre, ami a szakirodalomra
nem jellemz6. A szakirodalomban altaldban egy tipikus szerzédésen keresztiil
vizsgaljak a piacokat vagy pedig szerzédésallomanyt vizsgalnak, ahol a kifize-
tések ingadozasat figyelmen kiviil hagyjak. Ezen cikk keretein belil kiillonosen
arra keresem a valaszt, hogy ez az ingadozas befolyasolja-e az eladd viselke-
dését, és ha igen, hogyan.

Az eladordl kockazatkeriilést tételezek fel. Biztositokrdl dltalaban a koc-
kézatsemlegesség a szokdsos feltételezés, de pl. Borch [2] cikkében is el6fordul
a kockazatkeriild biztosité. A biztosité kockdzatkeriilése melletti érv, hogy a
piacon nem érhetd el varhatd értéken biztositas. Ennek okaként a koltségeket
szoktdk felhozni a szakirodalomban. A biztositési dijkalkulécié soran valéban
figyelembe veszik a koltségeket, de a dijnak olyan részei is vannak, ame-
lyek egyértelmiien a biztosité kockazatkerulésére utalnak, mint pl. kockazati
potlék, karingadozasi tartalék stb.

1Beérkezett: 2004. 4prilis 8. e-mail: kolos.agoston@uni-corvinus.hu.
2Eztuton szeretnék koszonetet mondani két ismeretlen lektoromnak, akik értékes
tanacsaikkal segitették munkamat.
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2 A vizsgalt modell

A cikk sordn monopolpiacokat vizsgalok. A monopolhelyzetben 1év6 eladd
C nagysagu indulé vagyonnal rendelkezik. Az eladé bizonytalan kimenetek
esetén a varhaté hasznossagat szeretné maximalizalni (Neumann-Morgenstern
hasznossagfiiggvény). Az eladé kockazatkeriild, és a kockézatelutasitas mér-
téke a vagyon novekedésével csokken. Az eladé viselkedését u hasznossagfiige-
vény segitségével irom le, amely legalabb kétszer folytonosan differencialhato.
Ertelemszertien az eladé hasznosséga novekszik a vagyonnal (v’ > 0), a koc-
kézatelutasitds miatt u” < 0, és a csokkend mértékii kockdzatelutasitds miatt:

d (—“—(‘2) <0.

dx u’ (x)

A vésarlék rezervacios dra kiilénbozé, de az eladé nem tudja megkiilén-
boztetni Sket. A vasdrldk ismerik sajat rezervacids arukat, de az elad6 csak
a rezervaciés drak eloszlasat ismeri, tehat az informécié aszimmetrikus.® Az
eladé ki tudja kalkuldlni a piacra jellemzé vésdrlasi hajlandésagot V(.), ami
azt mutatja meg, hogy ha az eladé P arat hataroz meg, akkor egy vizsgalt
vasarlé mekkora valdszintiséggel veszi meg az elad6 termékét. Masképpen
fogalmazva, ha a termék ara P, akkor V(P) annak valdszintisége, hogy az
eladé olyan véasarléval taldlkozott, akinek rezervacids ara P-nél magasabb. A
vasarlasi hajlanddsag fliggvényrol felteszem, hogy folytonos, monoton csokke-
n és folytonosan derivéalhaté; tovabba léteznek P és P arak, hogy V (P) = 1
ésV (?) = 0, azaz létezik olyan ar, amelyen mindenki hajlandé vésarolni, és
létezik olyan, amelyen senki.

Biztositdsi piac esetén a véasarlék g valdszinliség mellett karral szem-
besiilnek. Ha kar kovetkezik be, akkor a biztosité K nagysagu karpotlasban
részesiti a biztositottat.

A piaci szereplok 1étszamén azt értem, hény (lehetséges) vevé van a pia-
con. Egyszereplés biztositdsi piac esetén az eladé (vérhatd) hasznosséga, ha
P arat hataroz meg termékének:

UC,P,1)=V(P)(qu(C+ P —-K)+ (1 —-qu(C+P))+(1-V(P))u(C),

ahol U els6é argumentuma az elad6 indulé vagyonat jelenti, a masodik a
termék arat, a harmadik pedig a piaci szereplk szdmat. Az eladé V(P)
valészintiséggel tudja eladni a termékét. Ha eladta, akkor g valdsziniiséggel
a C 4+ P — K vagyoni helyzetbe keriil és 1 — ¢ valdszintiséggel a C + P
helyzetbe. Amennyiben nem tudta eladni a terméket, akkor marad a C va-
gyoni helyzetben. Ha az eladé nagyobb drat hatdroz meg, akkor (ha eladja a
terméket) nagyobb lesz a hasznossiga is, de kisebb valdszintisséggel realizélja
ezt a nagyobb hasznossagot. Hasonloképpen felirhatjuk az elad6 hasznat, ha

3 Amint késébb latni fogjuk, biztositdsi piacok esetén a karesemény bekovetkeztének
valészinliségét a biztosité és a biztositott is ismeri. Biztositasi piacok vizsgédlatakor a
kéarbekovetkezési valdszinliség tekintetében is aszimmetrikus informaltsdgot szoktak fel-
tenni. En ezzel a feltételezéssel nem élek, mert az dltalam vizsgdlt jelenség elemzését
neheziti. Természetesen érdekes kérdés, hogy a kapott eredményeket befolydsolja-e ez a
fajta informéciés aszimmetria.
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n szerepld van a piacon?:
U(C,P,n) =
n n EC N }
=3 | (Jrera-ver (S (F)ea -0t ue e
=0 Jj=0

(1)
Vegyiik észre, hogy az eladé hasznossagat rekurziv médon is fel lehet irni:
U(C,P,n) =
=V(P)(q-UC+P—-K,Pn—1)+(1—-qU(C+P,Pn—-1)+ (2
+(1-V(P)U(C,P,n—1)

Ha K = 0, akkor mar nem beszélhetiink biztositasrdl, hiszen kar esetén az
eladotél nem dramlik pénz a karosulthoz. Ebben az esetben csak a vasarld
fizet P nagysagu Osszeget az eladénak. Ezt az esetet gy is felfoghatjuk, hogy
nem is kovetkezik be kar, hanem a vevé megvésarol valamit az eladétol. Ezt
az esetet fogom termékpiacnak hivni. Az édltalam vizsgélt termékpiac elég
specialis. Az eladé hasznossdgdban nem jelenik meg maga a termék. Tehét az
elado olyan terméket arul, ami az 6 szamara nem rendelkezik hasznossiggal.
Szemléletes példa a beduin esete, aki homokot drul a sivatagban. De a szoft-
verkészité a gyakorlatban eléforduld legjobb példa. Miutan kifejlesztette a
szoftvert, az szdmdara annyit ér, amennyi bevételt tud realizalni belble. A
terméket barmennyi vevének el tudja adni.

Termékpiac esetén V(0) = 1, és a feltételezés értelmében létezik egy P,
amire V (P) = 0. Termékpiac esetén az (1) és (2) kifejezések leegyszertisodnek:

U(C,Pn)=>_ <<Z>V(P)"’(1 —V(P)" *u(C + k;P)> (3)
k=0

UC,Pn)=V(PYU(C+P,Pn—1)+(1-V(P)U(C,P,n—1) 4)

A K > 0 esetben biztositasi piacrdl beszéliink. A biztositdsi piac sajé-

tossagaibol kovetkezik, hogy V(¢K) =1 és V(K) = 0, azaz vérhaté értéken

mindenki vésdrol biztositdst, ha pedig a biztositdsi dij megegyezik a (leg-

nagyobb) kir nagysdgdval, akkor biztos, hogy senki sem vésdrol biztositést.

4Az (1) és a (3) képletekben a kombinatorikus felirds csak akkor helyes, ha abbél, hogy
egy érdekl6dbnek az elad6 értékesitette-e a terméket vagy sem, nem lehet informaciét le-
vonni egy masik érdeklédével kapcsolatban, vagyis az eladdsok fiiggetlenek. A fiiggetlenség
a vizsgélt modellben nem magdtdl értetédd. Tegyiik fel, hogy V(P) fiiggvényt két ember
rezervacids ara alapjan allitottuk Ossze. Ekkor ha egy érdekl6d6 van a piacon, akkor az
elad6 bizonytalansdggal szembesiil, de ha mar ketts, akkor pontosan tudja hogy adott
aron hdny ember fog véasdrolni. A fliggetlenség biztositdsara tobb lehetGség addédik: az
egyik szerint nincs &dtfedés azon csoport kozott, akik rezervacidés aréat V(P) figgvény
meghatdrozasdhoz felhasznaltak, és azok kozott, akiknek az eladd értékesiti a termékét;
egy madsik lehet8ség szerint végtelen sok személy informacidja alapjan 4llitjdk 6ssze V (P)
fliggvényt. Az elsé lehetdség gy interpretalhatd, hogy kiilféldi tapasztalatokat hasznalnak
fel Magyarorszagon, ami a biztositasi piacon sokszor eléfordul. A masik lehetdség gy in-
terpretalhatd, hogy a biztosité lehetséges vevdinek szama elenyészé az informécié alapjaul
szolgdld kozosség 1étszamahoz képest; pl. az eladé monopdéliummal rendelkezik valamelyik
megyében, de csak orszigos statisztikdk allnak rendelkezésre.
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3 Termékpiac

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy az eddig bemutatott feltételezések
esetén termékpiacon a vevokor boviilésével n6 a termék ara is.

3.1 Allitas. Termékpiac esetén (K =0) az f(P) = U(C,P,n) figgvény
felveszi a mazimumdt (P}*** ) a [0, P intervallumon, tovdbbd 0 < P;* < P,
azaz a mazimumpont(ok) a [0, P] intervallum belsd pontja(i).

Bizonyitds. A feltételek szerint V(0) = 1 és V(P) = 0. Ezek figyelem-
bevételével a (3)-bdl a kovetkezd adddik:

U(C,0,n) = U(C,P,n) =u(C)

és V(P) folytonosséga miatt kell olyan 0 < P < P pontnak léteznie, melyre:

V(P)>0 (5)
Tudva, hogy u'(z) > 0, az (5) Osszefiiggést figyelembe véve megallapithatd,
hogy:

U(C.Pon) = kz ()v@ra-vey tuc+ip) >
J (6)
> Z < > F1 = V(P)" *u(C) = u(C)

Az f(P) = U(C, P,n) fiiggvény folytonos a [0, P] intervallumon, igy a
Weierstrass tétel szerint felveszi a széls6értékeit, azaz a maximumét is. A (6)
Osszefliggés miatt ez a maximum az intervallum belsejében kell hogy legyen.

|

Tudjuk, hogy f(P) = U(C, P,n) fiiggvény derivalhaté a [0, P] intervallu-
mon, ezért az f'(P) = U,(C, P,n) derivalt 0-vé valik a maximumhelyen.

A cikk tovabbi részében feltételezem, hogy U(C, P, n) fiiggvény P szerinti
maximumbhelye rogzitett C' mellett minden n esetén egyedi. Ezen feltételezés-
hez nem tudtam sziikséges és/vagy elégséges feltételt adni, de az &ltalam
numerikusan megvizsgalt esetekre mindre teljesiilt.

3.2 lemma. Amennyiben a, b, ¢ és d szdmokra teljesiil, hogy b és d eldjele
megegyezik, tovabbd § > %, akkor

+
+

IS
o

> >

(Sl S
>
U
o

Bzzonyztas Mivel 4+ i = b+d 7+ b+d T
a C

tort ¢ és 4 szdmok konvex linedris kombindcidja, tehat b_-_s-f—_d értéke ¢ és
kozé keH, hogy essen. Szigoru egyenlOtlenség azért teljesiil, mert sem b sem

d értéke nem lehet 0. m

ezért azt mondhatjuk, hogy %< i
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3.3 lemma. Az u;(x) hasznossdgfiggvényekre a kockdzatelutasitis csokkend
meértéke a jellemzd. Legyenek a;-k pozitiv sulyok. Ekkor a

v(x) = Z a;u; (z)

hasznossagfiggvényre is a csokkend kockdzatelutasitis a jellemzo.

Bizonyitds. A lemma bizonyitasat elészor csak két hasznossigfliggvényre
mutatom meg, kettonél tobb hasznossagfliiggvényre az allitast teljes induk-
ciéval bizonyitom.

Azt szeretnénk megmutatni, hogy

LN (e )N (7)
v’ (aquy + asus)’
A (7) egyenlétlenséget az aldbbi forméban is felirhatjuk:

"

—(aquy" + asul’) () + agub) + (aquf + asul) (cquf + asul)

(a1uf + aguy)?

<0 (8)

A (8) egyenlStlenség bal oldaldn szerepld tort akkor és csak akkor lesz negativ,
ha a szamlil6ja negativ. A tort szamléaléjaban elvégezve a beszorzasokat a
kovetkezo Osszeghez jutunk:

" ! " ! " ! " !
_alul alul - alul aQU/Q - aQU/Q alul - aQU/Q aQU/Q“‘

9)

" " " " " " " "
+aguy iUy + iy Qatly + Qg ity + oty oty

Mivel u; és uo hasznossagfiiggvényre is a kockazatelutasitas csokken6 mértéke
a jellemz6, ezért:

AN /A 1,11
<_“_}> S el A (10)
uy (u1)
és )
" oMy 1,11
(-5) == < ()
5 2)

A (10) és (11) egyenlétlenségbdl megéllapitd, hogy
0 < ufu < uf"u} (12)
0 < ujuly < ub'ul. (13)
A (12) és a (13) egyenlStlenséget Osszeszorozzuk, majd gydkst vonunk (a

szorzas és a gyOkvonds elvégezhetd, mert pozitiv kifejezésekrdl van sz6):

n_n
uiuh < AJuf ujul ul (14)
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Alkalmazva a szamtani és mértani atlag kozti egyenl6tlenséget kapjuk, hogy:

", ",
", 1 Uy Uy + Uy Uy

—_— 1
U Uy < B) ( 5)

A (12), (13) és (15) osszefiiggésekbdl kovetkezik a hogy a (9) kifejezés értéke
kisebb mint 0, ami azt jelenti, hogy v fliggvényre is a kockéazatelutasitas
csokkend mértéke a jellemzo.

Teljes indukcidhoz vezessiik be a kovetkezo jelolést:

vi(x) = Z agu(z)
k=1

Az eddigiek értelmében i = 1-re és i = 2-re teljesiil, hogy v; fliggvényre a
kockazatelutasitas csokken6 mértéke a jellemzo. Beldtom, hogy ha v; fiige-
vényre teljesiil a csokkend mértékli kockazatelutasitas, akkor v;yi-re is tel-
jesiill. A bizonyitds készen van, hiszen:

Vip1 = U + Q141

A lemma feltételei szerint ;4 fliggvényre teljesiil a csokkend mértéki kocké-
zatelutasitas, és ez a tulajdonsdg az indukcios feltétel szerint v;-re is teljesiil.
Igy vi+1 két olyan hasznossagfliggvény nemnegativ linedris kombindcidja,
amelyekre teljesiil a csokken6é mértékii kockazatelutasitas; a bizonyitas elsé
részének értelmében ennek a tulajdonsdgnak v;yi-re is teljesiilnie kell. ]

3.4 lemma. Legyen

v (z) = (" k- Ry (x .
@) 2 3 (V1 v

£ (58)

n

Ekkor:

Bizonyitds. A bizonyitéshoz felhasznilom, hogy ha wu hasznossagfiige-
vényre a kockéazatelutasitas csokkend mértéke a jellemzoO, akkor rogzitett c
konstans esetén a v(z) = u(c + x) fliggvény is hasznosségfiiggvény, és v
hasznossagfiiggvényre is a kockazatelutasitds csokkendé mértéke a jellemzo.
v, olyan hasznossagfiiggvények linearis kombindcidja, amelyekre a kocka-
zatelutasitds csokkend mértéke a jellemzd. A 3.3 lemma &llitdsa alapjan
v, hasznossagfiiggvényre is a csokken6 kockazatelutasitds a jellemzo, ami a
bizonyitani kivant allités. m

Fontos hangsilyozni, hogy a (4) rekurziv Gsszefliggést v, és v, fiiggvé-
nyekre is felirhatjuk:

() = V(P)vp—1(x + P)+ (1 = V(P))vp_1u(x) (16)

v (@) = V(P (z + P) + (1 = V(P))v,,_u(x) (17)
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3.5 lemma.

el Cxrsn o) RS

Bizonyitds.

i( W, (z + P) >:

dzx \ vp(z 4+ P) — vp()

_ vy(@+ P)[vn(x + P) = va(z, P)] — vy, (x + P)[v,(z + P) — v, (z, P)]
[U'rb(x =+ P) - U,,L(x,P)]Q

(18)

A (18) Osszefiiggésben szerepld tort nevezéje mindig pozitiv, igy csak a
szamlalé elbjelét kell vizsgalni. A szamlalé pozitiv, ha fennall a

"(x+P) _ v, (x+ P)—v,(x)
'(x+ P) " vp(z+ P)—vy,(x)

V

(19)

egyenlStlenség. A (19) egyenlStlenség pedig fenndll, mert a Cauchy kézépér-
téktétel miatt létezik 0 < o < P, hogy a (19) egyenlétlenség jobb oldala meg-

egyezik %% kifejezés értékével. Innen a 3.4 lemma allitasabdl kovetkezik
a (19) egyenl6tlenség. u

3.6 allitas. Termékpiac esetén (K =0), ha Uy(C,P°, n) =0, akkor

UY(C, P n+1)>0.

Bizonyitds. A bizonyits sordn legyen

@)= Y (Vv k)

k=0
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Ekkor:

0o ((IV(PY(1—V(P)"*u(C + kP))
orP

Uy(C, P n) =

P=po

n

=V'(P%) <Z> EV(PY)E1(1 — V(P)"Fu(C + k;PO)> +
k=1

-V'(Py <<Z> V(P (n — k) (1 — V(P)"*1u(C + kPO)> +

2 (0

=nV'(P?) 3 <” ; 1>V(PO)"'(1 —V(PY))rot=ky(C + P + k;PO)> +

n—1

WWZ« D@ ra-vEy e s i) +

ol
N——

V(P (1 — V(P°)"*ku/ (C + k;PO)>

IMI

?.

+nV(P% 5 << > NEQ - V(PY)" R (C 4 P° + kPO)>
= nV’(PO)(vn 1( P°) = 0,1 (C)) + nV (P%)v;,_1 (C + P°) =
=0,

amit jobban attekinthet6 alakra hozhatunk:

VI(P) 0 (C+ P
— V(PO) - UTL—I(C + PO) _ UTL—I(C) (20)

Az €l6z6 levezetésbdl adédik az is, hogy
UL(C, P 0 +1) =

= (n+ V' (P°)[on(Co + P%) = va(C)] + (n + 1)V (P?)u,(C + P°)

(21)
A (21) derivélt el6jelének meghatédrozdsahoz elég a
V/(P%)
V(PO)
és a (O a PO
W(C 1 PY) .

vp(C 4+ PO) — v, (C)

kifejezések kozti relacié eldontése. Felhasznaljuk a (20) Osszefiiggést, igy
tulajdonképpen a
/U‘:L—l (C + PO)
U'rL—l(C + PO) - UTL—I(C)

(23)



A bizonytalansdgnak és a vevOkor nagysaganak egyiittes hatdsa ... 151

és a (22) kifejezések kozti reldcié eldontése a cél. Emlékezve a (16) és a (17)
Osszefliggésekre a (22) tort értéke:
V(P! _1(C+2P%) + (1 - V(PP _,(C+ P?)

V(PO)[vn-1(C +2P%) —vp—1(C + PO)] + (1 = V(P?))[vn-1(C + P?) — vn—1(C)]

(24)

A 3.5 lemma értelmében:
V(P _1(C +2P) (1= V(P%)v;,_,(C+ P?)
V(P")[vy—1(C + 2P%) — v,_1(C + PY)] ~ 1= V(P)[vn—1(C + P%) —v,_1(C)]

Innen a 3.2 lemma allitdsat felhasznélva addédik, hogy a (22) tort értéke
nagyobb, mint a (23) tort értéke, ami azt jelenti, hogy a derivélt értéke
pozitiv. [ ]
3.7 koévetkezmény. Termékpiac esetén, ha az U(C,P,n) figguény P sze-
rinti mazimuma régzitett C' mellett minden n esetén egyedi, akkor P'** <

Pt azaz az eladé n+ 1 szereplds piac esetén magasabb drat hatdroz meg,
mint n szereplds piac esetén.

Bizonyitds. A bizonyitds a 3.6 dllitasbdl kovetkezik. ]

4 Biztositasi piac

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy az el6z6 fejezetben termékpiacra meg-
mutatott allitdsok nem mindig igazak biztositasi piacra. Bizonyos koriilmé-
nyek kozott pont az ellentéte kovetkezik be annak, mint amit termékpiacra
allitottam.

4.1 lemma. Biztositdsi piac esetén (K > 0), ha a hasznossagfiggvény u =
—e " + x, és a vdsdrlasi valdszindség figgvényre teljesil, hogy V''(P) = 0,
akkor az f(P) = U(C, P,n) figgvény rigzitett C mellett, minden n esetén
szigorian konkdv.

Bizonyitds. Az U(C, P,n) fiiggvényt fel tudjuk frni a kdvetkezd alakban:
U(C,P,n) =
= V(P (e (¢e"+1-¢q)+1-V(P)]" +C+V(P)(nP —ngK)

Tudjuk, hogy V”(P) = 0. Felhaszndlva ezt az Gsszefliggést, irjuk fel az
f(P)=U(C, P,n) fliggvény P szerinti masodik derivéltjat:

(f(P))" =

—n(n — l)e_c (V(P) (e_P (qu +1-— q)) +1-— V(P))”_2 X
x (V'(P)=V(P)) (7 (qe¥ +1—¢q)) = V'(P))* +
—ne ¢ (V(P) (e_P (qu +1-— q)) +1-— V(P))”_1
x (=2V/(P)+V(P)) (e " (¢e" +1—1q))) +
+2nV'(P)
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Az 6sszeg minden tagja negativ.
|

4.2 Allitas. Biztositdsi piac esetén (K > 0), ha a hasznossdgfiggvény v =

—e~ %+, a vdsdrldsi valdsziniség V(P) = 1— Ii_:qulg; a kdr bekovetkezésének

valdsziniisége ¢ = 0,005 és a kdr nagysdga pedig K = 10, akkor PI*** >
Py

Bizonyitds. V" (P) = 0, tehdt a 4.1 lemma &llitdsat felhaszndlva meg-
allapithat6, hogy U(C, P,n) fliggvény rogzitett C' mellett barmely n esetén
P-ben szigortan konkdv. A hasznossdgmaximumot biztosité ar egyedi.

Az U(C, P,n) figgvényt fel tudjuk irni a kovetkezd alakban:

U(C,P,n) =
= C(V(P) (e " (g% +1—¢q)) +1-V(P))" +C+V(P)(nP — ngK)
Megmutatom, hogy az Uj(C, P n+1) < 0:
UL(C. P m) =

maz o\ (=1
=~ n (V(Bren) (e (e +1-q)) +1-V(Pe)) T x

X [V’(P,”L””) (e_P:lnw (ge® +1— q)) +

_V(P;rbrma:)e—Pgnam (qu 41— q) _ VI(PrrLerJ,) +

=0
(25)
A (25) egyenldséget alakitsuk at jobban kezelhetd forméba:
e A\n—1
6_0 (V(Prrbnal) (e_Pn (qu +1— q)) +1-— V(Prrbnal)) %
x (Ve (e (g 41— q)) +
(26)

—V(P;’L”“w)e_P;nm (qu +1— q) _ Vl(Prrerl)
Felhasznélva a (26) egyenletet, fel tudjuk {rni a kdvetkezd Gsszefiiggést:
UC, P n+1)=
— (Vl(PrrLrLaJ,)(PrrerJ, _ QK) 4 V(Prrbrbal))v(PrrerJ,) (1 _ e_p:lnam (qu 41— q))
(27)

Azt kell csak eldonteni, hogy a (27) derivélt értéke pozitiv vagy negativ.
A kifejezés elsjele a V/(P)(P — gK) + V(P) és az 1 — e F(gef + 1 — q)
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kifejezés eléjelétdl fiigg. V'(P)(P —qK)+V(P) = 1—2£=4¢. Ez a kifejezés
P-nek monoton csokkend fiiggvénye, zérushelye a P = % pontban van.
Az 1—e P (geX +1—q) kifejezés P-nek monoton névé fiiggvénye, zérushelye
a P = In(ge + 1 — q) pontban van. Tegyiik fel, hogy P = K—gﬁ = 5,025.
Ebben a pontban az 1 —e = (gef +1 —q) kifejezés értéke pozitiv (= 0,27). Az
U4 (C, P,n) kifejezés értéke szintén pozitiv: V/(P)(P — qk) + V (P) kifejezés
értéke 0, a szorzat elSjele pedig az e~ (geX +1 —q)(V/(P) -V (P)) - V'(P)
kifejezés elGjelétdl fiigeg. Ennek kifejezésnek az értéke a vizsgdlt pontban
negativ &~ —0,338, ami azt jelenti, hogy U5 (C, 5,025, n) derivélt értéke minden
n-re pozitiv; az optimélis ar nagyobb, mint K—';ﬁ Masrészrol ha P > K—';LK,
akkor a (27) kifejezés értéke negativ. ]

4.3 kovetkezmény. Biztositdsi piac esetén elképzelhetd, hogy a monopol-
helyzetben [évd biztosito csokkenti terméke drdt, ha tébben érdeklodnek a
terméke irant.

Bizonyitds. A 4.1 lemma &llitasa alapjan tudjuk, hogy a 4.2 allitdsban
feltételezett koriilmények kozott barmilyen piaci létszam esetén a hasznos-
sdgmaximumot biztosité ar egyedi. Tehat a 4.2 allitdsban mutatott példa
minden kovetelményt kielégit. A példa érdekessége, hogy az drcsokkenés az
indulé vagyon szintjétol fliggetleniil bekovetkezik. ]

A 4.2 dllitasban szerepld hasznossédgfiiggvényre teljesiil a csokkend mértéki
kockazatelutasitds. A bizonyitds sordn ezt a tulajdonsdgot kozvetleniil nem
hasznaltuk ki sehol. Fontos viszont megemliteni, ha a termékpiacot és a
biztositasi piacot hasonlitjuk Gssze. Tudjuk, hogy ha ugyanezzel a hasznos-
sagfiggvénnyel jellemzett eladd termékpiacon tevékenykedik, akkor a piaci
létszam novekedésével novelné a terméke ardt.

Termékpiac esetén, ha az érdeklédok kore kicsi, akkor a monopolhelyzet-
ben 1évé eladé kisebb drat hatdroz meg, mint ha profitmaximalizalé (kocka-
zatsemleges) lenne.® Minél kisebb a piac, annal nagyobb bizonytalanséggal
tudja csak meghatarozni az eladd, hogy a szereplok mekkora része véasarolja
meg a terméket. Az eladé alacsonyabb drat hatdroz meg, hogy egy kisebb
nyereséget nagyobb valdszintiséggel realizaljon. Ahogy novekszik a szereplok
szama, a terméket megvasarlok aranya egyre kisebb mértékben szérédik a
varhaté érték koriil, az eladd a profitmaximalizdlé arhoz egyre kozelebbi arat
hataroz meg.

A monopolhelyzetben 1évé biztosité esetében is szerepet jatszik ez az
elébb vazolt mechanizmus, de létezik egy masik mechanizmus, ami ezzel el-
lentétesen hat. Ha alacsonyabb arat hataroz meg a biztosito, akkor varhatéan
tobb szereplé veszi meg a biztositast. Tobb fliggetlen, azonos eloszlasu
valészintiségi valtozd atlaga jobban a varhaté érték koril tomortl, tehat a
biztositd szemszogébdl az atlagos karkifizetés kevésbé szorddik, tehat kisebb
kockazatot jelent a biztosité szdméra. Az, hogy a biztosité emeli vagy csok-
kenti a biztositasa arat, ezen két hatds eredéjén mrilik.

5Ezt az 4llitast nem litom be formélisan ebben a cikkben, terjedelmi korldtok miatt.
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Ismert tény, hogy ha a biztositénak nagyobb az allomanya, akkor olcséb-
ban tudja adni a biztositdst. A 4.2 allitds nem ezt a jél ismert térvényszerti-
séget mondja ki més forméban. A 4.2 éllitdsban monopolhelyzetben 1évé biz-
tositot vizsgalunk, akit nem kényszeritenek arcsokkentésre a versenytarsak.
Az a meglepé, hogy a biztosité kiilsé kényszer nélkiil is cstkkenti a biztositds
arat.

Masik oldalrdl vizsgalva azt is mondhatjuk, hogy a feltételek fenndallasa
esetén a biztositd és a biztositottak kozos érdeke az allomany novekedése.
Termékpiac esetében viszont pont ellentétes az eladé és vevOk érdeke. Az
elado az érdekléddk szamanak emelkedésében érdekelt, a vevok pedig a csok-
kentésében.

5 Hasznossagfiiggvények vizsgalata

Az eléz6 fejezetekben kockazatkeriils eladd viselkedését vizsgaltam. A szak-
irodalomban t6bb helyen is felmeriil, hogy a biztos vagyon hasznossagat tiik-
roz6 hasznossagfiiggvény az értelmezési tartomany egy részén konvex, a don-
téshozd bizonyos kortilmények kozott kockazatkedveld. Ebben a fejezetben
azt vizsgalom, valtoznak-e az eddig tett megallapitasaim, ha a hasznossag-
fliggvény valamely részén konvex.

Els6 1épésként a csokken6 mértékil kockazatelutasitast altalanositom.

5.1 definicié. Egy u(zx) hasznossdgfiggvényre, amelyre u'(x) > 0 a kockdzat-
elutasitds csokkend mértéke a jellemzd, ha

() <

Az 5.1 definici6 abban tér el az eddigiektél, hogy a csokkend mértékii
kockazatelutasitast nem csak kockazatelutasité magatartis esetén értelmez-
ziik, hanem kockazatkedveld esetén is. Kockazatkedvel6 magatartis esetén
furcsa csokkend mértéki kockazatelutasitasrol beszélni. Hasonlé ez a helyzet
ahhoz, mint amikor a nyereségmaximalizdlas veszteség esetén a veszteség mi-
nimalizaldsat jelenti.

Ha a csokkend mértékii kockazatelutasitast az 5.1 definicié szerint &l-
talanositom, akkor a termékpiac esetén tett Osszes megallapitas érvényben
marad. A bizonyitdsok nagy része valtozatlan formaban fennall, amin v&l-
toztatni kell, az annyira minimalis, hogy csak az érintett részekre utalok.

A 3.1 allitas véltozatlan formaban érvényben marad, a bizonyitdsndl nem
hasznéltam fel u konkavitdsat. A 3.3 lemma is érvényben marad valtoztatas
nélkiil, csak néhany kiegészitést kell tenni a bizonyitdshoz. A bizonyitdsban
a (12) és a (13) egyenlStlenségek akkor is teljesiilnek, ha uf vagy uf negativ,
hiszen ezen mennyiségek négyzete szerepel az egyenlGtlenségekben. Mivel
mindkét egyenlet mindkét oldala nemnegativ, ezért a két egyenlGtlenség Gssze-
szorzasat tovdbbra is el lehet végezni. A (14) egyenl6tlenség akkor is fennall,
ha bal oldal negativ, mert az egyenlétlenség jobb oldala pozitiv. A bi-
zonyitas tovabbi részét nem befolyasoljak a hasznossagfiiggvények masodik
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derivéltjanak elGjelei. A tovabbi éllitdsok soran a hasznosségfiiggvény kon-
kavitasa nem keriil el6, csak a 3.3 lemmara torténik hivatkozéas.

A csokkend mértékii kockazatelutasitds esetét megvizsgaltuk. A novekvé
mértéki kockazatelutasitas vizsgalatat egyszeriibben el tudjuk végezni: a
hasznossagfiiggvény névekvé mértéki kockazatelutasitasanak feltétele nem
Orz6dik meg a nemnegativ linedris transzformacié soran, ami a gondolatsor-
ban alapvet6 helyet foglal el.

Osszességében elmondhaté, hogy ha a hasznossagfiiggvény tartalmaz kon-
kév és konvex részeket is, de a hasznossagfiiggvényre az (dltaldnositott) koc-
kazatelutasitas csokkend mértéke a jellemz6 akkor a monopolhelyzeti eladd
noveli terméke arat a piac méretének novekedésével.

Egy hasznossdgfiiggvény csak akkor tud eleget tenni az (4ltaldnositott)
kockazatelutasitas csokkeno mértékének, ha vagy csak konkdav, vagy csak kon-
vex részeket tartalmaz, vagy kis vagyon esetén konkdv, nagy vagyon esetén
konvex.

Markowitc altal javasolt hasznossigfiiggvény (lasd pl. [11]) konkavitdsa
t6bbszor is véltozik, {gy biztos, hogy nem tud eleget tenni az (dltaldnositott)
kockézatelutasitas csokkendé mértékének. Ezen hasznossagfiiggvényre nem
tudom meghatarozni az elad6 viselkedését.

Biztositékrol altalaban a kockazatsemlegességet, ritkabban a kockazat-
keriilést szokas feltenni. A szakirodalomra nem jellemzé, hogy a biztositd
kockdzatkedvel$ lenne. A kérdés vizsgalata mégis lényeges. Biztositasi pia-
cok esetén —érvelésem szerint— az ar csokkenésének az az oka, hogy tobb
biztositott esetén az atlagos karkifizetés kevésbé szorddik a varhatéd érték
koriil, ami kockazatkeriilé biztositd szamara kedvezd. Ez a jelenség nem all
fenn kockazatkedvelo biztosito esetében.

Kutatdsom soran idom nagy részét a kockazatelutasité esetre forditottam,
a kockdazatkedveld biztositot nem tudtam kell6 alapossidggal megvizsgalni,
igy az elébb felvetett kérdést sem tudom még megvalaszolni, ez magam elé
kittizott feladat marad.

6 Kilatas elmélet

Kahneman és Tversky 1979-ben megfogalmazta kildtas elméletét (14sd [7]),
amely szerint a dontéshoz6 nem a varhaté hasznossdgat vizsgalja, hanem az
lgynevezett szubjektiv varhaté hasznossagat. A dontéshozoé preferencidja a
valészintliségnek nem linedris fiiggvénye. A dontéshozd érzékenyebb a vald-
szintiségben bekovetkezett valtozasokra kis valdszintiségek esetén, mint nagy
val6szintiségek esetén. A dontéshozé bizonytalan kimenetek esetén a

> (pi)v(:) (28)

kifejezéseket hasonlitja Ossze, és azt a lehetGséget valasztja, amelyikre ez a
legnagyobb. A (28) kifejezésben x; az i-edik kimenet esetén a kifizetés, p;
az i-edik kimenet valésziniisége, m(-) : [0,1] — [0,1]; kis p valdsziniiségek
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esetén w(p) > p, nagy p valdsziniliségek esetén pedig 7(p) < p. A v()
értékfiiggvényrol altalaban azt feltételezik, hogy veszteségek esetén konkdv
(kockazatkeriils), nyereségek esetén pedig konvex (kockdzatkedveld). A vizs-
galt modellre alkalmazva: az eladd a

U(C,P,n) =

n k
- <7r [<n>V(P)’“(1 —V(P) K <k> ¢ (1— q)k_j] v(C + kP — jK)>

k=0 j=0 & J

(29)

kifejezést vizsgalja

Léthatd, hogy ebben az esetben a (29) kifejezést nem tudjuk a (2) és a
(4) rekurziv osszefliggéseknek megfeleléen szétbontani, ami bizonyitdsaimhoz
nélkiilézhetetlen. Az el6zé fejezetekben megéllapitott Osszefliggések igaz vagy
hamis voltat a bemutatott keretben nem lehet megéllapitani, ez is a magam
szamara kitlizott tovabbi feladat.

7 Tovabblépési lehetoségek

A cikk befejezéseként Gsszefoglalom azokat az irdnyokat, amelyek felé a ku-
tatasokat tovabb lehet vinni.

J6 lenne feltételt adni arra, hogy U(C, P,n) fiiggvény P szerinti maxi-
muma mikor lesz egyedi.

Biztositasi piacok esetén meg lehetne probélni bebizonyitani a megfogal-
mazott allitdst arra az esetre is, ha a biztositd altal fizetett Osszeg valosziniiségi
valtozoval adott.

Az altalam vizsgalt modell esetében a biztosité nem tudott valtoztatni a
biztositasi szerzodésen, csak az dron. Ez alatt azt értem, hogy kar esemény
bekovetkeztekor K Osszeget fizet a biztositottnak. Biztositas esetén a biz-
tositd és biztositott osztozkodik a kockazaton. Nagyon izgalmas kérdésnek
tartom annak vizsgalatat, hogy valtozik-e az osztozkodas mddja, és ha igen,
hogyan, ha noévekszik a szereplck szama.

A cikkben eltekintettem attél, hogy a biztosité csédbe juthat. Fontos
megvizsgalni ezt az esetet is.

Vizsgalni lehet azt is, hogy véaltoznak-e megallapitdsaink, ha a karbeko-
vetkezési valdsziniliség esetében is aszimmetrikus informaltsagot tesziink fel.
Ehhez kapcsoléddan az erkdlesi kockazat (moral hazard) kérdését is meg lehet
vizsgalni.

Természetesen a legfontosabb kérdések egyike, hogy versenyhelyzetben
hogyan mdédosulnak a megallapitasok.
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INVESTIGATING HOW THE NUMBER OF POLICIES EFFECT THE

OPTIMUM INSURANCE PREMIUM

An economic approach for modeling the insurance markets. The study focuses on
the monopolistic market, where one insurance company sells a product with prede-
termined benefits for the customers. An outline of the company and the insureds’
behavior with utility functions is given. The study investigates the problem of
policy pricing in relation to the number of clients the company acquires. Analytic
tools will be used to further clarify the points.
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