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EL}OSZ¶O

Tisztelt Olvas¶o!

A SZIGMA kÄovetkez}o k¶et tematikus sz¶ama p¶enzÄugy elm¶elettel ¶es gyakorlattal
foglalkoz¶o dolgozatokat kÄozÄol. Ebben, a t¶em¶ahoz m¶erten rÄovid bevezet}oben
felv¶azolom a p¶enzÄugy elm¶elet fejl}od¶es¶et, jelenlegi helyzet¶et, amellyel tal¶an
sikerÄul ¶erz¶ekeltetnem, hogy a kÄozl¶esre kerÄul}o dolgozatok ennek a rendk¶³vÄul
Äosszetett terÄuletnek mely r¶eszeihez kapcsol¶odnak. Nem tÄorekedhettem tel-
jess¶egre, csup¶an az elm¶ult n¶eh¶any ¶evtized fontosabb vonulatainak v¶azlatos
bemutat¶asa lehetett a c¶elom.

A p¶enzÄugy elm¶elet tÄort¶enete ¶erdekes p¶eld¶aja az absztrakt elm¶elet ¶es a
gyakorlati alkalmaz¶asok kÄozÄotti kÄolcsÄonhat¶asnak. Sz¶amos eredeti elgondol¶asa
olyan elm¶eleti absztrakci¶ok¶ent indult, amelyr}ol kezdetben azt gondolt¶ak, hogy
legfeljebb korl¶atozott gyakorlati haszna lehet. Bizonyos felt¶etelez¶esekkel ¶es
megszor¶³t¶asokkal kieg¶esz¶³tve azonban ugyanezek az elm¶eletek hamarosan ¶al-
tal¶anosan alkalmazottakk¶a v¶altak: a fontos p¶enzÄugyi piacokon a piacok m}u-
kÄod¶es¶enek ¶es a p¶enzÄugyi dÄont¶esek elemz¶es¶enek standard keretek¶ent funkcio-
n¶altak. A fejl}od¶es tov¶abbi l¶ep¶esek¶ent ¶ert¶ekelhet}o, hogy az a p¶enzÄugy elm¶elet,
amely kor¶abban egym¶assal laza vagy szorosabb kapcsolatban ¶all¶o elm¶eletek
csoportj¶anak volt csup¶an tekinthet}o, ma m¶ar egys¶eges¶³thet}o, ¶altal¶anos keret-
be foglalhat¶o. Ez a fejl}od¶es viszonylag rÄovid id}oszak alatt kÄovetkezett be. A
kiindul¶asnak tekinthet}o elk¶epzel¶esek kidolgoz¶asa az 1950-es, 1960-as ¶evekben
kezd}odÄott, m¶³g a cs¶ucspont az ¶altal¶anos elm¶eleti strukt¶ur¶ak 1980-as, 1990-es
¶evekben tÄort¶ent publik¶al¶asa.

A p¶enzÄugy elm¶elet jelenlegi ¶allapot¶anak meg¶ert¶es¶ehez vissza kell ny¶ulnunk
Arrow (1963) ¶es Debreu (1953) alapvet}o munk¶aihoz. Hozz¶aj¶arul¶asuk a p¶enz-
Äugy elm¶elethez az¶ert alapvet}o jelent}os¶eg}u, mert azt mutatt¶ak meg, hogyan
lehet be¶ep¶³teni a bizonytalans¶agot a kÄozgazdas¶agi modellekbe. Az Äotlet, mint
¶altal¶aban a nagy Äotletek rendk¶³vÄul egyszer}u. A hagyom¶anyos modellt ki-
b}ov¶³tett¶ek a gazdas¶agi, term¶eszeti kÄornyezet lehets¶eges jÄov}obeli ¶allapotaival.
A piac rendszere ezzel teljess¶e v¶alt olyan ¶ertelemben, hogy minden ¶arucikk
sz¶am¶ara l¶eteztek v¶eletlen esem¶enyekt}ol fÄugg}o piacok. A verseny egyens¶uly
¶es a Pareto-optimum l¶etez¶es¶enek standard elm¶eletei ¶ujrainterpret¶alhat¶okk¶a
v¶altak, ¶³gy teh¶at lehet}os¶eg ny¶³lt forr¶asok bizonytalan felt¶etelek melletti hat¶e-
kony allok¶aci¶oj¶ara.

Az 1950-es ¶evekben m¶eg k¶et fontos elm¶eleti eredm¶eny szÄuletetett. Az
1958-ban publik¶alt Modigliani-Miller tanulm¶any legf}obb ¶ujdons¶aga a p¶enzÄugyi
arbitr¶azs fogalm¶anak bevezet¶ese. A kÄovetkez}o ¶evtizedekben az arbitr¶azs fo-
galma jelent}os szerepet j¶atszott a rendk¶³vÄul komplex eszkÄoz ¶araz¶asi probl¶em¶ak
meg¶ert¶es¶eben.

A m¶asik nagyon jelent}os eredm¶eny Markowitz 1959-ben publik¶alt mono-
gr¶a¯¶aj¶aban l¶atott napvil¶agot az ¶atlag-variancia portf¶oli¶o kiv¶alaszt¶asr¶ol. Az
alapÄotlet az, hogy mivel a befektet}o a portf¶oli¶o ¶atlagos hozam¶aban ¶es annak
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v¶altoz¶ekonys¶ag¶aban ¶erdekelt els}osorban, ez¶ert a portf¶oli¶o kiv¶alaszt¶asnak egy-
szer}u elemz¶esi m¶odszer¶et kell megadni a portf¶oli¶obeli eszkÄozÄok v¶arhat¶o ¶ert¶ekei
¶es kovarianci¶ai seg¶³ts¶eg¶evel. Ez volt az els}o l¶ep¶es az ¶atlag-variancia elemz¶esen
alapul¶o eszkÄoz ¶araz¶as ¶es portf¶oli¶o elemz¶es terÄulet¶en.

Az 1960-as ¶evek szint¶en k¶et jelent}os eredm¶enyt hoztak a p¶enzÄugy elm¶e-
letben. Az els}o eredm¶eny az Arrow-Debreu elm¶elet r¶eszletes kiterjeszt¶ese
p¶enzÄugyi piacokra. Hirshleifer (1965) mutatta meg, hogyan alkalmazhat¶o az
Arrow-Debreu elm¶elet alapvet}o p¶enzÄugyi probl¶em¶ak megold¶as¶ara. KÄulÄonÄosen
eml¶³t¶esre m¶elt¶o, hogy bebizony¶³totta a Modigliani-Miller p¶enzÄugyi irrelevan-
cia t¶etelt Arrow-Debreu elm¶eleti h¶att¶er mellett. Ez volt az els}o eset, amikor
az Arrow-Debreu elm¶eletet Äosszekapcsolt¶ak az arbitr¶azs elm¶elettel. Az 1960-
as ¶evek m¶asik fejl}od¶esi ir¶anya a Markowitz-f¶ele ¶atlag-variancia anal¶³zis kiter-
jeszt¶ese verseny gazdas¶agra. Sharpe (1964), Lintner (1965) ¶es Mossin (1966)
¯gyelte meg, hogy a piac szabadd¶a t¶etele eset¶en a befektet}ok olyan portf¶oli¶ot
v¶alasztanak, amely egy kock¶azatmentes eszkÄoz ¶es a piaci portf¶oli¶o line¶aris
kombin¶aci¶oja. Ennek a meg¯gyel¶esnek kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye, hogy az
egyens¶ulyi eszkÄoz ¶arak a kÄotv¶eny ¶ar ¶es a piaci portf¶oli¶o piaci ¶ert¶ek¶enek line¶aris
kombin¶aci¶ojak¶ent ¶³rhat¶ok fel. Ez a modell a t}okeeszkÄoz ¶ert¶ekel¶es egyens¶ulyi
modelljek¶ent (CAPM) v¶alt ismertt¶e.

Az 1970-es ¶evekben sz¶amos jelent}os eredm¶eny l¶atott napvil¶agot a p¶enzÄugy
elm¶eletben. Az els}o a CAPM kutat¶asi programj¶anak folytat¶asa volt, kiter-
jesztve a modellt tÄobbperi¶odusos gazdas¶agra (Merton, 1973), a kÄolcsÄonfelv¶etel
korl¶atoz¶asa (Black, 1972), valamint tranzakci¶os kÄolts¶egek be¶ep¶³t¶ese eset¶ere
(Milne ¶es Smith 1980). Az elm¶elet fejl}od¶ese mellett kÄulÄonf¶ele terÄuleteket ¶erin-
t}o empirikus tanulm¶anyok sor¶at publik¶alt¶ak ezekben az ¶evekben. A CAPM
mint empirikus modell jelent}os hat¶ast gyakorolt a befektet}ok ¶es az alapkeze-
l}ok portf¶oli¶o kezel¶esi gyakorlat¶ara ¶es ¶ert¶ekelte teljes¶³tm¶enyÄuket.

A m¶asodik jelent}os fejl}od¶esi ir¶anyt a CAPM empirikus pr¶ob¶aival kapcso-
latos el¶egedetlens¶eg induk¶alta. A CAPM els}o tesztjei azt mutatt¶ak, hogy az
elm¶elet j¶ol illeszkedik az adatokhoz, k¶es}obbi r¶eszletesebb elemz¶esek azonban
a CAPM el}orejelz¶esi k¶epess¶eg¶enek gyenges¶egeire mutattak r¶a. Ross (1976)
kidolgozta az arbitr¶azs ¶araz¶as elm¶elet¶et (APT), amelyet a CAPM ¶altal¶anos
versenyt¶ars¶anak sz¶ant. Megmutatta, hogy az eszkÄoz ¶arak n¶eh¶any alapvet}o
t¶enyez}o line¶aris fÄuggv¶enyek¶ent ¶all¶³that¶ok el}o. Ez a modell potenci¶alisan rugal-
masabbnak ¶es robusztusabbnak t}unt a CAPM-n¶el, ¶es a kÄovetkez}o ¶evtizedben
jelent}os szerepet j¶atszott az eszkÄoz ¶araz¶as elm¶elet¶eben. A harmadik fejl}od¶esi
szakasz dr¶amai hat¶ast gyakorolt az elm¶eletre ¶es a t}okepiaci dÄont¶esek gyakor-
lat¶ara. Black ¶es Scholes (1973) ¶es Merton (1973) egy viszonylag egyszer}u
formul¶at tal¶altak a r¶eszv¶eny v¶eteli opci¶ora. Ez az eredm¶eny a modell sz¶amos
v¶altozat¶anak gyors kidolgoz¶as¶ahoz vezetett. Mivel a modell sz¶armaztat¶as¶ahoz
felhaszn¶alt eszkÄozÄok meglehet}osen bonyolultak (a r¶eszv¶eny hozamok di®¶uzi¶o
folyamatot kÄovetnek, a sztochasztikus kalkulus eredm¶enyeit, a h}o¶atad¶as egyen-
let¶enek megold¶as¶at kell felhaszn¶alni a formula sz¶armaztat¶as¶ara), eleinte misz-
tikum Äovezte a sz¶armaztatott eszkÄozÄok ¶araz¶as¶at. Cox ¶es szerz}ot¶arsai (1979)
azonban megmutatt¶ak, hogy a Black-Scholes logika ¶es ezzel az ¶ar meghat¶aro-
z¶asa jelent}osen egyszer}us¶³thet}o. A r¶eszv¶eny ¶ar¶ara elemi binomi¶alis sztochasz-
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tikus folyamat felt¶etelez¶es¶evel kÄonnyen alkalmazhat¶o az arbitr¶azs elm¶elet
binomi¶alis opci¶o ¶araz¶asi formula meghat¶aroz¶as¶ara. Emellett azt is meg-
mutatt¶ak, hogy alkalmas korl¶atok mellett a Black-Scholes formula is leve-
zethet}o a fenti m¶odszer seg¶³ts¶eg¶evel. Egy m¶asik ¶erdekes fejlem¶eny ebb}ol
az id}oszakb¶ol a Black-Scholes formula levezet¶ese diszkr¶et idej}u nem teljes
piaci egyens¶ulyi modellb}ol (Rubinstein, 1976). Ez volt az els}o reprezen-
tat¶³v fogyaszt¶oi modell, amelyben ugyan korl¶atozott form¶aban, de szerepelt
a marting¶al ¶araz¶as (kock¶azat semleges ¶araz¶as) m¶odszere. A marting¶al ¶araz¶as
Äotlet¶et r¶eszletesen Harrison ¶es Kreps (1979) haszn¶alta fel el}oszÄor. Megmu-
tatt¶ak, hogy a marting¶al binomi¶alis logika ¶altal¶anos¶³that¶o egy absztraktabb
kÄornyezetben folytonos vagy diszkr¶et eszkÄoz ¶ar folyamatok seg¶³ts¶eg¶evel. Ez
az absztrakt megkÄozel¶³t¶es jelent}os hat¶ast gyakorolt a p¶enzÄugy elm¶eletre a
kÄovetkez}o ¶evtizedben, tiszt¶azva azt a zavaros helyzetet, amely a hat¶ekony
piaci hipot¶ezisb}ol (EMH) eredt. A hat¶ekony piaci hipot¶ezis fogalm¶at Fama
(1970) vezette be, t¶amaszkodva Samuelson (1965) ¶es m¶as szerz}ok munk¶aira.
A hat¶ekony piaci hipot¶ezis szerint a szabad bel¶ep¶es}u p¶enzÄugyi piacokon nem
¶erhet}o el abnorm¶alis hozam nyilv¶anosan el¶erhet}o inform¶aci¶o felhaszn¶al¶as¶aval.
Ez az egyszer}u hipot¶ezis rendk¶³vÄuli hat¶assal volt az empirikus kutat¶asokra,
¶es f}ok¶ent arra, ahogyan a p¶enzÄugyi piacok r¶esztvev}oi a szerepÄuket ¶es a tel-
jes¶³tm¶enyÄuket ¶ert¶ekelt¶ek. Ennek az elm¶eletnek a kezdetekben az volt a legf}obb
probl¶em¶aja, hogy nem volt kapcsolata az eszkÄoz ¶araz¶asi modellekkel. Az
1980-as ¶evekben azonban a marting¶al ¶araz¶as elm¶eleti alapjainak felhaszn¶al¶a-
s¶aval sikerÄult ezt a h¶atr¶anyt kikÄuszÄobÄolni.

K¶et tov¶abbi jelent}os fejlem¶eny kÄozÄul az els}o a teljes ¶es nem teljes eszkÄoz
piacok elm¶elet¶enek kidolgoz¶asa ¶es ezek elemz¶ese, tÄobb ¶arucikk, illetve v¶eges ¶es
nem v¶eges id}ohorizontok eset¶ere (Radner, 1972, Hart, 1974). Sajn¶alatos m¶o-
don ezekre az eredm¶enyekre, illetve a tranzakci¶os kÄolts¶egeknek a bevezet¶es¶ere
legal¶abb k¶et ¶evtizedig nem hivatkoztak a szakirodalomban. A m¶asik fontos
¶uj¶³t¶as az aszimmetrikus inform¶aci¶o tÄobb terÄuleten tÄort¶en}o bevezet¶ese volt.
Gossman (1976) olyan r¶eszv¶enypiacot elemzett, ahol a befektet}ok aszim-
metrikus inform¶aci¶oval rendelkeznek, ¶es azt ¶all¶³totta, hogy a r¶eszv¶eny¶arak
teljesen vagy r¶eszben tÄukrÄozik a mag¶an jelleg}u inform¶aci¶ot. Ezt a felt¶etelez¶est
sz¶amosan vizsg¶alt¶ak igen r¶eszletesen (Brunnermeier, 2001). Az aszimmetrikus
inform¶aci¶o elgondol¶as¶at a v¶allalati p¶enzÄugy elm¶elet azon probl¶em¶aj¶anak a
vizsg¶alat¶ara vezett¶ek be, amikor elt¶er¶es van a r¶eszv¶enyesek ¶es a v¶allalati
vezet}ok inform¶aci¶oja kÄozÄott. Az ehhez kapcsol¶od¶o kutat¶asok vizsg¶alt¶ak a
Modigliani-Miller t¶etel robusztuss¶ag¶at abban az esetben, amikor a p¶enzÄugyi
strukt¶ura egy jel vagy ÄosztÄonz}o mechanizmus szerep¶et tÄolti be (Huang ¶es
Litzenberger, 1988, De Matos, 2002).

Az 1980-as ¶evek kÄozep¶et}ol kezdett kialakulni a magatart¶asi p¶enzÄugy (be-
havioural ¯nance, Thaler ¶es De Bondt), amely paradigm¶anak a l¶enyege, hogy
elejti a hagyom¶anyos elm¶elet felt¶etelez¶es¶et, amely szerint hat¶ekony piaco-
kon racion¶alis befektet}ok a v¶arhat¶o hasznoss¶ag maximaliz¶al¶as¶ara tÄorekednek.
Olyan modelleket alkalmaz, amelyekben a dÄont¶eshoz¶ok nem teljesen racion¶a-
lisak vagy a preferenci¶aik, vagy t¶eves v¶eleked¶eseik miatt. K¶et ¶ep¶³t}o eleme a
kognit¶³v pszichol¶ogia (hogyan gondolkodik az ember) ¶es az arbitr¶azs korl¶atok
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meghat¶aroz¶asa, vagyis annak el}orejelz¶ese, hogy milyen kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott
hat¶asosak, illetve hat¶astalanok az arbitr¶azs er}ofesz¶³t¶esek.

Az 1980-as ¶evekre az addig kialakult elm¶eletek egys¶eges¶³t¶ese ¶es kiterjeszt¶e-
se a jellemz}o. A kÄulÄonf¶ele elk¶epzel¶eseket az ¶altal¶anos Arrow-Debreu keretbe
foglalt¶ak, ¶es megmutatt¶ak, hogy mennyire rugalmasak ezek a m¶odszerek a
sz¶armaz¶ekos term¶ekek piaca gyors expanzi¶oj¶anak meg¶ert¶es¶eben. A derivat¶³v
term¶ek kÄulÄonleges p¶eld¶aja a portf¶oli¶o biztos¶³t¶as. Ez, a l¶enyeg¶et tekintve, az
opci¶o fedezeti elvek portf¶oli¶o menedzsmentben tÄort¶en}o alkalmaz¶asa.

Az elm¶elet terÄulet¶en a marting¶al kÄozponti szerepet j¶atsz¶o eszkÄozz¶e v¶alt
az eszkÄoz ¶araz¶as jellemz¶es¶eben. A sztochasztikus integr¶al alkalmaz¶as¶aval a
Black-Scholes ¶es a Merton modellt jelent}os m¶ert¶ekben ¶altal¶anos¶³tott¶ak (Har-
rison ¶es Pliska, 1981, Du±e ¶es Huang, 1985). Ezeknek a modelleknek speci¶alis
v¶altozatait dolgozt¶ak ki a sztochasztikus kamatl¶abaknak az eszkÄoz ¶araz¶asra
gyakorolt hat¶asainak vizsg¶alat¶ara (Cox ¶es t¶arsai 1985). Ezek a modellek ki-
indul¶asul szolg¶altak a kÄotv¶enyekhez kapcsol¶od¶o fedezeti m}uveletek vagy a
kÄotv¶enyekre ¶ertelmezett derivat¶³v ¶ert¶ekpap¶³rok ir¶any¶aba tÄort¶en}o kiterjesz-
t¶esre. Ilyen p¶eld¶aul az arbitr¶azs ¶araz¶as ¶altal¶anos modellj¶enek alkalmaz¶asa
kÄotv¶enyekre (Heath ¶es t¶arsai, 1992).

Egy m¶asik fejl}od¶esi ir¶any a Ross-f¶ele APT k¶erd¶eses terÄuleteinek tiszt¶az¶asa
volt. K¶et alternat¶³v megkÄozel¶³t¶es ¶erdemel eml¶³t¶est: az els}o egy approxim¶aci¶os
(Chamberlain, 1983, Huberman, 1983), a m¶asodik pedig ¶altal¶anos egyens¶ulyi
megfontol¶asokat felhaszn¶al¶o ¶ervel¶es (Connor, 1984, Kelsey ¶es Milne, 1995).
Az ¶araz¶asi t¶enyez}ok APT felfog¶asa annyira ¶athatotta az eszkÄoz ¶araz¶asi mo-
delleket, hogy nagyon sok modell l¶enyeg¶eben statikus vagy dinamikus faktor
¶araz¶asi modellnek tekinthet}o. A di®¶uzi¶o folyamatokon alapul¶o dinamikus
eszkÄoz ¶araz¶asi modelleket az ¶altal¶anosabb dinamikus faktor modellek speci¶alis
eseteinek tekinthetjÄuk.

A kock¶aztatott ¶ert¶ek (VaR) ¶es kÄulÄonbÄoz}o ¶altal¶anos¶³t¶asainak ¶es ¯nom¶³t¶a-
sainak az 1990-es ¶evek elej¶en tÄort¶ent megjelen¶ese ¶ota a regul¶aci¶oval foglalkoz¶o
kutat¶ok, valamint banki ¶es biztos¶³t¶asi szakemberek fel¶ep¶³tettek egy glob¶alis
p¶enzÄugyi biztos¶³t¶asi rendszerv¶edelmet. Az ¶altal¶anos kock¶azati biztons¶ag nÄo-
vel¶ese ir¶any¶aban tett l¶ep¶esek k¶ets¶egtelenÄul nagyon jelent}osek voltak, m¶egis
folyamatosan merÄultek fel k¶erd¶esek a biztons¶aggal ÄosszefÄugg¶esben.

A p¶enzÄugyi modellek jelent}os r¶esze tartalmaz ¶un. normalit¶asi felt¶etelez¶e-
seket, vagyis felteszik, hogy bizonyos v¶altoz¶ok norm¶alis eloszl¶ast kÄovetnek.
Empirikus vizsg¶alatok alapj¶an a norm¶alis eloszl¶ast¶ol val¶o elt¶er¶es, illetve a
vastag eloszl¶assz¶elek vizsg¶alata a kutat¶asok kÄoz¶eppontj¶aba kerÄult. Az ut¶obbi
p¶eld¶aul az integr¶alt kock¶azat menedzsment (IRM) standard eszkÄoz¶enek, a
sz¶els}os¶eges ¶ert¶ekek elm¶elet¶enek (EVT) kialakul¶as¶ahoz vezetett. A meg¯gyelt
adatokon alapul¶o piaci hozamok korrel¶alatlans¶agi tendenci¶at mutatnak, de
ÄosszefÄugg}oek, a hozam eloszl¶asok vastag sz¶el}uek, sz¶els}os¶eges ¶ert¶ekek l¶epnek
fel klaszterekben, tov¶abb¶a a volatilit¶as v¶eletlenszer}u. A fenti k¶erd¶esek tiszt¶a-
z¶as¶anak ig¶enye keltette fel az ¶erdekl}od¶est a kopul¶ak alkalmaz¶asa ir¶ant (Nelsen,
1999, Marshall, 1999).

A p¶enzÄugy elm¶elet egys¶egesed¶es¶evel p¶arhuzamosan haladt a modern mak-
ro-Äokon¶omia egys¶eges elm¶elett¶e v¶al¶asa. A makro-Äokon¶omia ¶es a p¶enzÄugy
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elm¶elet ugyanarra az Arrow-Debreu modellre ¶ep¶³tett. Rendk¶³vÄul meglep}o,
hogy ugyanazok a Modigliani-Miller t¶³pus¶u eredm¶enyek jelennek meg az ¶al-
lami p¶enzÄugyek ¶es a ny¶³lt piaci m}uveletek elemz¶ese sor¶an (a Ricardo-f¶ele
ekvivalencia t¶etelek kÄontÄos¶eben). Az erre utal¶o nÄovekv}o mennyis¶eg}u irodalom
szerint ez a k¶et diszciplina olyan m¶ert¶ekben integr¶al¶odott, hogy a kÄozÄottÄuk
addig fenn¶all¶o hat¶arok teljesen elmos¶odtak. ¶Erdekes m¶odon, azok a fogalmak
¶es Äotletek amelyekr}ol az 1950-es ¶es 1960-as ¶evekben m¶eg azt gondolt¶ak a szak-
emberek, hogy egy¶altal¶an nem, vagy csak korl¶atozott m¶odon alkalmazhat¶ok,
m¶ara a p¶enzÄugyi piacok ¶altal¶anosan haszn¶alt nyelv¶enek r¶eszeiv¶e v¶altak.

Magyarorsz¶agon ismert okokb¶ol csak tÄobb ¶evtizedes k¶es¶essel indult meg
a p¶enzÄugy elm¶elet kutat¶asa, az eredm¶enyek gyakorlati alkalmaz¶asa. Ma
m¶ar tÄobb gener¶aci¶o dolgozik egyÄutt, eredm¶enyes munk¶ajukat tudom¶anyos
m}uhelyek kialakul¶asa, sz¶amos e terÄuleten megszerzett tudom¶anyos fokozat,
nemzetkÄozi konferencia r¶eszv¶etel, szakkÄonyvek ¶es publik¶aci¶ok sora jelzi. A
SZIGMA matematikai-kÄozgazdas¶agi foly¶oirat szerkeszt}obizotts¶aga felismerve
ezt a helyzetet, lehet}os¶eget biztos¶³tott n¶eh¶any tematikus sz¶am megjelen¶es¶ere
p¶enzÄugy elm¶elet, gyakorlat, illetve a szorosan kapcsol¶od¶o biztos¶³t¶as elm¶elet ¶es
gyakorlat t¶emakÄor¶eben. A sz¶amok szerz}oi nev¶eben szeretn¶em megkÄoszÄonni
ezt a lehet}os¶eget. Nem feledkezhetem meg azokr¶ol sem, akik a publik¶aci¶o
tervezetek lektor¶al¶as¶anak f¶arads¶agos munk¶aj¶at magukra v¶allalt¶ak, ¶es akik
szok¶asaink szerint ismeretlenek maradnak. KÄoszÄonet illeti }oket lelkiismeretes,
¶aldozatk¶esz munk¶ajuk¶ert.

A kÄozrem}ukÄod}oknek, a kÄotetek szerz}oinek ¶es lektorainak tov¶abbi eredm¶e-
nyes munk¶at k¶³v¶anok.

Varga J¶ozsef
vend¶egszerkeszt}o
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KOPUL¶AK ALKALMAZ¶ASA A P¶ENZÄUGYI KOCK¶AZAT
MENEDZSMENTBEN | MATEMATIKAI ALAPOK 1

VARGA J¶OZSEF
PTE KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

Bevezet¶es

Az integr¶alt kock¶azat menedzsment (integrated risk management, IRM) a
p¶enzpiaci Äuzletek kock¶azatainak kvantitat¶³v le¶³r¶as¶aval foglalkozik. Az IRM
kvalitat¶³v aspektusai rendk¶³vÄul fontosak ugyan, ebben a tanulm¶anyban azon-
ban csak a kvantitat¶³v jellemz}okre Äosszpontos¶³tunk. A kock¶aztatott ¶ert¶ek
(Value at risk,VaR) ¶es ennek kÄulÄonbÄoz}o ¶altal¶anos¶³t¶asai ¶es ¯nom¶³t¶asai a kilenc-
venes ¶evek elej¶en tÄort¶ent megjelen¶ese ¶ota a regul¶aci¶oval foglalkoz¶o, valamint
a banki ¶es biztos¶³t¶asi szakemberek fel¶ep¶³tettek egy ¶ori¶asi glob¶alis p¶enzÄugyi
rendszer v¶edelmet. Az ¶altal¶anos kock¶azati biztons¶ag nÄovel¶ese ir¶any¶aban tett
l¶ep¶esek k¶ets¶egtelenÄul nagyon jelent}osek voltak, m¶egis folyamatosan merÄultek
fel k¶erd¶esek a biztons¶agi konstrukci¶o min}os¶eg¶evel kapcsolatban.

Minden kvantitat¶³v modell azoknak a piacoknak a felt¶eteleire alapul, amely
piacokon a modellt alkalmazz¶ak. A standard fedezeti technik¶ak a vizsg¶alt in-
strumentumok magas likvidit¶asi szintj¶et k¶³v¶anj¶ak meg, sok p¶enzpiaci term¶ek
¶ara ,,normalit¶asi" felt¶eteleken alapul. Az ut¶obbi egy ¶un. eloszl¶as felt¶etelez¶es,
amely szerint bizonyos adatok norm¶alis eloszl¶ast kÄovetnek. KÄulÄonÄosen az
IRM eset¶eben a norm¶alis eloszl¶ast¶ol val¶o elt¶er¶es a kutat¶asok els}orend}u for-
r¶as¶av¶a v¶alt. Ez¶ert a klasszikus irodalom b}os¶egesen tartalmaz a v¶eletlen bo-
lyong¶as modellj¶et}ol (Brown-mozg¶as folyamat) val¶o elt¶er¶essel, illetve a vastag
eloszl¶assz¶elekkel kapcsolatos tanulm¶anyokat. Az ut¶obbi p¶eld¶aul az IRM stan-
dard eszkÄoz¶enek a sz¶els}os¶eges ¶ert¶ekek elm¶elet¶enek (Extreme Value Theory,
EVT) kialakul¶as¶ahoz vezetett. A piaci kock¶azat menedzsment ¶³gy jellemzi
ezt a helyzetet: a meg¯gyelt adatokon alapul¶o piaci hozamok korrel¶alatlans¶agi
tendenci¶at mutatnak, de ÄosszefÄugg}oek, a hozam eloszl¶asok vastag eloszl¶as-
sz¶elekkel rendelkeznek, sz¶els}os¶eges ¶ert¶ekek l¶epnek fel klaszterekben ¶es a vola-
tilit¶as v¶eletlenszer}u.

C¶elunk olyan eszkÄoz bemutat¶asa, amellyel megvizsg¶alhatjuk, hogy milyen
t¶enyez}ok j¶atszhatnak szerepet a p¶enzpiaci adatok fÄugg}os¶egi kapcsolataiban.
V¶alaszt kereshetÄunk arra a k¶erd¶esre, hogy lehets¶eges-e az ¶un. norm¶alis fÄugg}o-
s¶eg jobb meg¶ert¶ese, ¶es arra is, hogyan szerkeszthetÄunk olyan modelleket, ame-
lyekkel a norm¶alis fÄugg}os¶egt}ol elt¶er}o kapcsolatokat is vizsg¶alhatunk. N¶eh¶any
m¶as k¶erd¶es is tiszt¶az¶asra v¶ar. Ilyen p¶eld¶aul a korrel¶aci¶ok viselked¶ese sz¶els}o-
s¶eges piaci mozg¶asok mellett, valamint ¶ervek ¶es ellen¶ervek felsorakoztat¶asa
a line¶aris korrel¶aci¶o mint fÄugg}os¶egi m¶ert¶ekkel kapcsolatban. Az ÄosszefÄugg}o

1Be¶erkezett: 2004. m¶arcius 11. e-mail: varga@ktk.pte.hu.
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kock¶azatok fÄuggv¶enyei kock¶azat m¶ert¶ekeinek meghat¶aroz¶asa ugyancsak kri-
tikus szerepet j¶atszik a hitel kock¶azat ¶ert¶ekel¶es¶eben.

Ebben a dolgozatban nem oldjuk meg a fent eml¶³tett probl¶em¶akat, csup¶an
olyan eszkÄozÄoket mutatunk be, amelyek a megold¶asok el}o¶all¶³t¶as¶aban seg¶³ts¶e-
gÄunkre lehetnek.

A kopula fogalma, amellyel itt foglalkozunk, m¶ar egy bizonyos ideje ismert
a statisztikai irodalomban. A kopula sz¶o el}oszÄor Sklar (1959) dolgozat¶aban
fordul el}o, de hasonl¶o Äotleteket ¶es eredm¶enyeket m¶ar Hoe®ding (1940) mun-
k¶aj¶aban is tal¶alhatunk. A kopul¶ak lehet}ov¶e teszik olyan modellek szerkesz-
t¶es¶et, amelyek t¶ulmutatnak a fÄugg}os¶egi szint m¶er¶es¶enek standard modelljein.
Ide¶alis eszkÄozt biztos¶³tanak kÄulÄonf¶ele portf¶oli¶ok ellen}orz¶es¶ere, valamint biz-
tos¶³t¶asi ¶es p¶enzpiaci term¶ekek vizsg¶alat¶ara sz¶els}os¶eges korrel¶aci¶o mozg¶asok
eset¶eben, tov¶abb¶a az eddig ismertekn¶el ¶altal¶anosabb fÄugg}os¶egi m¶ert¶ekk¶ent
alkalmazhat¶ok.

Az els}o n¶egy szakaszban a fontosabb fogalmakat ¶es t¶eteleket ismertetjÄuk.
A bizonyos szempontb¶ol Äosszetartoz¶o fogalmak, t¶etelek kerÄultek azonos sza-
kaszba. Az ÄotÄodik szakasz a kopul¶ak szerkeszt¶es¶enek fontosabb m¶odszereivel
foglalkozik, a hatodik szakaszban pedig a v¶eletlen v¶altoz¶ok kopul¶ab¶ol tÄort¶en}o
gener¶al¶as¶anak ¶altal¶anos algoritmus¶at¶³rjuk le. A fontosabb fogalmakat, t¶etele-
ket, elj¶ar¶asokat p¶eld¶akkal illusztr¶aljuk. Befejez¶esÄul a kock¶azat menedzsment
terÄulet¶en lehets¶eges alkalmaz¶asokr¶ol sz¶olunk.

1 Alapvet}o fogalmak, jelÄol¶esek

Az ¶altal¶anosan haszn¶alt megfogalmaz¶as szerint a kopula fÄuggv¶eny (rÄoviden
kopula) olyan n-v¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny, amelynek ¶ertelmez¶esi tartom¶anya
a [0; 1]n kocka, margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyei pedig egyenletes eloszl¶as¶uak
a [0; 1] intervallumon. Ez a de¯n¶³ci¶o kÄulÄonÄosen akkor t}unik nagyon ter-
m¶eszetesnek, ha arra gondolunk hogyan sz¶armaztatjuk a kopul¶at folytonos
egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enyb}ol. Ebben az esetben ugyanis a kopula egyszer}uen
az eredeti tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny transzform¶alt egyv¶altoz¶os margin¶alis
eloszl¶asokkal. Ez a de¯n¶³ci¶o azonban elfedi azoknak a probl¶em¶aknak egy
r¶esz¶et, amelyek a kÄulÄonbÄoz}o kopul¶ak m¶as m¶odszerekkel tÄort¶en}o konstrukci¶o-
jakor fell¶epnek. (Nem mondja meg p¶eld¶aul azt, hogy mit ¶ertÄunk tÄobbv¶alto-
z¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyen). Ez¶ert kiss¶e elvontabb de¯n¶³ci¶oval kell kezdenÄunk, a
gyakorlatiasabb de¯n¶³ci¶ora azonban k¶es}obb m¶eg visszat¶erÄunk.

Nelsen (1999) t¶argyal¶asm¶odj¶at kÄovetve el}oszÄor az ¶altal¶anos tÄobbv¶altoz¶os
eloszl¶asokra Äosszpontos¶³tunk, ¶es csak ezut¶an vizsg¶aljuk a kopula r¶eszhalmaz
speci¶alis tulajdons¶agait.

A dolgozatban domH a H fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi tartom¶any¶at, RanH pe-
dig az ¶ert¶ekk¶eszlet¶et jelÄoli. Egy S ½ <n halmazon ¶erv¶enyes ¶all¶³t¶asr¶ol akkor
mondjuk, hogy majdnem mindenÄutt teljesÄul, ha azoknak a pontoknak a hal-
maza, amelyekben az ¶all¶³t¶as nem ¶erv¶enyes, Lebesgue szerint nullm¶ert¶ek}u hal-
maz.

1.1 de¯n¶³ci¶o. JelÄolje S1; . . . ; Sn az < nem-Äures r¶eszhalmazait, ahol < a
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val¶os sz¶amegyenes [¡1;1] kiterjeszt¶ese. Legyen tov¶abb¶a H olyan n-v¶altoz¶os
val¶os fÄuggv¶eny, amelyre domH = S1 £ . . . £ Sn, ¶es b¶armely a · b (ak · bk

minden k-ra) eset¶eben legyen

B = [a;b] = [a1; b1] £ . . . £ [an; bn]

olyan n-dimenzi¶os t¶egla, amelynek cs¶ucspontjai dom H-ban vannak. Ekkor B
H-t¶erfogata a kÄovetkez}o:

VH(B) =
X

sgn(c)H(c) ; (1)

ahol az Äosszegz¶est B minden c cs¶ucspontj¶ara ki kell terjeszteni, ¶es

sgn(c) =

½
1 ha ck = ak p¶aros sz¶am¶u k indexre,
¡1 ha ck = ak p¶aratlan sz¶am¶u k indexre.

(2)

Ekvivalens megfogalmaz¶asban a B = [a;b] n-dimenzi¶os t¶egla H-t¶erfogata
a H n-ed rend}u di®erenci¶aja a B t¶egl¶an:

VH(B) = ¢b
aH(t) = ¢bn

an
. . . ¢b1

a1
H(t) ; (3)

ahol az n sz¶am¶u els}orend}u di®erencia

¢bk
ak

H(t) = H(t1; . . . ; tk¡1; bk; tk+1; . . . ; tn)¡H(t1; . . . ; tk¡1; ak; tk+1; . . . ; tn) :
(4)

1.2 de¯n¶³ci¶o. Az n-v¶altoz¶os H val¶os fÄuggv¶eny n-nÄovekv}o, ha VH(B) ¸ 0
minden olyan n-dimenzi¶os B t¶egla eset¶eben, amelynek cs¶ucspontjai dom H-
ban fekszenek.

TegyÄuk fel, hogy az n-v¶altoz¶os H val¶os fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi tartom¶anya
dom H = S1 £ . . . £ Sn, ahol van Sk-nak legkisebb eleme, amelyet ak jelÄol.
Azt mondjuk, hogy H megalapozott, ha H(t) = 0 minden t 2 domH pont-
ban ¶ugy, hogy tk = ak legal¶abb egy k-val teljesÄul. Ha mindegyik Sk nem
Äures halmaz ¶es legnagyobb eleme bk, akkor vannak a H fÄuggv¶enynek mar-
gin¶alis fÄuggv¶enyei, ¶es az egydimenzi¶os Hk margin¶alis fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi
tartom¶anya Sk, tov¶abb¶a minden x 2 Sk pontban

Hk(x) = H(b1; . . . ; bk¡1; x; bk+1; . . . ; bn) :

A magasabb dimenzi¶oj¶u margin¶alis fÄuggv¶enyek de¯n¶³ci¶oja a fentiek alapj¶an
nyilv¶anval¶o.

1.1 lemma. JelÄolje S1; . . . ; Sn az < nem-Äures r¶eszhalmazait ¶es legyen H
megalapozott, n-nÄovekv}o fÄuggv¶eny S1 £ . . . £ Sn ¶ertelmez¶esi tartom¶annyal.
Ekkor H minden v¶altoz¶oj¶anak nem-csÄokken}o fÄuggv¶enye, vagyis, ha x · y,
¶es (t1; . . . ; tk¡1; x; tk+1; . . . ; tn) ¶es (t1; . . . ; tk¡1; y; tk+1; . . . ; tn) elemei a H
¶ertelmez¶esi tartom¶any¶anak akkor

H(t1; . . . ; tk¡1; x; tk+1; . . . ; tn) · H(t1; . . . ; tk¡1; y; tk+1; . . . ; tn) :
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1.2 lemma. Legyenek S1; . . . ; Sn az < nem-Äures r¶eszhalmazai, jelÄoljÄon H
megalapozott, n-nÄovekv}o, margin¶alis fÄuggv¶enyekkel rendelkez}o fÄuggv¶enyt S1 £
. . . £ Sn ¶ertelmez¶esi tartom¶annyal. Ekkor tetsz}oleges x;y 2 S1 £ . . . £ Sn

pontokban

jH(x) ¡ H(y)j ·
nX

k=1

jHk(xk) ¡ Hk(yk)j : (5)

1.3 de¯n¶³ci¶o. n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶enynek nevezzÄuk azt a H fÄuggv¶enyt,
amelynek ¶ertelmez¶esi tartom¶anya <n, megalapozott, n-nÄovekv}o ¶es

H(1; . . . ; 1) = 1 :

Az 1.1 lemm¶ab¶ol kÄovetkez}oen az n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny margin¶alis
fÄuggv¶enyei szint¶en eloszl¶asfÄuggv¶enyek, amelyeket F1; . . . ; Fn jelÄol.

1.4 de¯n¶³ci¶o. Az n-dimenzi¶os kopula olyan C fÄuggv¶eny, amelynek ¶ertelmez¶esi
tartom¶anya [0; 1]n, tov¶abb¶a

(a) C megalapozott ¶es n-nÄovekv}o,

(b) Vannak Ck, k = 1; . . . ; n margin¶alis fÄuggv¶enyei, amelyek minden u 2
[0; 1] pontban kiel¶eg¶³tik a Ck(u) = u felt¶etelt.

VegyÄuk ¶eszre, hogy az n ¸ 3 esetben tetsz}oleges C n-kopula mindegyik
k-dimenzi¶os margin¶alis fÄuggv¶enye k-kopula.

Ekvivalens megfogalmaz¶asban az n-kopula egy olyan C : [0; 1]n ! [0; 1]
fÄuggv¶eny, amely rendelkezik az al¶abbi tulajdons¶agokkal:

1. Minden u 2 [0; 1]n pontban C(u) = 0, ha u legal¶abb egyik koordin¶at¶aja
0, ¶es C(u) = uk, ha uk kiv¶etel¶evel u mindegyik koordin¶at¶aja 1.

2. Minden a;b 2 [0; 1]n pont eset¶eben, ha ai · bi minden i-re, akkor
VC([a;b]) ¸ 0.

Mivel a kopula fÄuggv¶eny a [0; 1]n tartom¶anyon ¶ertelmezett egyÄuttes elosz-
l¶asfÄuggv¶eny, ez¶ert val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶eket hat¶aroz meg a

VC([0; u1] £ . . . £ [0; un]) = C(u1; . . . ; un) (6)

szerint. A m¶ert¶ekelm¶elet ismert eredm¶enye szerint van a [0; 1]n Borel-r¶esz-
halmazain olyan egy¶ertelm}u val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek, amely egybeesik a [0; 1]n

n-dimenzi¶os t¶egl¶ain ¶ertelmezett VC m¶ert¶ekkel. Ezt a val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶eket
is VC jelÄoli.

Az 1.4 de¯n¶³ci¶ob¶ol ad¶odik, hogy a C kopula a [0; 1]n tartom¶anyon ¶ertel-
mezett eloszl¶asfÄuggv¶eny a [0; 1] intervallumon egyenletes eloszl¶as¶u margin¶alis
fÄuggv¶enyekkel. A kÄovetkez}o t¶etel az 1.2 lemm¶ab¶ol kÄovetkezik.

1.1 t¶etel. Legyen C n-dimenzi¶os kopula. Ekkor minden u;v 2 [0; 1]n pont-
ban

jC(v) ¡ C(u)j ·
nX

k=1

jvk ¡ ukj : (7)

A kopula teh¶at egyenletesen folytonos a [0; 1]n tartom¶anyon.
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2 Sklar t¶etele

A kÄovetkez}o t¶etel, amely Sklar-t¶etelk¶ent ismert, tal¶an a legfontosabb eredm¶eny
a kopul¶akkal kapcsolatban, amelyet l¶enyeg¶eben minden kopula alkalmaz¶asban
felhaszn¶alnak.

2.1 t¶etel. JelÄoljÄon H n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyt, F1; . . . ; Fn pedig legyenek
a margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyek. Ekkor l¶etezik olyan C n-kopula, hogy minden
x 2 <n eset¶eben

H(x1; . . . ; xn) = C
¡
F1(x1); . . . ; Fn(xn)

¢
: (8)

Ha F1, . . ., Fn mindegyike folytonos, akkor C egy¶ertelm}uen meghat¶arozott,
m¶ask¶eppen egy¶ertelm}uen meghat¶arozott a RanF1 £ . . . £ RanFn halmazon.
Megford¶³tva, ha C n-kopula ¶es F1, . . ., Fn eloszl¶asfÄuggv¶enyek, akkor a fent
¶ertelmezett H fÄuggv¶eny n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny F1, . . ., Fn margin¶alis
eloszl¶asfÄuggv¶enyekkel.

A t¶etel bizony¶³t¶asa megtal¶alhat¶o Sklar (1996) dolgozat¶aban. A Sklar-t¶etel
azt mutatja meg, hogy folytonos tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyek eset¶eben az
egyv¶altoz¶os margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyek ¶es a tÄobbv¶altoz¶os fÄugg}os¶egi struk-
t¶ura sz¶etv¶alaszthat¶o, tov¶abb¶a a fÄugg}os¶egi strukt¶ura kopul¶aval reprezent¶alhat¶o.

JelÄoljÄon F egyv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyt. Az F fÄuggv¶eny ¶altal¶anos¶³tott
inverz¶et az F¡1(t) = inff x 2 < j F (x) ¸ t g minden t 2 [0; 1] de¯ni¶alja, ahol
meg¶allapod¶as szerint inf ; = +1.

2.1 kÄovetkezm¶eny. Legyen H n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny F1, . . ., Fn

folytonos margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyekkel ¶es a (8) felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o C kopu-
l¶aval. Ekkor minden u 2 [0; 1]n-re

C(u1; . . . ; un) = H
¡
F¡1

1 (u1); . . . ; F
¡1
n (un)

¢
: (9)

A folytonoss¶agi kikÄot¶es nem teljesÄul¶ese el}ovigy¶azatoss¶agot kÄovetel (ld.
Nelsen (1999) vagy Marshall (1996)).

2.1 p¶elda. JelÄolje © az egyv¶altoz¶os standard norm¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyt ¶es
©n

R az n-v¶altoz¶os standard norm¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyt R line¶aris korrel¶aci¶os
m¶atrixszal. Ekkor

C(u1; . . . ; un) = ©n
R

¡
©¡1(u1); . . . ;©

¡1(un)
¢

(10)

a Gauss-t¶³pus¶u, vagy m¶ask¶eppen, norm¶alis n-kopula.

3 Fr¶echet-Hoe®ding korl¶atok

TekintsÄuk a halmazon az al¶abbiak szerint ¶ertelmezett Mn, ¦n ¶es Wn fÄugg-
v¶enyeket

Mn = min(u1; . . . ; un) ;

¦n = u1 ¢ . . . ¢ un ;
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Wn = max(u1 + . . . + un ¡ n + 1; 0) :

Az Mn ¶es ¦n fÄuggv¶enyek kopul¶ak minden n ¸ 2 sz¶am¶u v¶altoz¶ora, m¶³g Wn

nem kopula az n ¸ 3 esetben, amint azt a kÄovetkez}o p¶elda mutatja.

3.1 p¶elda. TekintsÄuk az [1=2; 1]n µ [0; 1]n n-dimenzi¶os kock¶at.

VWn ([1=2; 1]n) = max(1 + . . . + 1 ¡ n + 1; 0) ¡

¡ nmax(1=2 + 1 + . . . + 1 ¡ n + 1; 0) +

+

µ
n

2

¶
max(1=2 + 1=2 + 1 + . . . + 1 ¡ n + 1; 0) ¡

...

+ (¡1)n max(1=2 + 1=2 + . . . + 1=2 ¡ n + 1; 0)

= 1 ¡ n=2 + 0 + . . . + 0 < 0 :

Teh¶at Wn nem kopula, ha n ¸ 3.

A kÄovetkez}o t¶etelt Frech¶et-Hoe®ding egyenl}otlens¶egnek nevezik (Frech¶et
(1957)).

3.1 t¶etel. Ha C tetsz}oleges kopula, akkor minden u 2 [0; 1]n pontban

Wn(u) · C(u) · Mn(u) : (11)

A geometriai interpret¶aci¶o ¶es a r¶eszletesebb elemz¶es megtal¶alhat¶o Mikusin-
ski, Sherwood, Taylor (1992) dolgozat¶aban. A Wn Frech¶et-Hoe®ding-f¶ele als¶o
korl¶at nem kopula ugyan az n ¸ 3 esetben, a kÄovetkez}o ¶ertelemben m¶egis a
lehets¶eges legjobb als¶o korl¶at.

3.2 t¶etel. Tetsz}oleges n ¸ 3 dimenzi¶o ¶es u 2 [0; 1]n eset¶eben van olyan C
n-kopula, amelyre

C(u) = Wn(u) : (12)

A bizony¶³t¶as megtal¶alhat¶o Nelsen (1999) kÄonyv¶enek 42. oldal¶an.

JelÄolje C n sz¶am¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et, ¶es
legyen C az egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶eny, vagyis, ha (U1; . . . ; Un)T eloszl¶as-
fÄuggv¶enye C, akkor C(u1; . . . ; un) = P (U1 > u1; . . . ; Un > un).

3.1 de¯n¶³ci¶o. Ha C1 ¶es C2 kopul¶ak, akkor C1 kisebb, mint C2 (jelekben
C1 Á C2), ha

C1(u) · C2(u) ¶es C1(u) · C2(u) (13)

minden u 2 [0; 1]n pontban.

A k¶etdimenzi¶os esetben C1(u1; u2) · C2(u1; u2) , 1¡u1 ¡u2+C1(u1; u2) ·
1 ¡ u1 ¡ u2 + C2(u1; u2) , C1(u1; u2) · C2(u1; u2).

A W2 Fr¶echet-Hoe®ding-f¶ele als¶o korl¶at kisebb b¶armelyik k¶etdimenzi¶os
kopul¶an¶al, ¶es b¶armely n-kopula kisebb a Fr¶echet-Hoe®ding-f¶ele Mn fels}o
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korl¶atn¶al. A kopul¶ak halmaz¶anak ezt a parci¶alis rendez¶es¶et konkordancia ren-
dez¶esnek nevezik. Ez a rendez¶es parci¶alis rendez¶es, mivel nem minden kopula
p¶ar Äosszehasonl¶³that¶o ebben a rendez¶esben. Azonban sok fontos parametrikus
kopula csal¶ad teljesen rendezett. A fCµg egyparam¶eteres kopula csal¶adot
pozit¶³van rendezettnek nevezzÄuk, ha Cµ1

Á Cµ2
, hacsak µ1 · µ2 teljesÄul.

4 Kopul¶ak ¶es a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok eloszl¶asa

JelÄoljÄon X1; . . . ;Xn olyan val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat, amelyek folytonos elosz-
l¶asfÄuggv¶enyei rendre F1; . . . ; Fn, egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enyÄuk pedig H. Ekkor
egy¶ertelm}uen l¶etezik az (X1; . . . ; Xn)T val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o kopul¶aja.
Az (X1; . . . ;Xn)T val¶osz¶³n}us¶egi vektor eloszl¶as¶anak standard kopula repre-
zent¶aci¶oja teh¶at

H(x1; . . . ; xn) = P (X1 · x1; . . . ;Xn · xn) = C(F1(x1); . . . ; Fn(xn)) : (14)

A fenti reprezent¶aci¶oban alkalmazott Xi ! Fi(Xi) transzform¶aci¶ot val¶osz¶³-
n}us¶egi integr¶al transzform¶aci¶onak nevezik, ¶es a szimul¶aci¶o m¶odszertan¶anak
standard eszkÄozek¶ent ismert.

Mivel X1; . . . ; Xn akkor ¶es csak akkor fÄuggetlenek, ha H(x1; . . . ; xn) =
F1(x1)¢. . .¢Fn(xn) minden x1, . . ., xn 2 < pontban, a 2.1 t¶etelb}ol a kÄovetkez}o
eredm¶eny sz¶armazik.

4.1 t¶etel. Ha (X1; . . . ; Xn)T folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok vektora C
kopul¶aval, akkor X1; . . . ; Xn akkor ¶es csak akkor fÄuggetlenek, ha C = ¦n.

A kopul¶ak egyik kedvez}o tulajdons¶aga, hogy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok szi-
gor¶uan monoton transzform¶aci¶oival szemben vagy invari¶ansak, vagy nagyon
egyszer}u m¶odon v¶altoznak. Ha az X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶asfÄuggv¶enye
folytonos ¶es ® szigor¶uan monoton fÄuggv¶eny RanX ¶ertelmez¶esi tartom¶annyal,
akkor az ®(X) val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶asfÄuggv¶enye szint¶en folytonos.

4.2 t¶etel. Legyen (X1; . . . ;Xn)T folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok vektora
C kopul¶aval. Ha ®1; . . . ; ®n szigor¶uan monoton nÄovekv}o fÄuggv¶enyek rend-
re a RanX1, . . ., RanXn sz¶amhalmazon, akkor az (®1(X1); . . . ; ®n(Xn))T

val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o kopul¶aja szint¶en C.

Bizony¶³t¶as. JelÄolje F1; . . . ; Fn rendre az X1; . . . ;Xn, G1; . . . ; Gn pedig
az ®(X1); . . . ; ®(Xn) eloszl¶asfÄuggv¶enyeit. Legyen (X1; . . . ; Xn)T kopul¶aja C,
az (®(X1); . . . ; ®(Xn))T kopul¶aja pedig C®. Mivel ®k minden k-ra szigor¶uan
monoton nÄovekv}o fÄuggv¶eny, Gk(x) = P (Xk · ®¡1(x)) = Fk(®¡1

k (x)) b¶ar-
mely x 2 < pontban teljesÄul, ez¶ert

C®

¡
G1(x1); . . . ; Gn(xn)

¢
= P

¡
®1(X1) · x1; . . . ; ®n(Xn) · xn

¢

= P
¡
X1 · ®¡1

1 (x1); . . . ;Xn · ®¡1
n (xn)

¢

= C
¡
F1(®

¡1
1 (x1)); . . . ; Fn(®¡1

n (xn))
¢

= C
¡
G1(x1); . . . ; Gn(xn)

¢
:
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X1; . . . ; Xn folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok, RanG1 = . . . = RanGn = [0; 1].
Ez¶ert C® = C a [0; 1]n tartom¶anyon mindenÄutt.

A 2.1. t¶etelb}ol ismert, hogy a C kopula fÄuggv¶eny sz¶etv¶alasztja az n-
dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyt egyv¶altoz¶os margin¶alis fÄuggv¶enyeire. A kÄovetkez}o
t¶etel azt mutatja meg, hogy van olyan Ĉ fÄuggv¶eny is, amely az n-dimenzi¶os
tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶enyt v¶alasztja sz¶et az egyv¶altoz¶os margin¶alis tov¶abb¶el¶esi
fÄuggv¶enyekre. Megmutathat¶o tov¶abb¶a, hogy ez a Ĉ fÄuggv¶eny kopula, ¶es
hogy ez a tov¶abb¶el¶esi kopula kÄonnyebben kifejezhet}o C-vel ¶es a k-dimenzi¶os
tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶enyeivel.

4.3 t¶etel. Legyen (X1; . . . ; Xn)T folytonos val¶osz¶³n}us¶egi vektor CX1;...;Xn

kopul¶aval, ¶es jelÄoljÄon ®1; . . . ; ®n rendre a RanX1, . . ., RanXn tartom¶anyokon
szigor¶uan monoton fÄuggv¶enyeket. Legyen C®1(X1);...;®n(Xn) az (®1(X1), . . .,
®n(Xn))T val¶osz¶³n}us¶egi vektor kopul¶aja, tov¶abb¶a legyen ®k valamely k-ra
szigor¶uan csÄokken}o fÄuggv¶eny. Nem s¶erti az ¶altal¶anoss¶agot, ha feltesszÄuk, hogy
legyen k = 1. Ekkor

C®1(X1);...;®n(Xn)(u1; . . . ; un) =

= C®2(X2);...;®n(Xn)(u2; . . . ; un) ¡ CX1;®2(X2);...;®n(Xn)(1 ¡ u1; u2; . . . ; un) :
(15)

Bizony¶³t¶as. JelÄolje F1; . . . ; Fn rendre az X1; . . . ;Xn, G1; . . . ;Gn pedig az
®(X1); . . . ; ®(Xn) eloszl¶asfÄuggv¶enyeit. Ekkor

C®1(X1);...;®n(Xn)(G1(x1); . . . ; Gn(xn)) = P (®1(X1) · x1; . . . ; ®n(Xn) · xn) =

= P (X1 > ®¡1
1 (x1); ®2(X2) · x2; . . . ; ®n(Xn) · xn) =

= P (®2(X2) · x2; . . . ; ®n(Xn) · xn) ¡
¡ P (X1 · ®¡1

1 (x1); ®2(X2) · x2; . . . ; ®n(Xn) · xn) =

= C®2(X2);...;®n(Xn)(G2(x2); . . . ;Gn(xn)) ¡
¡ CX1;®2(X2);...;®n(Xn)(F1(®

¡1
1 (x1));G2(x2); . . . ;Gn(xn)) =

= C®2(X2);...;®n(Xn)(G2(x2); . . . ;Gn(xn)) ¡
¡ CX1;®2(X2);...;®n(Xn)(1 ¡ G1(x1);G2(x2); . . . ;Gn(xn)) ;

ahonnan az ¶all¶³t¶as kÄozvetlenÄul ad¶odik. A k¶et ut¶obbi t¶etel rekurz¶³v alkalma-
z¶as¶aval nyilv¶anval¶o, hogy a C®1(X1);...;®n(Xn) kopula kifejezhet}o a CX1;...;Xn

kopul¶aval ¶es az alacsonyabb dimenzi¶os margin¶alis fÄuggv¶enyeivel. Ezt mutatja
a kÄovetkez}o p¶elda.

4.1 p¶elda. TekintsÄuk a k¶etv¶altoz¶os esetet.

a. Legyen ®1 szigor¶uan csÄokken}o, ®2 pedig szigor¶uan nÄovekv}o fÄuggv¶eny.
Ekkor

C®1(X1);®2(X2)(u1; u2) = u2 ¡ CX1;®2(X2)(1 ¡ u1; u2) =

= u2 ¡ CX1;X2
(1 ¡ u1; u2) :

(16)
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b. Legyen most ®1 ¶es ®2 mindegyike szigor¶uan csÄokken}o. Ekkor

C®1(X1);®2(X2)(u1; u2) = u2 ¡ CX1;®2(X2)(1 ¡ u1; u2) =

u2 ¡
¡
1 ¡ u1 ¡ CX1;X2(1 ¡ u1; 1 ¡ u2)

¢
:

(17)

Itt C®1(X1);®2(X2) az (X1; X2)
T val¶osz¶³n}us¶egi vektor Ĉ tov¶abb¶el¶esi kopu-

l¶aja, vagyis

H(x1; x2) = P (X1 > x1; X2 > x2) = Ĉ
¡
F 1(x1); F 2(x2)

¢
: (18)

n sz¶am¶u U(0; 1) eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶enye

C(u1; . . . ; un) = Ĉ(1 ¡ u1; . . . ; 1 ¡ un) ; (19)

ahol C az n sz¶am¶u U(0; 1) eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egyÄuttes eloszl¶as-
fÄuggv¶eny¶et ¶es egyben kopul¶aj¶at jelÄoli.

4.4 t¶etel. A C kopula @kC(u)=@u1 . . .@un k-ad rend}u vegyes parci¶alis de-
riv¶altjai majdnem minden u 2 [0; 1]n pontban l¶eteznek. Ezekben az u pontok-
ban

0 · @kC

@u1 . . . @uk
(u) · 1 :

(R¶eszletesebben ld. Nelsen (1999)).

A fentieket ¯gyelembe v¶eve

C(u1; . . . ; un) = AC(u1; . . . ; un) + SC(u1; . . . ; un) ; (20)

ahol

AC(u1; . . . ; un) =

Z u1

0

. . .

Z un

0

@n

@s1 . . .@sn
C(s1; . . . ; sn) ds1 . . . dsn ; (21)

SC(u1; . . . ; un) = C(u1; . . . ; un) ¡ AC(u1; . . . ; un) :

Az ¶altal¶anos tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyekkel ellent¶etben a kopula mar-
gin¶alis fÄuggv¶enyei folytonosak, mivel a kopul¶anak nincsenek olyan u 2 [0; 1]n

pontjai, amelyekben VC(u) > 0. Ha C = AC a [0; 1]n tartom¶anyon, akkor a C
kopul¶at abszol¶ut folytonosnak mondjuk. Ebben az esetben van a kopul¶anak

@n

@u1 . . .@un
C(u1; . . . ; un)

s}ur}us¶egfÄuggv¶enye. Ha C = SC a [0; 1]n tartom¶anyon, akkor a C kopula
szingul¶aris, ¶es

@n

@u1 . . .@un
C(u1; . . . ; un) = 0

a [0; 1]n majdnem minden pontj¶aban.
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5 Kopul¶ak szerkeszt¶ese

A tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as hossz¶u id}on keresztÄul uralta a tÄobbv¶altoz¶os
eloszl¶asokkal foglalkoz¶o tanulm¶anyokat. A tÄobbv¶altoz¶os anal¶³zis irodalma
sok¶aig kiz¶ar¶olag a tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶asokkal ¶es a vele kapcsolatos,
bel}ole sz¶armaztathat¶o eloszl¶asokra (p¶eld¶aul a Student t- ¶es a Fisher F -elosz-
l¶asok kiterjeszt¶esei) Äosszpontos¶³tott (Anderson (1958), Johnson ¶es Wichern
(1988)).

A tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as az¶ert vonz¶o, mert b¶armely k¶et v¶eletlen
kimenetel (val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o) kÄozÄotti kapcsolat teljesen le¶³rhat¶o (1) a mar-
gin¶alis eloszl¶asokkal ¶es (2) egy j¶arul¶ekos param¶eter, a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o
ismeret¶eben.

A tÄobbv¶altoz¶os anal¶³zissel foglalkoz¶o ¶ujabb irodalom, mint p¶eld¶aul Krza-
nowski (1988) kezdte felismerni a norm¶alis eloszl¶as alternat¶³v¶ai vizsg¶alat¶anak
szÄuks¶egess¶eg¶et. Ilyen ig¶eny merÄult fel az aktu¶arius tudom¶any terÄulet¶en,
p¶eld¶aul az ¶elettartam val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okkal kapcsolatban (Bowers et al.
1977, 3. fejezet) ¶es a hossz¶u sz¶el}u k¶ar v¶altoz¶ok eset¶eben, ahol a norm¶alis
eloszl¶as nem megfelel}o kÄozel¶³t¶ese az adathalmaznak.

Kiterjedt statisztikai irodalom foglakozik a nem-norm¶alis tÄobbv¶altoz¶os
eloszl¶asokkal. (Ld. Johnson ¶es Kotz (1972) ¶es Johnson, Kotz ¶es Balakrish-
nan (1997)). TÄort¶enelmileg azonban sok tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶as az egyv¶altoz¶os
eloszl¶asok kÄozvetlen kiterjeszt¶eseik¶ent kerÄultek kifejleszt¶esre. Ilyen p¶eld¶aul a
k¶etv¶altoz¶os Pareto, a k¶etv¶altoz¶os gamma ¶es tÄobb m¶as eloszl¶as. Az ilyen m¶o-
don nyert eloszl¶asokat az al¶abbi h¶atr¶anyok jellemzik: (1) kÄulÄonbÄoz}o eloszl¶as-
csal¶adokkal ¶³rhat¶ok le az egyes margin¶alis eloszl¶asok; (2) nem nyilv¶anval¶oak
a kett}on¶el tÄobb dimenzi¶os esetekre tÄort¶en}o kiterjeszt¶esek; (3) a kapcsolat
m¶ert¶ekek gyakran a margin¶alis eloszl¶asokban mutatkoznak meg.

A fenti h¶atr¶anyokat nem mutat¶o tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶as konstru¶al¶o m¶od-
szerek a kopula fÄuggv¶eny elv¶en alapulnak.

Annak ellen¶ere, hogy a Sklar-t¶etel szerint a kopula fÄuggv¶eny mindig l¶etezik,
a kÄovetkez}o p¶elda azt mutatja, hogy a kopula identi¯k¶al¶asa nem mindig
egyszer}u, k¶enyelmes feladat.

5.1 p¶elda. A Marshall-Olkin exponenci¶alis sokk modell. TegyÄuk fel, hogy
olyan k¶et ¶elettartamot k¶³v¶anunk modellezni, amelyekr}ol gyan¶³tjuk, hogy azo-
nos v¶egzetes esem¶ennyel, megr¶azk¶odtat¶assal kapcsolatosak, ami fÄugg}os¶eget
induk¶alhat a k¶et ¶elet kÄozÄott. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert tegyÄuk fel, hogy Y1

¶es Y2 k¶et fÄuggetlen ¶elettartam val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o H1 ¶es H2 eloszl¶asfÄuggv¶e-
nyekkel. FeltesszÄuk tov¶abb¶a, hogy l¶etezik egy fÄuggetlen ¸ param¶eter}u expo-
nenci¶alis eloszl¶as¶u Z val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, amely a kÄozÄos v¶egzetes esem¶eny
bekÄovetkezt¶eig eltelt id}otartamot reprezent¶alja. Mindk¶et ¶elet ugyanazzal
a nem k¶³v¶ant esem¶ennyel fÄugg Äossze, ¶³gy az aktu¶alis hal¶aloz¶asi ¶eletkort az
X1 = min(Y1; Z) ¶es X2 = min(Y2; Z) v¶altoz¶ok hat¶arozz¶ak meg. A margin¶alis
eloszl¶asok teh¶at

P (Xk · xk) = Fk(xk) = 1 ¡ exp(¡¸xk)(1 ¡ Hk(xk)) ; k = 1; 2 ; (22)
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az egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶eny pedig

F (x1; x2) = P (X1 · x1; X2 · x2) =

= 1 ¡ P (X1 > x1) ¡ P (X2 > x2) + P (X1 > x1;X2 > x2)

= 1 ¡
¡
1 ¡ F1(x1)

¢
¡

¡
1 ¡ F2(x2)

¢
+ exp

¡
¡¸max(x1; x2)

¢
£

£ ¡
1 ¡ H1(x)

¢¡
1 ¡ H2(x)

¢

= F1(x1) + F2(x1) ¡ 1 + exp
¡
¡¸max(x1; x2)

¢
£

£ exp
¡
¸(x1 + x2)

¢¡
1 ¡ F1(x1)

¢¡
1 ¡ F2(x2)

¢

= F1(x1) + F2(x1) ¡ 1 + exp
¡
¸min(x1; x2)

¢¡
1 ¡ F1(x1)

¢¡
1 ¡ F2(x2)

¢
:

Az egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enynek ez a kifejez¶ese azonban nem kopula alak¶u,
mert F nem csak az F1(x1) ¶es F2(x2) fÄuggv¶enye.

A kÄovetkez}o p¶elda a kopula fÄuggv¶eny konstrukci¶oj¶anak ¶un. egyes¶³t¶esi m¶od-
szer¶et mutatja be.

5.2 p¶elda. A k¶etv¶altoz¶os Pareto modell. TekintsÄuk az X k¶ar val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶ot, amely a ° kock¶azat klasszi¯k¶aci¶o param¶eter mint felt¶etel mellett
exponenci¶alis eloszl¶assal modellezhet}o, teh¶at

P (X · x j °) = 1 ¡ e¡°x :

Amint az a megb¶³zhat¶os¶ag, hitelk¶epess¶eg elm¶eletb}ol ismert (ld. p¶eld¶aul
Klugman et al. 1997), ha a ° kock¶azat klasszi¯k¶aci¶o param¶eter gamma
eloszl¶as¶u, akkor az X v¶altoz¶o margin¶alis eloszl¶asa (az Äosszes kock¶azati oszt¶aly
felett) Pareto t¶³pus¶u. Teh¶at, ha ° » gamma(®; °), akkor

F (x) = P (X · x) =

Z

C

P (X · x j °)
®¸

¡(¸)
°®¡1e¡¸° d° =

1 ¡
Z

C

e¡°x ®¸

¡(¸)
°®¡1e¡¸° d° = 1 ¡

³
1 ¡ x

¸

´®
(23)

Pareto eloszl¶asfÄuggv¶eny (C a kock¶azati oszt¶alyok Äosszess¶eg¶et jelÄoli).
TegyÄuk fel, hogy ° kock¶azati oszt¶aly felt¶etel mellett X1 ¶es X2 fÄuggetlen ¶es

azonos eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok. Az a feltev¶es, hogy mindkett}o ugyan-
abb¶ol a kock¶azati oszt¶alyb¶ol val¶o, fÄugg}os¶eget induk¶al kÄozÄottÄuk. Az egyÄuttes
eloszl¶asfÄuggv¶eny

F (x1; x2) = F1(x1)+F2(x2)¡1+
h¡

1 ¡ F1(x1)
¢¡1=®

+
¡
1 ¡ F2(x2)

¢¡1=® ¡ 1
i¡®

:

Ez pedig a kÄovetkez}o kopula fÄuggv¶enyhez vezet:

C(u1; u2) = u1 + u2 ¡ 1 +
h
(1 ¡ u1)

¡1=® + (1 ¡ u2)
¡1=® ¡ 1

i¡®

:

Ezzel a fÄuggv¶ennyel pedig a k¶etv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny

H(x1; x2) = C(F1(x1); F2(x2))
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alakban ¶³rhat¶o. A P (X1 > x1;X2 > x2) egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶eny ko-
pul¶aja pedig

C¤(u1; u2) = C(1 ¡ u1; 1 ¡ u2) = (u
¡1=®
1 + u

¡1=®
2 ¡ 1)¡® ;

P (X1 > x1;X2 > x2) = C¤(S1(x1); S2(x2)); ahol S = 1 ¡ F :

A tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶asok konstru¶al¶as¶anak tÄobbf¶ele m¶odszere ismert. R¶esz-
letesebb ¶attekint¶est ny¶ujtanak Hougaard (1987) tov¶abb¶a Hutchinson ¶es Lai
(1990) munk¶ai. Az 5.1 p¶elda az ¶un. kÄozÄos v¶altoz¶ok m¶odszer¶et mutatta be,
amelyben egy kÄozÄos elem induk¶alja a kÄulÄonbÄoz}o v¶altoz¶ok kÄozÄotti fÄugg}os¶eget.
Az 5.2 p¶eld¶aban az egyes¶³t¶es m¶odszer¶et alkalmaztuk, amely k¶et okb¶ol is
kÄovetend}o m¶odszer. El}oszÄor az¶ert, mert f}oleg az aktu¶arius tudom¶anyban
nagy hagyom¶anyai vannak az egyes¶³tett eloszl¶asok kock¶azat klasszi¯k¶aci¶ora
tÄort¶en}o alkalmaz¶as¶anak. M¶asodszor pedig az¶ert, mert Marshall ¶es Olkin
(1988) megmutatta, hogy az eloszl¶as egyes¶³t¶es kÄulÄonf¶ele fontos kopula csal¶adok
gener¶al¶as¶ara alkalmas. Ugyancsak hasznos lehet az ¶un. arkhimedeszi kopul¶ak
n¶even ismert fÄuggv¶enyoszt¶aly tanulm¶anyoz¶asa, amely oszt¶aly az asszocia-
tivit¶as matematikai elm¶elet¶eb}ol ered, ¶es amelynek speci¶alis esete a Frank
kopula (Frank, 1979), a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶essel ¶³rhat¶o le:

C(u; v) =
1

®
ln

µ
1 +

(e®u ¡ 1)(e®v ¡ 1)

e® ¡ 1

¶
: (24)

Annak ellen¶ere, hogy a Frank kopula nem b¶³r kÄozvetlen val¶osz¶³n}us¶egi je-
lent¶essel, m¶as kedvez}o tulajdons¶agai kÄovetkezt¶eben nagyon megfelel}o a gya-
korlati alkalmaz¶asokban. (ld. Nelsen (1986), Genest (1987)).

6 V¶eletlen v¶altoz¶o gener¶al¶asa kopul¶ab¶ol { az
¶altal¶anos algoritmus

TekintsÄuk azt az ¶altal¶anos esetet, amikor az n-dimenzi¶os C kopula felhasz-
n¶al¶as¶aval gener¶alunk v¶eletlen v¶altoz¶ot. JelÄolje

Ck(uk j u1; . . . ; uk¡1) = C(u1; . . . ; uk; 1; . . . ; 1) ; k = 2; . . . ; n ¡ 1 (25)

a C kopula k-dimenzi¶os margin¶alis fÄuggv¶enyeit, C1(u1) = u1 ¶es Cn(u1; . . . ; un) =
C(u1; . . . ; un). Legyen U1, . . ., Un egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enye C. Akkor az
Uk felt¶eteles eloszl¶asa adott U1, . . ., Uk¡1 ¶ert¶ekek mellett

Ck(uk j u1; . . . ; uk¡1) = P (Uk · uk j U1 = u1; . . . ; Uk¡1 = uk¡1) =

=
@k¡1Ck(u1; . . . ; uk)

@u1 . . . @uk¡1

±@k¡1Ck¡1(u1; . . . ; uk¡1)

@u1 . . . @uk¡1
;

(26)

felt¶eve, hogy a sz¶aml¶al¶o, illetve a nevez}o l¶etezik ¶es a nevez}o nem z¶erus. A
kÄovetkez}o algoritmussal el}o¶all¶³that¶o a C-b}ol sz¶armaz¶o (u1; . . . ; un)T v¶eletlen
v¶altoz¶o. JelÄolje U(0; 1) a [0; 1] intervallumon egyenletes eloszl¶ast.

Az algoritmus l¶ep¶esei a kÄovetkez}ok.
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1. Szimul¶alunk egy u1 v¶eletlen v¶altoz¶ot az U(0; 1) eloszl¶asb¶ol

2. Szimul¶alunk egy u2 v¶eletlen v¶altoz¶ot C2(¢ j u1)-b}ol

...

n. Szimul¶alunk egy un v¶eletlen v¶altoz¶ot Cn(¢ j u1; . . . ; un¡1)-b}ol.

Ez az algoritmus tulajdonk¶eppen speci¶alis esete az ¶un. standard konstrukci¶o
m¶odszer¶enek. Az algoritmus helyess¶eg¶et mutatja, hogy az U(0; 1) eloszl¶asb¶ol
sz¶armaz¶o Y1, . . ., Yn val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okra teljesÄul, hogy

³
Y1; C

¡1
2 (Y2 j Y1); . . . ; C

¡1
n

¡
Yn j Y1; C

¡1
2 (Y2 j Y1); . . .

¢´T

(27)

egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enye C. ¶Altal¶anosan fogalmazva az uk ¶ert¶ek szimul¶al¶asa
a Ck(uk j u1; . . . ; uk¡1) kopul¶ab¶ol azt jelenti, hogy szimul¶alunk egy olyan,
U(0; 1) eloszl¶asb¶ol sz¶armaz¶o q ¶ert¶eket, amelyb}ol uk = C¡1

k (q j u1; . . . ; uk¡1)
a q = Ck(uk j u1; . . . ; uk¡1) egyenlet megold¶as¶aval nyerhet}o numerikus gyÄok-
keres¶es m¶odszer¶evel. Ha C¡1

k (q j u1; . . . ; uk¡1) megadhat¶o z¶art alakban (¶es
ez¶ert nincs szÄuks¶eg numerikus gyÄokkeres¶esre), akkor ezt az algoritmust c¶el-
szer}u alkalmazni.

7 Tov¶abbi alkalmaz¶asi lehet}os¶egek

A fenti vagy m¶as speci¶alis algoritmussal gener¶alt v¶eletlen minta alkalmazhat¶o
a kock¶azati t¶enyez}o hozamok Monte Carlo szcen¶ari¶oinak el}o¶all¶³t¶as¶ara. Ezek
a kock¶azati t¶enyez}ok befoly¶asolj¶ak a hitel, illetve a piaci portf¶oli¶o ¶ert¶ek¶et.
Az ¶altal¶anosan alkalmazott modellek tÄobbs¶ege felt¶etelezi ezeknek a kock¶azati
t¶enyez}o hozamoknak (vagy logaritmikus hozamoknak) az egyÄuttes norm¶alis
eloszl¶as¶at. Ez a hipot¶ezis azzal j¶arhat, hogy al¶abecsÄulik olyan sz¶els}os¶eges
esem¶enyek bekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶et, mint a r¶eszv¶eny ¶arfolyamok egyÄuttes
zuhan¶asa, vagy az egyÄuttes nem teljes¶³t¶es a hitel portf¶oli¶okban. Ugyancsak
felhaszn¶alhat¶o a kopula fÄuggv¶eny a kock¶aztatott ¶ert¶ekek meghat¶aroz¶as¶ara
ÄosszefÄugg}o kock¶azatok fÄuggv¶enyei eset¶eben.

A biztos¶³t¶asi kock¶azat ¶es a piaci kock¶azat elemz¶esben is hasznos eszkÄoz a
kopula. TekintsÄuk p¶eld¶aul azt a portf¶oli¶ot, amely az X1, . . ., Xn kock¶azatos
eszkÄozÄoket tartalmazza, ¶es egy biztos¶³t¶o t¶arsas¶ag potenci¶alis vesztes¶egeit k¶ep-
viseli a kÄulÄonbÄoz}o Äuzlet¶agakban. TegyÄuk fel, hogy a biztos¶³t¶o t¶arsas¶ag a
portf¶oli¶o kock¶azat csÄokkent¶ese ¶erdek¶eben v¶edelmet keres a szimult¶an nagy
vesztes¶egekkel szemben. Alkalmas viszontbiztos¶³t¶asi szerz}od¶es lehet az, amely-
ben meg¯zetik az Xi ¡ki, i 2 K = f 1; . . . ; n g tÄobblet vesztes¶eget, ahol K az
Äuzlet¶agak meghat¶arozott halmaza, ¶es feltesszÄuk, hogy minden i 2 K eset¶eben
Xi > ki. Ez¶ert az f ki¯zet}o fÄuggv¶eny

f((Xi; ki); i 2 K) =

ÃY

i2K

1fXi>kig

!ÃX

i2K

(Xi ¡ ki)

!
: (28)
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Ennek a szerz}od¶esnek az ¶araz¶as¶ahoz a viszontbiztos¶³t¶onak szÄuks¶ege van az
E(f((Xi; ki); i 2 K)) becsl¶es¶ere. Az ¶altal¶anoss¶agot nem s¶ertve feltehetjÄuk,
hogy K = f 1; . . . ; l g, l · n. Ha az X1, . . ., Xn HegyÄuttes eloszl¶asa pontosan
becsÄulhet}o, akkor az f v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek kisz¶am¶³t¶asa (numerikus m¶odszerek
alkalmaz¶as¶aval) nem t¶uls¶agosan neh¶ez feladat. Sajn¶alatos m¶odon azonban
a H pontos becsl¶es¶ere csak ritk¶an van alkalom, els}osorban a megfelel}o ada-
tok hi¶anya miatt. A val¶os¶agban ink¶abb csak a H F1, . . ., Fn margin¶alis
eloszl¶asainak ¶es a p¶aronk¶enti rangkorrel¶aci¶oknak a becsl¶es¶ehez szÄuks¶eges ada-
tok ¶allnak rendelkez¶esÄunkre. A ki¯zet¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶et a

H(k1; . . . ; kl) = Ĉ(F 1(k1); . . . ; F l(kl)) (29)

ÄosszefÄugg¶es adja meg, ahol H ¶es Ĉ az X1; . . . ;Xl egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄugg-
v¶eny¶et, illetve tov¶abb¶el¶esi kopul¶aj¶at jelÄoli. Ha a kÄuszÄob¶ert¶ekeknek az Xi

v¶altoz¶ok kvantiliseit v¶alasztjuk, vagyis ha ki = F ¡1
i (®i) minden i-re, akkor

(29) jobb oldala Ĉ(1 ¡ ®1; . . . ; 1 ¡ ®l)-re egyszer}usÄodik. A viszontbiztos¶³t¶asi
ÄosszefÄugg¶esben ezek a kvantilis szintek gyakran adottak a megt¶erÄul¶esi pe-
ri¶odusokk¶ent, ¶es a biztos¶³t¶asi ÄugynÄok ismeri ezeket a szinteket. A kopul¶ak
alkalmaz¶as¶at mutatja be Benedek, K¶obor, Pataki (2002) kapcsolat szoross¶ag
m¶er¶es¶ere, illetve portf¶oli¶o kock¶azat kezel¶esi probl¶em¶ak megold¶as¶ara. Kopula
fogalm¶an alapul¶o eloszl¶assz¶el fÄugg}os¶egek vizsg¶alat¶aval ¶es t}ozsdeindexekb}ol
kialak¶³tott portf¶oli¶ok elemz¶es¶evel foglalkozik Varga ¶es Luk¶acs (2005) dolgo-
zata.
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APPLYING COPULAS TO RISK MANAGEMENT

The copula function describes the dependence structure of a multivariate random
variable. In this paper we give a brief summary of basic concepts and theorems.
It is also shown that copulas can be used as a °exible and practical instrument
to generate Monte Carlo scenarios of risk factor returns. These risk factors a®ect
the value of a credit or market portfolio. Many of the models commonly used
assume multivariate normal distribution of such risk factor returns or log-returns.
This hypothesis underestimates the probability that an extremal event such as
simultaneous slump of equity prices or the joint default of several counterparties in
a credit portfolio, might occur. Our goal is to show that the use of an appropriate
copula function can model such extreme events e®ectively.
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ESEM¶ENYTANULM¶ANY-ELEMZ¶ES MAGYAR
R¶ESZV¶ENY¶ARFOLYAMOKRA | VAN-E ¶ERT¶EKE AZ

¶ARFOLYAMOKAT BEFOLY¶ASOL¶O H¶IREKNEK?1

BED}O ZSOLT { RAPPAI G¶ABOR
PTE KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

1 Bevezet¶es

T}ozsdei ¶arfolyamokat, illetve a bel}olÄuk sz¶am¶³that¶o befektet¶esi hozamokat
elemz}o cikkÄunkben bemutatjuk az esem¶enytanulm¶any-elemz¶es m¶odszertan¶at,
valamint annak gyakorlati alkalmaz¶as¶at. Ezen elj¶ar¶as lehet}os¶eget ny¶ujt a
kutat¶o sz¶am¶ara, hogy a piaci hat¶ekonys¶agot illet}oen olyan kÄovetkeztet¶eseket
vonjon le, melyeknek igen nagy jelent}os¶ege van sz¶amviteli, p¶enzÄugyi, valamint
piacszab¶alyoz¶asi szempontb¶ol. Az esem¶enytanulm¶any-elemz¶es m¶odszer¶evel
azt vizsg¶aljuk, vajon egy adott h¶³r megjelen¶ese milyen v¶altoz¶ast id¶ez el}o a
t}okepiaci ¶arfolyamokban, illetve ¶att¶etelesen a hozamokban; a v¶altoz¶as m¶ar a
,,h¶³rre v¶arva", vagy csak a h¶³r bejelent¶es¶et kÄovet}oen jelenik-e meg.

Tanulm¶anyunkban a h¶³r, azaz a vizsg¶aland¶o esem¶eny, a Budapesti ¶Ert¶ek-
t}ozsde n¶eh¶any r¶eszv¶enye vonatkoz¶as¶aban az egy r¶eszv¶enyre jut¶o jÄovedelem
(Earning per Share, EPS) hivatalos kihirdet¶ese.2 Azzal, hogy a hivatalosan
publik¶alt h¶³rt vettÄunk alapul, mint hozambefoly¶asol¶o t¶enyez}ot, egyben a kÄo-
zepesen er}os piaci hat¶ekonys¶agi forma vizsg¶alat¶at is elv¶egezzÄuk. E szerint
ugyanis a sajt¶oban megjelent h¶³rek a megjelen¶es id}opontj¶aban azonnal be-
¶epÄulnek az ¶arfolyamokba, ¶³gy ezt kÄovet}oen ezen h¶³r felhaszn¶al¶as¶aval kialak¶³-
tott keresked¶esi strat¶egi¶ak m¶ar nem alkalmasak extra3 hozam realiz¶al¶as¶ara.
Amennyiben az esem¶enyt kÄovet}oen abnorm¶alis hozam jelentkezik, a piacr¶ol
elmondhat¶o, hogy nem k¶epes hat¶ekonyan be¶ep¶³teni a megjelent inform¶aci¶ot az
¶ert¶ekpap¶³rok ¶arfolyam¶aba, ez jelentheti a szerepl}ok keresked¶es¶eben megb¶uv¶o
tÄok¶eletlens¶eget, vagy a piaci infrastrukt¶ura m}ukÄod¶es¶eben jelentkez}o hi¶anyos-
s¶agokat egyar¶ant.

Az esem¶enytanulm¶any elemz¶es m¶odszertan¶anak megalkot¶asa ¶es empirikus
alkalmaz¶asa Fama ¶es szerz}ot¶arsai (1969) nev¶ehez f}uz}odik. }Ok a m¶odszert
¶eppen a hat¶ekony piacok hipot¶ezis¶enek az igazol¶asa kapcs¶an alkalmazt¶ak, az
elemz¶esi technik¶at ezt kÄovet}oen a hipot¶ezist megk¶erd}ojelez}ok is felhaszn¶al-
t¶ak vizsg¶alataikban ¶es bizony¶³t¶asaikban.4 A m¶odszer statisztikai vizsg¶alat¶at

1Be¶erkezett: 2004. m¶arcius 11. e-mail: rappai@ktk.pte.hu, zsoltbe@ktk.pte.hu.
2Ez¶uton is szeretn¶enk kÄoszÄonetet mondani dr. Mohai GyÄorgynek, valamint Lengyel

Juditnak, az adatb¶azis Äosszegy}ujt¶es¶eben v¶egzett felbecsÄulhetetlen ¶ert¶ek}u seg¶³ts¶egÄuk¶ert.
3A tov¶abbiakban az extra hozamot ink¶abb abnorm¶alis hozamnak nevezzÄuk, el k¶³v¶anjuk

ugyanis kerÄulni, hogy az Olvas¶o csak a pozit¶³v hozamokra gondoljon, amikor extra hozamot
eml¶³tÄunk!

4L¶asd DeBondt ¶es Thaler (1985), Lakonishok ¶es szerz}ot¶arsai (1994).
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¶es tov¶abbfejleszt¶es¶et Brown ¶es Warner (1980, 1985), Dyckman, Philbrick,
Stephans ¶es Ricks (1984), valamint Campbell ¶es Wasley (1993) tett¶ek meg,
de els}osorban rÄovid, napos esem¶enyablakban megjelen}o abnorm¶alis hozam
eset¶en. Ezzel szemben Barber ¶es Lyon (1997) hossz¶u t¶av¶u (egyt}ol Äot ¶ev)
horizonton vizsg¶alt¶ak a m¶odszer statisztikai szigni¯kanci¶aj¶at, melynek ered-
m¶enye az alkalmazhat¶os¶ag elfogad¶asa volt.

Tanulm¶anyunkban el}oszÄor rÄoviden ¶attekintjÄuk az esem¶enytanulm¶any-elem-
z¶es m¶odszertan¶at, majd a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde (B¶ET) n¶eh¶any jelent}osebb
forgalm¶u r¶eszv¶enye, illetve ezen r¶eszv¶enyek kibocs¶at¶oira vonatkoz¶o adatok
alapj¶an megvizsg¶aljuk, hat¶ekonynak tekinthet}o-e a B¶ET, illetve alkalmazha-
t¶ok-e a m¶as (nagyobb forgalmi, hosszabb m¶ulttal rendelkez}o) t}ozsd¶ek eset¶en
kidolgozott m¶odszerek haz¶ankban is.

2 Esem¶enytanulm¶any-elemz¶es m¶odszere

A r¶eszv¶enyhozam befoly¶asol¶asa szempontj¶ab¶ol alkalmazott esem¶enyek t¶³pu-
sainak spektruma igen sz¶eles. A h¶³r lehet a gazdas¶ag ¶allapot¶at le¶³r¶o makro-
inform¶aci¶o, vagy a v¶allalat teljes¶³tm¶eny¶er}ol h¶³rt ad¶o periodikus jelent¶es, vagy
¶eppen egy el}ore nem v¶art esem¶eny bekÄovetkezte, mint p¶eld¶aul egy h¶abor¶us
helyzet kialakul¶asa (pl. 2002. szeptember 11.). Ball ¶es Brown (1968), Chari,
Jegannathan ¶es Ofer (1988), Easton ¶es Zmijewski (1989), Gennotte ¶es True-
mann (1996), valamint Kross ¶es Schroeder (1984) a v¶allalati jÄovedelmek ki-
hirdet¶ese kapcs¶an azt tal¶alt¶ak, hogy a jÄovedelemnÄoveked¶es pozit¶³van, m¶³g az
el}oz}o peri¶odushoz k¶epest bekÄovetkez}o csÄokken¶es negat¶³van hat a r¶eszv¶eny¶ar-
folyamokra. Ezen vizsg¶alatuk az EgyesÄult ¶Allamok t}okepiacait vette ¯gyelem-
ben, de hasonl¶o eredm¶enyre jutott Alford, Jones, Leftwish ¶es Zmijewski
(1993), valamint Chan ¶es Seow (1996) is, m¶as nem USA-beli t}okepiac eset¶eben
is. Az esem¶enyek oszt¶alyoz¶asa, azon felÄul, hogy milyen jelleg}u az esem¶eny,
tÄort¶enhet azon az alapon is, hogy vajon a h¶³r anticip¶alhat¶o vagy nem. Az
esem¶enyek egyik t¶³pusa az el}ore nem v¶art esem¶eny, mely a piacot teljes
m¶ert¶ekben v¶aratlanul ¶eri. Az ebbe a csoportba tartoz¶o h¶³rek igen hat¶ekonyan
felhaszn¶alhat¶oak a piaci reakci¶o m¶er¶es¶ere, hiszen az esem¶ennyel kapcsolatban
semmif¶ele v¶arakoz¶as nincs, ¶eppen annak el}orel¶athatatlans¶ag¶ab¶ol ad¶od¶oan. Az
el}ore anticip¶alt h¶³rek eset¶eben viszont ¶eppen a piaci v¶arakoz¶as tÄok¶eletess¶eg¶et
lehet lem¶erni. Ha a szerepl}ok, mondjuk az egy r¶eszv¶enyre jut¶o jÄovedelem
(EPS) kÄovetkez}o negyed¶evre vonatkoz¶o m¶ert¶ek¶et helyesen ¶³t¶elik meg, akkor
a mutat¶o publik¶al¶asakor nem jelentkezik abnorm¶alis hozam. Ezzel szemben
a helytelen v¶arakoz¶asok rÄogtÄon nyomon kÄovethet}oek a h¶³r megjelen¶esekor
megugr¶o, a referenciahozamt¶ol elt¶er}o hozam realiz¶aci¶okon keresztÄul.

Az esem¶eny megv¶alaszt¶as¶an k¶³vÄul l¶enyeges az esem¶enyt megel}oz}o ¶es azt
kÄovet}o ¶ugynevezett pre- ¶es post-ablak kijelÄol¶ese. Ezeknek az id}o peri¶odusok-
nak a jelent}os¶ege az inform¶aci¶o-sziv¶arg¶as illetve -be¶epÄul¶es gyorsas¶ag¶anak a
meghat¶aroz¶asa. Abban az esetben, ugyanis, ha a nulla id}opontot megel}oz}oen
(pre-ablak) hozamemelked¶es mutathat¶o ki, akkor sejthet}o, hogy valamilyen
inform¶alis csatorn¶an megkezd}odÄott az esem¶ennyel kapcsolatos inform¶aci¶ok
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piacon val¶o megjelen¶ese. A post id}oszak eset¶eben, ha a hozamemelked¶es
tov¶abb folytat¶odik (pozit¶³v h¶³r eset¶en) vagy ¶eppen tov¶abb csÄokken (negat¶³v
h¶³r eset¶en), akkor felt¶etelezhet}o, hogy a szerepl}ok nem voltak k¶epesek a h¶³r
konzekvenci¶ait pontosan felm¶erni, ¶es azok hat¶asa a k¶es}obbiekben jelenik meg
az ¶arfolyamban.

Az elemz}o teh¶at megv¶alasztja azt a bizonyos esem¶enyt, melynek hat¶as¶at
meg¯gyelni k¶³v¶anja az el}ore kijelÄolt v¶allalati r¶eszv¶enyek hozamain. Meghat¶a-
rozza az esem¶eny megjelen¶ese kÄorÄuli pre- ¶es post-ablakot, valamint a becsl¶esi
peri¶odus hossz¶at, melyeket minden r¶eszv¶enyre azonosnak t¶etelez fel. Napi
hozamok eset¶en, a becsl¶esi peri¶odus hossza jellemz}oen 100 ¶es 300 keresked¶esi
nap kÄozÄotti intervallumot Äolel fel, m¶³g havi adatok eset¶eben ez 24 ¶es 60 adat-
b¶ol ¶all¶o peri¶odust jelent. A pre- ¶es post-ablakok m¶erete napi adatok ese-
t¶eben 21-t}ol 121 keresked¶esi napig jellemz}o, m¶³g havi adatok haszn¶alatakor
ez a kiterjed¶es 12 ¶es 21 havi adat kÄozÄott van.5 Az 1. ¶abra |a szakiroda-
lomban alkalmazott tipikus minta-peri¶odusokat felt¶etelezve| szeml¶elteti az
esem¶enyablak elhelyezked¶es¶et.

Noha az el}obbiekben ¶ugy fogalmaztunk, hogy az esem¶enyablak elhelyez-
ked¶ese minden r¶eszv¶eny eset¶eben azonos elven hat¶aroz¶odik meg, l¶enyeges
kiemelni, hogy az esem¶eny bekÄovetkezte |a kihirdet¶es napj¶at tekintve|
nem felt¶etlenÄul egyezik meg minden ¶ert¶ekpap¶³rn¶al, ¶³gy ezen peri¶odusokat
,,egym¶asra cs¶usztatva" kell az elemz¶est lefolytatni. Az esem¶enyablak-elemz¶es
teh¶at egy olyan technika, ahol azonos t¶³pus¶u, de val¶os id}oben m¶askor lej¶at-
sz¶od¶o esem¶enyeket egym¶asra vet¶³tve vizsg¶alunk, ¶es megpr¶ob¶aljuk azonos¶³tani
az esem¶enyek kÄozÄos jellemz}oit.

A fentebb eml¶³tett referenciahozam, vagy m¶as n¶even norm¶al hozam meg-
hat¶aroz¶asa a kor¶abbi (becsl¶esi) peri¶odusban realiz¶al¶odott hozamalakul¶as ¯-
gyelembev¶etel¶evel tÄort¶enik. A becsl¶esi peri¶odus adatai alapj¶an becsÄult v¶art
hozamok gener¶al¶as¶ara az irodalomban h¶arom modellt tal¶alhatunk: vizsg¶al-
hatjuk a piac-kiigaz¶³tott modellt, az ¶atlag-kiigaz¶³tott modellt, valamint a
piaci modellt.

A piac-kiigaz¶³tott modell eset¶eben a norm¶alis (v¶art) hozam megfelel a
vizsg¶alt t}okepiac piaci index¶eb}ol sz¶am¶³tott piaci ¶atlaghozammal, azaz

E(rit) = r̂it = rmt ; (1)

ahol az i-edik r¶eszv¶eny hozam¶at a t peri¶odusban rit, a piaci ¶atlaghozamot az
ugyanebben a peri¶odusban rmt jelÄoli.

1. ¶abra. Az esem¶enyablak elhelyezked¶es¶enek tipikus esete (az esem¶eny id}opontja t)

5L¶asd Su (2003).

t-270 t-20 t
becslési periódus pre-ablak post-ablak

t+20
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Az ¶atlag-kiigaz¶³tott modellel kapott v¶art hozam a t = 1; 2; . . . ; T id}operi-
¶odusra sz¶am¶³tott ¶atlag hozamnak felel meg:

E(rit) = r̂it = ri =
1

T

TX

t=1

rit : (2)

Az esem¶enytanulm¶any m¶odszertan¶anak megszÄulet¶esekor Fama, Fisher,
Jensen, ¶es Roll (1969) az ¶un. piaci modellt alkalmazta. Ennek l¶enyege, hogy
egy konkr¶et befektet¶es (r¶eszv¶eny) hozam¶at a piaci ¶atlagos hozamot, mint
magyar¶az¶o v¶altoz¶ot tartalmaz¶o, k¶etv¶altoz¶os line¶aris regresszi¶o-fÄuggv¶ennyel
becsÄuli. A param¶eterbecsl¶est a legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶evel (OLS) v¶e-
gezt¶ek; az alkalmazott regresszi¶ofÄuggv¶eny:

E(rit) = r̂it = ®i + ¯irmt + "it ; (3)

ahol "it a szok¶asos tulajdons¶agokkal (feh¶er zaj) rendelkez}o v¶eletlen v¶altoz¶o.
A piaci modell alapgondolat¶anak megtart¶asa mellett sz¶amos tov¶abbfejleszt¶esi
v¶altozat l¶atott napvil¶agot. A kritik¶ak zÄome a becsl¶esi m¶odszer, illetve a spe-
ci¯k¶aci¶o v¶altoztat¶as¶at javasolta.

Az egyes t}okepiacokon jelenlev}o keresked¶esi saj¶atoss¶agok, vagy az ¶ert¶ek-
pap¶³rok forgalm¶anak elt¶er}o nagys¶aga torz¶³t¶ast okozhat a becsl¶es sor¶an, melyet
ki kell igaz¶³tani. A tov¶abbiakban k¶et ilyen lehets¶eges kiigaz¶³t¶o elj¶ar¶ast muta-
tunk be, melyek az alacsony forgalm¶u r¶eszv¶enyek vizsg¶alata sor¶an jelentkez}o
torz¶³t¶asokat hivatottak megszÄuntetni.6

A Scholes ¶es Williams (1977) ¶altal aj¶anlott elj¶ar¶as sor¶an h¶arom OLS
becsl¶est v¶egeznek el a becsl¶esi peri¶odusban:

r̂it = ®̂i1 + ^̄
i1rmt t = 1; 2; . . . ; T ; (4a)

r̂it = ®̂i2 + ^̄
i2rm;t+1 t = 1; 2; . . . ; T ¡ 1 ; (4b)

r̂it = ®̂i3 + ^̄
i3rm;t¡1 t = 2; 3; . . . ; T : (4c)

A kapott regresszi¶os egyÄutthat¶ok ¶es tengelymetszetek felhaszn¶al¶as¶aval
sz¶amoljuk ki a ¯SW koe±cienst ¶es a tengelymetszetet, ¶es ezek alkotj¶ak a
norm¶alhozamot gener¶al¶o modell param¶etereit. A Scholes-Williams b¶eta:

^̄SW
i =

^̄
i1 + ^̄

i2 + ^̄
i3

1 + 2½mt
; (5)

ahol ½mt az rmt, azaz a piaci hozam id}osor¶an sz¶am¶³tott aut¶okorrel¶aci¶ot jelenti,
melyet a t = 2; 3; . . . ; T ¡ 1 id}oszaki ¶ert¶ekek alapj¶an sz¶am¶³tunk.

A Scholes-Williams tengelymetszet becsl¶ese az al¶abbi m¶odon tÄort¶enik:

âSW
i =

1

T ¡ 2

Ã
T¡1X

t=2

rit ¡ ^̄SW
i

T¡1X

t=2

rmt

!
: (6)

6L¶eteznek olyan technik¶ak is, melyek a nem szinkroniz¶alt keresked¶es}u r¶eszv¶enyek ese-
t¶eben haszn¶alatosak, l¶asd pl. Kalman, Hawanini, Maier, Schwartz, Whitecomb (1983) a
torz¶³t¶as kikÄuszÄobÄol¶es¶ere, de ezekkel tanulm¶anyunkban nem foglalkozunk.
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(5) ¶es (6) felhaszn¶al¶as¶aval meghat¶arozhat¶o a v¶art hozamok Scholes-Williams
becsl¶ese:

r̂it = ®̂SW
i + ^̄SW

i rmt :

Egy m¶asik megold¶as a torz¶³t¶as kikÄuszÄobÄol¶es¶ere a Dimson (1979) ¶altal
javasolt kiigaz¶³t¶as, amely egy tÄobbv¶altoz¶os regresszi¶os becsl¶essel tÄort¶enik. A
regresszi¶oban a piaci hozam el}oz}o, jelen, illetve kÄovetkez}o napi ¶ert¶eke szere-
pel magyar¶az¶o v¶altoz¶ok¶ent, ¶³gy mindegyikhez tartozik parci¶alis regresszi¶os
egyÄutthat¶o:

r̂it = ®̂i + ^̄
i1Rm;t¡1 + ^̄

i2Rm;t + ^̄
i3Rm;t+1 ; t = 2; 3; . . . ; T ¡ 1 : (7)

A becsÄult ir¶anytangensek Äosszege alkotja a Dimson b¶et¶at, vagyis

^̄D
i = ^̄

i1 + ^̄
i2 + ^̄

i3 : (8)

A Dimson ¶altal javasolt tengelymetszet becsl¶es:

âD
i =

1

T ¡ 2

Ã
T¡3X

t=3

rit ¡ ^̄D
i

T¡3X

t=3

rmt

!
: (9)

A Dimson esztim¶ator:

r̂it = ®̂D
i + ^̄D

i rmt :

A torz¶³t¶as kikÄuszÄobÄol¶es¶enek m¶asik m¶odj¶at javasolja Varga ¶es Rappai (2002).
Tanulm¶anyukban a hozamok modellez¶ese sor¶an a v¶eletlen v¶altoz¶ora vonatko-
z¶oan GARCH-speci¯k¶aci¶ot javasolnak,7 meg¶allap¶³tj¶ak, hogy az ¶³gy fel¶³rt mo-
dellek hat¶ekonyabb b¶eta-becsl¶est tesznek lehet}ov¶e. A GARCH-speci¯k¶aci¶o
l¶enyege, hogy a (3) modell rezidu¶alis v¶altoz¶oj¶ara vonatkoz¶oan nem a feh¶er
zaj speci¯k¶aci¶ot t¶etelezzÄuk fel, hanem annak varianci¶aj¶at |a p¶enzÄugyi id}oso-
rokban gyakran kimutathat¶o autokorrel¶alt volatilit¶as kikÄuszÄobÄol¶ese v¶egett|
m¶ultbeli innov¶aci¶ok osztott k¶esleltet¶es}u modelljek¶ent vizsg¶aljuk (ahol ½(L)
¶es µ(L) a szok¶asos k¶esleltet¶esi polinomok):

Var("t j "t¡1; "t¡2; . . .)¾
2
t = ! + ½(L)¾2

t¡1 + µ(L)»2
t : (10)

Empirikusan igazolhat¶o, hogy ¶altal¶aban el¶egs¶eges a GARCH(1,1) speci-
¯k¶aci¶o haszn¶alata, vagyis a modellÄunk a kÄovetkez}o alak¶ura reduk¶al¶odik:

rit = ® + ¯rmt + "t

¾2
t = ! + ½¾2

t¡1 + µ"2
t¡1 :

(11)

Elemz¶esÄunkben a param¶eterbecsl¶es sor¶an a (11)-ben bemutatott speci¯k¶aci¶ot
alkalmaztuk.

7L¶asd pl. Engle (1982).
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3 Abnorm¶alis hozam, illetve kumul¶alt abnor-
m¶alis hozam

Valamennyi eddig t¶argyalt becsl¶esi elj¶ar¶as v¶egterm¶eke a v¶art hozam (r̂it),
illetve az egyes peri¶odusokban realiz¶alt t¶enyleges hozam (rit) kÄulÄonbs¶egek¶ent
el}o¶all¶³that¶o abnorm¶alis hozam, amelynek kalkul¶al¶asa a pre-ablak els}o peri-
¶odus¶at¶ol a post-ablak utols¶o peri¶odus¶aig tÄort¶enik. Az abnorm¶alis hozam
sz¶amszer}us¶³t¶ese:

ARit = rit ¡ r̂it : (12)

Annak ¶erdek¶eben, hogy az egyes r¶eszv¶enyekre hat¶o izol¶alt h¶³reket sem-
leges¶³tsÄuk, a vizsg¶alatot egyszerre tÄobb r¶eszv¶enyen szok¶as elv¶egezni, ¶³gy az
Äosszes r¶eszv¶eny eset¶eben az egyetlen kÄozÄos hat¶as az EPS h¶³r megjelen¶ese lesz.
Az ¶atlagos abnorm¶alis hozam az esem¶enyablakon belÄul egy napra:

ARt =
1

N

NX

i=1

ARit ; (13)

ahol N azon r¶eszv¶enyek sz¶ama, melyekre az adott napon AR kalkul¶alhat¶o.
Az abnorm¶alis hozamok vizsg¶alata mellett kiemelt jelent}os¶ege van an-

nak is, vajon milyen m¶ert¶ekben t¶er¶³ti el a h¶³r a hozamokat Äosszess¶eg¶eben a
v¶art hozamokt¶ol, illetve milyen gyorsan zajlik le a ,,visszarendez}od¶es". En-
nek ¶erdek¶eben az egyes r¶eszv¶enyekre kumul¶alt abnorm¶alis hozamot (CAR) is
sz¶amolunk, ennek meghat¶aroz¶asa a K napt¶ol az L napig az al¶abbi form¶aban
¶³rhat¶o fel:

CARK;L
i =

LX

t=K

ARit : (14)

Az egyedi r¶eszv¶enyekre kalkul¶alt CAR-ek esem¶enyablakon belÄuli ¶atlago-
l¶as¶aval az ¶atlagos (piaci) CAR-t kapjuk meg, vagyis

CARK;L =
1

N

NX

i=1

CARK;L
i : (15)

A kumul¶alt abnorm¶alis hozamok ¶abr¶aj¶at vizsg¶alva l¶athat¶o, hogy milyen
m¶ert¶ek}u volt a maxim¶alis elt¶er¶es, valamint milyen id}ot¶avon zajlott le a h¶³r
okozta hozam-v¶altoz¶as ,,lecseng¶ese". Vizsg¶alatunkban tesztelni fogjuk, hogy
vajon szigni¯k¶ansan elt¶ernek-e a CAR ¶ert¶ekek a 0-t¶ol, azaz okoz-e a h¶³r
val¶oban extra nyeres¶eget, illetve vesztes¶eget azok sz¶am¶ara, akik erre sz¶am¶³tva
kereskednek.

A vil¶ag kÄulÄonbÄoz}o t}okepiacaira jellemz}o elt¶er}o s}ur}us¶eg}u, illetve tartalm¶u
inform¶aci¶oszolg¶altat¶as ugyancsak probl¶em¶at jelenthet a vizsg¶alatok precizi-
t¶as¶at illet}oen. Vannak olyan esetek, amikor a k¶erd¶eses esem¶eny sajt¶oban, h¶³r-
k¶ent val¶o megjelen¶ese nem a keresked¶es idej¶en, hanem att¶ol elt¶er}o id}opontban
l¶at napvil¶agot. Ez az apr¶o r¶eszlet jelent}osen befoly¶asolhatja a kÄovetkez}o
keresked¶esi napon bekÄovetkez}o hat¶ast, mellyel, ha nem sz¶amolunk, akkor
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a kÄovetkeztet¶esek helytelenek lehetnek. Lehets¶eges ugyanakkor, hogy a h¶³r
tÄobb keresked¶esi napon keresztÄul sziv¶arog be a piacra form¶alis csatorn¶akon
keresztÄul. Ez akkor lehets¶eges, ha mondjuk a negyed¶eves jelent¶esek adatai
nem szervezetten jelennek meg, ¶es a hivatalos szaklap egy nappal a megjelen¶es
ut¶an publik¶alja azokat. Ezeknek a probl¶em¶aknak a kikÄuszÄobÄol¶ese ¶erdek¶eben
a k¶et napos esem¶enyablak kiterjeszt¶est kell haszn¶alni. Ennek ¶ertelm¶eben

CARi;¡1;0 = ARi;t¡1 + ARi;t ; (16)

vagyis az i r¶eszv¶eny h¶³rmegjelen¶est megel}oz}o napon realiz¶alt abnorm¶alis ho-
zam¶at hozz¶aadjuk a h¶³rmegjelen¶es napj¶an bekÄovetkez}o abnorm¶alis hozamhoz,
ezzel egy kiterjesztett esem¶enyablakot hozunk l¶etre. A Budapesti ¶Ert¶ekt}ozs-
de eset¶eben ez a probl¶ema, elemz¶esÄunk sor¶an, nem ¶all fenn, hiszen a bÄorz¶en
egy szinkroniz¶alt Internet alap¶u h¶al¶ozat biztos¶³tja a megjelen¶es precizit¶as¶at.

A v¶arakoz¶asok, valamint a h¶³r ¶altal gener¶alt reakci¶o pontosabb Äosszevet¶ese
¶erdek¶eben csoportos¶³tani kell a r¶eszv¶enyeket a piaci v¶arakoz¶asok alapj¶an. A
pozit¶³v illetve negat¶³v csoportba val¶o sorol¶as a h¶³rmegjelen¶es el}otti piaci kon-
szenzus, v¶arakoz¶asok ¯gyelembev¶etel¶evel tÄort¶enik. A piaci v¶arakoz¶ast tÄobb-
f¶elek¶eppen is lehet m¶erni, ugyanis alkalmazhat¶o az elemz}ok v¶arakoz¶as¶ab¶ol
sz¶amolt piaci konszenzus vagy az el}oz}o id}operi¶odusban realiz¶al¶odott mu-
tat¶o is. Ha ugyanis az el}oz}o peri¶odus a jelenbeli realiz¶aci¶ohoz k¶epest ma-
gasabb, akkor a r¶eszv¶eny a negat¶³v portf¶oli¶oba kerÄul ¶es annak a csoportnak
a kumul¶alt abnorm¶alis hozam¶ahoz j¶arul hozz¶a. Ha a jelenben megjelent h¶³r
az el}oz}o peri¶odus¶ehoz k¶epest nÄoveked¶est mutat, akkor viszont a r¶eszv¶eny a
pozit¶³v csoportba kerÄul besorol¶asra. Ez a sz¶etv¶alaszt¶as azt garant¶alja, hogy a
pozit¶³v illetve a negat¶³v h¶³rek ¶altal keltett abnorm¶alis hozamok nem oltj¶ak ki
egym¶ast, valamint kÄovetkeztet¶eseket vonhatunk le a befektet}ok viselked¶es¶ere
vonatkoz¶oan is. Nem biztos ugyanis, hogy a pozit¶³v h¶³r ugyanazt a hat¶ast
v¶altja ki, mint a negat¶³v h¶³r. Ezt a felt¶etelez¶est a kÄovetkez}o r¶eszben empiri-
kusan is megvizsg¶aljuk.

4 Adatok ¶es empirikus vizsg¶alat

Az elemz¶es a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsd¶en forg¶o r¶eszv¶enyek kÄozÄul az ,,A" kateg¶o-
ri¶as r¶eszv¶enyek egy csoportj¶at vette ¯gyelembe. Ennek oka egyr¶eszr}ol ezen
r¶eszv¶enyek forgalm¶anak megfelel}oen nagy m¶ert¶eke, valamint az adathozz¶a-
f¶er¶es kivitelezhet}os¶ege. A vizsg¶alt r¶eszv¶enyek: Antenna Hung¶aria, Borsod-
Chem, D¶em¶asz, Egis, Mat¶av, MOL, NABI, OTP, Pannonplast, Richter. Az
esem¶eny, ahogy azt m¶ar tÄobbszÄor is eml¶³tettÄuk, az egy r¶eszv¶enyre jut¶o jÄove-
delem (EPS) kihirdet¶ese. Ezt a mutat¶ot negyed¶evente a gyorsjelent¶esekben
jelentetik meg a v¶allalatok. Mi, ism¶et csak adathozz¶af¶er¶esi okok miatt, Äot
ilyen negyed¶eves jelent¶esi peri¶odust vontunk vizsg¶alat al¶a. A peri¶odusok 2002
I. negyed¶ev¶et}ol 2003 III. negyed¶ev¶eig tartanak (1Q02, 2Q02, 3Q02, 2Q03,
3Q03). A r¶eszv¶enyek ¶arfolyamadatait, illetve a gyorsjelent¶esek pontos meg-
jelen¶es¶enek id}opontj¶at a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde kÄozponti adatb¶azis¶ab¶ol nyer-
tÄuk. A r¶eszv¶enyt kibocs¶at¶o v¶allalatok negyed¶eves jelent¶eseit a www.portfolio
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.hu internetes ¶ujs¶ag adatb¶azis¶ab¶ol tÄoltÄottÄuk le. Az esem¶enyablak kialak¶³t¶asa
sor¶an a pre-ablak ¶es a post-ablak is egyar¶ant 21 napos kiterjed¶es}u lett, m¶³g
a pre-ablakot megel}oz}o becsl¶esi peri¶odus hossz¶at 250 keresked¶esi napban ha-
t¶aroztuk meg. A becsl¶est egyar¶ant elv¶egeztÄuk hagyom¶anyos, illetve GARCH
speci¯k¶aci¶okkal is. A becsÄult param¶eterek nem mutatattak nagy elt¶er¶est,
ebb}ol kÄovetkez}oen a GARCH-speci¯k¶aci¶o alapj¶an becsÄult param¶eter-¶ert¶e-
kekkel dolgoztunk az abnorm¶alis hozamok ¶es kumul¶alt abnorm¶alis hozamok
meghat¶aroz¶asa sor¶an. Abban az esetben, ha valamelyik ¶ert¶ekpap¶³rra nem
volt keresked¶es, akkor az el}oz}onapi z¶ar¶o¶arfolyamot felt¶eteleztÄuk ¶es ¶³gy arra a
keresked¶esi napra a hozam null¶aval lett egyenl}o. A r¶eszv¶enyek csoportos¶³t¶a-
s¶at, pozit¶³v illetve negat¶³v v¶arakoz¶asok szerint az el}oz}o negyed¶evi EPS mu-
tat¶o alapj¶an v¶egeztÄuk el. Ha az el}oz}o EPS mutat¶o a jelenlegin¶el nagyobb volt,
teh¶at csÄokken¶es kÄovetkezett be, akkor a r¶eszv¶eny a negat¶³v csoportba kerÄult.
Ezzel szemben, ha a nÄoveked¶es volt a jellemz}o az el}oz}o jelent¶eshez k¶epest,
akkor a r¶eszv¶eny a pozit¶³v csoportba kerÄult besorol¶asra. Ez term¶eszetesen azt
jelentette, hogy minden portf¶oli¶oalkot¶as sor¶an, teh¶at minden negyed¶evben, a
csoportok tagjai m¶asok voltak.

Els}ok¶ent tekintsÄuk a vizsg¶alatba vont egyik legstabilabb forgalm¶u r¶esz-
v¶eny, a MAT¶AV egyedi adatait! Az Äot elt¶er}o id}opont kÄor¶e rendezett (¡21)-
21 esem¶enyablakok napi abnorm¶alis hozamait a (12) formula felhaszn¶al¶as¶aval
kaptuk. Az abnorm¶alis hozamok |valamennyi negyed¶eves jelent¶es kÄor¶e szer-
kesztett esem¶eny-ablakban| a ¡4% ¶es +4% intervallumban sz¶or¶odnak, az
¶abra alapj¶an trendet nem tartalmaznak. A 2. ¶abr¶an szeml¶eltetett Äot meg-
¯gyel¶esre a kalkul¶alt abnorm¶alis hozamokat a (14) formula felhaszn¶al¶as¶aval
sz¶am¶³tjuk, ahol a K a ¡21. nap, az L pedig a ¡20. napt¶ol a 21. napig tart¶o
id}ointervallumot Äoleli fel.

2. ¶abra. A MAT¶AV r¶eszv¶eny ¶arfolyam¶ab¶ol k¶epzett abnorm¶alis hozamok
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3. ¶abra. Kumul¶alt abnorm¶alis hozamok a MAT¶AV r¶eszv¶enyre

A MAT¶AV r¶eszv¶enyek ¶arfolyamai alapj¶an k¶epzett kumul¶alt abnorm¶alis
hozamok az elt¶er}o id}oszakokban szinte teljesen elt¶er}oen viselkedtek; tulajdon-
k¶eppen alig lehet kÄozÄos von¶ast tal¶alni az id}osorok kÄozÄott. Tal¶an az egyetlen
¶altal¶anosan megfogalmazhat¶o meg¶allap¶³t¶as, miszerint a kumul¶alt hozamok
az esem¶eny id}opontj¶aban gyakorlatilag a 0 kÄorÄul sz¶or¶odnak, valamint ¶ugy
t}unik |az Äot esem¶enyb}ol legal¶abb h¶aromszor| a 21 napos post-ablak nem
el¶egs¶eges a h¶³r teljes hat¶as¶anak ,,lecsenget¶es¶ehez".

Vizsg¶aljuk meg, mennyiben m¶odosulnak az el}oz}o meg¶allap¶³t¶asaink, ha a
piac eg¶esz¶et,8 ¶es valamennyi ,,ablakot" aggreg¶altan kezeljÄuk! Az eredm¶enyt
a (13) formula felhaszn¶al¶as¶aval kaptuk. Fontos megjegyezni, hogy a 4. ¶abr¶an
a t = 0 nap (az EPS kihirdetet¶es¶enek napja) egy meg¯gyel¶esen (negyed¶even)
belÄul nem felt¶etlenÄul jelenti ugyanazt a napt¶ari napot minden r¶eszv¶eny eset¶e-
ben. M¶as sz¶oval, a t = 0 nap egy olyan ,,virtu¶alis" id}opont, mely az esem¶enyt
tekintve minden r¶eszv¶enyn¶el megegyezik, de napt¶ari nap szempontj¶ab¶ol elt¶er.
Tov¶abb¶a a r¶eszv¶enyek kÄozÄotti keresztmetszeti aggreg¶al¶ason t¶ul az Äot meg-
¯gyel¶es (negyed¶ev) Äosszevon¶asa is megtÄort¶ent, melynek eredm¶enye a 4. ¶abr¶an
l¶athat¶o gra¯kon.

8Piac eg¶esze alatt term¶eszetesen csak a vizsg¶alatba vont r¶eszv¶enyeket tekintjÄuk, ¶am az
elemz¶esbe vont 10 r¶eszv¶eny a t}ozsdei kapitaliz¶aci¶o kÄozel 60%-¶at, a napi ¶atlagos forgalom
tÄobb mint k¶etharmad¶at teszi ki!
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4. ¶abra. A piac eg¶esz¶ere vonatkoz¶o abnorm¶alis hozamok

Az ¶abr¶ara tekintve tendenci¶at, illetve a pre-ablak ¶es a post-ablak kÄozÄotti
jelent}os elt¶er¶est nem fedezhetÄunk fel. Az id}osor eg¶esz¶ere elv¶egeztÄuk a kiter-
jesztett Dickey-Fuller tesztet (trend ¶es tengelymetszet n¶elkÄul), a stacionarit¶as
tesztel¶ese ¶erdek¶eben, melynek ¶ert¶eke9 ¡5;058; vagyis minden ¶esszer}u szig-
ni¯kanciaszinten ¶all¶³thatjuk, hogy az empirikus id}osor 0 v¶arhat¶o ¶ert¶ek}u, sta-
cioner folyamatb¶ol sz¶armazik.

Azzal teh¶at, hogy az esem¶enyablak t = 0 id}opontj¶aba a gyorsjelent¶esekben
publik¶alt EPS h¶³reket helyeztÄuk, azt vizsg¶aljuk, hogy vajon a t}okepiac meg-
felel-e a hat¶ekony piacok hipot¶ezis f¶elig er}os form¶aj¶anak. A fentiek szerint,
mivel senki nem k¶epes 0-t¶ol szigni¯k¶ansan kÄulÄonbÄoz}o extra hozam realiz¶a-
l¶as¶ara, a h¶³r felhaszn¶al¶as¶aval ¶ep¶³tett keresked¶esi strat¶egi¶akon keresztÄul, az
¶arfolyamnak tÄok¶eletesen kell tartalmaznia az esem¶ennyel kapcsolatos infor-
m¶aci¶okat. EsetÄunkben ennek a feltev¶esnek k¶etf¶ele implik¶aci¶oja van.

(1) A t}okepiaci szerepl}ok tÄok¶eletesen k¶epesek megbecsÄulni a r¶eszv¶enyeket
kibocs¶at¶o v¶allalatok kÄovetkez}o negyed¶eves EPS mutat¶oj¶at. Ez¶ert azon
r¶eszv¶enyek eset¶eben melyek csal¶od¶ast okoznak (negat¶³v csoport) a sze-
repl}ok elad¶asi nyom¶asa az esem¶eny bekÄovetkezte el}ott (pre-ablak) az
¶arfolyamot lefel¶e mozd¶³tja, ezzel a kumul¶alt abnorm¶alis hozamokat a ne-
gat¶³v t¶erbe szor¶³tja le. Ezzel szemben a j¶ol teljes¶³t}o r¶eszv¶enyek (pozit¶³v
csoport) ¶arfolyam¶anak emelked¶ese ennek a csoportnak az abnorm¶alis
hozamait a pozit¶³v t¶erben tartja m¶ar a h¶³rmegjelen¶est megel}oz}oen is.

(2) Az ezt kÄovet}o napok, teh¶at a h¶³r megjelen¶ese ¶es a post-ablak nap-
jainak, kumul¶alt abnorm¶alis hozamai v¶eletlenszer}u mozg¶ast kellene,
hogy kÄovessenek, mely biztos¶³tan¶a annak a felt¶etel¶et, hogy hat¶ekony
keresked¶esi strat¶egia nem alkalmazhat¶o a h¶³r ism¶etelt felhaszn¶al¶as¶aval.

9A pr¶obafÄuggv¶eny empirikus ¶ert¶ek¶enek meg¶³t¶el¶esekor ne feledkezzÄunk meg arr¶ol a t¶eny-
r}ol, hogy mindÄossze 43 adatb¶ol ¶all a vizsg¶alt id}osor!
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5. ¶abra. A kumul¶alt abnorm¶alis hozam alakul¶asa a piac eg¶esz¶ere ¶es valamennyi ablakra

vonatkoz¶oan

L¶athatjuk, hogy a piac eg¶esz¶ere ¶es valamennyi esem¶enyablakra aggreg¶alva
az abnorm¶alis hozamok stacioner folyamatb¶ol sz¶armaznak, vagyis ¶ugy t}unik,
mintha a h¶³r bejelent¶ese nem lenne l¶enyeges elt¶er¶³t}o hat¶assal a t}okepiaci ese-
m¶enyekre. Ez teh¶at azt jelenti, hogy az abnorm¶alis hozamok alakul¶as¶anak
¯gyelembev¶etel¶evel nem ¶ep¶³thet}o fel hat¶ekony befektet¶esi strat¶egia. A kÄo-
vetkez}okben az abnorm¶alis hozamok kumul¶al¶as¶aval azt vizsg¶aljuk, hogy ez a
stacioner tulajdons¶ag fennmarad-e. Ha igen, akkor az inform¶aci¶o be¶epÄul¶ese
hat¶ekonyan megy v¶egbe, ha viszont nem, akkor keresked¶esi strat¶egia alak¶³t-
hat¶o ki, mely nyeres¶eggel kecsegtet.

Az 5. ¶abr¶an bemutatott eredm¶eny a (15) formula felhaszn¶al¶as¶aval szÄuletett,
ahol a K ¶es L ¶ert¶ekek a MAT¶AV r¶eszv¶eny vizsg¶alatakor haszn¶alt ¶ert¶ekekkel
megegyeznek. A piac eg¶esz¶ere sz¶amolt abnorm¶alis hozamhoz hasonl¶oan a t =
0 egy ,,virtu¶alis" nap, mely az esem¶eny szempontj¶ab¶ol minden r¶eszv¶enyre,
valamint minden meg¯gyel¶esre (negyed¶evre) megegyezik, de napt¶ari nap te-
kintet¶eben elt¶er. M¶as sz¶oval, az eredm¶eny a kumul¶alt abnorm¶alis hozamok,
r¶eszv¶enyek, valamint meg¯gyel¶esek kÄozÄotti keresztmetszeti aggreg¶al¶as¶ab¶ol
sz¶armazik.

A kumul¶alt abnorm¶alis hozamok ¶abr¶aj¶at vizsg¶alva meg¶allap¶³thatjuk, hogy
a piac eg¶esz¶en, az EPS bejelent¶es¶ere v¶arva optim¶alis hangulat uralkodik. A
pre-ablak abnorm¶alis hozam ¶ert¶ekeinek kumul¶al¶as¶aval mindv¶egig 0-t megha-
lad¶o (helyenk¶ent 1%-ot is meghalad¶o) Äosszhozamot l¶atunk, vagyis a piaci
modell ¶altal becsÄult hozamn¶al magasabbak a t¶enyleges hozamok (az ¶arfolya-
mok a becsÄultn¶el gyorsabban n}onek). L¶athatjuk, hogy az abnorm¶alis hoza-
mok kumul¶alt ¶ert¶eke nagys¶agrendileg az esem¶eny bekÄovetkeztekor, majd a
CAR ¶ert¶ek |tendenci¶aj¶at tekintve| negat¶³v. A 4. ¶abra alapj¶an ¶ugy t}unhet,
hogy a piac a h¶³r napvil¶agra kerÄul¶es¶et kÄovet}oen korrig¶alja a kor¶abbi opti-
mista ¶all¶aspontj¶at. FelmerÄulhet annak a lehet}os¶ege, hogy a fenti |korrekci¶ot
felt¶etelez}o| k¶ep az¶ert alakul, mert a h¶³rek ¶altal¶aban ,,rosszak", vagyis az

Piac egészének CAR értékei

-0,015

-0,01

-0,005

0

0,005

0,01

0,015

-2
1

-1
9

-1
7

-1
5

-1
3

-1
1 -9 -7 -5 -3 -1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

Esemény id ő (nap)

A
R

CAR



118 Bed}o Zsolt { Rappai G¶abor

EPS ¶ert¶ek a v¶artn¶al alacsonyabb lesz. Ennek ellen}orz¶ese ¶erdek¶eben megvizs-
g¶altuk csoportokba bontva az elemz¶esbe vont r¶eszv¶enyeket, ahol a csoport-
k¶epz}o ism¶erv a h¶³r tartalma volt. Az 6. ¶abr¶an elkÄulÄon¶³thetjÄuk a pozit¶³v h¶³r,
illetve negat¶³v h¶³r eset¶en kumul¶alt abnorm¶alis hozamokat.

L¶athatjuk, hogy a negat¶³v csoport eset¶eben a pre-ablak kezdet¶en a sze-
repl}ok optimista v¶arakoz¶asai az ¶arfolyamokat m¶eg magasan tartj¶ak eg¶eszen a
16. napig, amikor is egy hirtelen es¶es kÄovetkezik be. A j¶o eredm¶enyben val¶o
bizakod¶asuk a 14. napon t¶er vissza ¶es eg¶eszen a 7. napig tart, melyet egy
,,racion¶alis" peri¶odus kÄovet. K¶et nappal az eredm¶eny publik¶al¶asa el}ott az
szerepl}ok bizalma elsz¶all ¶es az ¶arfolyamok es¶esnek indulnak. Ez a tendencia
nem ¶all meg a nulla id}opontban sem, ami azt jelenti, hogy a szerepl}ok v¶arako-
z¶asaikt¶ol j¶oval elmarad¶o eredm¶ennyel szembesÄulnek. A r¶eszv¶eny ¶arfolyama a
post id}oszak m¶asodik napj¶an stabiliz¶al¶odik ¶es azt kÄovet}oen v¶eletlen mozg¶ast
kÄovet a negat¶³v t¶erben. Ez a kumul¶alt abnorm¶alis hozam lefut¶as, hat¶ekonys¶ag
szempontj¶ab¶ol nem t¶ul kecsegtet}o, hiszen az el}orel¶at¶as ¶es az azonnali reakci¶o
nem teljesÄul. Ugyanakkor nem tekinthetÄunk el annak meg¶allap¶³t¶as¶at¶ol sem,
hogy ¶ugy t}unik, a 21 napos post-ablak nem el¶egs¶egesen hossz¶u ahhoz, hogy
az abnorm¶alis hozamok kumul¶al¶as¶aval keletkez}o extra hozam elt}unjÄon!

A pozit¶³v csoport eset¶eben a helyes anticip¶aci¶o a (¡21) - (¡7) intervallum-
ban j¶ol l¶athat¶o, melyet a (¡7) - (¡3) id}oszegmensben egy bizalomcsÄokken¶es
kÄovet. Ezen bizonytalankod¶as ut¶an, azonban a piaci optimizmus visszat¶er,
melyet a pozit¶³v EPS eredm¶eny tov¶abb er}os¶³t. A hozamok emelked¶ese, ¶es
ez¶altal a kumul¶alt abnorm¶alis hozamok nÄoveked¶ese, eg¶eszen a post-ablak 12.
napj¶aig eltart, mely id}opontot kÄovet}oen mozg¶asa ism¶etelten v¶eletlenszer}uv¶e
v¶alik. Ez az eredm¶eny, ugyancsak a f¶elig er}os hat¶ekonys¶ag elvet¶es¶et eredm¶e-
nyezi, hiszen, ha egy szerepl}o a h¶³rmegjelen¶est kÄovet}o napon v¶as¶arol r¶eszv¶enyt,
mely a pozit¶³v csoportba tartozik, akkor eg¶eszen a 12. napig addicion¶alis ho-
zamemelked¶essel sz¶amolhat.

6. ¶abra. Kumul¶alt abnorm¶alis hozamok kÄulÄonbÄoz}o csoportokban
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5 KÄovetkeztet¶esek

Bel¶athat¶o teh¶at, hogy a sz¶eles kÄorben alkalmazott, esem¶enytanulm¶any-elem-
z¶es m¶odszere a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde viszonylat¶aban is alkalmazhat¶o. Ered-
m¶enyeink, m¶eg ha nem fedik is le a bÄorz¶en forg¶o r¶eszv¶enyek mindegyik¶et, azt
mondhatjuk, hogy ¶altal¶anos¶³t¶asra adnak lehet}os¶eget. ¶Igy teh¶at azt lehet mon-
dani, hogy a bÄorze forgalm¶anak nagyobb r¶esz¶et kitev}o v¶allalati r¶eszv¶enyek
eset¶eben, az egy r¶eszv¶enyre jut¶o jÄovedelem kihirdet¶ese ¶arfolyam befoly¶asol¶o
t¶enyez}ok¶ent foghat¶o fel. M¶as sz¶oval, keresked¶esi strat¶egia ¶ep¶³t¶es szempontj¶a-
b¶ol relev¶ans h¶³rnek sz¶am¶³t.

Az eredm¶eny ugyanakkor az ¶altalunk haszn¶alt esem¶enyablak, ¶es els}osorban
a post-ablak hossz¶anak a rÄovids¶eg¶er}ol tan¶uskodik. Az abban fedezhet}o fel,
hogy a z¶erus CAR-hez val¶o visszat¶er¶es nem kÄovetkezik be a (¡21) napon
belÄul, ¶³gy ennek a post peri¶odusnak a kiterjeszt¶ese szÄuks¶eges a tov¶abbiakban.

Eredm¶enyeink tov¶abb¶a arr¶ol tan¶uskodnak, hogy a B¶ET eset¶eben a ha-
t¶ekony piacok hipot¶ezis¶enek f¶elig er}os form¶aja s¶erÄul, mely nem biztos, hogy
korrig¶al¶odna tov¶abbi r¶eszv¶enyek bevon¶as¶aval, hiszen azok keresked¶esi inten-
zit¶asa j¶oval elmarad az elemz¶es al¶a vontak¶et¶ol.

A m¶odszertan felhaszn¶al¶asa a jÄov}oben elk¶epzelhet}o lehet m¶as t¶³pus¶u h¶³rek
esem¶enyablakba helyez¶es¶evel, melyek kÄozÄott az el}ore nem l¶athat¶o h¶³rek is
helyet foglalhatn¶anak. Lehets¶eges kiterjeszt¶esi ir¶any lehet ugyanakkor a
r¶egi¶oban, KÄoz¶ep-Kelet-Eur¶op¶aban m}ukÄod}o bÄorz¶ek hat¶ekonys¶ag vizsg¶alat¶anak
elv¶egz¶ese is.
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THE APPLICATION OF EVENT STUDY METHODOLOGY TO SHARES

LISTED ON THE BUDAPEST STOCK EXCHANGE. IS NEWS,

INFLUENCING STOCK PRICES, VALUABLE OR NOT?

The authors introduce the applicability of the event study methodology in case of
the Budapest Stock Exchange (BSE). The methodology is to determine whether a
certain type of a news is able to in°uence the tendency of return series, in another
word is the examined news relevant in the construction of trading strategies? We
selected the quarterly announcement of earnings per share as the return generating
information to be put in the event window. The size of the pre-and post-window,
around the news release, is +21, (-21). We also divided the examined shares into
winner and loser portfolios by relating the current EPS ratio to the previous period's
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EPS ratio. If there is an increase, the share is to be put into the winner group, if
the current ratio is less than the previous one, than the share is located in the looser
portfolio. We are also to test the semi strong form of e±ciency of the BSE using the
above described settings. The exchange is said to be e±cient in the semistrong form
if all relevant public information is built into the prices immediately and accurately.
Our conclusions are as follows: (1) event study methodology is applicable in the
case of the BSE, (2) EPS announcements are considered to be relevant information
in relation to the building of trading strategies, (3) the criteria of the semistrong
form of e±cient market hypothesis is not fully satis¯ed, since in the post window
cumulated abnormal returns (CAR) still persist, (4) the length of the post window
is too short for the CAR to return back to the 0 level, so the extension of the
window is required in the future.
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ARBITR¶AZS NAGY P¶ENZÄUGYI PIACOKON1

R¶ASONYI MIKL¶OS
MTA Sz¶am¶³t¶astechnikai ¶es Automatiz¶al¶asi Kutat¶o Int¶ezete

P¶enzÄugyi piacok olyan matematikai modelljeivel foglalkozunk, melyekben
term¶ekek egy v¶egtelen sorozata van jelen. Ilyen piacok arbitr¶azselm¶elet¶enek
¶uj eredm¶enyeir}ol adunk ¶attekint¶est. Az arbitr¶azsmentess¶eg ¶es a marting¶al-
m¶ert¶ekek l¶etez¶ese kÄozÄotti kapcsolatot vizsg¶aljuk, els}osorban a klasszikus ,,ar-
bitr¶azs ¶araz¶asi elm¶elet"-tel ÄosszefÄugg¶esben.

1 Bevezet¶es

A dolgozat c¶elja az arbitr¶azs fogalmi tiszt¶az¶asa ¶es vizsg¶alata olyan esetek-
ben, amikor a piaci szerepl}oknek befektet¶esi lehet}os¶egek eg¶esz sokas¶aga ¶all
a rendelkez¶es¶ere. Ilyenkor a kock¶azat m¶ers¶ekelhet}o az¶altal, hogy t}ok¶ejÄuket
sz¶amos kÄulÄonbÄoz}o term¶ekbe fektetik. Mindazon¶altal tov¶abbra sem ¶allhatnak
fenn tart¶osan arbitr¶azslehet}os¶egek.

Nagy piac alatt teh¶at azt ¶ertjÄuk, hogy nagyon sok term¶ekkel lehet keres-
kedni. P¶elda erre a glob¶alis vil¶aggazdas¶ag, de nagy piacnak tekinthetjÄuk pl.
az EgyesÄult ¶Allamokban forgalomban l¶ev}o kÄulÄonbÄoz}o lej¶arat¶u ¶es kibocs¶at¶oj¶u
kÄotv¶enyek Äoszszess¶eg¶et is.

A matematikai modellben ez¶ert ugyan¶ugy indokolt megsz¶aml¶alhat¶oan
v¶egtelen sok term¶ek szerepeltet¶ese, mint ahogyan a statisztik¶aban is meg-
¯gyel¶esek v¶egtelen sorozat¶ara vonatkoz¶o aszimptotikus eredm¶enyekkel dolgo-
zunk nagy mint¶ak eset¶en.

A cikkÄunk 2. szakasz¶aban bemutatott piacmodellt S. A. Ross [23] ¶uttÄor}o
munk¶aja ¶ota szok¶as vizsg¶alni. A minket foglalkoztat¶o alapvet}o k¶erd¶esek:
Hogyan c¶elszer}u de¯ni¶alni az arbitr¶azs fogalm¶at? Milyen felt¶eteleket kell tel-
jes¶³teniÄuk a modellparam¶etereknek, hogy ne l¶ephessen fel arbitr¶azs? Hogyan
¶arazzunk sz¶armaz¶ekos term¶ekeket egy nagy piacon?

Az ut¶obbi m¶asf¶el ¶evtized p¶enzÄugyi matematikai eredm¶enyei megmutatt¶ak,
milyen szoros az ÄosszefÄugg¶es a derivat¶³v term¶ekek ¶araz¶asa, illetve a piac ar-
bitr¶azsmentess¶ege kÄozÄott, l¶asd a 3. szakaszt. A 4. szakaszban r¶amutatunk,
hogyan kapcsol¶odik az arbitr¶azs korszer}u elm¶elete a kor¶abbi line¶aris ¶araz¶asi
m¶odszerekhez; ez ut¶obbiakr¶ol a jelen szakasz h¶atral¶ev}o r¶esz¶eben ejtÄunk sz¶ot.
Az 5. szakaszban potenci¶alis jÄov}obeli kutat¶asi ir¶anyokra utalunk.

Az elm¶eleti kÄozgazdas¶agtan egyik hagyom¶anyos megkÄozel¶³t¶ese az ¶araz¶asi
probl¶em¶ahoz a CAPM (\Capital Asset Pricing Model"), mely szerint egyen-
s¶ulyban l¶ev}o piacon az egyes term¶ekek v¶arhat¶o hozama line¶arisan fÄugg a

1A szerz}o kÄoszÄonetet mond az OTKA T 047193 ¶es F 049094 szerz}od¶esek alapj¶an kapott
t¶amogat¶as¶ert. Be¶erkezett: 2004. augusztus 29. e-mail: rasonyi@sztaki.hu.
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term¶ek \b¶et¶aj¶at¶ol". Ez a ¯ az adott term¶ek ¶es a piaci portf¶oli¶o (mikor az eg¶esz
piacot egyetlen portf¶oli¶onak tekintjÄuk) kÄozÄotti korrel¶aci¶o egy m¶er}osz¶ama, l¶asd
a m¶asodik szakaszban bemutatott modellt.

A CAPM elm¶elet J. Lintner [19], W. Sharpe [25] ¶es J. Mossin [20] nev¶ehez
f}uz}odik; a [8] kÄonyv alapos bevezet¶est ny¶ujt ebbe a t¶argykÄorbe. B¶armennyire
cs¶ab¶³t¶o egy ilyen line¶aris ÄosszefÄugg¶es megl¶ete, ez nem bizonyult mindig a
tapasztalattal egybev¶ag¶onak, s az elm¶elet bizonyos el}ofeltev¶esei (norm¶alis
eloszl¶as¶u hozamok, kvadratikus hasznoss¶agi fÄuggv¶eny) is megk¶erd}ojelezhet}oek.

S. A. Ross [23] cikk¶eben mer}oben ¶uj kiindul¶opontokb¶ol jutott el ha-
sonl¶o kÄovetkeztet¶esekhez: ha kell}oen sok term¶ek van a piacon ¶es nincsenek
arbitr¶azslehet}os¶egek, akkor a CAPM ¶altal j¶osolt line¶aris fÄugg¶es kÄozel¶³t}oleg
fenn¶all. Ez ut¶obbi elm¶eletet \Arbitrage Pricing Theory" (APT) n¶even tartj¶ak
sz¶amon.

2 Az APT modell

RÄoviden ismertetjÄuk Ross APT modellj¶enek egy egyszer}u eset¶et, n¶emileg
m¶odos¶³tva, l¶asd [22]-t r¶eszletesebb t¶argyal¶as¶ert.

Megsz¶aml¶alhat¶oan v¶egtelen sok term¶eket tekintÄunk. FeltesszÄuk, hogy
mindegyik term¶ek egys¶egnyi mennyis¶ege $1-ba kerÄul ma. Legyen az n-edik
term¶ek ¶ara Rn egy adott T jÄov}obeli id}opontban, n 2 IN .

Legyen tov¶abb¶a R0 = 1 + r konstans (azaz l¶etezzen kock¶azatmentes be-
fektet¶es), Rn; n ¸ 1 pedig val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok. T¶etelezzÄuk fel, hogy a
piacot alapvet}oen egy v¶eletlen forr¶as (faktor) hat¶arozza meg, ehhez persze
m¶eg hozz¶ajÄonnek az egyes term¶ekek saj¶at kock¶azatai. V¶eges sok kÄozÄos faktor
esete is hasonl¶oan t¶argyalhat¶o.

A matematikai modellben egy (­;F ; P ) val¶osz¶³n}us¶egi mez}ot veszÄunk; a
kÄozÄos faktort az "1 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o testes¶³ti meg, a term¶ekek egyedi
kock¶azatait pedig "i; i ¸ 2 ¶³rj¶ak le, legyenek ezek (teljesen) fÄuggetlenek.
FeltesszÄuk, hogy az els}o term¶ek ¶ara, R1, kiz¶ar¶olag a kÄozÄos kock¶azati t¶enyez}ot}ol
fÄugg. M¶ask¶eppen fogalmazva, feltesszÄuk, hogy e kÄozÄos faktor maga is adhat¶o-
vehet}o. Ez p¶eld¶aul fenn¶all akkor, ha valamely t}ozsdeindexet vagy a fentebb
m¶ar eml¶³tett piaci portf¶oli¶ot tekintjÄuk. A kock¶azati t¶enyez}okt}ol val¶o fÄugg¶est
line¶arisnak vesszÄuk.

A kÄovetkez}o form¶alis modellhez jutunk:

R1 = 1 + ¹1 + ¾1"1; Rn = 1 + ¹n + ¯n"1 + ¾n"n; n ¸ 2;

ahol a ¹n; ¯n; ¾n konstansok ¶es feltesszÄuk, hogy E"n = 0; E"2
n = 1; n 2 IN .

Ekkor ¹n ¶eppen ERn¡1-el, az n-edik term¶ek v¶arhat¶o hozam¶aval egyezik meg.
TeljesÄuljÄon m¶eg, hogy a term¶ekek saj¶at kock¶azat¶at kifejez}o sz¶or¶as korl¶atos:

sup
i

j¾ij < 1;

azaz egy term¶ek saj¶at kock¶azata nem szÄokhet az ¶egig.
Egy adott befektet}o egyszerre v¶eges sok (mondjuk k) term¶ekkel keresked-

het, de ez a k b¶armilyen nagy lehet. Tetsz}olegesen eldÄontheti b¶armely 1 · i ·
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k-re, hogy az i-edik term¶ekb}ol mennyit v¶as¶arol, jelÄolje ezt a mennyis¶eget Ái;
ez b¶armilyen el}ojel}u lehet (vagyis fedezetlenÄul is eladhatunk). Ha kezd}ot}ok¶eje
c, a kock¶azatmentes befektet¶es Á0 mennyis¶eg¶et ¶ugy kell megv¶alasztani, hogy

kX

i=0

Ái = c (1)

teljesÄuljÄon, ezt Äon¯nansz¶³roz¶asi felt¶etelnek nevezzÄuk.
A Á portf¶oli¶o ¶ert¶eknÄoveked¶ese a T id}opontig

V (Á) :=
kX

i=0

ÁiRi ¡ c =
kX

i=0

Ái(Ri ¡ 1) :

1. de¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy a piacon aszimptotikus arbitr¶azs van jelen,
ha c = 0 ¶es l¶etezik term¶eszetes sz¶amok olyan nk; k 2 IN nÄov}o sorozata ¶es
olyan Ánk

Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶ok az nk term¶eket tartalmaz¶o piacon, hogy

EV (Ánk
) ! C > 0; D2(V (Ánk

)) ! 0; k ! 1 :

Vagyis akkor besz¶elÄunk aszimptotikus arbitr¶azsr¶ol, ha 0 kezd}ot}ok¶eb}ol egy-
re nagyobb piacokon kereskedve a befektet}onek m¶odja ny¶³lik pozit¶³v ¶atlagos
hozamot produk¶alnia s egyszersmind kock¶azat¶at tetsz}olegesen kicsire csÄok-
kentenie. A kock¶azatot jelen esetben a sz¶or¶assal m¶erjÄuk.

A gyakorlatban egy ilyen arbitr¶azslehet}os¶eg jelenl¶ete azt jelenti, hogy ele-
gend}oen sok term¶ekb}ol m¶ar Äossze¶all¶³that¶o pozit¶³v hozam¶u portf¶oli¶o, melynek
sz¶or¶asa kisebb egy ¶altalunk megadott (tetsz}olegesen kicsiny) kÄuszÄobn¶el. Ilyen
portf¶oli¶o konkr¶etan is megadhat¶o, l¶asd [9]-et vagy [10] 5. szakasz¶at.

Az APT alapt¶etele a kÄovetkez}o:

1. t¶etel. Ha nincsenek aszimptotikus arbitr¶azslehet}os¶egek, akkor l¶etezik olyan
° 2 IR, hogy

1X

i=1

(¹i ¡ r ¡ ¯i°)2 < 1 : (2)

Megmutathat¶o, hogy a ° konstans ¶eppen (¹1 ¡ r)=¾1-gyel egyenl}o.

A t¶etel l¶enyege, hogy arbitr¶azsmentes piacon ¹i ¡ r (az ¶atlagos hozamok
kock¶azatos r¶esze) nagy i-re kÄorÄulbelÄul line¶arisan fÄugg az adott i-edik term¶ek
\bet¶aj¶at¶ol". Az elt¶er¶es gyorsan 0-hoz tart (m¶eg az elt¶er¶esek n¶egyzetÄosszege is
v¶eges), teh¶at a CAPM alapÄosszefÄugg¶es¶enek (¹i = r + ¯i°) egy aszimptotikus
v¶altozat¶at kapjuk. L¶athat¶oan ¯i¾1 ¶eppen cov (Ri; R1)-gyel egyenl}o, teh¶at ¯i

egy korrel¶aci¶o jelleg}u mennyis¶eg.
Ez az eredm¶eny el}oszÄor S. A. Ross [23] cikk¶eben jelent meg. G. Huberman

[9] dolgozat¶aban vil¶agos ¶es matematikailag kifog¶astalan levezet¶est adott, l¶asd
¶ugyszint¶en a [10] ¶attekint¶est. A ° konstans ¶ert¶eke ugyanaz, mint a CAPM
alaprel¶aci¶oj¶aban, de az APT eset¶eben ezt csak az [1] cikkben mutatta meg
A. Admati ¶es P. P°eiderer.
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A modell tÄobb szempontb¶ol kifog¶asolhat¶o: az "i v¶eletlen mennyis¶egeknek
kell, hogy l¶etezzen a m¶asodik momentuma, holott a hozamok modellez¶es¶en¶el
sokszor vastag fark¶u, pl. stabil eloszl¶asokat is haszn¶alnak, l¶asd [24, 6] ¶es az
ut¶obbiban szerepl}o hivatkoz¶asokat. Egy m¶asik gyenge pont a sz¶or¶as, mint
kock¶azati m¶er}osz¶am haszn¶alata: ez az ¶atlagt¶ol felfel¶e val¶o elt¶er¶est ugyan-
¶ugy veszi ¯gyelembe, mint a lefel¶e val¶o elt¶er¶est, noha nyilv¶an nem mindegy,
hogy az ¶atlagosn¶al tÄobbet vagy kevesebbet jÄovedelmez az adott ¶ert¶ekpap¶³r.
A 4. szakaszban l¶atni fogjuk, hogyan kÄuszÄobÄoli ki az ¶ujabb elm¶elet ezeket a
fogyat¶ekoss¶agokat.

3 Kock¶azatsemleges ¶araz¶as

Az arbitr¶azsmentes piacok vizsg¶alata m¶as okb¶ol is az ¶erdekl}od¶es homlok-
ter¶ebe kerÄult. F. Black ¶es M. Scholes [2] cikkÄukben az opci¶ok olyan ¶araz¶asi
m¶odszer¶et javasolt¶ak, melyben ¶un. kock¶azatsemleges ¶araz¶o funkcion¶alok jut-
nak szerephez.

Ezek a leggyakrabban alkalmazott modellekben olyan val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶e-
keknek felelnek meg, melyekre n¶ezve az ¶arfolyamatok ¶un. marting¶alok. Az
ilyeneket rÄoviden marting¶alm¶ert¶eknek nevezzÄuk.

R¶eg¶ota ismert, hogy ha egy szerencsej¶at¶ekban a j¶at¶ekos Äosszes nyeres¶ege
(vagy vesztes¶ege) a t id}opontig Mt, ¶es az Mt folyamat marting¶alt alkot, akkor
nem lehets¶eges biztos nyeres¶eghez jutnia. A modern p¶enzÄugyi matematika
egyik legfontosabb ¶eszrev¶etele a fenti meg¯gyel¶es megford¶³t¶asa, azaz

Metat¶etel. Ha nincs kock¶azat n¶elkÄuli haszon (arbitr¶azs), akkor van
olyan, az objekt¶³v val¶osz¶³n}us¶eggel ekvivalens val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek, melyre
n¶ezve a piacon l¶ev}o term¶ekek diszkont¶alt ¶arfolyamatai marting¶alok.

Ezt a kijelent¶est a ,,Sz¶armaz¶ekos term¶ekek ¶araz¶as¶anak alapt¶etele"-k¶ent
szok¶as emlegetni; val¶oj¶aban ink¶abb egy ¶altal¶anos alapelvr}ol van sz¶o, melyet
azonban a konkr¶et modelloszt¶alyokban mindig igazolni kell. El}oszÄor olyan
modelleket vizsg¶altak, ahol a keresked¶es diszkr¶et id}opillanatokban tÄort¶enik;
a metat¶etelt [7]-ben mutatt¶ak meg v¶eges val¶osz¶³n}us¶egi mez}o eset¶ere, majd [3]-
ban az ¶altal¶anos esetre. Ez a kiterjeszt¶es m¶ar m¶elyebb matematik¶at ig¶enyelt,
[13]-ban egyszer}u bizony¶³t¶as tal¶alhat¶o erre a sz¶ep eredm¶enyre.

A tov¶abbi fejlem¶enyek a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶as ¶es a funkcion¶alanal¶³zis egyre
nehezebb fejezeteit haszn¶alt¶ak. SzÄuks¶egess¶e v¶alt az arbitr¶azs fogalm¶anak
kib}ov¶³t¶ese: folytonos id}oparam¶eter}u modellekben (azaz ahol a keresked¶es
folytonosan tÄort¶enik) ahhoz, hogy marting¶alm¶ert¶ekeket kaphassunk, fel kell
tenni, hogy m¶eg befektet¶esek limeszek¶ent sem lehets¶eges arbitr¶azshoz jutni.
Ev¶egett az 1. de¯n¶³ci¶oban bemutatott aszimptotikus arbitr¶azshoz hasonl¶o fo-
galmak szÄulettek, melyekben kÄulÄonf¶ele m¶odokon kell hat¶ar¶ert¶eket venni (pl.
sztochasztikusan vagy 1 val¶osz¶³n}us¶eggel). A 4. szakaszban konkr¶et p¶eld¶at is
mutatunk erre. A terjedelmes irodalomb¶ol most csak a [5, 18] cikkekre ¶es
[10]-re utalunk.

N¶ezzÄuk meg most, mit ¶ertÄunk marting¶alm¶ert¶eken az APT modellben!
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2. de¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy a Q val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek marting¶alm¶ert¶ek
az APT modellben, ha minden n 2 IN eset¶en

EQRn = 1 + r;

azaz e m¶ert¶ek szerint minden term¶ek ¶atlagos hozama megegyezik a kock¶azat-
mentes hozammal.

4 A k¶et elm¶elet Äosszefon¶od¶asa

Els}ok¶ent a [11] dolgozat vizsg¶alta nagy piacokon az arbitr¶azsmentess¶eg ¶es a
marting¶alm¶ert¶ekek kapcsolat¶at. Ezt [16], [17], [12], [14], [15], [4] kÄovett¶ek.
J¶o ¶attekint¶est ad e t¶em¶ar¶ol a [10] tanulm¶any.

P¶eldak¶eppen a [15] cikk egy aszimptotikus arbitr¶azsfogalm¶at ragadjuk ki:

3. de¯n¶³ci¶o Azt mondjuk, hogy az NFLBR felt¶etel (\no free lunch with
bounded risk") teljesÄul, ha a c = 0 a kiindul¶asi t}oke eset¶en nincsen olyan
nk; k 2 IN nÄov}o sorozat ¶es Ánk

Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶ok az nk term¶eket
tartalmaz¶o piacon, hogy

V (Ánk
)

st! V ,
van olyan A > 0, hogy minden k-ra, V (Ánk

) ¸ ¡A,
V ¸ 0 ¶es P (V > 0) > 0.

Itt Xn
st! X azt jelenti, hogy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok egy Xn sorozata

sztochasztikusan tart az X-hez.
A m¶asodik felt¶etel azt jelenti, hogy az arbitr¶azsÄugyletek sor¶an nem lehet

korl¶atlan hitelt felvenni, ez meglehet}osen term¶eszetes felt¶etelez¶es.
L¶athat¶o e de¯n¶³ci¶o sz¶amos el}onye: m¶ar nem kÄoveteljÄuk meg, hogy az ¶arfo-

lyamat m¶asodik momentuma l¶etezzen, ¶es szak¶³tunk a sz¶or¶as mint kock¶azati
m¶ert¶ek haszn¶alat¶aval.

Az elm¶elet tipikus t¶etelei a kÄovetkez}o m¶odon festenek (a z¶ar¶ojeles p¶elda
mindig a [15] cikkre vonatkozik): ha nincs aszimptotikus arbitr¶azs (pl. NFLBR
igaz) ¶arfolyamatok egy adott oszt¶aly¶aban (pl. folytonos trajekt¶ori¶aj¶u folya-
matok), akkor l¶eteznek j¶o tulajdons¶agokkal b¶³r¶o kock¶azatsemleges ¶araz¶o funk-
cion¶alok (pl. a piac minden v¶eges szegmens¶en l¶etezik marting¶alm¶ert¶ek, ¶es
ezek sorozata ,,sz¶epen viselkedik").

Sajnos, az ismert eredm¶enyek j¶o r¶esze csak meglehet}osen komplik¶alt ¶es ne-
hezen megragadhat¶o m¶odon szolg¶altat kock¶azatsemleges ¶araz¶o funkcion¶alokat:
az el}oz}o bekezd¶es p¶eld¶aj¶aban mindÄossze ilyenek egy sorozat¶at kapjuk. Fontos
volna felt¶eteleket tal¶alni a 2. de¯n¶³ci¶oban szerepl}o marting¶alm¶ert¶ek l¶etez¶es¶ere.

Ez a [21] ¶es [22] kÄozlem¶enyek kiindul¶opontja. E k¶et cikk (mint kor¶abban
[12] is) a 2. szakaszbeli APT modellt vizsg¶alja. [21] szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges
felt¶etelt ad marting¶alm¶ert¶ekek l¶etez¶es¶ere egy bizonyos er}os ¶ertelemben, ez
a krit¶erium alkalmazhat¶o olyan modellekben is, ahol a hozamokat stabil
eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okkal ¶³rj¶ak le, mint p¶eld¶aul [6]-ban. A [22] cikk
a klasszikus APT-ben ad felt¶etelt kock¶azatsemleges ¶araz¶o m¶ert¶ek l¶etez¶es¶ere:
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2. t¶etel. Bizonyos technikai felt¶etelek megl¶ete eset¶en ha nincs aszimptotikus
arbitr¶azs az 1. de¯n¶³ci¶o ¶ertelm¶eben, akkor l¶etezik Q marting¶alm¶ert¶ek (a 2. de-
¯n¶³ci¶o szerinti ¶ertelemben).

5 Nyitott k¶erd¶esek

Tov¶abbra sem ismeretesek pontos, ¶altal¶anos felt¶etelek arra n¶ezve, hogy egy
nagy piacon l¶etezz¶ek marting¶alm¶ert¶ek. M¶asik, a gyakorlat szempontj¶ab¶ol
l¶enyeges probl¶ema: tal¶aljunk a (2)-hÄoz hasonl¶o rel¶aci¶okat, melyeknek egy
arbitr¶azsmentes piacon teljesÄulniÄuk kell. Az ilyen ÄosszefÄugg¶eseket arbitr¶azs
kimutat¶as¶ara lehetne haszn¶alni pl. kÄotv¶enypiacok eset¶eben.
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ARBITRAGE IN LARGE FINANCIAL MARKETS

We present an overview of recent results in the arbitrage theory of ¯nancial market
models with an in¯nite sequence of assets. We analyze the relationship between ab-
sence of arbitrage and the existence of martingale measures focusing on the classical
Arbitrage Pricing Theory.



130 R¶asonyi Mikl¶os



Szigma, XXXV. (2004) 3-4. 131

ARBITR¶AZSLEHET}OS¶EGEK VIZSG¶ALATA A MAGYAR
¶ALLAMPAP¶³RPIACON1

MAKARA TAM¶AS
Budapesti Corvinus Egyetem Befektet¶esek Tansz¶ek

A dolgozat k¶et, az ¶allampap¶³rpiachoz kapcsol¶od¶o probl¶em¶at mutat be, me-
lyeket line¶aris programoz¶assal oldhatunk meg. A dolgozat egyik r¶esze azt
mutatja be, hogy hogyan lehet az arbitr¶azslehet}os¶egeket felismerni, majd azt
vizsg¶alja, hogy az ¶Allamad¶oss¶ag Kezel}o KÄozpont ¶altal meg¯gyelt v¶eteli ¶es
elad¶asi ¶arfolyamjegyz¶esek alapj¶an voltak-e arbitr¶azslehet}os¶egek a magyar ¶al-
lampap¶³rpiacon az elm¶ult k¶et ¶evben. A m¶asik r¶esz azt t¶argyalja, hogy hogyan
lehet a kock¶azatmentes p¶enz¶araml¶asokat ¶ert¶ekelni a tranzakci¶os kÄolts¶egek ¯-
gyelembev¶etel¶evel az arbitr¶azsmentess¶eg elve alapj¶an.2

Kulcsszavak: ¶allampap¶³rpiac, arbitr¶azs, replik¶aci¶o, ¶araz¶as tranzakci¶os kÄolts¶e-
gek mellett.

1 Bevezet¶es

Egy ¶ert¶ekpap¶³rpiacon statikus arbitr¶azsra van lehet}os¶eg, ha a befektet}oknek
lehet}os¶egÄuk van olyan tranzakci¶okat v¶egezni, amelyek ered}ojek¶ent a befek-
tet}onek sem a jelenben, sem egyetlen jÄov}obeli lehets¶eges vil¶ag¶allapotban nem
keletkezik kiad¶asa, ¶es legal¶abb egy vil¶ag¶allapotban (ak¶ar a jelenben, ak¶ar egy
lehets¶eges jÄov}obeli vil¶ag¶allapotban) bev¶etele keletkezik. (Az arbitr¶azsmentes
¶araz¶assal kapcsolatos fogalmakat ¶es t¶eteleket l¶asd pl. Medvegyev (2002).)
Ebben a cikkben az arbitr¶azslehet}os¶eget az ¶allampap¶³rpiac saj¶atoss¶agait ¯-
gyelembe v¶eve kicsit elt¶er}oen hat¶arozzuk meg. Az arbitr¶azslehet}os¶egek fel-
ismer¶es¶ehez line¶aris programoz¶asi feladatokat oldunk meg. A line¶aris prog-
ramoz¶as alkalmaz¶asa az ¶allampap¶³rpiachoz kapcsol¶od¶o szakirodalomban nem
¶uj, l¶asd p¶eld¶aul Hodges ¶es Schaefer (1977), Ronn (1987) ¶es Jaschke (1998)
cikkeit. E cikk fogalomhaszn¶alata nagyj¶ab¶ol megfelel Jaschke megkÄozel¶³t¶es¶e-
nek.

A cikk fel¶ep¶³t¶ese a kÄovetkez}o: a 2. pontban mutatjuk be a cikkben al-
kalmazott arbitr¶azsfogalmat ¶es az arbitr¶azslehet}os¶egek felismer¶es¶ehez meg-
oldand¶o line¶aris programoz¶asi feladatokat. A 3. pontban ismertetjÄuk azt
az empirikus vizsg¶alatot, amelynek sor¶an az ¶Allamad¶oss¶ag Kezel}o KÄozpont
¶altal rÄogz¶³tett ¶arfolyamjegyz¶esek alapj¶an azt vizsg¶aljuk, hogy vannak-e ar-
bitr¶azslehet}os¶egek a magyar ¶allampap¶³rpiacon. A 4. pontban azt mutatjuk

1Be¶erkezett: 2004. okt¶ober 3. e-mail: t.makara@alarmix.net.
2KÄoszÄonettel tartozom a cikk els}o v¶altozat¶ahoz f}uzÄott ¶ert¶ekes megjegyz¶eseik¶ert

Berlinger Edin¶anak, Michaletzky M¶artonnak, M¶oricz D¶anielnek ¶es Petrim¶an Zit¶anak.



132 Makara Tam¶as

be, hogy hogyan befoly¶asolja a kock¶azatmentes p¶enz¶araml¶asok ¶araz¶as¶at a
tranzakci¶os kÄolts¶egek megl¶ete.

A cikk fogalomhaszn¶alata ¶es m¶odszertani megkÄozel¶³t¶esm¶odja nem ¶uj, azon-
ban a 3. pont empirikus eredm¶enyei azok.

2 Az arbitr¶azsfeladat

Adott n darab ¯x kamatoz¶as¶u ¶allampap¶³r (vagy rÄovidebben: kÄotv¶eny) ¶es a
t1, t2, . . ., tm jÄov}obeli id}opontok (0 < t1 < t2 < . . . < tm), amikor legal¶abb
egy kÄotv¶eny tulajdonosai kamatra vagy tÄorleszt¶esre jogosultak. Az i-edik
kÄotv¶eny p¶enz¶araml¶asa a j-edik jÄov}obeli id}opontban Cij , amir}ol felt¶etelezzÄuk,
hogy kock¶azatmentes, azaz minden kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott ki¯zet¶esre kerÄul. Az
i-edik kÄotv¶eny v¶eteli ¶arfolyama pb

i (ezen az ¶aron adhatj¶ak el a befektet}ok
a pap¶³rt az ¶arjegyz}onek), elad¶asi ¶arfolyama pa

i (ezen az ¶aron v¶as¶arolhat¶o
meg a pap¶³r az ¶arjegyz}ot}ol), pb

i · pa
i . A befektet}o az i-edik kÄotv¶enyb}ol

xa
i ¸ 0 mennyis¶eget v¶as¶arol ¶es xb

i ¸ 0 mennyis¶eget ad el (ez lehet fedezetlen
elad¶as, azaz short sale). FeltesszÄuk, hogy a kÄotv¶enyek korl¶atlanul oszthat¶ok,
teh¶at xa

i 2 IR ¶es xb
i 2 IR. A befektet}o v0 =

Pn
i=1(x

b
ip

b
i ¡ xa

i pa
i ) azon-

nali bev¶etelre tesz szert, p¶enz¶araml¶asa a j-edik jÄov}obeli id}opontban vj =Pn
i=1(x

a
i ¡ xb

i )Cij . A (pb;pa;C) ¶arakkal ¶es p¶enz¶araml¶asokkal jellemezhet}o
¶allampap¶³rpiacon akkor van statikus arbitr¶azslehet}os¶eg, ha l¶eteznek 0 ·
xb

1; x
b
2; . . . ; x

b
n ¶es 0 · xa

1; x
a
2; . . . ; x

a
n val¶os sz¶amok, amelyekre

v = (v0; v1; . . . ; vm)0 > 0 ;

ahol 0 a transzpon¶al¶as jele, az a > b rel¶aci¶o pedig ¶ugy ¶ertend}o, hogy a egyik
eleme sem kisebb, mint b megfelel}o eleme, ¶es a legal¶abb egy eleme nagyobb,
mint b megfelel}o eleme.

Az eddigiek sor¶an nem vettÄuk ¯gyelembe, hogy a befektet}onek lehet}os¶ege
van, ¶es a jÄov}oben is lehet}os¶ege lesz bet¶etben elhelyezni a p¶enz¶et, felt¶etelezhe-
t}oen pozit¶³v nomin¶alis kamatl¶ab mellett, ¶es ez¶ert az arbitr¶azslehet}os¶eg de¯-
n¶³ci¶oj¶at t¶ul szigor¶uan szabtuk meg. TegyÄuk fel p¶eld¶aul, hogy a befektet}onek
m¶odja lenne szert tenni a kÄovetkez}o p¶enz¶araml¶asra: v0 = 0, v1 = 1, v2 = ¡1,
vj = 0; (j = 3; . . . ; m). T¶agabb ¶ertelemben ez is arbitr¶azsnak tekinthet}o,
ugyanis a befektet}o a t1 id}opontbeli bev¶etel¶eb}ol biztosan tÄorleszteni tudja
majd a t2 id}opontban esed¶ekes kÄotelezetts¶eg¶et, ¶es mivel a t1 ¶es t2 kÄozÄotti
id}oszakra pozit¶³v kamatl¶ab mellett tudja befektetni a t1 id}opontbeli bev¶etelt,
a t2 id}opontban esed¶ekes kÄotelezetts¶eget meghalad¶o, szabadon elkÄolthet}o
jÄovedelemre tesz szert.

A tov¶abbiakban ez¶ert arbitr¶azslehet}os¶egen a kÄovetkez}o, t¶agabban de¯ni-
¶alt fogalmat ¶ertjÄuk: A (pb;pa;C) ¶arakkal ¶es p¶enz¶araml¶asokkal jellemezhet}o
¶allampap¶³rpiacon akkor van arbitr¶azslehet}os¶eg, ha l¶eteznek 0 · xb

1; x
b
2; . . . ; x

b
n

¶es 0 · xa
1; x

a
2; . . . ; x

a
n val¶os sz¶amok, amelyekre

k = (k0; k1; . . . ; km)0 > 0 ;

ahol kj =
Pj

s=0 vs a befektet}o kumul¶alt p¶enz¶araml¶asa a megfelel}o id}opontban.
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Hogy adott ¶allampap¶³rpiacon van-e arbitr¶azslehet}os¶eg, eldÄonthet}o a kÄo-
vetkez}o line¶aris programoz¶asi feladat megold¶as¶aval:

max
xa

i
;xb

i
;i2f1;2;...;ng

mX

j=0

kj (1)

a kÄovetkez}o korl¶atok mellett:

0 · xa
i ; i = 1; 2; . . . ; n ;

0 · xb
i ; i = 1; 2; . . . ; n ;

xa
i · 1 ; i = 1; 2; . . . ; n ; (2)

xb
i · 1 ; i = 1; 2; . . . ; n ; (3)

0 · kj ; j = 0; 1; . . . ;m :

A fenti feladatnak biztosan van megval¶os¶³that¶o megold¶asa, hisz megval¶os¶³tha-
t¶o megold¶as az, ha a befektet}o nem csin¶al semmit, azaz xb

i = xa
i = 0, i =

1; 2; . . . ; n. Mivel ebben az esetben a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke nulla, a c¶elfÄugg-
v¶eny ¶ert¶eke az optimumban nem lehet negat¶³v. Ha a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke az
optimumban pozit¶³v, akkor van arbitr¶azslehet}os¶eg. A (2) ¶es (3) felt¶etelek a
feladatot normaliz¶alj¶ak: azt biztos¶³tj¶ak, hogy a c¶elfÄuggv¶eny optim¶alis ¶ert¶eke
v¶eges legyen akkor is, ha van arbitr¶azslehet}os¶eg.

Az eddigiek sor¶an nem foglalkoztunk azokkal az esetleges tranzakci¶os
kÄolts¶egekkel, amelyek nem a v¶eteli ¶es az elad¶asi ¶arfolyam kÄulÄonbs¶eg¶eb}ol fakad-
nak (p¶eld¶aul felÄugyeleti, t}ozsdei d¶³jak, fedezetlen elad¶as eset¶en az ¶ert¶ekpap¶³r
kÄolcsÄonz¶es¶enek d¶³ja). Az ¶allampap¶³rpiacon ¶altal¶aban a tranzakci¶os kÄolts¶eget
dÄont}o m¶ert¶ekben a v¶eteli ¶es az elad¶asi ¶arfolyamok kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg jelenti, az
egy¶eb kÄolts¶egek ehhez k¶epest ¶altal¶aban eleny¶esz}oek (ez al¶ol kiv¶etelt jelenthet
az ¶ert¶ekpap¶³r kÄolcsÄonz¶esi d¶³ja). Az arbitr¶azslehet}os¶egek felismer¶ese szem-
pontj¶ab¶ol nem jelentenek probl¶em¶at az olyan kÄolts¶egek, amelyek line¶arisan
fÄuggnek az egyes ¶ert¶ekpap¶³rokb¶ol v¶as¶arolt, illetve eladott mennyis¶egekt}ol.
Ez esetben a pb

i v¶eteli ¶arfolyamokb¶ol le kell vonni az egys¶egnyi elad¶asra jut¶o
tranzakci¶os kÄolts¶eget, a pa

i elad¶asi ¶arfolyamokhoz pedig hozz¶a kell adni az
egys¶egnyi kÄotv¶enyv¶as¶arl¶asra jut¶o tranzakci¶os kÄolts¶eget, de tov¶abbra is az (1)
line¶aris programoz¶asi feladatot kell megoldanunk. Abban az esetben, ha a
kÄolts¶egek nemline¶arisan fÄuggnek a vett ¶es eladott ¶ert¶ekpap¶³r-mennyis¶egekt}ol,
akkor elvben nemline¶ariss¶a v¶alik a megoldand¶o feladat. Gyakran azonban
ez esetben is megold¶ast jelent a line¶aris programoz¶as: ha az (1) feladat
megold¶as¶aval nem tal¶alunk arbitr¶azslehet}os¶eget, akkor biztosak lehetÄunk ab-
ban, hogy nincs arbitr¶azslehet}os¶eg. Ha pedig az (1) feladat optimum¶aban a
c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke pozit¶³v, ¶es a megtal¶alt arbitr¶azslehet}os¶eg nyeres¶eg¶et nem
em¶esztik fel a feladatban ¯gyelembe nem vett tranzakci¶os kÄolts¶egek, akkor
tal¶altunk egy arbitr¶azslehet}os¶eget. Csak akkor kell a nemline¶aris programo-
z¶ashoz folyamodnunk, ha az (1) feladat optimum¶aban a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke
pozit¶³v, ¶es a megtal¶alt arbitr¶azslehet}os¶eg nyeres¶eg¶et felem¶esztik a feladatban
¯gyelembe nem vett tranzakci¶os kÄolts¶egek.
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3 Arbitr¶azslehet}os¶egek vizsg¶alata a magyar
¶allampap¶³rpiacon

A magyar ¶allampap¶³rpiacon speci¶alis jogokkal ¶es kÄotelezetts¶egekkel b¶³r¶o piaci
szerepl}ok, az els}odleges forgalmaz¶ok, kÄotelesek folyamatosan k¶etoldali (v¶eteli
¶es elad¶asi) ¶arat jegyezni az ¶allampap¶³rokra a t}ozsdei keresked¶esben. B¶ar az
¶allampap¶³rpiaci forgalom dÄont}o r¶esze a t}ozsd¶en k¶³vÄuli keresked¶esben bonyo-
l¶odik le, a t}ozsdei ¶arjegyz¶esnek az ¶allampap¶³rpiaci ¶arfolyamok megismer¶ese
szempontj¶ab¶ol kiemelt jelent}os¶ege van. A t}ozsd¶en k¶³vÄuli keresked¶esben ugyan-
is az ¶arjegyz¶es jellemz}oen k¶et f¶el kÄozÄotti, nem nyilv¶anos kommunik¶aci¶oban
tÄort¶enik, ¶³gy az els}odleges forgalmaz¶o ¶altal jegyzett v¶eteli ¶es elad¶asi ¶arak,
valamint a megkÄotÄott Äuzletek ¶arfolyamai a tÄobbi piaci szerepl}o sz¶am¶ara kÄoz-
vetlenÄul nem meg¯gyelhet}oek. A t}ozsdei keresked¶esi rendszerben megjelen}o
v¶eteli ¶es elad¶asi aj¶anlatok azonban nyilv¶anosak ¶es kÄotelez}o ¶erv¶eny}uek: az
els}odleges forgalmaz¶o az ¶altala jegyzett ¶aron kÄoteles Äuzletet kÄotni b¶armely, a
t}ozsde hitelpap¶³r-szekci¶oj¶aban keresked¶esi joggal b¶³r¶o t}ozsdetaggal.

A kÄotelez}o t}ozsdei ¶arjegyz¶esi id}oszakra az els}odleges forgalmaz¶ok sz¶am¶ara
el}o van ¶³rva, hogy minim¶alisan milyen mennyis¶egre kell ¶arat jegyezniÄuk,
¶es hogy legfeljebb mekkora lehet a kÄulÄonbs¶eg az ¶altaluk jegyzett v¶eteli ¶es
elad¶asi ¶arfolyamok kÄozÄott. Jelenleg a leglikvidebb, ¶ugynevezett referencia
¶allamkÄotv¶enyekre valamennyi els}odleges forgalmaz¶o kÄoteles folyamatosan ¶arat
jegyezni, minimum 200 milli¶o forint n¶ev¶ert¶ekre. A tÄobbi, t}ozsd¶ere bevezetett
¯x kamatoz¶as¶u ¶allamkÄotv¶eny ¶es diszkont kincst¶arjegy eset¶eben pedig h¶arom,
p¶aly¶azat, illetve sorsol¶as ¶utj¶an kiv¶alasztott els}odleges forgalmaz¶o kÄoteles ¶arat
jegyezni minimum 100 milli¶o forint n¶ev¶ert¶ekre. A v¶eteli ¶es elad¶asi ¶arfolyamok
kÄulÄonbs¶ege korl¶atozott: a v¶eteli ¶es az elad¶asi ¶arfolyamok alapj¶an kalkul¶alt
lej¶aratig sz¶am¶³tott hozamok (rÄoviden: v¶eteli ¶es elad¶asi hozamok) kÄulÄonbs¶ege
nem haladhatja meg az 50 b¶azispontot (1 b¶azispont = 0,01 sz¶azal¶ekpont).
A t}ozsd¶en k¶³vÄuli keresked¶esben az ¶arfolyamjegyz¶es jellemz}oen a fentiekn¶el
nagyobb mennyis¶egekre vonatkozik, a jegyzett v¶eteli ¶es elad¶asi hozamok
kÄulÄonbs¶ege pedig l¶enyegesen kisebb, jelenleg jellemz}oen 10-15 b¶azispont kÄorÄul
alakul.

Az ¶Allamad¶oss¶ag Kezel}o KÄozpont (¶AKK) naponta k¶etszer (egyszer d¶elel}ott
¶es egyszer d¶elut¶an), egy v¶eletlenszer}uen meghat¶arozott id}opontban rÄogz¶³ti a
t}ozsdei keresked¶esi rendszerbe bevitt, az ¶allampap¶³rokra sz¶ol¶o legmagasabb
v¶eteli ¶es legalacsonyabb elad¶asi aj¶anlatokat, ¶es ezeket nyilv¶anoss¶agra hozza.
2003. augusztus 29. el}ott pedig naponta egyszer rÄogz¶³tett¶ek a legjobb v¶eteli
¶es elad¶asi ¶arfolyamokat. Empirikus vizsg¶alatunk alapj¶at az ¶AKK ¶altal 2002.
j¶unius 13. ¶es 2004. ¶aprilis 27. kÄozÄott rÄogz¶³tett ¶arfolyamjegyz¶esek jelentik.
Ezek az adatok a majdnem k¶et ¶evet felÄolel}o id}oszak Äosszesen 470 keresked¶esi
napj¶ar¶ol rÄogz¶³tenek 629 pillanatk¶epet. Az (1) line¶aris programoz¶asi feladatok
megold¶as¶aval meg¶allap¶³thatjuk, hogy az adott pillanatban a t}ozsdei ¶arfolyam-
jegyz¶esek alapj¶an volt-e arbitr¶azslehet}os¶eg. A line¶aris programoz¶asi feladatok
m¶erete sz¶am¶³t¶astechnikai oldalr¶ol nem jelent probl¶em¶at: 2004. ¶aprilis v¶eg¶en
p¶eld¶aul a ¯gyelembe veend}o ¶allampap¶³rok sz¶ama n = 25, a ki¯zet¶esi d¶atumok
sz¶ama m = 77, ¶³gy 50 v¶altoz¶ot kell optimaliz¶alni 178 korl¶at mellett.
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Az arbitr¶azslehet}os¶egek vizsg¶alata a piac fejletts¶eg¶enek egyfajta tesztje:
j¶ol m}ukÄod}o piacon azt v¶arjuk, hogy tart¶osan nem ¶allnak fenn arbitr¶azsle-
het}os¶egek. Az ¶AKK ¶altal rÄogz¶³tett ¶arjegyz¶esek alapj¶an azt tapasztaltuk,
hogy a rÄogz¶³tett 629 id}opontb¶ol 625 esetben nem volt lehet}os¶eg arbitr¶azsra,
4 alkalommal viszont volt. Az, hogy ezekben az esetekben mekkora nye-
res¶eget lehetett volna el¶erni az arbitr¶azzsal, att¶ol fÄugg, milyen mennyis¶egre
sz¶oltak a v¶eteli, illetve elad¶asi aj¶anlatok. Az ¶AKK nem rÄogz¶³ti, hogy az
egyes v¶eteli ¶es elad¶asi aj¶anlatok milyen mennyis¶egre sz¶olnak, de ha abb¶ol
indulunk ki, hogy az els}odleges forgalmaz¶ok ¶altal¶aban az el}o¶³rt 100 MFt
n¶ev¶ert¶ek}u pap¶³rra jegyeznek ¶arat, akkor viszonylag pontosan meg tudjuk
becsÄulni az el¶erhet}o nyeres¶eget. Ez alapj¶an 2003. december 1-j¶en d¶elel}ott
kÄorÄulbelÄul 13 EFt azonnali nyeres¶eget lehetett el¶erni (an¶elkÄul, hogy a be-
fektet}onek jÄov}obeli kÄotelezetts¶ege keletkezett volna), 2003. december 8-¶an
d¶elel}ott 45 EFt-ot, 2003. december 9-¶en d¶elut¶an 9 EFt-ot, 2003. december 31-
¶en d¶elel}ott pedig megkÄozel¶³t}oleg 54 EFt-ot lehetett nyerni arbitr¶azzsal. (Az
el¶erhet}o nyeres¶egek meghat¶aroz¶as¶an¶al ¯gyelembe vettÄuk a szÄuks¶eges tranzak-
ci¶ok ut¶an ¯zetend}o felÄugyeleti ¶es t}ozsdei d¶³jakat is. Nem vettÄunk ¯gyelembe
¶ert¶ekpap¶³rkÄolcsÄonz¶esi d¶³jat: a sz¶am¶³tott nyeres¶eget csak olyan t}ozsdetagok
¶erhett¶ek volna el, akik rendelkeztek az eladand¶o ¶allampap¶³rral. Azt sem
vettÄuk ¯gyelembe, hogy a szÄuks¶eges tranzakci¶ok egy r¶esze az adott pillanat-
ban feltehet}oleg el}onyÄosebb ¶aron is megkÄothet}o lett volna a t}ozsd¶en k¶³vÄuli
keresked¶esben.) Ezek a nyeres¶egek nem t}unnek nagynak, ha arra gondol-
unk, hogy el¶er¶esÄukhÄoz minden esetben kÄorÄulbelÄul 200 milli¶o forint n¶ev¶ert¶ek}u
¶allampap¶³rt kellett volna megmozgatni; m¶egis, egy els}odleges ¶allampap¶³r-
forgalmaz¶ot¶ol p¶ar gombnyom¶asn¶al nem ig¶enyeltek volna nagyobb er}ofesz¶³t¶est,
ha rendelkezett az eladand¶o pap¶³rral.

ÄOsszess¶eg¶eben elmondhatjuk, hogy 4 arbitr¶azslehet}os¶eg a vizsg¶alt 629 al-
kalomb¶ol nem t}unik soknak, ¶es nem utal arra, hogy a magyar ¶allampap¶³rpiac
rosszul m}ukÄodne. A piac hat¶ekonys¶ag¶aval nem Äosszeegyezhetetlen, hogy
id}onk¶ent arbitr¶azsra ny¶³ljon lehet}os¶eg, csak az nem f¶er Äossze a hat¶ekony
piaci m}ukÄod¶essel, ha az arbitr¶azslehet}os¶eg tart¶osan fenn¶all. A vizsg¶alat
eredm¶eny¶enek ¶ert¶ekel¶es¶ehez azt is tudnunk kell, hogy nem z¶arhat¶o ki, hogy
az arbitr¶azslehet}os¶egeket a piac az¶ert nem szÄuntette meg, mert az adott
pillanatban valamelyik ¶allampap¶³rb¶ol hi¶any volt, azaz az els}odleges forgal-
maz¶ok egyik¶enek sem volt a portf¶oli¶oj¶aban tÄobb, mint amennyit az ¶arjegyz¶esi
kÄotelezetts¶eg ell¶at¶as¶ahoz minim¶alisan szÄuks¶egesnek tartott (ez esetben az ar-
bitr¶azslehet}os¶eg csak l¶atsz¶olagos, mert az eladand¶o ¶ert¶ekpap¶³r kÄolcsÄonz¶es¶enek
d¶³j¶at nem vettÄuk ¯gyelembe).

¶Erdekes kÄorÄulm¶eny, hogy mind a n¶egy arbitr¶azslehet}os¶eg ugyanarra a
h¶onapra, 2003 december¶ere esik. Ennek egy lehets¶eges magyar¶azata, hogy
ebben a 2003. november 28-i 300 b¶azispontos jegybanki kamatemel¶est kÄovet}o
id}oszakban az ¶allampap¶³rpiaci ¶arfolyammozg¶asok a szok¶asosn¶al sokkal na-
gyobbak ¶es gyorsabbak voltak, ¶es a t}ozsd¶en k¶³vÄuli keresked¶esben a szokottn¶al
nagyobb ¶arfolyamkÄulÄonbs¶eggel jegyezt¶ek a v¶eteli ¶es elad¶asi ¶arfolyamokat.
Ilyen kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott az els}odleges forgalmaz¶oknak a szok¶asosn¶al l¶enyege-
sen gyakrabban kell m¶odos¶³taniuk t}ozsdei ¶arfolyamjegyz¶eseiket (norm¶al piaci
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kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott erre csak ritk¶an van szÄuks¶eg), ¶es amennyiben egy ¶arjegy-
z}o elmulasztja id}oben friss¶³teni aj¶anlatait, arbitr¶azslehet}os¶eg keletkezhet.

4 P¶enz¶araml¶asok ¶ert¶ekel¶ese tranzakci¶os kÄolt-
s¶egek mellett

TekintsÄuk a kÄovetkez}o, az 1. pontban ismertetett arbitr¶azsfeladathoz szorosan
kapcsol¶od¶o probl¶em¶at! IsmerjÄuk az ¶allampap¶³rpiacon forg¶o kÄotv¶enyek p¶enz-
¶araml¶asait ¶es ¶arfolyamait, ¶es adott egy z = (z1; z2; . . . ; zm)0 kock¶azatmentes
p¶enz¶araml¶as, z 2 IRm, ahol zj azt az Äosszeget jelÄoli, amelyet a p¶enz¶araml¶as
jogosultja a tj id}opontban kap. Mennyit ¶er ma ez a p¶enz¶araml¶as, illetve mi
az az ¶ert¶ek, amin¶el tÄobbet semmik¶eppen nem ¶erdemes ¯zetni ¶erte, ¶es mi az
az ¶ert¶ek, amin¶el kevesebb¶ert semmik¶eppen nem ¶erdemes eladni?

Miel}ott a fenti k¶erd¶esekre v¶alaszoln¶ank, rÄoviden ¶attekintjÄuk, hogy hogyan
¶arazhat¶o egy kock¶azatmentes p¶enz¶araml¶as, ha tÄok¶eletes a piac, ¶es nincsenek
tranzakci¶os kÄolts¶egek. Az 1. pontban felt¶etelezettek szerint legyenek ismertek
n kÄotv¶eny p¶enz¶araml¶asai a t1; t2; . . . ; tm id}opontokban, ¶es legyenek ismertek a
kÄotv¶enyek ¶arfolyamai is. Mivel nincsenek tranzakci¶os kÄolts¶egek, a kÄotv¶enyek
v¶eteli ¶es elad¶asi ¶arfolyamai megegyeznek: pi = pb

i = pa
i , i = 1; 2; . . . ; n.

Megmutathat¶o (l¶asd pl. Medvegyev [2002]), hogy ha nincs lehet}os¶eg statikus
arbitr¶azsra, akkor l¶eteznek d1; d2; . . . ; dm 2 IR pozit¶³v diszkontt¶enyez}ok, ame-
lyekre

pi =
mX

j=1

Cijdj ; i = 1; 2; . . . ; n ;

tov¶abb¶a, ha a z p¶enz¶araml¶as ¶arfolyama, z0 elt¶erne a

mX

j=1

zjdj

jelen¶ert¶ekt}ol, akkor arbitr¶azsra lenne lehet}os¶eg. (MegjegyezzÄuk, hogy a disz-
kontt¶enyez}ok csak teljes piacon egy¶ertelm}uen meghat¶arozottak.)

Ez az egyszer}u, tankÄonyvi jelen¶ert¶eksz¶am¶³t¶as sajnos a gyakorlatban nem
m}ukÄodik, hiszen a val¶os¶agban az ¶allampap¶³rok v¶eteli ¶es elad¶asi ¶arfolyamai
elt¶ernek. T¶erjÄunk vissza az 1. pontban ismertetett modellhez ¶es jelÄol¶esekhez,
¶es tegyÄuk fel ism¶et, hogy a kÄotv¶enyek elad¶asi ¶arfolyamai meghaladhatj¶ak a
v¶eteli ¶arfolyamokat. TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy az ¶allampap¶³rok j¶ol ¶arazottak
abban az ¶ertelemben, hogy az ¶allampap¶³rpiacon nincs lehet}os¶eg arbitr¶azsra.
JelÄolje zb

0 a z p¶enz¶araml¶as v¶eteli ¶arfolyam¶at, za
0 pedig az elad¶asi ¶arfolyam¶at.

K¶erd¶esÄunk a kÄovetkez}o: milyen felt¶eteleknek kell teljesÄulniÄuk a zb
0 ¶es za

0

¶arfolyamokra, hogy ne legyen lehet}os¶eg arbitr¶azsra?
Ahhoz, hogy ne legyen lehet}os¶eg arbitr¶azsra, szÄuks¶eges, hogy Äonmag¶aban

a z p¶enz¶araml¶as ad¶asv¶etel¶evel ne lehessen arbitr¶azsportf¶oli¶ot el}o¶all¶³tani. Je-
lÄolje · = (·1; ·2; . . . ; ·m)0 a z p¶enz¶araml¶ashoz tartoz¶o kumul¶alt jÄov}obeli

p¶enz¶araml¶ast, ahol ·j =
Pj

s=1 zs. A z p¶enz¶araml¶as zb
0 Äosszeg¶ert tÄort¶en}o
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elad¶as¶ahoz tartoz¶o kumul¶alt p¶enz¶araml¶as a jelenbeli p¶enz¶araml¶as ¯gyelem-
bev¶etel¶evel:

(zb
0; z

b
0 ¡ ·1; z

b
0 ¡ ·2; . . . ; z

b
0 ¡ ·m) :

Ha ez nem jelent arbitr¶azslehet}os¶eget, akkor zb
0 fels}o korl¶atja a

½+(z) = sup
©
zb
0 j (zb

0; z
b
0 ¡ ·1; z

b
0 ¡ ·2; . . . ; z

b
0 ¡ ·m)0 6> 0

ª
=

= maxf0; ·1; ·2; . . . ; ·mg
¶ert¶ek. Hasonl¶ok¶eppen, mivel z p¶enz¶araml¶as megv¶as¶arl¶as¶ahoz tartoz¶o ku-
mul¶alt p¶enz¶araml¶as a jelenbeli p¶enz¶araml¶as ¯gyelembev¶etel¶evel

(¡za
0 ; ·1 ¡ za

0 ; ·2 ¡ za
0 ; . . . ; ·m ¡ za

0 ) ;

za
0 als¶o korl¶atja:

½¡(z) = inf fza
0 j (¡za

0 ; ·1 ¡ za
0 ; ·2 ¡ za

0 ; . . . ; ·m ¡ za
0 )0 6> 0g =

= minf0; ·1; ·2; . . . ; ·mg :

Nyilv¶anval¶o tov¶abb¶a, hogy zb
0 · za

0 fenn kell ¶alljon, ellenkez}o esetben a
p¶enz¶araml¶as egyidej}u megv¶as¶arl¶asa ¶es elad¶asa arbitr¶azslehet}os¶eget jelentene.

Azokat az eseteket is meg kell vizsg¶alnunk, amikor a befektet}o megv¶a-
s¶arolja vagy eladja a z p¶enz¶araml¶ast, ¶es ezt ¶allampap¶³rpiaci tranzakci¶okkal
kieg¶esz¶³tve pr¶ob¶al meg arbitr¶azsportf¶oli¶ot el}o¶all¶³tani. JelÄolje K ½ IRm+1 az
¶allampap¶³rpiaci tranzakci¶okkal l¶etrehozhat¶o portf¶oli¶ok k kumul¶alt p¶enz¶aram-
l¶asainak halmaz¶at. A z p¶enz¶araml¶as elad¶asa arbitr¶azslehet}os¶eget eredm¶enyez,
ha l¶etezik olyan k 2 K, amelyre

(zb
0; z

b
0 ¡ ·1; z

b
0 ¡ ·2; . . . ; z

b
0 ¡ ·m)0 + k > 0 :

A z p¶enz¶araml¶as megv¶as¶arl¶asa pedig akkor eredm¶enyez arbitr¶azslehet}os¶eget,
ha l¶etezik olyan k 2 K, amelyre

(¡za
0 ; ·1 ¡ za

0 ; ·2 ¡ za
0 ; . . . ; ·m ¡ za

0 )0 + k > 0 :

¶Igy zb
0 ¶ert¶ek¶enek fels}o korl¶atja a

¾+(z) = sup
©
zb
0 j6 9k 2 K : (zb

0; z
b
0 ¡ ·1; z

b
0 ¡ ·2; . . . ; z

b
0 ¡ ·m)0 + k > 0

ª

¶ert¶ek, ¶es za
0 ¶ert¶ek¶enek als¶o korl¶atja a

¾¡(z) = inf fza
0 j6 9k 2 K : (¡za

0 ; ·1 ¡ za
0 ; ·2 ¡ za

0 ; . . . ; ·m ¡ za
0 )0 + k > 0g

¶ert¶ek. A ¾¡(z) ¶ert¶eket az al¶abbi line¶aris programoz¶asi feladat c¶elfÄuggv¶eny¶enek
optim¶alis ¶ert¶ekek¶ent hat¶arozhatjuk meg:

max
xa

i ;xb
i ;i2f1;...;ng

v0 (4)

a kÄovetkez}o korl¶atok mellett:

0 · xa
i ; i = 1; . . . ; n ;
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0 · xb
i ; i = 1; . . . ; n ;

¡·j ·
jX

s=1

vs ; j = 1; . . . ; m ;

ahol vj az 1. pontban bevezetett jelÄol¶esnek megfelel}oen a befektet}o ¶allampap¶³r-
portf¶oli¶oj¶anak kumul¶alatlan p¶enz¶araml¶as¶at jelÄoli a megfelel}o id}opontban. A
c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke az optimumban azt mutatja meg, hogy mekkora mai be-
v¶etelre tehet szert ¶allampap¶³rpiaci tranzakci¶okkal a z p¶enz¶araml¶as birtokosa
amellett a korl¶at mellett, hogy teljes jÄov}obeli kumul¶alt p¶enz¶araml¶asa egyetlen
jÄov}obeli id}opontban se v¶aljon negat¶³vv¶a (a teljes p¶enz¶araml¶ason az ¶allampap¶³r-
poz¶³ci¶okb¶ol sz¶armaz¶o p¶enz¶araml¶asok ¶es a z p¶enz¶araml¶as Äosszeg¶et ¶ertjÄuk). Ha
valaki enn¶el olcs¶obban v¶as¶arolhatn¶a meg a z p¶enz¶araml¶ast, az arbitr¶azslehe-
t}os¶eghez jutna.

A ¾+(z) ¶ert¶eket pedig az al¶abbi line¶aris programoz¶asi feladat c¶elfÄuggv¶e-
ny¶enek optim¶alis ¶ert¶ekek¶ent hat¶arozhatjuk meg:

min
xa

i
;xb

i
;i2f1;...;ng

¡v0 (5)

a kÄovetkez}o korl¶atok mellett:

0 · xa
i ; i = 1; . . . ; n ;

0 · xb
i ; i = 1; . . . ; n ;

·j ·
jX

s=1

vs ; j = 1; . . . ; m :

Ez a feladat azt mutatja meg, hogy mekkora a minim¶alis kÄolts¶eg, ami mel-
lett az ¶allampap¶³rpiacon l¶etrehozhat¶o egy olyan poz¶³ci¶o, amelynek jÄov}obeli
kumul¶alt p¶enz¶araml¶asa egyetlen jÄov}obeli id}opontban sem kisebb a kumul¶alt
z p¶enz¶araml¶asn¶al. Ha valaki enn¶el dr¶ag¶abban adhatn¶a el a z p¶enz¶araml¶ast,
az arbitr¶azslehet}os¶eghez jutna.

A tranzakci¶os kÄolts¶egekt}ol mentes modellben a p¶enz¶araml¶as jelen¶ert¶eke
line¶aris fÄuggv¶enye a p¶enz¶araml¶asnak, ¶es ha egyszer sikerÄult meghat¶arozni
a d1; d2; . . . ; dm diszkontt¶enyez}oket, akkor b¶armilyen p¶enz¶araml¶as ¶ert¶ek¶et
kÄonnyen meghat¶arozhatjuk. Tranzakci¶os kÄolts¶egek mellett azonban bonyo-
lultabb a helyzet, a ¾+(z) ¶es ¾¡(z) ¶ert¶ekek a z p¶enz¶araml¶asnak nemline¶aris
fÄuggv¶enyei. KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy line¶arisan homog¶en, de nem addit¶³v
fÄuggv¶enyekr}ol van sz¶o, m¶egpedig:

¾+(®z) = ®¾+(z) ;

¾¡(®z) = ®¾¡(z) ;

¾+(z + y) · ¾+(z) + ¾+(y) ;

¾¡(z + y) ¸ ¾¡(z) + ¾¡(y) ;
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ahol 0 < ® 2 IR, z 2 IRm ¶es y 2 IRm tetsz}oleges p¶enz¶araml¶asok. Ez azt
jelenti, hogy a ¾+ ¶es ¾¡ ¶ert¶ekek meghat¶aroz¶as¶ahoz l¶enyeg¶eben minden p¶enz-
¶araml¶ashoz kÄulÄon meg kell oldanunk a (4) ¶es (5) line¶aris programoz¶asi felada-
tokat.

A fentieket Äosszefoglalva, ha nincs lehet}os¶eg arbitr¶azsra, akkor teljesÄulnek
a kÄovetkez}o egyenl}otlens¶egek:

zb
0 · za

0 ;

zb
0 · minf½+(z); ¾+(z)g ;

za
0 ¸ maxf½¡(z); ¾¡(z)g :

A 2004. ¶aprilis 27-¶en, d¶elut¶an rÄogz¶³tett t}ozsdei ¶arfolyamjegyz¶esek alapj¶an
szeml¶eltetjÄuk, hogy a fenti korl¶atok mit jelentenek a magyar ¶allampap¶³rpiacon.
Ezen a napon n = 25 ¯x kamatoz¶as¶u ¶allamkÄotv¶eny, illetve diszkontkincs-
t¶arjegy ¶arfolyam¶ara jegyeztek ¶arat az els}odleges forgalmaz¶oi rendszerben,
¶es m = 77 ki¯zet¶esi id}opont volt, amikor legal¶abb egy kÄotv¶eny jÄov}obeli
p¶enz¶araml¶asa pozit¶³v. Meghat¶aroztuk a 77 elemi p¶enz¶araml¶as ¶ert¶ek¶enek als¶o
¶es fels}o korl¶atait, elemi p¶enz¶araml¶ason ¶ertve egy olyan p¶enz¶araml¶ast, amely
1 forintra jogos¶³t az egyik ki¯zet¶esi id}opontban, ¶es nulla forintra a tÄobbi
id}opontban. Az elemi p¶enz¶araml¶asok ¶ert¶ek¶enek nyilv¶an fels}o korl¶atja az 1Ft,
¶es als¶o korl¶atja a 0Ft (ez felel meg a ½+ ¶es ½¡ korl¶atoknak), a ¾+ ¶es ¾¡

korl¶atokat pedig a megfelel}o line¶aris programoz¶asi feladatok megold¶as¶aval
hat¶aroztuk meg. Az 1. ¶abra az elemi p¶enz¶araml¶asok ¶ert¶ekeinek als¶o, illetve
fels}o korl¶atait ¶abr¶azolja.

1. ¶abra. Az elemi p¶enz¶araml¶asok ¶ert¶ekeinek als¶o ¶es fels}o korl¶atai 2004. ¶aprilis 27-¶en
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Kisz¶am¶³tottuk, hogy milyen ¶eves hozamot jelentene egy befektet}onek,
ha az egyes elemi p¶enz¶araml¶asokat az als¶o, illetve fels}o korl¶atnak megfelel}o
¶arfolyamon v¶as¶arolhatn¶a meg, ezek a hozamok az elemi p¶enz¶araml¶asok lehet-
s¶eges hozamainak fels}o, illetve als¶o korl¶atai. Ezeket szeml¶elteti a 2. ¶abra.

J¶ol l¶athat¶o, hogy a hozamok fels}o ¶es als¶o korl¶atai kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg er}o-
teljes elt¶er¶est mutat az egyes elemi p¶enz¶araml¶asok eset¶eben. Az egyszer}uen
replik¶alhat¶o elemi p¶enz¶araml¶asokn¶al ez a marzs sz}uk, 50 b¶azispont kÄorÄul
alakul, m¶³g a bonyolultan, sok ¶allampap¶³r felhaszn¶al¶as¶aval ¶es ez¶ert nagy tran-
zakci¶os kÄolts¶eggel replik¶alhat¶o elemi p¶enz¶araml¶asok eset¶eben a kÄulÄonbÄozet
a 300-400 b¶azispontot is el¶erheti. A h¶arom legrÄovidebb futamidej}u elemi
p¶enz¶araml¶as eset¶eben a kÄulÄonbÄozet rendk¶³vÄul nagy, 20 ¶es 140 sz¶azal¶ekpont
kÄozÄott alakul. Az egyes elemi p¶enz¶araml¶asok hozamainak fels}o ¶es als¶o korl¶atai
kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eget a 3. ¶abra mutatja. (Az ¶attekinthet}os¶eg kedv¶e¶ert a sk¶al¶at
¶ugy v¶alasztottuk meg, hogy az els}o h¶arom p¶enz¶araml¶as eset¶eben a kÄulÄonbÄozet
nem l¶atszik.)

Mindez j¶ol szeml¶elteti, hogy milyen jelent}os¶eggel b¶³r a Sz¶az [1996] cikk¶eben
megfogalmazott javaslat. Sz¶az az ¶allampap¶³rpiac olyan szabv¶anyos¶³t¶as¶at java-
solja, amely az elemi p¶enz¶araml¶asok ¶allampap¶³rpiaci replik¶al¶as¶at trivi¶aliss¶a
tenn¶e. A javaslat megval¶osul¶asa eset¶en a fenti kÄulÄonbÄozetek mind 50 b¶azispont
kÄorÄul alakuln¶anak (felt¶eve, hogy az ¶arfolyamjegyz}ok legfeljebb 50 b¶azispont
kÄulÄonbs¶eggel jegyezhetn¶enek v¶eteli ¶es elad¶asi hozamot). Ez azt eredm¶enyezn¶e,
hogy a gazdas¶agi szerepl}ok pontosabban tudn¶ak ¶ert¶ekelni a kÄulÄonbÄoz}o p¶enz-
¶araml¶asokat.

2. ¶abra. Az elemi p¶enz¶araml¶asok hozamainak als¶o ¶es fels}o korl¶atai 2004. ¶aprilis 27-¶en
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3. ¶abra. Az elemi p¶enz¶araml¶asok hozamainak fels}o ¶es als¶o korl¶atai kÄozÄotti kÄulÄonbÄozet 2004.

¶aprilis 27-¶en
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ARBITRAGE OPPORTUNITIES IN THE HUNGARIAN GOVERNMENT

BOND MARKET

Two problems are addressed that can be solved with the help of Linear Program-
ming. The ¯rst part of the paper investigates whether there were arbitrage oppor-
tunities in the Hungarian Government Bond market in the last two years. In the
second part the problem of pricing risk free cash °ows in the presence of transaction
costs is discussed.
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A BIZONYTALANS¶AGNAK ¶ES A VEV}OKÄOR
NAGYS¶AG¶ANAK EGYÄUTTES HAT¶ASA AZ ¶ARAKRA1

¶AGOSTON KOLOS CSABA
Budapesti Corvinus Egyetem

Ebben a cikkben azzal foglalkozom, hogy a kock¶azat ¶es a vev}okÄor nagys¶aga
egyÄuttesen hogyan hat a term¶ek ¶ar¶ara. K¶etf¶ele piacot hasonl¶³tok Äossze: egy
biztos¶³t¶asi piacot, ¶es egy term¶ekpiacot. A k¶etf¶ele piac kÄozÄott az a legfontosabb
kÄulÄonbs¶eg, hogy term¶ekpiac eset¶eben az elad¶o sz¶am¶ara csak ott jelentkezik
kock¶azat, hogy el tudja-e adni a term¶eket, m¶³g biztos¶³t¶asi piac eset¶eben az
elad¶o a term¶ek ¶ert¶ekes¶³t¶ese ut¶an is szembesÄul kock¶azattal. A cikk sor¶an meg-
mutatom, hogy a vev}okÄor nÄoveked¶es¶enek ellent¶etes hat¶asa lehet a term¶ek
¶ar¶ara term¶ek- illetve biztos¶³t¶asi piacok eset¶eben.2

1 Bevezet¶es

Ebben a cikkben azt vizsg¶alom, hogy bizonytalan elad¶asok eset¶en a vev}okÄor
b}ovÄul¶es¶evel a term¶ek ¶ara hogyan v¶altozik. A cikkben Äosszehasonl¶³tom a ter-
m¶ekpiacot ¶es a biztos¶³t¶asi piacot. Bemutatom, hogy ez a fajta bizonytalans¶ag
biztos¶³t¶asi piacok eset¶en m¶asfajta hat¶ast is induk¶alhat, mint term¶ekpiacok
eset¶en.

A modellben tÄobb szerz}od¶est vizsg¶alok egyszerre, ami a szakirodalomra
nem jellemz}o. A szakirodalomban ¶altal¶aban egy tipikus szerz}od¶esen keresztÄul
vizsg¶alj¶ak a piacokat vagy pedig szerz}od¶es¶allom¶anyt vizsg¶alnak, ahol a ki¯ze-
t¶esek ingadoz¶as¶at ¯gyelmen k¶³vÄul hagyj¶ak. Ezen cikk keretein belÄul kÄulÄonÄosen
arra keresem a v¶alaszt, hogy ez az ingadoz¶as befoly¶asolja-e az elad¶o viselke-
d¶es¶et, ¶es ha igen, hogyan.

Az elad¶or¶ol kock¶azatkerÄul¶est t¶etelezek fel. Biztos¶³t¶okr¶ol ¶altal¶aban a koc-
k¶azatsemlegess¶eg a szok¶asos felt¶etelez¶es, de pl. Borch [2] cikk¶eben is el}ofordul
a kock¶azatkerÄul}o biztos¶³t¶o. A biztos¶³t¶o kock¶azatkerÄul¶ese melletti ¶erv, hogy a
piacon nem ¶erhet}o el v¶arhat¶o ¶ert¶eken biztos¶³t¶as. Ennek okak¶ent a kÄolts¶egeket
szokt¶ak felhozni a szakirodalomban. A biztos¶³t¶asi d¶³jkalkul¶aci¶o sor¶an val¶oban
¯gyelembe veszik a kÄolts¶egeket, de a d¶³jnak olyan r¶eszei is vannak, ame-
lyek egy¶ertelm}uen a biztos¶³t¶o kock¶azatkerÄul¶es¶ere utalnak, mint pl. kock¶azati
p¶otl¶ek, k¶aringadoz¶asi tartal¶ek stb.

1Be¶erkezett: 2004. ¶aprilis 8. e-mail: kolos.agoston@uni-corvinus.hu.
2Ez¶uton szeretn¶ek kÄoszÄonetet mondani k¶et ismeretlen lektoromnak, akik ¶ert¶ekes

tan¶acsaikkal seg¶³tett¶ek munk¶amat.
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2 A vizsg¶alt modell

A cikk sor¶an monopolpiacokat vizsg¶alok. A monopolhelyzetben l¶ev}o elad¶o
C nagys¶ag¶u indul¶o vagyonnal rendelkezik. Az elad¶o bizonytalan kimenetek
eset¶en a v¶arhat¶o hasznoss¶ag¶at szeretn¶e maximaliz¶alni (Neumann-Morgenstern
hasznoss¶agfÄuggv¶eny). Az elad¶o kock¶azatkerÄul}o, ¶es a kock¶azatelutas¶³t¶as m¶er-
t¶eke a vagyon nÄoveked¶es¶evel csÄokken. Az elad¶o viselked¶es¶et u hasznoss¶agfÄugg-
v¶eny seg¶³ts¶eg¶evel ¶³rom le, amely legal¶abb k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o.
¶Ertelemszer}uen az elad¶o hasznoss¶aga nÄovekszik a vagyonnal (u0 > 0), a koc-
k¶azatelutas¶³t¶as miatt u00 < 0, ¶es a csÄokken}o m¶ert¶ek}u kock¶azatelutas¶³t¶as miatt:
d

dx

³
¡u00(x)

u0(x)

´
< 0.

A v¶as¶arl¶ok rezerv¶aci¶os ¶ara kÄulÄonbÄoz}o, de az elad¶o nem tudja megkÄulÄon-
bÄoztetni }oket. A v¶as¶arl¶ok ismerik saj¶at rezerv¶aci¶os ¶arukat, de az elad¶o csak
a rezerv¶aci¶os ¶arak eloszl¶as¶at ismeri, teh¶at az inform¶aci¶o aszimmetrikus.3 Az
elad¶o ki tudja kalkul¶alni a piacra jellemz}o v¶as¶arl¶asi hajland¶os¶agot V (:), ami
azt mutatja meg, hogy ha az elad¶o P ¶arat hat¶aroz meg, akkor egy vizsg¶alt
v¶as¶arl¶o mekkora val¶osz¶³n}us¶eggel veszi meg az elad¶o term¶ek¶et. M¶ask¶eppen
fogalmazva, ha a term¶ek ¶ara P , akkor V (P ) annak val¶osz¶³n}us¶ege, hogy az
elad¶o olyan v¶as¶arl¶oval tal¶alkozott, akinek rezerv¶aci¶os ¶ara P -n¶el magasabb. A
v¶as¶arl¶asi hajland¶os¶ag fÄuggv¶enyr}ol felteszem, hogy folytonos, monoton csÄokke-
n}o ¶es folytonosan deriv¶alhat¶o; tov¶abb¶a l¶eteznek P ¶es P ¶arak, hogy V (P ) = 1
¶es V

¡
P

¢
= 0, azaz l¶etezik olyan ¶ar, amelyen mindenki hajland¶o v¶as¶arolni, ¶es

l¶etezik olyan, amelyen senki.
Biztos¶³t¶asi piac eset¶en a v¶as¶arl¶ok q val¶osz¶³n}us¶eg mellett k¶arral szem-

besÄulnek. Ha k¶ar kÄovetkezik be, akkor a biztos¶³t¶o K nagys¶ag¶u k¶arp¶otl¶asban
r¶eszes¶³ti a biztos¶³tottat.

A piaci szerepl}ok l¶etsz¶am¶an azt ¶ertem, h¶any (lehets¶eges) vev}o van a pia-
con. Egyszerepl}os biztos¶³t¶asi piac eset¶en az elad¶o (v¶arhat¶o) hasznoss¶aga, ha
P ¶arat hat¶aroz meg term¶ek¶enek:

U(C; P; 1) = V (P ) (qu(C + P ¡ K) + (1 ¡ q)u(C + P )) + (1 ¡ V (P ))u(C);

ahol U els}o argumentuma az elad¶o indul¶o vagyon¶at jelenti, a m¶asodik a
term¶ek ¶ar¶at, a harmadik pedig a piaci szerepl}ok sz¶am¶at. Az elad¶o V (P )
val¶osz¶³n}us¶eggel tudja eladni a term¶ek¶et. Ha eladta, akkor q val¶osz¶³n}us¶eggel
a C + P ¡ K vagyoni helyzetbe kerÄul ¶es 1 ¡ q val¶osz¶³n}us¶eggel a C + P
helyzetbe. Amennyiben nem tudta eladni a term¶eket, akkor marad a C va-
gyoni helyzetben. Ha az elad¶o nagyobb ¶arat hat¶aroz meg, akkor (ha eladja a
term¶eket) nagyobb lesz a hasznoss¶aga is, de kisebb val¶osz¶³n}uss¶eggel realiz¶alja
ezt a nagyobb hasznoss¶agot. Hasonl¶ok¶eppen fel¶³rhatjuk az elad¶o haszn¶at, ha

3Amint k¶es}obb l¶atni fogjuk, biztos¶³t¶asi piacok eset¶en a k¶aresem¶eny bekÄovetkezt¶enek
val¶osz¶³n}us¶eg¶et a biztos¶³t¶o ¶es a biztos¶³tott is ismeri. Biztos¶³t¶asi piacok vizsg¶alatakor a
k¶arbekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg tekintet¶eben is aszimmetrikus inform¶alts¶agot szoktak fel-
tenni. ¶En ezzel a felt¶etelez¶essel nem ¶elek, mert az ¶altalam vizsg¶alt jelens¶eg elemz¶es¶et
nehez¶³ti. Term¶eszetesen ¶erdekes k¶erd¶es, hogy a kapott eredm¶enyeket befoly¶asolja-e ez a
fajta inform¶aci¶os aszimmetria.



A bizonytalans¶agnak ¶es a vev}okÄor nagys¶ag¶anak egyÄuttes hat¶asa . . . 145

n szerepl}o van a piacon4:

U(C; P;n) =

=
nX

k=0

2
4
µ

n

k

¶
V (P )k(1 ¡ V (P ))n¡k

0
@

kX

j=0

µ
k

j

¶
qj(1 ¡ q)k¡ju(C + kP ¡ jK)

1
A

3
5

(1)
VegyÄuk ¶eszre, hogy az elad¶o hasznoss¶ag¶at rekurz¶³v m¶odon is fel lehet ¶³rni:

U(C;P; n) =

= V (P ) (q ¢ U(C + P ¡ K; P;n ¡ 1) + (1 ¡ q)U(C + P; P;n ¡ 1))+

+ (1 ¡ V (P ))U(C;P;n ¡ 1)

(2)

Ha K = 0, akkor m¶ar nem besz¶elhetÄunk biztos¶³t¶asr¶ol, hiszen k¶ar eset¶en az
elad¶ot¶ol nem ¶aramlik p¶enz a k¶arosulthoz. Ebben az esetben csak a v¶as¶arl¶o
¯zet P nagys¶ag¶u Äosszeget az elad¶onak. Ezt az esetet ¶ugy is felfoghatjuk, hogy
nem is kÄovetkezik be k¶ar, hanem a vev}o megv¶as¶arol valamit az elad¶ot¶ol. Ezt
az esetet fogom term¶ekpiacnak h¶³vni. Az ¶altalam vizsg¶alt term¶ekpiac el¶eg
speci¶alis. Az elad¶o hasznoss¶ag¶aban nem jelenik meg maga a term¶ek. Teh¶at az
elad¶o olyan term¶eket ¶arul, ami az }o sz¶am¶ara nem rendelkezik hasznoss¶aggal.
Szeml¶eletes p¶elda a beduin esete, aki homokot ¶arul a sivatagban. De a szoft-
verk¶esz¶³t}o a gyakorlatban el}ofordul¶o legjobb p¶elda. Miut¶an kifejlesztette a
szoftvert, az sz¶am¶ara annyit ¶er, amennyi bev¶etelt tud realiz¶alni bel}ole. A
term¶eket b¶armennyi vev}onek el tudja adni.

Term¶ekpiac eset¶en V (0) = 1, ¶es a felt¶etelez¶es ¶ertelm¶eben l¶etezik egy P ,
amire V (P ) = 0. Term¶ekpiac eset¶en az (1) ¶es (2) kifejez¶esek leegyszer}usÄodnek:

U(C; P; n) =
nX

k=0

µµ
n

k

¶
V (P )k(1 ¡ V (P ))n¡ku(C + kP )

¶
(3)

U(C; P;n) = V (P )U(C + P;P; n ¡ 1) + (1 ¡ V (P ))U(C; P; n ¡ 1) (4)

A K > 0 esetben biztos¶³t¶asi piacr¶ol besz¶elÄunk. A biztos¶³t¶asi piac saj¶a-
toss¶agaib¶ol kÄovetkezik, hogy V (qK) = 1 ¶es V (K) = 0, azaz v¶arhat¶o ¶ert¶eken
mindenki v¶as¶arol biztos¶³t¶ast, ha pedig a biztos¶³t¶asi d¶³j megegyezik a (leg-
nagyobb) k¶ar nagys¶ag¶aval, akkor biztos, hogy senki sem v¶as¶arol biztos¶³t¶ast.

4Az (1) ¶es a (3) k¶epletekben a kombinatorikus fel¶³r¶as csak akkor helyes, ha abb¶ol, hogy
egy ¶erdekl}od}onek az elad¶o ¶ert¶ekes¶³tette-e a term¶eket vagy sem, nem lehet inform¶aci¶ot le-
vonni egy m¶asik ¶erdekl}od}ovel kapcsolatban, vagyis az elad¶asok fÄuggetlenek. A fÄuggetlens¶eg
a vizsg¶alt modellben nem mag¶at¶ol ¶ertet}od}o. TegyÄuk fel, hogy V (P ) fÄuggv¶enyt k¶et ember
rezerv¶aci¶os ¶ara alapj¶an ¶all¶³tottuk Äossze. Ekkor ha egy ¶erdekl}od}o van a piacon, akkor az
elad¶o bizonytalans¶aggal szembesÄul, de ha m¶ar kett}o, akkor pontosan tudja hogy adott
¶aron h¶any ember fog v¶as¶arolni. A fÄuggetlens¶eg biztos¶³t¶as¶ara tÄobb lehet}os¶eg ad¶odik: az
egyik szerint nincs ¶atfed¶es azon csoport kÄozÄott, akik rezerv¶aci¶os ¶ar¶at V (P ) fÄuggv¶eny
meghat¶aroz¶as¶ahoz felhaszn¶alt¶ak, ¶es azok kÄozÄott, akiknek az elad¶o ¶ert¶ekes¶³ti a term¶ek¶et;
egy m¶asik lehet}os¶eg szerint v¶egtelen sok szem¶ely inform¶aci¶oja alapj¶an ¶all¶³tj¶ak Äossze V (P )
fÄuggv¶enyt. Az els}o lehet}os¶eg ¶ugy interpret¶alhat¶o, hogy kÄulfÄoldi tapasztalatokat haszn¶alnak
fel Magyarorsz¶agon, ami a biztos¶³t¶asi piacon sokszor el}ofordul. A m¶asik lehet}os¶eg ¶ugy in-
terpret¶alhat¶o, hogy a biztos¶³t¶o lehets¶eges vev}oinek sz¶ama eleny¶esz}o az inform¶aci¶o alapj¶aul
szolg¶al¶o kÄozÄoss¶eg l¶etsz¶am¶ahoz k¶epest; pl. az elad¶o monop¶oliummal rendelkezik valamelyik
megy¶eben, de csak orsz¶agos statisztik¶ak ¶allnak rendelkez¶esre.
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3 Term¶ekpiac

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy az eddig bemutatott felt¶etelez¶esek
eset¶en term¶ekpiacon a vev}okÄor b}ovÄul¶es¶evel n}o a term¶ek ¶ara is.

3.1 ¶All¶³t¶as. Term¶ekpiac eset¶en (K = 0) az f(P ) = U(C;P;n) fÄuggv¶eny
felveszi a maximum¶at (P max

n ) a [0; P ] intervallumon, tov¶abb¶a 0 < Pmax
n < P ,

azaz a maximumpont(ok) a [0; P ] intervallum bels}o pontja(i).

Bizony¶³t¶as. A felt¶etelek szerint V (0) = 1 ¶es V (P ) = 0. Ezek ¯gyelem-
bev¶etel¶evel a (3)-b¶ol a kÄovetkez}o ad¶odik:

U(C; 0; n) = U(C; P; n) = u(C)

¶es V (P ) folytonoss¶aga miatt kell olyan 0 < ~P < P pontnak l¶eteznie, melyre:

V ( ~P ) > 0 (5)

Tudva, hogy u0(x) > 0, az (5) ÄosszefÄugg¶est ¯gyelembe v¶eve meg¶allap¶³that¶o,
hogy:

U(C; ~P ;n) =
nX

k=0

µ
n

k

¶
V ( ~P )k(1 ¡ V ( ~P ))n¡ku(C + k ~P ) >

>
nX

k=0

µ
n

k

¶
V ( ~P )k(1 ¡ V ( ~P ))n¡ku(C) = u(C)

(6)

Az f(P ) = U(C;P; n) fÄuggv¶eny folytonos a [0; P ] intervallumon, ¶³gy a
Weierstrass t¶etel szerint felveszi a sz¶els}o¶ert¶ekeit, azaz a maximum¶at is. A (6)
ÄosszefÄugg¶es miatt ez a maximum az intervallum belsej¶eben kell hogy legyen.

Tudjuk, hogy f(P ) = U(C; P;n) fÄuggv¶eny deriv¶alhat¶o a [0; P ] intervallu-
mon, ez¶ert az f 0(P ) = U 0

2(C;P;n) deriv¶alt 0-v¶a v¶alik a maximumhelyen.
A cikk tov¶abbi r¶esz¶eben felt¶etelezem, hogy U(C;P;n) fÄuggv¶eny P szerinti

maximumhelye rÄogz¶³tett C mellett minden n eset¶en egyedi. Ezen felt¶etelez¶es-
hez nem tudtam szÄuks¶eges ¶es/vagy el¶egs¶eges felt¶etelt adni, de az ¶altalam
numerikusan megvizsg¶alt esetekre mindre teljesÄult.

3.2 lemma. Amennyiben a, b, c ¶es d sz¶amokra teljesÄul, hogy b ¶es d el}ojele
megegyezik, tov¶abb¶a a

b
> c

d
, akkor

a

b
>

a + c

b + d
>

c

d

Bizony¶³t¶as. Mivel a+c
b+d = b

b+d
a
b + d

b+d
c
d , ez¶ert azt mondhatjuk, hogy a+c

b+d

tÄort a
b ¶es c

d sz¶amok konvex line¶aris kombin¶aci¶oja, teh¶at a+c
b+d ¶ert¶eke a

b ¶es c
d

kÄoz¶e kell, hogy essen. Szigor¶u egyenl}otlens¶eg az¶ert teljesÄul, mert sem b sem
d ¶ert¶eke nem lehet 0.
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3.3 lemma. Az ui(x) hasznoss¶agfÄuggv¶enyekre a kock¶azatelutas¶³t¶as csÄokken}o
m¶ert¶eke a jellemz}o. Legyenek ®i-k pozit¶³v s¶ulyok. Ekkor a

v(x) =
nX

i=1

®iui(x)

hasznoss¶agfÄuggv¶enyre is a csÄokken}o kock¶azatelutas¶³t¶as a jellemz}o.

Bizony¶³t¶as. A lemma bizony¶³t¶as¶at el}oszÄor csak k¶et hasznoss¶agfÄuggv¶enyre
mutatom meg, kett}on¶el tÄobb hasznoss¶agfÄuggv¶enyre az ¶all¶³t¶ast teljes induk-
ci¶oval bizony¶³tom.

Azt szeretn¶enk megmutatni, hogy

µ
¡v00

v0

¶0
=

µ
¡(®1u1 + ®2u2)

00

(®1u1 + ®2u2)0

¶0
< 0 (7)

A (7) egyenl}otlens¶eget az al¶abbi form¶aban is fel¶³rhatjuk:

¡(®1u
000
1 + ®2u

000
2 )(®1u

0
1 + ®2u

0
2) + (®1u

00
1 + ®2u

00
2)(®1u

00
1 + ®2u

00
2)

(®1u0
1 + ®2u0

2)
2

< 0 (8)

A (8) egyenl}otlens¶eg bal oldal¶an szerepl}o tÄort akkor ¶es csak akkor lesz negat¶³v,
ha a sz¶aml¶al¶oja negat¶³v. A tÄort sz¶aml¶al¶oj¶aban elv¶egezve a beszorz¶asokat a
kÄovetkez}o Äosszeghez jutunk:

¡®1u
000
1 ®1u

0
1 ¡ ®1u

000
1 ®2u

0
2 ¡ ®2u

000
2 ®1u

0
1 ¡ ®2u

000
2 ®2u

0
2+

+®1u
00
1®1u

00
1 + ®1u

00
1®2u

00
2 + ®2u

00
2®1u

00
1 + ®2u

00
2®2u

00
2

(9)

Mivel u1 ¶es u2 hasznoss¶agfÄuggv¶enyre is a kock¶azatelutas¶³t¶as csÄokken}o m¶ert¶eke
a jellemz}o, ez¶ert: µ

¡u00
1

u0
1

¶0
=

¡u000
1 u0

1 + u00
1u00

1

(u1)2
< 0 (10)

¶es µ
¡u00

2

u0
2

¶0
=

¡u000
2 u0

2 + u00
2u00

2

(u2)2
< 0 (11)

A (10) ¶es (11) egyenl}otlens¶egb}ol meg¶allap¶³t¶o, hogy

0 < u00
1u00

1 < u000
1 u0

1 (12)

¶es

0 < u00
2u00

2 < u000
2 u0

2: (13)

A (12) ¶es a (13) egyenl}otlens¶eget Äosszeszorozzuk, majd gyÄokÄot vonunk (a
szorz¶as ¶es a gyÄokvon¶as elv¶egezhet}o, mert pozit¶³v kifejez¶esekr}ol van sz¶o):

u00
1u00

2 <
p

u000
1 u0

1u
000
2 u0

2 (14)
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Alkalmazva a sz¶amtani ¶es m¶ertani ¶atlag kÄozti egyenl}otlens¶eget kapjuk, hogy:

u00
1u00

2 <
u000

1 u0
2 + u000

2 u0
1

2
(15)

A (12), (13) ¶es (15) ÄosszefÄugg¶esekb}ol kÄovetkezik a hogy a (9) kifejez¶es ¶ert¶eke
kisebb mint 0, ami azt jelenti, hogy v fÄuggv¶enyre is a kock¶azatelutas¶³t¶as
csÄokken}o m¶ert¶eke a jellemz}o.

Teljes indukci¶ohoz vezessÄuk be a kÄovetkez}o jelÄol¶est:

vi(x) =
iX

k=1

®kuk(x)

Az eddigiek ¶ertelm¶eben i = 1-re ¶es i = 2-re teljesÄul, hogy vi fÄuggv¶enyre a
kock¶azatelutas¶³t¶as csÄokken}o m¶ert¶eke a jellemz}o. Bel¶atom, hogy ha vi fÄugg-
v¶enyre teljesÄul a csÄokken}o m¶ert¶ek}u kock¶azatelutas¶³t¶as, akkor vi+1-re is tel-
jesÄul. A bizony¶³t¶as k¶eszen van, hiszen:

vi+1 = vi + ®i+1ui+1

A lemma felt¶etelei szerint ui+1 fÄuggv¶enyre teljesÄul a csÄokken}o m¶ert¶ek}u kock¶a-
zatelutas¶³t¶as, ¶es ez a tulajdons¶ag az indukci¶os felt¶etel szerint vi-re is teljesÄul.
¶Igy vi+1 k¶et olyan hasznoss¶agfÄuggv¶eny nemnegat¶³v line¶aris kombin¶aci¶oja,
amelyekre teljesÄul a csÄokken}o m¶ert¶ek}u kock¶azatelutas¶³t¶as; a bizony¶³t¶as els}o
r¶esz¶enek ¶ertelm¶eben ennek a tulajdons¶agnak vi+1-re is teljesÄulnie kell.

3.4 lemma. Legyen

vn(x)
±
=

nX

k=0

µ
n

k

¶
V (P )k(1 ¡ V (P ))n¡ku(x + kP ) :

Ekkor:
d

dx

µ
¡v00

n(x)

v0
n(x)

¶
< 0 :

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶ashoz felhaszn¶alom, hogy ha u hasznoss¶agfÄugg-
v¶enyre a kock¶azatelutas¶³t¶as csÄokken}o m¶ert¶eke a jellemz}o, akkor rÄogz¶³tett c
konstans eset¶en a v(x) = u(c + x) fÄuggv¶eny is hasznoss¶agfÄuggv¶eny, ¶es v
hasznoss¶agfÄuggv¶enyre is a kock¶azatelutas¶³t¶as csÄokken}o m¶ert¶eke a jellemz}o.
vn olyan hasznoss¶agfÄuggv¶enyek line¶aris kombin¶aci¶oja, amelyekre a kock¶a-
zatelutas¶³t¶as csÄokken}o m¶ert¶eke a jellemz}o. A 3.3 lemma ¶all¶³t¶asa alapj¶an
vn hasznoss¶agfÄuggv¶enyre is a csÄokken}o kock¶azatelutas¶³t¶as a jellemz}o, ami a
bizony¶³tani k¶³v¶ant ¶all¶³t¶as.

Fontos hangs¶ulyozni, hogy a (4) rekurz¶³v ÄosszefÄugg¶est vn ¶es v0
n fÄuggv¶e-

nyekre is fel¶³rhatjuk:

vn(x) = V (P )vn¡1(x + P ) + (1 ¡ V (P ))vn¡1u(x) (16)

v0
n(x) = V (P )v0

n¡1(x + P ) + (1 ¡ V (P ))v0
n¡1u(x) (17)
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3.5 lemma.

d

dx

µ
v0

n(x + P )

vn(x + P ) ¡ vn(x)

¶
> 0 :

Bizony¶³t¶as.

d

dx

µ
v0

n(x + P )

vn(x + P ) ¡ vn(x)

¶
=

=
v00

n(x + P )[vn(x + P ) ¡ vn(x; P )] ¡ v0
n(x + P )[v0

n(x + P ) ¡ v0
n(x;P )]

[vn(x + P ) ¡ vn(x;P )]2

(18)

A (18) ÄosszefÄugg¶esben szerepl}o tÄort nevez}oje mindig pozit¶³v, ¶³gy csak a
sz¶aml¶al¶o el}ojel¶et kell vizsg¶alni. A sz¶aml¶al¶o pozit¶³v, ha fenn¶all a

v00
n(x + P )

v0
n(x + P )

>
v0

n(x + P ) ¡ v0
n(x)

vn(x + P ) ¡ vn(x)
(19)

egyenl}otlens¶eg. A (19) egyenl}otlens¶eg pedig fenn¶all, mert a Cauchy kÄoz¶ep¶er-
t¶ekt¶etel miatt l¶etezik 0 < ® < P , hogy a (19) egyenl}otlens¶eg jobb oldala meg-

egyezik v00
n(x+®)

v0
n(x+®)

kifejez¶es ¶ert¶ek¶evel. Innen a 3.4 lemma ¶all¶³t¶as¶ab¶ol kÄovetkezik

a (19) egyenl}otlens¶eg.

3.6 ¶all¶³t¶as. Term¶ekpiac eset¶en (K = 0), ha U 0
2(C;P 0; n) = 0, akkor

U 0
2(C;P 0; n + 1) > 0:

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶as sor¶an legyen

vn(x)
±
=

nX

k=0

µ
n

k

¶
V (P 0)k(1 ¡ V (P 0))n¡ku(x + kP 0)
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Ekkor:

U 0
2(C;P 0; n) =

@
Pn

k=0

¡¡
n
k

¢
V (P )k(1 ¡ V (P ))n¡ku(C + kP )

¢

@P

¯̄
¯̄
¯
P=P 0

=

= V 0(P 0)
nX

k=1

µµ
n

k

¶
kV (P 0)k¡1(1 ¡ V (P 0))n¡ku(C + kP 0)

¶
+

¡ V 0(P 0)
n¡1X

k=0

µµ
n

k

¶
V (P 0)k(n ¡ k)(1 ¡ V (P 0))n¡k¡1u(C + kP 0)

¶
+

+
nX

k=1

µµ
n

k

¶
V (P 0)k(1 ¡ V (P 0))n¡kku0(C + kP 0)

¶

= nV 0(P 0)
n¡1X

k=0

µµ
n ¡ 1

k

¶
V (P 0)k(1 ¡ V (P 0))n0¡1¡ku(C + P 0 + kP 0)

¶
+

¡ nV 0(P 0)
n¡1X

k=0

µµ
n ¡ 1

k

¶
V (P 0)k(1 ¡ V (P 0))n¡1¡ku(C + kP 0)

¶
+

+ nV (P 0)
n0¡1X

k=0

µµ
n ¡ 1

k

¶
V (P 0)k(1 ¡ V (P 0))n¡ku0(C + P 0 + kP 0)

¶

= nV 0(P 0)(vn¡1(C + P 0) ¡ vn¡1(C)) + nV (P 0)v0
n¡1(C + P 0) =

= 0;

amit jobban ¶attekinthet}o alakra hozhatunk:

¡ V 0(P 0)

V (P 0)
=

v0
n¡1(C + P 0)

vn¡1(C + P 0) ¡ vn¡1(C)
(20)

Az el}oz}o levezet¶esb}ol ad¶odik az is, hogy

U 0
2(C;P 0; n + 1) =

= (n + 1)V 0(P 0)[vn(C0 + P 0) ¡ vn(C)] + (n + 1)V (P 0)v0
n(C + P 0)

(21)
A (21) deriv¶alt el}ojel¶enek meghat¶aroz¶as¶ahoz el¶eg a

¡V 0(P 0)

V (P 0)

¶es a
v0

n(C + P 0)

vn(C + P 0) ¡ vn(C)
(22)

kifejez¶esek kÄozti rel¶aci¶o eldÄont¶ese. Felhaszn¶aljuk a (20) ÄosszefÄugg¶est, ¶³gy
tulajdonk¶eppen a

v0
n¡1(C + P 0)

vn¡1(C + P 0) ¡ vn¡1(C)
(23)
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¶es a (22) kifejez¶esek kÄozti rel¶aci¶o eldÄont¶ese a c¶el. Eml¶ekezve a (16) ¶es a (17)
ÄosszefÄugg¶esekre a (22) tÄort ¶ert¶eke:

V (P 0)v0n¡1(C + 2P
0) + (1 ¡ V (PP 0))v0n¡1(C + P 0)

V (P 0)[vn¡1(C + 2P 0) ¡ vn¡1(C + P 0)] + (1¡ V (P 0))[vn¡1(C + P 0) ¡ vn¡1(C)]
(24)

A 3.5 lemma ¶ertelm¶eben:

V (P 0)v0n¡1(C + 2P
0)

V (P 0)[vn¡1(C + 2P 0) ¡ vn¡1(C + P 0)]
>

(1¡ V (P 0))v0n¡1(C + P 0)
(1 ¡ V (P 0))[vn¡1(C + P 0) ¡ vn¡1(C)]

Innen a 3.2 lemma ¶all¶³t¶as¶at felhaszn¶alva ad¶odik, hogy a (22) tÄort ¶ert¶eke
nagyobb, mint a (23) tÄort ¶ert¶eke, ami azt jelenti, hogy a deriv¶alt ¶ert¶eke
pozit¶³v.

3.7 kÄovetkezm¶eny. Term¶ekpiac eset¶en, ha az U(C;P; n) fÄuggv¶eny P sze-
rinti maximuma rÄogz¶³tett C mellett minden n eset¶en egyedi, akkor Pmax

n <
P max

n+1 , azaz az elad¶o n + 1 szerepl}os piac eset¶en magasabb ¶arat hat¶aroz meg,
mint n szerepl}os piac eset¶en.

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶as a 3.6 ¶all¶³t¶asb¶ol kÄovetkezik.

4 Biztos¶³t¶asi piac

Ebben a fejezetben megmutatom, hogy az el}oz}o fejezetben term¶ekpiacra meg-
mutatott ¶all¶³t¶asok nem mindig igazak biztos¶³t¶asi piacra. Bizonyos kÄorÄulm¶e-
nyek kÄozÄott pont az ellent¶ete kÄovetkezik be annak, mint amit term¶ekpiacra
¶all¶³tottam.

4.1 lemma. Biztos¶³t¶asi piac eset¶en (K > 0), ha a hasznoss¶agfÄuggv¶eny u =
¡e¡x + x, ¶es a v¶as¶arl¶asi val¶osz¶³n}us¶eg fÄuggv¶enyre teljesÄul, hogy V 00(P ) = 0,
akkor az f(P ) = U(C; P;n) fÄuggv¶eny rÄogz¶³tett C mellett, minden n eset¶en
szigor¶uan konk¶av.

Bizony¶³t¶as. Az U(C;P; n) fÄuggv¶enyt fel tudjuk ¶³rni a kÄovetkez}o alakban:

U(C;P; n) =

= ¡e¡C
£
V (P )

¡
e¡P

¡
qeK + 1 ¡ q

¢¢
+ 1 ¡ V (P )

¤n
+ C + V (P )(nP ¡ nqK)

Tudjuk, hogy V 00(P ) = 0. Felhaszn¶alva ezt az ÄosszefÄugg¶est, ¶³rjuk fel az
f(P ) = U(C;P;n) fÄuggv¶eny P szerinti m¶asodik deriv¶altj¶at:

(f(P ))00 =

¡n(n ¡ 1)e¡C
¡
V (P )

¡
e¡P

¡
qeK + 1 ¡ q

¢¢
+ 1 ¡ V (P )

¢n¡2 £
£ ¡

(V 0(P ) ¡ V (P ))
¡
e¡P

¡
qeK + 1 ¡ q

¢¢ ¡ V 0(P )
¢2

+

¡ne¡C
¡
V (P )

¡
e¡P

¡
qeK + 1 ¡ q

¢¢
+ 1 ¡ V (P )

¢n¡1 £
£ ¡

(¡2V 0(P ) + V (P ))
¡
e¡P

¡
qeK + 1 ¡ q

¢¢¢
+

+ 2nV 0(P )
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Az Äosszeg minden tagja negat¶³v.

4.2 ¶all¶³t¶as. Biztos¶³t¶asi piac eset¶en (K > 0), ha a hasznoss¶agfÄuggv¶eny u =
¡e¡x +x, a v¶as¶arl¶asi val¶osz¶³n}us¶eg V (P ) = 1¡ P ¡qK

K¡qK
, a k¶ar bekÄovetkez¶es¶enek

val¶osz¶³n}us¶ege q = 0;005 ¶es a k¶ar nagys¶aga pedig K = 10, akkor P max
n >

P max
n+1 .

Bizony¶³t¶as. V 00(P ) = 0, teh¶at a 4.1 lemma ¶all¶³t¶as¶at felhaszn¶alva meg-
¶allap¶³that¶o, hogy U(C; P;n) fÄuggv¶eny rÄogz¶³tett C mellett b¶armely n eset¶en
P -ben szigor¶uan konk¶av. A hasznoss¶agmaximumot biztos¶³t¶o ¶ar egyedi.

Az U(C; P;n) fÄuggv¶enyt fel tudjuk ¶³rni a kÄovetkez}o alakban:

U(C;P; n) =

= ¡e¡C
¡
V (P )

¡
e¡P

¡
qeK + 1 ¡ q

¢¢
+ 1 ¡ V (P )

¢n
+ C + V (P )(nP ¡ nqK)

Megmutatom, hogy az U 0
2(C;P max

n ; n + 1) < 0:

U 0
2(C;Pmax

n ; n) =

= ¡e¡Cn
³
V (Pmax

n )
³
e¡Pmax

n
¡
qeK + 1 ¡ q

¢´
+ 1 ¡ V (P max

n )
´(n¡1)

£

£
"
V 0(Pmax

n )
³
e¡Pmax

n
¡
qeK + 1 ¡ q

¢´
+

¡V (Pmax
n )e¡P max

n
¡
qeK + 1 ¡ q

¢ ¡ V 0(Pmax
n )

#
+

+ V 0(Pmax
n )(n Pmax

n ¡ nqK) + V (Pmax
n )n =

= 0
(25)

A (25) egyenl}os¶eget alak¶³tsuk ¶at jobban kezelhet}o form¶aba:

e¡C
³
V (P max

n )
³
e¡P max

n
¡
qeK + 1 ¡ q

¢´
+ 1 ¡ V (P max

n )
´n¡1

£

£
"
V 0(Pmax

n )
³
e¡Pmax

n
¡
qeK + 1 ¡ q

¢´
+

¡V (Pmax
n )e¡P max

n
¡
qeK + 1 ¡ q

¢ ¡ V 0(P max
n )

#
=

= V 0(Pmax
n )(P max

n ¡ qK) + V (P max
n )

(26)

Felhaszn¶alva a (26) egyenletet, fel tudjuk ¶³rni a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶est:

U(C; Pmax
n ; n + 1) =

=
³
V 0(P max

n )(Pmax
n ¡ qK) + V (Pmax

n )
´
V (Pmax

n )
³
1 ¡ e¡P max

n
¡
qeK + 1 ¡ q

¢´

(27)
Azt kell csak eldÄonteni, hogy a (27) deriv¶alt ¶ert¶eke pozit¶³v vagy negat¶³v.

A kifejez¶es el}ojele a V 0(P )(P ¡ qK) + V (P ) ¶es az 1 ¡ e¡P (qeK + 1 ¡ q)
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kifejez¶es el}ojel¶et}ol fÄugg. V 0(P )(P ¡qK)+V (P ) = 1¡2 P ¡qK
K¡qK . Ez a kifejez¶es

P -nek monoton csÄokken}o fÄuggv¶enye, z¶erushelye a P = K+qK
2 pontban van.

Az 1¡e¡P (qeK +1¡q) kifejez¶es P -nek monoton nÄov}o fÄuggv¶enye, z¶erushelye
a P = ln(qeK + 1 ¡ q) pontban van. TegyÄuk fel, hogy P = K+qK

2
= 5;025.

Ebben a pontban az 1¡e¡P (qeK +1¡q) kifejez¶es ¶ert¶eke pozit¶³v (¼ 0;27). Az
U 0

2(C;P;n) kifejez¶es ¶ert¶eke szint¶en pozit¶³v: V 0(P )(P ¡ qk) + V (P ) kifejez¶es
¶ert¶eke 0, a szorzat el}ojele pedig az e¡P (qeK +1 ¡ q)(V 0(P )¡V (P ))¡V 0(P )
kifejez¶es el}ojel¶et}ol fÄugg. Ennek kifejez¶esnek az ¶ert¶eke a vizsg¶alt pontban
negat¶³v ¼ ¡0;338, ami azt jelenti, hogy U 0

2(C; 5;025; n) deriv¶alt ¶ert¶eke minden
n-re pozit¶³v; az optim¶alis ¶ar nagyobb, mint K+qK

2 . M¶asr¶eszr}ol ha P > K+qK
2 ,

akkor a (27) kifejez¶es ¶ert¶eke negat¶³v.

4.3 kÄovetkezm¶eny. Biztos¶³t¶asi piac eset¶en elk¶epzelhet}o, hogy a monopol-
helyzetben l¶ev}o biztos¶³t¶o csÄokkenti term¶eke ¶ar¶at, ha tÄobben ¶erdekl}odnek a
term¶eke ir¶ant.

Bizony¶³t¶as. A 4.1 lemma ¶all¶³t¶asa alapj¶an tudjuk, hogy a 4.2 ¶all¶³t¶asban
felt¶etelezett kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott b¶armilyen piaci l¶etsz¶am eset¶en a hasznos-
s¶agmaximumot biztos¶³t¶o ¶ar egyedi. Teh¶at a 4.2 ¶all¶³t¶asban mutatott p¶elda
minden kÄovetelm¶enyt kiel¶eg¶³t. A p¶elda ¶erdekess¶ege, hogy az ¶arcsÄokken¶es az
indul¶o vagyon szintj¶et}ol fÄuggetlenÄul bekÄovetkezik.

A 4.2 ¶all¶³t¶asban szerepl}o hasznoss¶agfÄuggv¶enyre teljesÄul a csÄokken}o m¶ert¶ek}u
kock¶azatelutas¶³t¶as. A bizony¶³t¶as sor¶an ezt a tulajdons¶agot kÄozvetlenÄul nem
haszn¶altuk ki sehol. Fontos viszont megeml¶³teni, ha a term¶ekpiacot ¶es a
biztos¶³t¶asi piacot hasonl¶³tjuk Äossze. Tudjuk, hogy ha ugyanezzel a hasznos-
s¶agfÄuggv¶ennyel jellemzett elad¶o term¶ekpiacon tev¶ekenykedik, akkor a piaci
l¶etsz¶am nÄoveked¶es¶evel nÄoveln¶e a term¶eke ¶ar¶at.

Term¶ekpiac eset¶en, ha az ¶erdekl}od}ok kÄore kicsi, akkor a monopolhelyzet-
ben l¶ev}o elad¶o kisebb ¶arat hat¶aroz meg, mint ha pro¯tmaximaliz¶al¶o (kock¶a-
zatsemleges) lenne.5 Min¶el kisebb a piac, ann¶al nagyobb bizonytalans¶aggal
tudja csak meghat¶arozni az elad¶o, hogy a szerepl}ok mekkora r¶esze v¶as¶arolja
meg a term¶eket. Az elad¶o alacsonyabb ¶arat hat¶aroz meg, hogy egy kisebb
nyeres¶eget nagyobb val¶osz¶³n}us¶eggel realiz¶aljon. Ahogy nÄovekszik a szerepl}ok
sz¶ama, a term¶eket megv¶as¶arl¶ok ar¶anya egyre kisebb m¶ert¶ekben sz¶or¶odik a
v¶arhat¶o ¶ert¶ek kÄorÄul, az elad¶o a pro¯tmaximaliz¶al¶o ¶arhoz egyre kÄozelebbi ¶arat
hat¶aroz meg.

A monopolhelyzetben l¶ev}o biztos¶³t¶o eset¶eben is szerepet j¶atszik ez az
el}obb v¶azolt mechanizmus, de l¶etezik egy m¶asik mechanizmus, ami ezzel el-
lent¶etesen hat. Ha alacsonyabb ¶arat hat¶aroz meg a biztos¶³t¶o, akkor v¶arhat¶oan
tÄobb szerepl}o veszi meg a biztos¶³t¶ast. TÄobb fÄuggetlen, azonos eloszl¶as¶u
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ¶atlaga jobban a v¶arhat¶o ¶ert¶ek kÄorÄul tÄomÄorÄul, teh¶at a
biztos¶³t¶o szemszÄog¶eb}ol az ¶atlagos k¶arki¯zet¶es kev¶esb¶e sz¶or¶odik, teh¶at kisebb
kock¶azatot jelent a biztos¶³t¶o sz¶am¶ara. Az, hogy a biztos¶³t¶o emeli vagy csÄok-
kenti a biztos¶³t¶asa ¶ar¶at, ezen k¶et hat¶as ered}oj¶en m¶ulik.

5Ezt az ¶all¶³t¶ast nem l¶atom be form¶alisan ebben a cikkben, terjedelmi korl¶atok miatt.
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Ismert t¶eny, hogy ha a biztos¶³t¶onak nagyobb az ¶allom¶anya, akkor olcs¶ob-
ban tudja adni a biztos¶³t¶ast. A 4.2 ¶all¶³t¶as nem ezt a j¶ol ismert tÄorv¶enyszer}u-
s¶eget mondja ki m¶as form¶aban. A 4.2 ¶all¶³t¶asban monopolhelyzetben l¶ev}o biz-
tos¶³t¶ot vizsg¶alunk, akit nem k¶enyszer¶³tenek ¶arcsÄokkent¶esre a versenyt¶arsak.
Az a meglep}o, hogy a biztos¶³t¶o kÄuls}o k¶enyszer n¶elkÄul is csÄokkenti a biztos¶³t¶as
¶ar¶at.

M¶asik oldalr¶ol vizsg¶alva azt is mondhatjuk, hogy a felt¶etelek fenn¶all¶asa
eset¶en a biztos¶³t¶o ¶es a biztos¶³tottak kÄozÄos ¶erdeke az ¶allom¶any nÄoveked¶ese.
Term¶ekpiac eset¶eben viszont pont ellent¶etes az elad¶o ¶es vev}ok ¶erdeke. Az
elad¶o az ¶erdekl}od}ok sz¶am¶anak emelked¶es¶eben ¶erdekelt, a vev}ok pedig a csÄok-
kent¶es¶eben.

5 Hasznoss¶agfÄuggv¶enyek vizsg¶alata

Az el}oz}o fejezetekben kock¶azatkerÄul}o elad¶o viselked¶es¶et vizsg¶altam. A szak-
irodalomban tÄobb helyen is felmerÄul, hogy a biztos vagyon hasznoss¶ag¶at tÄuk-
rÄoz}o hasznoss¶agfÄuggv¶eny az ¶ertelmez¶esi tartom¶any egy r¶esz¶en konvex, a dÄon-
t¶eshoz¶o bizonyos kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott kock¶azatkedvel}o. Ebben a fejezetben
azt vizsg¶alom, v¶altoznak-e az eddig tett meg¶allap¶³t¶asaim, ha a hasznoss¶ag-
fÄuggv¶eny valamely r¶esz¶en konvex.

Els}o l¶ep¶esk¶ent a csÄokken}o m¶ert¶ek}u kock¶azatelutas¶³t¶ast ¶altal¶anos¶³tom.

5.1 de¯n¶³ci¶o. Egy u(x) hasznoss¶agfÄuggv¶enyre, amelyre u0(x) > 0 a kock¶azat-
elutas¶³t¶as csÄokken}o m¶ert¶eke a jellemz}o, ha

µ
¡u00(x)

u0(x)

¶0
< 0

Az 5.1 de¯n¶³ci¶o abban t¶er el az eddigiekt}ol, hogy a csÄokken}o m¶ert¶ek}u
kock¶azatelutas¶³t¶ast nem csak kock¶azatelutas¶³t¶o magatart¶as eset¶en ¶ertelmez-
zÄuk, hanem kock¶azatkedvel}o eset¶en is. Kock¶azatkedvel}o magatart¶as eset¶en
furcsa csÄokken}o m¶ert¶ek}u kock¶azatelutas¶³t¶asr¶ol besz¶elni. Hasonl¶o ez a helyzet
ahhoz, mint amikor a nyeres¶egmaximaliz¶al¶as vesztes¶eg eset¶en a vesztes¶eg mi-
nimaliz¶al¶as¶at jelenti.

Ha a csÄokken}o m¶ert¶ek}u kock¶azatelutas¶³t¶ast az 5.1 de¯n¶³ci¶o szerint ¶al-
tal¶anos¶³tom, akkor a term¶ekpiac eset¶en tett Äosszes meg¶allap¶³t¶as ¶erv¶enyben
marad. A bizony¶³t¶asok nagy r¶esze v¶altozatlan form¶aban fenn¶all, amin v¶al-
toztatni kell, az annyira minim¶alis, hogy csak az ¶erintett r¶eszekre utalok.

A 3.1 ¶all¶³t¶as v¶altozatlan form¶aban ¶erv¶enyben marad, a bizony¶³t¶asn¶al nem
haszn¶altam fel u konkavit¶as¶at. A 3.3 lemma is ¶erv¶enyben marad v¶altoztat¶as
n¶elkÄul, csak n¶eh¶any kieg¶esz¶³t¶est kell tenni a bizony¶³t¶ashoz. A bizony¶³t¶asban
a (12) ¶es a (13) egyenl}otlens¶egek akkor is teljesÄulnek, ha u00

1 vagy u00
2 negat¶³v,

hiszen ezen mennyis¶egek n¶egyzete szerepel az egyenl}otlens¶egekben. Mivel
mindk¶et egyenlet mindk¶et oldala nemnegat¶³v, ez¶ert a k¶et egyenl}otlens¶eg Äossze-
szorz¶as¶at tov¶abbra is el lehet v¶egezni. A (14) egyenl}otlens¶eg akkor is fenn¶all,
ha bal oldal negat¶³v, mert az egyenl}otlens¶eg jobb oldala pozit¶³v. A bi-
zony¶³t¶as tov¶abbi r¶esz¶et nem befoly¶asolj¶ak a hasznoss¶agfÄuggv¶enyek m¶asodik
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deriv¶altj¶anak el}ojelei. A tov¶abbi ¶all¶³t¶asok sor¶an a hasznoss¶agfÄuggv¶eny kon-
kavit¶asa nem kerÄul el}o, csak a 3.3 lemm¶ara tÄort¶enik hivatkoz¶as.

A csÄokken}o m¶ert¶ek}u kock¶azatelutas¶³t¶as eset¶et megvizsg¶altuk. A nÄovekv}o
m¶ert¶ek}u kock¶azatelutas¶³t¶as vizsg¶alat¶at egyszer}ubben el tudjuk v¶egezni: a
hasznoss¶agfÄuggv¶eny nÄovekv}o m¶ert¶ek}u kock¶azatelutas¶³t¶as¶anak felt¶etele nem
}orz}odik meg a nemnegat¶³v line¶aris transzform¶aci¶o sor¶an, ami a gondolatsor-
ban alapvet}o helyet foglal el.

ÄOsszess¶eg¶eben elmondhat¶o, hogy ha a hasznoss¶agfÄuggv¶eny tartalmaz kon-
k¶av ¶es konvex r¶eszeket is, de a hasznoss¶agfÄuggv¶enyre az (¶altal¶anos¶³tott) koc-
k¶azatelutas¶³t¶as csÄokken}o m¶ert¶eke a jellemz}o akkor a monopolhelyzet}u elad¶o
nÄoveli term¶eke ¶ar¶at a piac m¶eret¶enek nÄoveked¶es¶evel.

Egy hasznoss¶agfÄuggv¶eny csak akkor tud eleget tenni az (¶altal¶anos¶³tott)
kock¶azatelutas¶³t¶as csÄokken}o m¶ert¶ek¶enek, ha vagy csak konk¶av, vagy csak kon-
vex r¶eszeket tartalmaz, vagy kis vagyon eset¶en konk¶av, nagy vagyon eset¶en
konvex.

Markowitc ¶altal javasolt hasznoss¶agfÄuggv¶eny (l¶asd pl. [11]) konkavit¶asa
tÄobbszÄor is v¶altozik, ¶³gy biztos, hogy nem tud eleget tenni az (¶altal¶anos¶³tott)
kock¶azatelutas¶³t¶as csÄokken}o m¶ert¶ek¶enek. Ezen hasznoss¶agfÄuggv¶enyre nem
tudom meghat¶arozni az elad¶o viselked¶es¶et.

Biztos¶³t¶okr¶ol ¶altal¶aban a kock¶azatsemlegess¶eget, ritk¶abban a kock¶azat-
kerÄul¶est szok¶as feltenni. A szakirodalomra nem jellemz}o, hogy a biztos¶³t¶o
kock¶azatkedvel}o lenne. A k¶erd¶es vizsg¶alata m¶egis l¶enyeges. Biztos¶³t¶asi pia-
cok eset¶en |¶ervel¶esem szerint| az ¶ar csÄokken¶es¶enek az az oka, hogy tÄobb
biztos¶³tott eset¶en az ¶atlagos k¶arki¯zet¶es kev¶esb¶e sz¶or¶odik a v¶arhat¶o ¶ert¶ek
kÄorÄul, ami kock¶azatkerÄul}o biztos¶³t¶o sz¶am¶ara kedvez}o. Ez a jelens¶eg nem ¶all
fenn kock¶azatkedvel}o biztos¶³t¶o eset¶eben.

Kutat¶asom sor¶an id}om nagy r¶esz¶et a kock¶azatelutas¶³t¶o esetre ford¶³tottam,
a kock¶azatkedvel}o biztos¶³t¶ot nem tudtam kell}o alaposs¶aggal megvizsg¶alni,
¶³gy az el}obb felvetett k¶erd¶est sem tudom m¶eg megv¶alaszolni, ez magam el¶e
kit}uzÄott feladat marad.

6 Kil¶at¶as elm¶elet

Kahneman ¶es Tversky 1979-ben megfogalmazta kil¶at¶as elm¶elet¶et (l¶asd [7]),
amely szerint a dÄont¶eshoz¶o nem a v¶arhat¶o hasznoss¶ag¶at vizsg¶alja, hanem az
¶ugynevezett szubjekt¶³v v¶arhat¶o hasznoss¶ag¶at. A dÄont¶eshoz¶o preferenci¶aja a
val¶osz¶³n}us¶egnek nem line¶aris fÄuggv¶enye. A dÄont¶eshoz¶o ¶erz¶ekenyebb a val¶o-
sz¶³n}us¶egben bekÄovetkezett v¶altoz¶asokra kis val¶osz¶³n}us¶egek eset¶en, mint nagy
val¶osz¶³n}us¶egek eset¶en. A dÄont¶eshoz¶o bizonytalan kimenetek eset¶en a

1X

i=i

¼(pi)v(xi) (28)

kifejez¶eseket hasonl¶³tja Äossze, ¶es azt a lehet}os¶eget v¶alasztja, amelyikre ez a
legnagyobb. A (28) kifejez¶esben xi az i-edik kimenet eset¶en a ki¯zet¶es, pi

az i-edik kimenet val¶osz¶³n}us¶ege, ¼(¢) : [0; 1] ! [0; 1]; kis p val¶osz¶³n}us¶egek
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eset¶en ¼(p) > p, nagy p val¶osz¶³n}us¶egek eset¶en pedig ¼(p) < p. A v(¢)
¶ert¶ekfÄuggv¶enyr}ol ¶altal¶aban azt felt¶etelezik, hogy vesztes¶egek eset¶en konk¶av
(kock¶azatkerÄul}o), nyeres¶egek eset¶en pedig konvex (kock¶azatkedvel}o). A vizs-
g¶alt modellre alkalmazva: az elad¶o a

U(C;P;n) =

=
nX

k=0

kX

j=0

µ
¼

·µ
n

k

¶
V (P )k(1 ¡ V (P ))n¡k

µ
k

j

¶
qj(1 ¡ q)k¡j

¸
v(C + kP ¡ jK)

¶

(29)
kifejez¶est vizsg¶alja

L¶athat¶o, hogy ebben az esetben a (29) kifejez¶est nem tudjuk a (2) ¶es a
(4) rekurz¶³v ÄosszefÄugg¶eseknek megfelel}oen sz¶etbontani, ami bizony¶³t¶asaimhoz
n¶elkÄulÄozhetetlen. Az el}oz}o fejezetekben meg¶allap¶³tott ÄosszefÄugg¶esek igaz vagy
hamis volt¶at a bemutatott keretben nem lehet meg¶allap¶³tani, ez is a magam
sz¶am¶ara kit}uzÄott tov¶abbi feladat.

7 Tov¶abbl¶ep¶esi lehet}os¶egek

A cikk befejez¶esek¶ent Äosszefoglalom azokat az ir¶anyokat, amelyek fel¶e a ku-
tat¶asokat tov¶abb lehet vinni.

J¶o lenne felt¶etelt adni arra, hogy U(C; P;n) fÄuggv¶eny P szerinti maxi-
muma mikor lesz egyedi.

Biztos¶³t¶asi piacok eset¶en meg lehetne pr¶ob¶alni bebizony¶³tani a megfogal-
mazott ¶all¶³t¶ast arra az esetre is, ha a biztos¶³t¶o ¶altal ¯zetett Äosszeg val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶oval adott.

Az ¶altalam vizsg¶alt modell eset¶eben a biztos¶³t¶o nem tudott v¶altoztatni a
biztos¶³t¶asi szerz}od¶esen, csak az ¶aron. Ez alatt azt ¶ertem, hogy k¶ar esem¶eny
bekÄovetkeztekor K Äosszeget ¯zet a biztos¶³tottnak. Biztos¶³t¶as eset¶en a biz-
tos¶³t¶o ¶es biztos¶³tott osztozkodik a kock¶azaton. Nagyon izgalmas k¶erd¶esnek
tartom annak vizsg¶alat¶at, hogy v¶altozik-e az osztozkod¶as m¶odja, ¶es ha igen,
hogyan, ha nÄovekszik a szerepl}ok sz¶ama.

A cikkben eltekintettem att¶ol, hogy a biztos¶³t¶o cs}odbe juthat. Fontos
megvizsg¶alni ezt az esetet is.

Vizsg¶alni lehet azt is, hogy v¶altoznak-e meg¶allap¶³t¶asaink, ha a k¶arbekÄo-
vetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg eset¶eben is aszimmetrikus inform¶alts¶agot teszÄunk fel.
Ehhez kapcsol¶od¶oan az erkÄolcsi kock¶azat (moral hazard) k¶erd¶es¶et is meg lehet
vizsg¶alni.

Term¶eszetesen a legfontosabb k¶erd¶esek egyike, hogy versenyhelyzetben
hogyan m¶odosulnak a meg¶allap¶³t¶asok.

Irodalom

1. Arrow, Kenneth J.: Le Rôle Des Valeurs Boursieres pour la R¶epartition la
Meilleure des Risques (The Role of Securities in the Optimal Allocation of



A bizonytalans¶agnak ¶es a vev}okÄor nagys¶ag¶anak egyÄuttes hat¶asa . . . 157

Risk Bearing) International Colloquium on Econometrics, 1952, Centre Na-
tional de la Recherche Scienti¯que, Paris, 1953.

2. Borch, Karl: Equilibrium in a Reinsurance Market, Econometrica, 1962.

3. Dionne, Georges (editor): Handbook of Insurance, Kluwer Academic Pub-
lisher, Boston, Dordrecht, London, 2000.

4. Dionne, Georges (editor) and Doherty, Neil: Contribution to Insurance Eco-
nomics, Kluwer Academic Publishers, Boston, Dordrecht, London, 1992.

5. Ehrlich, Isaac and Becker, Garry: Market Insurance, Self-Insurance and Self-
Protection, Journal of Political Economy, 1972.

6. Grossman, Sanford J. and Hart, Oliver D.: An Analysis of the Principal-Agent
Problem, Econometrica, 1992.

7. Kahneman, Daniel and Tversky, Amos: Prospect Theory: An Analysis of
Decision Under Risk, Econometrica, 1979.

8. Kimball, Miles S.: Standard Risk Aversion, Econometrica, 1993.

9. Kliger, Doron and Levikson, Benny: Pricing insurance contracts - an economic
viewpoint, Insurance: Mathematics and Economics, 1998.

10. Luciano, Elisa: A note on loadings and deductibles: can a vicious circle arise?
Scandinavian Actuarial Journal, 1999.

11. Machina, Mark J.: Expected Utility Analysis without the Independence Ax-
iom, Econometrica, 1982.

12. Mossin, Jan: Aspect of Rational Insurance Purchasing, Journal of Political
Economy, 1968.

13. Pratt, John W: Risk Aversion in the Small and in the Large, Econometrica,
1964.

14. Raviv, Arthur: The Design of an Optimal Insurance Policy, American Eco-
nomic Review, 1979.

15. Rotchild, Micheal and Stiglitz, Joseph E.: Equilibrium in Competitive In-
surance Markets: An Essay on the the Economics of Imperfect Information,
Quarterly Journal of Economics, 1976.

16. Shavell, Steven: On Moral Hazard and Insurance, Quarterly Journal of Eco-
nomics, 1979.

17. Sinn, Hans-Werner: Economic Decisions Under Uncertainty, North-Holland
Publishing Company, Amsterdam, New York, Oxford, 1983.

INVESTIGATING HOW THE NUMBER OF POLICIES EFFECT THE

OPTIMUM INSURANCE PREMIUM

An economic approach for modeling the insurance markets. The study focuses on
the monopolistic market, where one insurance company sells a product with prede-
termined bene¯ts for the customers. An outline of the company and the insureds'
behavior with utility functions is given. The study investigates the problem of
policy pricing in relation to the number of clients the company acquires. Analytic
tools will be used to further clarify the points.
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