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ARBITRAZS NAGY PENZUGYI PIACOKON!

RASONYI MIKLOS
MTA Szdmitdstechnikai és Automatizdldsi Kutatd Intézete

Pénziigyi piacok olyan matematikai modelljeivel foglalkozunk, melyekben
termékek egy végtelen sorozata van jelen. Ilyen piacok arbitrazselméletének
4j eredményeirdl adunk attekintést. Az arbitrdzsmentesség és a martingél-
mértékek 1étezése kozotti kapesolatot vizsgdljuk, elsésorban a klasszikus ,,ar-
bitrazs arazasi elmélet”-tel Gsszefiiggésben.

1 Bevezetés

A dolgozat célja az arbitrazs fogalmi tisztazdsa és vizsgalata olyan esetek-
ben, amikor a piaci szereploknek befektetési lehetéségek egész sokasaga &ll
a rendelkezésére. Ilyenkor a kockéazat mérsékelheté azaltal, hogy tokéjiiket
szamos kiilonbozo termékbe fektetik. Mindazondltal tovabbra sem allhatnak
fenn tartdosan arbitrazslehetoségek.

Nagy piac alatt tehat azt értjiik, hogy nagyon sok termékkel lehet keres-
kedni. Példa erre a globalis viliggazdasag, de nagy piacnak tekinthetjiik pl.
az Egyesiilt Allamokban forgalomban 16vé kiilonbozé lejérati és kibocsatéju
kotvények Oszszességét is.

A matematikai modellben ezért ugyanigy indokolt megszamlalhatéan
végtelen sok termék szerepeltetése, mint ahogyan a statisztikaban is meg-
figyelések végtelen sorozatara vonatkozo aszimptotikus eredményekkel dolgo-
zunk nagy mintak esetén.

A cikkiink 2. szakaszdban bemutatott piacmodellt S. A. Ross [23] uttérd
munkdja Ota szokds vizsgalni. A minket foglalkoztaté alapvet6é kérdések:
Hogyan célszert definidlni az arbitrazs fogalmat? Milyen feltételeket kell tel-
jesiteniiik a modellparamétereknek, hogy ne 1éphessen fel arbitrazs? Hogyan
arazzunk szarmazékos termékeket egy nagy piacon?

Az utébbi masfél évtized pénziigyi matematikai eredményei megmutattéik,
milyen szoros az Osszefliggés a derivativ termékek arazasa, illetve a piac ar-
bitrdzsmentessége kozott, lasd a 3. szakaszt. A 4. szakaszban rdmutatunk,
hogyan kapcsolddik az arbitrazs korszerii elmélete a korabbi linedris arazési
modszerekhez; ez utébbiakrdl a jelen szakasz hatralévo részében ejtiink szot.
Az 5. szakaszban potencidlis jovobeli kutatasi irdnyokra utalunk.

Az elméleti kozgazdasdgtan egyik hagyomanyos megkozelitése az drazdsi
problémahoz a CAPM (“Capital Asset Pricing Model”), mely szerint egyen-
sulyban 1év6 piacon az egyes termékek varhaté hozama linedrisan fligg a

1A szerzd koszonetet mond az OTKA T 047193 és F 049094 szerzddések alapjan kapott
tamogatasért. Beérkezett: 2004. augusztus 29. e-mail: rasonyi@sztaki.hu.
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termék “bétdjatol”. Ez a [ az adott termék és a piaci portfélié (mikor az egész
piacot egyetlen portféliénak tekintjiik) kozotti korrelacié egy mérészama, 14sd
a masodik szakaszban bemutatott modellt.

A CAPM elmélet J. Lintner [19], W. Sharpe [25] és J. Mossin [20] nevéhez
fliz6dik; a [8] kényv alapos bevezetést nytjt ebbe a tdrgykorbe. Barmennyire
csabito egy ilyen linedris Osszefiiggés megléte, ez nem bizonyult mindig a
tapasztalattal egybevigénak, s az elmélet bizonyos el6feltevései (normélis
eloszldst hozamok, kvadratikus hasznosségi fiiggvény) is megkérddjelezhetbek.

S. A. Ross [23] cikkében mer6ben 1j kiindulépontokbdl jutott el ha-
sonl6 kovetkeztetésekhez: ha kelléen sok termék van a piacon és nincsenek
arbitrazslehet0ségek, akkor a CAPM 4&ltal jésolt linedris fiiggés kdzelitdleg
fenndll. Ez utébbi elméletet “Arbitrage Pricing Theory” (APT) néven tartjak
szamon.

2 Az APT modell

Roviden ismertetjiik Ross APT modelljének egy egyszerii esetét, némileg
modositva, ldsd [22]-t részletesebb targyaldsért.

Megszamlalhatoan végtelen sok terméket tekintiink. Feltessziik, hogy
mindegyik termék egységnyi mennyisége $1-ba keriil ma. Legyen az n-edik
termék ara R, egy adott T" jovGbeli idépontban, n € IN.

Legyen tovabbd Ry = 1 + r konstans (azaz létezzen kockdzatmentes be-
fektetés), R,, n > 1 pedig valdsziniiségi valtozdk. Tételezziik fel, hogy a
piacot alapvetden egy véletlen forrds (faktor) hatdrozza meg, ehhez persze
még hozzajonnek az egyes termékek sajat kockazatai. Véges sok kozos faktor
esete is hasonléan targyalhato.

A matematikai modellben egy (2, F, P) valdszintiségi mezét vesziink; a
kozos faktort az €1 valdsziniiségi valtozd testesiti meg, a termékek egyedi
kockdzatait pedig &;, i > 2 {rjdk le, legyenek ezek (teljesen) fiiggetlenek.
Feltessziik, hogy az elsé termék ara, Ry, kizardlag a kozos kockazati tényezotol
fligg. Mésképpen fogalmazva, feltessziik, hogy e kozos faktor maga is adhato-
vehet6. Ez példaul fennall akkor, ha valamely tozsdeindexet vagy a fentebb
méar emlitett piaci portféliét tekintjiik. A kockdzati tényez6ktol vald fliggést
linearisnak vessziik.

A kovetkezd formalis modellhez jutunk:

Rl =1 + M1 + 0181, RrL =1 + Mn + ﬂngl + On€n, N 2 27

ahol a yu,,, B, 0, konstansok és feltessziik, hogy Fe,, =0, Fe2 =1, n € IN.
Ekkor u,, éppen E R, —1-el, az n-edik termék varhat6 hozamaval egyezik meg.
Teljesiiljon még, hogy a termékek sajat kockazatat kifejez6 széras korlatos:

sup |o] < oo,
i
azaz egy termék sajat kockazata nem szokhet az égig.

Egy adott befektetd egyszerre véges sok (mondjuk k) termékkel keresked-
het, de ez a k barmilyen nagy lehet. Tetszélegesen eldontheti barmely 1 <7 <
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k-re, hogy az i-edik termékbdl mennyit vasarol, jelolje ezt a mennyiséget ¢;;
ez barmilyen el6jelii lehet (vagyis fedezetleniil is eladhatunk). Ha kezd&t6kéje
¢, a kockazatmentes befektetés ¢y mennyiségét gy kell megvalasztani, hogy

D di=c (1)

teljesiiljon, ezt onfinanszirozdsi feltételnek nevezziik.
A ¢ portfélié értékndvekedése a T idépontig

k k
Vi(¢):= Z¢iRi —c= Z(bi(R,- -1).
i=0 =0

1. definicié. Azt mondjuk, hogy a piacon aszimptotikus arbitrdzs van jelen,
ha ¢ = 0 és létezik természetes szdmok olyan ny, k € IN névé sorozata és
olyan ¢, onfinanszirozo portfolick az ny, terméket tartalmazo piacon, hogy

EV(¢n,) —C >0, D*V(éy,)) —0, k—oc.

Vagyis akkor beszéliink aszimptotikus arbitrazsrél, ha 0 kezd6t6kébol egy-
re nagyobb piacokon kereskedve a befektetének mddja nyilik pozitiv atlagos
hozamot produkalnia s egyszersmind kockazatat tetszolegesen kicsire csok-
kentenie. A kockazatot jelen esetben a szdrassal mérjiik.

A gyakorlatban egy ilyen arbitrézslehetdség jelenléte azt jelenti, hogy ele-
gendden sok termékbol mar osszedllithatd pozitiv hozamu portféli, melynek
szérésa kisebb egy altalunk megadott (tetszélegesen kicsiny) kiisz6bnél. Ilyen
portfélié konkrétan is megadhato, lasd [9]-et vagy [10] 5. szakaszat.

Az APT alaptétele a kovetkezé:

1. tétel. Ha nincsenek aszimptotikus arbitrdzslehetdségek, akkor létezik olyan
~v € IR, hogy

o0
Z(ui —r—B7)?<oc0. (2)
i=1

Megmutathatd, hogy a v konstans éppen (u1 — 1)/o1-gyel egyenld.

A tétel lényege, hogy arbitrdzsmentes piacon p; — r (az dtlagos hozamok
kockdzatos része) nagy i-re koriilbeliil linedrisan fiigg az adott i-edik termék
“betdjatdl”. Az eltérés gyorsan 0-hoz tart (még az eltérések négyzetosszege is
véges), tehat a CAPM alapdosszefiiggésének (u; = r + 5;7y) egy aszimptotikus
véltozatét kapjuk. Lathatéan ;01 éppen cov (R;, Ry)-gyel egyenld, tehat 5;
egy korrelacié jellegli mennyiség.

Ez az eredmény elészor S. A. Ross [23] cikkében jelent meg. G. Huberman
[9] dolgozatdban vildgos és matematikailag kifogastalan levezetést adott, 14sd
Ugyszintén a [10] &ttekintést. A ~ konstans értéke ugyanaz, mint a CAPM
alapreldcidjaban, de az APT esetében ezt csak az [1] cikkben mutatta meg
A. Admati és P. Pfleiderer.
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A modell t6bb szempontbdl kifogasolhaté: az e; véletlen mennyiségeknek
kell, hogy létezzen a masodik momentuma, holott a hozamok modellezésénél
sokszor vastag farkd, pl. stabil eloszldsokat is haszndlnak, 14sd [24, 6] és az
utobbiban szerepld hivatkozasokat. Egy masik gyenge pont a szérds, mint
kockazati mérGszam hasznalata: ez az atlagtdl felfelé valo eltérést ugyan-
ugy veszi figyelembe, mint a lefelé vald eltérést, noha nyilvan nem mindegy,
hogy az atlagosnal tobbet vagy kevesebbet jovedelmez az adott értékpapir.
A 4. szakaszban latni fogjuk, hogyan kiiszoboli ki az jabb elmélet ezeket a
fogyatékossagokat.

3 Kockazatsemleges arazas

Az arbitrdzsmentes piacok vizsgdlata més okbdl is az érdekl6dés homlok-
terébe keriilt. F. Black és M. Scholes [2] cikkiikben az opcidk olyan drazési
modszerét javasoltak, melyben un. kockdzatsemleges drazo funkciondlok jut-
nak szerephez.

Ezek a leggyakrabban alkalmazott modellekben olyan valdszintiségi mérté-
keknek felelnek meg, melyekre nézve az arfolyamatok in. martingdlok. Az
ilyeneket roviden martingdlmértéknek nevezzik.

Régota ismert, hogy ha egy szerencsejatékban a jatékos Osszes nyeresége
(vagy vesztesége) a t idOpontig M, és az M, folyamat martingalt alkot, akkor
nem lehetséges biztos nyereséghez jutnia. A modern pénziigyi matematika
egyik legfontosabb észrevétele a fenti megfigyelés megforditasa, azaz

Metatétel. Ha nincs kockdzat nélkili haszon (arbitrdzs), akkor van
olyan, az objektiv wvaldsziniiséggel ekvivalens wvaldsziniségi mérték, melyre
nézve a piacon lévd termékek diszkontdlt drfolyamatai martingdlok.

Ezt a kijelentést a ,,Szarmazékos termékek arazasanak alaptétele”-ként
szokas emlegetni; valéjaban inkabb egy altaldnos alapelvrol van sz6, melyet
azonban a konkrét modellosztalyokban mindig igazolni kell. Elészor olyan
modelleket vizsgaltak, ahol a kereskedés diszkrét idopillanatokban torténik;
a metatételt [7]-ben mutattak meg véges valdsziniiségi mezé esetére, majd [3]-
ban az dltalanos esetre. Ez a kiterjesztés mar mélyebb matematikat igényelt,
[13]-ban egyszerii bizonyitds taldlhaté erre a szép eredményre.

A tovéabbi fejlemények a valdszintiségszamitas és a funkcionalanalizis egyre
nehezebb fejezeteit hasznaltak. Szikségessé valt az arbitrazs fogalméanak
kib&vitése: folytonos idéparaméteri modellekben (azaz ahol a kereskedés
folytonosan torténik) ahhoz, hogy martingdlmértékeket kaphassunk, fel kell
tenni, hogy még befektetések limeszeként sem lehetséges arbitrazshoz jutni.
Evégett az 1. definicioban bemutatott aszimptotikus arbitrazshoz hasonlé fo-
galmak sziilettek, melyekben kiilonféle médokon kell hatdrértéket venni (pl.
sztochasztikusan vagy 1 valdszintiséggel). A 4. szakaszban konkrét példat is
mutatunk erre. A terjedelmes irodalombdl most csak a [5, 18] cikkekre és
[10]-re utalunk.

Nézziik meg most, mit értiink martingdlmértéken az APT modellben!
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2. definicié. Azt mondjuk, hogy a Q valdsziniségi mérték martingdlmérték
az APT modellben, ha minden n € IN esetén

E°R, =1+,

azaz e mérték szerint minden termék dtlagos hozama megegyezik a kockdzat-
mentes hozammal.

4 A két elmélet o0sszefonddasa

Elséként a [11] dolgozat vizsgélta nagy piacokon az arbitrdzsmentesség és a
martingdlmértékek kapcsolatat. Ezt [16], [17], [12], [14], [15], [4] kovették.
J6 attekintést ad e témérdl a [10] tanulmény.

Példaképpen a [15] cikk egy aszimptotikus arbitrazsfogalmét ragadjuk ki:

3. definicié Azt mondjuk, hogy az NFLBR feltétel (“no free lunch with
bounded risk”) teljesiil, ha a ¢ = 0 a kiinduldsi téke esetén nincsen olyan
ng, k € IN névé sorozat és ¢, Oonfinanszirozé portfdlick az nj terméket
tartalmazo piacon, hogy

V(gn) =V,
van olyan A > 0, hogy minden k-ra, V(¢,,) > —A,
V>06é P(V>0)>0.

Itt X, X azt jelenti, hogy valdsziniiségi valtozok egy X, sorozata
sztochasztikusan tart az X-hez.

A mésodik feltétel azt jelenti, hogy az arbitrazsiigyletek sordan nem lehet
korlatlan hitelt felvenni, ez meglehetOsen természetes feltételezés.

Lathato e definici6 szamos elonye: mar nem koveteljiik meg, hogy az arfo-
lyamat masodik momentuma létezzen, és szakitunk a szoras mint kockazati
mérték hasznélataval.

Az elmélet tipikus tételei a kovetkezd médon festenek (a zdrdjeles példa
mindig a [15] cikkre vonatkozik): ha nincs aszimptotikus arbitrézs (pl. NFLBR
igaz) arfolyamatok egy adott osztalydban (pl. folytonos trajektérigju folya-
matok), akkor léteznek jé tulajdonsdgokkal biré kockazatsemleges drazé funk-
ciondlok (pl. a piac minden véges szegmensén létezik martingdlmérték, és
ezek sorozata ,,szépen viselkedik”).

Sajnos, az ismert eredmények jo része csak meglehetésen komplikalt és ne-
hezen megragadhaté médon szolgaltat kockazatsemleges drazo funkcionalokat:
az el0z6 bekezdés példajaban mindossze ilyenek egy sorozatat kapjuk. Fontos
volna feltételeket talalni a 2. definicioban szereplé martingalmérték 1étezésére.

Ez a [21] és [22] kozlemények kiindulépontja. E két cikk (mint kordbban
[12] is) a 2. szakaszbeli APT modellt vizsgdlja. [21] sziikséges és elégséges
feltételt ad martingalmértékek létezésére egy bizonyos erGs értelemben, ez
a kritérium alkalmazhaté olyan modellekben is, ahol a hozamokat stabil
eloszlasu valdszinliségi véltozokkal irjdk le, mint példdul [6]-ban. A [22] cikk
a klasszikus APT-ben ad feltételt kockdzatsemleges drazé mérték 1étezésére:
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2. tétel. Bizonyos technikai feltételek megléte esetén ha nincs aszimptotikus
arbitrdzs az 1. definicid értelmében, akkor létezik Q martingdlmérték (a 2. de-
findcid szerinti értelemben).

5

Nyitott kérdések

Tovabbra sem ismeretesek pontos, altalanos feltételek arra nézve, hogy egy
nagy piacon létezzék martingdlmérték. Madsik, a gyakorlat szempontjabdl
lényeges probléma: taldljunk a (2)-hoz hasonld reldcidkat, melyeknek egy
arbitrazsmentes piacon teljesiilniiik kell. Az ilyen Osszefliggéseket arbitrazs
kimutatasara lehetne hasznalni pl. kotvénypiacok esetében.
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ARBITRAGE IN LARGE FINANCIAL MARKETS

We present an overview of recent results in the arbitrage theory of financial market
models with an infinite sequence of assets. We analyze the relationship between ab-
sence of arbitrage and the existence of martingale measures focusing on the classical
Arbitrage Pricing Theory.



