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ARBITR¶AZS NAGY P¶ENZÄUGYI PIACOKON1

R¶ASONYI MIKL¶OS
MTA Sz¶am¶³t¶astechnikai ¶es Automatiz¶al¶asi Kutat¶o Int¶ezete

P¶enzÄugyi piacok olyan matematikai modelljeivel foglalkozunk, melyekben
term¶ekek egy v¶egtelen sorozata van jelen. Ilyen piacok arbitr¶azselm¶elet¶enek
¶uj eredm¶enyeir}ol adunk ¶attekint¶est. Az arbitr¶azsmentess¶eg ¶es a marting¶al-
m¶ert¶ekek l¶etez¶ese kÄozÄotti kapcsolatot vizsg¶aljuk, els}osorban a klasszikus ,,ar-
bitr¶azs ¶araz¶asi elm¶elet"-tel ÄosszefÄugg¶esben.

1 Bevezet¶es

A dolgozat c¶elja az arbitr¶azs fogalmi tiszt¶az¶asa ¶es vizsg¶alata olyan esetek-
ben, amikor a piaci szerepl}oknek befektet¶esi lehet}os¶egek eg¶esz sokas¶aga ¶all
a rendelkez¶es¶ere. Ilyenkor a kock¶azat m¶ers¶ekelhet}o az¶altal, hogy t}ok¶ejÄuket
sz¶amos kÄulÄonbÄoz}o term¶ekbe fektetik. Mindazon¶altal tov¶abbra sem ¶allhatnak
fenn tart¶osan arbitr¶azslehet}os¶egek.

Nagy piac alatt teh¶at azt ¶ertjÄuk, hogy nagyon sok term¶ekkel lehet keres-
kedni. P¶elda erre a glob¶alis vil¶aggazdas¶ag, de nagy piacnak tekinthetjÄuk pl.
az EgyesÄult ¶Allamokban forgalomban l¶ev}o kÄulÄonbÄoz}o lej¶arat¶u ¶es kibocs¶at¶oj¶u
kÄotv¶enyek Äoszszess¶eg¶et is.

A matematikai modellben ez¶ert ugyan¶ugy indokolt megsz¶aml¶alhat¶oan
v¶egtelen sok term¶ek szerepeltet¶ese, mint ahogyan a statisztik¶aban is meg-
¯gyel¶esek v¶egtelen sorozat¶ara vonatkoz¶o aszimptotikus eredm¶enyekkel dolgo-
zunk nagy mint¶ak eset¶en.

A cikkÄunk 2. szakasz¶aban bemutatott piacmodellt S. A. Ross [23] ¶uttÄor}o
munk¶aja ¶ota szok¶as vizsg¶alni. A minket foglalkoztat¶o alapvet}o k¶erd¶esek:
Hogyan c¶elszer}u de¯ni¶alni az arbitr¶azs fogalm¶at? Milyen felt¶eteleket kell tel-
jes¶³teniÄuk a modellparam¶etereknek, hogy ne l¶ephessen fel arbitr¶azs? Hogyan
¶arazzunk sz¶armaz¶ekos term¶ekeket egy nagy piacon?

Az ut¶obbi m¶asf¶el ¶evtized p¶enzÄugyi matematikai eredm¶enyei megmutatt¶ak,
milyen szoros az ÄosszefÄugg¶es a derivat¶³v term¶ekek ¶araz¶asa, illetve a piac ar-
bitr¶azsmentess¶ege kÄozÄott, l¶asd a 3. szakaszt. A 4. szakaszban r¶amutatunk,
hogyan kapcsol¶odik az arbitr¶azs korszer}u elm¶elete a kor¶abbi line¶aris ¶araz¶asi
m¶odszerekhez; ez ut¶obbiakr¶ol a jelen szakasz h¶atral¶ev}o r¶esz¶eben ejtÄunk sz¶ot.
Az 5. szakaszban potenci¶alis jÄov}obeli kutat¶asi ir¶anyokra utalunk.

Az elm¶eleti kÄozgazdas¶agtan egyik hagyom¶anyos megkÄozel¶³t¶ese az ¶araz¶asi
probl¶em¶ahoz a CAPM (\Capital Asset Pricing Model"), mely szerint egyen-
s¶ulyban l¶ev}o piacon az egyes term¶ekek v¶arhat¶o hozama line¶arisan fÄugg a

1A szerz}o kÄoszÄonetet mond az OTKA T 047193 ¶es F 049094 szerz}od¶esek alapj¶an kapott
t¶amogat¶as¶ert. Be¶erkezett: 2004. augusztus 29. e-mail: rasonyi@sztaki.hu.
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term¶ek \b¶et¶aj¶at¶ol". Ez a ¯ az adott term¶ek ¶es a piaci portf¶oli¶o (mikor az eg¶esz
piacot egyetlen portf¶oli¶onak tekintjÄuk) kÄozÄotti korrel¶aci¶o egy m¶er}osz¶ama, l¶asd
a m¶asodik szakaszban bemutatott modellt.

A CAPM elm¶elet J. Lintner [19], W. Sharpe [25] ¶es J. Mossin [20] nev¶ehez
f}uz}odik; a [8] kÄonyv alapos bevezet¶est ny¶ujt ebbe a t¶argykÄorbe. B¶armennyire
cs¶ab¶³t¶o egy ilyen line¶aris ÄosszefÄugg¶es megl¶ete, ez nem bizonyult mindig a
tapasztalattal egybev¶ag¶onak, s az elm¶elet bizonyos el}ofeltev¶esei (norm¶alis
eloszl¶as¶u hozamok, kvadratikus hasznoss¶agi fÄuggv¶eny) is megk¶erd}ojelezhet}oek.

S. A. Ross [23] cikk¶eben mer}oben ¶uj kiindul¶opontokb¶ol jutott el ha-
sonl¶o kÄovetkeztet¶esekhez: ha kell}oen sok term¶ek van a piacon ¶es nincsenek
arbitr¶azslehet}os¶egek, akkor a CAPM ¶altal j¶osolt line¶aris fÄugg¶es kÄozel¶³t}oleg
fenn¶all. Ez ut¶obbi elm¶eletet \Arbitrage Pricing Theory" (APT) n¶even tartj¶ak
sz¶amon.

2 Az APT modell

RÄoviden ismertetjÄuk Ross APT modellj¶enek egy egyszer}u eset¶et, n¶emileg
m¶odos¶³tva, l¶asd [22]-t r¶eszletesebb t¶argyal¶as¶ert.

Megsz¶aml¶alhat¶oan v¶egtelen sok term¶eket tekintÄunk. FeltesszÄuk, hogy
mindegyik term¶ek egys¶egnyi mennyis¶ege $1-ba kerÄul ma. Legyen az n-edik
term¶ek ¶ara Rn egy adott T jÄov}obeli id}opontban, n 2 IN .

Legyen tov¶abb¶a R0 = 1 + r konstans (azaz l¶etezzen kock¶azatmentes be-
fektet¶es), Rn; n ¸ 1 pedig val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok. T¶etelezzÄuk fel, hogy a
piacot alapvet}oen egy v¶eletlen forr¶as (faktor) hat¶arozza meg, ehhez persze
m¶eg hozz¶ajÄonnek az egyes term¶ekek saj¶at kock¶azatai. V¶eges sok kÄozÄos faktor
esete is hasonl¶oan t¶argyalhat¶o.

A matematikai modellben egy (­;F ; P ) val¶osz¶³n}us¶egi mez}ot veszÄunk; a
kÄozÄos faktort az "1 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o testes¶³ti meg, a term¶ekek egyedi
kock¶azatait pedig "i; i ¸ 2 ¶³rj¶ak le, legyenek ezek (teljesen) fÄuggetlenek.
FeltesszÄuk, hogy az els}o term¶ek ¶ara, R1, kiz¶ar¶olag a kÄozÄos kock¶azati t¶enyez}ot}ol
fÄugg. M¶ask¶eppen fogalmazva, feltesszÄuk, hogy e kÄozÄos faktor maga is adhat¶o-
vehet}o. Ez p¶eld¶aul fenn¶all akkor, ha valamely t}ozsdeindexet vagy a fentebb
m¶ar eml¶³tett piaci portf¶oli¶ot tekintjÄuk. A kock¶azati t¶enyez}okt}ol val¶o fÄugg¶est
line¶arisnak vesszÄuk.

A kÄovetkez}o form¶alis modellhez jutunk:

R1 = 1 + ¹1 + ¾1"1; Rn = 1 + ¹n + ¯n"1 + ¾n"n; n ¸ 2;

ahol a ¹n; ¯n; ¾n konstansok ¶es feltesszÄuk, hogy E"n = 0; E"2
n = 1; n 2 IN .

Ekkor ¹n ¶eppen ERn¡1-el, az n-edik term¶ek v¶arhat¶o hozam¶aval egyezik meg.
TeljesÄuljÄon m¶eg, hogy a term¶ekek saj¶at kock¶azat¶at kifejez}o sz¶or¶as korl¶atos:

sup
i

j¾ij < 1;

azaz egy term¶ek saj¶at kock¶azata nem szÄokhet az ¶egig.
Egy adott befektet}o egyszerre v¶eges sok (mondjuk k) term¶ekkel keresked-

het, de ez a k b¶armilyen nagy lehet. Tetsz}olegesen eldÄontheti b¶armely 1 · i ·
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k-re, hogy az i-edik term¶ekb}ol mennyit v¶as¶arol, jelÄolje ezt a mennyis¶eget Ái;
ez b¶armilyen el}ojel}u lehet (vagyis fedezetlenÄul is eladhatunk). Ha kezd}ot}ok¶eje
c, a kock¶azatmentes befektet¶es Á0 mennyis¶eg¶et ¶ugy kell megv¶alasztani, hogy

kX

i=0

Ái = c (1)

teljesÄuljÄon, ezt Äon¯nansz¶³roz¶asi felt¶etelnek nevezzÄuk.
A Á portf¶oli¶o ¶ert¶eknÄoveked¶ese a T id}opontig

V (Á) :=
kX

i=0

ÁiRi ¡ c =
kX

i=0

Ái(Ri ¡ 1) :

1. de¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy a piacon aszimptotikus arbitr¶azs van jelen,
ha c = 0 ¶es l¶etezik term¶eszetes sz¶amok olyan nk; k 2 IN nÄov}o sorozata ¶es
olyan Ánk

Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶ok az nk term¶eket tartalmaz¶o piacon, hogy

EV (Ánk
) ! C > 0; D2(V (Ánk

)) ! 0; k ! 1 :

Vagyis akkor besz¶elÄunk aszimptotikus arbitr¶azsr¶ol, ha 0 kezd}ot}ok¶eb}ol egy-
re nagyobb piacokon kereskedve a befektet}onek m¶odja ny¶³lik pozit¶³v ¶atlagos
hozamot produk¶alnia s egyszersmind kock¶azat¶at tetsz}olegesen kicsire csÄok-
kentenie. A kock¶azatot jelen esetben a sz¶or¶assal m¶erjÄuk.

A gyakorlatban egy ilyen arbitr¶azslehet}os¶eg jelenl¶ete azt jelenti, hogy ele-
gend}oen sok term¶ekb}ol m¶ar Äossze¶all¶³that¶o pozit¶³v hozam¶u portf¶oli¶o, melynek
sz¶or¶asa kisebb egy ¶altalunk megadott (tetsz}olegesen kicsiny) kÄuszÄobn¶el. Ilyen
portf¶oli¶o konkr¶etan is megadhat¶o, l¶asd [9]-et vagy [10] 5. szakasz¶at.

Az APT alapt¶etele a kÄovetkez}o:

1. t¶etel. Ha nincsenek aszimptotikus arbitr¶azslehet}os¶egek, akkor l¶etezik olyan
° 2 IR, hogy

1X

i=1

(¹i ¡ r ¡ ¯i°)2 < 1 : (2)

Megmutathat¶o, hogy a ° konstans ¶eppen (¹1 ¡ r)=¾1-gyel egyenl}o.

A t¶etel l¶enyege, hogy arbitr¶azsmentes piacon ¹i ¡ r (az ¶atlagos hozamok
kock¶azatos r¶esze) nagy i-re kÄorÄulbelÄul line¶arisan fÄugg az adott i-edik term¶ek
\bet¶aj¶at¶ol". Az elt¶er¶es gyorsan 0-hoz tart (m¶eg az elt¶er¶esek n¶egyzetÄosszege is
v¶eges), teh¶at a CAPM alapÄosszefÄugg¶es¶enek (¹i = r + ¯i°) egy aszimptotikus
v¶altozat¶at kapjuk. L¶athat¶oan ¯i¾1 ¶eppen cov (Ri; R1)-gyel egyenl}o, teh¶at ¯i

egy korrel¶aci¶o jelleg}u mennyis¶eg.
Ez az eredm¶eny el}oszÄor S. A. Ross [23] cikk¶eben jelent meg. G. Huberman

[9] dolgozat¶aban vil¶agos ¶es matematikailag kifog¶astalan levezet¶est adott, l¶asd
¶ugyszint¶en a [10] ¶attekint¶est. A ° konstans ¶ert¶eke ugyanaz, mint a CAPM
alaprel¶aci¶oj¶aban, de az APT eset¶eben ezt csak az [1] cikkben mutatta meg
A. Admati ¶es P. P°eiderer.
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A modell tÄobb szempontb¶ol kifog¶asolhat¶o: az "i v¶eletlen mennyis¶egeknek
kell, hogy l¶etezzen a m¶asodik momentuma, holott a hozamok modellez¶es¶en¶el
sokszor vastag fark¶u, pl. stabil eloszl¶asokat is haszn¶alnak, l¶asd [24, 6] ¶es az
ut¶obbiban szerepl}o hivatkoz¶asokat. Egy m¶asik gyenge pont a sz¶or¶as, mint
kock¶azati m¶er}osz¶am haszn¶alata: ez az ¶atlagt¶ol felfel¶e val¶o elt¶er¶est ugyan-
¶ugy veszi ¯gyelembe, mint a lefel¶e val¶o elt¶er¶est, noha nyilv¶an nem mindegy,
hogy az ¶atlagosn¶al tÄobbet vagy kevesebbet jÄovedelmez az adott ¶ert¶ekpap¶³r.
A 4. szakaszban l¶atni fogjuk, hogyan kÄuszÄobÄoli ki az ¶ujabb elm¶elet ezeket a
fogyat¶ekoss¶agokat.

3 Kock¶azatsemleges ¶araz¶as

Az arbitr¶azsmentes piacok vizsg¶alata m¶as okb¶ol is az ¶erdekl}od¶es homlok-
ter¶ebe kerÄult. F. Black ¶es M. Scholes [2] cikkÄukben az opci¶ok olyan ¶araz¶asi
m¶odszer¶et javasolt¶ak, melyben ¶un. kock¶azatsemleges ¶araz¶o funkcion¶alok jut-
nak szerephez.

Ezek a leggyakrabban alkalmazott modellekben olyan val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶e-
keknek felelnek meg, melyekre n¶ezve az ¶arfolyamatok ¶un. marting¶alok. Az
ilyeneket rÄoviden marting¶alm¶ert¶eknek nevezzÄuk.

R¶eg¶ota ismert, hogy ha egy szerencsej¶at¶ekban a j¶at¶ekos Äosszes nyeres¶ege
(vagy vesztes¶ege) a t id}opontig Mt, ¶es az Mt folyamat marting¶alt alkot, akkor
nem lehets¶eges biztos nyeres¶eghez jutnia. A modern p¶enzÄugyi matematika
egyik legfontosabb ¶eszrev¶etele a fenti meg¯gyel¶es megford¶³t¶asa, azaz

Metat¶etel. Ha nincs kock¶azat n¶elkÄuli haszon (arbitr¶azs), akkor van
olyan, az objekt¶³v val¶osz¶³n}us¶eggel ekvivalens val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek, melyre
n¶ezve a piacon l¶ev}o term¶ekek diszkont¶alt ¶arfolyamatai marting¶alok.

Ezt a kijelent¶est a ,,Sz¶armaz¶ekos term¶ekek ¶araz¶as¶anak alapt¶etele"-k¶ent
szok¶as emlegetni; val¶oj¶aban ink¶abb egy ¶altal¶anos alapelvr}ol van sz¶o, melyet
azonban a konkr¶et modelloszt¶alyokban mindig igazolni kell. El}oszÄor olyan
modelleket vizsg¶altak, ahol a keresked¶es diszkr¶et id}opillanatokban tÄort¶enik;
a metat¶etelt [7]-ben mutatt¶ak meg v¶eges val¶osz¶³n}us¶egi mez}o eset¶ere, majd [3]-
ban az ¶altal¶anos esetre. Ez a kiterjeszt¶es m¶ar m¶elyebb matematik¶at ig¶enyelt,
[13]-ban egyszer}u bizony¶³t¶as tal¶alhat¶o erre a sz¶ep eredm¶enyre.

A tov¶abbi fejlem¶enyek a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶as ¶es a funkcion¶alanal¶³zis egyre
nehezebb fejezeteit haszn¶alt¶ak. SzÄuks¶egess¶e v¶alt az arbitr¶azs fogalm¶anak
kib}ov¶³t¶ese: folytonos id}oparam¶eter}u modellekben (azaz ahol a keresked¶es
folytonosan tÄort¶enik) ahhoz, hogy marting¶alm¶ert¶ekeket kaphassunk, fel kell
tenni, hogy m¶eg befektet¶esek limeszek¶ent sem lehets¶eges arbitr¶azshoz jutni.
Ev¶egett az 1. de¯n¶³ci¶oban bemutatott aszimptotikus arbitr¶azshoz hasonl¶o fo-
galmak szÄulettek, melyekben kÄulÄonf¶ele m¶odokon kell hat¶ar¶ert¶eket venni (pl.
sztochasztikusan vagy 1 val¶osz¶³n}us¶eggel). A 4. szakaszban konkr¶et p¶eld¶at is
mutatunk erre. A terjedelmes irodalomb¶ol most csak a [5, 18] cikkekre ¶es
[10]-re utalunk.

N¶ezzÄuk meg most, mit ¶ertÄunk marting¶alm¶ert¶eken az APT modellben!
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2. de¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy a Q val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek marting¶alm¶ert¶ek
az APT modellben, ha minden n 2 IN eset¶en

EQRn = 1 + r;

azaz e m¶ert¶ek szerint minden term¶ek ¶atlagos hozama megegyezik a kock¶azat-
mentes hozammal.

4 A k¶et elm¶elet Äosszefon¶od¶asa

Els}ok¶ent a [11] dolgozat vizsg¶alta nagy piacokon az arbitr¶azsmentess¶eg ¶es a
marting¶alm¶ert¶ekek kapcsolat¶at. Ezt [16], [17], [12], [14], [15], [4] kÄovett¶ek.
J¶o ¶attekint¶est ad e t¶em¶ar¶ol a [10] tanulm¶any.

P¶eldak¶eppen a [15] cikk egy aszimptotikus arbitr¶azsfogalm¶at ragadjuk ki:

3. de¯n¶³ci¶o Azt mondjuk, hogy az NFLBR felt¶etel (\no free lunch with
bounded risk") teljesÄul, ha a c = 0 a kiindul¶asi t}oke eset¶en nincsen olyan
nk; k 2 IN nÄov}o sorozat ¶es Ánk

Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶ok az nk term¶eket
tartalmaz¶o piacon, hogy

V (Ánk
)

st! V ,
van olyan A > 0, hogy minden k-ra, V (Ánk

) ¸ ¡A,
V ¸ 0 ¶es P (V > 0) > 0.

Itt Xn
st! X azt jelenti, hogy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok egy Xn sorozata

sztochasztikusan tart az X-hez.
A m¶asodik felt¶etel azt jelenti, hogy az arbitr¶azsÄugyletek sor¶an nem lehet

korl¶atlan hitelt felvenni, ez meglehet}osen term¶eszetes felt¶etelez¶es.
L¶athat¶o e de¯n¶³ci¶o sz¶amos el}onye: m¶ar nem kÄoveteljÄuk meg, hogy az ¶arfo-

lyamat m¶asodik momentuma l¶etezzen, ¶es szak¶³tunk a sz¶or¶as mint kock¶azati
m¶ert¶ek haszn¶alat¶aval.

Az elm¶elet tipikus t¶etelei a kÄovetkez}o m¶odon festenek (a z¶ar¶ojeles p¶elda
mindig a [15] cikkre vonatkozik): ha nincs aszimptotikus arbitr¶azs (pl. NFLBR
igaz) ¶arfolyamatok egy adott oszt¶aly¶aban (pl. folytonos trajekt¶ori¶aj¶u folya-
matok), akkor l¶eteznek j¶o tulajdons¶agokkal b¶³r¶o kock¶azatsemleges ¶araz¶o funk-
cion¶alok (pl. a piac minden v¶eges szegmens¶en l¶etezik marting¶alm¶ert¶ek, ¶es
ezek sorozata ,,sz¶epen viselkedik").

Sajnos, az ismert eredm¶enyek j¶o r¶esze csak meglehet}osen komplik¶alt ¶es ne-
hezen megragadhat¶o m¶odon szolg¶altat kock¶azatsemleges ¶araz¶o funkcion¶alokat:
az el}oz}o bekezd¶es p¶eld¶aj¶aban mindÄossze ilyenek egy sorozat¶at kapjuk. Fontos
volna felt¶eteleket tal¶alni a 2. de¯n¶³ci¶oban szerepl}o marting¶alm¶ert¶ek l¶etez¶es¶ere.

Ez a [21] ¶es [22] kÄozlem¶enyek kiindul¶opontja. E k¶et cikk (mint kor¶abban
[12] is) a 2. szakaszbeli APT modellt vizsg¶alja. [21] szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges
felt¶etelt ad marting¶alm¶ert¶ekek l¶etez¶es¶ere egy bizonyos er}os ¶ertelemben, ez
a krit¶erium alkalmazhat¶o olyan modellekben is, ahol a hozamokat stabil
eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okkal ¶³rj¶ak le, mint p¶eld¶aul [6]-ban. A [22] cikk
a klasszikus APT-ben ad felt¶etelt kock¶azatsemleges ¶araz¶o m¶ert¶ek l¶etez¶es¶ere:
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2. t¶etel. Bizonyos technikai felt¶etelek megl¶ete eset¶en ha nincs aszimptotikus
arbitr¶azs az 1. de¯n¶³ci¶o ¶ertelm¶eben, akkor l¶etezik Q marting¶alm¶ert¶ek (a 2. de-
¯n¶³ci¶o szerinti ¶ertelemben).

5 Nyitott k¶erd¶esek

Tov¶abbra sem ismeretesek pontos, ¶altal¶anos felt¶etelek arra n¶ezve, hogy egy
nagy piacon l¶etezz¶ek marting¶alm¶ert¶ek. M¶asik, a gyakorlat szempontj¶ab¶ol
l¶enyeges probl¶ema: tal¶aljunk a (2)-hÄoz hasonl¶o rel¶aci¶okat, melyeknek egy
arbitr¶azsmentes piacon teljesÄulniÄuk kell. Az ilyen ÄosszefÄugg¶eseket arbitr¶azs
kimutat¶as¶ara lehetne haszn¶alni pl. kÄotv¶enypiacok eset¶eben.
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ARBITRAGE IN LARGE FINANCIAL MARKETS

We present an overview of recent results in the arbitrage theory of ¯nancial market
models with an in¯nite sequence of assets. We analyze the relationship between ab-
sence of arbitrage and the existence of martingale measures focusing on the classical
Arbitrage Pricing Theory.


