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KOPULAK ALKALMAZASA A PENZUGYI KOCKAZAT
MENEDZSMENTBEN — MATEMATIKAI ALAPOK !

VARGA JOZSEF
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

Bevezetés

Az integralt kockdzat menedzsment (integrated risk management, IRM) a
pénzpiaci lizletek kockdzatainak kvantitativ leirasdval foglalkozik. Az IRM
kvalitativ aspektusai rendkiviil fontosak ugyan, ebben a tanulmanyban azon-
ban csak a kvantitativ jellemzOkre Osszpontositunk. A kockaztatott érték
(Value at risk,VaR) és ennek kiilonboz6 altaldnositdsai és finomitdsai a kilenc-
venes évek elején tortént megjelenése dta a regulacioval foglalkozd, valamint
a banki és biztositasi szakemberek felépitettek egy oOriasi globalis pénziigyi
rendszer védelmet. Az dltaldnos kockazati biztonsag novelése iranydban tett
lépések kétségteleniil nagyon jelentGsek voltak, mégis folyamatosan meriiltek
fel kérdések a biztonsagi konstrukcié mindségével kapcsolatban.

Minden kvantitativ modell azoknak a piacoknak a feltételeire alapul, amely
piacokon a modellt alkalmazzak. A standard fedezeti technikdk a vizsgdlt in-
strumentumok magas likviditasi szintjét kivanjdk meg, sok pénzpiaci termék
ara ,,normalitasi” feltételeken alapul. Az utébbi egy tn. eloszlds feltételezés,
amely szerint bizonyos adatok normalis eloszlast kévetnek. Kiilondsen az
IRM esetében a normalis eloszlastol valé eltérés a kutatdsok elsérendii for-
rasava valt. Ezért a klasszikus irodalom boségesen tartalmaz a véletlen bo-
lyongds modelljétél (Brown-mozgas folyamat) valé eltéréssel, illetve a vastag
eloszlasszélekkel kapcsolatos tanulményokat. Az utébbi példdul az IRM stan-
dard eszkozének a szélsGséges értékek elméletének (Extreme Value Theory,
EVT) kialakuldsdhoz vezetett. A piaci kockdzat menedzsment igy jellemzi
ezt a helyzetet: a megfigyelt adatokon alapulo piaci hozamok korreldlatlansdgi
tendencidat mutatnak, de dsszefiiggdek, a hozam eloszldsok vastag eloszlds-
szélekkel rendelkeznek, szélsdséges értékek lépnek fel klaszterekben és a vola-
tilitds véletlenszeri.

Célunk olyan eszkoz bemutatasa, amellyel megvizsgalhatjuk, hogy milyen
tényezOk jatszhatnak szerepet a pénzpiaci adatok fiiggéségi kapcsolataiban.
Vilaszt kereshetiink arra a kérdésre, hogy lehetséges-e az in. normélis fliggo-
ség jobb megértése, és arra is, hogyan szerkeszthetiink olyan modelleket, ame-
lyekkel a normalis fliggéségtol eltéro kapcsolatokat is vizsgalhatunk. Néhany
mas kérdés is tisztazasra var. Ilyen példaul a korrelacidk viselkedése szélsé-
séges piaci mozgasok mellett, valamint érvek és ellenérvek felsorakoztatasa
a linedris korreldcié mint fligg&ségi mértékkel kapcsolatban. Az Osszefiiggd
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kockazatok fiiggvényei kockdzat mértékeinek meghatarozasa ugyancsak kri-
tikus szerepet jatszik a hitel kockazat értékelésében.

Ebben a dolgozatban nem oldjuk meg a fent emlitett problémakat, csupan
olyan eszkozoket mutatunk be, amelyek a megoldédsok eldallitdsaban segitsé-
gunkre lehetnek.

A kopula fogalma, amellyel itt foglalkozunk, mér egy bizonyos ideje ismert
a statisztikai irodalomban. A kopula szé el8szor Sklar (1959) dolgozatédban
fordul elé, de hasonlé Stleteket és eredményeket mar Hoeffding (1940) mun-
kajaban is taldlhatunk. A kopuldk lehetévé teszik olyan modellek szerkesz-
tését, amelyek tulmutatnak a fliggéségi szint mérésének standard modelljein.
Idedlis eszkozt biztositanak kiilonféle portfélidk ellendrzésére, valamint biz-
tositasi és pénzpiaci termékek vizsgdlatara szélsOséges korrelacié mozgasok
esetében, tovabbd az eddig ismerteknél altalanosabb fiiggdségi mértékként
alkalmazhatdk.

Az els6 négy szakaszban a fontosabb fogalmakat és tételeket ismertetjiik.
A bizonyos szempontbdl Gsszetartozé fogalmak, tételek keriiltek azonos sza-
kaszba. Az 6tddik szakasz a kopuldk szerkesztésének fontosabb mdédszereivel
foglalkozik, a hatodik szakaszban pedig a véletlen valtozdk kopulabdl torténd
generdlasdnak ltaldnos algoritmusét {rjuk le. A fontosabb fogalmakat, tétele-
ket, eljarasokat példakkal illusztraljuk. Befejezésiil a kockazat menedzsment
tertiletén lehetséges alkalmazasokrdl szélunk.

1 Alapveto fogalmak, jelolések

Az $ltaldnosan hasznalt megfogalmazas szerint a kopula fiiggvény (réviden
kopula) olyan n-véltozos eloszlasfliggvény, amelynek értelmezési tartoméanya
a [0,1]™ kocka, margindlis eloszldsfiiggvényei pedig egyenletes eloszldsiak
a [0,1] intervallumon. Ez a definicié kiilondsen akkor tiinik nagyon ter-
mészetesnek, ha arra gondolunk hogyan szarmaztatjuk a kopulat folytonos
egylittes eloszlasfiiggvénybol. Ebben az esetben ugyanis a kopula egyszeriien
az eredeti tobbvaltozés eloszlasfiiggvény transzformalt egyvaltozés margindlis
eloszlasokkal. Ez a definicié azonban elfedi azoknak a probléméaknak egy
részét, amelyek a kiillonboz6 kopulak méas mddszerekkel torténd konstrukcid-
jakor fellépnek. (Nem mondja meg példdul azt, hogy mit értiink tobbvalto-
z6s eloszlasfiigggvényen). Ezért kissé elvontabb definicival kell kezdeniink, a
gyakorlatiasabb definiciéra azonban kés6ébb még visszatériink.

Nelsen (1999) térgyaldsmédjat kovetve elészor az dltaldnos tobbvaltozds
eloszlasokra Gsszpontositunk, és csak ezutan vizsgédljuk a kopula részhalmaz
specidlis tulajdonsigait.

A dolgozatban dom H a H fiiggvény értelmezési tartomanyét, Ran H pe-
dig az értékkészletét jeloli. Egy S C R™ halmazon érvényes &dllitasrél akkor
mondjuk, hogy majdnem mindeniitt teljesiil, ha azoknak a pontoknak a hal-
maza, amelyekben az allitds nem érvényes, Lebesgue szerint nullmértéki hal-
maz.

1.1 definicié. Jeldlje Si,...,S, az R nem-iires részhalmazait, ahol R a
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valds szdmegyenes [—oo, 00 kiterjesztése. Legyen tovabbd H olyan n-vdltozds
valds fligguény, amelyre dom H = Sy X ... X Sy, és bdrmely a < b (a) < by
minden k-ra) esetében legyen

B = [a,b] = [al,bl] X ... X [an,b”]

olyan n-dimenzids tégla, amelynek csiucspontjai dom H-ban vannak. FEkkor B
H-térfogata a kovetkezo:

Vi(B) = sgu(c)H(c) (1)

ahol az 6sszegzést B minden c csucspontjdra ki kell terjeszteni, és

. _J1 ha ¢; = aj paros szamu k indexre,
sgn(c) = { —1 ha ¢, = a;, paratlan szdmui k indexre. (2)
Ekvivalens megfogalmazdsban a B = [a, b] n-dimenzids tégla H-térfogata

a H n-ed rendi differencidja a B téglan:

Vi(B) = AH(t) = Al .. AL H(t). 3)
ahol az n szamu elsérendii differencia

ALEH(t) = H(ty, - tye1, o bty o b)) —H (b1, b1, @ b1, -5 b))

(4)
1.2 definicié. Az n-vdltozés H walds fligguény n-névekvd, ha Vy(B) > 0
minden olyan n-dimenzios B tégla esetében, amelynek csucspontjai dom H -
ban fekszenek.

Tegytik fel, hogy az n-valtozdés H valods fiiggvény értelmezési tartoméanya
dom H = S; x ... xS, ahol van Sj-nak legkisebb eleme, amelyet a; jelol.
Azt mondjuk, hogy H megalapozott, ha H(t) = 0 minden t € dom H pont-
ban dgy, hogy tx = ai legaldbb egy k-val teljesiil. Ha mindegyik Si nem
iires halmaz és legnagyobb eleme by, akkor vannak a H fliggvénynek mar-
gindlis fliggvényei, és az egydimenziés Hj margindlis fliggvény értelmezési
tartomanya Sy, tovabba minden x € Sy pontban

Hk(.l?) = H(bla' .. abk—laxabk‘-‘rla- ")b‘rb) .

A magasabb dimenziéju marginalis fliggvények definicidja a fentiek alapjan
nyilvanvald.

1.1 lemma. Jeldlje Sq,...,S, az R nem-tires részhalmazait és legyen H
megalapozott, n-novekvd fiigguény S1 X ... xX S, értelmezési tartomdnnyal.
Ekkor H minden vdltozdjanak nem-csokkend figgvénye, vagyis, ha x < y,
€s (t1y. s tho1, Ty thyty ooy tn) €8 (b1, o1, Ysthg1,.. . tn) elemei a H
értelmezési tartomdnydnak akkor

H(tla' .. 7tk—lax7tk+17"' ,t”) < H(tla- .. 7tk‘—lay7tk‘+1>-- -)t'rb) .
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1.2 lemma. Legyenek Si,...,S, az R nem-iires részhalmazai, jeloljon H
megalapozott, n-névekvd, margindlis figgvényekkel rendelkezd fliggvényt S1 X

. X S, értelmezési tartomannyal. Ekkor tetszédleges x,y € S1 X ... X S,
pontokban

[H(x) = H(y)| <Y [Hi(2i) — Hi. (o)l - ()
k=1

1.3 definici6. n-dimenzids eloszldsfigguvénynek nevezzik azt a H fugguényt,
amelynek értelmezési tartomanya R, megalapozott, n-novekvd és

H(oo,...,00)=1.

Az 1.1 lemméabdl kévetkezOen az n-dimenziés eloszldsfiiggvény marginalis
fliggvényei szintén eloszlasfliggvények, amelyeket Fi, ..., F, jelol.
1.4 definicié. Azn-dimenzids kopula olyan C fiigguény, amelynek értelmezési
tartomdnya [0,1]", tovibbd

(a) C megalapozott és n-névekvd,

(b) Vannak Cy, k = 1,...,n margindlis figguényei, amelyek minden u €
[0, 1] pontban kielégitik a Cy(u) = u feltételt.

Vegyiik észre, hogy az n > 3 esetben tetszoleges C' n-kopula mindegyik
k-dimenzids marginalis fiiggvénye k-kopula.

Ekvivalens megfogalmazdsban az n-kopula egy olyan C : [0,1]" — [0, 1]
fliggvény, amely rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:

1. Minden u € [0, 1]™ pontban C'(u) = 0, ha u legaldbb egyik koordinataja
0, és C'(u) = uy, ha uy kivételével u mindegyik koordinataja 1.

2. Minden a,b € [0,1]" pont esetében, ha a; < b; minden i-re, akkor
Ve(la, b)) > 0.

Mivel a kopula fiiggvény a [0, 1]™ tartomédnyon értelmezett egyiittes elosz-
lasfiiggvény, ezért valdszinliségi mértéket hataroz meg a

Ve([0,u1] X ... x [0,u,]) = Clug, ..., up) (6)

szerint. A mértékelmélet ismert eredménye szerint van a [0,1]" Borel-rész-
halmazain olyan egyértelmii valdszintiségi mérték, amely egybeesik a [0, 1]™
n-dimenzios téglain értelmezett Vo mértékkel. Ezt a valdszintiségi mértéket
is Vi jeloli.

Az 1.4 definiciébdl adddik, hogy a C kopula a [0, 1] tartoményon értel-
mezett eloszlasfliggvény a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi marginélis
fliggvényekkel. A kovetkez6 tétel az 1.2 lemmabdl kovetkezik.

1.1 tétel. Legyen C n-dimenzids kopula. Ekkor minden u,v € [0,1]" pont-
ban

CW) = C)| < 3 o —wy - (7)
k=1

A kopula tehdt egyenletesen folytonos a [0, 1]™ tartomanyon.
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2 Sklar tétele

A kovetkezd tétel, amely Sklar-tételként ismert, taldn a legfontosabb eredmény
a kopulakkal kapcsolatban, amelyet lényegében minden kopula alkalmazésban
felhasznélnak.

2.1 tétel. Jeloljon H n-dimenzids eloszldsfigguényt, Fi, ..., F, pedig legyenek
a margindlis eloszldsfugguények. Ekkor létezik olyan C' n-kopula, hogy minden
x € R" esetében

H(xy,...,xn) = C(Fi(z1),...,Fu(zy)) . (8)

Ha Fy, ..., F,, mindegyike folytonos, akkor C egyértelmien meghatdrozott,
masképpen egyértelmiten meghatdrozott a Ran F; x ... X Ran F,, halmazon.
Megforditva, ha C n-kopula és Fy, ..., F, eloszldsfigguények, akkor a fent
értelmezett H fliggvény n-dimenzids eloszldsfigguény Fi, ..., F, margindlis
eloszlasfiiggvényekkel.

A tétel bizonyitdsa megtaldlhaté Sklar (1996) dolgozataban. A Sklar-tétel
azt mutatja meg, hogy folytonos tébbvaltozos eloszlasfiiggvények esetében az
egyvaltozds margindlis eloszlasfliggvények és a tobbvaltozds fliggdségi struk-
tura szétvalaszthatd, tovabba a fliggdségi struktira kopulaval reprezentalhato.

Jeloljon F' egyvaltozos eloszlasfiiggvényt. Az F fliggvény altalanositott
inverzét az F~1(t) = inf{z € R | F(z) >t} minden ¢ € [0,1] definidlja, ahol
megallapodés szerint inf § = +o0.

2.1 kovetkezmény. Legyen H n-dimenzids eloszldsfugguény Fy, ..., F,
folytonos margindlis eloszlasfiggvényekkel és a (8) feltételt kielégitd C kopu-
ldval. Ekkor minden u € [0,1]™-re

Clut,...,un) = H(F (w1), ..., Fy N ug)) (9)

A folytonossagi kikotés nem teljesiilése elévigydzatossdgot kovetel (1d.
Nelsen (1999) vagy Marshall (1996)).

2.1 példa. Jelolje @ az egyvaltozds standard normalis eloszlasfliiggvényt és
®F az n-véltozds standard normdlis eloszlasfiiggvényt R linedris korreldcids
matrixszal. Ekkor

Clut, . un) = PR (P (u1), ..., 7 (un)) (10)

a Gauss-tipusi, vagy masképpen, normdlis n-kopula.

3 Fréchet-Hoeffding korlatok

Tekintsiik a halmazon az aldbbiak szerint értelmezett M™, TI" és W™ fiigg-
vényeket
M"™ = min(uy, ..., uy,) ,

n __
I =wuy ... uy,,
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W" =max(ug + ... +u, —n+1,0) .

Az M™ és TI" fiiggvények kopuldk minden n > 2 szdmu véltozéra, mig W™
nem kopula az n > 3 esetben, amint azt a kovetkezo példa mutatja.

3.1 példa. Tekintsiik az [1/2,1]™ C [0,1]" n-dimenziés kockat.
Vwn ([1/2,1]") = max(1+...+1—-n+1,0)—
—nmax(1/24+1+...+1—-n+1,0) +

+<Z>max(1/2—|—1/2+1—|—...—|—1—n—|—1,0)—

+(=1)"max(1/2+1/2+...+1/2—-n+1,0)
= 1-n/2+0+...+0<0.

Tehat W™ nem kopula, ha n > 3.

A kovetkez tételt Frechét-Hoeffding egyenl6tlenségnek nevezik (Frechét
(1957)).

3.1 tétel. Ha C tetszdleges kopula, akkor minden u € [0,1]™ pontban

W"(u) < C(u) < M™(u) . (11)

A geometriai interpretacié és a részletesebb elemzés megtalalhaté Mikusin-
ski, Sherwood, Taylor (1992) dolgozatdban. A W™ Frechét-Hoeffding-féle alsd
korlat nem kopula ugyan az n > 3 esetben, a kovetkezo értelemben mégis a
lehetséges legjobb alsé korlat.

3.2 tétel. Tetszbleges n > 3 dimenzid és u € [0,1]" esetében van olyan C
n-kopula, amelyre
C(u) =W"(u) . (12)

A bizonyitas megtalalhaté Nelsen (1999) kényvének 42. oldaldn.

Jelolje C' n szdmu val6szinlségi valtozo egyiittes eloszldstuiggvényét, és
legyen C' az egyiittes tovabbélési fiiggvény, vagyis, ha (Ui, .. ., U,)T eloszlas-
fiiggvénye C, akkor C'(uq,...,uy) = P(Uy > u1,..., Uy > uy).

3.1 definicié. Ha C; és Cy kopuldk, akkor Cy kisebb, mint Cy (jelekben
1 < CQ), ha . .

Cl(u) S CQ(II) és Cl(u) S Cg(u) (13)
minden u € [0, 1] pontban.
A kétdimenziés esetben C (uy, ug) < Co(uy,us) < 1 —uy —ug+Cy (ug,us) <
1 —uyp —ug + Cour, uz) < Cr(ur, uz) < Co(ur, uz).

A W? Fréchet-Hoeffding-féle alsé korldt kisebb barmelyik kétdimenzids
kopulandl, és barmely n-kopula kisebb a Fréchet-Hoeffding-féle M™ felso
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korlatnal. A kopuldk halmazénak ezt a parcidlis rendezését konkordancia ren-
dezésnek nevezik. Ez a rendezés parcialis rendezés, mivel nem minden kopula
péar 6sszehasonlithat6 ebben a rendezésben. Azonban sok fontos parametrikus
kopula csaldd teljesen rendezett. A {Cy} egyparaméteres kopula csalddot
pozitivan rendezettnek nevezziik, ha Cyp, < Cpy,, hacsak 0; < 0, teljestil.

4 Kopulak és a valdszintiiségi valtozok eloszlasa

Jeloljon X, ..., X, olyan valdszintliségi valtozokat, amelyek folytonos elosz-
lasfiiggvényei rendre Fi, .. ., F,,, egyiittes eloszlasfliggvényiik pedig H. Ekkor
egyértelmiien 1étezik az (Xl, ooy X)) T valdszintiségi vektorvaltozé kopuldja.
Az (X1,...,X,)7T valészinfiségi vektor eloszlasénak standard kopula repre-
zentacidja tehdt

H(zy,...,2n) = P(X1 <21,..., X, <) =C(Fi(x1), ..., Frn(xy)) . (14)

A fenti reprezentdciéban alkalmazott X; — F;(X;) transzforméciot valdszi-
niiségi integral transzformaciénak nevezik, és a szimuldcié mddszertananak
standard eszkozeként ismert.

Mivel Xq,...,X,, akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha H(x1,...,z,) =
Fy(x1)-...-Fy(x,) minden 1, ..., x,, € R pontban, a 2.1 tételbél a kivetkezd
eredmény szarmazik.

4.1 tétel. Ha (Xi,...,X,)T folytonos valdsziniiségi vdltozdk vektora C
kopuldval, akkor X1, ..., X, akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha C' = 11",

A kopuldk egyik kedvezd tulajdonsdga, hogy valésziniiségi véltozok szi-
gorian monoton transzformécidival szemben vagy invaridnsak, vagy nagyon
egyszerii médon valtoznak. Ha az X valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye
folytonos és a szigortian monoton fliggvény Ran X értelmezési tartomannyal,
akkor az a(X) valészintiségi valtozo eloszldstiiggvénye szintén folytonos.

4.2 tétel. Legyen (X1,...,X,)T folytonos valdsziniiségi vdltozék vektora
C kopuldval. Ha ai,...,q, szigorian monoton novekvd fiugguények rend-

re a Ran X1, ..., Ran X,, szdmhalmazon, akkor az (a1(X1),...,an(X,))T
valoszinidségi vektorvaltozo kopuldja szintén C.

Bizonyitds. Jelolje Fi,..., F, rendre az X;,...,X,, G1,...,G, pedig

az a(X1),...,a(X,) eloszlasfiiggvényeit. Legyen (X1, ..., X,,)T kopuldja C,

z ((X1),...,a(X,))T kopuldja pedig C,. Mivel ay minden k-ra szigordan

monoton névekvd fiiggvény, Gi(z) = P(X; < a~Y(z)) = Fy(a;'(2)) bér-
mely x € R pontban teljesiil, ezért

Co(Gi(z1),...,Gn(zn)) = Ploa(Xy) <a1,...,00(Xy) < a0)
X, < Oq ) X < ay N (a))
Fl . aFrb(al,_Ll(-r'rL)))

G1 . ,L(.IJ,L)) .
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X1, ..., X, folytonos valdsziniiségi véltozdk, Ran Gy = ... = RanG,, = [0, 1].
Ezért C,, = C a [0,1]™ tartomédnyon mindeniitt.

A 2.1. tételbdl ismert, hogy a C kopula fliggvény szétvalasztja az n-
dimenziés eloszlasfiiggvényt egyvaltozés marginalis fliggvényeire. A kovetkezd
tétel azt mutatja meg, hogy van olyan C' fiiggvény is, amely az n-dimenziés
tovabbélési fliggvényt vélasztja szét az egyvaltozds margindlis tovabbélési
figgvényekre. Megmutathaté tovabba, hogy ez a C fliggvény kopula, és
hogy ez a tovabbélési kopula kénnyebben kifejezheté C-vel és a k-dimenzids
tovabbélési fliggvényeivel.

4.3 tétel. Legyen (Xi,...,Xn)T folytonos valdszindiségi vektor Cx, . . x,
kopuldval, €s jeloljon oz, - .., a, rendre a Ran Xy, ..., Ran X,, tartomdnyokon
szigortian monoton fiigguényeket. Legyen Cu,(x,),....an(Xx,) 02 (1(X1), ...,
an (X, )T waldszindiségi vektor kopuldja, tovdbbd legyen oy wvalamely k-ra
szigoruan csokkend fiigguény. Nem sérti az dltaldnossdgot, ha feltesszik, hogy
legyen k = 1. Ekkor

Cal(Xl)v---van(Xn)(u17 st ,’U/”) =

= Can(X2)san (X)) (U2, Un) = OXy an(Xa),an(X,) (1 — w1, u2, . .. ,UTE)IS)

Bizonyitds. Jeldlje Fy, ..., F, rendre az X4,...,X,,, G1,...,G, pedig az
a(X1),...,a(X,) eloszlésfiiggvényeit. Ekkor

Cal(X1)7___7an(Xn)(Gl(xl), ey Gr(xg)) = Plan(Xy) <1,y a0 (Xy) < zp) =
= P(X1 > a7 (21), 0(X2) < o, o0 (X)) < ) =
= Plag(X3) < za,...,an(X,) < x,) —
— P(X; <ajt(z1),a0(Xo) <, ...,00(X,) < ) =
= Cag(Xa)yan(Xn) (G2(T2)s - o, Gr(T0)) —
= Ox, an(Xa) e (%) (F1 (07 (1)), Ga(22), .., G (@) =
= Cag(Xa)yan(Xn) (G2(T2)5 - -, Gr(T0)) —
— X\ a0(Xa)sam (X,) (L= G1(21), Go(22), - . ., G (1))

ahonnan az 4allitas kozvetleniil adédik. A két utébbi tétel rekurziv alkalma-
zésaval nyilvanvald, hogy a Cy, (x,)....,.an (X,) Kopula kifejezheté a Cx, . x,
kopulaval és az alacsonyabb dimenziés marginalis fiiggvényeivel. Ezt mutatja
a kovetkez6 példa.

4.1 példa. Tekintsiik a kétvéltozds esetet.

a. Legyen oy szigoruan csokkend, as pedig szigoruan novekve fliggvény.
Ekkor
Cal(Xl),az(Xg)(UMUQ) = U2 — CXl,ag(Xg)(l - u1>u2) = (16)
=uy — Cx, x,(1 —ug,ug) .



Kopulak alkalmazasa a pénziigyi kockazat menedzsmentben 99

b. Legyen most o és as mindegyike szigortian cstkkené. Ekkor

Clay (X)) 00 () (U1, U2) = Uz — OX, 0y (x,) (1 — w1, u2) = a7
U — (1 — Uy — CX17X2(1 —ul,l — u2)) .

Itt Coy(X1),00(xs) 82 (X1, X2)T valdszintiségi vektor C' tovébbélési kopu-
l4ja, vagyis

F(.Iil,.rg) = P(Xl > xq, Xo > .132) = C'(Fl(xl),Fg(xQ)) . (18)

n szamu U (0, 1) eloszldsi valdsziniiségi valtozo egyiittes tovabbélési fiiggvénye

Clur,..yun) =CA—uy,...,1—uy), (19)

ahol C' az n szdmu U(0,1) eloszldst valdszintiségi véltozd egylittes eloszlés-
fliggvényét és egyben kopuldjat jeloli.

4.4 tétel. A C kopula O*C(u)/0uy ...0u, k-ad rendi vegyes parcidlis de-

rivdaltjai majdnem minden u € [0, 1] pontban léteznek. Ezekben az u pontok-
ban

oFC
< <1.
0= 8u1...8uk.(u)_1

(Részletesebben 1d. Nelsen (1999)).
A fentieket figyelembe véve

Cu, ... upn) = Ac(ut,y ... un) + Se(u, ... u,) , (20)

(u ’ ,/U/ ) /(l /ln (98] 89 C( )d d‘ (2 )
Alc' n S],...,Sn S1... SL)

Sc(u, .. un) =Clug, ..., uy) — Ac(ut, ..., up) .
Az altalanos tobbvéltozds eloszlasfiiggvényekkel ellentétben a kopula mar-
gindlis fliggvényei folytonosak, mivel a kopuldnak nincsenek olyan u € [0, 1]™
pontjai, amelyekben Vo (u) > 0. Ha C = A a [0, 1]™ tartoményon, akkor a C
kopuléat abszolat folytonosnak mondjuk. Ebben az esetben van a kopulanak

8’”

mC(ul, e ,u”)

stirtiségfiiggvénye. Ha C = Sc a [0,1]" tartomdnyon, akkor a C kopula
szingularis, és
8'”/
ouy ...0u,

a [0, 1]™ majdnem minden pontjdban.

C(ug,y...,u,) =0
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5 Kopulak szerkesztése

A t6bbvéltozés normalis eloszlds hosszi idon keresztiil uralta a tébbvéltozds
eloszlasokkal foglalkozé tanulmanyokat. A tobbvaltozés analizis irodalma
sokaig kizardlag a tobbvaltozds normalis eloszlasokkal és a vele kapcsolatos,
beldle szarmaztathaté eloszldsokra (példdul a Student ¢- és a Fisher F-elosz-
lasok kiterjesztései) Osszpontositott (Anderson (1958), Johnson és Wichern
(1988)).

A t6bbvaltozds normélis eloszlds azért vonzd, mert barmely két véletlen
kimenetel (valdsziniiségi valtozd) kézotti kapcesolat teljesen lefrhaté (1) a mar-
gindlis eloszldsokkal és (2) egy jarulékos paraméter, a korreldcids egyiitthatd
ismeretében.

A tdbbvéltozds analizissel foglalkozé wjabb irodalom, mint példaul Krza-
nowski (1988) kezdte felismerni a normalis eloszlas alternativai vizsgalatdnak
sziikségességét. Ilyen igény meriilt fel az aktudrius tudoméany teriiletén,
példdul az élettartam valdsziniiségi valtozdkkal kapcsolatban (Bowers et al.
1977, 3. fejezet) és a hosszi szélii kdr valtozok esetében, ahol a normélis
eloszlas nem megfelel6 kozelitése az adathalmaznak.

Kiterjedt statisztikai irodalom foglakozik a nem-normaélis tobbvaltozds
eloszldsokkal. (Ld. Johnson és Kotz (1972) és Johnson, Kotz és Balakrish-
nan (1997)). Torténelmileg azonban sok tébbvaltozés eloszlds az egyvaltozds
eloszlasok kozvetlen kiterjesztéseiként keriiltek kifejlesztésre. Ilyen példaul a
kétvaltozds Pareto, a kétvaltozds gamma és t6bb més eloszlds. Az ilyen mé-
don nyert eloszlasokat az alabbi hatrdnyok jellemzik: (1) kiilénb6z6 eloszléds-
csalddokkal frhatdk le az egyes margindlis eloszldsok; (2) nem nyilvanvaléak
a ketténél tobb dimenzids esetekre torténd kiterjesztések; (3) a kapcsolat
mértékek gyakran a margindlis eloszlasokban mutatkoznak meg.

A fenti hatranyokat nem mutaté tébbvaltozds eloszlds konstrudlé maéd-
szerek a kopula figgvény elvén alapulnak.

Annak ellenére, hogy a Sklar-tétel szerint a kopula fiiggvény mindig 1étezik,
a kovetkezd példa azt mutatja, hogy a kopula identifikdldsa nem mindig
egyszer(, kényelmes feladat.

5.1 példa. A Marshall-Olkin exponencidlis sokk modell. Tegytik fel, hogy
olyan két élettartamot kivanunk modellezni, amelyekrol gyanitjuk, hogy azo-
nos végzetes eseménnyel, megrazkodtatassal kapcsolatosak, ami fiiggdséget
indukalhat a két élet kozott. Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy Y;
és Y két fliggetlen élettartam valdszintségi valtozo Hy és H, eloszlasfliggvé-
nyekkel. Feltessziik tovabba, hogy létezik egy fliggetlen A paraméteri expo-
nencidlis eloszlasi Z valdszintiségi valtozd, amely a kozos végzetes esemény
bekovetkeztéig eltelt idétartamot reprezentalja. Mindkét élet ugyanazzal
a nem kivant eseménnyel fiigg Ossze, igy az aktudlis haldlozasi életkort az
X1 =min(Y1, Z) és Xy = min(Ys, Z) véltozdk hatdrozzdk meg. A marginélis
eloszlasok tehat

P(Xy < o) = Fi(we) = 1 — exp(=Azp)(1 — He(zx)), k=12, (22)
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az egyiittes eloszlasfiiggvény pedig
F(xy,15) = P(X; < 21, Xy < 12) =
=1—-P(X1 >x1) — P(Xy>ax2)+ P(X1 > 21, X2 > 22)
=1—(1-Fi(z1)) — (1 — Fa(z2)) + exp(—Amax(z1,z2)) x
x (1 - Hy(2)) (1 - Hy())
= Fi(x1) + Fo(xy) — 1+ exp( )\max(xl,xg)) X
x exp(A(z1 4+ 22)) (1 — Fi(z1)) (1 — Fa(z2))
= Fi(z1) + Fa(z1) — 1 4+ exp(Amin(z1,22)) (1 — Fi(21)) (1 — Fa(x2)) -

Az egyiittes eloszlasfliggvénynek ez a kifejezése azonban nem kopula alaki,
mert F' nem csak az Fi(x1) és Fo(xs) fiiggvénye.

A kovetkezo példa a kopula fliggvény konstrukcidjanak tn. egyesitési méd-
szerét mutatja be.

5.2 példa. A kétvdltozds Pareto modell. Tekintsiik az X kar valdsziniiségi
valtozét, amely a v kockézat klasszifikacié paraméter mint feltétel mellett
exponencidlis eloszlassal modellezhetd, tehat

PX<z|y)=1—-e"".

Amint az a megbizhatdsdg, hitelképesség elméletbdl ismert (I1d. példaul
Klugman et al. 1997), ha a v kockazat klasszifikdcié paraméter gamma
eloszlasu, akkor az X valtozé marginalis eloszldsa (az &sszes kockazati osztaly
felett) Pareto tipusd. Tehdt, ha v ~ gamma(a, ), akkor

F(z) = P(X <x) :/ P(X <x| 'y)a—)\'yo‘_le_)‘” dy =
- c - I'(A)

A
_ —yx a a—1_—Avy —1—-(1= f @
! /Ce oy ¢ ( A)

Pareto eloszlasfiiggvény (C' a kockdzati osztalyok Osszességét jeloli).

Tegyiik fel, hogy v kockéazati osztaly feltétel mellett X, és X, fiiggetlen és
azonos eloszldsu valdsziniiségi valtozok. Az a feltevés, hogy mindkettd ugyan-
abbdl a kockazati osztalybdl vald, fiiggéséget indukal kozottiik. Az egylittes
eloszlasfliggvény

(23)

-1/«

F(zy,15) = Fl(x1)+F2(1;2)—1+[(1 — Fy(20)) Y (1= By(a)) V- 1] -

Ez pedig a kovetkezé kopula fiiggvényhez vezet:

—Q

C(ur,uz) =uy +ug — 1+ [(1 — ul)—l/a +(1— uQ)—l/a _ 1}
Ezzel a fiiggvénnyel pedig a kétvaltozds eloszlasfiiggvény

H(z1,22) = C(Fi(21), Fa(x2))
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alakban frhaté. A P(X; > x1, X3 > x2) egyiittes tovdbbélési fliggvény ko-
puldja pedig

C*(ur,ug) = C(1—uy, 1 —ug) = (uy /™ +uy /= 1),

P(Xl >xq, Xo > .132) = C*(Sl(.rl),sg(.rg)), ahol S=1-F.

A t6bbvéltozés eloszldsok konstrudldsanak tébbféle médszere ismert. Rész-
letesebb attekintést nyujtanak Hougaard (1987) tovabba Hutchinson és Lai
(1990) munkdi. Az 5.1 példa az Gn. kézos valtozdk mddszerét mutatta be,
amelyben egy kozos elem indukalja a kiillonboz6 valtozdk kozotti fliggdséget.
Az 5.2 példdban az egyesités mddszerét alkalmaztuk, amely két okbdl is
kovetendd moédszer. Eloszor azért, mert féleg az aktuarius tudomanyban
nagy hagyomanyai vannak az egyesitett eloszlasok kockazat klasszifikaciéra
torténé alkalmazasanak. Masodszor pedig azért, mert Marshall és Olkin
(1988) megmutatta, hogy az eloszlés egyesités kiilonféle fontos kopula csalddok
generaldsara alkalmas. Ugyancsak hasznos lehet az in. arkhimedeszi kopulak
néven ismert fiiggvényosztdly tanulményozasa, amely osztély az asszocia-
tivitdas matematikai elméletébdl ered, és amelynek specidlis esete a Frank
kopula (Frank, 1979), a kévetkezd Osszefiiggéssel irhaté le:

Clu,0) = 11 <1 T it} G D) . (24)

Q er —1

//////

lentéssel, mas kedvez6 tulajdonsdgai kovetkeztében nagyon megfelel$ a gya-
korlati alkalmazdsokban. (1d. Nelsen (1986), Genest (1987)).

6 Véletlen valtozo generalasa kopulabdl — az
altalanos algoritmus

Tekintsiik azt az dltalanos esetet, amikor az n-dimenzids C' kopula felhasz-
nalasaval generdlunk véletlen valtozét. Jeldlje

Ck.(uk.|u1,...,uk_1)zC(ul,...,uk,l,...,l), k;:2,...,n—1 (25)

a C kopula k-dimenziés margindlis fiiggvényeit, Cy (u1) = uq és Cy (U, ..., up) =
C(u1,...,uy). Legyen Uy, ..., U, egyiittes eloszldsfiiggvénye C. Akkor az
Uy, feltételes eloszlasa adott Uy, ..., Up_1 értékek mellett

Cr(ug | u, .. up—1) = P(Ux <ug | Uy =up,y...,Upo1 = ug—1) =
B ak_le(ul,...,uk)/ak_le_l(ul,...,uk._l) (26)

8u1 e 8uk_1 ’
feltéve, hogy a szamldld, illetve a nevezd létezik és a nevez6é nem zérus. A
kovetkezd algoritmussal el8allithaté a C-bél szarmazé (uq, .. ., u,)T véletlen
véltozé. Jelolje U(0,1) a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlast.
Az algoritmus 1épései a kdvetkezdk.

8u1 e 8uk_1
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1. Szimuldlunk egy uy véletlen véltozét az U(0,1) eloszlasbol

2. Szimuldlunk egy us véletlen valtozét Cy(- | up)-bol

n. Szimuldlunk egy wu,, véletlen valtozét Cp(- | u1, ..., un—1)-bél

Ez az algoritmus tulajdonképpen specidlis esete az un. standard konstrukcio
mddszerének. Az algoritmus helyességét mutatja, hogy az U(0, 1) eloszlasbél
szarmazo Y7, ..., Y, valészintiségi valtozokra teljesiil, hogy

T
(.G 02 V), O (Y | V1, C5 (02 [ ), 0)) (27)

egylittes eloszlasfiggvénye C'. Altaldnosan fogalmazva az uy, érték szimulalasa
a Ck(ug | ug,...,ur_1) kopuldbdl azt jelenti, hogy szimuldlunk egy olyan,
U(0,1) eloszldsbdl szadrmazé g értéket, amelybdl uy, = C’,:l(q | wy, ..., up—1)
aq=Ck(u | u,...,ux_1) egyenlet megolddsival nyerhet§ numerikus gyok-
keresés médszerével. Ha Cp '(q | ui, ..., u,—1) megadhaté zért alakban (és
ezért nincs sziikség numerikus gyokkeresésre), akkor ezt az algoritmust cél-
szerl alkalmazni.

7 Tovabbi alkalmazasi lehet6ségek

A fenti vagy més speciélis algoritmussal generalt véletlen minta alkalmazhaté
a kockazati tényez6 hozamok Monte Carlo szcenariéinak eléallitdasara. Ezek
a kockazati tényezok befolydsoljak a hitel, illetve a piaci portfolié értékét.
Az éltaldnosan alkalmazott modellek t&bbsége feltételezi ezeknek a kockazati
tényez8 hozamoknak (vagy logaritmikus hozamoknak) az egyiittes normélis
eloszlasat. Ez a hipotézis azzal jarhat, hogy aldbecsiilik olyan szélsGséges
események bekovetkezési valoszinliségét, mint a részvény arfolyamok egyiittes
zuhandsa, vagy az egylttes nem teljesités a hitel portfélickban. Ugyancsak
felhasznalhaté a kopula fiiggvény a kockaztatott értékek meghatirozasara
Osszefiiggd kockazatok fliggvényei esetében.

A biztositasi kockazat és a piaci kockdzat elemzésben is hasznos eszkoz a
kopula. Tekintsiik példaul azt a portfoliét, amely az X;, ..., X,, kockazatos
eszkozoket tartalmazza, és egy biztosito tarsasidg potencidlis veszteségeit kép-
viseli a kiilonbozo tizletagakban. Tegyuk fel, hogy a biztosité tarsasdg a
portfélio kockazat csokkentése érdekében védelmet keres a szimultan nagy
veszteségekkel szemben. Alkalmas viszontbiztositdsi szerz6dés lehet az, amely-
ben megfizetik az X; —k;, i € K = {1,...,n} tobblet veszteséget, ahol K az
iizletagak meghatarozott halmaza, és feltessziik, hogy minden i € K esetében
X, > k;. Ezért az f kifizet6 fiiggvény

f((Xi, k)i € K) (H Lixi>k }> (Z( ki)) : (28)

€K €K
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Ennek a szerzédésnek az arazasahoz a viszontbiztositénak sziiksége van az
E(f((X;,k;);i € K)) becslésére. Az altalanossdgot nem sértve feltehetjik,
hogy K ={1,...,1l},l <n. Haaz Xy, ..., X,, Hegyiittes eloszldsa pontosan
becsiilhetd, akkor az f varhaté értékének kiszamitdsa (numerikus médszerek
alkalmazdsdaval) nem tilsdgosan nehéz feladat. Sajndlatos médon azonban
a H pontos becslésére csak ritkdn van alkalom, els6sorban a megfelel6 ada-
tok hidnya miatt. A valésidgban inkdbb csak a H Fi, ..., F, marginalis
eloszlasainak és a paronkénti rangkorreldcioknak a becsléséhez sziikséges ada-
tok allnak rendelkezésiinkre. A kifizetés valsziniiségét a

F(kla---akl):C(Fl(kl)a"'afl(kl)) (29)

Osszefiiggés adja meg, ahol H és Caz X1,..., X, egyliittes tovabbélési fiigg-
vényét, illetve tovabbélési kopulajat jeloli. Ha a kiiszObértékeknek az X;
véltozok kvantiliseit vélasztjuk, vagyis ha k; = F; '(e;) minden i-re, akkor
(29) jobb oldala C(1 — ay,...,1 — a;)-re egyszertisodik. A viszontbiztositési
Osszefiiggésben ezek a kvantilis szintek gyakran adottak a megtériilési pe-
riédusokként, és a biztositdsi ligynok ismeri ezeket a szinteket. A kopuldk
alkalmazdsat mutatja be Benedek, Kébor, Pataki (2002) kapcsolat szorossig
mérésére, illetve portfolié kockazat kezelési problémak megoldasara. Kopula
fogalman alapuld eloszlasszél fliggoségek vizsgalataval és tézsdeindexekbol
kialakitott portfélick elemzésével foglalkozik Varga és Lukdcs (2005) dolgo-
zata.
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APPLYING COPULAS TO RISK MANAGEMENT

The copula function describes the dependence structure of a multivariate random
variable. In this paper we give a brief summary of basic concepts and theorems.
It is also shown that copulas can be used as a flexible and practical instrument
to generate Monte Carlo scenarios of risk factor returns. These risk factors affect
the value of a credit or market portfolio. Many of the models commonly used
assume multivariate normal distribution of such risk factor returns or log-returns.
This hypothesis underestimates the probability that an extremal event such as
simultaneous slump of equity prices or the joint default of several counterparties in
a credit portfolio, might occur. Our goal is to show that the use of an appropriate
copula function can model such extreme events effectively.



