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KOPUL¶AK ALKALMAZ¶ASA A P¶ENZÄUGYI KOCK¶AZAT
MENEDZSMENTBEN | MATEMATIKAI ALAPOK 1

VARGA J¶OZSEF
PTE KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

Bevezet¶es

Az integr¶alt kock¶azat menedzsment (integrated risk management, IRM) a
p¶enzpiaci Äuzletek kock¶azatainak kvantitat¶³v le¶³r¶as¶aval foglalkozik. Az IRM
kvalitat¶³v aspektusai rendk¶³vÄul fontosak ugyan, ebben a tanulm¶anyban azon-
ban csak a kvantitat¶³v jellemz}okre Äosszpontos¶³tunk. A kock¶aztatott ¶ert¶ek
(Value at risk,VaR) ¶es ennek kÄulÄonbÄoz}o ¶altal¶anos¶³t¶asai ¶es ¯nom¶³t¶asai a kilenc-
venes ¶evek elej¶en tÄort¶ent megjelen¶ese ¶ota a regul¶aci¶oval foglalkoz¶o, valamint
a banki ¶es biztos¶³t¶asi szakemberek fel¶ep¶³tettek egy ¶ori¶asi glob¶alis p¶enzÄugyi
rendszer v¶edelmet. Az ¶altal¶anos kock¶azati biztons¶ag nÄovel¶ese ir¶any¶aban tett
l¶ep¶esek k¶ets¶egtelenÄul nagyon jelent}osek voltak, m¶egis folyamatosan merÄultek
fel k¶erd¶esek a biztons¶agi konstrukci¶o min}os¶eg¶evel kapcsolatban.

Minden kvantitat¶³v modell azoknak a piacoknak a felt¶eteleire alapul, amely
piacokon a modellt alkalmazz¶ak. A standard fedezeti technik¶ak a vizsg¶alt in-
strumentumok magas likvidit¶asi szintj¶et k¶³v¶anj¶ak meg, sok p¶enzpiaci term¶ek
¶ara ,,normalit¶asi" felt¶eteleken alapul. Az ut¶obbi egy ¶un. eloszl¶as felt¶etelez¶es,
amely szerint bizonyos adatok norm¶alis eloszl¶ast kÄovetnek. KÄulÄonÄosen az
IRM eset¶eben a norm¶alis eloszl¶ast¶ol val¶o elt¶er¶es a kutat¶asok els}orend}u for-
r¶as¶av¶a v¶alt. Ez¶ert a klasszikus irodalom b}os¶egesen tartalmaz a v¶eletlen bo-
lyong¶as modellj¶et}ol (Brown-mozg¶as folyamat) val¶o elt¶er¶essel, illetve a vastag
eloszl¶assz¶elekkel kapcsolatos tanulm¶anyokat. Az ut¶obbi p¶eld¶aul az IRM stan-
dard eszkÄoz¶enek a sz¶els}os¶eges ¶ert¶ekek elm¶elet¶enek (Extreme Value Theory,
EVT) kialakul¶as¶ahoz vezetett. A piaci kock¶azat menedzsment ¶³gy jellemzi
ezt a helyzetet: a meg¯gyelt adatokon alapul¶o piaci hozamok korrel¶alatlans¶agi
tendenci¶at mutatnak, de ÄosszefÄugg}oek, a hozam eloszl¶asok vastag eloszl¶as-
sz¶elekkel rendelkeznek, sz¶els}os¶eges ¶ert¶ekek l¶epnek fel klaszterekben ¶es a vola-
tilit¶as v¶eletlenszer}u.

C¶elunk olyan eszkÄoz bemutat¶asa, amellyel megvizsg¶alhatjuk, hogy milyen
t¶enyez}ok j¶atszhatnak szerepet a p¶enzpiaci adatok fÄugg}os¶egi kapcsolataiban.
V¶alaszt kereshetÄunk arra a k¶erd¶esre, hogy lehets¶eges-e az ¶un. norm¶alis fÄugg}o-
s¶eg jobb meg¶ert¶ese, ¶es arra is, hogyan szerkeszthetÄunk olyan modelleket, ame-
lyekkel a norm¶alis fÄugg}os¶egt}ol elt¶er}o kapcsolatokat is vizsg¶alhatunk. N¶eh¶any
m¶as k¶erd¶es is tiszt¶az¶asra v¶ar. Ilyen p¶eld¶aul a korrel¶aci¶ok viselked¶ese sz¶els}o-
s¶eges piaci mozg¶asok mellett, valamint ¶ervek ¶es ellen¶ervek felsorakoztat¶asa
a line¶aris korrel¶aci¶o mint fÄugg}os¶egi m¶ert¶ekkel kapcsolatban. Az ÄosszefÄugg}o
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kock¶azatok fÄuggv¶enyei kock¶azat m¶ert¶ekeinek meghat¶aroz¶asa ugyancsak kri-
tikus szerepet j¶atszik a hitel kock¶azat ¶ert¶ekel¶es¶eben.

Ebben a dolgozatban nem oldjuk meg a fent eml¶³tett probl¶em¶akat, csup¶an
olyan eszkÄozÄoket mutatunk be, amelyek a megold¶asok el}o¶all¶³t¶as¶aban seg¶³ts¶e-
gÄunkre lehetnek.

A kopula fogalma, amellyel itt foglalkozunk, m¶ar egy bizonyos ideje ismert
a statisztikai irodalomban. A kopula sz¶o el}oszÄor Sklar (1959) dolgozat¶aban
fordul el}o, de hasonl¶o Äotleteket ¶es eredm¶enyeket m¶ar Hoe®ding (1940) mun-
k¶aj¶aban is tal¶alhatunk. A kopul¶ak lehet}ov¶e teszik olyan modellek szerkesz-
t¶es¶et, amelyek t¶ulmutatnak a fÄugg}os¶egi szint m¶er¶es¶enek standard modelljein.
Ide¶alis eszkÄozt biztos¶³tanak kÄulÄonf¶ele portf¶oli¶ok ellen}orz¶es¶ere, valamint biz-
tos¶³t¶asi ¶es p¶enzpiaci term¶ekek vizsg¶alat¶ara sz¶els}os¶eges korrel¶aci¶o mozg¶asok
eset¶eben, tov¶abb¶a az eddig ismertekn¶el ¶altal¶anosabb fÄugg}os¶egi m¶ert¶ekk¶ent
alkalmazhat¶ok.

Az els}o n¶egy szakaszban a fontosabb fogalmakat ¶es t¶eteleket ismertetjÄuk.
A bizonyos szempontb¶ol Äosszetartoz¶o fogalmak, t¶etelek kerÄultek azonos sza-
kaszba. Az ÄotÄodik szakasz a kopul¶ak szerkeszt¶es¶enek fontosabb m¶odszereivel
foglalkozik, a hatodik szakaszban pedig a v¶eletlen v¶altoz¶ok kopul¶ab¶ol tÄort¶en}o
gener¶al¶as¶anak ¶altal¶anos algoritmus¶at¶³rjuk le. A fontosabb fogalmakat, t¶etele-
ket, elj¶ar¶asokat p¶eld¶akkal illusztr¶aljuk. Befejez¶esÄul a kock¶azat menedzsment
terÄulet¶en lehets¶eges alkalmaz¶asokr¶ol sz¶olunk.

1 Alapvet}o fogalmak, jelÄol¶esek

Az ¶altal¶anosan haszn¶alt megfogalmaz¶as szerint a kopula fÄuggv¶eny (rÄoviden
kopula) olyan n-v¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny, amelynek ¶ertelmez¶esi tartom¶anya
a [0; 1]n kocka, margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyei pedig egyenletes eloszl¶as¶uak
a [0; 1] intervallumon. Ez a de¯n¶³ci¶o kÄulÄonÄosen akkor t}unik nagyon ter-
m¶eszetesnek, ha arra gondolunk hogyan sz¶armaztatjuk a kopul¶at folytonos
egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enyb}ol. Ebben az esetben ugyanis a kopula egyszer}uen
az eredeti tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny transzform¶alt egyv¶altoz¶os margin¶alis
eloszl¶asokkal. Ez a de¯n¶³ci¶o azonban elfedi azoknak a probl¶em¶aknak egy
r¶esz¶et, amelyek a kÄulÄonbÄoz}o kopul¶ak m¶as m¶odszerekkel tÄort¶en}o konstrukci¶o-
jakor fell¶epnek. (Nem mondja meg p¶eld¶aul azt, hogy mit ¶ertÄunk tÄobbv¶alto-
z¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyen). Ez¶ert kiss¶e elvontabb de¯n¶³ci¶oval kell kezdenÄunk, a
gyakorlatiasabb de¯n¶³ci¶ora azonban k¶es}obb m¶eg visszat¶erÄunk.

Nelsen (1999) t¶argyal¶asm¶odj¶at kÄovetve el}oszÄor az ¶altal¶anos tÄobbv¶altoz¶os
eloszl¶asokra Äosszpontos¶³tunk, ¶es csak ezut¶an vizsg¶aljuk a kopula r¶eszhalmaz
speci¶alis tulajdons¶agait.

A dolgozatban domH a H fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi tartom¶any¶at, RanH pe-
dig az ¶ert¶ekk¶eszlet¶et jelÄoli. Egy S ½ <n halmazon ¶erv¶enyes ¶all¶³t¶asr¶ol akkor
mondjuk, hogy majdnem mindenÄutt teljesÄul, ha azoknak a pontoknak a hal-
maza, amelyekben az ¶all¶³t¶as nem ¶erv¶enyes, Lebesgue szerint nullm¶ert¶ek}u hal-
maz.

1.1 de¯n¶³ci¶o. JelÄolje S1; . . . ; Sn az < nem-Äures r¶eszhalmazait, ahol < a
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val¶os sz¶amegyenes [¡1;1] kiterjeszt¶ese. Legyen tov¶abb¶a H olyan n-v¶altoz¶os
val¶os fÄuggv¶eny, amelyre domH = S1 £ . . . £ Sn, ¶es b¶armely a · b (ak · bk

minden k-ra) eset¶eben legyen

B = [a;b] = [a1; b1] £ . . . £ [an; bn]

olyan n-dimenzi¶os t¶egla, amelynek cs¶ucspontjai dom H-ban vannak. Ekkor B
H-t¶erfogata a kÄovetkez}o:

VH(B) =
X

sgn(c)H(c) ; (1)

ahol az Äosszegz¶est B minden c cs¶ucspontj¶ara ki kell terjeszteni, ¶es

sgn(c) =

½
1 ha ck = ak p¶aros sz¶am¶u k indexre,
¡1 ha ck = ak p¶aratlan sz¶am¶u k indexre.

(2)

Ekvivalens megfogalmaz¶asban a B = [a;b] n-dimenzi¶os t¶egla H-t¶erfogata
a H n-ed rend}u di®erenci¶aja a B t¶egl¶an:

VH(B) = ¢b
aH(t) = ¢bn

an
. . . ¢b1

a1
H(t) ; (3)

ahol az n sz¶am¶u els}orend}u di®erencia

¢bk
ak

H(t) = H(t1; . . . ; tk¡1; bk; tk+1; . . . ; tn)¡H(t1; . . . ; tk¡1; ak; tk+1; . . . ; tn) :
(4)

1.2 de¯n¶³ci¶o. Az n-v¶altoz¶os H val¶os fÄuggv¶eny n-nÄovekv}o, ha VH(B) ¸ 0
minden olyan n-dimenzi¶os B t¶egla eset¶eben, amelynek cs¶ucspontjai dom H-
ban fekszenek.

TegyÄuk fel, hogy az n-v¶altoz¶os H val¶os fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi tartom¶anya
dom H = S1 £ . . . £ Sn, ahol van Sk-nak legkisebb eleme, amelyet ak jelÄol.
Azt mondjuk, hogy H megalapozott, ha H(t) = 0 minden t 2 domH pont-
ban ¶ugy, hogy tk = ak legal¶abb egy k-val teljesÄul. Ha mindegyik Sk nem
Äures halmaz ¶es legnagyobb eleme bk, akkor vannak a H fÄuggv¶enynek mar-
gin¶alis fÄuggv¶enyei, ¶es az egydimenzi¶os Hk margin¶alis fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi
tartom¶anya Sk, tov¶abb¶a minden x 2 Sk pontban

Hk(x) = H(b1; . . . ; bk¡1; x; bk+1; . . . ; bn) :

A magasabb dimenzi¶oj¶u margin¶alis fÄuggv¶enyek de¯n¶³ci¶oja a fentiek alapj¶an
nyilv¶anval¶o.

1.1 lemma. JelÄolje S1; . . . ; Sn az < nem-Äures r¶eszhalmazait ¶es legyen H
megalapozott, n-nÄovekv}o fÄuggv¶eny S1 £ . . . £ Sn ¶ertelmez¶esi tartom¶annyal.
Ekkor H minden v¶altoz¶oj¶anak nem-csÄokken}o fÄuggv¶enye, vagyis, ha x · y,
¶es (t1; . . . ; tk¡1; x; tk+1; . . . ; tn) ¶es (t1; . . . ; tk¡1; y; tk+1; . . . ; tn) elemei a H
¶ertelmez¶esi tartom¶any¶anak akkor

H(t1; . . . ; tk¡1; x; tk+1; . . . ; tn) · H(t1; . . . ; tk¡1; y; tk+1; . . . ; tn) :
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1.2 lemma. Legyenek S1; . . . ; Sn az < nem-Äures r¶eszhalmazai, jelÄoljÄon H
megalapozott, n-nÄovekv}o, margin¶alis fÄuggv¶enyekkel rendelkez}o fÄuggv¶enyt S1 £
. . . £ Sn ¶ertelmez¶esi tartom¶annyal. Ekkor tetsz}oleges x;y 2 S1 £ . . . £ Sn

pontokban

jH(x) ¡ H(y)j ·
nX

k=1

jHk(xk) ¡ Hk(yk)j : (5)

1.3 de¯n¶³ci¶o. n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶enynek nevezzÄuk azt a H fÄuggv¶enyt,
amelynek ¶ertelmez¶esi tartom¶anya <n, megalapozott, n-nÄovekv}o ¶es

H(1; . . . ; 1) = 1 :

Az 1.1 lemm¶ab¶ol kÄovetkez}oen az n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny margin¶alis
fÄuggv¶enyei szint¶en eloszl¶asfÄuggv¶enyek, amelyeket F1; . . . ; Fn jelÄol.

1.4 de¯n¶³ci¶o. Az n-dimenzi¶os kopula olyan C fÄuggv¶eny, amelynek ¶ertelmez¶esi
tartom¶anya [0; 1]n, tov¶abb¶a

(a) C megalapozott ¶es n-nÄovekv}o,

(b) Vannak Ck, k = 1; . . . ; n margin¶alis fÄuggv¶enyei, amelyek minden u 2
[0; 1] pontban kiel¶eg¶³tik a Ck(u) = u felt¶etelt.

VegyÄuk ¶eszre, hogy az n ¸ 3 esetben tetsz}oleges C n-kopula mindegyik
k-dimenzi¶os margin¶alis fÄuggv¶enye k-kopula.

Ekvivalens megfogalmaz¶asban az n-kopula egy olyan C : [0; 1]n ! [0; 1]
fÄuggv¶eny, amely rendelkezik az al¶abbi tulajdons¶agokkal:

1. Minden u 2 [0; 1]n pontban C(u) = 0, ha u legal¶abb egyik koordin¶at¶aja
0, ¶es C(u) = uk, ha uk kiv¶etel¶evel u mindegyik koordin¶at¶aja 1.

2. Minden a;b 2 [0; 1]n pont eset¶eben, ha ai · bi minden i-re, akkor
VC([a;b]) ¸ 0.

Mivel a kopula fÄuggv¶eny a [0; 1]n tartom¶anyon ¶ertelmezett egyÄuttes elosz-
l¶asfÄuggv¶eny, ez¶ert val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶eket hat¶aroz meg a

VC([0; u1] £ . . . £ [0; un]) = C(u1; . . . ; un) (6)

szerint. A m¶ert¶ekelm¶elet ismert eredm¶enye szerint van a [0; 1]n Borel-r¶esz-
halmazain olyan egy¶ertelm}u val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek, amely egybeesik a [0; 1]n

n-dimenzi¶os t¶egl¶ain ¶ertelmezett VC m¶ert¶ekkel. Ezt a val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶eket
is VC jelÄoli.

Az 1.4 de¯n¶³ci¶ob¶ol ad¶odik, hogy a C kopula a [0; 1]n tartom¶anyon ¶ertel-
mezett eloszl¶asfÄuggv¶eny a [0; 1] intervallumon egyenletes eloszl¶as¶u margin¶alis
fÄuggv¶enyekkel. A kÄovetkez}o t¶etel az 1.2 lemm¶ab¶ol kÄovetkezik.

1.1 t¶etel. Legyen C n-dimenzi¶os kopula. Ekkor minden u;v 2 [0; 1]n pont-
ban

jC(v) ¡ C(u)j ·
nX

k=1

jvk ¡ ukj : (7)

A kopula teh¶at egyenletesen folytonos a [0; 1]n tartom¶anyon.
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2 Sklar t¶etele

A kÄovetkez}o t¶etel, amely Sklar-t¶etelk¶ent ismert, tal¶an a legfontosabb eredm¶eny
a kopul¶akkal kapcsolatban, amelyet l¶enyeg¶eben minden kopula alkalmaz¶asban
felhaszn¶alnak.

2.1 t¶etel. JelÄoljÄon H n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyt, F1; . . . ; Fn pedig legyenek
a margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyek. Ekkor l¶etezik olyan C n-kopula, hogy minden
x 2 <n eset¶eben

H(x1; . . . ; xn) = C
¡
F1(x1); . . . ; Fn(xn)

¢
: (8)

Ha F1, . . ., Fn mindegyike folytonos, akkor C egy¶ertelm}uen meghat¶arozott,
m¶ask¶eppen egy¶ertelm}uen meghat¶arozott a RanF1 £ . . . £ RanFn halmazon.
Megford¶³tva, ha C n-kopula ¶es F1, . . ., Fn eloszl¶asfÄuggv¶enyek, akkor a fent
¶ertelmezett H fÄuggv¶eny n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny F1, . . ., Fn margin¶alis
eloszl¶asfÄuggv¶enyekkel.

A t¶etel bizony¶³t¶asa megtal¶alhat¶o Sklar (1996) dolgozat¶aban. A Sklar-t¶etel
azt mutatja meg, hogy folytonos tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyek eset¶eben az
egyv¶altoz¶os margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyek ¶es a tÄobbv¶altoz¶os fÄugg}os¶egi struk-
t¶ura sz¶etv¶alaszthat¶o, tov¶abb¶a a fÄugg}os¶egi strukt¶ura kopul¶aval reprezent¶alhat¶o.

JelÄoljÄon F egyv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyt. Az F fÄuggv¶eny ¶altal¶anos¶³tott
inverz¶et az F¡1(t) = inff x 2 < j F (x) ¸ t g minden t 2 [0; 1] de¯ni¶alja, ahol
meg¶allapod¶as szerint inf ; = +1.

2.1 kÄovetkezm¶eny. Legyen H n-dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny F1, . . ., Fn

folytonos margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyekkel ¶es a (8) felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o C kopu-
l¶aval. Ekkor minden u 2 [0; 1]n-re

C(u1; . . . ; un) = H
¡
F¡1

1 (u1); . . . ; F
¡1
n (un)

¢
: (9)

A folytonoss¶agi kikÄot¶es nem teljesÄul¶ese el}ovigy¶azatoss¶agot kÄovetel (ld.
Nelsen (1999) vagy Marshall (1996)).

2.1 p¶elda. JelÄolje © az egyv¶altoz¶os standard norm¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyt ¶es
©n

R az n-v¶altoz¶os standard norm¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyt R line¶aris korrel¶aci¶os
m¶atrixszal. Ekkor

C(u1; . . . ; un) = ©n
R

¡
©¡1(u1); . . . ;©

¡1(un)
¢

(10)

a Gauss-t¶³pus¶u, vagy m¶ask¶eppen, norm¶alis n-kopula.

3 Fr¶echet-Hoe®ding korl¶atok

TekintsÄuk a halmazon az al¶abbiak szerint ¶ertelmezett Mn, ¦n ¶es Wn fÄugg-
v¶enyeket

Mn = min(u1; . . . ; un) ;

¦n = u1 ¢ . . . ¢ un ;
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Wn = max(u1 + . . . + un ¡ n + 1; 0) :

Az Mn ¶es ¦n fÄuggv¶enyek kopul¶ak minden n ¸ 2 sz¶am¶u v¶altoz¶ora, m¶³g Wn

nem kopula az n ¸ 3 esetben, amint azt a kÄovetkez}o p¶elda mutatja.

3.1 p¶elda. TekintsÄuk az [1=2; 1]n µ [0; 1]n n-dimenzi¶os kock¶at.

VWn ([1=2; 1]n) = max(1 + . . . + 1 ¡ n + 1; 0) ¡

¡ nmax(1=2 + 1 + . . . + 1 ¡ n + 1; 0) +

+

µ
n

2

¶
max(1=2 + 1=2 + 1 + . . . + 1 ¡ n + 1; 0) ¡

...

+ (¡1)n max(1=2 + 1=2 + . . . + 1=2 ¡ n + 1; 0)

= 1 ¡ n=2 + 0 + . . . + 0 < 0 :

Teh¶at Wn nem kopula, ha n ¸ 3.

A kÄovetkez}o t¶etelt Frech¶et-Hoe®ding egyenl}otlens¶egnek nevezik (Frech¶et
(1957)).

3.1 t¶etel. Ha C tetsz}oleges kopula, akkor minden u 2 [0; 1]n pontban

Wn(u) · C(u) · Mn(u) : (11)

A geometriai interpret¶aci¶o ¶es a r¶eszletesebb elemz¶es megtal¶alhat¶o Mikusin-
ski, Sherwood, Taylor (1992) dolgozat¶aban. A Wn Frech¶et-Hoe®ding-f¶ele als¶o
korl¶at nem kopula ugyan az n ¸ 3 esetben, a kÄovetkez}o ¶ertelemben m¶egis a
lehets¶eges legjobb als¶o korl¶at.

3.2 t¶etel. Tetsz}oleges n ¸ 3 dimenzi¶o ¶es u 2 [0; 1]n eset¶eben van olyan C
n-kopula, amelyre

C(u) = Wn(u) : (12)

A bizony¶³t¶as megtal¶alhat¶o Nelsen (1999) kÄonyv¶enek 42. oldal¶an.

JelÄolje C n sz¶am¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et, ¶es
legyen C az egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶eny, vagyis, ha (U1; . . . ; Un)T eloszl¶as-
fÄuggv¶enye C, akkor C(u1; . . . ; un) = P (U1 > u1; . . . ; Un > un).

3.1 de¯n¶³ci¶o. Ha C1 ¶es C2 kopul¶ak, akkor C1 kisebb, mint C2 (jelekben
C1 Á C2), ha

C1(u) · C2(u) ¶es C1(u) · C2(u) (13)

minden u 2 [0; 1]n pontban.

A k¶etdimenzi¶os esetben C1(u1; u2) · C2(u1; u2) , 1¡u1 ¡u2+C1(u1; u2) ·
1 ¡ u1 ¡ u2 + C2(u1; u2) , C1(u1; u2) · C2(u1; u2).

A W2 Fr¶echet-Hoe®ding-f¶ele als¶o korl¶at kisebb b¶armelyik k¶etdimenzi¶os
kopul¶an¶al, ¶es b¶armely n-kopula kisebb a Fr¶echet-Hoe®ding-f¶ele Mn fels}o
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korl¶atn¶al. A kopul¶ak halmaz¶anak ezt a parci¶alis rendez¶es¶et konkordancia ren-
dez¶esnek nevezik. Ez a rendez¶es parci¶alis rendez¶es, mivel nem minden kopula
p¶ar Äosszehasonl¶³that¶o ebben a rendez¶esben. Azonban sok fontos parametrikus
kopula csal¶ad teljesen rendezett. A fCµg egyparam¶eteres kopula csal¶adot
pozit¶³van rendezettnek nevezzÄuk, ha Cµ1

Á Cµ2
, hacsak µ1 · µ2 teljesÄul.

4 Kopul¶ak ¶es a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok eloszl¶asa

JelÄoljÄon X1; . . . ;Xn olyan val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat, amelyek folytonos elosz-
l¶asfÄuggv¶enyei rendre F1; . . . ; Fn, egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enyÄuk pedig H. Ekkor
egy¶ertelm}uen l¶etezik az (X1; . . . ; Xn)T val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o kopul¶aja.
Az (X1; . . . ;Xn)T val¶osz¶³n}us¶egi vektor eloszl¶as¶anak standard kopula repre-
zent¶aci¶oja teh¶at

H(x1; . . . ; xn) = P (X1 · x1; . . . ;Xn · xn) = C(F1(x1); . . . ; Fn(xn)) : (14)

A fenti reprezent¶aci¶oban alkalmazott Xi ! Fi(Xi) transzform¶aci¶ot val¶osz¶³-
n}us¶egi integr¶al transzform¶aci¶onak nevezik, ¶es a szimul¶aci¶o m¶odszertan¶anak
standard eszkÄozek¶ent ismert.

Mivel X1; . . . ; Xn akkor ¶es csak akkor fÄuggetlenek, ha H(x1; . . . ; xn) =
F1(x1)¢. . .¢Fn(xn) minden x1, . . ., xn 2 < pontban, a 2.1 t¶etelb}ol a kÄovetkez}o
eredm¶eny sz¶armazik.

4.1 t¶etel. Ha (X1; . . . ; Xn)T folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok vektora C
kopul¶aval, akkor X1; . . . ; Xn akkor ¶es csak akkor fÄuggetlenek, ha C = ¦n.

A kopul¶ak egyik kedvez}o tulajdons¶aga, hogy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok szi-
gor¶uan monoton transzform¶aci¶oival szemben vagy invari¶ansak, vagy nagyon
egyszer}u m¶odon v¶altoznak. Ha az X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶asfÄuggv¶enye
folytonos ¶es ® szigor¶uan monoton fÄuggv¶eny RanX ¶ertelmez¶esi tartom¶annyal,
akkor az ®(X) val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶asfÄuggv¶enye szint¶en folytonos.

4.2 t¶etel. Legyen (X1; . . . ;Xn)T folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok vektora
C kopul¶aval. Ha ®1; . . . ; ®n szigor¶uan monoton nÄovekv}o fÄuggv¶enyek rend-
re a RanX1, . . ., RanXn sz¶amhalmazon, akkor az (®1(X1); . . . ; ®n(Xn))T

val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o kopul¶aja szint¶en C.

Bizony¶³t¶as. JelÄolje F1; . . . ; Fn rendre az X1; . . . ;Xn, G1; . . . ; Gn pedig
az ®(X1); . . . ; ®(Xn) eloszl¶asfÄuggv¶enyeit. Legyen (X1; . . . ; Xn)T kopul¶aja C,
az (®(X1); . . . ; ®(Xn))T kopul¶aja pedig C®. Mivel ®k minden k-ra szigor¶uan
monoton nÄovekv}o fÄuggv¶eny, Gk(x) = P (Xk · ®¡1(x)) = Fk(®¡1

k (x)) b¶ar-
mely x 2 < pontban teljesÄul, ez¶ert

C®

¡
G1(x1); . . . ; Gn(xn)

¢
= P

¡
®1(X1) · x1; . . . ; ®n(Xn) · xn

¢

= P
¡
X1 · ®¡1

1 (x1); . . . ;Xn · ®¡1
n (xn)

¢

= C
¡
F1(®

¡1
1 (x1)); . . . ; Fn(®¡1

n (xn))
¢

= C
¡
G1(x1); . . . ; Gn(xn)

¢
:
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X1; . . . ; Xn folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok, RanG1 = . . . = RanGn = [0; 1].
Ez¶ert C® = C a [0; 1]n tartom¶anyon mindenÄutt.

A 2.1. t¶etelb}ol ismert, hogy a C kopula fÄuggv¶eny sz¶etv¶alasztja az n-
dimenzi¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyt egyv¶altoz¶os margin¶alis fÄuggv¶enyeire. A kÄovetkez}o
t¶etel azt mutatja meg, hogy van olyan Ĉ fÄuggv¶eny is, amely az n-dimenzi¶os
tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶enyt v¶alasztja sz¶et az egyv¶altoz¶os margin¶alis tov¶abb¶el¶esi
fÄuggv¶enyekre. Megmutathat¶o tov¶abb¶a, hogy ez a Ĉ fÄuggv¶eny kopula, ¶es
hogy ez a tov¶abb¶el¶esi kopula kÄonnyebben kifejezhet}o C-vel ¶es a k-dimenzi¶os
tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶enyeivel.

4.3 t¶etel. Legyen (X1; . . . ; Xn)T folytonos val¶osz¶³n}us¶egi vektor CX1;...;Xn

kopul¶aval, ¶es jelÄoljÄon ®1; . . . ; ®n rendre a RanX1, . . ., RanXn tartom¶anyokon
szigor¶uan monoton fÄuggv¶enyeket. Legyen C®1(X1);...;®n(Xn) az (®1(X1), . . .,
®n(Xn))T val¶osz¶³n}us¶egi vektor kopul¶aja, tov¶abb¶a legyen ®k valamely k-ra
szigor¶uan csÄokken}o fÄuggv¶eny. Nem s¶erti az ¶altal¶anoss¶agot, ha feltesszÄuk, hogy
legyen k = 1. Ekkor

C®1(X1);...;®n(Xn)(u1; . . . ; un) =

= C®2(X2);...;®n(Xn)(u2; . . . ; un) ¡ CX1;®2(X2);...;®n(Xn)(1 ¡ u1; u2; . . . ; un) :
(15)

Bizony¶³t¶as. JelÄolje F1; . . . ; Fn rendre az X1; . . . ;Xn, G1; . . . ;Gn pedig az
®(X1); . . . ; ®(Xn) eloszl¶asfÄuggv¶enyeit. Ekkor

C®1(X1);...;®n(Xn)(G1(x1); . . . ; Gn(xn)) = P (®1(X1) · x1; . . . ; ®n(Xn) · xn) =

= P (X1 > ®¡1
1 (x1); ®2(X2) · x2; . . . ; ®n(Xn) · xn) =

= P (®2(X2) · x2; . . . ; ®n(Xn) · xn) ¡
¡ P (X1 · ®¡1

1 (x1); ®2(X2) · x2; . . . ; ®n(Xn) · xn) =

= C®2(X2);...;®n(Xn)(G2(x2); . . . ;Gn(xn)) ¡
¡ CX1;®2(X2);...;®n(Xn)(F1(®

¡1
1 (x1));G2(x2); . . . ;Gn(xn)) =

= C®2(X2);...;®n(Xn)(G2(x2); . . . ;Gn(xn)) ¡
¡ CX1;®2(X2);...;®n(Xn)(1 ¡ G1(x1);G2(x2); . . . ;Gn(xn)) ;

ahonnan az ¶all¶³t¶as kÄozvetlenÄul ad¶odik. A k¶et ut¶obbi t¶etel rekurz¶³v alkalma-
z¶as¶aval nyilv¶anval¶o, hogy a C®1(X1);...;®n(Xn) kopula kifejezhet}o a CX1;...;Xn

kopul¶aval ¶es az alacsonyabb dimenzi¶os margin¶alis fÄuggv¶enyeivel. Ezt mutatja
a kÄovetkez}o p¶elda.

4.1 p¶elda. TekintsÄuk a k¶etv¶altoz¶os esetet.

a. Legyen ®1 szigor¶uan csÄokken}o, ®2 pedig szigor¶uan nÄovekv}o fÄuggv¶eny.
Ekkor

C®1(X1);®2(X2)(u1; u2) = u2 ¡ CX1;®2(X2)(1 ¡ u1; u2) =

= u2 ¡ CX1;X2
(1 ¡ u1; u2) :

(16)
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b. Legyen most ®1 ¶es ®2 mindegyike szigor¶uan csÄokken}o. Ekkor

C®1(X1);®2(X2)(u1; u2) = u2 ¡ CX1;®2(X2)(1 ¡ u1; u2) =

u2 ¡
¡
1 ¡ u1 ¡ CX1;X2(1 ¡ u1; 1 ¡ u2)

¢
:

(17)

Itt C®1(X1);®2(X2) az (X1; X2)
T val¶osz¶³n}us¶egi vektor Ĉ tov¶abb¶el¶esi kopu-

l¶aja, vagyis

H(x1; x2) = P (X1 > x1; X2 > x2) = Ĉ
¡
F 1(x1); F 2(x2)

¢
: (18)

n sz¶am¶u U(0; 1) eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶enye

C(u1; . . . ; un) = Ĉ(1 ¡ u1; . . . ; 1 ¡ un) ; (19)

ahol C az n sz¶am¶u U(0; 1) eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egyÄuttes eloszl¶as-
fÄuggv¶eny¶et ¶es egyben kopul¶aj¶at jelÄoli.

4.4 t¶etel. A C kopula @kC(u)=@u1 . . .@un k-ad rend}u vegyes parci¶alis de-
riv¶altjai majdnem minden u 2 [0; 1]n pontban l¶eteznek. Ezekben az u pontok-
ban

0 · @kC

@u1 . . . @uk
(u) · 1 :

(R¶eszletesebben ld. Nelsen (1999)).

A fentieket ¯gyelembe v¶eve

C(u1; . . . ; un) = AC(u1; . . . ; un) + SC(u1; . . . ; un) ; (20)

ahol

AC(u1; . . . ; un) =

Z u1

0

. . .

Z un

0

@n

@s1 . . .@sn
C(s1; . . . ; sn) ds1 . . . dsn ; (21)

SC(u1; . . . ; un) = C(u1; . . . ; un) ¡ AC(u1; . . . ; un) :

Az ¶altal¶anos tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶enyekkel ellent¶etben a kopula mar-
gin¶alis fÄuggv¶enyei folytonosak, mivel a kopul¶anak nincsenek olyan u 2 [0; 1]n

pontjai, amelyekben VC(u) > 0. Ha C = AC a [0; 1]n tartom¶anyon, akkor a C
kopul¶at abszol¶ut folytonosnak mondjuk. Ebben az esetben van a kopul¶anak

@n

@u1 . . .@un
C(u1; . . . ; un)

s}ur}us¶egfÄuggv¶enye. Ha C = SC a [0; 1]n tartom¶anyon, akkor a C kopula
szingul¶aris, ¶es

@n

@u1 . . .@un
C(u1; . . . ; un) = 0

a [0; 1]n majdnem minden pontj¶aban.
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5 Kopul¶ak szerkeszt¶ese

A tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as hossz¶u id}on keresztÄul uralta a tÄobbv¶altoz¶os
eloszl¶asokkal foglalkoz¶o tanulm¶anyokat. A tÄobbv¶altoz¶os anal¶³zis irodalma
sok¶aig kiz¶ar¶olag a tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶asokkal ¶es a vele kapcsolatos,
bel}ole sz¶armaztathat¶o eloszl¶asokra (p¶eld¶aul a Student t- ¶es a Fisher F -elosz-
l¶asok kiterjeszt¶esei) Äosszpontos¶³tott (Anderson (1958), Johnson ¶es Wichern
(1988)).

A tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as az¶ert vonz¶o, mert b¶armely k¶et v¶eletlen
kimenetel (val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o) kÄozÄotti kapcsolat teljesen le¶³rhat¶o (1) a mar-
gin¶alis eloszl¶asokkal ¶es (2) egy j¶arul¶ekos param¶eter, a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o
ismeret¶eben.

A tÄobbv¶altoz¶os anal¶³zissel foglalkoz¶o ¶ujabb irodalom, mint p¶eld¶aul Krza-
nowski (1988) kezdte felismerni a norm¶alis eloszl¶as alternat¶³v¶ai vizsg¶alat¶anak
szÄuks¶egess¶eg¶et. Ilyen ig¶eny merÄult fel az aktu¶arius tudom¶any terÄulet¶en,
p¶eld¶aul az ¶elettartam val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okkal kapcsolatban (Bowers et al.
1977, 3. fejezet) ¶es a hossz¶u sz¶el}u k¶ar v¶altoz¶ok eset¶eben, ahol a norm¶alis
eloszl¶as nem megfelel}o kÄozel¶³t¶ese az adathalmaznak.

Kiterjedt statisztikai irodalom foglakozik a nem-norm¶alis tÄobbv¶altoz¶os
eloszl¶asokkal. (Ld. Johnson ¶es Kotz (1972) ¶es Johnson, Kotz ¶es Balakrish-
nan (1997)). TÄort¶enelmileg azonban sok tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶as az egyv¶altoz¶os
eloszl¶asok kÄozvetlen kiterjeszt¶eseik¶ent kerÄultek kifejleszt¶esre. Ilyen p¶eld¶aul a
k¶etv¶altoz¶os Pareto, a k¶etv¶altoz¶os gamma ¶es tÄobb m¶as eloszl¶as. Az ilyen m¶o-
don nyert eloszl¶asokat az al¶abbi h¶atr¶anyok jellemzik: (1) kÄulÄonbÄoz}o eloszl¶as-
csal¶adokkal ¶³rhat¶ok le az egyes margin¶alis eloszl¶asok; (2) nem nyilv¶anval¶oak
a kett}on¶el tÄobb dimenzi¶os esetekre tÄort¶en}o kiterjeszt¶esek; (3) a kapcsolat
m¶ert¶ekek gyakran a margin¶alis eloszl¶asokban mutatkoznak meg.

A fenti h¶atr¶anyokat nem mutat¶o tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶as konstru¶al¶o m¶od-
szerek a kopula fÄuggv¶eny elv¶en alapulnak.

Annak ellen¶ere, hogy a Sklar-t¶etel szerint a kopula fÄuggv¶eny mindig l¶etezik,
a kÄovetkez}o p¶elda azt mutatja, hogy a kopula identi¯k¶al¶asa nem mindig
egyszer}u, k¶enyelmes feladat.

5.1 p¶elda. A Marshall-Olkin exponenci¶alis sokk modell. TegyÄuk fel, hogy
olyan k¶et ¶elettartamot k¶³v¶anunk modellezni, amelyekr}ol gyan¶³tjuk, hogy azo-
nos v¶egzetes esem¶ennyel, megr¶azk¶odtat¶assal kapcsolatosak, ami fÄugg}os¶eget
induk¶alhat a k¶et ¶elet kÄozÄott. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert tegyÄuk fel, hogy Y1

¶es Y2 k¶et fÄuggetlen ¶elettartam val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o H1 ¶es H2 eloszl¶asfÄuggv¶e-
nyekkel. FeltesszÄuk tov¶abb¶a, hogy l¶etezik egy fÄuggetlen ¸ param¶eter}u expo-
nenci¶alis eloszl¶as¶u Z val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, amely a kÄozÄos v¶egzetes esem¶eny
bekÄovetkezt¶eig eltelt id}otartamot reprezent¶alja. Mindk¶et ¶elet ugyanazzal
a nem k¶³v¶ant esem¶ennyel fÄugg Äossze, ¶³gy az aktu¶alis hal¶aloz¶asi ¶eletkort az
X1 = min(Y1; Z) ¶es X2 = min(Y2; Z) v¶altoz¶ok hat¶arozz¶ak meg. A margin¶alis
eloszl¶asok teh¶at

P (Xk · xk) = Fk(xk) = 1 ¡ exp(¡¸xk)(1 ¡ Hk(xk)) ; k = 1; 2 ; (22)
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az egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶eny pedig

F (x1; x2) = P (X1 · x1; X2 · x2) =

= 1 ¡ P (X1 > x1) ¡ P (X2 > x2) + P (X1 > x1;X2 > x2)

= 1 ¡
¡
1 ¡ F1(x1)

¢
¡

¡
1 ¡ F2(x2)

¢
+ exp

¡
¡¸max(x1; x2)

¢
£

£ ¡
1 ¡ H1(x)

¢¡
1 ¡ H2(x)

¢

= F1(x1) + F2(x1) ¡ 1 + exp
¡
¡¸max(x1; x2)

¢
£

£ exp
¡
¸(x1 + x2)

¢¡
1 ¡ F1(x1)

¢¡
1 ¡ F2(x2)

¢

= F1(x1) + F2(x1) ¡ 1 + exp
¡
¸min(x1; x2)

¢¡
1 ¡ F1(x1)

¢¡
1 ¡ F2(x2)

¢
:

Az egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enynek ez a kifejez¶ese azonban nem kopula alak¶u,
mert F nem csak az F1(x1) ¶es F2(x2) fÄuggv¶enye.

A kÄovetkez}o p¶elda a kopula fÄuggv¶eny konstrukci¶oj¶anak ¶un. egyes¶³t¶esi m¶od-
szer¶et mutatja be.

5.2 p¶elda. A k¶etv¶altoz¶os Pareto modell. TekintsÄuk az X k¶ar val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶ot, amely a ° kock¶azat klasszi¯k¶aci¶o param¶eter mint felt¶etel mellett
exponenci¶alis eloszl¶assal modellezhet}o, teh¶at

P (X · x j °) = 1 ¡ e¡°x :

Amint az a megb¶³zhat¶os¶ag, hitelk¶epess¶eg elm¶eletb}ol ismert (ld. p¶eld¶aul
Klugman et al. 1997), ha a ° kock¶azat klasszi¯k¶aci¶o param¶eter gamma
eloszl¶as¶u, akkor az X v¶altoz¶o margin¶alis eloszl¶asa (az Äosszes kock¶azati oszt¶aly
felett) Pareto t¶³pus¶u. Teh¶at, ha ° » gamma(®; °), akkor

F (x) = P (X · x) =

Z

C

P (X · x j °)
®¸

¡(¸)
°®¡1e¡¸° d° =

1 ¡
Z

C

e¡°x ®¸

¡(¸)
°®¡1e¡¸° d° = 1 ¡

³
1 ¡ x

¸

´®
(23)

Pareto eloszl¶asfÄuggv¶eny (C a kock¶azati oszt¶alyok Äosszess¶eg¶et jelÄoli).
TegyÄuk fel, hogy ° kock¶azati oszt¶aly felt¶etel mellett X1 ¶es X2 fÄuggetlen ¶es

azonos eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok. Az a feltev¶es, hogy mindkett}o ugyan-
abb¶ol a kock¶azati oszt¶alyb¶ol val¶o, fÄugg}os¶eget induk¶al kÄozÄottÄuk. Az egyÄuttes
eloszl¶asfÄuggv¶eny

F (x1; x2) = F1(x1)+F2(x2)¡1+
h¡

1 ¡ F1(x1)
¢¡1=®

+
¡
1 ¡ F2(x2)

¢¡1=® ¡ 1
i¡®

:

Ez pedig a kÄovetkez}o kopula fÄuggv¶enyhez vezet:

C(u1; u2) = u1 + u2 ¡ 1 +
h
(1 ¡ u1)

¡1=® + (1 ¡ u2)
¡1=® ¡ 1

i¡®

:

Ezzel a fÄuggv¶ennyel pedig a k¶etv¶altoz¶os eloszl¶asfÄuggv¶eny

H(x1; x2) = C(F1(x1); F2(x2))
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alakban ¶³rhat¶o. A P (X1 > x1;X2 > x2) egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶eny ko-
pul¶aja pedig

C¤(u1; u2) = C(1 ¡ u1; 1 ¡ u2) = (u
¡1=®
1 + u

¡1=®
2 ¡ 1)¡® ;

P (X1 > x1;X2 > x2) = C¤(S1(x1); S2(x2)); ahol S = 1 ¡ F :

A tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶asok konstru¶al¶as¶anak tÄobbf¶ele m¶odszere ismert. R¶esz-
letesebb ¶attekint¶est ny¶ujtanak Hougaard (1987) tov¶abb¶a Hutchinson ¶es Lai
(1990) munk¶ai. Az 5.1 p¶elda az ¶un. kÄozÄos v¶altoz¶ok m¶odszer¶et mutatta be,
amelyben egy kÄozÄos elem induk¶alja a kÄulÄonbÄoz}o v¶altoz¶ok kÄozÄotti fÄugg}os¶eget.
Az 5.2 p¶eld¶aban az egyes¶³t¶es m¶odszer¶et alkalmaztuk, amely k¶et okb¶ol is
kÄovetend}o m¶odszer. El}oszÄor az¶ert, mert f}oleg az aktu¶arius tudom¶anyban
nagy hagyom¶anyai vannak az egyes¶³tett eloszl¶asok kock¶azat klasszi¯k¶aci¶ora
tÄort¶en}o alkalmaz¶as¶anak. M¶asodszor pedig az¶ert, mert Marshall ¶es Olkin
(1988) megmutatta, hogy az eloszl¶as egyes¶³t¶es kÄulÄonf¶ele fontos kopula csal¶adok
gener¶al¶as¶ara alkalmas. Ugyancsak hasznos lehet az ¶un. arkhimedeszi kopul¶ak
n¶even ismert fÄuggv¶enyoszt¶aly tanulm¶anyoz¶asa, amely oszt¶aly az asszocia-
tivit¶as matematikai elm¶elet¶eb}ol ered, ¶es amelynek speci¶alis esete a Frank
kopula (Frank, 1979), a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶essel ¶³rhat¶o le:

C(u; v) =
1

®
ln

µ
1 +

(e®u ¡ 1)(e®v ¡ 1)

e® ¡ 1

¶
: (24)

Annak ellen¶ere, hogy a Frank kopula nem b¶³r kÄozvetlen val¶osz¶³n}us¶egi je-
lent¶essel, m¶as kedvez}o tulajdons¶agai kÄovetkezt¶eben nagyon megfelel}o a gya-
korlati alkalmaz¶asokban. (ld. Nelsen (1986), Genest (1987)).

6 V¶eletlen v¶altoz¶o gener¶al¶asa kopul¶ab¶ol { az
¶altal¶anos algoritmus

TekintsÄuk azt az ¶altal¶anos esetet, amikor az n-dimenzi¶os C kopula felhasz-
n¶al¶as¶aval gener¶alunk v¶eletlen v¶altoz¶ot. JelÄolje

Ck(uk j u1; . . . ; uk¡1) = C(u1; . . . ; uk; 1; . . . ; 1) ; k = 2; . . . ; n ¡ 1 (25)

a C kopula k-dimenzi¶os margin¶alis fÄuggv¶enyeit, C1(u1) = u1 ¶es Cn(u1; . . . ; un) =
C(u1; . . . ; un). Legyen U1, . . ., Un egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enye C. Akkor az
Uk felt¶eteles eloszl¶asa adott U1, . . ., Uk¡1 ¶ert¶ekek mellett

Ck(uk j u1; . . . ; uk¡1) = P (Uk · uk j U1 = u1; . . . ; Uk¡1 = uk¡1) =

=
@k¡1Ck(u1; . . . ; uk)

@u1 . . . @uk¡1

±@k¡1Ck¡1(u1; . . . ; uk¡1)

@u1 . . . @uk¡1
;

(26)

felt¶eve, hogy a sz¶aml¶al¶o, illetve a nevez}o l¶etezik ¶es a nevez}o nem z¶erus. A
kÄovetkez}o algoritmussal el}o¶all¶³that¶o a C-b}ol sz¶armaz¶o (u1; . . . ; un)T v¶eletlen
v¶altoz¶o. JelÄolje U(0; 1) a [0; 1] intervallumon egyenletes eloszl¶ast.

Az algoritmus l¶ep¶esei a kÄovetkez}ok.
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1. Szimul¶alunk egy u1 v¶eletlen v¶altoz¶ot az U(0; 1) eloszl¶asb¶ol

2. Szimul¶alunk egy u2 v¶eletlen v¶altoz¶ot C2(¢ j u1)-b}ol

...

n. Szimul¶alunk egy un v¶eletlen v¶altoz¶ot Cn(¢ j u1; . . . ; un¡1)-b}ol.

Ez az algoritmus tulajdonk¶eppen speci¶alis esete az ¶un. standard konstrukci¶o
m¶odszer¶enek. Az algoritmus helyess¶eg¶et mutatja, hogy az U(0; 1) eloszl¶asb¶ol
sz¶armaz¶o Y1, . . ., Yn val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okra teljesÄul, hogy

³
Y1; C

¡1
2 (Y2 j Y1); . . . ; C

¡1
n

¡
Yn j Y1; C

¡1
2 (Y2 j Y1); . . .

¢´T

(27)

egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶enye C. ¶Altal¶anosan fogalmazva az uk ¶ert¶ek szimul¶al¶asa
a Ck(uk j u1; . . . ; uk¡1) kopul¶ab¶ol azt jelenti, hogy szimul¶alunk egy olyan,
U(0; 1) eloszl¶asb¶ol sz¶armaz¶o q ¶ert¶eket, amelyb}ol uk = C¡1

k (q j u1; . . . ; uk¡1)
a q = Ck(uk j u1; . . . ; uk¡1) egyenlet megold¶as¶aval nyerhet}o numerikus gyÄok-
keres¶es m¶odszer¶evel. Ha C¡1

k (q j u1; . . . ; uk¡1) megadhat¶o z¶art alakban (¶es
ez¶ert nincs szÄuks¶eg numerikus gyÄokkeres¶esre), akkor ezt az algoritmust c¶el-
szer}u alkalmazni.

7 Tov¶abbi alkalmaz¶asi lehet}os¶egek

A fenti vagy m¶as speci¶alis algoritmussal gener¶alt v¶eletlen minta alkalmazhat¶o
a kock¶azati t¶enyez}o hozamok Monte Carlo szcen¶ari¶oinak el}o¶all¶³t¶as¶ara. Ezek
a kock¶azati t¶enyez}ok befoly¶asolj¶ak a hitel, illetve a piaci portf¶oli¶o ¶ert¶ek¶et.
Az ¶altal¶anosan alkalmazott modellek tÄobbs¶ege felt¶etelezi ezeknek a kock¶azati
t¶enyez}o hozamoknak (vagy logaritmikus hozamoknak) az egyÄuttes norm¶alis
eloszl¶as¶at. Ez a hipot¶ezis azzal j¶arhat, hogy al¶abecsÄulik olyan sz¶els}os¶eges
esem¶enyek bekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶et, mint a r¶eszv¶eny ¶arfolyamok egyÄuttes
zuhan¶asa, vagy az egyÄuttes nem teljes¶³t¶es a hitel portf¶oli¶okban. Ugyancsak
felhaszn¶alhat¶o a kopula fÄuggv¶eny a kock¶aztatott ¶ert¶ekek meghat¶aroz¶as¶ara
ÄosszefÄugg}o kock¶azatok fÄuggv¶enyei eset¶eben.

A biztos¶³t¶asi kock¶azat ¶es a piaci kock¶azat elemz¶esben is hasznos eszkÄoz a
kopula. TekintsÄuk p¶eld¶aul azt a portf¶oli¶ot, amely az X1, . . ., Xn kock¶azatos
eszkÄozÄoket tartalmazza, ¶es egy biztos¶³t¶o t¶arsas¶ag potenci¶alis vesztes¶egeit k¶ep-
viseli a kÄulÄonbÄoz}o Äuzlet¶agakban. TegyÄuk fel, hogy a biztos¶³t¶o t¶arsas¶ag a
portf¶oli¶o kock¶azat csÄokkent¶ese ¶erdek¶eben v¶edelmet keres a szimult¶an nagy
vesztes¶egekkel szemben. Alkalmas viszontbiztos¶³t¶asi szerz}od¶es lehet az, amely-
ben meg¯zetik az Xi ¡ki, i 2 K = f 1; . . . ; n g tÄobblet vesztes¶eget, ahol K az
Äuzlet¶agak meghat¶arozott halmaza, ¶es feltesszÄuk, hogy minden i 2 K eset¶eben
Xi > ki. Ez¶ert az f ki¯zet}o fÄuggv¶eny

f((Xi; ki); i 2 K) =

ÃY

i2K

1fXi>kig

!ÃX

i2K

(Xi ¡ ki)

!
: (28)
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Ennek a szerz}od¶esnek az ¶araz¶as¶ahoz a viszontbiztos¶³t¶onak szÄuks¶ege van az
E(f((Xi; ki); i 2 K)) becsl¶es¶ere. Az ¶altal¶anoss¶agot nem s¶ertve feltehetjÄuk,
hogy K = f 1; . . . ; l g, l · n. Ha az X1, . . ., Xn HegyÄuttes eloszl¶asa pontosan
becsÄulhet}o, akkor az f v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek kisz¶am¶³t¶asa (numerikus m¶odszerek
alkalmaz¶as¶aval) nem t¶uls¶agosan neh¶ez feladat. Sajn¶alatos m¶odon azonban
a H pontos becsl¶es¶ere csak ritk¶an van alkalom, els}osorban a megfelel}o ada-
tok hi¶anya miatt. A val¶os¶agban ink¶abb csak a H F1, . . ., Fn margin¶alis
eloszl¶asainak ¶es a p¶aronk¶enti rangkorrel¶aci¶oknak a becsl¶es¶ehez szÄuks¶eges ada-
tok ¶allnak rendelkez¶esÄunkre. A ki¯zet¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶et a

H(k1; . . . ; kl) = Ĉ(F 1(k1); . . . ; F l(kl)) (29)

ÄosszefÄugg¶es adja meg, ahol H ¶es Ĉ az X1; . . . ;Xl egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄugg-
v¶eny¶et, illetve tov¶abb¶el¶esi kopul¶aj¶at jelÄoli. Ha a kÄuszÄob¶ert¶ekeknek az Xi

v¶altoz¶ok kvantiliseit v¶alasztjuk, vagyis ha ki = F ¡1
i (®i) minden i-re, akkor

(29) jobb oldala Ĉ(1 ¡ ®1; . . . ; 1 ¡ ®l)-re egyszer}usÄodik. A viszontbiztos¶³t¶asi
ÄosszefÄugg¶esben ezek a kvantilis szintek gyakran adottak a megt¶erÄul¶esi pe-
ri¶odusokk¶ent, ¶es a biztos¶³t¶asi ÄugynÄok ismeri ezeket a szinteket. A kopul¶ak
alkalmaz¶as¶at mutatja be Benedek, K¶obor, Pataki (2002) kapcsolat szoross¶ag
m¶er¶es¶ere, illetve portf¶oli¶o kock¶azat kezel¶esi probl¶em¶ak megold¶as¶ara. Kopula
fogalm¶an alapul¶o eloszl¶assz¶el fÄugg}os¶egek vizsg¶alat¶aval ¶es t}ozsdeindexekb}ol
kialak¶³tott portf¶oli¶ok elemz¶es¶evel foglalkozik Varga ¶es Luk¶acs (2005) dolgo-
zata.
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APPLYING COPULAS TO RISK MANAGEMENT

The copula function describes the dependence structure of a multivariate random
variable. In this paper we give a brief summary of basic concepts and theorems.
It is also shown that copulas can be used as a °exible and practical instrument
to generate Monte Carlo scenarios of risk factor returns. These risk factors a®ect
the value of a credit or market portfolio. Many of the models commonly used
assume multivariate normal distribution of such risk factor returns or log-returns.
This hypothesis underestimates the probability that an extremal event such as
simultaneous slump of equity prices or the joint default of several counterparties in
a credit portfolio, might occur. Our goal is to show that the use of an appropriate
copula function can model such extreme events e®ectively.


