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DERIVATIV PENZUGYI TERMEKEK ARDINAMIKAJA ES
AZ UJ TIPUSU KAMATLABMODELLEK!

KIRALY JULIA - SZAZ JANOS
Budapesti Corvinus Egyetem

Ennek a cikknek az a célja, hogy attekintést adjon annak a folyamatnak
néhany f6bb allomasardl, amit Black, Scholes és Merton opciéarazéasrol irt
cikkei inditottak el a 70-es évek elején, és ami egyszerre forradalmasitotta a
fejlett nyugati pénziigyi piacokat és a pénziigyi elméletet. A hazai tékepiacra
ugyanakkor mindez csak halovany hatdst gyakorolt, és szinte teljesen érin-
tetleniil hagyta a hazai kozgazddsz térsadalmat.? Az itthoni kdzony poli-
tikai okokkal még magyarazhaté az elmilt 30 év els6 felére vonatkozdan,
az utolsé 15 év érdektelenségét inkabb azzal prébalhatjuk magyardzni, hogy
e teriilet meglehetésen matematikaigényes, és a hazai matematikai kozgaz-
dasdgtan mivelGinek figyelmét elsédlegesen az altalanos egyensulyelmélet, a
jatékelmélet, az operdcidkutatas koti le. Az opciddrazasi problémabdl kinévo
irodalom homlokterében a rovid tava pénziigyi sztochasztikus dinamika all.
Leginkabb a hazai 6konométer tarsadalom figyelmét ragadhatta volna meg
mindez a mddszertan kozelsége folytan, de hat a hazai derivativ piacon nem
sok empirikus elemeznival6 akad.

A relevans kérdések

A hatédridés és opcids ligyletek a deviza-, részvény-, hitel- és arutézsdei
ugyletek kapcsan felmertlé piaci kockazat kezelésére alkalmasak, mivel az
alaptigyletek kockéazatait tiikkrozik vissza valamilyen transzformalt formaban.
Az azonnali (részvény, vagy deviza) arfolyamban megjelend kockézat leg-
egyszertiibb tiikrozodése a hataridés arfolyam, mivel ez elvben csupan az
arfolyamnak a lejdarati idépontra felkamatoztatott értéke. A vételi és eladdsi
opcidk arazasa veti fel annak a kérdését, hogy mi a valdszinlisége az opcid

1Beérkezett: 2005. majus 11. A cikk az OTKA T 047193 kutatési projekt keretében
késziilt.

2A megjelent hazai derivativ témdji frasok, értekezések zéme inkdbb matematiku-
soktdl, fizikusoktdl és az egyetemet nemrég befejezett ifji kozgazdaszoktol szarmazik. Itt
most megprébdlunk egy tomor illusztraciét adni e teriiletrél. Mivel e témakornek csak
a szakkoOnyvei tobb olvasétermet toltenének meg, igy csak a f6bb fogalmakra, mdédsze-
rekre, kivalasztott termékekre koncentralunk. Az &ltalunk felkindlt sajtban tobb a luk
mint a sajt, de hissziik, hogy az ize hiteles. E teriilet attekintése nélkiil erésen hidnyos
lenne e pénziigyekkel foglalkozé kiilonszam. A felhaszndlt matematikai fogalmakat és té-
teleket (Wiener-folyamat, Ohrstein-Uhlenbeck-folyamat, Ito-lemma, martingél reprezenté-
ciés tétel, Girszanov-tétel, Kolmogorov-egyenletek stb.) nem ismertetjiik, hasonléképpen
mellézziik a sziikséges pénziigyi alapfogalmak ismertetését (arbitrdzs, hedge, call és put
opci6, forward, futures, swap tigyletek). Ezekrdl 1d.: Medvegyev, Michaletzky, Varga,
Széaz, Hull, Baxter-Rennie, Elliott-Kopp konyveket.
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lehivasanak, tehdat mi a jovObeni arfolyam eloszlasa, ehhez pedig tudni kell,
hogy milyen folyamatot kovet az arfolyam alakuldsa. Az opcidk drazdsdnak
probléméja pillanatok alatt vezetett altaldban a szarmaztatott kockazati
termékek arazasanak a vizsgalatahoz. Széles korben alkalmazott fogalom
lett a dinamikus replikalas, az arbitrdzsdrazds.

Magyarorszagon most és a belathato jovében a derivativ pénziigyi termékek
arazasanak elmélete és modszertana meggy6zddésiink szerint nem a részvény
portfoliok kockazatanak kezelése, hanem a kiilénb6z6 futamidejii kamatlabak
véletlen valtozasai mogott meghizddo sziikségszerii Osszefiiggések jellegének
megértése miatt fontos. Ez utébbi kérdésfelvetés és szemlélet tokéletesen
hidnyzik a mai magyar kézgazdasagi gondolkodasbdl.

Ha a kotvényarazas problémaéjat egy kamatldb derivativ termék arazdsa-
ként kozelitjiik meg, akkor az ebbdl adédé legfontosabb felhasznalhaté ered-
mény a Heath-Jarrow-Morton (HIM) tétel, amelyet a cikk masodik felében is-
mertetlink, és azt mondja ki, hogy a kamatlabak vdltozdsdnak kockdzatsemle-
ges valosziniségek melletti trendjét egyértelmiien meghatdrozza a kamatldbak
volatilitdsdnak lejdrati szerkezete.

Az itt vazlatosan ismertetésre keriild, a derivativ termékek drazdsanak
elméletére épiil6é kamatlab modellek azt szamszertsitik, hogy a rovid lejaratu
kamatlab véletlen ingadozasaibdl Gsszetevédo lehetséges jovibeli palyai mi-
ként hatarozzak meg a hozamgorbe alakjat, azaz a kiilonb6z6 futamideji ka-
matlabak egymashoz val6 viszonyat. Megforditva: adott feltételek mellett a
hozamgérbe alakja tartalmazza azokat az informécidkat, hogy a rovid lejaratu
kamatlab a jovében milyen palydkat futhat be és milyen kockazatsemleges
valdszintiséggel.

A cikkben felvaltva hasznaljuk a folytonos és a diszkrét megkozelitést,
utébbit hol az el6zé numerikus moédszereként, hol 6néllé modell-csaladként.

Egy szarmaztatott termék drazasa két dologtdl fiigg:

— mi a szarmaztatott termék konstrukcidja,

— milyen arfolyam-alakulasi folyamatot kovet az alaptermék.

El6szor a mindkét szempontbdl legegyszeriibb modellt mutatjuk be, ez a
részvény opcid arazas Black-Scholes modellje. Az sszetettebb termékkonst-
rukcidékra az egzotikus opcickat hozhatjuk példaként, az alaptermék arala-
kuldsa kapcsan a sztenderd diffuziés folyamat feltételezése utan az dtlaghoz
visszahtuzd folyamatot vizsgaljuk. Az drfolyam-alakulds mint diffizidés folya-
mat azt jelenti, hogy a piaci hatékonysag hipotézisének szellemében ugy
tekintjiik az arfolyam-alakuldst, hogy az arfolyamokat véletlenszertien fel-
le 16kdosik a folyamatosan megjelend 1j informéciék — a Brown-mozgéast
végzé részecskék mozgasdnak analégidjara. Amiként biztosan tudjuk, hogy
egy adott részecske most hol van, de csak bizonyos valdszintiséggel allithatjuk,
hogy itt vagy ott lesz a jovOben, a részvény vagy devizaarfolyamrol is most
bizonyosan tudjuk, hogy mennyi az értéke, azonban a jovébeli nagysagara
vonatkozé valdszintiség-eloszlast megado stirtiség fiiggvény ahhoz hasonléan
tertl szét idében, amiként az egyetlen pontjaban felhevitett vasridban tertil
szét a hé. A cikk kozépsé részében taglaljuk azokat a fizikai, illetve pénziigyi
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parcidlis differencidlegyenleteket (PDE), amelyek leirjék a folyamatokat és
alatamasztjak, hogy azonos valdszinliség szamitdsi apparatus irja le Sket
(Kolmogorov-egyenletek).

A cikk keretében csak azokat a modelleket vézoljuk fel, amelyek a hozamok
normdlis eloszldséan épililnek fel. A gyakorlatban is kimutathaté a Gauss-
eloszlashoz képesti vastag-szél jelenség, azonban ez a jelenség és az extrém
hozamok erételjesebb egyiittmozgasa mar kiilon cikk témai.

A hozamgorbe modellekben 1ényeges eltérés van az egy, illetve t6bb koc-
kézati faktoros modellek kovetkeztetései kozott. Az egyfaktoros kamatldb-
modellekben a hozamgdrbe pontjai mindig azonos irdnyba tolédnak el az 1j
informdcié hatdséra (béar eltéré mértékben). A gyakorlati alkalmazisokhoz
sziikséges tovabbi kockédzati faktorok figyelembevétele. Az amerikai dllam-
kotvények arfolyam adatai alapjan fokomponens elemzéssel olyan 3 faktort
szoktak beazonositani, amelyben az elsé faktor a hozamgorbe szintjére, a
mésodik a meredekségére, a harmadik az alakvaltoztatdsaira (csavaroddsara)
hat.

Mi a tébbfaktoros opcidarazéasi modellekre (egyben az egzotikus opcidkra)
a csereopciot (exchange option) hozzuk példaként, amely egyfajta altaldnosi-
tédsa a sima call opcionak.

Az opcibdarazas éllitotta reflektorfénybe a dinamikus replikdldson alapuld
arbitrazsarazast, ami elviekben kiilonbozik a kozgazdaszok altal széles korben
hasznalt kereslet-kindlat elemzéstél, mivel a relativ arak konzisztencidjat
vizsgdlja. A piacok teljessége (complete markets) alcim alatt targyaljuk az
arra vonatkozé vizsgalatok eredményeit, hogy miként fligg Gssze az egyes
termékek mas termékekbol vald folyamatos kikombinalhatosaga az arak Ossz-
hangjaval, és mindez a valdszintiségszamitas nyelvére valo atfordithatdsaggal
( a martingdlok létezése és egyértelmiisége). A sztochasztikus reprezentdcid
jOl példazza, hogy amit a modern pénziigy tankonyvek specidlis pénziigyi
problémaként targyalnak, azok a fizikusok altal régen kidolgozott Gsszefiig-
gések (Feynman-Kac formula).

Az opcidk és szamos més bonyolult pénziigyi termék ara explicit médon
fligg az alaptermék volatilitasatol, ezdltal lehetové valik piaci adasvételek
form&ajaban olyan elvont nagysagokra vonatkozé fogadasok kotése, mint a
jov6beni bizonytalansig mértéke (volatility trading), vagy kiilonbozé arfolya-
mok kozotti korreldcié nagysaganak véltozésa (trading correlation).

A Black-Scholes modell

A Black—Scholes—Merton modellben 3-féle termék van:
— egy kockazatmentes,
— egy kockazatos és

— egy szarmaztatott kockdzati termék

(pl. bankbetét + részvény + eurdpai vételi jog). Kérdés, mi a harmadik
termék ara, ha ismerjik az els6 két termék arfolyam-alakulasat. Feltessziik,
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hogy a betét és a részvény (alaptermék) kumulélt loghozama a [0, ¢] id6szakra:
Yg(t)=rt  Y(t) = N(at,o?t), (1)

ahol ¢ folytonos véltozé a [0,7T] idészakban, r, o, o konstans, és a részvény
kumulalt loghozama minden idépontra normélis eloszlast.? A kumulalt log-
hozam definiciéja alapjan a betét értékének alakulasa konstans kamatldb mel-
lett, ill. a részvény arfolyama konstans drift és volatilitas mellett:

B(t) = B(0)eY2®)  S(t) = 5(0)e¥® | (2)

azaz a betét egy exponencidlis fliggvény mentén alakul, a részvény arfolyam
eloszlasa minden idépontban lognormalis. Nézziik a szarmaztatott termékek
azon korét, amelyeket teljes mértékben meghataroz a T idépontbeli értékiik,
mivel a [0, T'] id8szakban nem involvalnak pénzmozgést (T-termékek).* Jelolje
g(t) a szarmaztatott termék ¢ idépontbeli értékét. A forward pozicidt ill. az
eurdpai vételi jogot definidlé képletek:

g(T) = S(T)~ K g(T) = max{0,5(T) ~ K } (3)

ahol K a forward arfolyam ill. az opcié lehivasi arfolyama.

Adott tehdt a B(t) és S(t) (0<t¢<T)ésa g(T). Kérdés, mennyi a g(t)
értéke (t < T), kiemelten: mennyi a g(0) értéke? A legelegdnsabb valaszt
erre a kérdésre Merton adta 1974-ben az Ito-lemma felhaszndlasdval.? A
részvény kumuldlt loghozama az (1) képletben egy Ito-folyamat, amely SDE
alakban felirva:

dY (t) = dln S(t) = adt + cdW (t) , (4)
ahol dW (t) a W (t) Wiener-folyamat névekménye.® Az arfolyam a kumuldlt
loghozam Ito transzformaltja:

2

dS(t) = pSdt + oSAW ()  p=a+ % . (5)

A szdrmaztatott termék drfolyam-alakuldsa az alaptermék drfolyam-alakuld-
sanak Ito transzformaltja:

1
dg(S,t) = <gt + gsuS + §gss0252> dt + gsoSdW (6)
ahol az indexek a parcidlis derivéltakat jelolik.” A (6) egyenletbdl kivonva

az (5) gs-szeresét, eltiinik a kockdzatot reprezentdlé dW-s tag. Ez ekvi-
valens azzal, hogy kiifrunk 1 darab derivativ terméket és vesziink gg darab

3 Alternativ megfogalmazéisban: minden At hosszi periédusban a loghozamok fiiggetlen
normalis eloszldsu valésziniliségi valtozok konstans paraméterekkel.

4Tlyen példsul a forward pozicid, vagy az eurdpai opcidk, de nem ilyen a futures pozicié
a napi elszdmolds miatt, vagy az amerikai tipusi opcidk a T id&pont elétti lehivhatdsag
miatt.

51994-ben kapott Nobel-dijat ezen ttéré munkéassigaért.

8LegalapvetSbb sajitossaga, hogy [dW]? = dt.

7A pénziigyes szakzsargonban a gg neve delta, a ggg a gamma, a g; a theta.
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alapterméket. Ennek a portfélionak az értéke: V = —g + gsS . E portfélié
értékvaltozasa:

1
dV = —dg + gsdS = — <gt + §g550252> dt . (7)

Mivel a portfolié kockazatmentes, ezért a dt idészakra a kockazatmentes ka-
matlab az elvarhaté hozam.

1
dvz—<m+§%mﬁﬁ>ﬁ=VWﬁ=Fy+%$“ﬁ- (8)

A dt kiesik és a derivativ termékek arazasdnak alapegyenletét, a Black-Scholes
egyenletet (BS) kapjuk:

1
gt =19 —1Sgs — 50252955 : 9)

A Black-Scholes (BS) egyenlet megoldédsa a g(T') = max (0, S7—K) lejératkori
peremfeltétel mellett a Black-Scholes képlet, ami a K lehivasi arfolyamu
vételi jog értékét adja meg:

¢ = SN(dy) — PKN(ds) , (10)

ahol

In[S/(PK)] 1 —rT
—_ _t N /] — — _ P_ T .
dy = 0\/_ +20\/l, do=dy —oVT, =e

A (10)-es formula zért képlettel adja meg a BS egyenlet megolddsét, ami
ritkasag, és a call opciét megadd specidlis peremfeltételnek koszonhetd. A
(9) PDE egyenletet a folytonossédg és a normalitds feltételezésével kaptuk,
azonban tobbnyire nincs zart képlettel megadhaté megoldasa a BS parcialis
differencidlegyenletnek. A numerikus megoldasra bevett gyakorlat a wvéges
differencidk médszerének alkalmazdasa. Bevezetve a szokasos x = In S jelolést,
a BS egyenlet:

1
gt =79 —Vgz — 50291-1' ) (11)

ahol v = r — 0.50%. Ennek a diszkretizalt valtozata a forward differencidkkal
felirva (explicit véges differencidk médszere):

Ji+1,5 — 9ij
At
7 1 7 1 - 7 1 ,‘_1 1 5 1 7 1 - 2 7 1 7 + 5 1 ,‘_1
= rgi; — UgH- Jt+ Jit1,j-1 — 52 Gi+1,5+ Ji+1,j T Git+1,5 )

2Ax 2 Ax?

(12)

ahol g;; a szarmaztatott termék iAt idépontbeli és e/2% drfolyamhoz tartozé
értéke. Atrendezve:

1

YY) (PuGit+1,j+1 + Dmit1,5 + DaGi+1,i-1) (13)

Gij
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ahol
1 o? v o? 1 o2 v
w == —_—— m = 1—At—— =-At|—-——] .
Pu 2At <Ax2 + Ax) > Pm tAxQ » Pa= g t <Ax2 Ax)
(14)
Célszerti vélasztds® a Az = ov/3At, ekkor a (14) alakja:
1 1vAt 2 1 1vAt
o _ 1, 1vAt 2 —o_ et 14b
Pu 6 + 2 Ax ’ Pm 3 ’ DPd 6 2 Ax ( )

A (13) képletbdl ldthatd, hogy a szdmolds folyamata idSben visszafelé
halad. Az (7,7) pontok egy téglalap rdcspontjai, ahol a g¢;; téglalap jobb
oldalat a derivativ termék lejaratkori értékei hatarozzak meg, az alsé és felsd
élek értékeit kiilon kell megadni.”

A kozponti szerepet jétszé (9) egyenlet levezetése azon alapult, hogy az
alaptermék és szarmaztatott termék arfolyam-alakuldsa ugyanazt a Wiener-
folyamatot titkrozi. Az (5)-(6) SDE-k a bemutatott médon (pénziigyes zsar-
gonban: dinamikus delta hedge révén) a (9) PDE-vé alakithaték. Ennek
explicit vagy numerikus megolddsa adja a derivativ termék keresett értékét.
A kockézat folytonos kikiiszobolése azt jelenti, hogy a két kockéazatos termék
aranyanak folytonos véltoztatdsaval szintetikusan el6allithaté a kockazat-
mentes termék. Az Osszefiiggés atrendezhetd: a szdrmaztatott kockazati
termék eldallithaté az alaptermék és a kockazatmentes termék segitségével.
Ez a replikdlé stratégia dnfinanszirozo és eléreldthatd (previsible) folyamat.©

Az dnfinanszirozas azt jelenti, hogy bar jé eséllyel minden periédus végén
meg kell valtoztatni a replikal6 portfélio 6sszetételét, az atrendezés soran nem
valtozik a portfélié értéke: ha éppen novelni kell az alaptermék mennyiségét
(adott esetben részvényt kell vasdrolni), akkor ezt hitelfelvételbdl tessziik,'t
ha el kell adni az alaptermékbol, akkor az ebbdl befoly6 Gsszeget hiteltorlesz-
tésre forditjuk, vagy betétbe helyezziik. Az elérelathatésag azt jelenti, hogy
méar ennek a At hosszi periédusnak a végén tudjuk a portfdlié sziikséges
Osszetételét, annak ismerete nélkil, hogy a kovetkezo idGszakban miként
valtozik az alaptermék arfolyama. A replikdlas azt jelenti, hogy a kovet-
kez6 periddus minden lehetséges alaptermék arfolyam értékre megegyezik a
szarmaztatott termék és replikald portfélié értéke.

8Részletesebben lasd Hull.
9Az alsé szél az S(t) = 0 értékekhez tartozé derivativ értékeket tartalmazza, a felss
szél pedig egy kellen nagynak vélasztott arfolyamszinthez tartozé értékeket. Ha nem
pétolnank ki a szélsé értékeket, akkor minden lépésben elvesztenénk egy alsé és felsd értéket
a tablazatban, és egy balra keskenyedd haromszoget kapnank, ami balrél jobbra nézve egy
trinomidlis fa (1d. késébb). A széls6 értékek pétlisa egyszerl linedris extrapolédcid, ha a
feliilet fiigg6leges gorbiilete (gsg) nulla. Az Smax kellden nagyra vélasztdsdval ez tobbnyire
konnyen elérhetd.
10Bizonyitast 1d. pl. Bjork.
11Ha pozitiv nagysagi betétiink van, akkor ennek terhére vasarolunk.
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Arfolyamfék

Az arfolyam-alakulds folyamatat nem csak a Black-Scholes egyenlet levezetése
utan diszkretizalhatjuk, hanem kiindulasként is. Erre szolgalnak a binomialis
és trinomidlis fak. Az arfolyam adott értékébdl két ill. harom kiilonbozé
arfolyamértékhez létezik kozvetlen dtmenet egy At hosszi periédus alatt.
E valtozdsok fiiggetlenek, és gy kell megvalasztani e fdk paramétereit (a
véltozds mértékét és valdsziniiségét), hogy a At id6szak alatti hozam varhatd
értéke aAt, variancidja o2At legyen.!? Tobb vélasztdsi lehetdség is van (2
feltétel van, és 3 ill. 4 paraméter), tobbféle modell hasznalatos.?

Tekintstink egy pericdust a binomidlis modellben. Az alaptermék drfolyama
legyen S, ez vagy w-szorosdra né p valészintliséggel, vagy d-szeresére (1 —
p) valdsziniiséggel [Su,Sd]. A két feltétel teljesiil pl. az aldbbi vélasztés
mellett:

u = AttoVAL Inu = aAt+oVAL, (15a)
d = e*At=oVAL Ind = aAt — VAL, (15b)
p=0.5. (15¢)

Egy tetszbleges szarmaztatott termék ismert lejarati (At idSpontbeli)
értékeit jelolje g, és gq, és a meghatdrozandé jelenlegi értékét pedig g. A
betét értéke mindenféleképpen G' = e"*t-szeresére nd. Jelolje = a sziikséges
részvény szamot, és y a betét szlikséges nagysagat, hogy elballitsuk a szar-
maztatott termék lejarati értékeit. Ennek az (z,y) Osszetételll portfélidnak
az elGéllitdsi koltsége, azaz értéke (V) lesz a szdrmaztatott termék jelenlegi
értéke (g). A replikdlé portfoli6 lejarati értékét rogzits két egyenlet:

gu = zSu + yG 16a
ga = xSd+yG . 16b
A két ismeretlenre megoldva:
Ju — 9d Gu — xSU
— Ju Jd =2 = 17
T Su-sa> 7 G (17)

A replikal6 portfolid, ill. a szarmaztatott termék értéke a jelenben:

g=V=zxS+y. (18)
Behelyettesitve, és felhasznalva a
G—-d
= 19
p=— (19)

12A fiiggetlenség feltételezése miatt nemcsak a varhaté értékek, hanem a variancidk is
Gsszeadhatéak, és mi az N(aT,o2T) eloszlist akarjuk visszakapni a Z At = T idészakra
vonatkozdan.

13Ezekrdl kitiing attekintést ad Strickland,, Clewlow (2000) 10-57. o.

T4Ha a At értékét csokkentjiik, akkor a kumulélt loghozam az N(aT, o2T) értékhez tart,
ami az elemzésiink kiindulépontja.
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jelolést, a derivativ keresett értéke a peridédus elején:

pgu — (1 —p)ga
g= e : (20)

Igy a binomislis modellben barmely szarmaztatott termék értéke mege-
gyezik a jovébeni kifizetés varhatd értékének jelenértékével, ahol a varhatéd
értéket a kockazatsemleges valoszinliséggel, a jelenértéket a kockazatmentes
kamatldbbal szamoljuk. A (19) képletet kockdzatsemleges valdszinidségnek
nevezik, mert kielégiti a

pSu+ (1 —p)Sd = SG (21)

egyenletet és normal esetben a d < G < wu, igy 0 < p < 1.

A (17)-(18) egyenletek alapjan az drazis menete a kovetkezd: balrdl jobb-
ra haladva felirjuk az S;; drfolyamok tablazatat, ennek utolsé oszlopa és a
szarmaztatott termék 7" idopontbeli kifizetés fiiggvénye alapjan a g;; tablazat
utolso oszlopat. Ezt kovetoen 1épésrdl 1épésre jobbrol balra haladva az S és g
tabldzatok j-edik oszlopa alapjin kiszdmitjuk az x, y és g tablazatok (j —1)-
edik oszlopat [(17)—(18)]. Ez a megkdzelités megadja a szdrmaztatott termék
arfolyam-alakuldsédnak Gsszes lehetséges pélydjat és a hozzéjuk tartozé (x,y)
replikald stratégidt.

A (20) képlet alapjdn mar csak két tabldzat kell, az S és a g — utébbi
most is az utolsé oszlopdbdl kiindulva jobbrdl balra késziil. Ha a varhaté
érték jelenértéke szabdlyt (20) egy lépésben alkalmazzuk, akkor a derivativ
értéke egy szorzatosszeg:

n n
9= ¢ Tprgi=e""> " prok (22)
k=0 k=0

ahol S(n, k) = Sukd"=*, p(n, k) =py = (Z)pk(l —p)"F és apy ill. g arra
az allapotra utalnak, hogy az arfolyam n 1épés soran pontosan k alkalommal
ment fel.'?

A mértékcsere, martingalok

Az el6z6 alpont két lényeges mozzanata:

e a binomiélis modellben a 1épésenkénti (z,y) replikdlas dtfogalmazhatd a
lépésenkénti varhato érték szamitdsra a szamitott p valdsziniség alapjan,
ez pedig egy 1 1épésben torténd varhato érték szamitasra roviditheto,
és mint latni fogjuk, ezen az alapon lehet altaldnos arazasi elméletet
felépiteni;

15 Amennyiben a trinomidlis fara felirjuk a lokalis varhaté érték és variancia feltételt,
akkor az egyik lehetséges megolddst a (14) egyenletek adjak, a derivativ értékét pedig épp a
(13). Ebben a kontextusban a (13) a virhaté érték jelenértéke —a véges differencidk esetén
nem volt ilyen értelmezése—, és attél lesz kockazatsemleges értékelés, hogy v = r — 0.502
és nem v = a.
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e a (20)-as drazasi képletben nem az eredeti (15¢) valészintiség szerepel,
ami mellett a vdrhat6 hozam a, hanem a szédmitott (19) kockdzatsem-
leges valésziniiség, ami mellett a varhaté hozam r — o2 /2.

A binomiélis modellnek ez a sajitossdga teljes mértékben megegyezik a
folytonos Wiener-folyamaton felépiilé eredménnyel.

Amennyiben a (21) képletben dtosztunk a G-vel (a bankbetét névekedési
egylitthatdjaval), akkor lathatjuk, hogy a kockazatsemleges valGsziniiség mel-
lett a diszkontdlt arfolyam-alakulds martingdl. A S folyamat a @ mérték
szerint martingal, ha minden j > i-re

Eq(S; | Fi) =5 (23)

azaz a folyamat j idépontbeli feltételes varhato értéke megegyezik a pillanat-
nyi értékével.
Kétféleképpen kaphatunk martingal tulajdonsagi binomialis fat:

a) adott arfolyamfahoz keresiink olyan valészintiségeket, amelyekkel st-
lyozva a fa adott pontjahoz tartozé kimeneteket, pont a fa adott pont-
janak arfolyamértékét kapjuk;'®

b) megadjuk a fa utolsé oszlopét (a T idépontbeli valdsziniiségi véltozo le-
hetséges értékeit), és adott Atmenet-valdszintiségek segitségével jobbrol
balrdl haladva konstrualunk egy feltételes vdrhato érték folyamatot.

A szarmaztatott termékek martingdl arazdsdnak lépései:

1. diszkontaljuk az alaptermék arfolyamfijat a kockazatmentes kamatlab-
bal,

2. megkeressiik az a) médszer szerint a martingdl mértéket,

3. meghatarozzuk az opcié lehetséges lejaratkori értékeit [az St — K szé-
moldsndl mindkét érték jelenbeni pénzben értendé],

4. az opcio lejaratkori értékeibdl képeziink egy feltételes varhatd érték
folyamatot — ennek minden eleme jelenbeni pénzben értendd, ennek a
fanak a csucspontja a szarmaztatott termék értéke.

A binomidlis reprezentdcids tétel ij megvildgitasba helyezi a replikald
stratégiak mibenlétét, 1étezését és egyértelmiiségét. Ez a tétel azt mondja
ki, hogy ha két binomidlis folyamat (X; és Y;) ugyanazon ) mérték szerint
martingdl, és mindig ugyanabba az irdnyba mozdulnak el (csak eltéré mér-
tékben), akkor

AY; = a;1AX;,

ahol mér az (i — 1)-edik 1épésben meghatérozdédik az a;_1 értéke, tehdt nem
sziikséges tudni, hogy a két folyamat felfelé vagy lefelé mozdul-e el. A

16Feltéve, hogy a pillanatnyi drfolyam a két lehetséges kimenet kozé esik.
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szarmaztatott termékek replikalasa az alaptermékkel nem més, mint az egyik
binomidlis martingal megfeleltetése egy masiknak.

Hasonlé Osszefiiggések érvényesek a folytonos esetben is. A Wiener-folya-
mat egy folytonos martingdl, hiszen a névekménye egy zérus varhaté értéki
normalis eloszldsu valészintliségi véaltozd. A folytonos martingdlok névekmé-
nyei is elorelathaté modon megfeleltethetok egymasnak az un. martingdl re-
prezentdcios tételnek megfeleléen.!” Tehat ekkor is kialakithaté a ,,végteleniil
r6vid periédusokra” a megfeleld replikélé (ill. fedezd) stratégia. A Girszanov-
tétel értelmében a dXi(t) = a(t)dt + dWi(t) folyamatok dXs(t) = dWa(t)
martingalla alakithatok bizonyos feltételek mellett a valdszintiségi mérték
cseréjével.'® Népiesen szélva a mértékcserével eltiintethetd a drift, mikézben
a volatilitds valtozatlanul egységnyi marad. Ezek utdn a szarmaztatott ter-
mékek arazdsa ugyanabban a 4 lépésben torténik a folytonos modellben,
akarcsak a binomialisban, csupan a martingal tulajdonsagot ado valdszintiségi
mérték nem a kockdzatsemleges valGszintiséget definidlé (21) képletbdl adédik,
hanem a Girszanov-tételbol.

Sztochasztikus reprezentacio

A binomidlis drfolyam-alakulds esetén a dinamikus replikélds valdszintiség-
szamitasi atfogalmazasa egyfell a martingal tulajdonsiaghoz és a martingal-
reprezentacion keresztiil visszavezetett a replikdldshoz, masfel6l a (22) varhaté
érték jelenérték szabalyra vezetett.

A pénziigyesek &ltal felallitott egyenletek itt is egy sokkal altaldnosabb,
maér régebben kidolgozott matematikai elméletbe torkolltak. A BS-féle PDE-t
kielégité g fiiggvényhez taldlhato egy olyan sztochasztikus differencidlegyenlet
(SDE), amelynek megolddsit adé X folyamat T idépontbeli értékének a
(t, z) iddpontokbdl és dllapotokbdl tekintett feltételes véarhatd értékeit éppen
a g(t,x) figgvény adja meg. Ez a Feynman-Kac-féle sztochasztikus repre-
zentacio. FEz a megfeleltetés az SDE-vel leirt diffuzids folyamat sajatja.
Ez alapjan a Black-Scholes PDE-nek megfeleltetheté egy varhaté érték je-
lenértéke szamitds, mivel a BS egyenlet kiindulépontja is egy diffiziés SDE,
amelyre alkalmazhaté az Ito-lemma.

Nézzik meg némi formalizmussal. Cauchy a pénziigyektol teljesen fiig-
getlentl vizsgdalta az alabbi PDE-t:

1
g0+ p(@,)g: + 50°(2,0)g2e =0, g(T,x) = B(x) . (24)

Tekintsiik a kovetkezd X (t) diffizids folyamatot, amely a kivalasztott ¢ idé-
pontban a rogzitett x értéket veszi fel:

dX (1) = p(t, X(0))dt + o(t, X(£)dW,  X(t) =z . (25)

17Baxter-Rennie (2002) 100. o.
18 Baxter-Rennie (2002) 95. o., Avellaneda-Laurence (2000) 167. o.
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Ha vessziik az X folyamatnak a g fiiggvény szerinti transzformaltjat, akkor
felirva az Ito-formula integrdl alakjét,'® és felhaszndlva, hogy a g(t,x) fiige-
vény kielégiti a (24) egyenletet, a Feynman-Kac formuldt kapjuk:

9(t,x) = By o [2(X7)] - (26)

Ha a kovetkez6 analég problémat vizsgaljuk:

1

akkor a (26) a kovetkezd formdt olti:
g(t,z) = e"TIE, , [®(X7)] . (26b)

A Feynman-Kac formula adja meg a kapcsolatot a BS egyenlet és a varhaté
érték jelenérték szabaly kozott folytonos esetben.

A diffazié

A diffazi6 egyszerre fizikai, pénziigyi és matematikai jelenség.?’ Képzeljiink
egy mindkét irdnyban végtelen vasrudat, ahol g(t, ) mutatja az = helyen a ¢
idépontban mért hémérsékletet. A héaramlés, vagy diffizié

egyenlete egy alaposan megvizsgalt folyamat, ahol g; a hmérséklet valtozasa
egy adott pontban, g, pedig a hémérséklet térbeli masodik derivéltja. Az
egyenlet tartalma: bontsuk a rudat Az hosszi kis intervallumokra. Ha egy
adott intervallum bal szomszédja melegebb, a jobb szomszédja pedig hide-
gebb, akkor az adott intervallum homérséklete akkor n6, ha tébb hé érkezik
balrél, mint amennyi tavozik jobbra. Ez pedig a hémérsékletkiilonbségek
eltérése pontosan a (27) egyenlet szerint, feltéve, hogy a szomszédos interval-
lumok ko6z6tti hécsere ardanyos a hémérséklet kiilonbséggel. Ez azt is jelenti,
hogy a g(z) fiiggvény inflexiés pontjai védlasztjdk kiilon azokat az interval-
lumokat, amelyek pontjai melegszenek, azoktdl, amelyek pontjai hiilnek.

Ha a 0 id6pontban az x = 0 helyen koncentralddik a teljes hOmennyiség
a rudban, akkor t idovel késébb a hémérséklet eloszlasa a rud kilonbozo

részein:2!
2
T

g(t,x) = 2;\/%6_‘4_'5 . (28)

Miel6tt nagyon belemelegednénk e kitérébe, vegytik észre:

1. a (27) diffiziés PDE hasonlésagat a (9) Black-Scholes PDE-vel;

2. az idébeni szétteriilés a Gauss-fliggvénnyel irhato le.

19Részletesen 1d. Bjork (1998) 58-62. o.
20Fs feltehetéen még tucatnyi tudomanyteriilet felsl beazonosithaté jelenség.
21Részletesen 1d.: Wilmott-Howison-Dewynne (1995) 59-69. o.
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Az 1. pontbeli hasonldsdg teljesebb, mint gondolndnk. A valtozok (S,t, g)
dtskalazasaval a (9) a joval egyszeriibb (27) formara hozhat4.2?2 A 2. pontbeli
analdgia jol lathat6, ha az (1) és (2) képletek segitségével abrazoljuk a jovébeli
arfolyam eloszlasat, ha tudjuk a mai arat.

1. dbra. Az arfolyam eloszldsdnak viéltozdsa az idS fliggvényében (Sg = 100),
Arf: 20-300, idé: 0-3 év

Konzisztens arazas, komponensarak

A hatéridds pozicié egy statikus replikdciéval értékelhetd, az opcié egy di-
namikus replikdciéval. Ezek a kiindulé alapesetei az arbitrdzsdrazdsnak. Az
arbitrazsarazas esetén eltiinnek a mikrookonomia kereslet-kindlat gorbéi, a
helyiikre 1ép6 egyszerii alapelv: ha két kiilonboz6é portfélié ugyanazt a ki-
fizetés sorozatot biztositja a jovében, akkor a jelenbeni értékiiknek is azonos-
nak kell lenniok. Amilyen egyszeriien hangzik az elv, annyira nem kedvelik a

22 Az 4tskdldzés lényege, hogy dimenzié nélkiili véltozékkal szdmolunk. Nem a forint-
ban mért derivativ drat keressiik, hanem a lehivési drfolyam szézalékaban [g/K], nem az
arfolyam-alakuldsaval szdmolunk, hanem az arfolyam és a lehivasi drfolyam logszdzalékos
tévolsdgdval [In(S/K)], nem az években mért idével, hanem a lejératig hatralevd variancia-
mennyiség a valtozé [0.502(T —t)]. Részletesebben 1d.: Wilmott-Howison-Dewynne (1995)
76-81. o.
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hallgatok vizsgafeladatnak a dinamikus arbitrdzs egyszeriibb eseteit sem. Ar-
bitrazs lehetOség akkor van, ha létezik olyan stratégia, amely révén egy nulla
indulé poziciobdl indulva pozitiv valdsziniiséggel nyeriink, mikozben kizart,
hogy barmely esetben is veszitsiink. Ha az arak konzisztensek, akkor nincs
arbitrazs lehetéség. A konzisztencia ellenérzése egyszerti a diszkrét ideji,
diszkrét allapotteri folyamatok esetén, kiilonGsen a T-termékekre.

A kiilonbozé termékek lejarati értéke egy-egy n elemii vektorral adhaté
meg (feltéve hogy a T id6pontban n lehetséges dllapot van). Ha bedrazzuk
ezt az n darab T-idopontbeli egységvektort, mint specidlis szarmaztatott
termékeket, akkor az Arrow-Debreu drakat (komponens drakat) kapjuk. Bér-
mely termék dra ezek linearis kombinaciéja. Ellenkezd esetben arbitrazs
lehetdség van. A komponensérakat (AD drakat) a vérhaté érték jelenértéke
szabaly alapjan egyszeriien megkaphatjuk: mivel a kifizetésvektor az egység-
vektor, ezért a varhaté érték az adott dllapot valészintisége: igy az AD ar az
allapotvaldszintiség diszkontalt értéke.

Az Arrow-Debreu modell a kerete az el6bb felvazolt gondolatmenetnek.
Azonban mi egy tetszéleges termék tobb peridédus utani lehetséges dllapotai-
hoz rendelt komponensiraibdl raktuk dssze a termék jelenbeni 4rat,2* az AD
modell alapesetben egy 1 periddusos elemzés, amelyben N értékpapir jelen-
beni arait a p vektor tartalmazza, a periédus végi lehetséges allapotokat az
(N x M-es) V métrix. A p vektor és a V métrix minden informéciét tartal-
maz, az értékpapirpiac minden jellemz6jét linearis algebrai tételekbdl kapjuk
a probléma ilyen megfogalmazdsaban. Az AD modellben a piac akkor és
csak akkor arbitrdzsmentes, ha a p drvektor a V' oszlopvektorainak siulyozott
dtlaga, ahol a silyok pozitivak és egyértelmiien meghatarozottak.?4 Amennyi-
ben a V matrixnak van egy olyan sora, amely azonos elemekbdl all, akkor
van egy kockazatmentes befektetési lehetGség. Ez esetben, ha teljesiil az a
feltétel, hogy az arvektor az oszlopvektorok silyozott atlaga (tehét nincs ar-
bitrézslehetéség), akkor az drvektor kifejezheté a véarhatd érték jelenérték
szabdly alapjan. Az AD modellben az arbitrdzsmentességh6l és a korlatlan
hitel/betét lehetdségbdl kovetkezik a kockdzatsemleges valdszintiségek vek-
tordnak létezése és a varhaté érték jelenérték szabdly.?? Az illusztracié
kedvéért legyen N =2, M =2 és

0.8 11
p_<1.o>’ V‘<2 0.5>'

Ekkor a sulyok: m = (0.4 0.4), a kamatldb 25%, és a kockézatsemleges
val6szintségek: 7' = (0.5 0.5).

23A (22) Ssszegképlet tagjainak elsé két komponensét Gsszezdréjelestiik: e " Tprgr =
(e="Tpr) g = ADygr.

24 A bizonyitést 1d. Avellaneda-Laurence (2000) 3-5. o.

25Uo. 6-8. o.
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2. dbra. Az Arrow-Debreu modell két termékre és két allapotra

A 2. dbrdn a vizszintes tengelyen az 1. termék, a fiiggéleges tengelyen
a 2. termék lehetséges értékei szerepelnek. A V métrix egyes oszlopait az
abra (A, B) pontjai reprezentaljdk. Az arbitrdzsmentesség feltétele, hogy
az arvektor a 0A, 0B félegyenesek kozotti teriiletre essen. Az dbrdan a két
pont azonos fiiggbleges egyenesen fekszik, mert az 1. termék kockazatmentes.
Ennek dra (0.8) meghatdrozza, hogy az drvektor mely fiiggbleges egyenesre
essen (P pont).

Kiilén kihangstilyozandé, hogy az AD modellben semmi valdszintiségsza-
mitasi feltétel nincsen, semmi a normalis eloszlasrdl, vagy a Wiener-folyamat
binomialis kozelitésérol stb.

A piac teljessége

Tegyiik fel, hogy a V (N x M) matrix sorai az N kereskedett értékpapir
lehetséges értékeit tartalmazza az 1 periédus mulvai M lehetséges allapotokra.
A piacot?® akkor nevezik teljesnek, ha tetszdleges (M elemfl) kifizetés el6-
allithato a kereskedett papirokbol allé portfélio segitségével, azaz tetszoleges
M elemii vektor eléallithaté a V' matrix soraibdl. Ez akkor teljesiil, ha a V'
méatrix rangja M. Ha van egy kockazatos részvényiink és egy kockazatmentes
kotvénytink, és a részvény arfolyam-alakuldsat egy trinomidlis fa irja le, akkor
a V matrixunk 2 x 3-as matrix és a piac nem teljes.

Ha a piac teljes és arbitrazsmentes, akkor léteznek és egyértelmiiek az
allapotérak (komponensarak), és ily médon a kockdzatsemleges valdsziniisé-
gek.2” A tétel megforditésa is igaz: ha a komponensarak egyértelmiiek, akkor
a piac (modell) teljes.?

26 Az elnevezési konvencié a piac teljességérél beszél, azonban sokkal inkdbb valamely
modell teljességérdl van szé, mint egy 1étezd piac (pl. argentin értékpapirpiac) teljességérol.
V6. binomidlis vs. trinomiélis modell.

27 A trinomialis modellben taldlhatSk kockazatsemleges valdszintiségek, de nem egyértel-
miiek. Ld. Avellaneda-Laurence 16-18. o.

28Bizonyitést 1d. Avellaneda-Laurence 15. o.
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Harrison és Pliska vizsgalta meg dltalanosan, hogy miként fiigg Ossze

e a piacok teljessége (replikdlhatdsag),
e az drak Osszhangja (arbitrdzsmentesség),

e a martingalmérték 1étezése és egyértelmiisége (kockdzatsemleges érté-
kelés).

Az eszkézdrazds alaptétele:

1. A piac akkor és csak akkor arbitrdzsmentes, ha létezik martingdlmérték

2. A piac akkor és csak akkor teljes, ha ez a martingalmérték egyértelmdi.

Az alaptétel kiilonbozé esetekre vonatkozd valtozatai a Harrison-Pliska
tétel, a Dalang-Morton-Willinger tétel, ill. a Delbaen-Schachermayer tétel.?°

A nem-teljes piacok alapesete, amikor maga az alaptermék nem egy ke-
reskedett befektetési eszkoz. Befektetési eszkoéz —traded security— olyan
termék, amelyet kizardlag befektetési célbdl tart szamos befektetd. Ezek
jellemzéje, hogy ugyantigy lehet short poziciét nyitni benniik, mint long
poziciét, viszonylag alacsony a tranzakcids és tarolasi koltségiik, tobbnyire
kénnyen transzferdlhatéak. Az olajnak van ugyan éra, de az drmeghatéro-
z6désa nagyon eltéré mechanizmusd, mint a befektetési eszkézoké. Az olaj
hatdridds dra nem egyszerden az azonnali olajdr felkamatoztatott értéke (még
akkor se, ha figyelembe vessziik a tdrolasi stb. koltségeket). Ugyanakkor az
azonnali ar befolydsolja valahogy azoknak a befektetési eszkozoknek az értékét
—ha nem is hatdrozza meg egyértelmiien a kamatlabbal egyiitt— amelyek
ara az olajon alapszik (pl. olajra sz6l6 futures kontraktus és vételi jog).

A kockazat piaci ara

Tegyiik fel, hogy egy nem kereskedett termék arfolyam-alakuldsa Ito-folyamat.
Az erre sz616 szarmaztatott termékek drfolyam-alakuldsa ugyanezt az idébeli
bizonytalansidgot tiikrozi, ezért a kockézat kikiiszobolheto. Am ebben a
kockazatmentes portfélioban két ismeretlen ard szarmaztatott termék szere-
pel, két ismeretlen van, és egy egyenlet. Ezért a szarmaztatott termékek
ara nem egyértelmii, de ha mar ismerjiikk akarcsak egyetlen szarmaztatott
termék arat, akkor ismerjiik az Osszes tobbit. Ennek hidnyaban a kiilonb6zo
szarmaztatott termékek dranak konzisztencia kritériuma:3°

_por
A= (35)

értéknek azonosnak kell lenni minden szarmaztatott termékre. A A szokésos
elnevezése: a kockdzat piaci dra. Ha az alaptermék kereskedett, akkor A = 0.

29 A kiilénb6z6 megkozelitések kozott lényeges kiilonbség, hogy a vizsgalt folyamat idSben
diszkrét vagy folytonos, és a lehetséges arfolyamokra nézve a folyamat diszkrét vagy
folytonos. Részletesebben 1d. Medvegyev (2002). A szerzd itt az alaptétel altala vizsgalt
esetének egy 1j bizonyitdsit adja.

30Részletesen 1d: Hull (1999.) 365. o.
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Ha ismerjiik a A értékét (amit tudnank, ha ismernénk a befektet6k kockazattal
kapcsolatos hasznossigi fiiggvényét), akkor tudjuk a szérmaztatott termék
értékét is. Megszabadulunk a A meghatarozasanak nehézségétol, ha példaul
nem csak az olaj arat ismerjiik, hanem kiindulépontként ismerjiik a hataridos
olajarat, és ez alapjan akarunk bedrazni egy olajra szdlé opciét. A leg-
fontosabb nem kereskedett pénziigyi termék a kamatldb. A kotvény egy
kereskedett termék, de a hozama nem.

Egzotikus opcidk

Emlitettiik, hogy egy szarmaztatott termék bedrazasa attol fiigg, hogy mi a
termék definicidja (kifizetése) és mi az alapfolyamat jellege. A legegyszeriibb
eset: aT-termék + GBM alapfolyamat konstans kamatlabbal és volatilitassal.
Nézziik elobb a kiilonb6z6 termék definicidkat, az alapfolyamat kicserélésének
a hatasat pedig a kovetkez6 alpontban.

Az amerikai opcicknal a T idépontig barmikor lehivhaté az opcié, nem
csak a T id6pontban, mint az eurépai opcio. Ertékelésére nincs zart formula,
a probléma matematikailag izgalmasnak szamit, numerikusan viszont igen
egyszer( algoritmus haszndlatos: ugyanugy kell elkésziteni a fat, de minden
pontjaban meg kell vizsgélni, hogy az azonnali lehivias nem jelentene-e na-
gyobb értéket, ha igen, akkor ezzel az értékkel kell tovabb szamolni 1épésen-
ként a varhatd érték jelenértéke szabdly alapjan. Az amerikai opcidk még
nem szamitanak egzotikusnak, anndl is inkdbb, mert legalabb annyira elter-
jedtek, mint az eurépaiak.

A T-termékek esetén meg kell tudni mondani, hogy a kockédzatsemleges
(martingdl) val6szintiséggel szamolva mi a T idépontbeli arfolyam eloszlésa.
A GBM folyamat elég egyszerli ahhoz, hogy meg lehessen mondani nem csak
az S arfolyam eloszldsat a T idépontban, hanem a [0, 7] id6szak dtlagdrfo-
lyamdnak az eloszlasat, az id6szak mazimum, vagy minimum arfolyamanak
eloszlasat, azt, hogy milyen valészintiséggel 1ép at ez id6 alatt az S folyamat
egy adott kiiszobdrfolyamot®® stb. Az igy transzformdlt valtozdk alapjdn
definialt szarmaztatott termékeket nevezik egzotikus opcidknak. Ha rend-
szeresen (pl. hetente) szerziink be valamely termékbél 1 éven &t, akkor az 1
év mulvai arfolyam eloszlasandl sokkal fontosabb az év alatti atlagarfolyam
eloszlésa.®? Bevezetve

I(t) = /O S(r) dr (36)

allapotvaltozot, azon szarmaztatott termék értéke, amelyek értéke fiigg ettdl

31 Az stlagéarfolyam eloszldsa az 4zsiai, a maximum (minimum) eloszldsa a visszatekintd
opcié (lookback), adott kiiszobérfolyam eloszldsa a limitaras (barrier) opcié drazasidban
jatszik szerepet. A visszatekinté opcié felfoghaté dgy is, mint egy olyan amerikai opcid,
amit garantalt, hogy j6 idépontban hivunk le, mivel az id6szak végén mar tudjuk, hogy
mi volt a legkedvez6bb arfolyam.

32z az 4tlag lehet aritmetikai vagy geometriai, folytonos mintavétellel, vagy id8kozon-
kénti mintabdl szdmolt.
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a mennyiségtol is, eleget kell, hogy tegyen a
L 52
gtzrg—rSgs—iaSgss—SgI (37)

modositott Black-Scholes egyenletnek.
Az eurdpai call opcid két egzotikus opcid kiilonbségeként is felirhato:

1. ingyen kapunk egy részvényt, ha az arfolyam nagyobb, mint K (long
asset or nothing option)

2. fizetiink K dollart, ha az drfolyam nagyobb, mint K (short cash or
nothing option)

Az utébbit szokas bindris, vagy digitalis opciénak is nevezni. Mindkét
opcié értékében ugras van a T idépontbeli értékében, igy nehéz fedezni ATM
esetben, kozel a lejarathoz. A két opcié értéke nem més, mint a (10)-es képlet
két tagja, ami intuitive jol érthetd.

Atlaghoz visszahuzas, ugréfolyamat

Az alap GBM folyamattal kapcsolatban legkénnyebben a konstans kamatldb
feltevés oldhaté fel. Ha a kamatlab id6ben el6érelathatd, determinisztikus
médon véltozik,?? akkor a (26b) képletben minddssze a diszkonttényezd val-
tozik, az e~ "(T=%) helyére a

T
e_ft r(T)dr (38)

kifejezés keriil, determinisztikusan valtozé volatilitas esetén a o? (T —t) helyére
pedig az

/tT o?(t)dr (39)

kifejezés.

Fék haszndlatakor az w, d, p paraméterek 1épésrdl 1épésre valtozhatnak
(a vélasztott modelltdl fiiggben), és minden 1épésben més és més lesz a pil-
lanatnyi kamatlabat tiikrozéen a diszkontfaktor. Az idében vdltozo volatilitds
diszkrét esetben mar tobb problémat tud okozni, hiszen a valtozoé u és d
paraméterek mellett a binomidlis fa csak akkor marad 6sszedlelkez6, ha uide =
dyuy feltétel teljesiil (ahol az indexek az egymést kovetd idészakokra utal-
nak). A véltozé volatilitds éppen azt jelenti, hogy a fak egyes oszlopait eltérd
médon hizzuk szét fliggélegesen. Annak érdekében, hogy a fak 6sszedlelkezok
maradjanak (ami lényegesen kevesebb szdmoldst igényel), inkdbb a sztenderd
At idébeli 1épéskozt célszert valtoztatni.?*

33 A sztochasztikus kamatldb és volatilitds esetét 1d. késébb, a tébb kockdzati faktor
targylasakor.
34Részletesebben 1d. Clewlow-Strickland 37. o.
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Két gyakran alkalmazott lényeges modositas az alapfolyamaton az atlaghoz
visszahizds (mean reversion) ill. az ugrdsok (jump process) bevezetése. Az
dtlaghoz visszahtzds a drift modositasa:

dr = a(b— z)dt + odW (40)
ahol a b az X valtozé hosszi tdvi értéke.> A matematikdban Orstein-
Uhlenbeck néven ismert (40) folyamatot mindenekel6tt a kamatldbak alaku-
ldsanak lefrasdhoz hasznaljak — ekkor a b a kamatlab hosszi tavi egyenstlyi
értéke. A (40) egyenlethez tartozd folyamat értékei pozitiv valdsziniiséggel
vesz fel negativ értékeket. Ez kiiszobolédik ki az in. négyzetgyok folyamatnal
(square root process):

dz = a(b—x)dt + o/z dW . (41)

Az ugrdfolyamatndl véletlen idépontokban meghatdrozott nagysagi ugra-
sokra kertil sor. Ezekrdl az ugrasokrol azt szoktak feltenni, hogy Poisson-fo-
lyamatot alkotnak, tehéat a két ugras kozott eltelt id6 exponenciélis eloszlas.
A kevert modellben (jump-diffusion) mar két kockdzati forrds van, ekkor az
ugras fedezésére nincs mod, ami szamos problémat vet fel.

A Heath-Jarrow-Morton modell

El6szor nézziik meg a rovid és hosszi kamatlabak valtozasainak, ill. a ku-
mulalt kamatldbak és a kotvény arfolyamok valtozasainak az Osszefliggését
egy diszkrét szampéldan.

A logkamatlabak esetén az azonnali és a hataridés kamatlabak koézotti
Osszefliggés:

G, = eliefa . ofn — phitfottfn _ onra , (42)

amibdl:

TTL:f1+f2+"'+fna (43)

n

ahol G,, mutatja, hogy n periddus alatt hanyszorosara novekedett az egységnyi
betét értéke. Az elemi kotvény (zero coupon bond) arfolyama a hatéridés
logkamatlabakkal:

P, = e~ (fitfattfa)At _ o= D fAL (44)

A" f kifejezés a kotvény lejarataig hétralevd idGszak kamattartalma, egyben
a lejaratig hdtralevd kumuldlt hozam Y (¢,T) = f = In P,.

A kamatlabfakndl fontos szerepe van az eqy periddusra vonatkozo ka-
matldbnak, amit rovid kamatldbnak (short rate) neveznek. Legyen ennek
értéke a t id6pontban r(t). A folytonos modelleknél a periédushossz At — 0.
Jelolje P(t,T) a T idSpontban esedékes 1 Ft értékii elemi kétvény arfolyamat

35A drift eldjele jél lathaté médon attdl fiigg, hogy a folyamat éppen alatta vagy felette
van-e a hosszui tavi értéknek.
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a t idépontban. Legyen az f(t,T1,T2) a [I1,Ts] idOszakra vonatkozo, a t
idépontban rogzitett hataridés kamatldb. Legyen az f(¢t,T) a [T,T + At]
id6szakra vonatkozd, a t idopontban rogzitett hataridés kamatlab. Ez tehat
egy késébbi idészakra vonatkozd 1 periédusos kamatlabat jelol. Az 1. tdb-
lazatban figgdlegesen a lejaratok vannak, vizszintesen a naptari id6 telik.
Az Y (t,T) a forward kamatldbak lejarat szerinti kumulélt értékeit mutatja:
induldskor 4 évre Osszesen 46% kamat esedékes.

Az r(t,T) = Y(t,T)/T a hosszabb futamideji azonnali kamatldbakat
adja. Induldskor a 4 éves kamatlab 46%/4 = 11.5%. A mindenkori n éves
kamatlabat ebben tablaban atlésan lefelé haladva lehet nyomon kévetni a
T + At — t = n értékek mentén, hasonléképpen a mindenkor éppen n éves
kotvények arfolyamdhoz. A mindenkori révid kamatlabak a bal felsé sarok
fé4tléjaban vannak r(t) = f(t,t). A kozponti szerepet jétszé résztabla a
kumuldlt kamat Y (t,T) — igazdbdl ennek a tiikorképe a masik 3 tdbla. Amit
a portféliéba be lehet tenni, azok a P(t,T) kotvények. Amirdl az tjsdgok
irnak, az az r(t, T) hozamgorbe alakuldsa.

r®) |10.0% 12.0% 11.0% 12.0% dr(0) 2.0% -1.0% 1.0%
fLT)| 1 2 3 4t dfen| 1 2 3 4
1 [10.0% dT dt

2 [11.0% | 12.0% 1.0% | 1.0%

3 |12.0% | 13.0% | 11.0% 1.0% | 1.0% -2.0%

4 |13.0%|14.0% |12.0% 12.0% 1.0% | 1.0% -2.0% 0.0%

LT ]

YtD] 1 2 3 4 dyenD[ 1 2 3 4

1 [10.0%

2 [21.0% 12.0% 1.0%

3 [33.0% 25.0% 11.0% 2.0% -2.0%

4 [46.0%[39.0% ] 23.0% 12.0% 3.0% -4.0% 0.0%
PeT)| 1 2 3 4 [ dp/P 1 2 3 4

1 |o0905] 10 1 |0.100

2 (0811 0887 1.0 2 [0.090 0.120

3 | 0719 0779 0.896 | 1.0 3 |0.080 0140 0.110

4 | 0631 0677 0.795 0.887 4 |0070 0.160 0.110 0.120
re,T)| 1 2 3 4 [dr@eD] 1 2 3 4

1 [10.0% 1

2 [105% 12.0% 2 1.5%

3 |11.0% 12.5% 11.0% 3 1.5% -1.5%

4 |115% 13.0% 11.5% 12.0% 4 15% -15% 0.5%

1. tdbldzat. Forward kamatldbak, kumulalt kamatldbak, hosszi kamatlabak, kétvény

arfolyamok
Miutén felvazoltuk az r(t), f(¢,T), Y (t,T), r(t,T), P(t,T) kapcsolatit,
és ezek valtozasainak kapcsolatat, bontsuk meg a véltozasokat determinisz-

tikus és sztochasztikus részre. A kiindulépont legyen a forward kamatldbak
valtozasa, ami folytonos esetben:

df(t,T) = a(t, T)dt + o(t,T)dW . (45)
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Heath, Jarrow és Morton vizsgaltak a forward kamatldbak dinamikdjdt és
alapvetd megéllapitdst tettek a (45) egyenlet driftje és volatilitdsa kozotti
sziikségszerli kapcsolatrdl a kockazatsemleges elemzés keretei kozott.

A kotvények arfolyam-alakuldsanak vizsgélatakor kiemelkedd fontossagi
az az eset, amikor annyi kiillonb6z6 lejaratu kotvény van, hogy minden perio-
dus végén van lejaré kotvény.?6 Ekkor minden t idSpontban van tetszdleges
T idoponttol kezd6do 1 periddusos hataridos kamatlab. Ha ismerjiik a kotvé-
nyek arfolyamdnak alakulasat, és azok Ito-folyamatot kévetnek, akkor adott
a hataridés kamatlabak alakulasanak a folyamata is.

dP(t,T)
PULT) r(t)dt +v(t, T)dW v(t, t) =0, (46)
P(t,Ty) = P(t,Ty)e” /T T2 (Ta=T0) (47)
In P(t,Tl) —1In P(t,TQ)
T1,15) = ) 4
f(ta 15 2) T, — T} ( 7b)
Az Tto lemma segitségével:
1
dln P(t,Tl) = <7‘(t) — §U2(t,T1)> dt + U(t,Tl) dW s (48)
1
dln P(t,TQ) = <7‘(t) - §U2(t, TQ)) dt + U(t, TQ) dW (49)
1 U2 (t, TQ) — U2 (t, Tl) U(t, TQ) — U(t, Tl)
af (t,Th, Tz) = 5 T, T dt — T, T, dw . (50)
A T, — T; hatdratmenet révén:
daf(t,T) = v(t, T)vr(t, T)dt —vp(t,T)dW , (51)
T
(6, T) = v(t,T) — v(t, 1) = / vrbuydu ot =0.  (52)
t

Ha « és o jeloli a forward kamatlab alakuldsanak egyiitthatéit, akkor az (51)
alapjan:
df(t,T) = a(t,T)dt + o(t,T)dW . (53)

T
a(t,T) = o(t,T)/ o(t,u)du . (54)
t
A levezetés tartalma:

— a hataridés kamatlab két ,szomszédos” elemi kétvény kamattartalma-
nak a kiilonbsége (47)

— ha ismerjiik a kotvény drfolyam véltozdsat (46), akkor ismerjiik a ka-
mattartalom véltozasét is az Ito-lemma segitségével (48)—(49)

— az (54) formabdl kiolvashatd, hogy a forward kamatldb driftjét egyér-
telmiten meghatdrozza a volatilitds szerkezet.

36Eyz folytonos esetben kontinuum sok kétvényt jelent.
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Az (54) formula a HIM modell és egyben a modern kamatelmélet egyik
kozponti allitasa: a kilonbozo futamidejic kamatldbak alakuldsdnak konzisz-
tencia (no-arbitrage) feltételét fogalmazza meg. Egyik trividlis olvasata, ha
tokéletes eldreldtéds van (o(t,T) = 0 minden T-re), akkor a forward kamatldb
adott T id6pontra nézve idében konstans (az a(t,7) = 0 minden T-re).

A forward kamatldbak volatilitds szerkezetére szokdasos feltevés, hogy

o(t,T)=o(T —t) = ce M=t | (55)

ahol a A a volatilitas csékkenés faktor (volatility reduction factor).

2.0% 0.10%

15% \ % f/’“\\
\ 9 006% a
1.0% [ \
0.5% \ oo v\\\‘
M 0%
000%

00% +—rrrrrrr T
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28

1 3 57 9 11 131517 192123 5272

8. dbra. A forward kamatldb alakuldsdnak volatilitdsa [o(T')] és driftje [a(T")] adott volatilitds

csOkkenés faktor mellett (A = 0.1, 0 = 2%) a lejarat (T) fliggvényében

Az elemi kotvény arfolyam-alakuldsa megadja az 1 periédusos forward
kamatlabak alakuldsat, és megforditva: ha ismerjik a kotvény kamattar-
talmat adé komponensek valtozasait, akkor tudjuk annak az Osszegének a
valtozdsat, ill. az Osszeg logaritmusdnak valtozdsat. A forward kamatlab
dinamika egyértelmiien megadja a mindenkori révid kamatldb dinamik&jat,
hiszen

r(t) = f(t,t). (56)

A révid kamatldb, a forward kamatldb, az elemi kétvény darfolyam alaku-
lasat leiré (57)-(59) egyenletek barmelyike lehet az elemzés kiindulé pontja,
barmelyikbél megkaphaté a mésik kettd.3”

dr(t) = a(t) dt + b(t) AW short rate (57)
df(t,T) = oft,T) dt + o (t,T) dW forward rate  (58)
dP(t,T) = P(t,T)m(t,T) dt + P(t, T)v(t,T)dW bond price (59)

r(t) = f(t,t),  mtT)=r(t). (60)

37Részletesebben és a levezetéseket illetéen 1d. pl. Bjork . Az a, b vektorokbdl csak kiegé-
szit6 informécidkkal kaphaté meg az o és o matrix, de a forditott irdnyban az Gsszefiiggés
teljesen egyértelmii.
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2. tdbldzat. A forward kamatlab és a kotvény arfolyam alakuldsdnak komponensei

Vizsgéljuk meg sztochasztikus kamatldbak mellett a vdltozd kamatozdsi
elemi betét értékének és a T' id6épontban lejard elemi kétvény arfolyamanak
alakulasat. Elemi betét: egységnyi indulé Gsszeg kamatozik a T idOpontig,
ekdzben nincs kivétel és pétlélagos betételhelyezés. Az elemi betét értéke a t
idépontban a [0, T idészak méar mogottiink levé periédusai rovid kamatainak
az Osszegét tikrozi, az elemi kétvény a még el6ttiink levé periédusok forward
kamatainak az Gsszegét.

Kockazatsemleges vilagban a két terméknek azonos varhaté hozamot kell
biztositani minden periédusban: az éppen aktualis rovid kamatlabat. Ha a
varhato novekedési titemtiik azonos, akkor a két termék értékének a hanyadosat
képezve [P(t,T)/A(t)], annak vérhato értéke a pillanatnyi értékével kell, hogy
megegyezzen. Mas szavakkal, a hanyados egy martingdl jellegii sztochasztikus
folyamat. Mindkét termék értékét minden idépontra az indul6 forward gorbe
és a forward kamatlabak véltozasainak a segitségével irjuk fel.

F&,T) = F0,T)+Y " Af(s,T) = f(0,T)+Y_a(s, T)At+> " o(s, T)AW (s)

Az elemi betét alakuldsa u:0—t s:0—u
s:0—t u:s—t

r(t) = f(t,t) = £0,8) + ) als, ) At + > o(s,t) AW (s) (62)

A(t) _ 1627'('u)At

t—At t—At [t—At
nA(t) = r(u ZfOuAtJrZ (Z suAt)AH—

b t—At [t—At o (63)
+Z<Z suAt)AW(s).
Az elemi kétvény arfolyam-alakuldsa u:t—T s:0—>1

s:0—t wu:t—T
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P(t,T) = 1e” 2 fEWAL p(p ) =1 (64)

T—-At

InP(t,T)=-Y(t,T)=— > f(t,u)At

T—At t—At [/T—At
ZfOuAH—Z (Z su)At)AH—
u=t

(65)

+ Z (Z s u)At) AW (s)

u=t

A diszkontdlt elemi kétvény alakuldsa s:0—=t u:s—t
$s:0—=t u:t—T
§:0—=t u:s—1T

t—At [T—At t—At [T—At
P(t,T) — Sz:% < Z a(s,u)At) At — Z < Z U(s,u)At> AW (s) (66)

u=s s=0 u=s

P(t)T) _ e_(ft+ft+1+~..+fT—1) _ e_(f0+f1+...+fT_1) (67)
A(t) efotfirit+fio1 ’

ahol a szoban forgd forward kamatldbak a t id6épontra kialakult értékeket
jelentik.

Az elemi kétvény arfolyam-alakuldsa akkor és csak akkor arbitrazsmentes,
ha a P(t,T)/A(t) a kockdzatsemleges valdszinliség mellett

P(0,T) = Eq[P(t,T)/A(t)]

minden T-re. Ez akkor teljesiil, ha a (66) képletben az indulé arfolyam
szorzotényezbjének varhatod értéke 1. Belathatd, hogy ez pont akkor teljesiil,
ha fennall a HJM drift feltétele.3®

A (66)-(67) képletek sajatossdga, hogy itt a viszonyitdsi alapot jelentd
A(t) betét alakuldsa maga is egy sztochasztikus folyamat. A koézgazdasdg-
tanban a pénz jelenti a stabil Gsszehasonlitdsi alapot a sokszind aruvilagban
(numeraire, ha egyaltaldn belefér az adott kozgazdaségi iskola érvrendsze-
rébe), a betét alakuldsa a pénz dinamikéja, ennek sztochasztikus véltozatat
lattuk most kulcsszerepben.

A Ho-Lee, Hull-White modellek

A HIM elemzés &ltalanos feltételek kozott vizsgdlja a jovébeni rogzitett
idOszakokra vonatkozo forward kamatlabak valtozasainak hatdsait. Ha speci-
fikaljuk a forward kamatlabak volatilitds struktarajat, akkor a mindenkori

38 A levezetést 1d. Jarrow-Turnbull (2000).
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rovid kamatlabak dinamikéjara konkrét Osszefiiggéseket kapunk. A Ho-Lee
modellnek nevezett

dr = b(t)dt + odw (68)

r6vid kamatldb modellben minden forward kamatlab volatilitdsa azonos (o).
Az (55) képletben definidlt volatilitds struktira felel meg a Hull-White mo-
dellnek nevezett

dr =alb(t)/a—r]dt + odw (69)

kamatlab-alakuldsnak. Az a paraméter az atlaghoz visszahizds er6sségét
mutatja, egyben az (55) képlet volatilitdscsokkenés faktora is (). Az a =0
esetre a (68) a (69) speciélis esete. A b(t) = b esetben a klasszikus, uttérd
jellegli kamatldb modellt, a Vasicek modellt kapjuk.3®

Valamilyen oknal fogva az olyan modelleket, amelyekben csak 2-3 paramé-
ter van (pl. a Vasicek modell) egyensilyi (equilibrium) modelleknek nevezik,
amelyben valamely paraméter az id6 fiiggvénye (pl. Hull-White), azokat
pedig arbitrdzsmentes (no arbitrage) modelleknek.“°

Anélkiil, hogy akar felszinesen is dtszaladnank a szamtalan kamatlab mo-
dell kozil legalabb a népszertieken, inkdabb egy szampéldan érzékeltetjiik a
kordbban elmondottak (mindenekel6tt a komponensarak) haszndlatét a ka-
matlab-alakulds modellezésében.

Tegyiik fel, hogy az 1-3 éves elemi kétvény arfolyamok rendre: P = 0.9,
P, = 0.8, P; = 0.7, és a forward kamatldbak volatilitisa minden idGszakra
1.5%. Milyen binomiélis kamatldbfa irja az 1 éves logkamatldbak lehetséges
alakulasat, amely megfelel az elemi kotvény arfolyamokbdl szamitott hozam-
gorbének? Készitsiink EXCEL tablat, amely elkésziti az indulé paraméte-
rekhez tartozé binomidlis kamatlabfat, az ehhez tartozé komponensarakat,
ezek oszlopOsszegeként az elemi kotvény arfolyamokat, ezekbdl a hozamgorbe
értékeit. Legyen az indulé kamatlab 10%, legyen b(t) = b = 1.5%.

39Ez pontosan a (40)-es egyenlet, ahol az x jelentése a rovid kamatldb. A (41)-es képlet,
mint kamatldb modell a Cox-Ingersoll-Ross (CIR) modell nevet viseli.

40Véleményiink szerint az elsének sincs tobb kbze az egyensiilyhoz, és a méasodiknak
se az arbitrdzsmentességhez, csupan az a kiilonbség, hogy a kevés paraméteres modelleket
nem lehet pontosan hozzailleszteni a pillanatnyi hozamgorbéhez, a sok paramétereset pedig
gond nélkil lehet. A kérdés ezen paraméterek idSbeli stabilitdsa, és konnyen megtorténhet,
hogy a modell id6vel rohamosan veszit leiré erejébél a régi kalibralds mellett.
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0 1 2 3
b 1.5% 1.5%
o 1.5% 1.5%

16.00%

13.00%  13.00%

rl 10.00% 10.00%  10.00%
3 0.087
2 0.201 0.267
1 0.455 0.408 0.274
0 1 0.455 0.207 0.094
P 1.0 | 0.909 0.815 0.722
G 1.0 1.1000  1.2263  1.3850

spot | 10.00%  10.74% 11.47%

3. tdbldzat. A megadott kamatlabfahoz tartozé hozamgorbe

A SOLVER segitségével médositathatjuk a b(t) értékeket és az induld
kamatlabat gy, hogy a P vektor értékeiként a megadott szamok jojjenek ki.

| 0 1 2 3

b -0.09%  0.33%
o 1.5% 1.5%

17.35%

14.02% 14.35%

rl 11.11% 11.02% 11.35%
3 0.084
2 0.197 0.259
1 0.450 0.400 0.266
0 1 0.450 0.203 0.091
P 1.0 | 0.900 0.800 0.700
G 1.0 1.1111  1.2500  1.4286

spot | 11.11% 11.80% 12.62%

4. tdbldzat. A keresett kamatldbfa
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A 3 éves 12.62% kamatldb a kamatldbfdban taldlhaté Osszes lehetséges 1
éves kamatlab stlyozott atlaga, ahol a sulyozési procedurat a komponensarak
szamitdsa jelenti.

Az atlaghoz visszahtiz6 Hull-White modellhez tartozé fa, egy megnyirt
trinomidlis fa. A megnyirds azt jelenti, hogy van egy minimum és maximum
kamatléb, és ezeken a hatdrokon nem lép 4t a folyamat. A megnyirt szakasz
szélsé pontjaibdl is 3 felé agazik a fa, de két ag a fa belseje felé mutat, és
ezeken a pontokon masok az atmenet-valoszintiségek, mint a fa belsejében.
Az adott fdhoz ez esetben is egyszeriien a komponensarak kiszamitdsan és az
elemi koétvény arfolyamokon keresztiil jutunk el a hozamgérbéhez. A forditott
irdnyban itt is dltaldban az itercié segithet (amikor adott hozamgdrbéhez
keressiik a megfelel§ kamatlabfat).

Tobb kockazati faktor

Ha egynél tobb kockazatos termékiink van, akkor ez tobb kockazati faktort
is jelent. Specidlis kockazatos termék a devizaarfolyam, vagy a kotvény
arfolyama sztochasztikus kamatldb esetén.*! Egyetlen kockizatos termék
esetén is lehet két kockazati faktorunk, mindenekel6tt, ha sztochasztikus a
volatilitds. 2

A folytonos modelleknél minden dgy miikédik, mint régen, csak nem
1 db, hanem n db korreldlt Wiener-folyamatunk van.*3 Tovébbra is igaz,
hogy ha n db kockazatos termékiink van, amit n db Wiener-folyamat hajt
meg,** akkor a kockdzat kikiiszobolhetd, és a replikdlds atfogalmazhaté a
varhaté érték jelenérték szaballya, ahol a kockazatsemleges valdsziniiséggel
kell a varhaté értéket szamolni, és a kockazatmentes kamatlabbal kell disz-
kontalni. A delta hedge gy miikodik, hogy a szarmaztatott termékbdl
létesitett rovid poziciot az alaptermékekbdl folyamatosan akkora nagysagu
hosszi pozicidkkal kell egyensilyozni, amekkora az adott arfolyam szerinti
érzékenysége a portféliénak. Az egy kockézatos termékre felirt (8) egyenlet
tobb alaptermékes valtozata:4?

1 n n
dV =gt + 5 Z Z O'iO'jpijSiSjgsisj dt =Vrdt, (8a)
i=1 j=1
és innen a tébbfaktoros Black-Scholes egyenlet:

n n

gt =7rg— Tzsigs,- - % Zzaiajpijsisjgsisj : (9a)

i=1 i=1j=1

41 Az 1 periédusos betét sztochasztikus kamatlab mellett is kockdzatmentes termék.

42Ezekr8l a modellekr8l ad attekintést magyar nyelven Zsembery [1999]

43 A korabbi [dW]? = dt hiivelykujjszabalyunk a dW;dW; = p;;dt szaballya altaldnoso-
dik, és a tobbvaltozds Ito-lemmaét kell haszndlni.

44 Az olyan szarmaztatott termékeket, amely tSbb alaptermék fiiggvénye, basket option
vagy rainbow option névvel illetik.

45 _ __9g
Abol gs;5; = 33,55; -
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A csereopcidk két kockdzatos eszk6z meghatdrozott ardnyban térténd el-
cserélésére vonatkoznak a majdani T idépontban. A két termék arfolyam-
alakulasa:

dS; = p;S;dt + 0;S;dW; , i=1,2; dWidWy =p. (5a)
Az (9a) egyenlet megolddsa a
max(q151 — 252, 0) (70)
feltétel mellett:
c(S1,52,t) = i S1N(d1) — @2S2N(d2) , (10a)
ahol

In g;—gé + %UQ(T —t)

d = )
! oVT —1t

Amennyiben a oo = 0, akkor az Osszefiiggés a Black-Scholes képletre
egyszerlisodik, hisz ekkor az egyik eszkoz a kockdzatmentes befektetés. Mivel
a feladat két GBM tavolsdgardl szdl, nem teljesen meglepd, hogy a kapott
formula ennyire emlékeztet a BS képletre.

A csereopcidk egy fontos esete, amikor egy kockédzatos eszkozt egy mas de-
vizdban rogzitett fix Osszegre cseréliink (forward) vagy cserélhetiink (opcié).
Ezeket quantdknak nevezik. Amennyiben konstans kamatldb mellett két
kockézatos termékre kiilon-kiilon felirjuk a binomialis modellt mint kozelitést,
akkor egy lépés utan négy lehetséges allapotunk van, és nem tudunk egyér-
telmii replikdcids stratégiat felirni. Hua He javasolt egy eljarst,*® amelyben
ha M kockazati faktorunk van, akkor egy M + 1 iranyba dgazé faval leirva
az alaptermékek arfolyam-alakuldsat, igy tudunk replikalé stratégiat felirni.
E fa minden pontjadhoz az alaptermékek egy n elemi arvektor tartozik. Az
atmenet-val6szinliség minden pontba 1/M. Két kockézatos termékekre meg-
mutatjuk a sziikséges trinomidlis fa szerkesztését.

dBt/Bt =rdt dStl/Stl = Mldt + aldwﬂ
dStQ/StQ = Mgdt + agpdwﬂ + oo/ 1 — pzdwtg
folytonos modell kozelitése, ha At = 1/n:
V3 1 1
Pleg=—7,c0=—| == E(e1) =E(e2) =0,
( . (¢1) = B(e)

2 1
Pla=te=—T) =g, Vale) = Vaea) = 1.
1

1
P<€1:_%)€2:E> :g, COV(€1,€2):0.

461,d. Hua He (1990).

do =dy—oVT —t, o’ = 0%+0§—2p0102 .
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Sky11 = § Sk (1 + %) (75)

, V3 1
sz, <1+%+2 En 1—p2—]>
n mn //L o
Skt1,2 =\ Sk2 <1 + 72 - —=V1- PQ—> (76)

\ o D) [ V3 1
sel1+ 24+ 2 | pX2 4+ /1-p2—
kQ( n p\/§ p\/i])

n

ahol az Sy; a j-edik termék drfolyama a k-adik lépésben, feltéve, hogy n
részre osztjuk az id6 egységét. A tobbfaktoros modellek azért fontosak a
kamatlab-alakulds modellezésében, mert az egyfaktoros modellek esetében a
kamatlabak mindig ugyanabba az iranyba mozdulnak el minden lejaratra,
még ha nem is azonos mértékben.

A volatilitas és a korrelacié kereskedése

Két termék kozotti korrelacié kereskedése azt jelenti, hogy olyan portféliot
alakitunk ki, amelynek értéke fligg az adott korrelacids egytitthatotol, és
a portfdlié Gsszetételével biztositjuk, hogy a tobbi valtozé?” (drfolyam, ka-
matldb, volatilitds) szerinti érzékenység nulla legyen. Ekkor, ha a portfélid
értéke no a korrelacié egyutthatd novekedésével, és gy gondoljuk, hogy a
korrelacié egytitthaté tényleges értéke nagyobb, mint amit a szarmaztatott
termék értéke tikroz, akkor az adott portfoliébdl long, ellenkezd esetben short
poziciot kell felvenni. Elég altaldnos vélekedés, hogy a rovid tavi arfolyam-
alakulasban a korrelaciés egyiitthatok meglehetésen instabilak.

A volatilitdsra teljesen hasonlé médon lehet ,,fogaddsokat kotni”. A piaci
szohasznalattal: megvettiik a volatilitast, ha olyan portfélionk van, amelynek
a volatilitas szerinti derivaltja pozitiv.

Az opcidk talan legnagyobb haszna, hogy az opcids piacok arai alapjan
visszaszamithaték az opcids dfjakban meghiivé volatilitdsok.*® A piac jové-
beni bizonytalansagaval kapcsolatos varakozasok igy jél mérhetdk. Kilonbozo
idotavokra vonatkozd atlagos volatilitdsokbdl jovébeni részidOszakokra vo-
natkozé forward volatilitdsok szamithatok.

A volatilitdsok szerepét illetéen emlékeztetiink a HJM modell iizenetére: a
jovébeni kamatlabvaltozasok varhato értékét teljes mértékben meghatarozza
kamatlab volatilitasok lejarati szerkezete. Ebbdl a szempontbdl egyéltalan

4TKivéve az id6 valtozét.
48 Az opcids piac informéciéinak ilyen felhasznéaldsa R. Rendlemann nevéhez fiizédik.
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nem egy artatlan jelenség a forint kamatldb elmult 2 évben dramaian meg-
novekedett volatilitasa.

Az opcidarazasbdl kindvé kamatlab modellek irdnyitottdk ra a figyelmet,
hogy nemcsak a kamatldbak szintjének van hatdsa a gazdasdg miikodésére,
hanem annak is komoly és szamszer{isithetd hatasa van a kamatldbak jovoben
varhato szintjére, hogy miként véaltozik a kamatlabak ingadozasainak a mér-

téke.
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INTEREST RATE MODELS AND THE PRICE PROCESSES OF FINANCIAL
DERIVATIVES

This review article compares the development of financial theory within and out-
side Hungary in the last three decades starting with the Black-Scholes revolution.
Problems like the term structure of interest rate volatilities which is in the focus
of many research internationally has not received the proper attention among the
Hungarian economists. The article gives an overview of no-arbitrage pricing, the
partial differential equation approach and the related numerical techniques, like the
lattice methods in pricing financial derivatives. The relevant concepts of the mar-
tingal approach are overviewed. There is a special focus on the HIM framework of
the interest rate development. The idea that the volatility and the correlation can
be traded is a new horizon to the Hungarian capital market.



