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BEVEZETES A SZTOCHASZTIKUS ANALIZISBE
KOZGAZDASZOKNAK!

MEDVEGYEV PETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozat célja, hogy rovid bevezetést adjon a folytonos idejli sztochasztikus
analizisbe. A hazai pénziigyi oktatasi gyakorlat nagyrészt a diszkrét idejii
és gyakran diszkrét allapottert modellekre épiil.? Ennek oka a folytonos
idoparaméterti sztochasztikus folyamatok elméletétol vald értheté idegenke-
dés. A folytonos idéparaméterii sztochasztikus analizis a modern matematika
egyik cstcsteljesitménye,® amely teljeskorti matematikai megértése egyrészt
feltételezi, hogy az olvasé tisztdban van a modern analizis szinte minden
részletével; masrészt a matematikai részletek pontos megértése nem sok se-
gitséget jelent a pénziigyi gondolatok elsajatitdasakor. Ugyanakkor minden
technikai nehézség ellenére a sztochasztikus analizis néhany igen egyszeri
Otletre épiil.* A sztochasztikus analizis, més néven sztochasztikus kalkulus
célja a klasszikus differencidlszamitas kiterjesztése sztochasztikus folyama-
tokra. A teriilet legfontosabb eredménye az It6-formula. A formula pénziigyi

1Beérkezett: 2005. februdr 25. A dolgozat a Budapesti Corvinus Egyetemen befek-
tetéselemzd szakirdnyon tartott eléaddsaim alapjan késziilt. KoOszonettel tartozom Szaz
Janos professzornak, aki mindig biztatott arra, hogy a sztochasztikus analizis tételeit
prébéljam meg koézgazdaszok szdmadra egyszerlien elmagyarazni. Ugyancsak kdszonettel
tartozom a Magyar Kilkereskedelmi Banknak a vallalati professzori 6szténdijért, amely
nélkiil az elmilt években tudomanyos munkdmat nem tudtam volna folytatni.

2v.5: [10]

3v.6: [6], [9].

4A figyelmes olvasé aldbb t6bb helyen is joggal nehezményezheti a matematikai pon-
tossdg teljes hidnyat. Integralokat véges Osszegekkel helyettesitek, nem teszek kiilonbséget
a konvergenciafogalmak kozott, az integralok mogé bederivalok, az integralok sorrendjét
minden megfontolds nélkiil felcserélem, &ltaldban nem teszek kiilonbséget lokalis mar-
tingdl és martingdl kozott stb. Ezek silyos matematikai hibdk, és az aldbb bemuta-
tott allitdsok jelentds része a megfogalmazds pontatlansiga miatt matematikailag nem
is igaz, de remélhetSleg a probléma ,,szabad szemmel azért nem lathaté”. Azt gondolom,
hogy egy bevezet pénziigyi matematikai kurzus sordn a precizitds magasabb foka inkdbb
kéros, mint hasznos lenne. A tételek pontos alakja, illetve a bizonyitdsok megtaldlhatéak a
Valészintliségszamitds [7] és a Sztochasztikus analizis (8] cimii kényveimben. Onkritikusan
megjegyzem, hogy remélem a hozzdértd olvasé nem fogja a fejemre olvasni az aldbb
leirtakat, és elfogadja azt a véleményemet, hogy egy atlagos matematikai felkésziiltséggel
rendelkez$ kozgazddsz szaméra a sztochasztikus analizis targyaldsakor a matematikailag
kozelitbleg is preciz stilus teljesen lehetetlen. Nem tartom kizdrtnak, hogy ez nem csak
az atlagos kozgazddsz, hanem a nem specifikusan képzett matematikus szdmadra is igen
problémas. Ugyanakkor azt gondolom, hogy az itt leirtak megértése segitheti az érdekléds
olvasét a pontos matematikai elmélet megértésében és megemésztésében, ugyanis ha
heurisztikusan is, de azért a helyes irdnyba orientdlja. Masképpen fogalmazva, remélem,
azért kart nem teszek avval, hogy a matematika tényeit némiképpen lazan interpretdlom és
idézem. Onkritikusan azt is be kell vallanom, hogy a dolgozatot nagyrészt a sztochasztikus
analizis konyvem ,propagaldsa” céljabdl irtam meg, igy a dolgozatban mindig megadom a
pontos hivatkozést, ahol az olvas6 a tételek pontos alakjat és a bizonyitdst megtaldlhatja.
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konyvekben legtobbszor idézett alakjaban meglepGen bonyolult, szamomra
legalabbis nagyon nehezen megjegyezhet6. Valdjaban azonban, a targyalas
soran szandékosan mell6zott nem csekély apro technikai problématdl eltekint-
ve, a formula igen egyszerlien igazolhatd, de ami joval fontosabb a tartalma
konnyen megértheté és megjegyezheto.

A formula megértésének kulcsa, mint altaldban a matematikdban, a meg-
felel6 nézépont megvalasztasa. Ha hajlanddk vagyunk az absztrakcios 1étran
egy kicsit feljebb maszni és hajlanddk vagyunk a sztochasztikus analizis bi-
zonyos altalanos kérdéseit megfontolni, akkor az egyébként homédlyos kép
azonnal kitisztul. Az Ito-formula szdmos olvasattal rendelkezik: Az aldbbiak-
ban a Newton—Leibniz-szabaly altaldnositdsaként targyaljuk. Az altaldnosités
oka, hogy a tiszta véletlen hatasara kialakul6 folyamatok altal befutott palyak
matematikailag igen komplexek. A pénziligyi matematika kiindulépontja,
hogy a kiélezett piaci verseny hatasira a pénziigyi eszkozok aralakuldsat leird
abrak helyes matematikai absztrakciéjat olyan folyamatok alkotjak, amelyek
a szokasos fizikai szemlélettel ellentétben nem rendelkeznek véges tithosszal,
mikozben a folyamat igynevezett négyzetes megvaltozasa véges és pozitiv.

A négyzetes megvaltozds pozitivitasa két kovetkezménnyel bir: egyrészt a
Newton—Leibniz-formuldban megjelenik az Ito-formuldban szereplé nevezetes
maésodrendii korrekcids tag, méasrészt a folyamatokban nincsen arbitrazs. Az
arbitrazs hianya, mint alapveté pénziigyi feltétel a piaci folyamatok haté-
konysdgat jellemzo6, kozgazdasdgi, pénziigyi észrevétel. A piacon azért nin-
csen arbitrazs, mert a piac az informaciot azonnal és tokéletesen feldolgozza,;
ami a hatékony informaciéfeldolgozas utan megmarad az tokéletesen véletlen,
amibdl, a tokéletes véletlen definicidja miatt, nem lehet pénzt csindlni. Més-
képpen fogalmazva, ha a négyzetes megvaltozas nulla, akkor van arbitrazs, és
akkor befektetéselemzés mint 6nallé tevékenység sziikségtelen és értelmetlen.

Bar alabb kozvetleniil nem jelenik meg, a hattérben egy nagyon jél megér-
tett és tisztazott matematikai—pénziigyi allitas hizddik meg: az eszkozarazas
alaptétele. A tétel szerint valamely piacon pontosan akkor nincsen lehetOség
arbitrazsra, ha egyrészt az alapul vett folyamat igynevezett szemimarting4l®,
masrészt alkalmas, az eredetivel ekvivalens valészintliség, az igynevezett koc-
kazatmentes valdszinliség mellett, az alapfolyamat lokalis martingal. Minden
nem azonosan konstans lokdlis martingdl négyzetes megvéltozdsa pozitiv. A
négyzetes megvaltozas nem fiigg az alapul vett valészinliségi mez6tol, csak
a folyamat trajektériditol, vagyis a négyzetes megvaltozas az eredeti, il-
letve a kockdzatmentes valésziniiség esetén megegyezik. Az Ité-formula taldn

5A szemimartingdl definicidjara késébb vissza fogunk térni. A szemimartingdlnak
nevezett folyamatosztaly tagjai definicié szerint két folyamat Osszegére bonthatdak: az
egyik folyamat teljes megvaltozdsa véges, a masik lokélis martingal. Sajnos a terminolégia
torténelmileg alakult ki, igy nem tokéletes. Jobb lenne, ha a teljes megvaltozas helyett
elsérendii megvaltozdst irhatnank, vagyis azt mondhatnank, hogy minden szemimartingdl
két folyamat Osszegére bonthatd: az elsének az elsérendii, a masodiknak a mdasodrendd
megvaltozdsa véges. Erdemes megjegyezni, hogy a szemimartingdlok emlitett felbontésa
némiképpen eltakarja a szemimartingdlok azon kiemelkedS tulajdonsigat, hogy az Ito-
integral definidldsakor az integrator csak szemimartingdl lehet, ellenkezd esetben a szto-
chasztikus integraltél elvart alapvets folytonossagi tulajdonsdgok nem fognak teljesiilni.
V.6.: [8] 2.98. tétel, 198. oldal.
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legjobb olvasata, hogy a szemimartingalok osztédlya zart a kétszer folytonosan
derivalhato fiiggvényekkel vald transzformaciéra nézve, és a formula azt adja
meg, hogy miként moédosul az eredeti szemimartingal emlitett két kompo-
nense a formulaban szereplo fliggvénytranszformacié hatédsara.

1 Sztochasztikus folyamatok

Sztochasztikus folyamaton mindig kétvaltozds fliggvényt értiink. Az egyik
valtozd, amit altaldban t vagy s jelol, az id6; a masik, amit altalaban w
jelol, véletlen, ismeretlen paraméter, amely lehetséges értékeit egy (2, .4, P)
valészintiségi mez6bol veszi fel. Bizonyos szempontbdl nagyon zavard, de
ugyanakkor igen indokolt konvencid, hogy az w argumentumot altalaban el-
hagyjuk. Ha a képletet a szovegkornyezetbdl kiragadjuk, nem viladgos, hogy
egyszerl skalarrdl, vagy valészintiségi valtozordl van-e sz6. A folyamatot
gy célszertu elképzelni, hogy a ¢t = 0 idépontban kivalasztasra keriil az w
véletlen kimenetel értéke, és ami megfigyelhetd, az az w rogzitése mellett
keletkez6 t — £ (t,w) Ugynevezett trajektoria, vagyis a folyamat realizacidja
az w kimenetel megvalésuldsa esetén. A sztochasztikus analizis nehézségei
abbdl szdrmaznak, hogy az érdekes esetekben a t +— & (t,w) trajektdridk igen
széls6séges matematikai tulajdonsdgokkal rendelkeznek.% Altalaban durvén
nem folytonosak, tele vannak szakaddsokkal, kisebb nagyobb ugrasokkal. A
sztochasztikus folyamatok dltalanos elmélete igen nehéz, igy az alabbiakban
csak a folytonos sztochasztikus folyamatok elméletével foglalkozunk. Folyto-
nossagon azt értjiik, hogy feltételezziik, hogy a trajektoriak folytonos fiigg-
vények. A folytonossdg igen szigori megkoOtés, a pénziigyi tapasztalat azt
mutatja, hogy a legtobb megfigyelt sztochasztikus folyamat nem folytonos,
pontosabban a folytonos folyamatok szamos a pénziigyi gyakorlatban megfi-
gyelt jelenséget nem megfeleléen modelleznek. Ennek ellenére a matematikai
targyalds egyszerisége céljabol a folytonossag feltételét alabb mindig meg
fogjuk kovetelni.” A leghiresebb folytonos sztochasztikus folyamat a Wiener-
folyamat:

1. Definicié. A {w(t,w)},~, sztochasztikus folyamat Wiener-folyamat, ha
teljesiti az aldbbi ot feltételt:

2. a w névekményei fiiggetlenek,®

6 A tovabbiakban csak a folytonos idéparaméterii sztochasztikus folyamatok elméletét
targyaljuk, vagyis feltételezziik, hogy az id6paraméter a szdmegyenes valamilyen inter-
vallumabdl veszi fel az értékét. Az alkalmazdsokban gyakran fel szokds tenni, hogy az
idéparaméter diszkrét.

"Etté] azonban a matematikai targyalds nem lesz sokkal egyszertibb, ugyanis a folyto-
nos sztochasztikus folyamatok altaldban nem derivalhatdak, és aldbb némi tilzassal nem
derivalhaté fiiggvényekre akarunk differencidlszamitast csinalni.

8Vagyis ha t1 < ta < -+ < tp tetsz6leges idépont sorozat, akkor a w (tx) — w (tp_1)
noévekmények fliggetlenek.
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3. a w staciondrius novekményd, vagyis a w(t+ h) — w (t) novekmény
eloszldasa csak a h-tol fiigg €s nem fiigg a t-tdl,

4. tetszbleges 0 < s < t értékekre®
w(t) —w(s) =¢ N (0,Vt—s) ,

vagyis a w (t) — w(s) novekmény eloszldsa normalis, nulla vdrhaté
értékkel és \/t — s szordssal,

5. a w folytonos abban az értelemben, hogy minden w kimenetelre a t —
w (t,w) trajektdria folytonos.

Mais szavakkal, a [0,00) idSintervallumon értelmezett w folytonos trajekté-
riaju, fliggetlen és stacionarius néovekményt folyamatot Wiener-folyamatnak
mondjuk, ha minden ¢ idépontban a w (t) eloszlésa N (0,/%). A normalis
eloszlas tulajdonsigai miatt tetszoleges t-re a folyamat nagy valdsziniiséggel
a £3v/t parabola &ltal leirt tartomanyban ingadozik. Ugyanakkor, ha a
kimenetelek valamely A halmazéan a w trajektdridi korldtosak lennének, akkor
a w (t) /vt valtozék eloszldsa minden t-re N (0,1) eloszlast lenne. Mivel az
A halmazon a folyamat korlatos, ezért tetszéleges t,, /' oo id8sorozatra az A
halmazon a w (t,) /v/t, nulldhoz tartana, ami csak gy lehetséges, ha az A
halmaz valészinfisége nulla.!’ Masképpen fogalmazva a w (t) trajektériai a
végtelenben lényegében 3+v/t sebességgel ,,szétspriccelnek”. A pontos allitdst
az ugynevezett iteralt logaritmusok tétele tartalmazza, amely szerint

Pl(liminf——=—-1) =P (limsup———=1)=1.
<t—‘<>° V2tinlnt > < t—>oop\/2t1n1nt

A tétel szerint tetszbleges € > 0 esetén a trajektoridk a végtelenben egy
valészintiséggel a —v/2tlnlnt — € és v2tIlnlnt + ¢ gorbék altal leirt tar-
toményban tartézkodnak, amelynek a +3+/¢ egy ,,durva”, bar igen szemléletes
és ,,praktikus” kozelitése. Erdemes hangsilyozni, hogy a Wiener-folyamatot
definidlé feltételek szorosan Gsszefliggnek, és nem azonos silyuak. Példaul a
negyedik feltétel szerint a névekmények eloszldsa normélis. Megmutathatd,
hogy ez kovetkezik a trajektoridk folytonossagdbdl, illetve a novekmények
fiiggetlenségébSl.lt A szérdsra tett feltétel, a normalizalé konstanstél el-
tekintve, a stacionaritas feltételével azonos. Ugyancsak hangsilyozni kell,
hogy a Wiener-folyamat elnevezés némiképpen pontatlan. Helyesebb lenne
Wiener-tipusd folyamatokrdl beszélni. Két folyamat akkor kiilonbozo, ha a

9A =4 egyenléségen azt értjiik, hogy a két oldal eloszldsa azonos. A =4 jeldlést akkor
is hasznalni fogjuk, ha az egyik oldalon &llé valésziniliségi valtozé eloszldsa azonos a masik
oldalon all6 eloszldssal .A tovabbiakban N (u, o) a p védrhaté értékkel és o széréssal ren-
delkezé normélis eloszlést jeloli. A & =4 N (p,0) egyenldség azt jelenti, hogy a & eloszlas
normalis p, o paraméterekkel.

10V.6.: [8], A.8. allitds, 334. oldal.

Hv.6.: [7], 16.33. tétel, 780. oldal. Ez is mutatja, hogy a trajektéridk folytonossigira
tett feltétel igen szigori. A pénziigyi adatsorok esetén széles korben megfigyelt vastag
farok jelenség nehezen illeszthetd Gssze a folytonossagi feltétellel.
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folyamatot megadé kétvaltozds fliggvények kiilonbozdek. Az irodalomban
altaldban csak Wiener-folyamatrdl szokas beszélni és a kiilonbozé Wiener-
folyamatokat altaldban ugyanavval a w szimbolummal szokas jelolni. Ez
nyilvan nem okoz gondot, ha az olvasd szamara teljességgel vilagos, hogy a
Wiener-folyamat elnevezés nem egyetlen folyamatra, hanem, miként példaul
a Markov-folyamat elnevezés, folyamatok osztalyara utal. Természetesen két
fliggvény mar akkor kiilénb6z0, ha az értelmezési tartomanyuk kiilonbo6zo.
Szamos olyan matematikai konstrukci6 1étezik, amely segitségével Wiener-
folyamat készithets.12 A kiilonboz6 konstrukcidkban a folyamatot hordozé
(Q, A, P) terek altaldban kiilonbozoek, igy természetszeriileg a folyamatok is
kiilonbozéek. '3

2. Példa. Ha w Wiener-folyamat, akkor az u(t) = tw(1/t) folyamat is
Wiener-folyamat.

Ahhoz, hogy valami Wiener-folyamat legyen, a folyamatnak teljesiteni kell
a Wiener-folyamatot mint folyamatosztdlyt definidlé feltételeket. A példaban
gondot jelent, hogy a t = 0 idépontban az u nincsen definidlva, igy az uw nem
is lehet szigoru értelemben Wiener-folyamat. Ugyanakkor a példa értelem-
szerlen ugy értendo, hogy a ¢t = 0 id6pontra az u folyamatot a hatarértékével
terjesztjiik ki. Els6 1épésben tehat meg kell mutatni, hogy'4

lim tw <l> =0.
t—0 t

A hatarérték ugy értendd, hogy az €2 egy olyan részhalmazéan, amely valészi-
nisége 1, a hatarérték létezik, és értéke éppen 0. Ennek oka a kovetkezo: Ha

t = 1/n, akkor
w(t) = u <%> S

A w(n) eloszldsa N (0,4/n), és a w(n) tekinthet§ n darab fliggetlen
N (0,1) eloszldsi valdsziniiségi véltozd Osszegének. Mésképpen

(G

ahol az Gsszegben szerepld &, =4 N (0,1) tagok fliggetlenek. A nagy szdmok

n n

n
22:1 &k — Z:1N(0>1)

n n

> o wm _wm)—w(0) 3 wk) —wk-1) o

[e]

)

12v.6.: [7], 7.50. tétel, 246. oldal, [8], A.2 pont, 336. oldal.

13Hasonléan problémds példdul a Poisson-folyamat elnevezés. Ugyanakkor mind a
Markov-, mind a Poisson-folyamatok esetén az osztdly tagjai nyilvanvalé médon, definicié
szerint valamilyen paraméter, vagy paraméterek fliggvényei, igy azonnal viladgos, hogy az
adott elnevezés mogott nem egy folyamat, hanem folyamatok egy csalddja van. Tapaszta-
lataim szerint a Wiener-folyamat esetén ”els6 ranézésre” még matematikailag jél képzett
emberek szdmara sem azonnal vildgos a w szimbdlum pontos tartalma, igy azt gondolom,
hogy szemben a két emlitett folyamatosztéllyal, erre célszerli explicite utalni.

14v.6.: (8], A.10. 4llitas, 335. oldal.
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erds torvénye szerint'® a kifejezés a kozos N (0, 1) eloszlés vérhaté értékéhez,
vagyis nulldhoz tart. Masképpen fogalmazva, ha w (0) = 0, akkor az u folya-
mat folytonos lesz, vagyis a ¢t = 0 idopontban megadott definicié miatt az u
minden ¢ > 0 idépontban automatikusan folytonos. Tetsz6leges t-re az wu (t)

eloszlasa
1
w(t) =q tN (0, ﬁ) =N (o,ﬁ) :

és az egyes id6szakokban a novekmények a w megfelel¢ tulajdonsaga miatt
nyilvan fiiggetlenek maradnak, {gy az u-ra a Wiener-folyamatot definialé tu-
lajdonsagok teljestilnek, kovetkezésképpen az u Wiener-folyamat. ]

3. Allitds. A Wiener-folyamatok trajektoridi nem derivdlhatéak.'S.

A Wiener-folyamatok matematikailag legizgalmasabb tulajdonsiga, hogy
a folyamat trajektoriai egyetlen idépontban sem derivalhatéak. Irjuk fel a
differenciahanyadost egy tetszoleges ty idépontban:

Aw o w(h+t) —w(to)
Aty h '

A definicidk alapjan evidens, hogy tetszéleges to > 0 idSpont esetén a v (h) =
w (h + to) —w (to) folyamat szintén Wiener-folyamat. Ezt ugy interpretdlhat-
juk, hogy a Wiener-folyamat tulajdonséag fiiggetlen attol, hogy a folyamatot
mikor kezdjiik el megfigyelni. A kiilonbségi hanyados

2_:01;“2’1) ;sUG) Zu(s)

médon {rhaté, ahol értelemszertien s = 1 /h. Mivel a v Wiener-folyamat,
ezért az u (s) az €l6z6 példa szerint szintén Wiener-folyamat. Ha h — 0,
akkor s — o0, igy a differenciahanyados hatarértéke az egyes kimenetelek-
re Wiener-folyamatként , szétspriccel”, vagyis a korabban emlitett médon a
végtelenben egyre jobban ingadozik, igy a hatarérték nem létezik. ]

4. Példa. A tiokéletes véletlen: martingdlok.

Heurisztikusan a martingalokat a fair szerencsejatékokkal szokds azono-
sitani, de a két fogalom azonositasa csak azért nem megfelel6, mert nem
tudjuk, hogy mit jelent a ,fair szerencsejaték” kifejezés. Egy szerencsejaték
pontosan akkor fair, ha a jaték kumulalt nyereménye martingdlt alkot! Egy
masik definicié, hogy egy jaték fair, ha a jatékban val6 részvételért nem
jar kompenzaci6. De mi a kompenzacié definicidja, milyen folyamatokat
tekinthetiink kompenzaciénak? Egy tovabbi definicié szerint egy jaték fair,

15 A nagy szamok erés torvénye szerint fiiggetlen, azonos eloszlassal rendelkezé valtozék
szamtani atlaga egy nulla valdsziniliségli eseménytdl eltekintve a kozds eloszlas varhaté
értékéhez tart. A véges hatarértékhez valé konvergencia sziikséges és elegend§ feltétele
annak, hogy a kozos eloszlasnak legyen varhaté értéke.

16v.5.: [8] A.7. tétel, 332. oldal.
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ha az eredménye tokéletesen véletlen. De mikor lesz egy sorozat eredménye
teljesen, vagy tokéletesen véletlen? Mikor tekintsiink egy (&), sorozatot tel-
jesen véletlennek? Egyrészrol nyilvan olyan definiciot akarunk, amely kozel
all a fogalom koznapi értelmezéséhez, masrészt olyan fogalmat szeretnénk,
amellyel azért , konnyt szdmolni”. Ha a (&), sorozat tagjai csak korrela-
latlanok, akkor a matematikai tapasztalat azt mutatja, hogy a (&), sorozat
matematikailag tul dltaldnos. A korreldlatlansig til enyhe megkotés. A kor-
relalatlan sorozatokkal nehéz dolgozni, igy a korrelalatlan sorozatok praktikus
okokbdl nem tekinthetoek a véletlen sorozat megfelelé modelljének.

Kolmogorov egyik alapveté hozzajarulasa a valdszinliségszamitashoz az
volt, hogy megmutatta, hogy ha a (&), sorozat tagjai fiiggetlenek, akkor
a (&), sorozattal ,konny(i” dolgozni, vagyis elegans médon beldthatéak
olyan tételek, amelyeket a ,,tokéletesen véletlen” sorozatoktdl heurisztikusan
elvarunk. A fiiggetlenség fogalmdt a bevezetd valésziniliségszamitasi kurzu-
sokon természeti torvényként, a priori kategoriaként szokds bevezetni. Ugy
szokas tenni, mintha a fliggetlenség a tér és id6 kategdridjaval azonos szinten
levé alapkategéridja lenne a szemléletiinknek. A sztochasztikus folyamatok
elméletét megalapité Doob érdeme, hogy a fiiggetlen, nulla varhaté értéki
sorozat fogalmat felcserélte a martingal fogalmaval.

A martingal definiciéja a kévetkezd: Legyen adva egy (9, A, P) val6szi-
niiségi mez6. Legyen T a lehetséges idépontok halmaza. Az A halmazcsalad
az Osszes lehetséges események halmaza. Az A mellett minden t-re legyenek
adva az F;, t € T eseménycsaladok, amelyek a ¢ id6pontig bekovetkezett
eseményeket tartalmazzak. Az F; interpretdciéja miatt, ha s < t a T két
lehetséges idOpontja, akkor F, C F;, vagyis ha s < t, akkor minden az s
idépontig megfigyelhetd esemény megfigyelheté a ¢ idépontig is. Az (Ft),cqp
matematikai struktirat filtraciéonak mondjuk. Az (92, A4, P) mez6 mellett
az (F;), filtraciét is a modell alapadatanak tekintjiik és a targyalds elején
rogzitjitk. A 7" id6halmazon értelmezett £ (t) folyamatot az (2, A, P, (F),)
alapadatok mellett martingalnak mondjuk, ha az alabbi tulajdonsagok tel-
jestilnek:

1. A £(t) trajektoridi jobbrol folytonosak és rendelkeznek bal oldali ha-
tarértékkel.

2. Minden t € T esetén létezik az M (& (t)) varhaté érték és ha s < t,
akkor M (£ (1) | Fs) = & (s)-

Az elsé tulajdonsig diszkrét idépontokbdl allé T esetén természetesen
semmitmondé,'” folytonos idéhorizont esetén a martingalok rendelkezhet-
nek ugrasokkal,'® de az ugrdsokat még infinitezimélisan sem lehet elérelatni,
ugyanakkor a folyamatnak az ugrasokon kiviil més tipusi szakadasai nem

lletve értelmetlen. Ugyanakkor minden diszkrét idejii sztochasztikus folyamat
tekinthetd olyan folytonos idejii folyamatnak, ahol a folyamat csak a megadott egész értékii
idépontokban ugorhat.

18Definici6 szerint az ugrasok olyan szakaddsok, ahol a jobb és a bal oldali hatérérték
létezik.
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lehetnek. A médsodik tulajdonsdg szerint a folyamat statisztikailag el6reje-
lezhetetlen, vagyis a £ () érték becslését!® az Fy alapjan a £ (s) adja. A
folyamat martingdl, ha a multja alapjan a jovGjét nem lehet elérejelezni.

Egy folyamat tokéletesen véletlen, ha a multja nem szolgdltat informdcict a
jovdjére nézve. A legtébb, amit a miltbdl a jovdre nézve kiolvashatunk, az a
jelen dllapot.

Ezen a ponton érdemes egy tovéabbi filozdfiai megjegyzést tenni. A Kolmo-
gorov-féle valdszintiségszamitasi modellnek van egy alapveté hibaja. Mikor
is tekintiink egy sorozatot véletlennek? Ha adott valdsziniiségi valtozok
egy meghatarozott tulajdonsdgokkal rendelkezo6 diszkrét vagy folytonos idejli
folyamata. Diszkrét idoabrazolas esetén ez azt jelenti, hogy minden w esetén
adott egy (& (w)), szdmsorozat. Valdjaban azonban ilyen nincsen. Egy
részvény aranak alakuldsa csak egyszer figyelheté meg. Az dltalunk vizsgalt
egy darab részvény, egyetlen realizacidja mikor tekinthetd véletlen sorozat-
nak? A kérdés tobbek kozott Kolmogorovot is izgatta. Az altala és szamos
més matematikus?® &ltal talalt valasz a kovetkezd: Tegyiik fel, hogy adott
(an),, szamok egy sorozata. Ha a sorozat nem véletlen, akkor van benne
valami szabdalyszertiség. Akkor mondjuk, hogy egy sorozatban van szabdly,
ha megadhaté egy olyan eljaras, amely révidebb, egyszertibb, mint az ere-
deti és amelyet alkalmazva reprodukélni tudjuk a sorozatot. Némiképpen
pontosabban fogalmazva, ha egy sorozatban van szabaly, akkor irhaté egy
olyan szdmitégépes?! program, amely elérejelzi a sorozat tagjait.??. A prog-
ram hossza tekintheté a sorozatban szereplé komplexitas mértékének. Ha a
lehetséges legrévidebb program n sorbdl all, akkor a sorozat komplexitasa n.
Ha a legrovidebb program hossza, amely a sorozat elsé n tagjabdl elérejelzi a
sorozat (n + 1)-edik tagjat az n novekedésével ardanyosan né, akkor a sorozat
véletlen. Vegytik észre, hogy éppen errdl van sz6 a részvények aralakulasanak
elorejelzése esetén is. Nincs olyan fix hosszi, el6re rogzitett szamitégépes

19 Természetesen még most is korbeforog a definicié, ugyanis a becslés szét a feltételes
varhaté értékkel definidljuk. Nem tul jelentés megjegyzés, de taldn nem érdektelen
hangstlyozni, hogy ha becslésen nem csak a legkisebb négyzetek mddszerét értjiik, akkor
a terminoldgia félrevezetd, ugyanis léteznek olyan statisztikai becslési eljarasok, amelyek
nem azonosak a feltételes varhaté értékkel. A feltételes varhaté érték pontos matematikai
definicigjanak megértése komoly matematikai el6képzettséget kivan, igy a feltételes varhaté
értéket az egyszeriiség kedvéért mind altaldnos ”becslési eljardst” definidljuk, vagy inkdbb
interpretaljuk. A feltételes varhaté érték legegyszeriibb tulajdonsidgai emlékeztetnek a
varhaté érték megfelel tulajdonsigaira. Vegyiik észre, hogy a varhaté érték, az atlag
is egyfajta becslés, ha semmi tovdbbi informaciénk nincs, a jové ,,kézenfekvs” becslése a
mult dtlaga. V.6.: [7] 9.fejezet.

20A kérdés nyilvan visszamegy a tudomdnyos gondolkodds kezdetéig. A komplexitds
fogalmat Kolmogorovtdl fliggetleniil definidlé Chaintin szerint a kérdéssel mar Leibniz is
foglalkozott. A Leibniz &dltal adott védlasz éppen a Kolmogorov—Chaitin-féle komplexitas
definicigja: akkor mondjuk, hogy rendelkezésiinkre 4ll egy természeti torvény, ha van olyan
szabdlygyljteményiink, amellyel le tudunk irni egy adott jelenséget és a szabalygyiijtemény
egyszerlibb, mint a leirandé jelenség.

21 A szamitégépet rogzitjiik. Mondjuk az a szdmitégép, amin a széveget most from.

221, elembdl 4ll6 sorozat esetén mindig létezik n sorbél 416 program, amely a sorozatot
visszaadja: print aj, print ag, ... , print a, A kérdés csak az, hogy létezik-e olyan
program, amely ennél jéval révidebb.
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program, amely a mar ismert adatokbdl az adatsor kovetkezo tagjat megadja.
A martingdl definiciéja a véletlen sorozatok éppen ezen tulajdonsdgat ra-
gadja meg. Nincs olyan statisztikai mddszer, amely alapjan a multbdl a
jové elorejelezheto lenne. Masképpen fogalmazva a sorozat komplexitdsa a
sorozatban levo informécié nagysdganak mértéke, barmit is jelentsen az in-
formaci6 szé. Ha a sorozat véletlen, akkor a sorozat minden tagja meglepetés,
vagyis a sorozat informdcitartalma nem tomoritheté. A martingal olyan
sztochasztikus folyamat, amely megfigyelésébol szarmazd informécidtartalom
nem tomoritheto. ]

2 Ito-féle sztochasztikus integral

A sztochasztikus analizis legfontosabb fogalma a sztochasztikus integral. A
sztochasztikus integral, mint minden integral kozelité Gsszegek hatarértéke.
A kozelito Gsszegek silyozott Osszegek, vagyis az integrdl mindig stlyozott
Osszegek hatarértéke. Ennek megfeleléen minden integral esetén meg kell
kiilonboztetni a silyt, amit integratornak szokéas nevezni, illetve az Osszeg-
zendd értékeket, amit integrandusnak szokds mondani. A kiilénb6z6 integ-
ralfogalmak lényegében csak abban térnek el, hogy miként képezzik az in-
tegral értékét kozelito Osszegeket, illetve hogyan képezziik a hatarértékeket.
Az integral heurisztikus tartalma mindig a kozelité Osszegekbdl olvasandd
le. Az integral definicié szerint a kozelité Osszegek altal hordozott intuitiv
fogalmat terjeszti ki a hatérértékre. A sztochasztikus integral képzésekor a
sulyt valamilyen véletlen, kockazatos folyamat id6ben valé értéknovekedése
adja. A pénziigyi matematikaban a sily, vagyis az integrator névekménye
valamilyen pénziigyi termék adott idészakban valé armegvéltozésa, az in-
tegrandus pedig a kockazatos termékbdl az integralasi idoperiodus alatt tar-
tott portféli6 nagysdga. Ennek megfeleléen a pénziigyi matematikdaban a
sztochasztikus integrélok a kockézatos termékekbdl allé portfolidk értékének
alakulasat megado sztochasztikus folyamatként interpretalhatdak.

2.1 Négyzetes megvaltozas

A sztochasztikus analizis legfontosabb észrevétele, hogy nem minden szto-
chasztikus folyamat trajektériai korlatos valtozastak,?® s6t az érdekes folya-
matok, mint példaul a Wiener-folyamat, illetve altaldban a folytonos mar-
tingalok trajektéridi nem korldtos véltozasiak.2* Emlékeztetiink, hogy egy
f figgvényt egy [a,b] szakaszon korldtos véltozdsinak mondunk, ha létezik
egy K < oo korlat, hogy az [a, b] tetszleges (t), felosztasa esetén

STIF ) = Flte)| S K.
k

23V.6.: [7], 2.126. definici6, 95. oldal.
24v.5.: [8] 1.118. tétel, 79. oldal.
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Ha az f képe egy gorbe, akkor az ||f (tx) — f (tx—1)|| a gorbe két pontjanak
tavolsdga, és a fenti Osszeg tekinthetd valamely, az f altal leirt gorbét kozelito
tortvonal hosszéanak. A

Voo (f) = ?EI;Z If (t) = f (i)
)k

kifejezés, ahol a szuprémumot az Gsszes felosztason vessziik, tekinthet6 az f
altal leirt gorbe hosszanak. Ennek megfeleléen egy fliggvényt akkor tekint-
hetiink korlatos valtozasunak, ha az altala leirt gorbe hossza véges. Miként
kozismert, a klasszikus analizisben bevezetett Stieltjes-integral csak korlatos
valtozéast integratorok esetén értelmezett,?> igy a folytonos martingalok sze-
rinti integralok az analizisben megszokott médon nem értelmezhetoek. Hang-
stulyozni kell, hogy az integral nem értelmezhetésége nem azt jelenti, hogy
az integralas eredménye értelmetlen, rossz vagy a szemléletnek ellentmondd
érték. Ez azt jelenti, hogy a megadott definicié nem ad valaszt, sem jot,
sem rosszat, sem értelmeset, sem értelmetlent. Masik definiciét kell keresni,
lehetdleg olyat, amelyet a korabbi, jél bevalt esetben alkalmazva a korabbi
definiciot kapjuk vissza.

Az egész sztochasztikus analizis kulcsa a négyzetes megvaltozas! Az alap-
gondolat a kovetkezo:

Ha az 7 integrator V,, ;, (1) teljes megvéltozasa végtelen, akkor a An (ty,) =
7 (tr) —n (tx—1) novekmények ,,til nagyok”. Ha az n trajektériéi folytonosak,
akkor a An(ty) jellemzben egynél kisebb, igy a (An (tk))2 kisebb, mint a
|An (1], igy varhatéan, illetve remélhetSleg az?S

(n) = Jim > 7 n (1) = N (te1)]?
k-

kifejezés véges lesz. Példaul, ha n Wiener-folyamat, [a,b] = [0, 1], és (tx), a
[0,1] n egyenld részre valé felbontdsa, akkor

n(te) =1 (1) = N (o, %) ,

tehat

2 o 2 1 2
> k) =) = ;fk =4 ;N<0,%> —

A
Zk N (07 1)2

n

A nagy szamok torvénye alapjan a hatarérték egy valdszintiséggel 1étezik, és
az értéke M (N (0, 1)2) = 1. Trividlisan ldthatd, hogy ha a [0,1] helyett a

[0, T'] szakaszt irtuk volna, akkor a hatdrérték T lenne. Ennek megfeleléen a

25V.5.: [7] 1.17. kévetkezmény, 16. oldal, 17.25. példa, 825. oldal.
26§ jeloli a (tx ), felosztas finomsagat, vagyis 6 = maxy (b — tp—1)
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Wiener-folyamat négyzetes megvaltozasa?” a [0, T] szakaszon T. Ugyanakkor
nem csak Wiener-folyamat, hanem tetszoleges martingal esetén 1étezik véges
négyzetes megvaltozas,?® amely a trividlis konstans esettdl eltekintve mindig
pozitiv.2? Hangstlyozni kell, hogy &ltaldban egy martingdlra a négyzetes
megvaltozés fligg az id6tol és az w kimeneteltél. A Wiener-folyamat azért a
legegyszeriibb nem trivialis folytonos sztochasztikus folyamat, mert a négy-
zetes megvéltozasa a lehetd legegyszer(ibb. Vizsgaljuk meg az n Wiener-
folyamat teljes megvéaltozasat!

I (t) = (ten)l = 316l =a w :
b k

Ha oo > M > 0 jeléli az |N (0,1)] eloszlas varhaté értékét, akkor a centrélis
hatareloszlas-tétel miatt minden elegendGen finom felosztéds esetén, vagyis ha
n — oo

Dok &kl —nM _, >IN (0,1)] —nM

vn vn

~ N (0,1) ,

amibol ",
n
> I (tk) = n (k1) = N (0,1) + —= — 00
k

o

Mas oldalrél ugyanez. A négyzetes megvaltozasra

DAt < max [A7 (t)| Y 1An ()] -

k k

Mivel a bal oldal egy pozitiv konstanshoz konvergal, a jobb oldalon az els6
tényez6 a folyamat folytonossiaga miatt nulldhoz tart, a masik tényezének
végtelenbe kell tartani, ugyanis ellenkez6 esetben

0< (n)~ Y [An(t))* =0

k

lenne. Egy folytonos folyamatra, ha a teljes megvaltozas véges, akkor a
négyzetes megvaltozas nulla, ha viszont a négyzetes megvéltozas pozitiv,
akkor a teljes megvaltozas végtelen.

2.2 Martingalok négyzetes megvaltozasa, kompenzatorok

A négyzetes megvaltozassal kapcsolatos els6 kézenfekvé kérdés, hogy miként
interpretdlhaté. A négyzetes megvéltozds eredendden a véletlen ingadozé-
sokat tartalmazé folyamatokhoz rendelt fogalom, igy az interpretacidja is a
véletlen folyamatokkal kapcsolatban fellépé problémakhoz kotodik. Legyen
az 1 folyamat martingdl. Az n a martingdltulajdonsdg miatt definici6 szerint

27V.5.: [8] A.5. pont, 346. oldal.

28v.5.: [8] 3.24. 4llitas 234. oldal.

29 Amikor a martingal konstans trajektéridkkal rendelkezik. V.5.: [8] 2.41. Allitds, 157.
oldal.
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tokéletes véletlennek tekinthetd. Ez azt jelenti, hogy az n altal leirt jaték
,,iyereményfolyamataért” nem jar kompenzacid, nulla a koltsége annak, hogy
megszerezzilk az n altal reprezentalt jaték kifizetésfolyamatdt.

Ugyanakkor az n? folyamat esetén a helyzet teljesen més. Az n? folya-
mat értéke minden idépontban nem negativ, s6t altalaban pozitiv, igy az
n? véletlen kifizetés birtokldséért fizetni kell. Mi az n? folyamat fair ara?
Természetesen az n? fair dra az a folyamat, amelyet az n?-bdl levonva, tokéle-
tesen véletlen folyamatot kapunk, vagyis az n? dra az a 7 folyamat, amelyre
az n? — m martingal. Az n? birtoklasarél barmikor lemondhatunk, a jatékbol
barmikor kiléphetiink, igy a m kompenzator folyamatrdl kézenfekvo feltenni,
hogy monoton n8.3% Megmutatjuk, hogy az n* kompenzatora éppen az (),
vagyis az 0> — (n) folyamat martingal.3! Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel,
hogy 1 (0) = 0, ugyanis ellenkez6 esetben a gondolatmenetet az 1 (t) — 1 (0)
martingalra alkalmaznank.

77 () =) (&) =0 () = > (k) — 0 (te-1))” -
k

A négyzetes megvaltozasban szerepld zérdjelet felbontva

(0 (tk) = (tr-1))? (tr) + 1 (te—1)” = 20 (tr) 0 (tr-1) =

(tr) — 1 (th=1)? = 20 (te—1) (0 (tx) — 1 (tr=1)) -

Ebbdl kovetkezben, ha 0 = tp < t; < ... < t, =t a [0,t] idészakasz ele-
gendden finom felbontésa, akkor

772
772

n

PO © ~ o)~ 3 (P ()~ 1 () +
k=1
#3220t (7 (6) — (1)
k=1

A teleszkopikus Osszeget kibontva, és felhasznilva, hogy a feltétel szerint
1 (to) =n(0) =0,

7 (1) = () (1) = > 20 (tk—1) (7 (t) — 0 (te—1)) -
k=1

Megmutatjuk, hogy a

€)=Y mtea) (k) = (te1)) =D

tp<s k

30Nem folytonos folyamatok esetén célszerti megkdvetelni, hogy a 7 ,,elérejelezhetd”
legyen, vagyis a m kompenzditor értékét az ugrds ,,el6tt” ki kell fizetni, vagyis a varhaté
ugrasért a kompenzaciét az ugrdst megel6zéen el6re rogziteni kell, ugyanis az ugras utdan
mar konnyli okosnak lenni. A folytonos folyamatok egyik elény6s tulajdonsdga, hogy a
négyzetes megvaltozas és az igynevezett elérejelezhetd négyzetes megvaltozas megegyezik.
31v.s.: [8] 2.32. 4llitds, 152. oldal.
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Osszegekbdl all folyamat martingdl. Az 5 (tr—1) értéke a t—1 idépontban
ismert, igy a t;_1 idopontban végrehajtott M ( | ftk_l) becslések esetén
konstansként viselkedik, igy ezekbol a becslésekbdl kiemelhetd. Felhasznalva,
hogy az n martingél

M (dk | ‘Ftk—l) M (77 (tk'—l) (77 (tk') - U(tk—l)) | ftlc—l) =
U(tk—l) M ((77 (tk') - n(tk—l)) | ftk—l) =
1 (tk-1)-0=0,

ey M (772 ) —(n) (t) | ﬂ) = n%(s) — (n) (s), tehdt az n*> — (n) folyamat
valéban martingal.

2.3 DMartingalok szerinti Ito-integralas

Tegyiik fel, hogy az 1 martingal és prébaljuk meg értelmezni a

b
/a@mw

integralt.3?2 A sztochasztikus integréalt egy n folyamat elleni ,,jaték” ered-
ményeként kivanjuk interpretdlni. Az interpretécié szerint egy adott ¢ id6-
pontban 6 (t) Gsszeget tartunk az n éltal reprezentélt kockdzatos termékbol.
Nyilvanvalé médon a 6 (t) meghatérozasakor csak azokra az informécidkra ta-
maszkodhatunk, amelyekkel a ¢ idépont bekovetkezésekor mar rendelkeztiink.
Ez méasképpen fogalmazva azt jelenti, hogy a 6 (¢) at id6pontban az (2, 7, P)
valészintiségi mez6 felett valdszintiségi véaltozé. Ennek legfontosabb kovet-
kezménye, hogy a 0 (t) értéke az M (- | F;) feltételes varhaté értékbol kiemel-
hetd, vagyis a t idépontban végrehajtott becslések soran a 6 (t) konstansként
viselkedik. Maésképpen fogalmazva, ha An jeldli az n folyamat értékének
megvaltozésit a ¢ idépontot kovetd rovid idészakban, akkor 6 (t) An jeloli
a 0 (t) egyedbdl &ll6 portf6lié értékmegvéltozasit a ¢t idépontot kovetd ids-
szakban. Mivel a 0 (t) a ¢t id6pontban ismert, ezért a 0 (t) An értékvaltozas
becslése szempontjabdl a 0 (t) ,,érdektelen”, elegendé csak a An megvéltozést
becstilni, igy teljesiil a kovetkezd kiemelési szabdly:

M (0 (t) An | Fi) = 0 (1) M(An | Fi) -

A tovabbiakban ezt gyakran fel fogjuk hasznélni.

5. Definicié. Tegyiik fel, hogy az I, = 3", 0 (i) An (t1,) kizelité dsszegekben
T, kézelité pontnak a [tg—1,ti] intervallum T, = tp_1 kezddpontjdt vesszik.
Tlyenkor Ito-féle kozelité 6sszegekrdl beszélink.

A hagyomaéanyos integrdlelmélet targyaldsakor hangsilyozni szokds, hogy
a kozelito Osszegek képzésekor a 7, kozbiilsd pont tetszélegesen valaszthatd,
az integral értéke fliiggetlen attol, hogy melyik 7 idépontban szamoltuk ki az

32 Az egyszeriiség kedvéért a 6 és az n folytonosak.
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integrandus kozelité értékét. Az Ito-féle sztochasztikus integrélok esetében
ez nincsen igy. A kozelit§ Osszeget mindig az intervallum kezd&pontjiban
kell képezni. Matematikai szempontbdl az Ito-integral legfontosabb sajatja
éppen ez. A kozelitd Gsszeg ezen képzési szabdlya azonban igen szemléletes, és
tulajdonképpen nagyon természetes. Ha az 7 integratorfolyamatot kumulalt
nyereségként értelmezziik, akkor a An(ty) = [ (tx) — 1 (tx—1)] novekmény
a [tr—1,tr] idOszak alatt elért egységnyi befektetésre juté nyeremény, ko-
vetkezésképpen az idGszak alatt elért teljes nyeremény aranyos az idészak
sordn megtett 0 (1) téttel. Ugyanakkor egy fogaddsban a tétet mindig a fo-
gadds targyat képezd véletlen esemény elétt kell megtenni, vagyis a [t_1, tx]
idGszakra es6 fogadas nagysagat a t;_1 idépontban kell megadni.

6. Példa. A sztochasztikus integrdl értéke fligghet a kézelité pont megudlasz-
tasanak maodjatol.

Legyen w Wiener-folyamat és prébaljuk meg definialni az fab w dw integ-
ralt. A kozelit6 osszegekre attérve

IV = Y w(ti-) (wte) = w(ti-)
k

> w(tk) (w () = w (tr-1)) -

k

19

A két 6sszeg kozotti egyetlen eltérés, hogy a 7, kozelitdé pont az els6 esetben
a részintervallum eleje, a masodik esetben a vége. Ugyanakkor

Zw (tk-) Aw (tk-) — Zw (tk—l) Aw (tk-) =
k k
Z (w (tr) —w (tk—1)) Aw () =

k

D (wter) —w(te)”

k

I'r(LQ) - I'r(Ll)

vagyis a két kozelité Osszeg kiilonbsége éppen a Wiener-folyamat négyzetes
megvaltozasanak kozelito értéke. Ebbol kovetkezben, ha a két kozelito osszeg-
nek van hatarértéke, akkor a két hatarérték nem lehet azonos, vagyis az
integral értéke fiigg a kozelité pont megvalasztasi modjatél. Ez masképpen
ugy is fogalmazhatd, hogy tetszdleges koztes pont megengedése esetén az
integralkozelito osszegek sorozata semmilyen konvergenciafogalom esetén sem
lehet konvergens. ]

A négyzetes megvaltozds pozitivitdsa ersen felforgatja az integralelméle-
tet. Tulajdonképpen igen meglepd, hogy ebbdl a ,,gyaszos” helyzetbol mégis
van elegans kiit. Szamoljuk ki az

n

Ly =Y 0(te—) I (t) =0 (t-1)] = Y0 (1) An (t)
.

k=1
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Ito-féle kozelitd Gsszeg varhatd értékét és szordsat. A feltételes varhatd
értékre vonatkozo toronyszabaly felhasznalasaval

M(I,) = (Zo te—1) An tk> ZM (tk—1) An (ty)) =

k

ZM (M (0 (t—1) An () | ftk_l)) =

ZM tk 1 (AU (tk) |~7:t;c—1)) =
ZM (te—1)-0) =0,

ahol természetesen kihasznaltuk, hogy az n martingdl, vagyis

M (An (tr) | Firy) =0,

és hogy a 0 (t—1) kiemelhet6 az F;, _, szerinti feltételes varhaté értékbol. A
szoras kiszamolasara ratérve, ha t > s, akkor

MO (1) [n (¢ +h) =n(0)]0(s)[n(s +h) =n(s)]) =
= MO () [n(t+h) =n(@)]0(s) [n(s+h)=n(s)]] F))
[
[

=M(0(t)0(s)[n(s+h) =n(s)]M([n(t+h)=n(®)]]F))
=M(0()0(s)[n(s+h)=n(s)]-0)=0,

ugyanis a 0 (t) 0 (s) [n (s + h) —n(s)] véltozé értéke a t idé6pontban mar is-
mert, ezért kiemelheté a ¢t idoponthoz tartozd feltételes varhatd értékbol.
Ebbdl kévetkezen az aldbbi szamolds soran a vegyesszorzatok varhato értéke
nulla:

7 (
7 (

D*(I,) = M (Zﬁ(tk—l)[n(tk)—n(tk—l)]> =
k

= M ;ZH(tk—l)H(tj—l)An(tk)An(tj) =

= M (0t byt (o)) ~

M (Z 0% (tk—1) [Q2 (tr) — Q2 (tk—l)]) .
%

ahol Q2 = (1) az 1 négyzetes megvaltozdsa. Az (1) nagysiga a hozzé tar-
tozo intervallum hosszanak novelésével monoton né, tehat az utolsé varhatd
értéken belilli Y, 62 (ty—1) A (n) (tx) kozelitd osszeg a klasszikus médon ér-

Q

telmezhetd fab 62 d (n) Stieltjes-integral egy kozelité osszege. Osszefoglalva:
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Ha az integrdalkozelité osszegeket az Ito-féle szabdly szerint a

> 0 (tr-1) [n (te) — 1 (tk-1)]
k

modon vdlasztjuk, és az n integrdtorfolyamat martingdl, akkor a kozelito
0sszeg vdrhato értéke nulla, variancidja pedig az M (fab 6’2d<77>) kézelité
osszege lesz.

Ha a 6 folyamat folytonos, és a felosztds finomsagat minden hataron tl
noveljik, akkor a kiilénb6zé felosztasokhoz tartozo kozelitd Osszegek szto-
chasztikusan kozel keriilnek egymashoz, vagyis ha az iddintervallum feloszté-
sat minden hatdron tdl noveljik, akkor az [t6-féle kozelité Gsszegek sorozata
a sztochasztikus konvergenciaban Cauchy-sorozat lesz. Némiképpen heurisz-
tikusan okoskodva: ha a (tz), felbontds mar elég finom, akkor az tdjabb
osztépontok hozzavételével a Y-, 67 (t—1) A (n) (t;) mér alig véltozik, ugya-
nis az (n) silyfiiggvény szerint vett fab 02 d (n) Stieltjes-féle trajektéridnkénti
integralok léteznek, igy a felbontas tovabbi finomitdsa mar nem véltoztat
az M (32, 02 (te—1) A (n) (tx)) szérdsnégyzeten. Némiképpen pontosabban,
ha I, és I,, két olyan kozelité Gsszeg, ahol az osztopontok tavolsaga mar
kisebb mint §/2, akkor az I,, — I, varhat6 értéke nulla, szérésa pedig feliilrél

becsiilhetd az
M (Z &3 (tr—1) A (n) (fk-))
k
kifejezéssel, ahol €5 (t) a 6 nagysdghoz tartozé folytonosségi modulus, vagyis
s (t) = sup{|0 (u) — 0 (v)] : u,v < t,|u—v| <6} .

A 0 (w,t) trajektoridk folytonossdga miatt minden t-re és w-ra €5 (t,w) — 0,
igy a Csebisev-egyenlotlenség miatt elég finom felosztasra tetszoleges rogzitett
Kk > 0 szam esetén, ha 6 \, 0, akkor

D2 (I — L) _ M (ff € d<77>)

2 — K2

P (|I'rL - I’m| 2 "f) S

— 0,
K

ugyanis

b b b
KI%M(/a €?d<77>>=1\/1</a %i\néfgd@ﬁ):M(/a 0d<77>>=0»

vagyis ha 6 \, 0, akkor az (I,), sorozat a sztochasztikus konvergencidban
Cauchy-sorozat.

TELJESSEGI TETEL: A valosziniségi valtozok halmaza a sztochaszti-
kus konvergencidban teljes, vagyis minden a sztochasztikus konvergencidban
Cauchy-sorozat sztochasztikusan konvergens.®3

33v.5.: [7] 3.12. 4llités, 116. oldal.
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Osszefoglalva az elmondottakat:

7. Allitas. Folytonos integrandus és martingdl integrdtor esetén az [a,b]
szakaszon képzett Ito-féle kozelitd osszegek sorozatdnak a sztochasztikus kon-
vergencidban létezik hatdrértéke, amelyet fab 0 dn maodon fogunk jelolni és a 0
n szerinti Ité-integrdlidnak fogunk mondani.>*

A korlatos véltozasu silyfolyamatok szerinti Stieltjes-féle sztochasztikus
integralok esetén a kozelité Osszegek sorozata a koztes pont megvélasztasi
modjatdl figgetlentil egy valdszintiséggel az integralhoz tart, a martingdlok
szerint vett [to-integralok esetén az integralkozelito 6sszegek nem 1 valdszint-
séggel, hanem csak sztochasztikusan kozelitik az integral értékét. Az Ito-féle
konstrukcié lényege, hogy egyrészt a kozelité Gsszegeket specidlisan valaszt-
juk, masrészt a trajektériankénti konvergenciat a kozelité osszegek sztochasz-
tikus konvergencidjara cseréljiilk. Mivel a majdnem mindenhol valé konver-
genciabdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, ezért ha egy sztochasz-
tikus integral Stieltjes-értelemben létezik, akkor az integral Ito-értelemben is
létezik, vagyis az Ito-féle sztochasztikus integral a Stieltjes-féle sztochasztikus
integral altalanositédsa.

2.4 Sztochasztikus integralok négyzetes megvaltozasa

Miként lattuk, a sztochasztikus analizis kulcsa a négyzetes megvaltozas. Le-
gyen

M(t)é/o 0 (u) dn (u) |

ahol feltettiik, hogy az integral értelmes. Szdmoljuk ki a ¢ — M (¢) in-
tegrélfolyamathoz tartozé t +— (M) (t) négyzetes megvaltozas folyamatot.
Definicio szerint

Q

(M) (¢) > TAM (t))* =) (/t 0 (u) dn(u)) ~

S0 (1) (A (1)) ~

tr<t

S ) Al )~ [ Fa,

tp <t

Q

Q

ahol felhasznaltuk a

(An(t)* = (n(t) —n(te-1))” = A (1) =
(n () = (0 (te—1))

kozelité formulat, illetve, hogy elég finom felbontds esetén az f::_l Odn in-

tegral kozelithetd a kozelitd téglalap @ (ty—1) An (ty) teriiletével.®

34v.5.: (8] 2.12. allitds, 135. oldal.
35V.5.: [8] 3.46. tétel, 249. oldal, 422. oldal.
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2.5 Asszociativitasi szabaly

Tegyiik fel, hogy 7 (u fo ), és tekintsiik az fo u) dn (u) in-
tegralt. Mivel az mtegral a kozehto osszegek hatarértéke, ezért

Jowan~ 3 0t anu)

up <t

Az el6z6 alpontban latott gondolatmenettel egyezé médon az n (u) integral
fiiggvény An (uy) névekményei az 7 alakja miatt kozelithetéek a kozelitd
téglalapok

¢ (uk—1) Ap (ug)

tertleteivel, igy

/0 0(u) dn(u) ~ 3 0 (un1) € (un_1) Ap () / 6 (u) € (u) dp (u) -

up <t

Masképpen fogalmazva, integralfiiggvény szerinti integralas esetén a két in-
tegral elvégzésének sorrendje ,,csoportosithatd”. A szabdlyt szokds asszo-
ciativitasi szabalynak is mondani. Az elnevezés indoka a kovetkezo Ha az
integrélokat differencialis formdban frjuk fel, akkor dn = (dp, a fo w) dn (u)
integral pedig a

Odn = 0 (Cdp) = (6¢) dp

formalis szabaly szerint alakithatd, vagyis az

[ow ant= [ s dpw

atalakitas formalisan a differencidlis alakban felirt kifejezés atzardjelezése.
Vegytik észre, hogy az indoklas érvényes mindenfajta integréalra, igy a Stieltjes-
és az Ito-féle integralokra egyardnt haszndlhaté.36

2.6 Lokalis martingalok

Az Tto-integral definicidja alapjin a sztochasztikus integrél egy folytonos fo-
gadési folyamat nett6, kumuldlt eredménye. Az It6-integrdlban szereplé in-
tegrator martingdl. A martingélok szokésos interpretacidja, hogy fair jatékok.
Felvethet6 a kérdés, hogy az n fair jatékkal szemben jatszott 6 stratégiai
nettd, kumulalt eredménye fair jaték-e, vagyis a 6 megjatszasanak lehetosége
az érdekelt feleknek, legalabbis atlagban egyenld esélyt bthOblt vagy sem.
Masképpen fogalmazva, milyen feltételek mellett lesz a ¢ — fo 0 dn integral-

folyamat martingal? Tekintsiik a folyamat M (t) = Y sp<t 0 (sk—1) An (k)

36v.5.: [8] 2.63. 4llitds, 170. oldal, D.16. tétel, 428. oldal.
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kozelité Osszegét. A kiemelési szabdly szerint a mar t6bbszor latott médon
okoskodva

M (M (te+1) | Fr) = Z M (0 (si—1) An (s;) | Fri) =
_ g (t) + 0 (t) M ([ (trg1) — 1 (8)] | Fo) =
= M(ly) ,

vagyis a diszkrét kozelité Gsszegekbdl allo sorozat martmgal Fontos hangsu-
lyozni, hogy a sztochasztikus integralassal kapott ¢ — fo 0 dn integralfolyamat
azonban nem lesz martingal.?” Ebbél a szempontbdl a diszkrét, illetve a
folytonos idéabrézoldshoz tartozé modellek 1ényegesen eltérnek. A térgyalas
soran a diszkrét Osszegek és a folytonos Gsszegek, vagyis az integralok kozott
nem tesziink kiilonbséget. Ez természetesen stlyos matematikai hiba. Alta-
laban a sztochasztikus integralként csak tgynevezett lokalis martingalt3® ka-
punk, és kiilon figyelmet kell forditani arra, hogy mikor kapunk integralként
martingalt. A lényegi problémé&t az jelenti, hogy mig a kozelité Osszegek
varhato értéke az n martingdltulajdonsiaga miatt nulla, a felosztas finomita-
sa soran kapott sorozat hatarértékének varhato értéke mar nem lesz nulla;
altaldban ugyanis semmi sem biztositja a hatarérték és a varhaté érték fel-
cserélhetGségét.

A lokélis martingalok és a martingalok kozotti kiillonbségre intuitive jol ra
lehet érezni: a probléma az integrandusok nagysagrendjébdl ered. A martin-
galok ellen jatszott valamely szerencsejaték annyiban fair, hogy a stratégia
megvalasztasakor az egyes 1épések soran a jovot nem lehet eléreldtni, ezért a
téteket mindig a fogadas targyat képezé esemény elétt kell megtenni. Ebbol
kovetkezden az egyes 1épésekben a jaték ténylegesen fair. A jaték azonban
annyiban nem fair, hogy a jatszas jogat és a tétek nagysagat nem korlatozzuk.
A fogadé fél addig és akkora tétekben fogad amig akar, illetve amekkordkban
akar. A 0 folyamatra egyediil azt tettiik fel, hogy az értéke csak a multtdl
figg, de a nagysagat nem korlatoztuk. Elképzelhet6, hogy bizonyos w kime-
netelek esetén a t +— 0 (t,w) trajektéria nem korldtos médon né. Ha igy &ll
a helyzet, akkor nagy kockéazatot vallalva és korlatlan ideig jatszva altalaban
lehet nyerd stratégiat talalni. A Wiener-folyamat diszkrét verzidjaban, a fej
vagy iras jatékban, a kozismert nyerd stratégia a duplazé stratégia, amikor
vesztés esetén a nyereményt megduplazzuk. Mivel barmeddig, barmekkora
tétben jogunk van fogadni, és barmikor ki lehet szallni, nem tdl meglepo
modon a fogadd fél mind nyer, s6t elvileg végtelen sokat nyerhet. Masképpen
fogalmazva, egy martingdl szerinti sztochasztikus integral azért nem lesz mar-
tingal, mert az integrandus kockazata korlatlanul néhet. Ezért nem lesz a
sztochasztikus integral martingal, csak lokalis martingdl. A hazéardjatékos
célja, hogy a martingalként viselked6 véletlennel szembeni jatékban kihasz-
nélja, hogy a kumuldlt folyamat csak lokalis martingal és nem martingdl.
Ha természetesen a jatszhato 0 stratégidkat korlatozzuk, nem engediink meg

37v.5.: [8] 1.84. példa, 59. oldal.
38V.5.: [8] 1.77. definicié, 56. oldal.
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csak ,,ésszerl” kockazatot tartalmazo stratégiakat, akkor a jaték nyereménye
martingal marad, vagyis a jaték fair marad.?’

Megmutathatd, hogy a sztochasztikus integral konstrukciéja atviheté mar-
tingalokrdl lokalis martingalokra is, de evvel nem foglalkozunk.

2.7 Szemimartingalok

Ha egy sztochasztikus folyamat egy korlatos valtozasu folyamat és egy lokalis
martingal 6sszege, akkor azt mondjuk, hogy a folyamat szemimartingal. Ha
a & folyamat folytonos

X(t,w) =V (t,w)+ L(t,w)

szemimartingdl, akkor értelmezhetd az

/abdeé/:fdv+/:§dL

sztochasztikus integral. Vildgos, hogy a jobb oldali 6sszeg mind a két tagja
értelmes. Az elsé trajektorianként vett kozonséges Stieltjes-intergél, a mésik
egy sztochasztikus konvergenciaban vett Ito-integral. Mivel a majdnem min-
denhol valé konvergenciabdl koévetkezik a sztochasztikus konvergencia, az
fab &£d X tekintheto a Ito-féle kozelito Osszegek sztochasztikus konvergenciaban
vett hatarértékének. Ha X, és X5 két szemimartingdl, akkor definidlhaté a

%i\r%;AXl (te) AX, (tr) = (X1, X2)

40

négyzetes keresztmegvaltozas. Ha az X; korlatos valtozasd, és az Xo

folytonos, akkor ismételten

> AXy (t) AX (tk)
k

< max |AX (1) ; |AX (tk)] — 0.

Ebbdl kovetkezben, ha Xy, (t,w) = Vi (t,w) + Ly (t,w), ahol a Vj, korldtos
valtozasu, akkor a szokdasos folytonosséagi feltételek teljestilése esetén

(X1, X2) = (L1, L2) . (1)
8. Példa. Szimoljuk ki a

et = [ moia+ [ mwd

0sszeq négyzetes megudltozdsdt.

39v.5.: [8] 2.57. 4llités, 165. oldal.
40Természetesen a filtraciét elbre rogzitettiik, igy a két folyamat ugyanarra a filtraciéra
nézve szemimartingdl.
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Az fot MidG & 32y, <M (te—1) (G (tk) — G (te—1)) novekményei kozelitSleg
Mi (tk—1) (G (t) = Gi (te-1))

igy a kordbban elmondottakkal analég médon

(€ ~ D (ALE)) =Y O (th-1) AG (t) + 12 (r-1) AG (t))* =

k k
= > [77% (AG) + 13 (AG)* + 2771772AC1AC2} ~
k

Q

¢ ¢
/ i d{(G) + / 15 d{C2) + 22771772AC1AC2 ~
0 0 :

Q

t t t
Anm«ﬁﬁéﬁd@HaAmWw@@m

ahol tobbszor kihasznaltuk a négyzetes megvaltozas névekményére vonatkozd
(A¢)* ~ A (¢) formulét, illetve az analég médon érvényes

AGAG ~ A(C1,6)

kozelito képletet. Ha a (; folyamat folytonos és korlatos valtozéasu, és a (o
folytonos, akkor (&) (t) = fot n3 d (C2), ugyanis az 6sszeg tobbi tagjdban az
integrator értéke nulla. [

2.8 Négyzetes megvaltozas és arbitrazs

Miként a bevezetOben jeleztiik, a pénziigyi matematika kozgazdasagilag a
tokéletes piaci verseny hipotézisére épiil. Az elmélet kiindulépontja, hogy a
verseny tOkéletessége miatt a piacon nincsen lehet0ség arbitrazsra ugyanis
az arak valtozasat nem lehet a mult alapjan elorejelezni. Mas oldalrdl a
,,tokéletesen véletlen” folyamatok &dltal indukdlt mozgédsok trajektéridi ma-
tematikailag igen sajatos tulajdonsaggal rendelkeznek: a tokéletesen véletlen
folyamat négyzetes megvaltozasa pozitiv.

Tekintsiink egy n darab kockazatos eszkézbdl 4ll6 pénziigyi rendszert. Az
egyes eszkozok arat a t idépontban jeldlje

(1 (1), 85 (),.... 8, (1) .

Tegyiik fel, hogy az n darab eszkozokbdl all6 portfélibban a ¢ idépontban

(61 (t) 762 (t) LA 6” (t))

darab eszkoz van. A portfélié értéke a ¢ idépontban

VY 0,08 ()
k=1
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A portfélié értékének megvaltozasa teleszkdpikus Gsszegként szamolhaté: ha
(t1), a [t,T] idStartam tetszéleges felbontasa, akkor

VD) -V(E) = Y (V) =V (1) =

l

iz (0 (t1) S (1) — Ok (ti—1) S (ti1)) -
k=1 1

Az elemi szédmoléssal ellen6rizhetd
a2b2 — a1b1 = aq (bg — bl) + b1 (a2 — al) + (QQ — al) (bg — bl)

képlet miatt a y_, (Ox (t1) Sk (t1) — Or (ti—1) Sk (ti—1)) Osszeg éppen az

T T
/6dS+/ Sdo +(0,S);
t t

kozelit6 Osszege. Altaldban, ha & és m két sztochasztikus folyamat, akkor

b b
s<b>n<b>—s<a>n<a>=/ §d77+/ ndé + (€.1)"

feltéve, hogy az integralok, illetve a négyzetes keresztmegvaltozas létezik.*!
Ezt a formulat szokés parcialis integralds formuldjanak is mondani. Ezt fel-
hasznélva a portfolio értékvaltozasa

n T n T n
V(T)—V(t)zZ/ akdsk+2/ Skdby + > (O, Sk)y -
k=17t k=171 k=1

9. Definicié. A (0y);_, portfélidsilyokat az (Sy),._, drak mellett onfinan-
szirozonak mondjuk, ha

AV => " 0,dSy ,
k=1

vagyis onfinanszirozo portfolio esetén a V' értékfolyamat megudltozdsa csak
az drak dSy megudltozdsdbdl szarmazik. A sztochasztikus differencidlokat in-
tegralalakban kitrva az onfinanszirozds feltétele azt jelenti, hogy tetszdleges
t < T iddpontok esetén

V(T)—V(t)Zi/Tadek.
k=171

10. Definicié. Azt mondjuk, hogy a (0k),_, onfinanszirozd portflidsilyok
arbitrdzst alkotnak, ha (0r),_, sulyokkal képzett V értékfolyamatra V (0) = 0,

értjik. V.6.: [8] 2.17. allitas, 138. oldal, 3.1. allitds, 211. oldal.
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és van olyan T, hogy minden kimenetelre V (T') > 0 és egy pozitiv valdszind-
séggel rendelkezd halmazon a 'V (T) pozitiv.*?

Tegytk fel, hogy a parcidlis integralds formuldjaban a & és az 7 folya-
matok ,,nem elég véletlenek”. Ezen most azt a matematikai tulajdonségot
értjiik, hogy a két folyamat trajektdridi elég reguldrisak ahhoz, hogy a (£,7)
négyzetes keresztmegvaltozas nulla legyen. Ilyenkor a parcidlis integralas
formuldja a joval egyszeriibb

b b
5@n@—ﬂ@ﬂ@=/§%+/n%

alakot olti. Specidlisan ha & = 7, akkor

b
&) - =2 [ e.
Masképpen fogalmazva, ha a & , nem elég véletlen”, akkor érvényes a

de? = 2¢dg

derivélasi szabdly. Tegyiik fel, hogy (£) = 0 és tekintsiik a £ segitségével
megfogalmazhaté legegyszeriibb (B, S) kétvény-részvény modellt: B (t) = 1
és S (t) = 1+£(t). A B folyamat alatt természetesen a kotvényt, az S alatt
pedig a részvényt értjik. Legyen

05 (1) = — (€(1)° — 26 (1), s (t) = 26(1) .
a beruhdzasi stratégia. A megfelel$ értékfiiggvény

V(t) = 0s(t)-B(t)+0s(t)-5(t) =
= —(E@W) -2 +2 O 1+E0) = (E®) .

Ha a & (t) nem azonosan nulla, akkor a (0p,0s) par a (B, S) modellben ar-
bitrazs, ugyanis

av

d(€)” = 26de = 0 - 0+ Ogds =
= 0pdB +0sdS,

egyenloség miatt a portfolié onfinansziroz6. Masképpen fogalmazva, egy pia-
con akkor van lehet6ség arbitrazsra, ha a piacon a pénziigyi folyamatok , nem
elég véletlenek”.

42A definicié nem tSkéletes, ugyanis nem zarja ki a dupldzé stratégist, amely a végtelen
sok lehetséges t id6pont miatt eléfordulhat. Eppen ezért folytonos idéhorizont esetén az
arbitrazs definiciéjdban fel szokas tenni, hogy az értékfolyamat alulrdl korlatos, ahol az alsé
korlat kozgazdasagilag a kereskedést megvaldsité személy vagyona, illetve teljes hitelkerete.
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3 Ito-formula mint a Newton—Leibniz-szabaly
altalanositasa
A szemimartingglok osztdlya meglepGen stabil abban az értelemben, hogy

egy sor miveletet végrehajtva szemimartingalbdl szemimartingalt kapunk. A
szemimartingslok legfontosabb tulajdonsigét az Ito-formula tartalmazza.*3

11. Allitas. Ha F kétszer folytonosan derivdlhato n-vdltozos fiigguény, és
(€k)p—y folytonos szemimartingdlok, akkor

) - F kz/ o (€(5)) dei (5) +

22/ I 3xJ (s))d (&, &) (s) -

A bizonyitds nagyon messze vezetne, de azért némi indoklast célszerii
adni. Vildgos, hogy egyfajta Newton—Leibniz-szabalyrdl van szé. Prébaljuk
meg gy igazolni. Vegyiik a

F(E(8) = F(E(0) =D [F(€(t) = F (€ (te))]

k=1
teleszkdpikus felbontast. A kozonséges Newton—Leibniz-szabédly bizonyitdsa
esetén az
[F (& (th) = F(E(te-1))] ~ F (&) [€ () = & (tr-1)] =
n aF
- Lo (€ (7)) [&i (k) — & (tr—1)]

kozelitéssel szokas élni. Vegyiik észre, hogy az igy kapott

)16 () — &i (tr—1)]

kltl

Osszeg altaldban nem konvergens, ugyanis a 7, kozelité pontokat nem a
[tk—1,tr] szakaszok kezdépontjanak kaptuk, mdrpedig a sztochasztikus in-
tegral csak akkor konvergens, ha 7, = tx_1. A teleszkopikus Gsszeget be-
csiilhetnénk masképpen is. Ennek a klasszikus esetben nincs értelme, most
azonban célszerii, ha a Taylor-formula altal biztositott

F/ (€ (k1)) [€ (t) — € (tr-1)] + %F” (€ (7)) ([€ (tx) = € (Ex-1)])

méasodrendi kozelitéssel éliink. A Taylor-formula szerint a masodrendii tag-
ban levé 7, tovédbbra is a [ti—1, ;] egy kOztes pontja, de a 7, az elsérendii tag-
ban nem szerepel csak a mésodrendiiben. Emlékeztetiink ra, hogy a masodik

43V.5.: [8] 3.2. tétel, 211. oldal.
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derivélt egy kvadratikus alak, amelyre

7 (€m) [€) — € (1)) = 33 5t (€ (7)) A& (1) A& (1)

Az elsérendii kozelités éppen az

b ", (Y OF
F' (&) dé = (€) dé;
/ >

integralhoz tart. Mivel a keresztmegvaltozas n6vekményének becslése alapjan

AL (tr) AE; () = A6, &) ()

ezért
afai (€ (7)) AL (1) AL (1) ~ 83;; (6 (7)) A (66, &5) (8)
tehat
sz_vl aijai;j (€ (7h)) A& () AE; (1) =~ :1 afjan ; (€ () A (&, &) ()
(L enatee) o

Vegyiik észre, hogy a méasodrendii tagokbol képzett integral a négyzetes
keresztmegvaltozas szerint képzett integral, vagyis kozonséges Stieltjes-in-
tegral, igy az a tény, hogy a 7 nem az intervallum kezdGpontja, nem okoz
gondot.

3.1 Ito-formula idotol fiiggo transzformacios fliggvény
esetén

A tobbdimenziés Ito-formula specidlis esete amikor 7 (s) = f (s, £ (s)), ahol
az f kétvaltozds, kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvény. Az Ito-formula
szerint

Ty T 9
e -rugw) = [ Fase [ Face
1 (T o%f 1 (T o2f
+§ ) @d<s>+§/t @d(@‘l‘
T 2
[ Ll .

; 0s0x
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Miként mér lattuk, ha a (3 (t,w) folyamat trajektéridi korlatos véltozésiak,

a (o (t,w) folyamat trajektdridi folytonosak, akkor ((1,(2) = 0, igy a mésod-
rendfi tagban tehat két tényezd elhagyhaté, kovetkezésképpentt

raemy-reem= [ Lasr [ Ll [[TLate .

t t

)= [ X dwls)

akkor az integralok négyzetes megvaltozasanak képlete szerint

([ [ s
/OXQ(s)ds

Ezt és az integralokra vonatkozod asszociativitasi szabélyt kétszer felhasznalva

Ha

[lo

(€) (u)

_ 3f Tof Torf _
JTET) - F(LEW) = X as+ [ Sraces [ Sha -

- [Tof Tof 1 (T orf

_tasd+taXd+2taX2d_

of 102 f 9 Tof
(2)
A pénziigyi matematika konyvek?® gyakran az Ito-formuldt ebben az alakban
szoktdk kozolni. Ez az alak azonban csak egy nehezen megjegyezhet6, némi-

képpen zavaros specialis formaja az altalunk targyalt, és remélhetéleg joval
vilagosabb, altalanos esetnek.

3.2 Parcialis és sztochasztikus differencialegyenletek

Tekintsiik a Black—Scholes-féle parcidlis differencidlegyenletet (PDE):

f+ S—f+— 2528f

5t 35 asz—rf, f(T,8) =max{S — K,0} .

Ez specidlis esete a

5 Hhgr 50 %zrf, f(T,z) = @ (x)

44v.5.: [8] 3.4. allitas, 214. oldal.
45V.5.: [2], 78. oldal, [3] 3.10. therorem, 38. oldal, de v.5.: 3.11. proposition, [4] 220.
oldal.
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Cauchy-feladatnak, ahol p és o a keresett f fiiggvényhez hasonléan a (t,x)
fliggetlen valtozdk fiiggvényei, az r pedig a t fiiggvénye. A parcidlis diffe-
rencidlegyenlet megolddsét sztochasztikus differencidlegyenlet (SDE) segitsé-
gével adjuk meg. Tekintsiik elGszor az dltalanos PDE-hez tartozd kovetkezo
ugynevezett Cauchy-problémat:46

of 0
8{+ 8f+— a—f—O, f(T,2)=2(z) . (3)

A parcialis differencidlegyenlethez formélisan*” rendeljiik hozzd a

d§ (s) = p(s,6(s))ds + 0 (s,€(s))dw(s) ,  &£(t)=x

sztochasztikus differencidlegyenletet. Vegyiik észre, hogy az id6 jelolésére a ¢
helyébe s keriil, a t idéparaméter és az x helyparaméter a kezdeti feltételben
jelenik meg. Ismételten megjegyezziik, hogy a sztochasztikus differencial-
egyenletre felirt, sztochasztikus analizisben megszokott jelolés valéjaban a
tetszéleges t < T id6pontokra teljesuld

(M) -z = M) —-£E@1) =
= [ nee@ass [ oe@dn

integralegyenléség teljestilését jelenti. Vezessiik be az ugynevezett Dynkin-
operatort, amely a PDE-ben szerepl6 = szerint vett derivaltakat tartalmazo
tagokbdl all:

3} 1
YOy S v
7 a2
Az A segitségével a (3) PDE
3}
Apar=0 rma=2@ ()

médon frhaté. Legyen®® f (t, z) € C? az egyenlet megolddsa. Az id6tdl fiiggd
(2) Ito-formula alapjin

of o2
#© = Fas+Laey 25 Lai =
_ (o 3_f 1.20°f Of 4 2
- <35+ "oz T2 3x>d+03xd -
= <gf+Af>ds+a%dw.

46Vegyiik észre, hogy a feladat homogén, vagyis nem tartalmazza az f fiiggvényt, csak
a derivéltjait, vagyis az rf tagot elhagytuk.

4THangsulyozni kell, hogy a hozzirendelés formalis, kovetkezésképpen mechanikus.

48 Az f € C2 jeldlés azt jelenti, hogy az f kétszer folytonosan derivilhaté.
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Az egyenléséget integralként részletesen kiirva és felhaszndlva, hogy az f
megolddsa a PDE-nek, vagyis teljesiil a (4):

raem-reem = [ <gf+Af> + [ Hoau=

[

Ha a mésodik tag elég j6,*° akkor mind a két oldalon varhaté értéket véve,
felhasznélva, hogy a sztochasztikus integral varhaté értéke nulla

M (f (T.€(T) = f (L€ (1) (/ —odw):o_
Mivel a £ (s) eleget tesz az SDE-nek, ezért a kezdeti feltétel miatt £ (¢) = z,
tehdt az f (t,£(t)) = f (t,x) konstans. Az Gsszefliggést atalakitva:
M (f (T, €(T)) — f (£, (1)) = M (f (T,£(T))) — f (t,2) = 0.

Atrendezve
ftz) =M(f(T,&(T))) =M(® (1)) ,

ahol felhasznaltuk, hogy az f megolddasa a PDE-nek, tehat minden y-ra
f(T,y) =@ (y), gy f(T,£(T)) = @ (£(T)).

Térjlink vissza az eredeti

of  of 1
8—{+ 8—f+§ a—x“zzrf, f(T,z) =@ (x)

inhomogén PDE-re. Az inhomogén egyenlet helyett vegyiik a

Oh  Oh 1 ,0%h T o
o THas T30 W—O, h(T,JJ)—eXp(—/O rds)@(x)—\ll(x)

homogén egyenletet. Vezessiik be az

Ft,7) 2 exp </Ot rds) h(t,2)

h(t,x) = exp <— /t rds) ftx) .
0
Mivel

oh 3} !
5 = 8texp< /Ords>f(t,x)=

= —r(t)exp <—/Ot7‘ds>f(t,x)+exp <—/Ot7‘ds> %f(t,x) :

49Vagyis a sztochasztikus integral nemcsak lokélis martingdl, hanem valédi marting4l.

fliggvényt, vagyis
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ezért, felhasznélva, hogy az r csak a t fliggvénye

Oh | Oh 1,0

E_Hiax 27 022
' of , of 1 ,0%f
exp<—/07‘ds> [E—l—u%—l—ao @—r(t)f ,

ami csak ugy lehetséges, ha

of . Of |1 ,0°f
+M8x+20 0x? =l

A mar bemutatott médon a homogén egyenletet megoldva

M (h (T,€ (T))) = ML(¥ (& (T))) £
exp <_/0 rds) M (®(&(T))) ,

az inhomogén egyenlet megoldédsa

h(t,x)

f(t2) = exp (— / r(s) ds> M (® (£ (T))) -

Vegyiik észre, hogy az M varhato érték a sztochasztikus differencialegyen-
lethez tartozé valészinliség szerint értendd. A sztochasztikus differencidl-
egyenlet egy matematikai segédeszkoz, amely kozvetleniil a parcialis differen-
cidlegyenlethez tartozik és ezért teljesen fiiggetlen attdl, hogy miként jutot-
tunk a parciélis differencidlegyenlethez. A derivativ drazas elméletében® a
parcialis differencidlegyenletet egy masik sztochasztikus differencidlegyenlet-
bol vezetjik le, amely egyenlet az drak mozgasat irja le és amely egyenlet
a statisztikailag megfigyelhet6 valdsziniiségi mezé felett van értelmezve. A
parcidlis differencidlegyenlet megolddsakor hasznalt segédmezd azonban egy
mésik valsziniiség,® amelyet szokds kockdzatmentes valészintiségi mezdnek
nevezni és amely elvileg semmilyen kapcsolatban sincsen az eredeti problé-
maban szerepl$ statisztikailag megfigyelt adatokra tamaszkodod valdszintiségi
mezovel.
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INTRODUCING STOCHASTIC ANALYSIS

In the article we present a short, intuitive introduction to stochastic analysis. Our
presentation is aimed for economist and we try to discuss only the most elementary
properties of the stochastic analysis. Instead of precise proofs we present some sim-
plified intuitive arguments. The central concept of the discussion is the quadratic
variation and the It6’s lemma.
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DERIVATIV PENZUGYI TERMEKEK ARDINAMIKAJA ES
AZ UJ TIPUSU KAMATLABMODELLEK!

KIRALY JULIA - SZAZ JANOS
Budapesti Corvinus Egyetem

Ennek a cikknek az a célja, hogy attekintést adjon annak a folyamatnak
néhany f6bb allomasardl, amit Black, Scholes és Merton opciéarazéasrol irt
cikkei inditottak el a 70-es évek elején, és ami egyszerre forradalmasitotta a
fejlett nyugati pénziigyi piacokat és a pénziigyi elméletet. A hazai tékepiacra
ugyanakkor mindez csak halovany hatdst gyakorolt, és szinte teljesen érin-
tetleniil hagyta a hazai kozgazddsz térsadalmat.? Az itthoni kdzony poli-
tikai okokkal még magyarazhaté az elmilt 30 év els6 felére vonatkozdan,
az utolsé 15 év érdektelenségét inkabb azzal prébalhatjuk magyardzni, hogy
e teriilet meglehetésen matematikaigényes, és a hazai matematikai kozgaz-
dasdgtan mivelGinek figyelmét elsédlegesen az altalanos egyensulyelmélet, a
jatékelmélet, az operdcidkutatas koti le. Az opciddrazasi problémabdl kinévo
irodalom homlokterében a rovid tava pénziigyi sztochasztikus dinamika all.
Leginkabb a hazai 6konométer tarsadalom figyelmét ragadhatta volna meg
mindez a mddszertan kozelsége folytan, de hat a hazai derivativ piacon nem
sok empirikus elemeznival6 akad.

A relevans kérdések

A hatédridés és opcids ligyletek a deviza-, részvény-, hitel- és arutézsdei
ugyletek kapcsan felmertlé piaci kockazat kezelésére alkalmasak, mivel az
alaptigyletek kockéazatait tiikkrozik vissza valamilyen transzformalt formaban.
Az azonnali (részvény, vagy deviza) arfolyamban megjelend kockézat leg-
egyszertiibb tiikrozodése a hataridés arfolyam, mivel ez elvben csupan az
arfolyamnak a lejdarati idépontra felkamatoztatott értéke. A vételi és eladdsi
opcidk arazasa veti fel annak a kérdését, hogy mi a valdszinlisége az opcid

1Beérkezett: 2005. majus 11. A cikk az OTKA T 047193 kutatési projekt keretében
késziilt.

2A megjelent hazai derivativ témdji frasok, értekezések zéme inkdbb matematiku-
soktdl, fizikusoktdl és az egyetemet nemrég befejezett ifji kozgazdaszoktol szarmazik. Itt
most megprébdlunk egy tomor illusztraciét adni e teriiletrél. Mivel e témakornek csak
a szakkoOnyvei tobb olvasétermet toltenének meg, igy csak a f6bb fogalmakra, mdédsze-
rekre, kivalasztott termékekre koncentralunk. Az &ltalunk felkindlt sajtban tobb a luk
mint a sajt, de hissziik, hogy az ize hiteles. E teriilet attekintése nélkiil erésen hidnyos
lenne e pénziigyekkel foglalkozé kiilonszam. A felhaszndlt matematikai fogalmakat és té-
teleket (Wiener-folyamat, Ohrstein-Uhlenbeck-folyamat, Ito-lemma, martingél reprezenté-
ciés tétel, Girszanov-tétel, Kolmogorov-egyenletek stb.) nem ismertetjiik, hasonléképpen
mellézziik a sziikséges pénziigyi alapfogalmak ismertetését (arbitrdzs, hedge, call és put
opci6, forward, futures, swap tigyletek). Ezekrdl 1d.: Medvegyev, Michaletzky, Varga,
Széaz, Hull, Baxter-Rennie, Elliott-Kopp konyveket.
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lehivasanak, tehdat mi a jovObeni arfolyam eloszlasa, ehhez pedig tudni kell,
hogy milyen folyamatot kovet az arfolyam alakuldsa. Az opcidk drazdsdnak
probléméja pillanatok alatt vezetett altaldban a szarmaztatott kockazati
termékek arazasanak a vizsgalatahoz. Széles korben alkalmazott fogalom
lett a dinamikus replikalas, az arbitrdzsdrazds.

Magyarorszagon most és a belathato jovében a derivativ pénziigyi termékek
arazasanak elmélete és modszertana meggy6zddésiink szerint nem a részvény
portfoliok kockazatanak kezelése, hanem a kiilénb6z6 futamidejii kamatlabak
véletlen valtozasai mogott meghizddo sziikségszerii Osszefiiggések jellegének
megértése miatt fontos. Ez utébbi kérdésfelvetés és szemlélet tokéletesen
hidnyzik a mai magyar kézgazdasagi gondolkodasbdl.

Ha a kotvényarazas problémaéjat egy kamatldb derivativ termék arazdsa-
ként kozelitjiik meg, akkor az ebbdl adédé legfontosabb felhasznalhaté ered-
mény a Heath-Jarrow-Morton (HIM) tétel, amelyet a cikk masodik felében is-
mertetlink, és azt mondja ki, hogy a kamatlabak vdltozdsdnak kockdzatsemle-
ges valosziniségek melletti trendjét egyértelmiien meghatdrozza a kamatldbak
volatilitdsdnak lejdrati szerkezete.

Az itt vazlatosan ismertetésre keriild, a derivativ termékek drazdsanak
elméletére épiil6é kamatlab modellek azt szamszertsitik, hogy a rovid lejaratu
kamatlab véletlen ingadozasaibdl Gsszetevédo lehetséges jovibeli palyai mi-
ként hatarozzak meg a hozamgorbe alakjat, azaz a kiilonb6z6 futamideji ka-
matlabak egymashoz val6 viszonyat. Megforditva: adott feltételek mellett a
hozamgérbe alakja tartalmazza azokat az informécidkat, hogy a rovid lejaratu
kamatlab a jovében milyen palydkat futhat be és milyen kockazatsemleges
valdszintiséggel.

A cikkben felvaltva hasznaljuk a folytonos és a diszkrét megkozelitést,
utébbit hol az el6zé numerikus moédszereként, hol 6néllé modell-csaladként.

Egy szarmaztatott termék drazasa két dologtdl fiigg:

— mi a szarmaztatott termék konstrukcidja,

— milyen arfolyam-alakulasi folyamatot kovet az alaptermék.

El6szor a mindkét szempontbdl legegyszeriibb modellt mutatjuk be, ez a
részvény opcid arazas Black-Scholes modellje. Az sszetettebb termékkonst-
rukcidékra az egzotikus opcickat hozhatjuk példaként, az alaptermék arala-
kuldsa kapcsan a sztenderd diffuziés folyamat feltételezése utan az dtlaghoz
visszahtuzd folyamatot vizsgaljuk. Az drfolyam-alakulds mint diffizidés folya-
mat azt jelenti, hogy a piaci hatékonysag hipotézisének szellemében ugy
tekintjiik az arfolyam-alakuldst, hogy az arfolyamokat véletlenszertien fel-
le 16kdosik a folyamatosan megjelend 1j informéciék — a Brown-mozgéast
végzé részecskék mozgasdnak analégidjara. Amiként biztosan tudjuk, hogy
egy adott részecske most hol van, de csak bizonyos valdszintiséggel allithatjuk,
hogy itt vagy ott lesz a jovOben, a részvény vagy devizaarfolyamrol is most
bizonyosan tudjuk, hogy mennyi az értéke, azonban a jovébeli nagysagara
vonatkozé valdszintiség-eloszlast megado stirtiség fiiggvény ahhoz hasonléan
tertl szét idében, amiként az egyetlen pontjaban felhevitett vasridban tertil
szét a hé. A cikk kozépsé részében taglaljuk azokat a fizikai, illetve pénziigyi
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parcidlis differencidlegyenleteket (PDE), amelyek leirjék a folyamatokat és
alatamasztjak, hogy azonos valdszinliség szamitdsi apparatus irja le Sket
(Kolmogorov-egyenletek).

A cikk keretében csak azokat a modelleket vézoljuk fel, amelyek a hozamok
normdlis eloszldséan épililnek fel. A gyakorlatban is kimutathaté a Gauss-
eloszlashoz képesti vastag-szél jelenség, azonban ez a jelenség és az extrém
hozamok erételjesebb egyiittmozgasa mar kiilon cikk témai.

A hozamgorbe modellekben 1ényeges eltérés van az egy, illetve t6bb koc-
kézati faktoros modellek kovetkeztetései kozott. Az egyfaktoros kamatldb-
modellekben a hozamgdrbe pontjai mindig azonos irdnyba tolédnak el az 1j
informdcié hatdséra (béar eltéré mértékben). A gyakorlati alkalmazisokhoz
sziikséges tovabbi kockédzati faktorok figyelembevétele. Az amerikai dllam-
kotvények arfolyam adatai alapjan fokomponens elemzéssel olyan 3 faktort
szoktak beazonositani, amelyben az elsé faktor a hozamgorbe szintjére, a
mésodik a meredekségére, a harmadik az alakvaltoztatdsaira (csavaroddsara)
hat.

Mi a tébbfaktoros opcidarazéasi modellekre (egyben az egzotikus opcidkra)
a csereopciot (exchange option) hozzuk példaként, amely egyfajta altaldnosi-
tédsa a sima call opcionak.

Az opcibdarazas éllitotta reflektorfénybe a dinamikus replikdldson alapuld
arbitrazsarazast, ami elviekben kiilonbozik a kozgazdaszok altal széles korben
hasznalt kereslet-kindlat elemzéstél, mivel a relativ arak konzisztencidjat
vizsgdlja. A piacok teljessége (complete markets) alcim alatt targyaljuk az
arra vonatkozé vizsgalatok eredményeit, hogy miként fligg Gssze az egyes
termékek mas termékekbol vald folyamatos kikombinalhatosaga az arak Ossz-
hangjaval, és mindez a valdszintiségszamitas nyelvére valo atfordithatdsaggal
( a martingdlok létezése és egyértelmiisége). A sztochasztikus reprezentdcid
jOl példazza, hogy amit a modern pénziigy tankonyvek specidlis pénziigyi
problémaként targyalnak, azok a fizikusok altal régen kidolgozott Gsszefiig-
gések (Feynman-Kac formula).

Az opcidk és szamos més bonyolult pénziigyi termék ara explicit médon
fligg az alaptermék volatilitasatol, ezdltal lehetové valik piaci adasvételek
form&ajaban olyan elvont nagysagokra vonatkozé fogadasok kotése, mint a
jov6beni bizonytalansig mértéke (volatility trading), vagy kiilonbozé arfolya-
mok kozotti korreldcié nagysaganak véltozésa (trading correlation).

A Black-Scholes modell

A Black—Scholes—Merton modellben 3-féle termék van:
— egy kockazatmentes,
— egy kockazatos és

— egy szarmaztatott kockdzati termék

(pl. bankbetét + részvény + eurdpai vételi jog). Kérdés, mi a harmadik
termék ara, ha ismerjik az els6 két termék arfolyam-alakulasat. Feltessziik,
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hogy a betét és a részvény (alaptermék) kumulélt loghozama a [0, ¢] id6szakra:
Yg(t)=rt  Y(t) = N(at,o?t), (1)

ahol ¢ folytonos véltozé a [0,7T] idészakban, r, o, o konstans, és a részvény
kumulalt loghozama minden idépontra normélis eloszlast.? A kumulalt log-
hozam definiciéja alapjan a betét értékének alakulasa konstans kamatldb mel-
lett, ill. a részvény arfolyama konstans drift és volatilitas mellett:

B(t) = B(0)eY2®)  S(t) = 5(0)e¥® | (2)

azaz a betét egy exponencidlis fliggvény mentén alakul, a részvény arfolyam
eloszlasa minden idépontban lognormalis. Nézziik a szarmaztatott termékek
azon korét, amelyeket teljes mértékben meghataroz a T idépontbeli értékiik,
mivel a [0, T'] id8szakban nem involvalnak pénzmozgést (T-termékek).* Jelolje
g(t) a szarmaztatott termék ¢ idépontbeli értékét. A forward pozicidt ill. az
eurdpai vételi jogot definidlé képletek:

g(T) = S(T)~ K g(T) = max{0,5(T) ~ K } (3)

ahol K a forward arfolyam ill. az opcié lehivasi arfolyama.

Adott tehdt a B(t) és S(t) (0<t¢<T)ésa g(T). Kérdés, mennyi a g(t)
értéke (t < T), kiemelten: mennyi a g(0) értéke? A legelegdnsabb valaszt
erre a kérdésre Merton adta 1974-ben az Ito-lemma felhaszndlasdval.? A
részvény kumuldlt loghozama az (1) képletben egy Ito-folyamat, amely SDE
alakban felirva:

dY (t) = dln S(t) = adt + cdW (t) , (4)
ahol dW (t) a W (t) Wiener-folyamat névekménye.® Az arfolyam a kumuldlt
loghozam Ito transzformaltja:

2

dS(t) = pSdt + oSAW ()  p=a+ % . (5)

A szdrmaztatott termék drfolyam-alakuldsa az alaptermék drfolyam-alakuld-
sanak Ito transzformaltja:

1
dg(S,t) = <gt + gsuS + §gss0252> dt + gsoSdW (6)
ahol az indexek a parcidlis derivéltakat jelolik.” A (6) egyenletbdl kivonva

az (5) gs-szeresét, eltiinik a kockdzatot reprezentdlé dW-s tag. Ez ekvi-
valens azzal, hogy kiifrunk 1 darab derivativ terméket és vesziink gg darab

3 Alternativ megfogalmazéisban: minden At hosszi periédusban a loghozamok fiiggetlen
normalis eloszldsu valésziniliségi valtozok konstans paraméterekkel.

4Tlyen példsul a forward pozicid, vagy az eurdpai opcidk, de nem ilyen a futures pozicié
a napi elszdmolds miatt, vagy az amerikai tipusi opcidk a T id&pont elétti lehivhatdsag
miatt.

51994-ben kapott Nobel-dijat ezen ttéré munkéassigaért.

8LegalapvetSbb sajitossaga, hogy [dW]? = dt.

7A pénziigyes szakzsargonban a gg neve delta, a ggg a gamma, a g; a theta.
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alapterméket. Ennek a portfélionak az értéke: V = —g + gsS . E portfélié
értékvaltozasa:

1
dV = —dg + gsdS = — <gt + §g550252> dt . (7)

Mivel a portfolié kockazatmentes, ezért a dt idészakra a kockazatmentes ka-
matlab az elvarhaté hozam.

1
dvz—<m+§%mﬁﬁ>ﬁ=VWﬁ=Fy+%$“ﬁ- (8)

A dt kiesik és a derivativ termékek arazasdnak alapegyenletét, a Black-Scholes
egyenletet (BS) kapjuk:

1
gt =19 —1Sgs — 50252955 : 9)

A Black-Scholes (BS) egyenlet megoldédsa a g(T') = max (0, S7—K) lejératkori
peremfeltétel mellett a Black-Scholes képlet, ami a K lehivasi arfolyamu
vételi jog értékét adja meg:

¢ = SN(dy) — PKN(ds) , (10)

ahol

In[S/(PK)] 1 —rT
—_ _t N /] — — _ P_ T .
dy = 0\/_ +20\/l, do=dy —oVT, =e

A (10)-es formula zért képlettel adja meg a BS egyenlet megolddsét, ami
ritkasag, és a call opciét megadd specidlis peremfeltételnek koszonhetd. A
(9) PDE egyenletet a folytonossédg és a normalitds feltételezésével kaptuk,
azonban tobbnyire nincs zart képlettel megadhaté megoldasa a BS parcialis
differencidlegyenletnek. A numerikus megoldasra bevett gyakorlat a wvéges
differencidk médszerének alkalmazdasa. Bevezetve a szokasos x = In S jelolést,
a BS egyenlet:

1
gt =79 —Vgz — 50291-1' ) (11)

ahol v = r — 0.50%. Ennek a diszkretizalt valtozata a forward differencidkkal
felirva (explicit véges differencidk médszere):

Ji+1,5 — 9ij
At
7 1 7 1 - 7 1 ,‘_1 1 5 1 7 1 - 2 7 1 7 + 5 1 ,‘_1
= rgi; — UgH- Jt+ Jit1,j-1 — 52 Gi+1,5+ Ji+1,j T Git+1,5 )

2Ax 2 Ax?

(12)

ahol g;; a szarmaztatott termék iAt idépontbeli és e/2% drfolyamhoz tartozé
értéke. Atrendezve:

1

YY) (PuGit+1,j+1 + Dmit1,5 + DaGi+1,i-1) (13)

Gij
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ahol
1 o? v o? 1 o2 v
w == —_—— m = 1—At—— =-At|—-——] .
Pu 2At <Ax2 + Ax) > Pm tAxQ » Pa= g t <Ax2 Ax)
(14)
Célszerti vélasztds® a Az = ov/3At, ekkor a (14) alakja:
1 1vAt 2 1 1vAt
o _ 1, 1vAt 2 —o_ et 14b
Pu 6 + 2 Ax ’ Pm 3 ’ DPd 6 2 Ax ( )

A (13) képletbdl ldthatd, hogy a szdmolds folyamata idSben visszafelé
halad. Az (7,7) pontok egy téglalap rdcspontjai, ahol a g¢;; téglalap jobb
oldalat a derivativ termék lejaratkori értékei hatarozzak meg, az alsé és felsd
élek értékeit kiilon kell megadni.”

A kozponti szerepet jétszé (9) egyenlet levezetése azon alapult, hogy az
alaptermék és szarmaztatott termék arfolyam-alakuldsa ugyanazt a Wiener-
folyamatot titkrozi. Az (5)-(6) SDE-k a bemutatott médon (pénziigyes zsar-
gonban: dinamikus delta hedge révén) a (9) PDE-vé alakithaték. Ennek
explicit vagy numerikus megolddsa adja a derivativ termék keresett értékét.
A kockézat folytonos kikiiszobolése azt jelenti, hogy a két kockéazatos termék
aranyanak folytonos véltoztatdsaval szintetikusan el6allithaté a kockazat-
mentes termék. Az Osszefiiggés atrendezhetd: a szdrmaztatott kockazati
termék eldallithaté az alaptermék és a kockazatmentes termék segitségével.
Ez a replikdlé stratégia dnfinanszirozo és eléreldthatd (previsible) folyamat.©

Az dnfinanszirozas azt jelenti, hogy bar jé eséllyel minden periédus végén
meg kell valtoztatni a replikal6 portfélio 6sszetételét, az atrendezés soran nem
valtozik a portfélié értéke: ha éppen novelni kell az alaptermék mennyiségét
(adott esetben részvényt kell vasdrolni), akkor ezt hitelfelvételbdl tessziik,'t
ha el kell adni az alaptermékbol, akkor az ebbdl befoly6 Gsszeget hiteltorlesz-
tésre forditjuk, vagy betétbe helyezziik. Az elérelathatésag azt jelenti, hogy
méar ennek a At hosszi periédusnak a végén tudjuk a portfdlié sziikséges
Osszetételét, annak ismerete nélkil, hogy a kovetkezo idGszakban miként
valtozik az alaptermék arfolyama. A replikdlas azt jelenti, hogy a kovet-
kez6 periddus minden lehetséges alaptermék arfolyam értékre megegyezik a
szarmaztatott termék és replikald portfélié értéke.

8Részletesebben lasd Hull.
9Az alsé szél az S(t) = 0 értékekhez tartozé derivativ értékeket tartalmazza, a felss
szél pedig egy kellen nagynak vélasztott arfolyamszinthez tartozé értékeket. Ha nem
pétolnank ki a szélsé értékeket, akkor minden lépésben elvesztenénk egy alsé és felsd értéket
a tablazatban, és egy balra keskenyedd haromszoget kapnank, ami balrél jobbra nézve egy
trinomidlis fa (1d. késébb). A széls6 értékek pétlisa egyszerl linedris extrapolédcid, ha a
feliilet fiigg6leges gorbiilete (gsg) nulla. Az Smax kellden nagyra vélasztdsdval ez tobbnyire
konnyen elérhetd.
10Bizonyitast 1d. pl. Bjork.
11Ha pozitiv nagysagi betétiink van, akkor ennek terhére vasarolunk.
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Arfolyamfék

Az arfolyam-alakulds folyamatat nem csak a Black-Scholes egyenlet levezetése
utan diszkretizalhatjuk, hanem kiindulasként is. Erre szolgalnak a binomialis
és trinomidlis fak. Az arfolyam adott értékébdl két ill. harom kiilonbozé
arfolyamértékhez létezik kozvetlen dtmenet egy At hosszi periédus alatt.
E valtozdsok fiiggetlenek, és gy kell megvalasztani e fdk paramétereit (a
véltozds mértékét és valdsziniiségét), hogy a At id6szak alatti hozam varhatd
értéke aAt, variancidja o2At legyen.!? Tobb vélasztdsi lehetdség is van (2
feltétel van, és 3 ill. 4 paraméter), tobbféle modell hasznalatos.?

Tekintstink egy pericdust a binomidlis modellben. Az alaptermék drfolyama
legyen S, ez vagy w-szorosdra né p valészintliséggel, vagy d-szeresére (1 —
p) valdsziniiséggel [Su,Sd]. A két feltétel teljesiil pl. az aldbbi vélasztés
mellett:

u = AttoVAL Inu = aAt+oVAL, (15a)
d = e*At=oVAL Ind = aAt — VAL, (15b)
p=0.5. (15¢)

Egy tetszbleges szarmaztatott termék ismert lejarati (At idSpontbeli)
értékeit jelolje g, és gq, és a meghatdrozandé jelenlegi értékét pedig g. A
betét értéke mindenféleképpen G' = e"*t-szeresére nd. Jelolje = a sziikséges
részvény szamot, és y a betét szlikséges nagysagat, hogy elballitsuk a szar-
maztatott termék lejarati értékeit. Ennek az (z,y) Osszetételll portfélidnak
az elGéllitdsi koltsége, azaz értéke (V) lesz a szdrmaztatott termék jelenlegi
értéke (g). A replikdlé portfoli6 lejarati értékét rogzits két egyenlet:

gu = zSu + yG 16a
ga = xSd+yG . 16b
A két ismeretlenre megoldva:
Ju — 9d Gu — xSU
— Ju Jd =2 = 17
T Su-sa> 7 G (17)

A replikal6 portfolid, ill. a szarmaztatott termék értéke a jelenben:

g=V=zxS+y. (18)
Behelyettesitve, és felhasznalva a
G—-d
= 19
p=— (19)

12A fiiggetlenség feltételezése miatt nemcsak a varhaté értékek, hanem a variancidk is
Gsszeadhatéak, és mi az N(aT,o2T) eloszlist akarjuk visszakapni a Z At = T idészakra
vonatkozdan.

13Ezekrdl kitiing attekintést ad Strickland,, Clewlow (2000) 10-57. o.

T4Ha a At értékét csokkentjiik, akkor a kumulélt loghozam az N(aT, o2T) értékhez tart,
ami az elemzésiink kiindulépontja.
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jelolést, a derivativ keresett értéke a peridédus elején:

pgu — (1 —p)ga
g= e : (20)

Igy a binomislis modellben barmely szarmaztatott termék értéke mege-
gyezik a jovébeni kifizetés varhatd értékének jelenértékével, ahol a varhatéd
értéket a kockazatsemleges valoszinliséggel, a jelenértéket a kockazatmentes
kamatldbbal szamoljuk. A (19) képletet kockdzatsemleges valdszinidségnek
nevezik, mert kielégiti a

pSu+ (1 —p)Sd = SG (21)

egyenletet és normal esetben a d < G < wu, igy 0 < p < 1.

A (17)-(18) egyenletek alapjan az drazis menete a kovetkezd: balrdl jobb-
ra haladva felirjuk az S;; drfolyamok tablazatat, ennek utolsé oszlopa és a
szarmaztatott termék 7" idopontbeli kifizetés fiiggvénye alapjan a g;; tablazat
utolso oszlopat. Ezt kovetoen 1épésrdl 1épésre jobbrol balra haladva az S és g
tabldzatok j-edik oszlopa alapjin kiszdmitjuk az x, y és g tablazatok (j —1)-
edik oszlopat [(17)—(18)]. Ez a megkdzelités megadja a szdrmaztatott termék
arfolyam-alakuldsédnak Gsszes lehetséges pélydjat és a hozzéjuk tartozé (x,y)
replikald stratégidt.

A (20) képlet alapjdn mar csak két tabldzat kell, az S és a g — utébbi
most is az utolsé oszlopdbdl kiindulva jobbrdl balra késziil. Ha a varhaté
érték jelenértéke szabdlyt (20) egy lépésben alkalmazzuk, akkor a derivativ
értéke egy szorzatosszeg:

n n
9= ¢ Tprgi=e""> " prok (22)
k=0 k=0

ahol S(n, k) = Sukd"=*, p(n, k) =py = (Z)pk(l —p)"F és apy ill. g arra
az allapotra utalnak, hogy az arfolyam n 1épés soran pontosan k alkalommal
ment fel.'?

A mértékcsere, martingalok

Az el6z6 alpont két lényeges mozzanata:

e a binomiélis modellben a 1épésenkénti (z,y) replikdlas dtfogalmazhatd a
lépésenkénti varhato érték szamitdsra a szamitott p valdsziniség alapjan,
ez pedig egy 1 1épésben torténd varhato érték szamitasra roviditheto,
és mint latni fogjuk, ezen az alapon lehet altaldnos arazasi elméletet
felépiteni;

15 Amennyiben a trinomidlis fara felirjuk a lokalis varhaté érték és variancia feltételt,
akkor az egyik lehetséges megolddst a (14) egyenletek adjak, a derivativ értékét pedig épp a
(13). Ebben a kontextusban a (13) a virhaté érték jelenértéke —a véges differencidk esetén
nem volt ilyen értelmezése—, és attél lesz kockazatsemleges értékelés, hogy v = r — 0.502
és nem v = a.
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e a (20)-as drazasi képletben nem az eredeti (15¢) valészintiség szerepel,
ami mellett a vdrhat6 hozam a, hanem a szédmitott (19) kockdzatsem-
leges valésziniiség, ami mellett a varhaté hozam r — o2 /2.

A binomiélis modellnek ez a sajitossdga teljes mértékben megegyezik a
folytonos Wiener-folyamaton felépiilé eredménnyel.

Amennyiben a (21) képletben dtosztunk a G-vel (a bankbetét névekedési
egylitthatdjaval), akkor lathatjuk, hogy a kockazatsemleges valGsziniiség mel-
lett a diszkontdlt arfolyam-alakulds martingdl. A S folyamat a @ mérték
szerint martingal, ha minden j > i-re

Eq(S; | Fi) =5 (23)

azaz a folyamat j idépontbeli feltételes varhato értéke megegyezik a pillanat-
nyi értékével.
Kétféleképpen kaphatunk martingal tulajdonsagi binomialis fat:

a) adott arfolyamfahoz keresiink olyan valészintiségeket, amelyekkel st-
lyozva a fa adott pontjahoz tartozé kimeneteket, pont a fa adott pont-
janak arfolyamértékét kapjuk;'®

b) megadjuk a fa utolsé oszlopét (a T idépontbeli valdsziniiségi véltozo le-
hetséges értékeit), és adott Atmenet-valdszintiségek segitségével jobbrol
balrdl haladva konstrualunk egy feltételes vdrhato érték folyamatot.

A szarmaztatott termékek martingdl arazdsdnak lépései:

1. diszkontaljuk az alaptermék arfolyamfijat a kockazatmentes kamatlab-
bal,

2. megkeressiik az a) médszer szerint a martingdl mértéket,

3. meghatarozzuk az opcié lehetséges lejaratkori értékeit [az St — K szé-
moldsndl mindkét érték jelenbeni pénzben értendé],

4. az opcio lejaratkori értékeibdl képeziink egy feltételes varhatd érték
folyamatot — ennek minden eleme jelenbeni pénzben értendd, ennek a
fanak a csucspontja a szarmaztatott termék értéke.

A binomidlis reprezentdcids tétel ij megvildgitasba helyezi a replikald
stratégiak mibenlétét, 1étezését és egyértelmiiségét. Ez a tétel azt mondja
ki, hogy ha két binomidlis folyamat (X; és Y;) ugyanazon ) mérték szerint
martingdl, és mindig ugyanabba az irdnyba mozdulnak el (csak eltéré mér-
tékben), akkor

AY; = a;1AX;,

ahol mér az (i — 1)-edik 1épésben meghatérozdédik az a;_1 értéke, tehdt nem
sziikséges tudni, hogy a két folyamat felfelé vagy lefelé mozdul-e el. A

16Feltéve, hogy a pillanatnyi drfolyam a két lehetséges kimenet kozé esik.
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szarmaztatott termékek replikalasa az alaptermékkel nem més, mint az egyik
binomidlis martingal megfeleltetése egy masiknak.

Hasonlé Osszefiiggések érvényesek a folytonos esetben is. A Wiener-folya-
mat egy folytonos martingdl, hiszen a névekménye egy zérus varhaté értéki
normalis eloszldsu valészintliségi véaltozd. A folytonos martingdlok névekmé-
nyei is elorelathaté modon megfeleltethetok egymasnak az un. martingdl re-
prezentdcios tételnek megfeleléen.!” Tehat ekkor is kialakithaté a ,,végteleniil
r6vid periédusokra” a megfeleld replikélé (ill. fedezd) stratégia. A Girszanov-
tétel értelmében a dXi(t) = a(t)dt + dWi(t) folyamatok dXs(t) = dWa(t)
martingalla alakithatok bizonyos feltételek mellett a valdszintiségi mérték
cseréjével.'® Népiesen szélva a mértékcserével eltiintethetd a drift, mikézben
a volatilitds valtozatlanul egységnyi marad. Ezek utdn a szarmaztatott ter-
mékek arazdsa ugyanabban a 4 lépésben torténik a folytonos modellben,
akarcsak a binomialisban, csupan a martingal tulajdonsagot ado valdszintiségi
mérték nem a kockdzatsemleges valGszintiséget definidlé (21) képletbdl adédik,
hanem a Girszanov-tételbol.

Sztochasztikus reprezentacio

A binomidlis drfolyam-alakulds esetén a dinamikus replikélds valdszintiség-
szamitasi atfogalmazasa egyfell a martingal tulajdonsiaghoz és a martingal-
reprezentacion keresztiil visszavezetett a replikdldshoz, masfel6l a (22) varhaté
érték jelenérték szabalyra vezetett.

A pénziigyesek &ltal felallitott egyenletek itt is egy sokkal altaldnosabb,
maér régebben kidolgozott matematikai elméletbe torkolltak. A BS-féle PDE-t
kielégité g fiiggvényhez taldlhato egy olyan sztochasztikus differencidlegyenlet
(SDE), amelynek megolddsit adé X folyamat T idépontbeli értékének a
(t, z) iddpontokbdl és dllapotokbdl tekintett feltételes véarhatd értékeit éppen
a g(t,x) figgvény adja meg. Ez a Feynman-Kac-féle sztochasztikus repre-
zentacio. FEz a megfeleltetés az SDE-vel leirt diffuzids folyamat sajatja.
Ez alapjan a Black-Scholes PDE-nek megfeleltetheté egy varhaté érték je-
lenértéke szamitds, mivel a BS egyenlet kiindulépontja is egy diffiziés SDE,
amelyre alkalmazhaté az Ito-lemma.

Nézzik meg némi formalizmussal. Cauchy a pénziigyektol teljesen fiig-
getlentl vizsgdalta az alabbi PDE-t:

1
g0+ p(@,)g: + 50°(2,0)g2e =0, g(T,x) = B(x) . (24)

Tekintsiik a kovetkezd X (t) diffizids folyamatot, amely a kivalasztott ¢ idé-
pontban a rogzitett x értéket veszi fel:

dX (1) = p(t, X(0))dt + o(t, X(£)dW,  X(t) =z . (25)

17Baxter-Rennie (2002) 100. o.
18 Baxter-Rennie (2002) 95. o., Avellaneda-Laurence (2000) 167. o.
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Ha vessziik az X folyamatnak a g fiiggvény szerinti transzformaltjat, akkor
felirva az Ito-formula integrdl alakjét,'® és felhaszndlva, hogy a g(t,x) fiige-
vény kielégiti a (24) egyenletet, a Feynman-Kac formuldt kapjuk:

9(t,x) = By o [2(X7)] - (26)

Ha a kovetkez6 analég problémat vizsgaljuk:

1

akkor a (26) a kovetkezd formdt olti:
g(t,z) = e"TIE, , [®(X7)] . (26b)

A Feynman-Kac formula adja meg a kapcsolatot a BS egyenlet és a varhaté
érték jelenérték szabaly kozott folytonos esetben.

A diffazié

A diffazi6 egyszerre fizikai, pénziigyi és matematikai jelenség.?’ Képzeljiink
egy mindkét irdnyban végtelen vasrudat, ahol g(t, ) mutatja az = helyen a ¢
idépontban mért hémérsékletet. A héaramlés, vagy diffizié

egyenlete egy alaposan megvizsgalt folyamat, ahol g; a hmérséklet valtozasa
egy adott pontban, g, pedig a hémérséklet térbeli masodik derivéltja. Az
egyenlet tartalma: bontsuk a rudat Az hosszi kis intervallumokra. Ha egy
adott intervallum bal szomszédja melegebb, a jobb szomszédja pedig hide-
gebb, akkor az adott intervallum homérséklete akkor n6, ha tébb hé érkezik
balrél, mint amennyi tavozik jobbra. Ez pedig a hémérsékletkiilonbségek
eltérése pontosan a (27) egyenlet szerint, feltéve, hogy a szomszédos interval-
lumok ko6z6tti hécsere ardanyos a hémérséklet kiilonbséggel. Ez azt is jelenti,
hogy a g(z) fiiggvény inflexiés pontjai védlasztjdk kiilon azokat az interval-
lumokat, amelyek pontjai melegszenek, azoktdl, amelyek pontjai hiilnek.

Ha a 0 id6pontban az x = 0 helyen koncentralddik a teljes hOmennyiség
a rudban, akkor t idovel késébb a hémérséklet eloszlasa a rud kilonbozo

részein:2!
2
T

g(t,x) = 2;\/%6_‘4_'5 . (28)

Miel6tt nagyon belemelegednénk e kitérébe, vegytik észre:

1. a (27) diffiziés PDE hasonlésagat a (9) Black-Scholes PDE-vel;

2. az idébeni szétteriilés a Gauss-fliggvénnyel irhato le.

19Részletesen 1d. Bjork (1998) 58-62. o.
20Fs feltehetéen még tucatnyi tudomanyteriilet felsl beazonosithaté jelenség.
21Részletesen 1d.: Wilmott-Howison-Dewynne (1995) 59-69. o.
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Az 1. pontbeli hasonldsdg teljesebb, mint gondolndnk. A valtozok (S,t, g)
dtskalazasaval a (9) a joval egyszeriibb (27) formara hozhat4.2?2 A 2. pontbeli
analdgia jol lathat6, ha az (1) és (2) képletek segitségével abrazoljuk a jovébeli
arfolyam eloszlasat, ha tudjuk a mai arat.

1. dbra. Az arfolyam eloszldsdnak viéltozdsa az idS fliggvényében (Sg = 100),
Arf: 20-300, idé: 0-3 év

Konzisztens arazas, komponensarak

A hatéridds pozicié egy statikus replikdciéval értékelhetd, az opcié egy di-
namikus replikdciéval. Ezek a kiindulé alapesetei az arbitrdzsdrazdsnak. Az
arbitrazsarazas esetén eltiinnek a mikrookonomia kereslet-kindlat gorbéi, a
helyiikre 1ép6 egyszerii alapelv: ha két kiilonboz6é portfélié ugyanazt a ki-
fizetés sorozatot biztositja a jovében, akkor a jelenbeni értékiiknek is azonos-
nak kell lenniok. Amilyen egyszeriien hangzik az elv, annyira nem kedvelik a

22 Az 4tskdldzés lényege, hogy dimenzié nélkiili véltozékkal szdmolunk. Nem a forint-
ban mért derivativ drat keressiik, hanem a lehivési drfolyam szézalékaban [g/K], nem az
arfolyam-alakuldsaval szdmolunk, hanem az arfolyam és a lehivasi drfolyam logszdzalékos
tévolsdgdval [In(S/K)], nem az években mért idével, hanem a lejératig hatralevd variancia-
mennyiség a valtozé [0.502(T —t)]. Részletesebben 1d.: Wilmott-Howison-Dewynne (1995)
76-81. o.
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hallgatok vizsgafeladatnak a dinamikus arbitrdzs egyszeriibb eseteit sem. Ar-
bitrazs lehetOség akkor van, ha létezik olyan stratégia, amely révén egy nulla
indulé poziciobdl indulva pozitiv valdsziniiséggel nyeriink, mikozben kizart,
hogy barmely esetben is veszitsiink. Ha az arak konzisztensek, akkor nincs
arbitrazs lehetéség. A konzisztencia ellenérzése egyszerti a diszkrét ideji,
diszkrét allapotteri folyamatok esetén, kiilonGsen a T-termékekre.

A kiilonbozé termékek lejarati értéke egy-egy n elemii vektorral adhaté
meg (feltéve hogy a T id6pontban n lehetséges dllapot van). Ha bedrazzuk
ezt az n darab T-idopontbeli egységvektort, mint specidlis szarmaztatott
termékeket, akkor az Arrow-Debreu drakat (komponens drakat) kapjuk. Bér-
mely termék dra ezek linearis kombinaciéja. Ellenkezd esetben arbitrazs
lehetdség van. A komponensérakat (AD drakat) a vérhaté érték jelenértéke
szabaly alapjan egyszeriien megkaphatjuk: mivel a kifizetésvektor az egység-
vektor, ezért a varhaté érték az adott dllapot valészintisége: igy az AD ar az
allapotvaldszintiség diszkontalt értéke.

Az Arrow-Debreu modell a kerete az el6bb felvazolt gondolatmenetnek.
Azonban mi egy tetszéleges termék tobb peridédus utani lehetséges dllapotai-
hoz rendelt komponensiraibdl raktuk dssze a termék jelenbeni 4rat,2* az AD
modell alapesetben egy 1 periddusos elemzés, amelyben N értékpapir jelen-
beni arait a p vektor tartalmazza, a periédus végi lehetséges allapotokat az
(N x M-es) V métrix. A p vektor és a V métrix minden informéciét tartal-
maz, az értékpapirpiac minden jellemz6jét linearis algebrai tételekbdl kapjuk
a probléma ilyen megfogalmazdsaban. Az AD modellben a piac akkor és
csak akkor arbitrdzsmentes, ha a p drvektor a V' oszlopvektorainak siulyozott
dtlaga, ahol a silyok pozitivak és egyértelmiien meghatarozottak.?4 Amennyi-
ben a V matrixnak van egy olyan sora, amely azonos elemekbdl all, akkor
van egy kockazatmentes befektetési lehetGség. Ez esetben, ha teljesiil az a
feltétel, hogy az arvektor az oszlopvektorok silyozott atlaga (tehét nincs ar-
bitrézslehetéség), akkor az drvektor kifejezheté a véarhatd érték jelenérték
szabdly alapjan. Az AD modellben az arbitrdzsmentességh6l és a korlatlan
hitel/betét lehetdségbdl kovetkezik a kockdzatsemleges valdszintiségek vek-
tordnak létezése és a varhaté érték jelenérték szabdly.?? Az illusztracié
kedvéért legyen N =2, M =2 és

0.8 11
p_<1.o>’ V‘<2 0.5>'

Ekkor a sulyok: m = (0.4 0.4), a kamatldb 25%, és a kockézatsemleges
val6szintségek: 7' = (0.5 0.5).

23A (22) Ssszegképlet tagjainak elsé két komponensét Gsszezdréjelestiik: e " Tprgr =
(e="Tpr) g = ADygr.

24 A bizonyitést 1d. Avellaneda-Laurence (2000) 3-5. o.

25Uo. 6-8. o.
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2. dbra. Az Arrow-Debreu modell két termékre és két allapotra

A 2. dbrdn a vizszintes tengelyen az 1. termék, a fiiggéleges tengelyen
a 2. termék lehetséges értékei szerepelnek. A V métrix egyes oszlopait az
abra (A, B) pontjai reprezentaljdk. Az arbitrdzsmentesség feltétele, hogy
az arvektor a 0A, 0B félegyenesek kozotti teriiletre essen. Az dbrdan a két
pont azonos fiiggbleges egyenesen fekszik, mert az 1. termék kockazatmentes.
Ennek dra (0.8) meghatdrozza, hogy az drvektor mely fiiggbleges egyenesre
essen (P pont).

Kiilén kihangstilyozandé, hogy az AD modellben semmi valdszintiségsza-
mitasi feltétel nincsen, semmi a normalis eloszlasrdl, vagy a Wiener-folyamat
binomialis kozelitésérol stb.

A piac teljessége

Tegyiik fel, hogy a V (N x M) matrix sorai az N kereskedett értékpapir
lehetséges értékeit tartalmazza az 1 periédus mulvai M lehetséges allapotokra.
A piacot?® akkor nevezik teljesnek, ha tetszdleges (M elemfl) kifizetés el6-
allithato a kereskedett papirokbol allé portfélio segitségével, azaz tetszoleges
M elemii vektor eléallithaté a V' matrix soraibdl. Ez akkor teljesiil, ha a V'
méatrix rangja M. Ha van egy kockazatos részvényiink és egy kockazatmentes
kotvénytink, és a részvény arfolyam-alakuldsat egy trinomidlis fa irja le, akkor
a V matrixunk 2 x 3-as matrix és a piac nem teljes.

Ha a piac teljes és arbitrazsmentes, akkor léteznek és egyértelmiiek az
allapotérak (komponensarak), és ily médon a kockdzatsemleges valdsziniisé-
gek.2” A tétel megforditésa is igaz: ha a komponensarak egyértelmiiek, akkor
a piac (modell) teljes.?

26 Az elnevezési konvencié a piac teljességérél beszél, azonban sokkal inkdbb valamely
modell teljességérdl van szé, mint egy 1étezd piac (pl. argentin értékpapirpiac) teljességérol.
V6. binomidlis vs. trinomiélis modell.

27 A trinomialis modellben taldlhatSk kockazatsemleges valdszintiségek, de nem egyértel-
miiek. Ld. Avellaneda-Laurence 16-18. o.

28Bizonyitést 1d. Avellaneda-Laurence 15. o.
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Harrison és Pliska vizsgalta meg dltalanosan, hogy miként fiigg Ossze

e a piacok teljessége (replikdlhatdsag),
e az drak Osszhangja (arbitrdzsmentesség),

e a martingalmérték 1étezése és egyértelmiisége (kockdzatsemleges érté-
kelés).

Az eszkézdrazds alaptétele:

1. A piac akkor és csak akkor arbitrdzsmentes, ha létezik martingdlmérték

2. A piac akkor és csak akkor teljes, ha ez a martingalmérték egyértelmdi.

Az alaptétel kiilonbozé esetekre vonatkozd valtozatai a Harrison-Pliska
tétel, a Dalang-Morton-Willinger tétel, ill. a Delbaen-Schachermayer tétel.?°

A nem-teljes piacok alapesete, amikor maga az alaptermék nem egy ke-
reskedett befektetési eszkoz. Befektetési eszkoéz —traded security— olyan
termék, amelyet kizardlag befektetési célbdl tart szamos befektetd. Ezek
jellemzéje, hogy ugyantigy lehet short poziciét nyitni benniik, mint long
poziciét, viszonylag alacsony a tranzakcids és tarolasi koltségiik, tobbnyire
kénnyen transzferdlhatéak. Az olajnak van ugyan éra, de az drmeghatéro-
z6désa nagyon eltéré mechanizmusd, mint a befektetési eszkézoké. Az olaj
hatdridds dra nem egyszerden az azonnali olajdr felkamatoztatott értéke (még
akkor se, ha figyelembe vessziik a tdrolasi stb. koltségeket). Ugyanakkor az
azonnali ar befolydsolja valahogy azoknak a befektetési eszkozoknek az értékét
—ha nem is hatdrozza meg egyértelmiien a kamatlabbal egyiitt— amelyek
ara az olajon alapszik (pl. olajra sz6l6 futures kontraktus és vételi jog).

A kockazat piaci ara

Tegyiik fel, hogy egy nem kereskedett termék arfolyam-alakuldsa Ito-folyamat.
Az erre sz616 szarmaztatott termékek drfolyam-alakuldsa ugyanezt az idébeli
bizonytalansidgot tiikrozi, ezért a kockézat kikiiszobolheto. Am ebben a
kockazatmentes portfélioban két ismeretlen ard szarmaztatott termék szere-
pel, két ismeretlen van, és egy egyenlet. Ezért a szarmaztatott termékek
ara nem egyértelmii, de ha mar ismerjiikk akarcsak egyetlen szarmaztatott
termék arat, akkor ismerjiik az Osszes tobbit. Ennek hidnyaban a kiilonb6zo
szarmaztatott termékek dranak konzisztencia kritériuma:3°

_por
A= (35)

értéknek azonosnak kell lenni minden szarmaztatott termékre. A A szokésos
elnevezése: a kockdzat piaci dra. Ha az alaptermék kereskedett, akkor A = 0.

29 A kiilénb6z6 megkozelitések kozott lényeges kiilonbség, hogy a vizsgalt folyamat idSben
diszkrét vagy folytonos, és a lehetséges arfolyamokra nézve a folyamat diszkrét vagy
folytonos. Részletesebben 1d. Medvegyev (2002). A szerzd itt az alaptétel altala vizsgalt
esetének egy 1j bizonyitdsit adja.

30Részletesen 1d: Hull (1999.) 365. o.



46 Kiraly Julia — Szaz Janos

Ha ismerjiik a A értékét (amit tudnank, ha ismernénk a befektet6k kockazattal
kapcsolatos hasznossigi fiiggvényét), akkor tudjuk a szérmaztatott termék
értékét is. Megszabadulunk a A meghatarozasanak nehézségétol, ha példaul
nem csak az olaj arat ismerjiik, hanem kiindulépontként ismerjiik a hataridos
olajarat, és ez alapjan akarunk bedrazni egy olajra szdlé opciét. A leg-
fontosabb nem kereskedett pénziigyi termék a kamatldb. A kotvény egy
kereskedett termék, de a hozama nem.

Egzotikus opcidk

Emlitettiik, hogy egy szarmaztatott termék bedrazasa attol fiigg, hogy mi a
termék definicidja (kifizetése) és mi az alapfolyamat jellege. A legegyszeriibb
eset: aT-termék + GBM alapfolyamat konstans kamatlabbal és volatilitassal.
Nézziik elobb a kiilonb6z6 termék definicidkat, az alapfolyamat kicserélésének
a hatasat pedig a kovetkez6 alpontban.

Az amerikai opcicknal a T idépontig barmikor lehivhaté az opcié, nem
csak a T id6pontban, mint az eurépai opcio. Ertékelésére nincs zart formula,
a probléma matematikailag izgalmasnak szamit, numerikusan viszont igen
egyszer( algoritmus haszndlatos: ugyanugy kell elkésziteni a fat, de minden
pontjaban meg kell vizsgélni, hogy az azonnali lehivias nem jelentene-e na-
gyobb értéket, ha igen, akkor ezzel az értékkel kell tovabb szamolni 1épésen-
ként a varhatd érték jelenértéke szabdly alapjan. Az amerikai opcidk még
nem szamitanak egzotikusnak, anndl is inkdbb, mert legalabb annyira elter-
jedtek, mint az eurépaiak.

A T-termékek esetén meg kell tudni mondani, hogy a kockédzatsemleges
(martingdl) val6szintiséggel szamolva mi a T idépontbeli arfolyam eloszlésa.
A GBM folyamat elég egyszerli ahhoz, hogy meg lehessen mondani nem csak
az S arfolyam eloszldsat a T idépontban, hanem a [0, 7] id6szak dtlagdrfo-
lyamdnak az eloszlasat, az id6szak mazimum, vagy minimum arfolyamanak
eloszlasat, azt, hogy milyen valészintiséggel 1ép at ez id6 alatt az S folyamat
egy adott kiiszobdrfolyamot®® stb. Az igy transzformdlt valtozdk alapjdn
definialt szarmaztatott termékeket nevezik egzotikus opcidknak. Ha rend-
szeresen (pl. hetente) szerziink be valamely termékbél 1 éven &t, akkor az 1
év mulvai arfolyam eloszlasandl sokkal fontosabb az év alatti atlagarfolyam
eloszlésa.®? Bevezetve

I(t) = /O S(r) dr (36)

allapotvaltozot, azon szarmaztatott termék értéke, amelyek értéke fiigg ettdl

31 Az stlagéarfolyam eloszldsa az 4zsiai, a maximum (minimum) eloszldsa a visszatekintd
opcié (lookback), adott kiiszobérfolyam eloszldsa a limitaras (barrier) opcié drazasidban
jatszik szerepet. A visszatekinté opcié felfoghaté dgy is, mint egy olyan amerikai opcid,
amit garantalt, hogy j6 idépontban hivunk le, mivel az id6szak végén mar tudjuk, hogy
mi volt a legkedvez6bb arfolyam.

32z az 4tlag lehet aritmetikai vagy geometriai, folytonos mintavétellel, vagy id8kozon-
kénti mintabdl szdmolt.
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a mennyiségtol is, eleget kell, hogy tegyen a
L 52
gtzrg—rSgs—iaSgss—SgI (37)

modositott Black-Scholes egyenletnek.
Az eurdpai call opcid két egzotikus opcid kiilonbségeként is felirhato:

1. ingyen kapunk egy részvényt, ha az arfolyam nagyobb, mint K (long
asset or nothing option)

2. fizetiink K dollart, ha az drfolyam nagyobb, mint K (short cash or
nothing option)

Az utébbit szokas bindris, vagy digitalis opciénak is nevezni. Mindkét
opcié értékében ugras van a T idépontbeli értékében, igy nehéz fedezni ATM
esetben, kozel a lejarathoz. A két opcié értéke nem més, mint a (10)-es képlet
két tagja, ami intuitive jol érthetd.

Atlaghoz visszahuzas, ugréfolyamat

Az alap GBM folyamattal kapcsolatban legkénnyebben a konstans kamatldb
feltevés oldhaté fel. Ha a kamatlab id6ben el6érelathatd, determinisztikus
médon véltozik,?? akkor a (26b) képletben minddssze a diszkonttényezd val-
tozik, az e~ "(T=%) helyére a

T
e_ft r(T)dr (38)

kifejezés keriil, determinisztikusan valtozé volatilitas esetén a o? (T —t) helyére
pedig az

/tT o?(t)dr (39)

kifejezés.

Fék haszndlatakor az w, d, p paraméterek 1épésrdl 1épésre valtozhatnak
(a vélasztott modelltdl fiiggben), és minden 1épésben més és més lesz a pil-
lanatnyi kamatlabat tiikrozéen a diszkontfaktor. Az idében vdltozo volatilitds
diszkrét esetben mar tobb problémat tud okozni, hiszen a valtozoé u és d
paraméterek mellett a binomidlis fa csak akkor marad 6sszedlelkez6, ha uide =
dyuy feltétel teljesiil (ahol az indexek az egymést kovetd idészakokra utal-
nak). A véltozé volatilitds éppen azt jelenti, hogy a fak egyes oszlopait eltérd
médon hizzuk szét fliggélegesen. Annak érdekében, hogy a fak 6sszedlelkezok
maradjanak (ami lényegesen kevesebb szdmoldst igényel), inkdbb a sztenderd
At idébeli 1épéskozt célszert valtoztatni.?*

33 A sztochasztikus kamatldb és volatilitds esetét 1d. késébb, a tébb kockdzati faktor
targylasakor.
34Részletesebben 1d. Clewlow-Strickland 37. o.
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Két gyakran alkalmazott lényeges modositas az alapfolyamaton az atlaghoz
visszahizds (mean reversion) ill. az ugrdsok (jump process) bevezetése. Az
dtlaghoz visszahtzds a drift modositasa:

dr = a(b— z)dt + odW (40)
ahol a b az X valtozé hosszi tdvi értéke.> A matematikdban Orstein-
Uhlenbeck néven ismert (40) folyamatot mindenekel6tt a kamatldbak alaku-
ldsanak lefrasdhoz hasznaljak — ekkor a b a kamatlab hosszi tavi egyenstlyi
értéke. A (40) egyenlethez tartozd folyamat értékei pozitiv valdsziniiséggel
vesz fel negativ értékeket. Ez kiiszobolédik ki az in. négyzetgyok folyamatnal
(square root process):

dz = a(b—x)dt + o/z dW . (41)

Az ugrdfolyamatndl véletlen idépontokban meghatdrozott nagysagi ugra-
sokra kertil sor. Ezekrdl az ugrasokrol azt szoktak feltenni, hogy Poisson-fo-
lyamatot alkotnak, tehéat a két ugras kozott eltelt id6 exponenciélis eloszlas.
A kevert modellben (jump-diffusion) mar két kockdzati forrds van, ekkor az
ugras fedezésére nincs mod, ami szamos problémat vet fel.

A Heath-Jarrow-Morton modell

El6szor nézziik meg a rovid és hosszi kamatlabak valtozasainak, ill. a ku-
mulalt kamatldbak és a kotvény arfolyamok valtozasainak az Osszefliggését
egy diszkrét szampéldan.

A logkamatlabak esetén az azonnali és a hataridés kamatlabak koézotti
Osszefliggés:

G, = eliefa . ofn — phitfottfn _ onra , (42)

amibdl:

TTL:f1+f2+"'+fna (43)

n

ahol G,, mutatja, hogy n periddus alatt hanyszorosara novekedett az egységnyi
betét értéke. Az elemi kotvény (zero coupon bond) arfolyama a hatéridés
logkamatlabakkal:

P, = e~ (fitfattfa)At _ o= D fAL (44)

A" f kifejezés a kotvény lejarataig hétralevd idGszak kamattartalma, egyben
a lejaratig hdtralevd kumuldlt hozam Y (¢,T) = f = In P,.

A kamatlabfakndl fontos szerepe van az eqy periddusra vonatkozo ka-
matldbnak, amit rovid kamatldbnak (short rate) neveznek. Legyen ennek
értéke a t id6pontban r(t). A folytonos modelleknél a periédushossz At — 0.
Jelolje P(t,T) a T idSpontban esedékes 1 Ft értékii elemi kétvény arfolyamat

35A drift eldjele jél lathaté médon attdl fiigg, hogy a folyamat éppen alatta vagy felette
van-e a hosszui tavi értéknek.
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a t idépontban. Legyen az f(t,T1,T2) a [I1,Ts] idOszakra vonatkozo, a t
idépontban rogzitett hataridés kamatldb. Legyen az f(¢t,T) a [T,T + At]
id6szakra vonatkozd, a t idopontban rogzitett hataridés kamatlab. Ez tehat
egy késébbi idészakra vonatkozd 1 periédusos kamatlabat jelol. Az 1. tdb-
lazatban figgdlegesen a lejaratok vannak, vizszintesen a naptari id6 telik.
Az Y (t,T) a forward kamatldbak lejarat szerinti kumulélt értékeit mutatja:
induldskor 4 évre Osszesen 46% kamat esedékes.

Az r(t,T) = Y(t,T)/T a hosszabb futamideji azonnali kamatldbakat
adja. Induldskor a 4 éves kamatlab 46%/4 = 11.5%. A mindenkori n éves
kamatlabat ebben tablaban atlésan lefelé haladva lehet nyomon kévetni a
T + At — t = n értékek mentén, hasonléképpen a mindenkor éppen n éves
kotvények arfolyamdhoz. A mindenkori révid kamatlabak a bal felsé sarok
fé4tléjaban vannak r(t) = f(t,t). A kozponti szerepet jétszé résztabla a
kumuldlt kamat Y (t,T) — igazdbdl ennek a tiikorképe a masik 3 tdbla. Amit
a portféliéba be lehet tenni, azok a P(t,T) kotvények. Amirdl az tjsdgok
irnak, az az r(t, T) hozamgorbe alakuldsa.

r®) |10.0% 12.0% 11.0% 12.0% dr(0) 2.0% -1.0% 1.0%
fLT)| 1 2 3 4t dfen| 1 2 3 4
1 [10.0% dT dt

2 [11.0% | 12.0% 1.0% | 1.0%

3 |12.0% | 13.0% | 11.0% 1.0% | 1.0% -2.0%

4 |13.0%|14.0% |12.0% 12.0% 1.0% | 1.0% -2.0% 0.0%

LT ]

YtD] 1 2 3 4 dyenD[ 1 2 3 4

1 [10.0%

2 [21.0% 12.0% 1.0%

3 [33.0% 25.0% 11.0% 2.0% -2.0%

4 [46.0%[39.0% ] 23.0% 12.0% 3.0% -4.0% 0.0%
PeT)| 1 2 3 4 [ dp/P 1 2 3 4

1 |o0905] 10 1 |0.100

2 (0811 0887 1.0 2 [0.090 0.120

3 | 0719 0779 0.896 | 1.0 3 |0.080 0140 0.110

4 | 0631 0677 0.795 0.887 4 |0070 0.160 0.110 0.120
re,T)| 1 2 3 4 [dr@eD] 1 2 3 4

1 [10.0% 1

2 [105% 12.0% 2 1.5%

3 |11.0% 12.5% 11.0% 3 1.5% -1.5%

4 |115% 13.0% 11.5% 12.0% 4 15% -15% 0.5%

1. tdbldzat. Forward kamatldbak, kumulalt kamatldbak, hosszi kamatlabak, kétvény

arfolyamok
Miutén felvazoltuk az r(t), f(¢,T), Y (t,T), r(t,T), P(t,T) kapcsolatit,
és ezek valtozasainak kapcsolatat, bontsuk meg a véltozasokat determinisz-

tikus és sztochasztikus részre. A kiindulépont legyen a forward kamatldbak
valtozasa, ami folytonos esetben:

df(t,T) = a(t, T)dt + o(t,T)dW . (45)
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Heath, Jarrow és Morton vizsgaltak a forward kamatldbak dinamikdjdt és
alapvetd megéllapitdst tettek a (45) egyenlet driftje és volatilitdsa kozotti
sziikségszerli kapcsolatrdl a kockazatsemleges elemzés keretei kozott.

A kotvények arfolyam-alakuldsanak vizsgélatakor kiemelkedd fontossagi
az az eset, amikor annyi kiillonb6z6 lejaratu kotvény van, hogy minden perio-
dus végén van lejaré kotvény.?6 Ekkor minden t idSpontban van tetszdleges
T idoponttol kezd6do 1 periddusos hataridos kamatlab. Ha ismerjiik a kotvé-
nyek arfolyamdnak alakulasat, és azok Ito-folyamatot kévetnek, akkor adott
a hataridés kamatlabak alakulasanak a folyamata is.

dP(t,T)
PULT) r(t)dt +v(t, T)dW v(t, t) =0, (46)
P(t,Ty) = P(t,Ty)e” /T T2 (Ta=T0) (47)
In P(t,Tl) —1In P(t,TQ)
T1,15) = ) 4
f(ta 15 2) T, — T} ( 7b)
Az Tto lemma segitségével:
1
dln P(t,Tl) = <7‘(t) — §U2(t,T1)> dt + U(t,Tl) dW s (48)
1
dln P(t,TQ) = <7‘(t) - §U2(t, TQ)) dt + U(t, TQ) dW (49)
1 U2 (t, TQ) — U2 (t, Tl) U(t, TQ) — U(t, Tl)
af (t,Th, Tz) = 5 T, T dt — T, T, dw . (50)
A T, — T; hatdratmenet révén:
daf(t,T) = v(t, T)vr(t, T)dt —vp(t,T)dW , (51)
T
(6, T) = v(t,T) — v(t, 1) = / vrbuydu ot =0.  (52)
t

Ha « és o jeloli a forward kamatlab alakuldsanak egyiitthatéit, akkor az (51)
alapjan:
df(t,T) = a(t,T)dt + o(t,T)dW . (53)

T
a(t,T) = o(t,T)/ o(t,u)du . (54)
t
A levezetés tartalma:

— a hataridés kamatlab két ,szomszédos” elemi kétvény kamattartalma-
nak a kiilonbsége (47)

— ha ismerjiik a kotvény drfolyam véltozdsat (46), akkor ismerjiik a ka-
mattartalom véltozasét is az Ito-lemma segitségével (48)—(49)

— az (54) formabdl kiolvashatd, hogy a forward kamatldb driftjét egyér-
telmiten meghatdrozza a volatilitds szerkezet.

36Eyz folytonos esetben kontinuum sok kétvényt jelent.
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Az (54) formula a HIM modell és egyben a modern kamatelmélet egyik
kozponti allitasa: a kilonbozo futamidejic kamatldbak alakuldsdnak konzisz-
tencia (no-arbitrage) feltételét fogalmazza meg. Egyik trividlis olvasata, ha
tokéletes eldreldtéds van (o(t,T) = 0 minden T-re), akkor a forward kamatldb
adott T id6pontra nézve idében konstans (az a(t,7) = 0 minden T-re).

A forward kamatldbak volatilitds szerkezetére szokdasos feltevés, hogy

o(t,T)=o(T —t) = ce M=t | (55)

ahol a A a volatilitas csékkenés faktor (volatility reduction factor).

2.0% 0.10%

15% \ % f/’“\\
\ 9 006% a
1.0% [ \
0.5% \ oo v\\\‘
M 0%
000%

00% +—rrrrrrr T
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28

1 3 57 9 11 131517 192123 5272

8. dbra. A forward kamatldb alakuldsdnak volatilitdsa [o(T')] és driftje [a(T")] adott volatilitds

csOkkenés faktor mellett (A = 0.1, 0 = 2%) a lejarat (T) fliggvényében

Az elemi kotvény arfolyam-alakuldsa megadja az 1 periédusos forward
kamatlabak alakuldsat, és megforditva: ha ismerjik a kotvény kamattar-
talmat adé komponensek valtozasait, akkor tudjuk annak az Osszegének a
valtozdsat, ill. az Osszeg logaritmusdnak valtozdsat. A forward kamatlab
dinamika egyértelmiien megadja a mindenkori révid kamatldb dinamik&jat,
hiszen

r(t) = f(t,t). (56)

A révid kamatldb, a forward kamatldb, az elemi kétvény darfolyam alaku-
lasat leiré (57)-(59) egyenletek barmelyike lehet az elemzés kiindulé pontja,
barmelyikbél megkaphaté a mésik kettd.3”

dr(t) = a(t) dt + b(t) AW short rate (57)
df(t,T) = oft,T) dt + o (t,T) dW forward rate  (58)
dP(t,T) = P(t,T)m(t,T) dt + P(t, T)v(t,T)dW bond price (59)

r(t) = f(t,t),  mtT)=r(t). (60)

37Részletesebben és a levezetéseket illetéen 1d. pl. Bjork . Az a, b vektorokbdl csak kiegé-
szit6 informécidkkal kaphaté meg az o és o matrix, de a forditott irdnyban az Gsszefiiggés
teljesen egyértelmii.
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2. tdbldzat. A forward kamatlab és a kotvény arfolyam alakuldsdnak komponensei

Vizsgéljuk meg sztochasztikus kamatldbak mellett a vdltozd kamatozdsi
elemi betét értékének és a T' id6épontban lejard elemi kétvény arfolyamanak
alakulasat. Elemi betét: egységnyi indulé Gsszeg kamatozik a T idOpontig,
ekdzben nincs kivétel és pétlélagos betételhelyezés. Az elemi betét értéke a t
idépontban a [0, T idészak méar mogottiink levé periédusai rovid kamatainak
az Osszegét tikrozi, az elemi kétvény a még el6ttiink levé periédusok forward
kamatainak az Gsszegét.

Kockazatsemleges vilagban a két terméknek azonos varhaté hozamot kell
biztositani minden periédusban: az éppen aktualis rovid kamatlabat. Ha a
varhato novekedési titemtiik azonos, akkor a két termék értékének a hanyadosat
képezve [P(t,T)/A(t)], annak vérhato értéke a pillanatnyi értékével kell, hogy
megegyezzen. Mas szavakkal, a hanyados egy martingdl jellegii sztochasztikus
folyamat. Mindkét termék értékét minden idépontra az indul6 forward gorbe
és a forward kamatlabak véltozasainak a segitségével irjuk fel.

F&,T) = F0,T)+Y " Af(s,T) = f(0,T)+Y_a(s, T)At+> " o(s, T)AW (s)

Az elemi betét alakuldsa u:0—t s:0—u
s:0—t u:s—t

r(t) = f(t,t) = £0,8) + ) als, ) At + > o(s,t) AW (s) (62)

A(t) _ 1627'('u)At

t—At t—At [t—At
nA(t) = r(u ZfOuAtJrZ (Z suAt)AH—

b t—At [t—At o (63)
+Z<Z suAt)AW(s).
Az elemi kétvény arfolyam-alakuldsa u:t—T s:0—>1

s:0—t wu:t—T
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P(t,T) = 1e” 2 fEWAL p(p ) =1 (64)

T—-At

InP(t,T)=-Y(t,T)=— > f(t,u)At

T—At t—At [/T—At
ZfOuAH—Z (Z su)At)AH—
u=t

(65)

+ Z (Z s u)At) AW (s)

u=t

A diszkontdlt elemi kétvény alakuldsa s:0—=t u:s—t
$s:0—=t u:t—T
§:0—=t u:s—1T

t—At [T—At t—At [T—At
P(t,T) — Sz:% < Z a(s,u)At) At — Z < Z U(s,u)At> AW (s) (66)

u=s s=0 u=s

P(t)T) _ e_(ft+ft+1+~..+fT—1) _ e_(f0+f1+...+fT_1) (67)
A(t) efotfirit+fio1 ’

ahol a szoban forgd forward kamatldbak a t id6épontra kialakult értékeket
jelentik.

Az elemi kétvény arfolyam-alakuldsa akkor és csak akkor arbitrazsmentes,
ha a P(t,T)/A(t) a kockdzatsemleges valdszinliség mellett

P(0,T) = Eq[P(t,T)/A(t)]

minden T-re. Ez akkor teljesiil, ha a (66) képletben az indulé arfolyam
szorzotényezbjének varhatod értéke 1. Belathatd, hogy ez pont akkor teljesiil,
ha fennall a HJM drift feltétele.3®

A (66)-(67) képletek sajatossdga, hogy itt a viszonyitdsi alapot jelentd
A(t) betét alakuldsa maga is egy sztochasztikus folyamat. A koézgazdasdg-
tanban a pénz jelenti a stabil Gsszehasonlitdsi alapot a sokszind aruvilagban
(numeraire, ha egyaltaldn belefér az adott kozgazdaségi iskola érvrendsze-
rébe), a betét alakuldsa a pénz dinamikéja, ennek sztochasztikus véltozatat
lattuk most kulcsszerepben.

A Ho-Lee, Hull-White modellek

A HIM elemzés &ltalanos feltételek kozott vizsgdlja a jovébeni rogzitett
idOszakokra vonatkozo forward kamatlabak valtozasainak hatdsait. Ha speci-
fikaljuk a forward kamatlabak volatilitds struktarajat, akkor a mindenkori

38 A levezetést 1d. Jarrow-Turnbull (2000).
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rovid kamatlabak dinamikéjara konkrét Osszefiiggéseket kapunk. A Ho-Lee
modellnek nevezett

dr = b(t)dt + odw (68)

r6vid kamatldb modellben minden forward kamatlab volatilitdsa azonos (o).
Az (55) képletben definidlt volatilitds struktira felel meg a Hull-White mo-
dellnek nevezett

dr =alb(t)/a—r]dt + odw (69)

kamatlab-alakuldsnak. Az a paraméter az atlaghoz visszahizds er6sségét
mutatja, egyben az (55) képlet volatilitdscsokkenés faktora is (). Az a =0
esetre a (68) a (69) speciélis esete. A b(t) = b esetben a klasszikus, uttérd
jellegli kamatldb modellt, a Vasicek modellt kapjuk.3®

Valamilyen oknal fogva az olyan modelleket, amelyekben csak 2-3 paramé-
ter van (pl. a Vasicek modell) egyensilyi (equilibrium) modelleknek nevezik,
amelyben valamely paraméter az id6 fiiggvénye (pl. Hull-White), azokat
pedig arbitrdzsmentes (no arbitrage) modelleknek.“°

Anélkiil, hogy akar felszinesen is dtszaladnank a szamtalan kamatlab mo-
dell kozil legalabb a népszertieken, inkdabb egy szampéldan érzékeltetjiik a
kordbban elmondottak (mindenekel6tt a komponensarak) haszndlatét a ka-
matlab-alakulds modellezésében.

Tegyiik fel, hogy az 1-3 éves elemi kétvény arfolyamok rendre: P = 0.9,
P, = 0.8, P; = 0.7, és a forward kamatldbak volatilitisa minden idGszakra
1.5%. Milyen binomiélis kamatldbfa irja az 1 éves logkamatldbak lehetséges
alakulasat, amely megfelel az elemi kotvény arfolyamokbdl szamitott hozam-
gorbének? Készitsiink EXCEL tablat, amely elkésziti az indulé paraméte-
rekhez tartozé binomidlis kamatlabfat, az ehhez tartozé komponensarakat,
ezek oszlopOsszegeként az elemi kotvény arfolyamokat, ezekbdl a hozamgorbe
értékeit. Legyen az indulé kamatlab 10%, legyen b(t) = b = 1.5%.

39Ez pontosan a (40)-es egyenlet, ahol az x jelentése a rovid kamatldb. A (41)-es képlet,
mint kamatldb modell a Cox-Ingersoll-Ross (CIR) modell nevet viseli.

40Véleményiink szerint az elsének sincs tobb kbze az egyensiilyhoz, és a méasodiknak
se az arbitrdzsmentességhez, csupan az a kiilonbség, hogy a kevés paraméteres modelleket
nem lehet pontosan hozzailleszteni a pillanatnyi hozamgorbéhez, a sok paramétereset pedig
gond nélkil lehet. A kérdés ezen paraméterek idSbeli stabilitdsa, és konnyen megtorténhet,
hogy a modell id6vel rohamosan veszit leiré erejébél a régi kalibralds mellett.
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0 1 2 3
b 1.5% 1.5%
o 1.5% 1.5%

16.00%

13.00%  13.00%

rl 10.00% 10.00%  10.00%
3 0.087
2 0.201 0.267
1 0.455 0.408 0.274
0 1 0.455 0.207 0.094
P 1.0 | 0.909 0.815 0.722
G 1.0 1.1000  1.2263  1.3850

spot | 10.00%  10.74% 11.47%

3. tdbldzat. A megadott kamatlabfahoz tartozé hozamgorbe

A SOLVER segitségével médositathatjuk a b(t) értékeket és az induld
kamatlabat gy, hogy a P vektor értékeiként a megadott szamok jojjenek ki.

| 0 1 2 3

b -0.09%  0.33%
o 1.5% 1.5%

17.35%

14.02% 14.35%

rl 11.11% 11.02% 11.35%
3 0.084
2 0.197 0.259
1 0.450 0.400 0.266
0 1 0.450 0.203 0.091
P 1.0 | 0.900 0.800 0.700
G 1.0 1.1111  1.2500  1.4286

spot | 11.11% 11.80% 12.62%

4. tdbldzat. A keresett kamatldbfa



56 Kiraly Jilia — Szaz Janos

A 3 éves 12.62% kamatldb a kamatldbfdban taldlhaté Osszes lehetséges 1
éves kamatlab stlyozott atlaga, ahol a sulyozési procedurat a komponensarak
szamitdsa jelenti.

Az atlaghoz visszahtiz6 Hull-White modellhez tartozé fa, egy megnyirt
trinomidlis fa. A megnyirds azt jelenti, hogy van egy minimum és maximum
kamatléb, és ezeken a hatdrokon nem lép 4t a folyamat. A megnyirt szakasz
szélsé pontjaibdl is 3 felé agazik a fa, de két ag a fa belseje felé mutat, és
ezeken a pontokon masok az atmenet-valoszintiségek, mint a fa belsejében.
Az adott fdhoz ez esetben is egyszeriien a komponensarak kiszamitdsan és az
elemi koétvény arfolyamokon keresztiil jutunk el a hozamgérbéhez. A forditott
irdnyban itt is dltaldban az itercié segithet (amikor adott hozamgdrbéhez
keressiik a megfelel§ kamatlabfat).

Tobb kockazati faktor

Ha egynél tobb kockazatos termékiink van, akkor ez tobb kockazati faktort
is jelent. Specidlis kockazatos termék a devizaarfolyam, vagy a kotvény
arfolyama sztochasztikus kamatldb esetén.*! Egyetlen kockizatos termék
esetén is lehet két kockazati faktorunk, mindenekel6tt, ha sztochasztikus a
volatilitds. 2

A folytonos modelleknél minden dgy miikédik, mint régen, csak nem
1 db, hanem n db korreldlt Wiener-folyamatunk van.*3 Tovébbra is igaz,
hogy ha n db kockazatos termékiink van, amit n db Wiener-folyamat hajt
meg,** akkor a kockdzat kikiiszobolhetd, és a replikdlds atfogalmazhaté a
varhaté érték jelenérték szaballya, ahol a kockazatsemleges valdsziniiséggel
kell a varhaté értéket szamolni, és a kockazatmentes kamatlabbal kell disz-
kontalni. A delta hedge gy miikodik, hogy a szarmaztatott termékbdl
létesitett rovid poziciot az alaptermékekbdl folyamatosan akkora nagysagu
hosszi pozicidkkal kell egyensilyozni, amekkora az adott arfolyam szerinti
érzékenysége a portféliénak. Az egy kockézatos termékre felirt (8) egyenlet
tobb alaptermékes valtozata:4?

1 n n
dV =gt + 5 Z Z O'iO'jpijSiSjgsisj dt =Vrdt, (8a)
i=1 j=1
és innen a tébbfaktoros Black-Scholes egyenlet:

n n

gt =7rg— Tzsigs,- - % Zzaiajpijsisjgsisj : (9a)

i=1 i=1j=1

41 Az 1 periédusos betét sztochasztikus kamatlab mellett is kockdzatmentes termék.

42Ezekr8l a modellekr8l ad attekintést magyar nyelven Zsembery [1999]

43 A korabbi [dW]? = dt hiivelykujjszabalyunk a dW;dW; = p;;dt szaballya altaldnoso-
dik, és a tobbvaltozds Ito-lemmaét kell haszndlni.

44 Az olyan szarmaztatott termékeket, amely tSbb alaptermék fiiggvénye, basket option
vagy rainbow option névvel illetik.

45 _ __9g
Abol gs;5; = 33,55; -
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A csereopcidk két kockdzatos eszk6z meghatdrozott ardnyban térténd el-
cserélésére vonatkoznak a majdani T idépontban. A két termék arfolyam-
alakulasa:

dS; = p;S;dt + 0;S;dW; , i=1,2; dWidWy =p. (5a)
Az (9a) egyenlet megolddsa a
max(q151 — 252, 0) (70)
feltétel mellett:
c(S1,52,t) = i S1N(d1) — @2S2N(d2) , (10a)
ahol

In g;—gé + %UQ(T —t)

d = )
! oVT —1t

Amennyiben a oo = 0, akkor az Osszefiiggés a Black-Scholes képletre
egyszerlisodik, hisz ekkor az egyik eszkoz a kockdzatmentes befektetés. Mivel
a feladat két GBM tavolsdgardl szdl, nem teljesen meglepd, hogy a kapott
formula ennyire emlékeztet a BS képletre.

A csereopcidk egy fontos esete, amikor egy kockédzatos eszkozt egy mas de-
vizdban rogzitett fix Osszegre cseréliink (forward) vagy cserélhetiink (opcié).
Ezeket quantdknak nevezik. Amennyiben konstans kamatldb mellett két
kockézatos termékre kiilon-kiilon felirjuk a binomialis modellt mint kozelitést,
akkor egy lépés utan négy lehetséges allapotunk van, és nem tudunk egyér-
telmii replikdcids stratégiat felirni. Hua He javasolt egy eljarst,*® amelyben
ha M kockazati faktorunk van, akkor egy M + 1 iranyba dgazé faval leirva
az alaptermékek arfolyam-alakuldsat, igy tudunk replikalé stratégiat felirni.
E fa minden pontjadhoz az alaptermékek egy n elemi arvektor tartozik. Az
atmenet-val6szinliség minden pontba 1/M. Két kockézatos termékekre meg-
mutatjuk a sziikséges trinomidlis fa szerkesztését.

dBt/Bt =rdt dStl/Stl = Mldt + aldwﬂ
dStQ/StQ = Mgdt + agpdwﬂ + oo/ 1 — pzdwtg
folytonos modell kozelitése, ha At = 1/n:
V3 1 1
Pleg=—7,c0=—| == E(e1) =E(e2) =0,
( . (¢1) = B(e)

2 1
Pla=te=—T) =g, Vale) = Vaea) = 1.
1

1
P<€1:_%)€2:E> :g, COV(€1,€2):0.

461,d. Hua He (1990).

do =dy—oVT —t, o’ = 0%+0§—2p0102 .
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Sky11 = § Sk (1 + %) (75)

, V3 1
sz, <1+%+2 En 1—p2—]>
n mn //L o
Skt1,2 =\ Sk2 <1 + 72 - —=V1- PQ—> (76)

\ o D) [ V3 1
sel1+ 24+ 2 | pX2 4+ /1-p2—
kQ( n p\/§ p\/i])

n

ahol az Sy; a j-edik termék drfolyama a k-adik lépésben, feltéve, hogy n
részre osztjuk az id6 egységét. A tobbfaktoros modellek azért fontosak a
kamatlab-alakulds modellezésében, mert az egyfaktoros modellek esetében a
kamatlabak mindig ugyanabba az iranyba mozdulnak el minden lejaratra,
még ha nem is azonos mértékben.

A volatilitas és a korrelacié kereskedése

Két termék kozotti korrelacié kereskedése azt jelenti, hogy olyan portféliot
alakitunk ki, amelynek értéke fligg az adott korrelacids egytitthatotol, és
a portfdlié Gsszetételével biztositjuk, hogy a tobbi valtozé?” (drfolyam, ka-
matldb, volatilitds) szerinti érzékenység nulla legyen. Ekkor, ha a portfélid
értéke no a korrelacié egyutthatd novekedésével, és gy gondoljuk, hogy a
korrelacié egytitthaté tényleges értéke nagyobb, mint amit a szarmaztatott
termék értéke tikroz, akkor az adott portfoliébdl long, ellenkezd esetben short
poziciot kell felvenni. Elég altaldnos vélekedés, hogy a rovid tavi arfolyam-
alakulasban a korrelaciés egyiitthatok meglehetésen instabilak.

A volatilitdsra teljesen hasonlé médon lehet ,,fogaddsokat kotni”. A piaci
szohasznalattal: megvettiik a volatilitast, ha olyan portfélionk van, amelynek
a volatilitas szerinti derivaltja pozitiv.

Az opcidk talan legnagyobb haszna, hogy az opcids piacok arai alapjan
visszaszamithaték az opcids dfjakban meghiivé volatilitdsok.*® A piac jové-
beni bizonytalansagaval kapcsolatos varakozasok igy jél mérhetdk. Kilonbozo
idotavokra vonatkozd atlagos volatilitdsokbdl jovébeni részidOszakokra vo-
natkozé forward volatilitdsok szamithatok.

A volatilitdsok szerepét illetéen emlékeztetiink a HJM modell iizenetére: a
jovébeni kamatlabvaltozasok varhato értékét teljes mértékben meghatarozza
kamatlab volatilitasok lejarati szerkezete. Ebbdl a szempontbdl egyéltalan

4TKivéve az id6 valtozét.
48 Az opcids piac informéciéinak ilyen felhasznéaldsa R. Rendlemann nevéhez fiizédik.
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nem egy artatlan jelenség a forint kamatldb elmult 2 évben dramaian meg-
novekedett volatilitasa.

Az opcidarazasbdl kindvé kamatlab modellek irdnyitottdk ra a figyelmet,
hogy nemcsak a kamatldbak szintjének van hatdsa a gazdasdg miikodésére,
hanem annak is komoly és szamszer{isithetd hatasa van a kamatldbak jovoben
varhato szintjére, hogy miként véaltozik a kamatlabak ingadozasainak a mér-

téke.
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INTEREST RATE MODELS AND THE PRICE PROCESSES OF FINANCIAL
DERIVATIVES

This review article compares the development of financial theory within and out-
side Hungary in the last three decades starting with the Black-Scholes revolution.
Problems like the term structure of interest rate volatilities which is in the focus
of many research internationally has not received the proper attention among the
Hungarian economists. The article gives an overview of no-arbitrage pricing, the
partial differential equation approach and the related numerical techniques, like the
lattice methods in pricing financial derivatives. The relevant concepts of the mar-
tingal approach are overviewed. There is a special focus on the HIM framework of
the interest rate development. The idea that the volatility and the correlation can
be traded is a new horizon to the Hungarian capital market.
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HASZNOSSAGI FUGGVENYEK ES KOCKAZATI
ATTITUD!

ULBERT JOZSEF
PTE Kézgazdasdg-tudomdny: Kar

A kockdzati attitiid mérésére tett modern kisérletek immdaron tébb mint
fél évszazados multra tekintenek vissza. ToObb tudomanyteriilet tekintette
feladatanak e probléma vizsgalatat, nyilvanvalé mdédon més szempontokat
kiemelve. Csak az utébbi néhany évtizedben kezdenek kozeliteni egymashoz
a kiilonb6z6 tudoményteriileti megkozelitések, ezért természetesen még igen
sok kérdés nyitott. A kozelités oka, hogy a hasznossagelvii déntéshozatalon
alapulé kockazati attitid-vizsgalatok tulajdonképpen cs6dot mondtak. On-
magaban a hasznossigmaximélas elve nem ad magyarazatot szamos racio-
nalitdsi és kockdzati attitlidre vonatkozé empirikus megfigyelésre. A gon-
dolat, mely szerint a hasznossigi fliggvény ismerete, vagy becslése elegendo
a kockazati attitiid méréséhez, egyre inkabb a multé. A kockdzati attitiid
hasznossagelvli megkozelitésének technikai megijito kisérletei zsdkutcanak
latszanak. A kognitiv pszicholdgia és a szocioldgia kockazatészlelésre vo-
natkozé eredményei nélkil a hasznossagelvii dontéshozatal elve nem képes
megujulni. Célunk annak bemutatasa, hogy a hasznossagelvi kockazati at-
titiidmérés milyen fejlodési stadiumokon keresztil jutott el oddig, hogy a
kognitiv pszicholdégia kockazatészlelésen alapuld felismeréseit felhasznélva az
empirikus kutatasok altal felvetett problémékra elfogadhatébb magyarazatot
talaljon. E sajatos kettés megkozelitésen alapul egy ma mar hiarom éves
multra visszatekinté OTKA kutatéds, melynek egyik eredménye ez a cikk is.

Bevezetés, alapfogalmak

Daniel Bernoulli (1738, 1954) a szentpétervari paradoxon felolddsira java-
solta a hasznossag varhaté értéke maximalizdldsdnak elvét.? Ennek lényege

1Beérkezett: 2004. szeptember 26. Ulbert Jézsef a Pécsi Tudomanyegyetem Kozgazda-
sdgtudoményi Kardnak docense (ulbert@ktk.pte.hu) és az OTKA T035105 sz. kutatds
témavezetdje. Eziton mondok készonetet a kutatds tAmogatasaért. Itt kell megkoszonnom
Varga J6zsefnek (PTE KTK egyetemi tanédra) a cikk megirdsahoz nyujtott segitségét is.

2D. Bernoulli egy olyan szerencsejatékrdl értekezik, amelyben a jatékos egy szabalyos
pénzérmével addig dob, amig fejet nem kap. Ha ez a k-adik dobdsra kovetkezik be, akkor
a bank 2 tallért fizet a jatékosnak. Kérdés: mennyi az a pénzdsszeg, amelyet méltanyos
jaték esetén a jatékosnak fizetnie kell ahhoz, hogy egy ilyen jatékot végigjatszhasson? Ha a
méltdnyossdgot ugy értelmezziik, hogy a tiszta nyeremény dtlagos értéke (varhaté értéke)
0 legyen, akkor ez a természetes kovetelmény arra a paradox eredményre vezet, hogy
akdrmilyen (véges) sok pénzt fizet a jatékos a banknak, a jaték mindig hétrdnyos lesz a bank
szamara, hiszen a bank veszteségének varhaté értéke végtelen. Ennek a jatéknak a varhaté
nyereményigérete (a nyeremény véarhaté értéke) végtelen, a jatékban vald részvételért a
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a kovetkez6 két mondatban foglalhaté ossze: ,,Egy dolog értékének nem
aran, hanem a beldle szdrmazé hasznossdgon kell alapulnia... A vagyon
novekményének hasznossaga forditott aranyban lesz a birtokolt javak mennyi-
ségével.”3

Az értékeket tehat egy hasznossdgi transzformécionak kell alavetni, ami-
hez els6sorban jol kortlirhaté hasznossagi fiiggvényre van sziikség, amely a
dontéshozé hasznossdg-maximalizald és kockazat-minimalizal6 torekvéseinek
alapjat képezi.

D. Bernoulli dgy taldlta, hogy a dontéshozok nagy részének dontéseit
a leginkabb adekvdt mddon leird fiiggvény logaritmikus. A fent idézett
megallapitas alapjan a hasznossagi fiiggvényre felirhaté differencidlegyenlet
megoldésat az u(w) = kInw fiiggvény.

A logaritmikus hasznossagi fiiggvény alakjanal fogva tulajdonképpen meg-
felel Gossen els6 torvényének, a hatarhaszon csokkenése elvének. Ez vezet
ahhoz, hogy a végtelen nyereményigéretii lottéért véges részvételi dijat haj-
landdak fizetni a jaték potencialis résztvevdi. A paradoxon tehdt ekképpen
feloldhaté lenne. Bernoulli korszakalkot6 felismerése szerint nem a nyeremény
abszolut Osszege a hasznossag gyarapodasanak mérdszama, hanem annak a
dontéshozatal idopontjaban meglévo vagyonhoz torténd hozzajarulasa képezi
a hasznossdg mérésének alapjat.®

A szabédly ezek utdn nagyon egyszerli. Tébb kindlkozd alternativa koziil
azt kell valasztani, amelyik a legnagyobb varhaté hasznossaggal rendelkezik,
vagyis amelyre

Eu(z) = Zpiu(x,-) — max ,
i=1

ahol x;, 7 =1,2,...,n egy alternativa lehetséges kimeneteleinek pénzértékeit,
pi, t =1,2,...,nakimenetelek bekovetkezési valdszintiiségeit jeloli, u(-) pedig
a dontéshozé hasznossagi fiiggvénye.

A hasznossiagi transzformacié lehetéséget ad arra, hogy nem azonos di-
menziéju eredményeket is 6ssze tudjunk hasonlitani egymassal, a k6zos mérték
a hasznossdg (u(z)), illetve annak varhaté értéke (Eu(x)) lesz. A fenti
altaldnos feladatbdl leolvashatd, hogy az alternativak rangsoroldsa szem-
pontjabdl kézponti szerepe a hasznossédgi fiiggvénynek van (Hirshleifer-Riley
(1992)), hiszen a vérhaté hasznossdg meghatdrozdsa a mar ismert szabélyok
szerint torténik.

Ha a hasznossagi fliggvény kialakitasakor, illetve meghatarozasakor az
eredménytagok csak pozitiv linearis transzformacios 1épéseken mennek ke-

potencidlis jatékosok azonban csak véges részvételi dijat hajlandéak fizetni. Ez a dontési
probléma szentpétervari paradoxonként, a déntési szabaly pedig Bernoulli-elvként ismert.

3Az idézetek D. Bernoullitél valék. Részleges forditdsuk magyarul tudomdasunk szerint
elészor Bernstein (1998) munkdjidban ldtott napvilagot.

4Bernoulli szerint az egyén vagyondnak dw novekménye okozta du hasznossig
névekmény forditottan ardnyos a w teljes vagyondval, vagyis du = kdw/w. Ennek a
differencialegyenletnek a megolddsa a fent emlitett logaritmus fiiggvény.

5Ttt kivanjuk megjegyezni, hogy a Neumann-Morgenstern-féle axiémarendszer, tovabba
Markowitz (1952) megkozelitése, és még kés6bb Kahnemann-Tversky (1979) Gjitasa is ezen
a felismerésen alapul.
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resztiil, akkor annak eredményeként egy linedris hasznosségi fiiggvény all eld,
melynek dltalanos alakja:
u(z) = a+ Bz,

ahol az iménti feltétel miatt 3 > 0, a pedig a jelenlegi vagyonhoz rendelhet6
hasznossagi potencial mértéke.

Ebben az esetben a hasznossag varhaté értékének maximalizalasa, mint
dontéshozéi célkitiizés megfeleltetheté a varhaté érték maximalizaldsa cél-
kitlizésének. Ez utébbirdl tudjuk, hogy egyértelmiien a kockdzat semleges
dontéshozok dontési szabdlya, ezért a kockazat semleges dontéshozdk linearis
hasznossagi fiiggvénnyel rendelkeznek. Megforditva is igaz, ha egy dontéshozd
linearis hasznossagi fiiggvénnyel rendelkezik, akkor semleges kockazati at-
tittiddel jellemezhetd.

A linedris hasznossigi fliggvények az dllandé hatdrhaszon esetét tiikrozik.
A semleges dontéshozé egy befektetési alternativaért annak véarhaté értékét
hajlando fizetni, igy a pénz altal képviselt kiadott hasznosség (az ar haszon-
aldozata) éppen megegyezik a nyert hasznossdg véarhat6 értékével. Eu(x) >
u(Ex), ha u(z) konvex, és forditva, ha u(zr) konkdv, a kett§ csak linedris
hasznossagi fliggvények esetében egyezik meg egymaéssal.

A linearitésra és a paraméterek elGjelére vonatkozd korldtozo feltételekkel
szakitva, példaul kvadratikus hasznossagi transzformaciét feltételezve a hasz-
nossagi fiiggvény altaldnos alakja:

u(z) = o+ Br +ya? .

Ha a transzformécié eredményeként egy maximummal rendelkezd (kon-
kév) parabola alakul ki, akkor az a csdkkend hatdrhaszon elvét képviseli.
Ezt a Bernoulli elv is elfogadja a kockdzatkerilé dontéshozdk sajatjaként.
Altalénositva, barmilyen transzformécié esetén allithatjuk, hogy a konkav
hasznossagi fliggvényt eredményez6 transzformaciok kockazatkeriilo dontés-
hozokra jellemzok.

Teljesen hasonlé megfontolasok érvényesitheték a konvex hasznossagi fiigg-
vényekkel kapcsolatban, amelyek a kockazatbarat dontéshozdkra jellemzok.
A Klasszikus hasznosséagi fiiggvények® alapjan a dontéshozdék képesek arra,
hogy az alternativiak hasznossagi kiilonbozeteit meghatarozzak, majd ezek
alapjan rangsort allitsanak fel.

A maésik megkozelités abbdl indul ki, hogy a projektek rangsoroldséhoz,
illetve a hatarar meghatarozasahoz elegendoek a gyenge preferencia relaciok,
amelyek a raciondlis magatartdsi axiémakon alapulnak.” Az igy becsiilt,
tn. Neumann-Morgenstern hasznossagi fliggvények alapjan elvégezheto az

6()sszefoglalé néven azok a fiiggvények, amelyek esetében elegendd informécié 4ll ren-
delkezésre ahhoz, hogy a hasznossagi fliggvény egyértelmilen definidlt legyen, és egy
meghatarozott kérdezési technika (Bernoulli kérd&ivek) segitségével, 4ltaldban az inter-
vallumfelezés mddszerével becsiilheté6 maga a fliggvény.

"Tébbféle axiémarendszert ismeriink, amelyek kozos alapjaul a Neumann-Morgenstern
(1948) axiémarendszer szolgdlt. Az alkalmazott mddszer legtébbszor az Gn. referencia
alternativa médszer.
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alternativak rangsoroldsa, ez azonban csak az els6 1épés a dontés felé, hiszen
az alternativak beszerzési ara is befolyasolja a végsé dontést.

A hasznossagi fiiggvények harom alaptipusdnak ismert kombinaciéiban®
koz6s elem, hogy:

e a kockazati magatartas, illetve ezzel parhuzamosan a hasznosséagi flige-
vény alakja a dontéshozé mindenkori vagyoni helyzetétél (w), illetve
annak valtozasatdl fiigg,®

e a vagyon véarhatd végss értékét (w) valdszintliségi valtozdnak tekintjiik,
amely két részbdl ll: az indul6 vagyonbdl (wy), illetve egy bizonytalan
lotté varhaté értékébél (T), amelyekre

w=wy+7T,

e tovabbd a fiiggvény névekvd (a dontéshozé preferlja a tobbet a ke-
vesebbel szemben) és differencidlhatd. (Csokkend fiiggvény esetében a
racionalitds kritériuma nyilvanvaléan sériil.)

A fenti feltételek mellett barmilyen mddszerrel allitjuk is eld, becsiiljiik
a hasznossagi fliggvényt, annak alakja a kockazati attitiidre utal. Linearis
haszonkockazati fliggvénnyel rendelkez6 semleges dontéshozé akkor és csak
akkor vesz részt egy szerencsejatékban, ha a felaldozott hasznossag éppen
akkora, mint a nyert hasznossig varhato értéke. Semleges dontéshozd csak
és kizdrdlag igazsigos (fair) jatékban vesz részt. Olyan jaték, illetve dontés
tekintheto igazsagosnak, amelyben a nyeremény, illetve a vagyon tranzakcid
utdn vérhaté értéke (nyert hasznossig) éppen megegyezik a jatszméban vald
részvétel dijaval (feldldozott hasznossag). Jelekben:

Eu(w) = u(w) ,

ahol Ew = w. Megforditva is igaz: aki csak igazsdgos jatékban vesz részt, azt
kockazat semleges dontéshozdénak tekinthetjiik, ami akkor és csak akkor lehet-
séges, ha a dontéshozé nem tart igényt a kockdzati prémiumral® (RP(w) =
0), mivel nem érzékeli, illetve nem értékeli a kockazatot.!!

A vagyont valdszintiségi valtozdnak tekintve, a kockazati prémium eléjele
tulajdonképpen azt mutatja meg, hogy a dontéshozd hogyan viszonyul egy bi-
zonytalan, illetve kockazatosnak tekintheté pénziigyi tételhez, amennyiben az
vagyonanak részét képezi. Kockazatkeriilé dontéshozorol akkor beszélhetiink,
ha a kockazati prémium pozitiv, mert ebben az esetben a kockazati prémium

8Ezek koziil taldn legismertebb az tin. Friedman—Savage (1948) fiiggvény, amelyben
konkdv, konvex és linedris szakaszok egyarant eléfordulhatnak.

9Markowitz (1952) éppen e tekintetben birdlta a Friedman-Savage-féle hasznossigi
figgvényt.

10A Kkockdzati prémium az a feldr, amelyet a dontéshozék a megnévekvs kockdzatért
cserébe elvart megtériilés tobbletigényként megfogalmaznak.

1 Nem tudjuk, hogy azért nem értékeli-e, mert nem érzékeli, vagy azért nem érzékeli,
mert nem érdekli. A mar hivatkozott OTKA-kutatds is azt tekintette f6 céljanak, hogy az
észlelés és a kockdazati attitiid kozti kapcsolatot vizsgalja.
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az a maximalis hozam, amelyr6l a dontéshozé lemondhat. FEkkor a fenti
Osszefiiggés a kovetkezoképpen modosul:

Eu(w) = w(@W — RP(W)) .

Kockazatkeriil6 dontéshozo csak akkor kaphatja meg a kockazati prémiumot,
illetve annak egy részét, ha a vagyonanak részét képezo kockazatos tételt
megtartja, hiszen ekkor véllalja a kockazatot. A megtartds-eladds dilemmat
leginkdbb meghatarozo tényezd az in. biztonsagi ekvivalens (certainty equiv-
alent),

CE =w—- RP(W) .

A Dbiztonsigi ekvivalens az eladds hatdrdra. Akkor dont az eladds mel-
lett a dontéshozod, ha a kockazatos lottéért cserébe legalabb ekkora Gsszeget
kap.'? Mésképpen megfogalmazva, akkor véllalja a megtartssal egyiitt jard
kockazatot, ha a kapott vételi ajanlatok egyike sem éri el a biztonsagi ekvi-
valens szintjét.

A csere egyenértékii, mert csak akkor keriilhet sor rd, ha a dontéshozé a
biztonsagi ekvivalenst éppen olyan hasznossiagunak itéli, mint a kockazatos
tétel varhaté hasznossag értékét.'?

A hasznossagi transzformécié ismeretében azt mondhatjuk, hogy mono-
ton n6vekvd, konkav hasznossagi fliggvény esetén a varhato érték nem kisebb,
mint a biztonsagi ekvivalens, azaz a kockazati prémium pozitiv eléjeli. Kon-
vex hasznossagi fiiggvény esetén viszont éppen forditva, a biztonsagi ekvi-
valens nem kisebb a varhaté értéknél.

A kockazati attitid mérése

A szakirodalom Bernoulli nyomdokédn egyértelmtien dllast foglal a tekintet-
ben, hogy a hasznossagi fliggvény ismerete sziikséges a kockazati attitiid
meghatarozasdhoz, azaz, hogy a hasznossagi fliggvény egyértelmiien definial
egy kockazati attitlidét. A fentiek alapjdn logikusnak tliné kovetkeztetés,
hogy a kockazati prémium elgjele a kockazati magatartasra utal, tehat a
hasznossagi fliggvénybol el6 kell allitani a kockazati prémiumot. E gondo-
latmenet, illetve az attitid mérésére tett elsé kisérlet Pratt (1964) nevéhez
flizédik.

Ha a dontéshozé indulé vagyondnak (wg) része a kockdzatos T varhatd
értékil pénziigyi tétel, melynek drfolyama P(L), akkor a vagyon varhatd
értékét (W = wy + T) egy eladdsra, vagy megtartdsra vonatkozé dontés
alakitja:

12Természetesen a masik oldal is hasonléképpen mérlegel: aki nem rendelkezik a koc-
kazatos tétellel, az kialakitja annak hatararat, vagyis azt az Osszeget, amennyiért még
hajlandé megvésarolni azt. Ezt igazsdgos (fair) drnak hivjuk. Tranzakciéra pedig nyilvén-
valé médon csak akkor keriilhet sor, ha a fair 4r nagyobb, mint a biztonsagi ekvivalens.

13 A biztonsagi ekvivalens vagy a hasznossagi fiiggvény inverze segitségével (1d. Pratt
(1964), Arrow (1971)), vagy a vallalatértékelés sordn a CAPM felhaszndldsaval allithaté
elé (magyarul 1d. Ulbert (2003)).
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1. Fladds. Fladja a kérdéses pénziigyi tételt, mely esetben tulajdonképpen
nem vallalja, hanem atharitja a kockazatot, igy nem kapja meg a
kockazati prémiumot, csak a biztonsagi ekvivalenst. Ha kockazatkertiilo
dontéshozordl van sz, akkor az eladasra csak akkor keriilhet sor, ha
RP(w) > 0, ami a fenti definicié szerint azt feltételezi, hogy T > P(L),
hiszen RP(w) = T — P(L). Eladés esetén a vagyona: w = wg + P(L)
lesz. Ez tulajdonképpen a biztonsigi ekvivalens, hiszen: P(L) =T —
RP(W),w =wy +7Z, és CE =w — RP(W).

2. Megtartds. A pénziigyi tétel megtartdsa esetén a kockazatot vallalja a
dontéshozo, ezért igényt tarthat a bizonytalan kockazati prémiumra, de
le kell mondania a biztonsagi ekvivalensrol. Vagyona ebben az esetben
W= wy +7T lesz.

Az egyenértéki csere, azaz Eu(w) = u(w — RP(w)) miatt a hasznossagi
transzforméci6 a kovetkez6 egyenlOséget eredményezi:

Eu(wo +7) = u(wo + P(L)) = u(wy +T — RP(W)) .

Ebbdl a kockazati prémium csak akkor fejezhetd ki kozvetlentil, ha a hasz-
nossagi fiiggvény invertalhatd. Ez nem tul korlatozé feltevés, hiszen a hasz-
nossagi fiiggvényekre vonatkozéan csak annyit jelent, hogy azok szigorian
monoton novekvok. Ekkor

RP(W) =wy+T —u " (Bu(wy +7)) =w— CE .

Az Osszefiiggések ismeretében mar latszik, hogy az Osszeg utolsé tagja, a
hasznossagi fiiggvény inverze tulajdonképpen nem mds, mint a biztonsagi
ekvivalens. A kockézati prémium eldjele pedig csak akkor pozitiv, ha w >
CFE. Az inverz a wy + T pont koriili Taylor-polinommal helyettesitheto:

Az eladési oldalon elsérendben kozelitve:

u(wy +T — RP(W)) ~ u(wy +T) + v’ (wo + T) (—RP(W)) .
A megtartdsi oldalon masodrendben koézelitve a hasznossagi fiiggvényt a
wo + & (& valdsziniiségi véltozd) pontban a wy + T pont koriil:

w(wo + &) ~ w(wo +) + o (wo + )@ — F) + %u”(wo ) -T2

Mindkét oldal varhaté értékét véve az

1
Eu(wy + ) & u(wo +7) + v/ (wo + T)E( = ) + u" (wo + T)E(F - 7)°

osszefiiggést kapjuk. Felhaszndlva az E(Z — ) = 0, és E(Z —7)? = Var(z) =
o? sszefiiggéseket, tovabba az egyenértékii cserét figyelembe véve a két oldal
egyezGségébol az egyenletet a kockazati prémiumra rendezve lathatd, hogy az

tulajdonképpen egy kétvaltozds fiiggvényként is felfoghatd:

_Lw'(@)
2 /()

RP(w) =
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A kockdzat mértéke (variancia), illetve a kockdzati magatartést, egészen pon-
tosan a kockazatelutasitds intenzitasat mutaté mérGszam az abszoliat kocka-
zatelutasitasi egyiitthaté (Absolute Risk Aversion, ARA' ) magyardzzak a
kockazati prémium el6jelét illetve mértékét.

A fenti egyenletbdl kiilonos figyelmet kell szentelniink a Pratt-Arrow mér-
téknek, amely altalanos formaban a kévetkezo:

ull (w)
u'(w)

ARA(w) = —

illetve az ebbdl szarmazé in. relativ kockdzat elutasitasi (Relativ Risk Aver-
sion, RRA) mutaténak. A kozottik levé kapcesolatot az

RRA(w) = ARA(w) - w

egyenléség mutatja. Az alabbi kovetkeztetéseket vonhatjuk le a fenti mérté-
kekkel kapcsolatban:

e minél nagyobb a variancia, anndl nagyobb a kockazati prémium, azaz,
minél nagyobb a kockazat, annal tobbet kovetel ellenstlyozasként a
dontéshozo,

e a kockazati prémium nagysiaga konstans variancia esetén a kockazat-
elutasitds intenzitasatdl fligg: a kockazatelutasité dontéshozo kockazati
prémiuma pozitiv eljelli, ami monoton névekvo haszonkockazati fligg-
vény esetén konkav alakot jelent,

e a kockazati prémium negativ el6jele konvex haszonkockazati fliggvények
sajatossaga,

e monoton névekvé haszonkockazati fliggvény esetén ARA elsd derivalt-
janak el6jelébol egyértelmiien kovetkeztethetiink az RP-értékekre és
elojelekre, amennyiben a vagyon varianciaja allando,

e ha a variancia valtozik, azaz a vagyon belso struktiraja mdédosul, akkor
RRA els6 derivaltjanak eléjele és mértéke befolyasolja a kockdzati pré-
mium arany- és iranyvaltozasait.

A fentiekbdl vilagosan latszik, hogy az ARA, illetve a RRA néhédny speci-
alis esetben igen jé mutatdja lehet a kockéazat elutasitasanak. Ha az induld
vagyon nem fiigg a kockazattdl, azaz ARA értéke konstans, vagy minden
tranzakcié kockédzati struktura-tartd, azaz RRA konstans. Beldthatd, hogy
pl. ARA(w) = k konstans voltat (konstans abszolit kockdzatelutasitas) a
kovetkezd hasznossagi fiiggvényosztaly biztositja:?

€1 _okw

w(w) = cg — BT ,

MPratt, J. W. és Arrow, K. J. munkassiganak elismeréseként Pratt-Arrow (néhol Pratt-
Finetti) mutaténak, mérészamnak is nevezik.

151.d. bévebben Penati, A. — Pennacchi, G. (2003)
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ahol ¢; # 0,co € R tetszdleges konstansok. Pratt levezetésébdl kozvetett
bizonyitékhoz jutottunk arra nézve, hogy a hasznossagelvii kockazati at-
titiidmérés egészen addig, amig a hasznossagi fuggvény idében stabil, il-
letve alakja nem fiigg a mindenkori vagyoni, jovedelmi helyzettdl, pontosan
képes leirni a kockazati magatartast. Ez azt jelenti, hogy ilyen esetekben
a hasznossagi fliggvény mintdjara a kockazati attitid is idOben stabilitdst
mutat.

Szdmos igen korai empirikus kutatas'® azonban kétségbe vonta ezt a sta-
bilitast. Kimutattak, hogy az egyéni hasznossagi fiiggvények és a kockazati
attitidok nem stabilak, a dontéshozok gyakran nem hoznak konzekvens don-
téseket.

Harséanyi mutat ré, hogy a hasznossagelvi kockazati attitiidmérés erede-
tileg a bizonyossag esetére korlatozédott és a dontéselméletnek éppen az a
feladata, hogy kiterjessze e felfogast a bizonytalan szituicidkra is.'”

Ezekben az esetekben a varhato érték olyan médosulasokat eredményezhet
a variancidban, amelyek problematikussé tehetik a kockazati prémium meg-
hatérozédsat. Erre a probléméra hivta fel a figyelmet Amihud (1980), aki a
kockézati prémium vagyon szerinti rugalmassagat két komponensre bontotta
az alabbiak szerint:

dRP(w)/RP(w) d(—u"/u)/u" /v n do?[o?

SRP = IT /@ - Iw /@ IT /@

=T(T) + k(T0) .

A kockazati prémium I'(wW) hasznossig alapti komponensét javasolta dltaldnos
kockazatelutasitasi mértéknek, mivel ez specidlis esetként magdban foglalja a
két ismert kockdzat elutasitdsi mértéket, az ARA abszolit és az RRA relativ
kockazatelutasitasi mértékeket is. Kimutatta, hogy kozottik a kovetkezo
kapcsolatok figyelheték meg:

I'<-1|T'=-1] -1<I'<0|T'=0|T>1
ARA’ (w) <0 <0 <0 =0 > 0
RRA’(w) <0 =0 > 0 > 0 > 0

1. tdbldzat.

Ha I" konstans, akkor a kw"(*) = —u/” (w) /v (w) feltétel, ahol k valamely
nem-negativ konstans, az

u(w) = h/exp <_FL—|-1wF+1> dw

specidlis hasznossagi fliggvényosztalyt vonja maga utan. Itt A szintén nem-
negativ konstans. A I' = 0 esetben u(w) exponenciélis vagy linedris fiiggvény

1636 osszefoglalé olvashaté ezekrsl Schoemaker (1980) munkdjéban.

"Harsényi Janos (eléadds): ,,Eredeti formdjaban a hasznossigelmélet racionslis ma-
gatartds koncepcidja a bizonyossidg esetére vonatkozott csak... A dontéselmélet fe-
ladata ennek a racionalitds felfogasnak a kiterjesztése a bizonytalansdg esetére...”
(http://kvtr.elte.hu 2. oldal)
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konstans abszolit kockdzatelutasitdssal. A I' = —1 az uw(w) = logw + ¢
logaritmikus hasznosséagi fiiggvényhez, vagy a konstans elaszticitasu
1 11—
u(w) = T o

fliggvényhez tartozik. Ha I' nem konstans, akkor a korlatjai hatarozzak meg
a hasznossagi fliggvény kockazatelutasitasi karakterisztikajat.

A kockézati prémium vagyon szerinti rugalmassdganak k(w) komponense
a vagyon pont-elaszticitdsat méri, melynek konstans értékei szintén kapcso-
latba hozhatdk az abszolit és a relativ kockazatelutasitasi mértékekkel.

Amihud a hasznossédgi fliggvények tipusait a rugalmassagi komponensek
értékhataraihoz rendeli, ezaltal kibéviti a hasznossagi fiiggvények korét, ta-
gabb értelemben haszndlja az ARA és az RRA kategéridit, de alapjaiban
nem valtoztatja meg a kovetkeztetés rendszert. Roviden megemlitjiik még
a Merton (1971) altal javasolt HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion)
hiperbolikus abszolit kockazat elutasitasi mértéket, amely szintén rendelke-
zik az ARA és az RRA tulajdonsdgaival. Itt

—1
HARA(w)=< < +9> >0,

1—a ¢

ahol a, b és ¢ bizonyos feltételeket kielégité konstansok.'®

Természetesen mas, hasonléan technikai megkozelitések is sziilettek a
kockézati attitlid, illetve a kockazatelutasitas intenzitasanak mérésére. Ezen
prébalkozéasok kozos jellemzoje, hogy az irracionalis dontésekre, illetve a hasz-
nossagi fliggvények becslési hibdira, problémaira nem adnak valaszt, hiszen
alapveto kiindulé pontjuk, hogy a hasznossagi fliggvény az egyének szint-
jén egyértelmiien meghatarozhatd. Abbdl pedig a kockazati attitiid éppen
aktualis méroszama, mutatdja levezetheté. Ebben az értelemben tekintjiik
nem tul sikeres technikai megkozelitéseknek ezeket, hiszen a kockazati at-
titidot csak és kizarodlag a hasznossag oldalardl kozelitik meg. Nem ismernek
el mas kiindulé pontot.

Sokkal fontosabbnak és elébbre mutatobbnak érezziik azokat a megkoze-
litéseket, amelyek a szocioldgia és a kognitiv pszicholégia kockazatészleléssel
kapcsolatos felismeréseit tiltették 4t a dontéstudomanyba. Kiemelked6 ebben
a tekintetben Kahneman és Tversky (1979, 1992) munkéssiga, akik bizonyos
szempontbdl a varhaté hasznossdgelmélet tovabbfejlesztéseként dolgoztak ki
két 1épcsében az un. kildtas elméletet (prospect theory), melynek f6bb tézisei
a kovetkezdk:

e a dontéshozok szubjektiven érzékelik a bekovetkezési valoszintiségeket:
a csak valészinii, de nem bizonyos eseményeket aldbecsiilik a biztos
bekovetkezésii eseményekhez képest (dontési silyfiiggvény), ami olyan

18 A konstansoknak nem konnyti kozgazdasigi értelmezést tulajdonitani. Ezeknek a
paramétereknek alkalmas értékeket valasztva kaphatjuk a konstans relativ kockazat-
elutasitdst (CRRA) és a konstans abszolit kockazatelutasitdst (CARA) reprezentdld
fiiggvényeket. B6vebben ldsd a hasznossigelmélet szakirodalmat.
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kovetkezménnyel jarhat, hogy a nagyobb varhaté haszonkockézati érté-
ki, bizonytalan alternativat hatrébb soroljak a kisebb értékii, de biztos
alternativanal: ez ellentmond a tranzitivitds elvének,

e az alternativak preferencia sorrendje ugyan megvaltozik, ha a nyeresé-
geket veszteségekké alakitjuk, de a valtozds nem szimmetrikusan torté-
nik, ami azzal a kdvetkezménnyel jar, hogy a nyereséges tartomanyban
kockazatkeriilé dontéshozdk veszteséges tartomanyokban kockazatbarat-
ta valnak, mivel a csak valdszinli veszteség csabitobb, mint a biztos
veszteség, az elébbiekben leirt tn. bizonyossdghatas tehdt a pozitiv
tartomanyban érvényestil, a negativ tartomanyban viszont a veszteség
taszité erejét noveli (,,S” alaku értékfiggvény),

e dontéseink fiiggnek a mindenkori vagyoni helyzetiinkt6l, azaz a vagyoni
helyzet megvaltozasatol, melyet a haszonkockazat-elvii dontéshozatal
nem vesz figyelembe, mivel nem egy kiindul6 vagyoni helyzethez képest
méri az elmozdulasokat, hanem minden alternativat 6nmagaban értékel.

Az ezt kovetd empirikus vizsgdlatok nem csak a kérdésfeltevés médjabol
ered6 torzité hatdsokra hivtdk fel a figyelmet (Varga, 2003), hanem arra is,
hogy a racionalitasi kritériumok —leggyakrabban a fliggetlenségi axioma—
sériilése miatt tulajdonképpen az egész varhatd hasznossag elmélet megkér-
déjelezheté (Machina, 1982.)

A legijabb kutatdsok megerésitik a kétségeket a hasznossagelvii dontés-
hozatal alapelveit illetéen. Rabin (2000) és Rabin-Thaler (2001) szerint az
altalanosan alkalmazott hasznossigi fiiggvények az elhanyagolhatéan kicsi
kockazatokra, illetve kimeneti értékekre vonatkozoan a kockazatkeriilé maga-
tartast jol magyarazzak, ugyanakkor viszont extrém kockazatkeriilést jeleznek
nagyobb valdsziniiség és nagyobb kimeneti 6sszegek esetén. Szintén 6k hivjak
fel a figyelmet Samuelson (1963) nyomdan arra, hogy a déntéshozdk az egyes
izoldlt kockazatokat nem ugyanigy itélnek meg, azaz nem gondolkodnak
konzekvensen minden dontési szituaciéban. Kiilonb6z6 hasznossigi fliggvé-
nyek esetében Varga (2001) is hasonl6 kovetkeztetésre jut.

Legdjabban mar a kilataselmélet értékfiiggvényének és dontési sulyfiigg-
vényének alakja is vita targyat képezi (Levy-Levy (2002)). A hasznossdgelvii
kockazati attitiidmérés és maga a hasznossagelvii dontéshozatal is valsdgat
éli. Ilyen kortilmények kozott természetes, hogy egyre inkabb elGtérbe kertiltek
azok az empirikus és modellértéki vizsgalatok, amelyek nem csak kritizaljak
az egymasbol kinovo hasznossagelvii dontéshozatalt, illetve a kilataselméletet,
hanem igyekeznek magyarazatot talalni arra, hogy mi okozza a torzitasokat,
amelyek a racionalitds érvényre jutasat is megakadalyozzak.

Ezek a megkozelitések a szocioldgiai és a kognitiv pszicholdgiai kutatasok
elért eredményeire tdmaszkodnak. A t6bbszor hivatkozott OTKA kutatéds
szintén ilyen aspektusbdl vizsgalédott. Az 1200 {6s, az alapvetd szocioldgiai
héattérvaltozdk szerint reprezentativ orszagos mintan elvégzett kérdoives fel-
mérés Osszefoglalé eredményeit egy kordbbi publikdcidban tettitk kozzé (Ul-
bert—Csanaky, 2004). E kutatds sordn a hasznossagi fliggvények becslésére a
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korabbiakban felsorolt problémak miatt nem véllalkoztunk, azonban a vi-
szonylag nagy minta lehetOséget adott arra, hogy a kockazati attitidrol
atfogd képet alkossunk, az irraciondlisnak tartott dontéseket regisztraljuk,
illetve elemezziik, hogy azok hatterében milyen szocioldgiai valtozok bijnak
meg, birnak relevans magyarazé erével.

A kockazatészlelés hatékonysdga kutatasi eredményeink szerint egyértel-
miien visszavezetheté néhany szocioldgiai tényezore, melyek koziil kiemelked6
jelentéséggel birnak: a jovedelmi helyzet, az iskolai végzettség és a nem. A
magasabb jovedelemmel rendelkezSk altaldban iskoldzottabbak is, tehat a
két szociolégiai valtozo szoros korrelaciét mutat. Arra a kovetkeztetésre ju-
tottunk, hogy a ndk és a magasabb jovedelmu rétegek kockazatészlelésének
hatékonysdga szignifikdnsan jobb, mint a férfiaké, illetve az alacsonyabb
jovedelmii rétegeké. Ebben nyilvan nem csak a relativ pénzhidnybdl fakado
érdektelenség jatszik szerepet, hanem a tokepiaci befektetési lehetoségek vo-
natkozasdban a nem kell6 informéltsag is.

A kockazatészlelés hatékonysiganak &altalunk mért eltérései alapjan a
kockazati magatartast tekintve viszonylag homogén csoportok képezhetdk.
Az igen erételjes kockazatelutasitdsi magatartdssal jellemezhetd csoportban
(1200 £8b6l 419 £6 ide sorolhatd) a mintabeli ardnyukhoz képest szignifikdnsan
nagyobb aranyban képviseltetik magukat a ndk és a legszerényebb jovede-
lemmel rendelkezOk, valamint a legfeljebb 8 &altalanossal rendelkezdk és a
nyugdijasok. Az erdteljes kockdzatkeriilé magatartds ,,veszélyeztetettjei” ku-
tatasunk szerint a nok, az alacsony jovedelmiiek és a legkevésbé iskolazottak,
valamint a nyugdijasok.

A kevésbé intenziven kockazatkeriil§ csoportban (276 {6) olyan dontés-
hozok vannak tobbségben, akik a befektethetd Osszeg névekedésével valnak
egyre inkabb kockazatkeriilové. Ez a magatartas leginkabb a 30-39 és az
50-59 éves korosztalyokra jellemz6. Megallapitottuk tovabba, hogy annak
ellenére, hogy a magasabb jovedelmiiek korében a tobbség maga menedzselné
vagyonat, ugyanebben a kategdridban egyre nagyobb részt képviseltek azok,
akik kisebb tétel esetén 6nmaguk dontenének, nagyobb tétel esetében viszont
mar szakembert kérnének meg erre.

A harmadik, az el6zéekhez képest kevéshé homogén Gsszetételli csoport-
ban (471 £&) minden kockdzatbarat déntéshozé szerepel, bar a csoport tag-
jainak nagy része nem kockazatbarat. Ebben a csoportban szignifikdnsan
tobb férfi van, mint nd, ami arra utal, hogy a kockazatbarat dontéshozdkat
els6sorban a férfiak kozott kell keresni. Mas hattérvaltozo tekintetében nem
talaltunk szignifikdns eltérést.

Nem sikertilt elkiiloniteni egyértelmiien a kockazatbarat dontéshozokat a
kockazatkeriiloktol, az viszont figyelemre méltd, hogy mar elsé megkozelités-
ben is egyértelmii, hogy a megkérdezettek kozel 60%-a teljes bizonyossiggal,
bar kiilonb6z6 intenzitas mellett, kockdzatkeriilonek mindsitheto.

Megallapitottuk, hogy a megkérdezettek sok tekintetben megsértik a ra-
cionalis magatartasi axiomakat, viszont egy tekintetben konzekvensen ra-
cionalisnak tekintheték: befektetési preferencidik illeszkednek kockézati ma-
gatartdsukhoz. Az abszoliut kockazatkeriild tipusi dontéshozdk csak dllam-



72 Ulbert Jézsef

papirokkal és ingatlanokkal foglalkoznak. A vegyes csoport tagjai pedig mas
befektetési alternativakat is elfogadhaténak tartanak.

Ebbdl arra kovetkeztettiink, hogy a hattérvaltozdk koziil leginkabb a
jovedelemszint és vele osszhangban az iskolai végzettség, és utolsé sorban a
nem lehet az a véltozd, ami a pénziigyi kockazatok érzékelését leginkabb be-
folydsolja. A kockazatészlelés hatékonysdga és a kockdzati magatartas kozott
igy szoros kapcsolatot regisztralhatunk, ami természetesen a befektetési pre-
ferencidkra is hatast gyakorol.

A Kklasszikus Bernoulli kérdéssorozat, mint a teljes kérdéiv része a bizton-
sagi ekvivalencia és a valdsziniiségi ekvivalencia mddszereit egyarant alkal-
mazta. Nyolc darab két kimenetell lottordl alkottak véleményt a megkérde-
zettek. Ezzel mintegy azt kivantuk tesztelni, hogy a kockazati magatartasra
vonatkozé indirekt kovetkeztetéseink megalljak e helyiiket a hasznossagbol
eredo indirekt kovetkeztetések tiikrében.

Legfontosabb szignifikans megallapitasaink Osszhangban voltak az alta-
lanos kockazati attitiidre vonatkozo kovetkeztetéseinkkel. Bebizonyosodott,
hogy:

o A jovedelmi, illetve vagyoni helyzet meghatédrozza a kockazati attitiidot,
ugyanis a magasabb jovedelemmel rendelkez6, médosabb, vagyonosabb
polgarok kockézatkeriilési intenzitdsa csokkend. Az alsé két jovedelmi
tizedben még sokkal inkabb kockazatkeriilok az emberek, mint a fels6
jovedelmi tizedben. Ezt er6sité kovetkeztetésre jutottunk a kockazat-
észlelésre vonatkozo kérdésekre adott valaszokbdl is.

e Az iskolai végzettségbeli kiilonbség szintén szignifikdnsnak bizonyult.
Lényegesen nagyobb a kockazatvallaldk, illetve a kevésbé kockazat-
keriilok aranya a diplomasok kozott, mint a legfeljebb nyolc altalanos
iskolat végzettek kozott. A kockidzatészlelésen alapulé megéllapitdsaink
aldtamasztjak az iskolai végzettség meghatirozd szerepét. Ez nyilvan
azzal magyarazhatd, hogy az iskolai végzettség és a jovedelmi helyzet
kozott szoros korrelacié mutathato ki.

e Az életkor szintén meghatdrozd. Megallapitasunk szerint a 18-29 éves
korosztély a legkevésbé intenziven kockazatelutasito, ugyanakkor a leg-
inkabb kockazatelutasitok a 60 év felettiek.

e Végiil, de nem utolsé sorban megallapitottuk, hogy a nok kozott 1énye-
gesen magasabb az erésen kockéazatkeriilok ardnya. A férfiak kockazat-
keriilésének intenzitasa kisebb. E megéllapitds egybevag mas kutatasok
eredményeivel (Szerb-Pintér, 2003).

Kutatasunk eredményei egyértelmiien azt mutatjak, hogy a kockazatkeru-
lés intenzitasanak a kockazatészlelés hatékonysagan keresztiil torténé mérése
nem lehet rossz irdny, azaz a hasznosséagi fliggvényeken alapulé megkozelitések
Osszehangolhatdk a kognitiv pszicholégiai megkozelitésekkel. A kockazat
kétféle megkozelitése (pszicholdgiai-szocioldgiai vetiilet versus kozgazdasigi-
dontéstudomaényi vetiilet) kozos elméleti gyGkerekre vezethetd vissza, ezért a
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kockazati magatartast éppugy levezethetonek tartjuk a kockazatészlelésbol,
mint a déntéselméleti megkozelitésbol. Mindkettonek megvannak az elényei
és a hétranyai, ezért inkabb kiegészité megoldasként javasolhatdk.

Osszefoglalas

A kockazatkeriilés intenzitdsdnak mérésére kidolgozott, hasznossigelvii don-
téseken alapulé megkozelitések kozil kettot hasonlitottunk Gssze, amelyek
egymadsra épiilnek: Pratt-Arrow és Amihud megkozelitését. Utébbi a hasz-
nossagi fiiggvények tagabb korére terjesztette ki a Pratt-Arrow mértéket, de
tovabbra sem tudott mit kezdeni a hasznossagi fliggvények becslési eljarasait
torzito tényezokkel, illetve nem tud magyarazatot taldlni a racionalitds ese-
tenkénti hianyéra.

Tébbekhez hasonléan a szerz6 is azt a véleményt osztja, hogy a fenti
két probléma a tisztan hasznossagelvii megkozelitések relevanciajat is meg-
kérdojelezi. Megoldast a hasznossagelvii megkozelités eme valsagabdl csak
a kognitiv pszicholdégiai megkozelitések elterjedése hozhat, amelyek az irra-
cionalisnak tartott dontésekre szocioldgiai, pszicholégiai magyarazatot igye-
keznek adni. (Irraciondlis déntésnek a raciondlis magatartasi axiémék vala-
melyikének megsértésével hozott dontést tekintjiik.)

A magatartds gazdasigtana (behavioral economics) e tekintetben a kocké-
zatkeriilés intenzitdsanak mérészamat nem technikai értelemben alkotja jj4,
hanem visszavezeti a kockazatészleléssel Osszefiiggd kérdésekre. Kutatdasunk
a kétféle megkozelités megfeleltetési kisérletének tekintheto.
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UTILITY FUNCTIONS AND RISK ATTITUDE

In their path breaking works, Pratt and Arrow developed two measures of risk aver-
sion which are generally referred to as absolute and relative risk aversion (ARA and
RRA respectively). Later Amihud proposed a more general measure of attitude of
individuals towards risk. This paper compares these approaches from the viewpoint
of biases in utility function assessment. The author finds that the utility theory
based approach alone is not able to give a real explanation of biases and the lack
of rationality in some cases. Conclusions are based on empirical research too.
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VALOSZINUSEGELOSZLASOK SZELFUGGOSEGE,
TOZSDEINDEX PORTFOLIO SZELSOSEGES
VESZTESEGEINEK ELEMZESE KOPULA
ALKALMAZASAVALL

VARCA JOZSEF - LUKACS PETER
PTE KTK — CIB Bank

Bevezetés

A pénziigyi kockdzatmenedzsment 1j fejezete nyilt meg akkor, amikor a
Baseli Bizottsag belsé modellek alkalmazéasat ajanlotta a bankoknak a piaci
kockdzat becslésére. (Basel Committe on Banking Supervision, 1995). Ez az
ajanlas 1998 tajan beépiilt az egyes nemzetek torvénykezésébe, lehetové téve
a bankok szdméra, hogy ne csak a pénziigyi termékek, hanem a kockézat-
menedzsment innovacidjaban is versenyezhessenek egymaéssal.

A piaci kockdzat mérésére alkalmazandé mértékként a kockaztatott érték
(VaR) keriilt el6térbe. A VaR azt a maximélis értéket szamszertisiti, amelyet
elveszithetiink egy portfélidban adott idéperiédusban, adott megbizhatosag
mellett. A statisztika nyelvén fogalmazva a portfélié kockéaztatott értéke
a portfolié veszteség eloszlasanak kvantilise adott idGintervallumban, adott
valdszintiségi szinten.

Sok pénzintézet szamara a legnagyobb kihivast az tgyfélkiszolgdld és
hattérrendszerek, valamint az adatbézisok kezelésére szolgald szamitdgépes
rendszerek alkalmazasa jelentette. FEz szoftveripari feladat, amelynek az a
célja, hogy a portfélié pozicidkat és a miltbeli piaci adatokat centralizalt
kockazatmenedzsment keretbe foglaljak. Masfajta kihivast jelentett a kisza-
mitott VaR értékek kontroll kockazat céljara torténé felhasznaldsa, valamint
olyan kornyezet kialakitasa, amelyben a kockdzatmenedzsment rendszer min-
den résztvevo szamara elfogadott. Ez szervezési, illetve tarsadalmi kérdés.
A kockédzat modellezésének mddszertani kérdése azért jelentds, mert a VaR
nem megfelel alkalmazdsa a kockazatmenedzsment rendszer Gsszes jé tel-
jesitményét leronthatja.

A pénziigyi kockdzatkezelés egyik kritikus pontja a szélsOséges veszte-
ségeket megfeleléen figyelembe vevé modell alkalmazésa. Ertékpapirokbo’l,
derivativ eszk6zokbol, vagy akar hitelekbol all6 portfélio esetében a szélsOséges
veszteségek két tényezlre vezethetok vissza. Egyrészt a portféliot alkotd esz-
kozok egyedileg rendelkezhetnek szélsOséges negativ hozamokkal, masrészt a
nagy negativ hozamok egytittes el6forduldsa okozhat jelentos portfélié hozam
veszteséget. Az ilyen szélsGséges hozamokat eredményez6 események beko-

IBeérkezett: 2005. februdr 8. E-mail: varga@ktk.pte.hu.
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vetkezési valdsziniiségeinek becslése komoly feladatot jelent a pénziigyi koc-
kazatkezeléssel foglalkozd szakemberek szaméra.

A széls6séges portfdlié veszteségek kezelésére, modellezésére t&bb mddszer
all rendelkezésre. A kockéztatott érték (VaR) alkalmazésa jelentette az &t-
torést ezen a tertileten, majd késobb a VaR hidnyossigait kikiiszobolo, a
vérhaté széls6séges veszteségekre alapozé modellek (ES — vérhaté deficit,
CVaR - feltételes kockdztatott érték stb.) is megjelentek az 1990-es évek
végén.

Portfélidk esetében a varhato szélséséges veszteségek modellezésére alkal-
mazhato6 eszkoz a hozam valdszintliség-eloszlasok szélfiiggdségének vizsgalata.
A kovetkezdkben elészor a valdsziniiség-eloszlasok szélfiiggdségével kapceso-
latos fontosabb fogalmakat, tételeket Gsszegezziik, azutén az elliptikus kopulak
fontosabb tulajdonsagait foglaljuk Ossze, majd bemutatjuk a mddszer al-
kalmazdasat szélséséges portdolio veszteségek vizsgilatara egy specialis ellip-
tikus kopula, a Student-féle ¢ kopula alkalmazasaval. Megmutatjuk, hogy
szélfiiggségii kopula alkalmazdsaval hatékonyan modellezhetdk a szélséséges
események.

1 Valo6sziniiség-eloszlasok szélfiiggosége

Az eloszlds szélek filiggdsége kétvaltozos esetben a valdszintliségi valtozok
kozott a koordinatarendszer elsd, illetve harmadik negyedében jelentkezo
fliggoség mértékével kapcsolatos fogalom. Ezekben a negyedekben mindkét
valtozd egyszerre pozitiv, illetve negativ értékeket vesz fel, ezért az elsé ne-
gyed a szélsOséges nagy hozamok, mig a harmadik negyed a kiugréan nagy
veszteségek kozotti fiiggoség vizsgalatara alkalmas.

Az X és Y folytonos valdszintiségi véltozdk kozotti szélfiiggéség kopula
tulajdonsag, ezért a szélfiiggdség nagysaga invarians az X és Y szigordan
monoton transzformacidival szemben. (Lasd Nelsen (1999)).

1.1 Definicié. Jeldlje (X,Y )T az F illetve G margindlis eloszldsfiigguénnyel

jellemzett folytonos valdszindiségi vektorvdltozét. Az (X, Y )T felsé szélfiiggé-
s€gi egyuitthatdja

lim P (Y >G '(u) | X >F ' (u) =X,

u—1-

feltéve, hogy a Ay € [0, 1] hatdrérték létezik. Ha Ay € (0,1], akkor X ésY
aszimptotikusan 6sszefiigg a felsé eloszldsszélben, ha pedig Ay = 0, akkor X
€s Y aszimptotikusan filiggetlen vdltozok ugyanott.

Mivel P (Y > G~ !(u) | X > F~!(u)) az aldbbi

1-P(X<F ') - PY <G ') + P(X <F '(u),Y <G '(u)
1—P(X < F~Y(u))

alakban is irhaté, a folytonos valdszinliségi valtozora az 1. definiciéval ek-
vivalens alternativ definici6 adhatd, amelybdl belathatd, hogy az eloszlas
szélfliggdség valoban kopula tulajdonsag.
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1.2 Definicié. Ha a C kétvdltozos kopula olyan, hogy a

lim 1 —2u+ C(u,u)
u—1- 1—u

:)\U

hatdrérték létezik, akkor felsdszélfiggdségi, ha Ay € (0,1], és felsé szélfiig-
getlen a Ay = 0 esetben.

A fogalom szemléltetésére tekintsiik a Gumbel-kopula csalad kovetkezd
tagjat:

Cy(u,v) = exp (—[(—lnu)e + (—hw)e]l/e) , 0>1.

Ekkor
1 —2u+C(u,u)  1—2u+exp (21/91nu) B 1—2u+u2"’
1—u a 1—u o 1—u ’
és ezért
1-2
fim L2 CMWY) o 10,21 g e

u—1- 1—u u—1-

Ebbdl pedig leolvashatd, hogy 6 > 1 esetben Cy fels6 szélfliggdségi.

Ha a kopula nem adhaté meg zart formuldval, hasznosabb a Ay megha-
tarozasiara masik Osszefiiggést alkalmazni. Ezt az esetet a Gauss-kopulaval
szemléltetjiik. A Gauss-kopula

H(u) s? — 2R 98t + t2
(u,u) exp | ————=— dsdt,
/ / 2m 1 — R%Q P < 2(1 - RY,) >

ahol —1 < Rys < 1 és @ a standard normalis eloszlasfiiggvény. Tekintsiik az
U~U(0,1)ésV ~ U(0,1) eloszldsu (U, V) val6szintiségi véaltozokat, amelyek
kopulgjat jelolje C. Mindenekel6tt vegytik észre, hogy
0C (u,v) 0C (u,v)

ou ou

és hasonlé modon hatdrozhaté meg a V' feltétel melletti eloszlas. Ekkor

P(V<v|U=u)= PV>v|U=u)=1-

dC(u, )

. C(u,v) .
= —_—_— 1 —_—
A uligl— 1—u uir{l_ du

= — lim <—2 + %C(S)tﬂszt:u —+ QC(S, t)|8_t—u> =

u—1- ot
= 11r{1_[P(V>u|U=u)—|—P(U>u|V=u)].

Ha C kommutativ kopula, vagyis C(u,v) = C(v,u), akkor Ay a kdvetkezd
egyszeru alakban irhato:

v =2 linll_P(V>u|U=u).
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Példaként tekintsiik az (X,Y)7 kétvaltozés standard normdlis eloszlést
p linedris korreldciés egyiitthatéval, vagyis (X, Y)T ~ C(®(z), ®(y)), ahol C
a fentebb vizsgdlt Gauss-csaldd egyik tagja Rij2 = p esetben. Mivel ennek a
kopula csaladnak a tagjai kommutativak,

v =2 1ir111_P(V>u|U=u),

és mivel ® értelmezési tartomanya a (—oo, 00) intervallum,
lim PV>u|U=u)=
u—1-

= lim P(@ ' (V)>2| @ '(U)=2)= lim P(X >z |Y =2).

Felhasznalva az ismert Gsszefiiggést, amely szerint, ha (X,Y)7 eloszldsa két-
valtozés standard normdlis eloszlds, Y | (X = z) ~ N(px, 1—p?), azt kapjuk,

hogy
- — — T—
Ay =2 lim @ [ 2L =2nmq><x,/—p>,
T—00 /1_p2 T—00 1—|—p

ahonnan leolvashatd, hogy Ay = 0, ha R15 < 1. Tehéat a Gauss-kopula p < 1
linedris korrelaciés egytitthatéval nem fels6 szélfiiggdségii.
Az alsé szélfiiggbség fogalma hasonlé médon értelmezheté. Ha a

lim —C(u, u)
u—0+ u

:)\L

hatérérték létezik, akkor a C' kopula alsé szélfiiggdségli, ha Ay, € (0,1], és
alsé szélfiiggetlen a Ay, = 0 esetben.

Azokra a kopuldkra, amelyeknek nem létezik egyszerti zart alaku for-
muldja, hasznosabb masik Osszefiiggést alkalmazni a A; meghatarozéasara.
Tekintsiik az (U, V)T véletlen vektort C kopuldval. Ekkor az alsé szélfiiggéségi
egyutthatd

A = lim —C(u,u) = lim —dC(u,u) =
u—0+ u u—0+ U

= hm <£C(S,t)|5_t_u —+ 2C’(S, t)|s—t—u> =

u—0+ \ 08 ot
= hrél [P(V<u|U=u)+PU<u|V=u).

Amennyiben C' kommutativ kopula, vagyis C(u,v) = C(v,u), akkor Ap
kifejezése a kovetkez6 egyszerii alakra hozhatd

AL =2 11%1+P(V<u|U=u).

A C kopuldju kétdimenziés valésziniiségi vektor tovabbélési kopuldja pedig

Clu,v) =u+v—-1+C(1—u,1—v).
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Két U(0,1) tipusi C egyiittes eloszlasfiiggvényli valdszintliségi valtozd
egylittes tovabbélési fliggvénye

Cu,v) =1—u—v+Cu,v)=C1—u,1—0v).

Ezért

lim C(u,u) — lim C(l—u,1—u) — lim C(u,u)

u—l- 1 —wu u—1- 1—u u—0+ u ’

tehat a C felsé szélfiiggoségi egylitthatdja megegyezik a C alsé szélfliggoségi
egytitthatojdval. Ugyanigy a C' als6 szélfiiggdségi egytitthatdja megegyezik a
C fels6 szélfiiggségi egyiitthatojaval.

2 Elliptikus kopulak

Kopuldk alkalmazéasaval elvalaszthaté valamely portfélio hozam alakulasa
esetében az egyedi eszk6zOk veszteségeinek hatasa az egytittes bekovetkezések
okozta portfélié veszteségektOl. Az elsé fajta veszteséget a margindlis el-
oszlasok, a masodik fajtat —a veszteségek fiiggdségi struktiurajat— pedig a
kopuldk modellezik. Kopuldk szerkesztése, gyakorlati alkalmazasa —kiilono-
sen ketténél tobb eszkozbdl alld portfélié esetében— nem tilsdgosan egyszeri
feladat. Az elliptikus kopuldk elliptikus eloszldsok kopuldjaként hatarozhatok
meg.

2.1 Az elliptikus eloszlasok

Az elliptikus eloszldsok osztdlya sok olyan tobbvaltozés eloszldast magaban
foglal, amelyek a tobbvaltozds normalis eloszlds szamos jé tulajdonsagaval
rendelkeznek, és alkalmas a tobbvaltozds szélsoséges értékek és nem-normalis
fliggoségi mértékek modellezésére.

2.1. Definicié. Ha X n-dimenzids véletlen vektor, amelyre valamely
€ R™ vektorral, valamint az n X n tipusi nem-negativ definit, szimmetrikus
3 mdtrizszal fenndll, hogy az X — p karakterisztikus fiigguénye felirhato a
tT Xt kvadratikus forma figgvényeként, azaz ‘pX—M(t) = ¢(tTXt), akkor azt
mondjuk, hogy X elliptikus eloszldsti p, 3 és ¢ paraméterekkel, és igy jeloljuk:
X~ En(lh E) ¢)

Az n = 1 esetben az elliptikus eloszldsok osztilya egybeesik az egydi-
menzids szimmetrikus eloszldsokkal. A definiciéban szereplé ¢ fiiggvényt
karakterisztikus generatornak nevezziik.

2.1 Tétel. X ~ E,(u, X, ), rank(X) = k akkor és csak akkor, ha létezik
olyan, a {z € R¥ | 27z = 1} egységhipergombin egyenletes eloszldst k-
dimenziés U vektortdl fiiggetlen R > 0 valdszintiségi viltozo és az ATA =%
feltételt kielégité n x k tipust A mdtrix ugy, hogy

X =4+ RAU .
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A tétel bizonyitdsa, valamint az R és ¢ kozotti kapcesolat vizsgdlata meg-
taldlhaté Fang, Kotz és Ng (1987) kényvében.

2.1 Példa. Legyen X ~ N, (0,1,). Mivel az X vektorvdltozd komponen-
sei filiggetlenek, és X; ~ N(0,1) i =1,...,n és X; karakterisztikus fliggvénye
exp(—t2/2), az X vektorvdltozé karakterisztikus fiigguénye

1 1
exp{—i(t% +---+ti)} = exp{—itTt} .

A 2.1 Tételbdl kévetkezik, hogy X ~ Ey (0,1, @), ahol ¢(u) = exp(—u/2).

Ha X ~ E, (14, %, ¢), ahol ¥ diagonél métrix, akkor X komponensei kor-
reldlatlanok, feltéve, hogy 0 < Var(X;) < co. Ha X komponensei fiiggetlenek,
akkor X ~ N, (u, 3).

A tobbudltozés normdlis eloszldas az egyetlen olyan elliptikus eloszlds, amely
esetében a komponensek korreldlatlansdgdbdl azok figgetlensége kovetkezik.

Az X ~ E, (1, X, ¢) véletlen vektor nem sziikségképpen rendelkezik sii-
riségfliggvénnyel. Ha van surtiségfiiggvénye, akkor annak

1272 (X = )BT (X = p)

alakinak kell lennie, ahol g egyvaltozos nem-negativ fiiggvényt jelol. Ezért
az eqyenld suriségl pontok ellipszoidot alkotnak R'™-ben.

Az X valdsziniiségi vektorvaltozé E,, (u, 3, ¢) reprezenticidja nem egy-
értelmli. Adott eloszlds esetében a p egyértelmiien meghatédrozott, X és ¢
azonban csak egy pozitiv konstans erejéig meghatarozottak. Pontosabban,
ha X ~ E,(p, 2, ¢) és X ~ E,(u*,3*, ¢*), akkor

pr=p, Er=cE, ¢7()=9¢"(-/c)

valamely ¢ > 0 konstanssal. A 2.1 Tétel alkalmazasédval kereshetiink olyan
reprezentaciét, amelyre Cov(X) = .

Cov(X) = Cov(u + RAU) = AE(R?*)Cov(U)AT |

feltéve, hogy E(R?) < oo. Legyen Y ~ N,,(0,1,,)). Akkor Y =, |Y||U, ahol
Y| fiiggetlen U-tél. Tovébbd, mivel || Y| ~ x2, E(|[Y]|?) = n. Mivel pedig
Cov(Y) = I1,,, beldthatjuk, hogy amennyiben U egyenletes eloszldst az R™
egységhipergdombjén, akkor Cov(U) = I,,/n. Igy Cov(X) = AATE(R?)/n.
A ¢*(s) = ¢(s/c) karakterisztikus fiiggvény valasztésaval (c = E(R?)/n) azt
kapjuk, hogy Cov(X) = X.

Ezért az elliptikus eloszlast teljesen leirja u, 3 és ¢, ahol ¢ ugy véalaszthato,
hogy fennélljon Cov(X) = ¥ (ha Cov(X) értelmezett). Ha Cov(X) a fenti
médon adddik, akkor X eloszldsat egyértelmiien meghatérozza E(X), Cov(X)
és az egydimenziés margindlis fliggvényeinek tipusa, példaul normalis vagy
t-eloszlas.
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2.2 Tétel. Legyen X ~ E,(u,23,¢), B g X n tipusi mdtriz és b € R1.
Akkor

b+ BX ~ E,(b+ By, BEB”, ¢) .

Bizonyitds. Az 1. Tétel szerint b + BX sztochasztikus reprezentdcidja

b+BX =; b+ Bu+ RBAU.

Végezziik el a kovetkez6 particionalast:

X, 11 Y X
X.: = E:
() =) == 30

ahol X és 1 r x 1 tipusu vektorok, 3,1 pedig r» X r tipusu matrix.

2.1 Kovetkezmény. Legyen X ~ E,(u, 3, ¢). Akkor

Xl ~ E’r(ula E117 ¢) 5 X2 ~ E’rL—'r(/j/Qa E227 ¢) .

Az elliptikus eloszlasok margindlis eloszldsai tehat elliptikus eloszldsok és
ugyanolyan tipusiak (megegyezik a karakterisztikus generdtoruk). A kovet-
kezo6 tétel azt fogalmazza meg, hogy az X; vektorvaltozd adott Xy melletti
feltételes eloszlasa szintén elliptikus eloszlas, altaldban azonban nem az X,
tipusaval megegyez6 tipusu.

2.3 Tétel. Legyen X ~ E,(u, %, ¢), X szigorian pozitiv definit mdtriz.

Akkor
X1 | (Xe=x)~ E.(1,%,0),

ahol
=+ 21005 (x— ) b Z=3 X80Ty

Tovdbba (]B = ¢ akkor és csak akkor, ha X ~ N, (1, X).

A bizonyités és részletesebb elemzés megtalalhaté Fang, Kotz és Ng (1987)
korabban mar emlitett konyvében.

A kovetkez6 lemma azt allitja, hogy fiiggetlen, elliptikus eloszlasu, egy
pozitiv konstans erejéig megegyez6 X szérédasmatrixt valdszinilségi vek-
torvaltozdk linedris kombindcidja elliptikus eloszlasi marad.

2.1 Lemma. Legyen X ~ E, (1,3, ¢) és X ~ E,(ji, ¢, ¢) két figgetlen
valésziniiségi vektorvdltozd, ¢ > 0 dllandd. Akkor tetszdleges a,b € R esetén

aX + bX ~ E,(ap + bji, Z,¢%) ,

ahol ¢* (u) = ¢(a’u) + ¢(b*cu).
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Bizonyitds. A 2.1 Definici6 alapjan elegendé azt megmutatni, hogy min-
den t € R™ esetében
gD(LX-‘rbX—(L;L—bﬂ (t) = ‘pa(X—M) (t) gpb(X—ﬂ) (t) =
¢ ((at)"S(at)) ¢ ((bt)" (cX)(bt)) =
= ¢(a’tT3t) p(B’ctTTt) .

Legyen X ~ E,, (i, 3, ¢). Feltéve, hogy 0 < Var(X;), Var(X;) < oo,

Cov(X;, X;) Xy
\/V&I‘ Var ) \/Z,-,-Ejj '

Ez megmagyarazza, hogy miért természetes fiiggéségi mérték a linedris kor-
reldcié egyiittes nem-degeneralt (X;; > 0 minden i-re) elliptikus eloszlds
esetében. Az R matrixot (R;; = ¥;;/1/2:2;;) az X linedris korrelacios
matrixdanak nevezziik. Vegyiik észre, hogy ez a definicié altaldnosabb a
szokasosnal és az elliptikus eloszlasok esetében még nagyobb jelent&séggel
bir. Mivel az elliptikus eloszlast egyértelmiien meghatarozza u, 3 és ¢,
a nem-degeneralt elliptikus eloszlasu valdszintiségi vektorvaltozé kopuldjat
egyértelmiien meghatarozza R és ¢.

A kovetkezd szakaszban megindokoljuk a Student t-kopula vélasztasdnak
helyességét széls6séges portfolié veszteségek modellezésére.

p(Xi, Xj) =

3 Student t-kopulak

Ha X sztochasztikus reprezentacidja

N
X d K + \/EZ ’

ahol p € R*, S ~ x2 és Z ~ N, (0,X) fuggetlenek akkor X n-valtozos t,
eloszlasi varhato értékkel (ha v > 1) és —£5% kovarianciamdtrixszal (ha
v > 2). Hav < 2, akkor Cov(X) nem értelmezett. Ebben az esetben ¥ az
X eloszlasa alakparaméterének tekintendd.

A t, eloszlasu X valészintliségi vektorvaltozé kopuldja a kdvetkezéképpen
adhaté meg

Clr) =ty (6, (w), ...t (un)) ,

ahol R = Xii/\/ZuYj;, 4,j € {1,...,n} és ahol 1 g jeldli a \/v'Y/V/S
eloszlasfiiggvényét, tovabba S ~ x2 és Y ~ N,(0,R) fiiggetlenek. Itt ¢,
jeloli a t”R megegyez6 marginalis fliggvényeit, vagyis a /vY;/ V'S eloszlds-
fliggvényét. Kétvaltozos esetben a kopula a kovetkezd alakban frhaté:

t, 1(“) 2 2R t t2 _#
U, v) / / <1+s — Supst > dsdt .
vRl 2m\/1— R2, R%Q v(l = Ri,)
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Itt Rya egyszeriien a megfelelé kétvaltozds ¢, (v > 2) eloszlas linedris kor-
relacids egyttthatdja.

Ha (X1, X2)T standard kétvéltozos t-eloszldsi v szabadsdgfokkal és R
linedris korreldcié métrixszal, akkor X5 | (X1 = x) szintén t-eloszldsi v + 1
szabadsagfokkal és

v+ x?

E(X, | X, = =R
(2| 1 x) 120, 11

Var(X, | X; =12) = (1-R%,) .

Ezt felhaszndlhatjuk annak igazoldséra, hogy a t-kopula rendelkezik fels6 (és
a radilis szimmetria kovetkeztében) alsé szélfiiggéséggel:

Au =

- 1 z—R
2,_11mP(X2>1;|X1:1;):2“hmtu+l< v+1 z 121:)2

R

9 lim T v+1 +1—Rp
m =
T—00 vl I//.Z‘2 + 1 \/1 —|— ng

_ VI—ERis
27,11 <\/u+ 1$> .

A fenti Gsszefiiggés azt mutatja, hogy a fels6 szélfiiggbségi egyiitthaté Ryo
novekvé, mig a v szabadsidgfoknak csokkené fiiggvénye, amint az varhato.
Tovébbé az is 1athat6, hogy a fels6 (alsd) szélfiiggbséei egyiitthaté zérushoz
konvergal, ha a szabadsdgfok végtelenbe tart és Rio < 1. A kdvetkezd
tablazatban a kétvaltozds t-kopula felsé szélfiiggdségi egyiitthatoi talalhatdk
néhany Ris, illetve v értékre.

v Ri2=—-05| Ri2=0| Ri2=05] Ri2=09 | Ria=1
2 0.06 0.18 0.39 0.72 1
4 0.01 0.08 0.25 0.63 1
10 0.00 0.01 0.08 0.46 1
[eS) 0 0 0 0 1

1. tdbldzat. A kétviltozés t-kopula felsd szélfiiggéségi egyiitthatéjanak értékei

A tablazat utols6 sora a kétvaltozds Gauss kopulat jellemzi, amelynek
nincsen felsé szélfliggbsége (és a szélfiiggéség radidlis szimmetridja kovetkez-
tében alsé szélfiiggdsége), igy szélsdséges veszteség vizsgdlatdra a Gauss ko-
pula nem alkalmas. Az elliptikus kopuldk szélfiiggbségi egytitthatéinak rész-
letesebb vizsgdlata megtaldlhaté Embrechts, Mikosch, és Kliippelberg (1997)
konyvében.

A Cﬁ,R kopulabdl konnyen generalhaté véletlen valtozo az

Vv
X =4 p+Y=Z
SN

Osszefliggés felhaszndlasdaval. Az algoritmus a kovetkezo:



86 Varga Jozsef — Lukacs Péter

e 1 szamu eszkoz (n > 2) esetében eldszor meghatdrozzuk az eszkézhoza-
mokat, majd ezek R kovariancia matrixat.

e ElGéllitjuk az R matrix Cholesky dekompozicidjat. (Mivel R pozitiv
definit matrix, a felbontds létezik, vagyis van olyan n x n tipusa A
métrix, amellyel R = AAT))

e Generalunk n szamd, figgetlen standard normalis eloszlasi valtozot,
amelyeket a z = (21, ...,2,)T vektorban foglaljuk egybe.

o Generdlunk egy, a 21, ..., 2, valtozéktdl fiiggetlen, x? eloszldsi s valé-
szinliségi valtozot.

o Meghatdrozzuk az y = Az vektort.

e Meghatarozzuk az x = % y vektort.

e Meghatarozzuk az u; = t,(x;), i = 1,...,n koordinitékat.

o (Up,...,up)t ~ Cﬁ,R» ezzel létrehoztuk a kopulat.

4 Szélsoséges hozam veszteségek modellezése
t-kopula alkalmazasaval

A vizsgalat soran 37 kiilénb6z6 nemzetkozi t6zsdeindex hozamanak alakuldsét
elemeztiik. A t6zsdeindex adatokat? 1998. 4prilis 30-t6l 2002. februar 20-ig
vettilk figyelembe. Ez indexenként 990, Gsszesen 36631 arfolyamadatot je-
lent. Tekintettel arra, hogy az iinnepnapok —igy a t6zsdei sziinnapok is—
orszagonként jelentos eltérést mutatnak, tobb alkalommal kellett atlagoldsos
adatpotlast végezni. Az adatpoétldsok ardnya alig haladja meg a 6,5%-ot.

A tézsdeindex hozamok szadmitasakor az aldbbi formuldkat alkalmaztuk:

Py

t—1
Ty = er;

*

Ty In

=InP —InP_,

ahol

P, : a tozsdeindex arfolyama a t idépontban,
T} : a tézsdeindex hozama a ¢ id6pontban,
e+ : az USD (USA dollar) arfolyama a ¢ idépontban,

r¢ @ az USD-re atszamitott tézsdeindex arfolyam a t idépontban.
A kiilonb6z6 nemzetkdézi hozamadatok jellemzéinek 6sszehasonlithatdsdga

érdekében sziikséges, hogy egy devizabazison elemezziik 6ket. Ennek jogossa-
gat egy példaval vilagitjuk meg. Tegyiik fel, hogy két kiillonbozé tézsdeindex

2Az adatokat a Yahoo Finance internetes szolgaltaté oldalairél gytijtottiik.
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hozamainak eloszldsa normaélis, varhaté értékiik, szérasuk —mely ebben az
esetben a hozamingadozésbdl ad6dé kockézatot jol fejezi ki— azonos. Ameny-
nyiben egyik befektetésiink CHF-ben (svéjci frank), a mésik pedig egy je-
lent6sen nagyobb volatilitdsi devizdban (pl. orosz rubelben) van, nem mond-
hatjuk, hogy két befektetésiink kockdzata azonos. Amennyiben a vizsgalt
idOszak alatt a két tozsdeindex devizanemének arfolyama megvaltozik, nem
beszélhetiink azonos kockdzati szintrél. A befektet6k —mind a magénszemé-
lyek, mind pedig az intézményiek— konyvelési, pozicidnyilvantartasi rend-
szere minden esetben egy-egy konkrét valutanemhez kétodik. Ebbol adéddan
amennyiben ettol a valutanemtol eltér6 befektetést eszkdzolnek, a megtériilés
szamitasakor figyelembe kell venniiik a devizaarfolyam valtozasanak hatasait.
Két eltérd devizaju befektetés hozamainak jellemzdit csak azonos devizabé-
zison tudjuk tehdt Osszevetni. A nemzetkozi valutdris rendszer {6 jellemzéit
figyelembe véve elmondhatjuk, hogy az értékmér6 szerepkorében hosszu id6
Ota, mind a mai napig az USD szinte az egyetlen hasznalatos eszkoz. 1992-
ben a vildg nemzetkozi kereskedelmének 47,2%-a USA dolldrban bonyol6dott.
A jegybankok tartalékait 61%-ban USD-ben képezték meg 1997-ben. Mind-
ezek indokoljak az USD referencia valutanemként valé alkalmazéasat. Hozam-
adatainkat tehdt USA dollar bazison hasonlitjuk &ssze.

Els6ként az indexeket egyenlGen sulyoztuk és igy alakitottunk ki egy port-
foliét. Ennek a portfélionak a szélsOséges veszteségeit modelleztik ¢-kopu-
ldkkal. Az eredményeket a szélséséges veszteségek feltételes varhatd értékei-
vel illusztréltuk. A veszteségek feltételes varhatd értékérdl jo osszefoglaldst
taldlunk Acerbi és Tasche (Acerbi, C., Tasche, D., (2002)) tanulmdnyédban.
Esetiinkben a veszteségek feltételes varhato értékeit a megfelelé6 szamu —
csOkkend sorba rendezett— szélsGséges veszteségek atlagaval becsiiljiik.

Szélsbéséges veszteségek feltételes varhato
értékei
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1. dbra. SzélsOséges veszteségek feltételes varhaté értékei kiillonbozé szabadsagfokok esetében
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Az eredményeket az 1. dbra illusztralja. A vizszintes tengelyen azon
szélsGséges veszteségek szama szerepel, melyet figyelembe vettiink a feltételes
varhaté veszteség becslésekor. Az l-es érték azt jelenti, hogy csupén a
legszélséségesebb egyetlen veszteségadatot vettiik figyelembe. A 2, 3, ..., 10
érték esetében pedig a 2, 3, ..., 10 legnagyobb veszteség alapjan szamitottuk
a feltételes varhato veszteséget.

A szamitott eredmények alapjan lathatd, hogy a kiilonb6z6 szabadsdgfoki
kopuldk kozil leginkabb a 10 szabadsagfoku Student ¢-kopula kozeliti meg
a tényadatokat. Lathaté tovabba az is, hogy a szabadsagfok novekedésével
a modellezett szélsOséges veszteségek —melyeket a fliggbleges tengelyen mé-
riink— csokkennek. Az 5 szabadsdgfoku kopula tilbecsli, a 15 pedig jelent6-
sen alulbecsli a portfélio szélsoséges veszteségek miatti kockazatat. Meg kell
jegyeznunk, hogy a szabadsagfok novekedésével, végtelenhez vald tartasaval a
modelliink kozeliti a tobbvaltozds normalis eloszlas modelljét, ahol a hozamok
fliggdségi strukturdja normalis, a szélsGséges veszteségek fliggdségi mutatdja
zérus, tehat azok fiiggetlenek. Minél inkabb kozeledik a szabadsigfok a 2-
es (minimélis) értékéhez, egyrészt anndl inkdbb vastag eloszldsszélekkel ren-
delkeznek a portfolidt alkoto egyedi eszk6z0k hozameloszlasai, masrészt pedig
azok fiiggdsége egyre inkdbb erdsodik, a veszteségek (nem vért szélsGséges
események) egyiittes bekovetkezésének kockédzata novekszik.

A bevezetében mar utaltunk ra, hogy az 1990-es évek végén megjelentek
azok a modellek, melyek a huszadik szazad kozepétdl szinte egyeduralkodd
Markowitz modellben alkalmazott portfolié variancian, mint kockazatmér-
téken tullépnek. Rockafellar és Uryasev a feltételes kockaztatott értéket
(CVaR) minimalizalé modellt dolgozott ki (Rockafellar, R. T., Uryasev, S.,
(2000)). Az eljérés lényege, hogy rogzitett hozamszint mellett a modell gy
optimalizdlja a portfoliot, hogy a széls6séges portfdélié veszteség minimalis
legyen. Azt, hogy mit tekintiink szélsGséges veszteségnek —vagyis azt, hogy
a sorbarendezett veszteségek koziil a legnagyobbak koziil mennyit vesziink fi-
gyelembe— mi magunk hatdrozhatjuk meg. Az optimalizalé feladat linedris
programozasi modszerrel oldhaté meg, és a Markowitz modellhez hasonldéan
szerkeszthetok a hatékony feliiletek.

Esetiinkben a fent emlitett linearis programozasi probléma az aldbbiak
szerint irhaté fel:

i v+

az alabbi feltételek mellett:

L 7
[Na]® ]
z>y,
z>0,
efx=1,
r’'x=R,
z>0,
ahol
z=y — ey a -t meghaladd veszteségek mértéke,
y € R veszteségvektor,
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x € R™ sulyvektor,

1) skalar mesterséges valtozo,

e € R" egységvektor,

N az adott t6zsdeindex hozamvektora elemeinek szdma,
1 — a megbizhatdsagi szint,

r € R™ varhat6 hozam vektor,

R a portfoli6 elvart hozama,

0 € R" null-vektor.

Létrehoztunk egy olyan indexportféliét, amely 1 — o = 0,995 (99,5%-o0s)
megbizhatésagi szint mellett keriilt optimalizéldsra a fenti feladat szerint,
ami azt jelenti, hogy egy koriilbeliil 1000-es (N = 990) mintanagysig esetén
az Ot legszélsGségesebb veszteség eléfordulasanak valdszinliségét minimalizal-
ja a modell relative magas elvart napi hozam (R = 0,0008) mellett. Az
eredményeket a 2. dbra mutatja.

A 2. dbrérdl leolvashatd, hogy amig az egyenld silyozés (1d. 1. dbra) eseté-
ben a 15 szabadsagfoki Student féle t-kopula jelentGsen alabecsiilte az extrém
veszteségek miatti kockdzatot, addig az optimalizalt portfélié esetében mar
szignifikdnsan tulbecsli azt. A széls6séges portféliGveszteségeket a 15 és 25
szabadsagfok kozotti kopuldk becslik jol.

Amennyiben csokkentjiik az el6irt hozamszintet (R = 0), kevésbé kocké-
zatos portfélickhoz juthatunk. Egy ilyen alacsony hozamu, kovetkezésképpen
alacsony szélsGséges veszteségek miatti kockazati portfolio elemzésének ered-
ményeit mutatja a 3. dbra.

Széls6séges veszteségek feltételes varhato értéke
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2. dbra. Optimalizalt, magas kockazati portfélick veszteségeinek modellezése t-kopulaval
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Szélsdséges veszteségek feltételes varhato értékei
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8. dbra. Optimalizalt, alacsony kockazati portféliék veszteségeinek modellezése t-kopulaval

A két optimalizélt portfolio szélséséges veszteségeinek modellezése alapjan
arra a megallapitasra juthatunk, hogy mindkét esetben 15 és 25 szabadsagfok
kozé esik annak a Student féle t-kopulanak a szabadsdgfoka, amely jol kozeliti
a tényleges szélsGséges veszteségeket.

A fenti eredmények azt mutatjak, hogy a szélséséges portfolié veszteségnek
két alapveto oka van. Egyrészt az egyedi hozameloszlasok vastag eloszldsszél
jellegét modelleztiik azzal, hogy véges szabadsagfokui (v < 50) Student féle ¢-
margindlis eloszlasokat alkalmaztunk, masrészt pedig a szélsoséges veszteségek
—normalisnal nagyobb— egytittes bekovetkezési valdszintiségét modelleztiik
ugy, hogy a szélsOséges veszteségek fliggdségi strukturajat Student féle t-ko-
pulaval kozelitettiik. Lathattuk azt is, hogy a szabadsagfok becslések jé pré-
béajat adhatjak a kiilonb6z6 portfélié optimalizalé modellek hatdsossaganak.
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ANALYSING EXTREME PORTFOLIO LOSSES USING COPULA

Integrated risk management (IRM) is concerned with the quantitative description
of risks to a financial business. In this paper Student ¢ copula was used as a practical
instrument to generate Monte Carlo scenarios of extreme portfolio losses. It was
found that the optimal degree of freedom of the Student copula lies between 15 and
25. It was also shown that the degrees of freedom’s estimates serve as good test of
efficiency for different portfolio optimization models.
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TOKEPIACOK KOCKAZATI HATASAI A PENZUGYI
KONGLOMERATUMOKBAN!

SZULE BORBALA
Budapesti Corvinus Egyetem

A szakirodalom a pénziigyi konglomeratumokkal kapcsolatban gyakran a koc-
kazatcsokkentési tendencidkra fékuszal. A tanulmédnyban a bankok és bizto-
siték egytittmiikodésével 1étrejovo pénziigyi konglomeratumok kockazatahoz
kapcsolédban a kockazatvéllaldsi dontésekkel foglalkozom. A Ph.D.-kuta-
tdsaim soran kialakitott elemzési kereten beliill bemutatom, hogy a kong-
lomeratumon beliil 1étrejévé belso tokepiac, illetve a kiilsé finanszirozasra
lehetdséget biztositd kiils6 tokepiac jellemz6i befolyasoljak a pénziigyi konglo-
meratumban 1étrejovo kockazatvallalas mértékét: a tanulmanyban levezetem,
hogy a résztvevé intézmények kockazatvallalasanak optimalis szintje a pénz-
igyi konglomeratum létrejottekor novekedhet is.

Bevezetés

Ez az irds a pénziigyi konglomeratumok kockézatéaval foglalkozik. A bankok
és biztositok részvételével mikodo pénziigyi konglomeratumok térhoditasa
a fejlett orszdgok egy részében az utébbi években indult meg; szerteagazd
hatasaik miatt a folyamat kovetkeztében eldallé kockazat-valtozasok pedig
a kezdetektdl a szakmai érdeklédés kozéppontjaban dlltak. A banki és biz-
tositasi tevékenységgel is foglalkoz6 pénziigyi konglomeratumok létrehozasa
nem jelenti a két intézmény tokéjének, illetve allomanyainak teljes egyesitését
— az egyuttmiikodést szamos szabaly korlatozza, amelyek a kiillonb6z6 pénz-
ugyi szolgaltatasokat igénybe vevok koveteléseinek biztonsagat is hivatottak
védeni. Egyebek mellett az egy csoporton belil tobbféle pénziigyi intézményt
kombindl6 szervezetek potencialis veszélyeit tekintve a bankok és biztositok
egyuttmikodésén alapuldé pénziigyi konglomeratumok kockazatainak vizs-
galata az intézményi stabilitds esetleges valtozasa miatt is idGszerti téma.
A tanulmény a kovetkezd kérdés megvialaszoldsdhoz igyekszik hozzédjarulni:
a pénziigyi intézmények kockazata névekszik vagy csokken-e a pénziigyi kong-
lomeratumok megjelenése révén?

A tanulmany a kockézat szamos lehetséges aspektusa —példdul a bétahoz
kapcsolédé elemzések [19], illetve egyéb mutatészamok [14]— koziil a kocka-
zatvallalasra gyakorolt hatdsokkal foglalkozik. A téméhoz kapcsolédé szak-
irodalomban viszonylag ritkak azok az frasok, amelyek a banki és biztositési
tevékenység kombinaldsaval 1étrehozott szervezetek kockazatait elemzik. A
tanulmanyban ezt a kérdést egy —a Ph.D. disszertaciomban bemutatott,

1Beérkezett: 2005. janudr 20. E-mail: borbala.szule@uni-corvinus.hu.
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6nallo fejlesztésti— elméleti modell keretében vizsgilom. A kovetkezékben
elOszor pontositom a vizsgalt téma kereteit, amelyet a tanulmany eredményei-
nek bemutatasa kovet.

A pénziigyi konglomeratumok és kockazataik
a gyakorlatban

Az Eurépai Unidban a pénziigyi konglomeratumok kockazataival foglalkozd
direktiva [20] olyan csoportként definidlja a pénziigyi konglomeratumokat,
amelyeknek egyik része a biztositasi szektorba, legalabb egy masik része pedig
a banki vagy befektetési szektorba tartozik:

,,financial conglomerate shall mean a group ... at least one of the
entities in the group is within the insurance sector and at least
one is within the banking or investment services sector.”

Egy mésik definicié [7] a pénziigyi konglomeratumok fogalmat a kévet-
kezOképpen hatarozza meg:

A pénziigyi konglomerdatum a véllalkozdsok olyan, egységes ira-
nyitas és ellenOrzés alatt allo, egy gazdasagi egységet képez6 cso-
portja, amelyen beliil a vallalkozasok altal folytatott pénziigyi
tevékenység meghatdrozo (kizardlagos vagy domindns) jelentdség-
gel bir, vagy e tevékenység a fokozott (a véllalkozdsok esetében
altaldban nem alkalmazott) allami feliigyelet szempontjabél prob-
lémakat vet fel.”

A pénziigyi konglomerdtumok elterjedtsége tekintetében az egyes orszagok
szamottevoen kiilonboznek. Mig példaul az Egyesiilt Allamokban 1999-ig (a
Gramm-Leach-Bliley Act elfogadaséig) a bankok és biztositék egytittmiikodé-
sét jogilag is er6teljesen korlatoztak, mas orszagokban az 1990-es években mar
jelentés volt a pénziigyi konglomeratumok szerepe (Ausztralidban példgul
1996-ban a pénziigyi rendszer Osszes eszkozdllomanyanak mintegy 80 szazaléka
tartozott pénziigyi konglomeratumokhoz,? [2]). Az Eurépai Unié tagalla-
maiban a pénziigyi konglomeratumok elterjedtsége szintén vegyes képet mu-
tat: 2000-ben példaul Belgiumban és Hollandidban a bankbetétek teriiletén
a pénzigyi konglomeratumok részesedése meghaladta a 90 szazalékot, mig
ugyanez az ardny ekkor Németorszdgban 10 szézalék koriil volt [9]. Magyar-
orszagon tulajdonlason, illetve kozos anyavallalaton keresztil megvaldsuld
egylittmiikodés is megfigyelhetd a hitelintézetek és biztositék kozott (2003
végén az ezen egyiittmiikodésekben résztvevo hitelintézetek Magyarorszagon
meghatédrozé piaci részesedéssel birtak, [11]).

2Az ausztral intézmények esetében pénziigyi konglomerdtumnak a banki, biztositasi és
alapkezelési (funds management) tevékenység koziil legaldbb kettS tevékenységet végzd
intézményeket tekintették. A pénziigyi konglomeratumok leggyakoribb forméja a banki és
biztositasi tevékenységet kombindlta.
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A pénziigyi konglomeratumok esetében a kockazat vizsgélata azért is
fontos kérdés, mert a kiilonboz6 kockazatok kezelése a bankok és biztositék
tevékenységének is kozponti teriilete. A bankok , klasszikus” tevékenysége
abban all, hogy betétek elfogadasa és hitelek nyujtasa révén kézremiikodnek a
megtakaritasok beruhazasokks torténd alakuldsdban, ami azt is eredményezi,
hogy a bankok mérlegében az eszkozok kozott jelentGs szerepe van a hi-
telallomanynak, mig a forrasok kozott a betétek rendelkeznek nagy sillyal.
(Magyarorszagon 2003 harmadik negyedévében példaul a bankszektor eszk6z-
allomanyan beliil a hitelek 64 szazalékot, a forrasok kozott a betétek pedig
58 szazalékot képviseltek, [15].) A banki kockdzatokon beliil a hitelkockézat
jelentéségét tamasztjdk ald egy téméhoz kapcsolddé vizsgalat [13] eredményei
is, amelyek szerint a bankok esetében a kockézati profilt meghatarozé egyik
legfontosabb tényezo a piaci, illetve példaul a miikddési kockazatokon til a
hitelkockézat (a gazdasagi tOke-sziikséglet —economic capital— Gsszességében
55 szézalékban a hitelkockazatra vezethetd vissza).

A bankok és biztositdk ,,klasszikus” tevékenységének kockazatai nagyrészt
eltérnek egymadstdl: a biztositok esetében a f6 kockazati forrast a biztositési
szerz6désekben meghatarozott biztositasi kockazat és a dijtartalékok befek-
tetésébdl szérmazo befektetési kockdzat jelentik (errdl részletesebb lefras [17]-
ben és [18]-ban taldlhatd). A biztositéknal emellett kiilénbség van az életbiz-
tositék és a nem-életbiztositok kozott is [1]: a biztositdk kockédzatait elemezve
egy tanulmany [13] példdul megéllapitotta, hogy a nem-életbiztositdsok eseté-
ben a kockézati profilt erésebben befolyédsolta a nem-életbiztositasi kockazat,
mint amekkora hatasa az életbiztositasok esetében az életbiztositasi kocké-
zatnak volt. Az életbiztositoknél a kockdzati profilt nagyrészt a piaci, illetve
ALM (Asset-Liability Management: eszkoz-forrds menedzselési) kockdzatok
befolyasoltak.

A gyakorlatban a bankok és biztositok kockdzatainak koérében a , klasszi-
kus” tevékenységiikkel jaré kockazatokon tili kockdzatok is talalhatok. A
bankok esetében példaul az eszkozok kozott az értékpapir-allomanynak sze-
repe van a piaci kockazat megjelenésében, illetve a bankokndl és biztositoknal
egyarant el6fordulhatnak a masik intézménytol transzferalt kockazatok is
(a hitelkockdzat a biztositék felé példaul banki részvények vagy kotvények
vasarlasaval, a biztositasi kockazat a bankok felé pedig példaul katasztréfa-
kotvények alkalmazdsdval transzferdlhatd). A pénziigyi konglomeratumok
kockazata alapvetéen két forrasbdl szarmazhat: egyrészt a biztositok és a
bankok eredeti kockazataibdl, masrészt pedig azokbdl a hatasokbdl, amelyek
a biztositd és a bank pénziigyi konglomeratumban torténé egytittmiikodése
kovetkeztében jonnek létre. Az Eurépai Uniéban a pénziigyi konglomers-
tumok kockazatainak felmérésével foglalkozé direktiva egyebek mellett ezzel
Osszefiiggésben a tokemegfelelés, a kockazat-koncentracid, a csoporton beluli
tranzakcidk, illetve a belsé kockazatkezelési eljarasok tertiletét érinti.
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Korabbi kutatasi eredmények

A tanulmény alapkérdése a pénziigyi konglomerdtumok kockazatdhoz kapcso-
16dik; ezzel Gsszefiiggésben pedig foként ahhoz, hogy a bankok és biztositok
tevékenységének (részleges) kombindldsa noveli vagy csokkenti-e a kocka-
zatvallalast. Fzt a kérdést a tanulmany a finanszirozasi forrasokat jelento
tékepiacok hatdsanak figyelembevételével vizsgalja. Az igénybevett forrasok
koltségének az intézményi kockazatvéllaldssal valé kapcsolata (azaz a téke-
piaci ,,fegyelem”), illetve a bels6 t6kepiac kiterjedtsége alapjan a tanulmény
az optimdlis kockazatvallalds szintjének alakuldsdt elemzi. A szakirodalom
ezen témahoz kapcsolddé eddigi eredményei a tanulmanyban felvazolt kérdés-
nek altaldban az egyik részét hangsulyozzdk; az eddigi elemzések foként vagy
a pénziigyi konglomerdatumok kockdzatmddosité hatdséval (példdul [6,3]),
vagy pedig a tokepiacok konglomeratumok miikodésére gyakorolt hatasaval
foglalkoztak (példaul [5]).

A szakirodalomban a bankok és biztositok egylittmiikodésének vizsgs-
latdval kapcsolatban elterjedt a portfélidelméleti megkozelités (ennek alap-
jait [10] irja le), amely a kockdzatcsokkenés mértékét az egyes befektetési
lehetdségek hozamai k6zotti korrelacié mértékével hozza Gsszefiiggésbe. Ezen
elméletnek a pénziigyi konglomeratumok kutatasaban valé megjelenését az
jellemzi, hogy a bankok és biztositdk egyiittmiikodésének kockazatcsokkento
hatasat hangsilyozzdk, amennyiben az empirikus vizsgdlatok a két intézmény
hozamai kozott alacsony korreldciét mutatnak (példaul [6]).

Az egyik probléma ezzel a megkozelitéssel az, hogy a tényleges hatdsok
kore szélesebb is lehet, mint ami az elmélet keretei kozott eléfordulhat. A
pénziigyi konglomeratumok kockazataival foglalkozé egyes szerzék [3] a koc-
kazatcsokkentd hatason til a kockdzat novekedése iranyaba haté tényezokre
is felhivjak a figyelmet: leirasuk szerint a kockazat novekedhet, ha a két in-
tézmény kozott olyan egyiittmiikodés van, amely alapjan barmely intézmény
problémai a mésik (egyébként ,,egészséges”) intézményt is érintik — ez ekkor
a problémak pénziigyi szektorok kozotti dtterjedését is jelentheti. A portfolio-
elmélettdl kiilonboz6 szemléletben [8] szintén a kockézatvaltozas egyik lehet-
séges iranyat emeli ki: a bank és biztosité néhany kivalasztott jellemzoje
alapjan egy periodusos modellben, altaldban konstansnak feltételezett para-
méterek mellett azt mutatja be, hogy az egylttmilkodés soran a tevékenység
kockazata a modell paramétereinek megfelel6 beallitasa esetében csckkenhet.
Altalaban véve az el6z6 tanulmanyok hidnyossaga, hogy nem foglalkoznak
részletesen a pénziigyi konglomeratumot alkoté intézmények dontéshozatali
mechanizmusaival, illetve néhany kérdést (példdul a bels6 t6kepiac hatésait)
figyelmen kiviil hagyjak.

A tokepiacok jellemzdinek a vallalatok értékére gyakorolt hatasdval fog-
lalkoz6 szakirodalom mar konyvtarnyi terjedelmii, ezen beliill a konglome-

3Az emlitett tanulmanyok esetében a hozam tébbnyire a banki és biztositasi tevékeny-
ség, valamint az eszkozok befektetésének eredményességét is titkrozi, azonban mivel az
elemzésekben szerepld intézmények kozott gyakran nincsenek tulajdonosi kapcsolatok, igy
a ko6z0s tulajdonlason alapuld pénziigyi csoportokban eléfordulé belsé tranzakciok hatasat
ezen tanulmanyok eredményei sok esetben nem tartalmazzak.
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ratumok létrejottéhez kapcsoldédd frasok is nagy szamban vannak jelen. A
pénziigyi konglomeratumok kockazatéanak elemzésekor ezen tanulményok ko-
vetkeztetései esetében az jelenti az egyik legfontosabb problémat, hogy a
pénziigyi konglomeratumot alkot6 pénziigyi intézmények (bankok, biztositék)
miikodése jelentésen eltér a nem pénziigyi vallalatokétol. Ezt a jelenséget
szemlélteti az is, hogy mikozben a nem pénziigyi vallalatok konglomera-
tumainak elterjedését egyes elméletek a kiils6 finanszirozési forrast jelentd
t6kepiac nem tokéletes (példdul aszimmetrikus informéltsiggal jellemezhetd)
miikédésével hoztdk Osszefiiggésbe,* a pénziigyi konglomerdtumok fejlédése
éppen a tékepiac hatékonyabba véldsakor kezdett dinamikusabb4 vélni (mivel
a nem pénzigyi vallalatok szamara példaul maguk a bankok jelentik egy
részét a kiils6 finanszirozdst lehetévé tevé tékepiacnak, [12]).

A konglomerdtumok létrejottével foglalkozé publikécidk kozott taldlhatdk
olyan irasok, amelyek a kockazati hatasokkal foglalkoznak, ezek a tanulmé-
nyok azonban a pénziigyi konglomeratumokban résztvevé bankok és biztosi-
tok miikodési sajatossagaibdl adodd hatdsokat még nem vizsgaltdk részlete-
sen. Ezen tanulményok koziil példéul [5] modelljében a nem pénziigyi konglo-
meratumok kockazataval kapcsolatban a kiils6 tokepiac fegyelmének hatasara
hivja fel a figyelmet. Ez a modell feltételezi, hogy a konglomeratumot két
részleg alkotja, amelyek koziil az egyik pénzaramldsa exogén modon adott,
a masik pedig megvaldsit egy egy periédus milva hozamot realizdlé pro-
jektet gy, hogy a részleg vezetdje dont a projekttel kapcsolatos (koltséges)
monitorozas intenzitdsardl, ami befolydsolja a projekt kockdzatat. A moni-
torozas intenzitasatol fliggéen meghatarozhatd az egyes részlegek, illetve a
konglomeratum forraskoltsége, illetve adott a projektet megvaldsitéd részleg
késébbi miikodtetésének varhatéd értéke is. Ilyen feltételek mellett megha-
tarozhaté a projekt monitorozasi intenzitdsanak optimélis mértéke, amely
a modellben a kockazatrol, illetve a kockazatvallalasrél nyijt informaciét.
Ezen modell egyik {6 kovetkeztetése, hogy a konglomeratumban az elobb
bemutatott médon definidlt kockdzat (amit a monitorozési intenzitéds jelez)
elsGsorban gyenge tOkepiaci fegyelem és néhany egyéb feltétel egyiittes megléte
esetén csokkenhet, egyéb esetekben a kockazat novekedhet. E modell kovet-
keztetéseinek pénziigyi konglomeratumokra valé alkalmazasat neheziti, hogy
az elemzés kerete (példdul a modell specifikicidja, a kockdzat definicidja) nem
veszi figyelembe a bankok és biztositok tevékenységének specidlis jellemzbit.
A tanulmdnyban a kovetkezékben szereplé modell kimondottan a bankok
és biztositék sajatos mitkodési feltételei altal meghatarozott koriilmények
kozott mutatja be a pénziigyi konglomeratumok kialakulasa kovetkeztében
potencialisan 1étrejovo kockazati hatasokat.

4Ekkor a konglomeratum létrejéttével kevésbé volatilissé valhat a vallalati pénzaramlés,
aminek kovetkeztében kevésbé lesz sziikség a nem tokéletesen miikods kiilsé tékepiaci
finanszirozédsra, igy végsd soron a forrdskoltség (vagyis példdul a finanszirozdsi forrdsok
utén fizetendd kamat) csokkenhet.
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A modell feltételrendszere

A korabbi szakirodalom attekintése utan ez a rész a tanulméany elméleti ered-
ményeinek levezetésére alkalmazott keret ismertetését tartalmazza. A bemu-
tatott modell a szakirodalomban eddig megjelent, a bankok és biztositok mii-
kodésével foglalkozé elméleti frasok alapjairdl kiindulva olyan keretet alakit ki
a tanulmanyban felvetett kérdés elemzésére, amelyet ilyen formaban tudoma-
som szerint még nem mutattak be és nem is publikéltak. A modellezés soran
arra torekedtem, hogy a banki és a biztositasi tevékenységek legfontosabb-
nak tartott vondsait emeljem ki. A modell emiatt nem véllalkozik arra,
hogy a gyakorlatban tapasztalhaté helyzetek pontos masa legyen, ehelyett
a banki és biztositasi tevékenység legfontosabb vondsainak egyiittes hatdsa
kovetkeztében kialakuld fo6bb tendencidk és jelenségek bemutatasat célozza.
Mivel a modell csak a legfontosabb sajatossagok kiemelésére torekszik, ezért a
modell alapjan eloallitott eredmények koziil azok lehetnek igazan érdekesek,
amelyek a potencialis kedvezotlen folyamatokra hivjdk fel a figyelmet.

A modellben alkalmazott fontosabb definiciék

A kockazatvéllalast a modellben a bank &ltal megéllapitott hitelkamat méri.
A (kereskedelmi) bankok kockdzatdnak egyik meghatérozé tényezdje a hitel-
kockéazat, amely a modellben a banktol felvett hitelek visszafizetésének el-
maraddsaként nyilvdanulhat meg.> A bank kockazatvéllaldsanak novekedése
a modellben azt jelenti, hogy a bank nagyobb hitelkamatot hatdroz meg,
ezaltal pedig csokken a hitelvisszafizetés valdsziniisége.

A modellben a bank miikédtetésében a bank sajat t6kéjén til tovabbi for-
rasok is szerepet jatszanak. A betétallomanyon til a banknak a révid tavi
likviditasi problémak esetében likviditasi hitelre, illetve a pénziigyi konglo-
meratumon beliil hozzaférhet6 bels§ forrdsokra lehet sziiksége. A modell-
ben tdékepiacnak nevezzilk az intézmények finanszirozasdban szerepet jatszéd
egyes forrasok beszerzésének helyét. A kiilsé tékepiacrdl valé forrdsszerzés a
modellben azt jelenti, hogy a likviditasi hitelt a bank nem a pénziigyi kong-
lomeratumon beliilrél (a biztositétdl) szerzi be, hanem a banktdl fiiggetlen
piaci szerepléktdl (példaul més bankoktdl). A belsd tékepiac esetében a bank
szamara a pénziigyi konglomeratumban miikodo biztositoé nyujt finanszirozasi
forrast (a modell figyelembe veszi azt is, hogy a belsé tékepiac méretét a
gyakorlatban a jogi szabélyozds tobbnyire erésen korlatozza).

A forrdskoltség a modellben a kiilonbozé finanszirozési forrasok utén fize-
tend6 kamatokat jelenti.

A tékepiaci fegyelem a modellben azt mutatja meg, hogy a bank kockazat-
vallaldsanak hatdsa miként tiikrozodik a kiilonbozé forrasok utan fizetendd

5A gyakorlatban a hitelvisszafizetés valészintiségét tobb (példaul makrogazdasagi,
ipardgi, a hitelfelvevére, illetve a hitelkonstrukciéra egyedileg jellemz3) tényezd egyiittesen
hatarozza meg; a bank &ltal meghatdrozott hitelkamat egyike ezeknek a tényez8knek. A
bank dltal megéllapitott hitelkamatnak a hitelvisszafizetés valészintliségére gyakorolt hatdsa
a modellben a banki déntéshozatal kévetkezményeinek elemzése érdekében jut kiemelt
szerephez.
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kamatokban (vagyis a kockazatvéllalds hogyan hat a forraskoltségre). A
tokepiaci fegyelem hatdsat a kiilsé és bels6 tokepiac esetében elemzi a modell.
A tékepiaci fegyelem hidnya azt jelenti a modellben, hogy a bank kockézat-
vallalasanak véaltozasa nem befolyasolja az érintett tOkepiaci forraskoltséget,
a tokepiaci fegyelem megléte pedig azt jelenti, hogy ha a bank kockazatvélla-
lasa n6, akkor az érintett tékepiaci forraskoltség is emelkedik. Ha a tékepiaci
fegyelem er6sodik, akkor ez a modellben azt jelenti, hogy a bank kockéazat-
vallaldsa névekedésének hatasara az érintett tokepiaci forraskoltségben beko-
vetkez6 emelkedés nagyobb lesz, mint kordbban. A tékéletes belsd tékepiaci
fegyelem azt jelenti a modellben, hogy a bels6 tokepiac fegyelme megegyezik
a kiilso tokepiac fegyelmével.

A bank modellje

A bankot alapvetéen kereskedelmi banknak tekintjiik: a bank betéteket gytijt,
amelyeket sajat tokéjével egyiitt —a likviditasi szabalyok alkalmazasa mel-
lett— hitelek nyujtésara fordit. A modell feltevései szerint a betétesek a
betéteket a hitelek visszafizetése el6tt kivehetik a bankbdl.® A modellben a
bank a hosszu tavu hitelkihelyezések és a rovid tavra elhelyezett betétek leja-
ratanak kiilonbozésége miatt rovid tavon likviditasi kockdzatnak van kitéve,
amelynek kezelésére a likviditasi tartalék szolgal (ezt a tartalék-el6irasoknak
megfelelden az aktudlis betétdlloményt figyelembe véve képezik). A mo-
dell feltételezi, hogy a bank sziikség esetén likviditasi hitelhez juthat, amely
esetében a fizetend6 kamat tokepiaci fegyelem meglétekor a bank kockéazat-
véallaldsanak névekvo fiiggvénye. A bankot a betétek piacdn ,,arelfogadénak”
tételezziik fel, ami azt is jelenti, hogy a betétgytjtéssel torténd forrasszerzés
koltsége nem valtozik a betétdllomany novekedésével. A hitelallomény a
feltételezések szerint azonos kockézati hitelekbdl tevodik Ossze és azonos a
felvett hitel Gsszege is. A modellben a hiteleket vagy teljesen —kamatokkal
egyutt— visszafizetik, vagy pedig egyaltalan nem fizetik vissza a lejarat végén
(a lejérat végéig a hitelek nem likvidek: a bank ezen eszkozeit lejérat el6tt
nem tudja ,,pénzzé tenni”). A bank &ltal meghatdrozott hitelkamat (rg,
(1 +7rg) = Ry)" a modellben a szakirodalom t&bb frdsdban (példaul [4,16])
megfogalmazott feltevésekhez hasonléan hatdssal van a hitelvisszafizetés va-
16szintiségére. Jeldlje &1; a j-edik folydsitott hitel esetében a kévetkezd (ka-

6 A modell feltételezi a fejlett gazdasdgokban elterjedt betétbiztositasi rendszer meglétét,
igy a betétekre fizetend$ kamat nagysigit a bank kockdzatvallaldsa nem befolydsolja. A
modell feltevései alapjan a betétesek értesiilhetnek a bank altal felszamitott hitelkamat
nagysagardl is, és a novekvs hitelkamat a betétesek egy részét a betétek visszavondsara
0sztonodzheti még akkor is, ha a betétbiztositdsi rendszer megléte miatt a betéteket kamattal
egyltt mindenféleképpen visszakapndk. A modellben a révid tdvon a bankban megmaradé
betétek ardnydt x(Rp) jeloli; e fliggvényrdl feltételezziik, hogy az Ry szerinti elsé és
masodik derivéltja is negativ.

7Az érdemi kovetkeztetések médositasa nélkiil a jelolések egyszertisitése érdekében az
elemzésben rpy hitelkamat helyett az Ry = 1 + rgy értéket alkalmazzuk. Ry > 1 azt
a szorzészamot jelenti, amellyel a felvett hitel Osszegét megszorozva meghatarozhaté a
hitelvisszafizetés esetén a banknak jar6é pénzosszeg.
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rakterisztikus) valészintiségi valtozot:®

€ = 0, ha a hitelt visszafizetik
15711, ha a hitelt nem fizetik vissza.

Legyen & ; valészintisége P(&;) = pu (R ), a folyésitott hitelek szama n,
és jelolje &1 a & valdszintiségi valtozok Osszegét:

S =n+&a+.. .+

Ebben az esetben a & valdszintiségi valtozé eloszlasa binomialis,® varhaté
értéke pedig npy (Ry). A modellben feltételezziik, hogy

dpr (Bi) _ o o *pr(Rp)

>0,
dRy dR2,

vagyis hogy ha a bank megemeli a hitelkamatot, akkor egy eredetileg maga-
sabb szinten 1év6 hitelkamat esetében nagyobb mértékben novekszik a hitel
vissza nem fizetésének esélye, mint egy eredetileg alacsonyabb szinten 1évo
hitelkamat esetében.!”

A hitelek visszafizetését a modellben idében megel6zi a betétalloméany egy
részének esetleges visszavondsa, igy a hitelek visszafizetésébdl befolyd osszeg-
nek a kamattal novelt betétallomanyon kifizetésén til a visszavont betétéallo-
mény miatt felvett tovabbi hitelek (példaul a kiilsé t6ékepiacrdl bevont likvi-
ditési hitelek, vagy esetlegesen a belsd tokepiacrdl szerzett tovabbi forrasok)
kifizetésére is fedezetet kell nydjtania. A hitelek és kamataik visszafizetésébol
a bank kotelezettségeinek kifizetése utdn megmaradé Gsszeg (pénztébblet) a
bank profitja. A modell feltevései szerint a bank a kockizatvallalast jelent6
déntéseivel a hitelek visszafizetésekor varhaté pénztobbletének!! (a vérhaté
profitjanak) maximalizdldséra torekszik.

A biztosité modellje

A biztosité modellje a bankéhoz hasonléan azon az elven alapul, hogy a mo-
dellnek a szektor legfontosabb jellemzéit kell kiemelnie. A biztositasok a gya-
korlatban rendkiviil sokféle formaban jelenhetnek meg, a modell azonban nem
deklaralja kiilon, hogy melyik biztositasi fajtardl van sz6, hanem a biztositési
tevékenység dltaldnos vondsait (a bankokénél likvidebb eszkézélloményt és a
bankokéndl hosszabb futamideji forrdsdlloményt) emeli ki. A modellben a
biztositd a biztositasmatematikai modszerek alapjan megallapitott egyszeri
dijat beszedi a biztositasi szerzodést kot tigyféltdl, amelybdl dijtartalékot

8 A hiteldllomény felépitésének modellezése [8] modelljéhez hasonléan torténik.
9A karakterisztikus valtozék Ssszegének eloszlasa binomislis eloszlast ad.
10A hitel vissza nem fizetésének valésziniisége természetesen maximum 1 lehet.
1Az elemzés széhasznalatiban a pénztobblet és a profit fogalma hasonlé értelemben
fordul els. A ,,pénztobblet” kifejezés gyakoribb emlitésének a hatterében az all, hogy kife-
jez6bbnek, illetve a ,,profit” kifejezéssel szemben a gazdasigi széhaszndlat més teriiletein
val6 ritkdbb alkalmazdsa kovetkeztében a jelenség leirdsdra alkalmasabbnak tartottam.
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képez és ezt sajat tékéjével egyiitt befekteti. A befektetési hozamok a modell-
ben egy befektetési periddus sordn kétfélék lehetnek: a hozamok vagy ,ked-
vezOen”, vagy ,.kedvezotlenil” alakulnak; a befektetések tehat kockazatosak,
ugyanakkor a feltevések szerint révid tdvon likvidek is. A modellben jeldlje
&2, a j-edik biztositdsi kétvény esetében a kovetkezd (karakterisztikus) valé-
szinliségi véltozot:
~_J 1 , haa j-edik kétvénynél bekovetkezik a biztositasi esemény

b2y = { 0 , ha nem kovetkezik be a biztositasi esemény.

Legyen &y; valoszintisége P(&s;) = p, a biztositdsi szerzédések szdma m,
és jelolje &; a &o; valdszinliségi valtozok Osszegét:

=81+ &+ ... & -

Ebben az esetben a & valdszinliségi valtozé eloszlasa binomidalis, varhaté
értéke pedig mp. A biztositéasi kifizetések a biztositdsi szerzédésre jellemz6
valbszintiségi valtozotdl fliggnek, és idében a bank hiteleinek visszafizetésekor
esedékesek.'? A bank modelljéhez hasonléan a biztosité esetében is kiszdmit-
haté a bank hiteleinek visszafizetése id6pontjéban esedékes pénztobbletnek (a
biztosité profitjAnak) a nagysdga. A biztosité modellje alapjan meghatéroz-
haté azon Osszeg is, amelyet a jogszabalyi korlatozasok figyelembevételével
a biztosité a bank szdmara a pénziigyi konglomeratum belsé tokepiacan a
bankban befektethet.

A pénziigyi konglomeratum modellje

A pénziigyi konglomerdtum a modellben definicidszertien a bank és a biz-
tositd intézményébol Osszedllitott ,,szervezeti egység”, amely azonban nem
jogi egység: azt feltételezzik, hogy a bank és a biztosité ekkor ugyanazon
(teljes egészében sajit t6kébol finanszirozott) holdingtarsasdg 100 szdzalékos
tulajdondban van. A feltételezések szerint a pénziigyi konglomeratumban
résztvevd bank és biztosité eszkozei teljesen elkiiloniilnek egymastdl, azon-
ban eredményiik felett a holding rendelkezik. Ez azt jelenti, hogy példaul
ha a banknak pozitiv eredménye keletkezik mikozben a biztositéndl nem
tudnak minden fizetési kotelezettségiiknek eleget tenni, akkor a bank pozitiv
eredményébdl (amelyre a bankban a fizetési kotelezettségek kiegyenlitésénél
mér nincs sziikség) a biztositéndl hidnyzé Osszeget kifizethetik. Technikai
szempontbdl ez a feltevés annyiban redlisnak tekinthetd, hogy a bank nyere-
ségével a tulajdonos (ebben az esetben a holding) rendelkezik, amely azt
fordithatja példdaul a biztositéndl tOkeemelésre is. Ez a mivelet ekkor a
modellben a bank biztonsdgos miikodését sem veszélyezteti, mivel csak a
keletkezett nyereséget vonhatjdk el a banktol, azokat az eszk6zoket nem, ame-
lyek a betétesek felé fennallo, illetve az egyéb kotelezettségeik kiegyenlitésére

12A modellben azonban nincs kozvetlen kapcsolat a banki hitelek és a biztositasi
kotvények kozott.
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szolgalnak.'?

A pénziigyi konglomeratum miikédését a modellben tehat & és & vald-
szinliségi valtozo is befolyasolja. A pénziigyi konglomerdtumban a bank koc-
kazatvallalasat befolyasol6 fontos tényezo, hogy a létrejovo belso tékepiacon
(a biztositd rovid tavon is likvid eszkozallomédnya miatt) a bank forrdsokhoz
juthat (természetesen csak a jogszabdlyokban meghatarozott korldtozasok fi-
gyelembevételével).

Egyéb feltevések

A modellben kitlintetett szerepe van a kiilénbozé feltételezett események
és az id6 kapcsolatdnak. A modellben adottnak tekintiink egy ,,hosszi”
idotavot, amely egyrészt a banki hitelek lejaratat, masrészt pedig a biz-
tositdsi szolgaltatdsi kotelezettségek kifizetésének idejét is jelenti. A dol-
gozatban vizsgalt modell ezen kiviil kijeldl egy ,,révid” idotavot is, amelynek
végén a bank rovid lejarati betétei esedékesek lehetnek; a révid tav ilyen
modon azokat az idépontokat reprezentalja, amikor a bankbetétek visszavon-
haték lennének. A bank és a biztositd, valamint a pénziigyi konglomerdtum
miikédését tehat dinamikus modell keretében vizsgdljuk, ami azt jelenti,
hogy a kiilonb6z6 hatdsokat nem statikus médon, azaz egyetlen kivalasztott
idopillanatban elemezziik, hanem ehelyett kivdlasztunk egy kitiintetett je-
lentdségli id6tavot (ez lesz az illikvid hitelek lejarati ideje) és az addig elteld
id6szakot tobb részre bontjuk gy, hogy a kordbbi részperiédusban bekovet-
kezett események kihatnak a késObbi részperiédus eredményére is.

Eredmények

A tanulmédny ezen része a bemutatott modellfeltevések mellett levezetett
eredményeket tartalmazza. Az elemzések kiindulépontja az a helyzet, amely-
ben a bank és a biztosit6 az el6z6ekben leirt médon és kiilonallé intézményként
miikodik, a bank a kiilsé tokepiaci kapcsolatai soran pedig nem szembesiil
a piaci ,,fegyelemmel”, azaz a kockazatvallalasi dontései nem hatnak a lik-
vidit4si hitel utdn fizetend6 kamat nagysagara (ennek értéke tehat az elemzés
kezd6 1épésében konstans). Ebben a helyzetben a bank hosszi tdvon, a hitelei
lejaratakor varhaté pénztobblete a kovetkezéképpen frhato fel:

B(RH) = nHRH(l —pH(RH)) + Box(RH)tRB — BO(RB — l)x(RH) —
— Box(Ru)Rp — Bo(z(Ru)t+ (1 — x(Rg))Rp — tRp) Riiky

ahol:14

13Magyarorszagon az 1997. évi CXLIV.torvény 296.§ alapjan a 100 szdzalékos tulajdon-
ban 1év6 lednyvallalat kotelezettségeiért még korlatolt felelésséggel rendelkezé tarsasagok
esetében is korldtlannd tehetd az anyavallalat felelGssége.

14A modellben szerepld kamatok esetében az &attekinthetdbb ifrasméd érdekében az
elemzésekben az egységnyi befektetésnek (illetve példdul hitelnek) a rd vonatkozdé ka-
mattal novelt értékei szerepelnek (tehat példdul rpy hitelkamat helyett az elemzésekben
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n : a bank kihelyezett hiteleinek szama
H : egy kihelyezett hitel 6sszege

Ry : ahitelek lejaratakor a hiteladds altal egy egységnyi hitel utan fizetendé
teljes sszeg (Ry = (1 + ry), ahol ry a hitel teljes —hosszi tdvi—
futamidejére vonatkozé kamat)

pa(Rpy) : a hitelnemfizetési valdsziniiség

By : kezdeti betétallomany nagysaga

2(Rp) : a modellben révid tdvon a bankban megmaradé betétek ardnya
t : a betétallomany kotelezd tartalék-ratdja

Rp : egységnyi betét elhelyezésébdl szirmazé ésszeg (Rp = 1+ rp, ahol rp
a betétekre rovid tdvon jéaré kamat)

Rk + egységnyi felvett likviditédsi hitel utdn fizetendd teljes Osszeg (Ryixy =
1+ 750, ahol r;1,, a kamat)

A bank hiteleinek visszafizetésekor befoly6 0sszegek novelik a bank pénz-
tobbletét. A modell feltevései szerint a bank az aktudlis betétallomany utan
likviditési tartalékot képez (a likviditédsi tartalék a tartalék képzésének id6-
pontjdban meglévé betétallomdny t szdzalékat teszi ki), amelyet a hitelek
lejaratakor szintén feloldhat.!> A modellben a bank pénztobbletét a bank
altal bevont idegen forrdsok (betétek és likviditdsi hitelek) utdn fizetendd
pénzosszegek csokkentik.

Az el6z6 részekben lefrtak szerint feltételezziik, hogy dpy(Ry)/dRy > 0
és d*pp (Ry)/dR% > 0, dz(Ry)/dRy < 0 és d*>x(Ry)/dR% < 0.

A modellben a bank szdméra az a kockazatvéllaldsi szint optimalis, amely
mellett a hitelek lejdratakor vdrhaté pénztébblete maximalis (a bank op-
timélis kockdzatvallaldsa tehdt B(Rpy) fliggvény maximumaénak keresésével
szamithaté ki; a levezetés menetét a Fliggelék tartalmazza):

ROPt _ 1 —pu(Ru) 4 dr(Ru) Bo(tRp —2Rp + 1+ RpRiiky — tRiiko)
H =™ dpu(Ru) dRy anpfiI}gRHZ ’
dRy H

A kiils6 és bels6 tékepiacok vizsgélt jellemzbinek hatdsara a bank optimalis
kockazatvéllalasanak szintjében bekovetkez6 valtozast a tovabbiakban ezen
—a kiils6 tokepiaci fegyelem és a bels6 tokepiac nélkiili— esetben kiszamitott
optimdlis banki kockézatvéllalasi szinthez viszonyitjuk.

Ry =1+ ry érték szerepel). A kiilonb6zd befektetések (illetve példdul hitelek) esetében
a modellben a szadmukra relevdns periédus alatt az adott kamattal, illetve hozammal
szamitott novekedés mértékének van jelentésége, igy a modellben a kamatok, illetve a
hozamok az adott befektetés (illetve példdul hitel) esetében relevéns idStartamra vonatkoz-
nak (Ry példdul azt mutatja meg, hogy az egységnyi felvett hitel torlesztésekor Gsszesen
mekkora Gsszeget kell fizetnie a hiteladésnak).

15 Amennyiben a modellben szerepls bank a késébbi —az elemzésekben nem vizsgalt—
idépontokban is folytatnd tevékenységét, akkor a kés6bb bevont betétidllomany egy részét
ismét likviditasi tartalékba helyezné.
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A kiils6 tokepiaci fegyelem hatasa

A modell keretei kozott a finanszirozdasban a tokepiaci fegyelem jelensége
ahhoz kapcsolédik, hogy a forrdskoltség (azaz a forrdsok utan fizetendé ka-
mat) mértéke hogyan fiigg Ossze a bank kockdzatvallaldsiaval. A bank sajit
tokén kiviili forrasai a modellben betétek, kiilso tékepiacon felvett likviditasi
hitelek vagy a pénziigyi konglomeratumokban a belsé tékepiacrol kapott
forrasok lehetnek; ezeknek a forrdsoknak a koltsége (az utdnuk fizetendé ka-
mat mértéke) a modellben kiilonbozéen alakulhat. A modell feltételezi, hogy
a betéteseknek fizetett kamat mértéke nem fiigg a bank kockazatvallalasatol
(amit példdul a betétbiztositds rendszerének feltételezett megléte indokol-
hat). A pénziigyi konglomerdtumon beliil a biztosit6t6l kapott forrdsokkal
a kovetkezo részekben foglalkozunk, igy a piaci fegyelem jelenségét ebben a
részben a kiilsé tokepiacrdl felvett likviditasi hitel vonatkozasaban vizsgaljuk
meg. A modellben a likviditdsi hitelek esetében a ,,piaci fegyelem” azt je-
lenti, hogy a forrasbevondas kamata fligg a bank kockazatvallalasatdl; e kap-
csolatot az Rk, (Rp) fiiggvény irja le. E fliggvény esetében a modell fel-
tevései szerint dRyx,(Ry)/dRy > 0 és d* Ry (Ry)/dR2, > 0, vagyis azt
feltételezziik, hogy ha a bank nagyobb kockazatot vallal, akkor ennek ko-
vetkeztében a likviditasi hitelek utan magasabb kamatot kell fizetnie, és ez a
hatés a felszamitott hitelkamat névekedése esetén erdsodik. A kiilsé tékepiaci
fegyelem feltételezése mellett a bank (hitelek lejératakor esedékes) pénztobb-
letének értékét maximalizdld, optimélis kockazatvallaldsanak mértéke (R%")
a kovetkez&képpen hatdrozhaté meg (bizonyitds a Figgelékben):

1 —pu(Ry)  de(Ruy) Bo(tRp —2Rp +1+4 RpRik(Ru) — tRiike(Ru))

div{;l}gRH! dRy anP{;I}(zRH!
H H
ARy (Ry) Bo(Rp(l — x(Ry)) — tRp + ta(Ry))
dRy anzd’pgl(%RH -
H

A modellben a kiilsé tékepiaci fegyelem hatdsanak figyelembe vétele nélkiil
szintén meghatarozhaté volt a bank optimalis kockazatvallaldsanak mértéke.
E két optimalis kockazatvallalasi szint Osszevetésével a kiilsé tékepiaci fe-
gyelem hatdsardl juthatunk koévetkeztetésekre. Amennyiben az optimalis
kockazatvéllalasi szinteket leird képleteket Gsszehasonlitjuk, megallapithato
hogy a bank optimélis kockazatvallalasat a kiilsé tokepiaci fegyelem esetében
leir6 képlet egy olyan tagot is tartalmaz, amely a kiindulé képletben nem
volt jelen. Megallapithatd, hogy ezen kilonbozet elGjele negativ:

_dRyiky(Ru) Bo(Rp(l —x(Ru)) — tRp +tx(Ry))

dRy nH dpulin)
dRp

<0.

A modell konstrukci6jabdl adédéan, valamint dpy(Rg)/dRyg > 0 és
d*pp(Ry)/dR%, > 0, de(Rg)/dRy < 0 és d*xz(Ry)/dR% < 0, valamint
dRyiko(Ry)/dRy > 0 és d®Ryke(Ry)/dR% > 0 teljesiilése kovetkeztében
megallapithatd, hogy a kiilsé tokepiaci fegyelem megléte, illetve erésodése
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esetén a bank optimélis kockézatvéllalasa csokken. Ez a jelenség azzal fligg
Ossze, hogy a kockazatvallalas a kiils6 tokepiaci fegyelem miatt ,,koltségesebb”
mint a kiinduld helyzetben: magasabb kockazatvéllalds esetén nagyobb for-
raskoltséggel kell szamolni.

A belso tokepiac hatasa

A konglomeratumok létrehozdsakor a kockazatot befolydsolé egyik fontos
hatds a bels6 tokepiac jelenségéhez kapcsolédik. A belsé tékepiac megléte
esetén a nem pénziigyi konglomeratum részlegei nemcsak a kiils6 tOkepiacrol
juthatnak finanszirozasi forrasokhoz, hanem felhasznédlhatjak mas részlegek
rendelkezésre 8116 pénzeszkozeit is. A pénziigyi konglomerdatumok esetében a
bels6 tékepiac szerepe nagymértékben korlatozott; a bank és a biztosité mi-
kodése soran kiemelt szerepet kapnak az tiigyfelek koveteléseinek védelmével
foglalkozé rendelkezések. A modellben a bels6 tékepiac gy jelenik meg, hogy
a biztositdo a bank szamara révid tavon a likviditasi igénye felmeriilésekor
forrasokat biztosithat; a jogszabdlyi el6irdasok alapjan azonban legfeljebb a
biztositd befektetésre szant eszkozeinek egy bizonyos hanyada helyezhetd el
példaul bankbetétként. Ezen jogszabdlyi korlatozast olyan mdédon tartal-
mazzak a feltevések, hogy a biztosité befektetésre szant eszkozeinek legfeljebb
meghatarozott részét lehet a bank szamara, rovid tavi likviditasi igényének
fedezésére rendelkezésre bocsdtani. A pénziigyi konglomerdtumon beliil 16t-
rejové belsd tékepiacon a biztositétdl a bank a feltevések szerint Ry, (Ry)
kamaton kaphat hitelt. A modell feltételezi, hogy dRpi.+(Rpg)/dRy > 0 és
d*Ryie(Ry)/dR% > 0, vagyis a bels6 tékepiacon a kiilsé tékepiachoz ha-
sonléan érvényesiil az, hogy a bank magasabb kockazatvéllaldsa esetében
nagyobb kamatot szdmitanak fel a banknak nyuijtott forrds utan, valamint
a forraskoltség emelkedése egy eredetileg is magas kockazatvallalas tovabbi
novekedése esetében nagyobb. A konglomerdtum kockazata szempontjabdl
a belso és a kiils6 tékepiac egymashoz viszonyitott fegyelmének kérdése az
Ryi+(Rp) és az Ryiko(Rp) egyméshoz képesti alakuldsdhoz kapcsolddik.

A pénziigyi konglomeratum létrejottét kovetéen a modellben jeldlje BIZT
annak az Osszegnek a nagysagat, amelyet a jogszabalyi korlatozasok figyelem-
bevétele mellett a biztositd a bank szamara a betétek hitelvisszafizetés el6tti
idépontban torténé visszavondsa esetén forrdsként nyujthat. A belsd tékepiac
nagysagat és az intézmények kozotti belso tranzakcidkra vonatkozo jogszabé-
lyi korlatozasok hatasat is tiukrozé BIZT értéke befolyasolja a bank hosszu
tavon varhatd pénztobbletét, mivel csckkenti a kiils6 tékepiacrdl bevonandéd
forrasok nagysigat. A bank hiteleinek visszafizetésekor a varhat6 pénztobb-
letének nagysigat a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

B(RH) =nHRg(1 —pH(RH)) -+ Box(RH)tRB — Bo(RB — 1)CC(RH) — Boac(RH)RB —
- (BO(CC(RH)t + (1 —2(Ru))Rp —tRp) — BIZT) Riiko(Ru) — BIZT Ryt (Ru) -

Amennyiben a bank ebben a helyzetben a hiteleinek lejarata idépontjaban
varhato pénztobbletét maximalizalja, az optimalis kockazatvallaldsi szintje a
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kovetkez6képpen irhaté fel (levezetése roviden a Fiiggelékben taldlhatd):

1 — pr(Ru) n dz(Ry) By(tRp — 2Rp +1+ RpRiipy(Ru) — tRi (Ry))

d;v;r}(;;H! dRy anp:ZI}(%iH!
_ dRiiwo(Ra)  Bo(Bp(1 — v(Rn)) — tRp + tx(Rr)) |
dRy n i e (Ri)
dRy
dRyiky(Ri) BIZT dRpizt(R) BIZT
+ dRH ’ anng(zRH! - dRH ’ anp{;{}(zRH! ’
H H

A modell konstrukci6jabdl adédéan, az elézéekben a kiilsé tokepiaci fe-
gyelem esetében levezetett eredményeknél bemutatott feltevések mellett meg-
allapithaté, hogy a bels6 tokepiac 1étrejotte mellett a bank optimalis kocka-
zatvallalasa novekszik, ha a belsé tokepiac fegyelme alatta marad a kiilsé
tékepiac fegyelmének (ha dR“kU(RH)/dRH > dRy; ¢t (RH)/dRH)

A kockézatnovekedés mértéke annal nagyobb, minél gyengébb a bels6 t6-
kepiac fegyelme a kiils6 tékepiac fegyelméhez képest, valamint minél nagyobb
az az Osszeg, amelyhez a bank a bels6 tékepiacon keresztiil juthat. A koc-
kazatnovekedési hatas mértéke ennek kovetkeztében minden egyéb tényezo
valtozatlansagat feltételezve emelkedik, ha a biztosité a bankhoz képest ,,na-
gyobb” | illetve a befektetési szabdlyok alapjan a biztositd sziikség esetén na-
gyobb Gsszeget tud a bank rendelkezésére bocsdtani. Az 1. dbra a bank hosszi
tavon vérhaté pénztébbletét —B(Ry) fliggvényt— mutatja kiilonboézé koc-
kazatvallalasi szintek mellett; az optimadlis kockazatvallalas mértékét e fligg-
vények maximumpontja reprezentalja:‘®

L 4

—+—nincs belsé tékepiaci fegyelem

—=-gyengébb belsé tokepiaci fegyelem

——tokéletes belsé tokepiaci fegyelem

1,138 1,14 1,142 1,144 1,146 1,148 1,15 1,152 1,154 1,156
bank kockazatvallalasa

1. d@bra. Optimalis kockazatvallalasi szint valtozéasa

16 Az 1. abra hipotetikus, az eléz6ekben bemutatott feltételeknek megfeleld fiiggvény-
specifikdciok mellett kiszamitott értékeket dbrazol.
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Megéllapithatd, hogy a tokéletes belsé tékepiaci fegyelemhez képest (ez
az az eset, amikor a bels6 tékepiac fegyelme megegyezik a kiilsé tokepiac
fegyelmével) a belsé t6kepiac fegyelmének gyengiilése a bank optimalis koc-
kazatvallaldsanak novekedését eredményezi.

A pénziigyi konglomeratumban a kiilsé tékepiacnal gyengébb fegyelem-
mel rendelkez6 bels6 tokepiac létrejottekor tehat a kockazatvallalasi opti-
mumot noveld hatasok keletkeznek. Ezen hatdsok mértéke —ahogyan az
az optimalis banki kockazatvallalast leiré képletben is megfigyelheto— a
tokéletesnél gyengébb bels6 tOkepiaci fegyelem esetén annal nagyobb, minél
nagyobb a konglomerdtumban megjelené belsé tékepiac mérete. A 2. dbra azt
mutatja, hogy a banknak a biztositohoz képesti mérete hogyan befolyasolja
a kockdzatvallaldsi optimum mértékét.'” A bank és a biztosité egymashoz
képesti aranyat a grafikonon a bank és a biztosité mérlegf6osszegének hanya-
dosa reprezentdlja, ezen ardny megvéltozasat (a grafikon el6éllitdsa sordn) a
modellben a biztosité tgyfélallomanyanak novekedése generalta.

Az eredmények azt mutatjak, hogy a tokéletesnél gyengébb belsé tékepiaci
fegyelem esetén a bank kockazatvallaldsanak optimdlis szintje a biztositd
bankhoz képesti méretének novekedésével emelkedik; vagyis minél nagyobb
az a bels6 tokepiac, aminek a fegyelme gyengébb a kiilso tokepiacénal, annél
inkdbb novekedhet a bank kockazatvallalasi optimuma. Ennek hatterében az
all, hogy ha a biztosité mérete (az ligyfelek szdmanak névekedésén keresztiil)
novekszik, akkor a valtozatlan méretii bank a biztositéhoz képest egyre kisebb
lesz, vagyis a bank szamara relevans belso tokepiac hatdsa egyre jelentGsebbé
valik. A nagyobb belsé tékepiac jelenlétekor igy ebben az esetben a bank
kockazatvéllaldsa a modellben levezetett eredmények alapjan névekszik.

1,1512

1,151 =
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1,1506 \
: 1,1504 \
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méretarany (bank / biztosito)

lis kockazat:

2. dbra. Optimadlis kockédzatvallalds és méretarany

17A 2. 4bra olyan fiiggvényspecifikiciék és paraméter-beéllitdsok melletti értékeket mu-
tat, amelyek megfelelnek az el6z6ekben bemutatott modellfeltevéseknek.
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A modell eredményeinek helye a szakirodalom-
ban

A tanulmény egy olyan modell keretében vezeti le az eredményeket, amely
a bankok, a biztositdk, illetve a pénzigyi konglomeratumok miikédésével
kapcsolatban szamos absztrakciot alkalmaz. Ezen absztrakcidk a valdsigos
helyzet jellemzo6ivel indokolhatdk:

— A modell a bankok és a biztositék esetében is kivélasztott 6 tevékeny-
ségekre koncentral (ez a bankokndl a betétgytijtés és a hitelezés, a biz-
tositoknal pedig a biztositasi szerzodések kotése, valamint a befizetett
dijak befektetése).

— A modell figyelembe veszi, hogy a bankok és biztositok eszkozei k6zotti
fontos kiilonbség azok likviditdsa (a bankok hitelei kevésbé likvidek
mint a biztositék befektetései).

— Az eredmények levezetése soran a modell figyelembe veszi, hogy a bankok
és biztositok forrasai kozott fontos kiilonbség van azok lejarati idejében
(a bankok forrdsai jéval révidebb lejaratiiak, mint a biztosité forrdsai).

— Ebbdl adédéan a modell figyelembe veszi azt is, hogy a bankok és biz-
tositok kockazatai szempontjabdl fontos szerepe van a rovid és a hosszu
id6tdv megkiilonboztetésének (példdul mert a bankok révid tdvon olyan
kockézatnak lehetnek kitéve, amelynek a biztositék nem).

— A pénziigyi konglomerdtumban lehetséges bels6 tranzakcidk esetében
a modell figyelembe veszi az eszk6zok elkiilonitésére vonatkozo fontos
jogi korlatozasokat is.

A modell eredményei a szakirodalomban olyan szempontbdl egyediek,
hogy az eddigi szakmai frasok —tudomésom szerint— ilyen feltevésrendszer
keretében még nem elemezték a pénziigyi konglomeratumok kockazati hatasait.
A | klasszikus” portfélidelmélethez képest a bemutatott modell annyiban
tér el, hogy figyelembe veszi azoknak a bels6 tranzakcidknak a szerepét is,
amelyeket a klasszikus portfélidelmélet (példdul [10]) nem vizsgdl. A nem
pénziigyi vallalatok konglomeratumainak kockazatdaval foglalkozé irasoktol
(példaul [5]) a modell olyan szempontbdl is kiilonbézik, hogy a bank és a biz-
tosito egytittmiikodésénél figyelembe veszi azokat a jogi korlatozasokat, ame-
lyek a bank és a biztosité eszkozeinek elkiilonitésére vonatkoznak. A bemu-
tatott modell mind a klasszikus portfélidelmélet, mind pedig a nem pénziigyi
konglomeratumok kockazatainak elméletével foglalkozo szakirodalom irésaitol
eltér olyan szempontbdl is, hogy a bank és a biztositd lényeges jellemzobivel
rendelkez6 keretben vezeti le az eredményeket. A pénziigyi konglomerdtumok
kockézataival alapvetden leir6é szemléletben foglalkoz6 irasokhoz képest az
eredmények eltérése az ,,optimdlis” dontések keresésében jelentkezik. A be-
mutatott modell sajdtossdga emellett (a modellben az id6 kezelésében) a
dinamikus szemléletmaod is.
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A modell keretében a pénziigyi konglomeratumban résztvevé bank eseté-
ben azt vizsgdltam, hogy annak kockazatvallalasi dontése hogyan médosulhat
a pénziigyi konglomeratum létrejottekor. Az elemzés egyik fontos kdvetkez-
tetése az, hogy a modell keretein beliil a bank optimélis kockazatvallaldsa
a pénziigyi konglomeratumban valé részvétel esetén a bels6 tokepiac 1étre-
jottekor novekedhet: a kockazatvéllalas bank szamara optimalis szintjét a
bels6 tokepiac fegyelmének a kiils6 tokepiac fegyelméhez képesti cstkkenése,
valamint a tokéletesnél gyengébb belsé tékepiaci fegyelem esetén a belso
tokepiac méretének novekedése emeli.

Az elméleti modell gyakorlat szamara megfogalmazhaté egyik fontos ko-
vetkeztetése, hogy a pénziigyi konglomeratumokban 1étrejové kockazatval-
lalasi hatasokra a kockazatvéllalas elfogadhaté szinten tartdsa érdekében
érdemes kiilon figyelmet forditani. Az elméleti modell megéllapitdsai szerint
a banki kockazatvallalasra csckkentéleg hat az, ha a kiils6 tékepiacon a banki
kockdzatvéllalds névekedése a forrdskoltség novekedésével jar. A gyakorlat
szamara az elméleti modell tovabbi kovetkeztetése, hogy a pénziigyi kong-
lomeratumokban esetlegesen keletkez6 belsé tokepiac, illetve az itt 1étrejovo
tranzakciok a banki kockazatvallalds szempontjabdl szintén figyelmet igé-
nyelnek. A bank szdméra optimélis kockdzatvallaldsi szint korldtozdsara az
elméleti modell megéllapitasai szerint egyfelol a bels6 tokepiac kiterjedtségé-
nek korlatozasaval, masfelél pedig a belsé tékepiac fegyelmének novelésével
(illetve a belsd t6kepiaci tranzakcidk egyes paramétereinek a kiils§ tékepiaci
tranzakciék megfelel§ jellemz6ihez valé kozelitésével) nyilik lehet8ség.

Fiiggelék

1. A bank optimdlis kockdzatvadllaldsi szintjének levezetése (abban az esetben,
ha nincs kiilsd tékepiaci fegyelem). A bank hosszi tdvon vérhaté pénztSbb-
letét (ennek értékét jelolje B(Rpy)) a kovetkezOképpen {rhatjuk fel:

B(RH) = nHRH(l —pH(RH)) + Box(RH)tRB — BO(RB — l)x(RH) —
— Box(Ru)Rp — Bo(z(Ru)t+ (1 — x(Rg))Rp — tRp) Riiky

A bank optimalis kockézatvallaldsdnak meghatérozasdhoz a B(Ry) fliggvény
maximumat keressiik. A 25l — 0 feltétel felirdsa utdn a kovetkezd
eredményt kapjuk:

dpr (Rp)
H(1- Ry)— Rg—————=
n < pu(Ry) H dRn +
L) g ) 1)+ ——2 B (Rp — t)Riikw =0 .
AR o(tRp —2Rp +1) + AR o(Rp —t) Ry,
Ezt az egyenletet tovabb alakitjuk:
dpg (R
nH l_pH(RH)_RHM +
dRy

By(tRp —2Rp + 1 + RpRijgy — tRiiky) =0
dRy
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Ezt az egyenletet Ry-ra rendezve kapjuk a bank optimalis kockazatvallalasat
jelzo értéket:

Ropt — 1 _pH(RH)
H dpu (Ru)
AR
n dz(Rp) Bo(tRp — 2Rp +1+ RpRiiky(Ru) — tRiike (Ri))
dRy nHupg}(zRH -
H

Ahhoz, hogy beldssuk: a kiszédmitott optimalis hitelkamat csakugyan maxi-
2
mum, be kell latni, hogy % masodik derivalt értéke a kiszamitott opti-
H
mumbhelyen negativ. Ez a feltétel dpy (Ry)/dRg > 06s d*py(Ry)/dR% > 0,
valamint dz(Rpg)/dRg < 0 és d*z(Ry)/dR3, < 0 mellett teljesiil.

2. A bank optimalis kockdzatvdllaldsi szintjének levezetése (abban az eset-
ben, ha van kilsé tékepiaci fegyelem). A bank hosszi tavon vérhaté pénz-
tobbletét az elézbekben lefrtakhoz hasonléan B(Rp) jeldli. A szamitdsok
soran elGszor dB;(TRHHz = 0 feltételt irjuk fel, aztdn ezt atrendezzilk Rpy-ra.

2
A szélsBérték-feladat megoldasdt a “2UHL < 0 feltétel ellendrzése zérja. A
H

di(TRHHZ = 0 feltétel felirasa utan a kovetkezo eredményt kapjuk:

dpu (R dx(R
nH <1 —pH(RH) — Ry pilI](%HH)> + ZS%;)

dRy

BQ(tRB —2Rp + 1) +

Bo(Rp — t)Riigw =0 .

Ezt az egyenletet Ry-ra rendezve kapjuk a bank optimalis kockazatvallalasat
jelzo értéket:

1 —pu(Ru) | dx(Rug) Bo(tRp —2Rp + 1+ RpRike(Ru) — tRiike(Ru))

d;v;r}(;;H! dRy anp(;I}(%iH!
_ dRiipy(Ry)  Bo(Rp(1 — 2(Ru)) — tRp + tx(Ry))
dRyg anzd’pgl(%RH -
H

A kiszdmitott optimaélis hitelkamat esetében akkor van szé maximumrol, ha
beléthaté, hogy a d? B(Ry)/dR?;, méasodik derivalt értéke a kiszamitott opti-
mumhelyen negativ. Ez a feltétel dpy (Ry)/dRy > 06és d*py (Ry)/dR% > 0,
dv(Ry)/dRy < 0 és d*x(Ry)/dR%; < 0, valamint dRjik,(Ry)/dRy > 0 és
d?Ryixy (R ) /dR% > 0 mellett teljesiil.

3. A bank optimalis kockdzatvdllaldsi szintjének levezetése (abban az eset-
ben, ha van belsd tékepiac). A bank hosszi tavon vérhaté pénztébbletének
értékét mutaté B(Ry) figgvényt derivaljuk Ry szerint, a kapott eredményt
rendezziik Rpy-ra, majd megvizsgdljuk B(Ry) fiiggvény méasodik derivaltja-
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nak elGjelét, hogy a kapott eredmény csakugyan maximum-e. A bank op-
timélis kockazatvallalasat jelzo érték:

1 —pu(Ry)  de(Ry) Bo(tRp —2Rp +1+4 RpRik(Ru) — tRiike(Ru))

L dln nH )
_ dRWw(RH) ' BQ(RB(l — x(RH)) —tRp + tx(RH)) n
dRy n i e (Ri)
dRy
ARy (Ry) BIZT dRypi.i(Ry) BIZT
+ dRH ) anPgI}(%RH! - dRH ’ anp;{}(%RH! :
H H

A kiszémitott optim4lis hitelkamat maximum, mivel a dB%(H)/dR%, mé-
sodik derivélt értéke a kiszamitott optimumhelyen negativ (ugyanis teljesiil-
nek a kovetkezd feltevések: dpy(Ry)/dRy > 0 és d*py(Ry)/dR3, > 0,
dz(Ry)/dRy < 0 és d*>x(Ry)/dR% < 0, valamint dRy,(Ryg)/dRy > 0,
dQRlikv(RH)/dR%{ >0, deizt(RH)/dRH >0 és dQRbizt(RH)/dR%I > 0).
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CAPITAL MARKETS’ RISK EFFECTS IN FINANCIAL CONGLOMERATES

Risk reducing effects are often mentioned in relation to the emergence of financial
conglomerates. The risk of financial conglomerates involving a bank and an insurer
component is a complex issue and risk increasing effects can also occur. In this
paper —based on my Ph.D. thesis— I examine the risk taking decisions of a bank
as a part of a financial conglomerate and I conclude that the optimal level of
risk taking is related to the discipline and size of the emerging internal capital
market in the financial conglomerate. By developing a new framework for analysing
risk taking in financial conglomerates, the paper shows that increasing external
capital market discipline reduces, decreasing internal capital market discipline and
increasing internal capital market size increases the optimal level of risk taking of
a bank as part of a financial conglomerate.
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