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BEVEZET¶ES A SZTOCHASZTIKUS ANAL¶IZISBE
KÄOZGAZD¶ASZOKNAK1

MEDVEGYEV P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozat c¶elja, hogy rÄovid bevezet¶est adjon a folytonos idej}u sztochasztikus
anal¶³zisbe. A hazai p¶enzÄugyi oktat¶asi gyakorlat nagyr¶eszt a diszkr¶et idej}u
¶es gyakran diszkr¶et ¶allapotter}u modellekre ¶epÄul.2 Ennek oka a folytonos
id}oparam¶eter}u sztochasztikus folyamatok elm¶elet¶et}ol val¶o ¶erthet}o idegenke-
d¶es. A folytonos id}oparam¶eter}u sztochasztikus anal¶³zis a modern matematika
egyik cs¶ucsteljes¶³tm¶enye,3 amely teljeskÄor}u matematikai meg¶ert¶ese egyr¶eszt
felt¶etelezi, hogy az olvas¶o tiszt¶aban van a modern anal¶³zis szinte minden
r¶eszlet¶evel; m¶asr¶eszt a matematikai r¶eszletek pontos meg¶ert¶ese nem sok se-
g¶³ts¶eget jelent a p¶enzÄugyi gondolatok elsaj¶at¶³t¶asakor. Ugyanakkor minden
technikai neh¶ezs¶eg ellen¶ere a sztochasztikus anal¶³zis n¶eh¶any igen egyszer}u
Äotletre ¶epÄul.4 A sztochasztikus anal¶³zis, m¶as n¶even sztochasztikus kalkulus
c¶elja a klasszikus di®erenci¶alsz¶am¶³t¶as kiterjeszt¶ese sztochasztikus folyama-
tokra. A terÄulet legfontosabb eredm¶enye az Itô-formula. A formula p¶enzÄugyi

1Be¶erkezett: 2005. febru¶ar 25. A dolgozat a Budapesti Corvinus Egyetemen befek-
tet¶eselemz}o szakir¶anyon tartott el}oad¶asaim alapj¶an k¶eszÄult. KÄoszÄonettel tartozom Sz¶az
J¶anos professzornak, aki mindig b¶³ztatott arra, hogy a sztochasztikus anal¶³zis t¶eteleit
pr¶ob¶aljam meg kÄozgazd¶aszok sz¶am¶ara egyszer}uen elmagyar¶azni. Ugyancsak kÄoszÄonettel
tartozom a Magyar KÄulkereskedelmi Banknak a v¶allalati professzori ÄosztÄond¶³j¶ert, amely
n¶elkÄul az elm¶ult ¶evekben tudom¶anyos munk¶amat nem tudtam volna folytatni.

2V.Äo: [10]
3V.Äo: [6], [9].
4A ¯gyelmes olvas¶o al¶abb tÄobb helyen is joggal nehezm¶enyezheti a matematikai pon-

toss¶ag teljes hi¶any¶at. Integr¶alokat v¶eges Äosszegekkel helyettes¶³tek, nem teszek kÄulÄonbs¶eget
a konvergenciafogalmak kÄozÄott, az integr¶alok mÄog¶e bederiv¶alok, az integr¶alok sorrendj¶et
minden megfontol¶as n¶elkÄul felcser¶elem, ¶altal¶aban nem teszek kÄulÄonbs¶eget lok¶alis mar-
ting¶al ¶es marting¶al kÄozÄott stb. Ezek s¶ulyos matematikai hib¶ak, ¶es az al¶abb bemuta-
tott ¶all¶³t¶asok jelent}os r¶esze a megfogalmaz¶as pontatlans¶aga miatt matematikailag nem
is igaz, de rem¶elhet}oleg a probl¶ema ,,szabad szemmel az¶ert nem l¶athat¶o". Azt gondolom,
hogy egy bevezet}o p¶enzÄugyi matematikai kurzus sor¶an a precizit¶as magasabb foka ink¶abb
k¶aros, mint hasznos lenne. A t¶etelek pontos alakja, illetve a bizony¶³t¶asok megtal¶alhat¶oak a
Val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶as [7] ¶es a Sztochasztikus anal¶³zis [8] c¶³m}u kÄonyveimben. ÄOnkritikusan
megjegyzem, hogy rem¶elem a hozz¶a¶ert}o olvas¶o nem fogja a fejemre olvasni az al¶abb
le¶³rtakat, ¶es elfogadja azt a v¶elem¶enyemet, hogy egy ¶atlagos matematikai felk¶eszÄults¶eggel
rendelkez}o kÄozgazd¶asz sz¶am¶ara a sztochasztikus anal¶³zis t¶argyal¶asakor a matematikailag
kÄozel¶³t}oleg is prec¶³z st¶³lus teljesen lehetetlen. Nem tartom kiz¶artnak, hogy ez nem csak
az ¶atlagos kÄozgazd¶asz, hanem a nem speci¯kusan k¶epzett matematikus sz¶am¶ara is igen
probl¶em¶as. Ugyanakkor azt gondolom, hogy az itt le¶³rtak meg¶ert¶ese seg¶³theti az ¶erdekl}od}o
olvas¶ot a pontos matematikai elm¶elet meg¶ert¶es¶eben ¶es megem¶eszt¶es¶eben, ugyanis ha
heurisztikusan is, de az¶ert a helyes ir¶anyba orient¶alja. M¶ask¶eppen fogalmazva, rem¶elem,
az¶ert k¶art nem teszek avval, hogy a matematika t¶enyeit n¶emik¶eppen laz¶an interpret¶alom ¶es
id¶ezem. ÄOnkritikusan azt is be kell vallanom, hogy a dolgozatot nagyr¶eszt a sztochasztikus
anal¶³zis kÄonyvem ,propag¶al¶asa" c¶elj¶ab¶ol ¶³rtam meg, ¶³gy a dolgozatban mindig megadom a
pontos hivatkoz¶ast, ahol az olvas¶o a t¶etelek pontos alakj¶at ¶es a bizony¶³t¶ast megtal¶alhatja.
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kÄonyvekben legtÄobbszÄor id¶ezett alakj¶aban meglep}oen bonyolult, sz¶amomra
legal¶abbis nagyon nehezen megjegyezhet}o. Val¶oj¶aban azonban, a t¶argyal¶as
sor¶an sz¶and¶ekosan mell}ozÄott nem csek¶ely apr¶o technikai probl¶em¶at¶ol eltekint-
ve, a formula igen egyszer}uen igazolhat¶o, de ami j¶oval fontosabb a tartalma
kÄonnyen meg¶erthet}o ¶es megjegyezhet}o.

A formula meg¶ert¶es¶enek kulcsa, mint ¶altal¶aban a matematik¶aban, a meg-
felel}o n¶ez}opont megv¶alaszt¶asa. Ha hajland¶ok vagyunk az absztrakci¶os l¶etr¶an
egy kicsit feljebb m¶aszni ¶es hajland¶ok vagyunk a sztochasztikus anal¶³zis bi-
zonyos ¶altal¶anos k¶erd¶eseit megfontolni, akkor az egy¶ebk¶ent hom¶alyos k¶ep
azonnal kitisztul. Az Itô-formula sz¶amos olvasattal rendelkezik: Az al¶abbiak-
ban a Newton{Leibniz-szab¶aly ¶altal¶anos¶³t¶asak¶ent t¶argyaljuk. Az ¶altal¶anos¶³t¶as
oka, hogy a tiszta v¶eletlen hat¶as¶ara kialakul¶o folyamatok ¶altal befutott p¶aly¶ak
matematikailag igen komplexek. A p¶enzÄugyi matematika kiindul¶opontja,
hogy a ki¶elezett piaci verseny hat¶as¶ara a p¶enzÄugyi eszkÄozÄok ¶aralakul¶as¶at le¶³r¶o
¶abr¶ak helyes matematikai absztrakci¶oj¶at olyan folyamatok alkotj¶ak, amelyek
a szok¶asos ¯zikai szeml¶elettel ellent¶etben nem rendelkeznek v¶eges ¶uthosszal,
mikÄozben a folyamat ¶ugynevezett n¶egyzetes megv¶altoz¶asa v¶eges ¶es pozit¶³v.

A n¶egyzetes megv¶altoz¶as pozitivit¶asa k¶et kÄovetkezm¶ennyel b¶³r: egyr¶eszt a
Newton{Leibniz-formul¶aban megjelenik az Itô-formul¶aban szerepl}o nevezetes
m¶asodrend}u korrekci¶os tag, m¶asr¶eszt a folyamatokban nincsen arbitr¶azs. Az
arbitr¶azs hi¶anya, mint alapvet}o p¶enzÄugyi felt¶etel a piaci folyamatok hat¶e-
konys¶ag¶at jellemz}o, kÄozgazdas¶agi, p¶enzÄugyi ¶eszrev¶etel. A piacon az¶ert nin-
csen arbitr¶azs, mert a piac az inform¶aci¶ot azonnal ¶es tÄok¶eletesen feldolgozza;
ami a hat¶ekony inform¶aci¶ofeldolgoz¶as ut¶an megmarad az tÄok¶eletesen v¶eletlen,
amib}ol, a tÄok¶eletes v¶eletlen de¯n¶³ci¶oja miatt, nem lehet p¶enzt csin¶alni. M¶as-
k¶eppen fogalmazva, ha a n¶egyzetes megv¶altoz¶as nulla, akkor van arbitr¶azs, ¶es
akkor befektet¶eselemz¶es mint Äon¶all¶o tev¶ekenys¶eg szÄuks¶egtelen ¶es ¶ertelmetlen.

B¶ar al¶abb kÄozvetlenÄul nem jelenik meg, a h¶att¶erben egy nagyon j¶ol meg¶er-
tett ¶es tiszt¶azott matematikai{p¶enzÄugyi ¶all¶³t¶as h¶uz¶odik meg: az eszkÄoz¶araz¶as
alapt¶etele. A t¶etel szerint valamely piacon pontosan akkor nincsen lehet}os¶eg
arbitr¶azsra, ha egyr¶eszt az alapul vett folyamat ¶ugynevezett szemimarting¶al5,
m¶asr¶eszt alkalmas, az eredetivel ekvivalens val¶osz¶³n}us¶eg, az ¶ugynevezett koc-
k¶azatmentes val¶osz¶³n}us¶eg mellett, az alapfolyamat lok¶alis marting¶al. Minden
nem azonosan konstans lok¶alis marting¶al n¶egyzetes megv¶altoz¶asa pozit¶³v. A
n¶egyzetes megv¶altoz¶as nem fÄugg az alapul vett val¶osz¶³n}us¶egi mez}ot}ol, csak
a folyamat trajekt¶ori¶ait¶ol, vagyis a n¶egyzetes megv¶altoz¶as az eredeti, il-
letve a kock¶azatmentes val¶osz¶³n}us¶eg eset¶en megegyezik. Az Itô-formula tal¶an

5A szemimarting¶al de¯n¶³ci¶oj¶ara k¶es}obb vissza fogunk t¶erni. A szemimarting¶alnak
nevezett folyamatoszt¶aly tagjai de¯n¶³ci¶o szerint k¶et folyamat Äosszeg¶ere bonthat¶oak: az
egyik folyamat teljes megv¶altoz¶asa v¶eges, a m¶asik lok¶alis marting¶al. Sajnos a terminol¶ogia
tÄort¶enelmileg alakult ki, ¶³gy nem tÄok¶eletes. Jobb lenne, ha a teljes megv¶altoz¶as helyett
els}orend}u megv¶altoz¶ast ¶³rhatn¶ank, vagyis azt mondhatn¶ank, hogy minden szemimarting¶al
k¶et folyamat Äosszeg¶ere bonthat¶o: az els}onek az els}orend}u, a m¶asodiknak a m¶asodrend}u
megv¶altoz¶asa v¶eges. ¶Erdemes megjegyezni, hogy a szemimarting¶alok eml¶³tett felbont¶asa
n¶emik¶eppen eltakarja a szemimarting¶alok azon kiemelked}o tulajdons¶ag¶at, hogy az Itô-
integr¶al de¯ni¶al¶asakor az integr¶ator csak szemimarting¶al lehet, ellenkez}o esetben a szto-
chasztikus integr¶alt¶ol elv¶art alapvet}o folytonoss¶agi tulajdons¶agok nem fognak teljesÄulni.
V.Äo.: [8] 2.98. t¶etel, 198. oldal.



Bevezet¶es a sztochasztikus anal¶³zisbe kÄozgazd¶aszoknak 3

legjobb olvasata, hogy a szemimarting¶alok oszt¶alya z¶art a k¶etszer folytonosan
deriv¶alhat¶o fÄuggv¶enyekkel val¶o transzform¶aci¶ora n¶ezve, ¶es a formula azt adja
meg, hogy mik¶ent m¶odosul az eredeti szemimarting¶al eml¶³tett k¶et kompo-
nense a formul¶aban szerepl}o fÄuggv¶enytranszform¶aci¶o hat¶as¶ara.

1 Sztochasztikus folyamatok

Sztochasztikus folyamaton mindig k¶etv¶altoz¶os fÄuggv¶enyt ¶ertÄunk. Az egyik
v¶altoz¶o, amit ¶altal¶aban t vagy s jelÄol, az id}o; a m¶asik, amit ¶altal¶aban !
jelÄol, v¶eletlen, ismeretlen param¶eter, amely lehets¶eges ¶ert¶ekeit egy (­; A;P)
val¶osz¶³n}us¶egi mez}ob}ol veszi fel. Bizonyos szempontb¶ol nagyon zavar¶o, de
ugyanakkor igen indokolt konvenci¶o, hogy az ! argumentumot ¶altal¶aban el-
hagyjuk. Ha a k¶epletet a szÄovegkÄornyezetb}ol kiragadjuk, nem vil¶agos, hogy
egyszer}u skal¶arr¶ol, vagy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶or¶ol van-e sz¶o. A folyamatot
¶ugy c¶elszer}u elk¶epzelni, hogy a t = 0 id}opontban kiv¶alaszt¶asra kerÄul az !
v¶eletlen kimenetel ¶ert¶eke, ¶es ami meg¯gyelhet}o, az az ! rÄogz¶³t¶ese mellett
keletkez}o t 7! » (t; !) ¶ugynevezett trajekt¶oria, vagyis a folyamat realiz¶aci¶oja
az ! kimenetel megval¶osul¶asa eset¶en. A sztochasztikus anal¶³zis neh¶ezs¶egei
abb¶ol sz¶armaznak, hogy az ¶erdekes esetekben a t 7! » (t; !) trajekt¶ori¶ak igen
sz¶els}os¶eges matematikai tulajdons¶agokkal rendelkeznek.6 ¶Altal¶aban durv¶an
nem folytonosak, tele vannak szakad¶asokkal, kisebb nagyobb ugr¶asokkal. A
sztochasztikus folyamatok ¶altal¶anos elm¶elete igen neh¶ez, ¶³gy az al¶abbiakban
csak a folytonos sztochasztikus folyamatok elm¶elet¶evel foglalkozunk. Folyto-
noss¶agon azt ¶ertjÄuk, hogy felt¶etelezzÄuk, hogy a trajekt¶ori¶ak folytonos fÄugg-
v¶enyek. A folytonoss¶ag igen szigor¶u megkÄot¶es, a p¶enzÄugyi tapasztalat azt
mutatja, hogy a legtÄobb meg¯gyelt sztochasztikus folyamat nem folytonos,
pontosabban a folytonos folyamatok sz¶amos a p¶enzÄugyi gyakorlatban meg¯-
gyelt jelens¶eget nem megfelel}oen modelleznek. Ennek ellen¶ere a matematikai
t¶argyal¶as egyszer}us¶ege c¶elj¶ab¶ol a folytonoss¶ag felt¶etel¶et al¶abb mindig meg
fogjuk kÄovetelni.7 A legh¶³resebb folytonos sztochasztikus folyamat a Wiener-
folyamat:

1. De¯n¶³ci¶o. A fw (t; !)gt¸0 sztochasztikus folyamat Wiener-folyamat, ha
teljes¶³ti az al¶abbi Äot felt¶etelt:

1. w (0) ´ 0,

2. a w nÄovekm¶enyei fÄuggetlenek,8

6A tov¶abbiakban csak a folytonos id}oparam¶eter}u sztochasztikus folyamatok elm¶elet¶et
t¶argyaljuk, vagyis felt¶etelezzÄuk, hogy az id}oparam¶eter a sz¶amegyenes valamilyen inter-
vallum¶ab¶ol veszi fel az ¶ert¶ek¶et. Az alkalmaz¶asokban gyakran fel szok¶as tenni, hogy az
id}oparam¶eter diszkr¶et.

7Ett}ol azonban a matematikai t¶argyal¶as nem lesz sokkal egyszer}ubb, ugyanis a folyto-
nos sztochasztikus folyamatok ¶altal¶aban nem deriv¶alhat¶oak, ¶es al¶abb n¶emi t¶ulz¶assal nem
deriv¶alhat¶o fÄuggv¶enyekre akarunk di®erenci¶alsz¶am¶³t¶ast csin¶alni.

8Vagyis ha t1 < t2 < ¢ ¢ ¢ < tn tetsz}oleges id}opont sorozat, akkor a w (tk) ¡ w (tk¡1)
nÄovekm¶enyek fÄuggetlenek.
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3. a w stacion¶arius nÄovekm¶eny}u, vagyis a w (t + h) ¡ w (t) nÄovekm¶eny
eloszl¶asa csak a h-t¶ol fÄugg ¶es nem fÄugg a t-t}ol,

4. tetsz}oleges 0 · s < t ¶ert¶ekekre9

w (t) ¡ w (s) =d N
¡
0;

p
t ¡ s

¢
;

vagyis a w (t) ¡ w (s) nÄovekm¶eny eloszl¶asa norm¶alis, nulla v¶arhat¶o
¶ert¶ekkel ¶es

p
t ¡ s sz¶or¶assal,

5. a w folytonos abban az ¶ertelemben, hogy minden ! kimenetelre a t 7!
w (t; !) trajekt¶oria folytonos.

M¶as szavakkal, a [0;1) id}ointervallumon ¶ertelmezett w folytonos trajekt¶o-
ri¶aj¶u, fÄuggetlen ¶es stacion¶arius nÄovekm¶eny}u folyamatot Wiener-folyamatnak
mondjuk, ha minden t id}opontban a w (t) eloszl¶asa N

¡
0;

p
t
¢
. A norm¶alis

eloszl¶as tulajdons¶agai miatt tetsz}oleges t-re a folyamat nagy val¶osz¶³n}us¶eggel
a §3

p
t parabola ¶altal le¶³rt tartom¶anyban ingadozik. Ugyanakkor, ha a

kimenetelek valamely A halmaz¶an a w trajekt¶ori¶ai korl¶atosak lenn¶enek, akkor
a w (t) =

p
t v¶altoz¶ok eloszl¶asa minden t-re N (0; 1) eloszl¶as¶u lenne. Mivel az

A halmazon a folyamat korl¶atos, ez¶ert tetsz}oleges tn % 1 id}osorozatra az A
halmazon a w (tn) =

p
tn null¶ahoz tartana, ami csak ¶ugy lehets¶eges, ha az A

halmaz val¶osz¶³n}us¶ege nulla.10 M¶ask¶eppen fogalmazva a w (t) trajekt¶ori¶ai a
v¶egtelenben l¶enyeg¶eben 3

p
t sebess¶eggel ,,sz¶etspriccelnek". A pontos ¶all¶³t¶ast

az ¶ugynevezett iter¶alt logaritmusok t¶etele tartalmazza, amely szerint

P

µ
lim inf
t!1

w (t)p
2t ln ln t

= ¡1

¶
= P

µ
lim sup

t!1

w (t)p
2t ln ln t

= 1

¶
= 1 :

A t¶etel szerint tetsz}oleges " > 0 eset¶en a trajekt¶ori¶ak a v¶egtelenben egy
val¶osz¶³n}us¶eggel a ¡

p
2t ln ln t ¡ " ¶es

p
2t ln ln t + " gÄorb¶ek ¶altal le¶³rt tar-

tom¶anyban tart¶ozkodnak, amelynek a §3
p

t egy ,,durva", b¶ar igen szeml¶eletes
¶es ,,praktikus" kÄozel¶³t¶ese. ¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy a Wiener-folyamatot
de¯ni¶al¶o felt¶etelek szorosan ÄosszefÄuggnek, ¶es nem azonos s¶uly¶uak. P¶eld¶aul a
negyedik felt¶etel szerint a nÄovekm¶enyek eloszl¶asa norm¶alis. Megmutathat¶o,
hogy ez kÄovetkezik a trajekt¶ori¶ak folytonoss¶ag¶ab¶ol, illetve a nÄovekm¶enyek
fÄuggetlens¶eg¶eb}ol.11 A sz¶or¶asra tett felt¶etel, a normaliz¶al¶o konstanst¶ol el-
tekintve, a stacionarit¶as felt¶etel¶evel azonos. Ugyancsak hangs¶ulyozni kell,
hogy a Wiener-folyamat elnevez¶es n¶emik¶eppen pontatlan. Helyesebb lenne
Wiener-t¶³pus¶u folyamatokr¶ol besz¶elni. K¶et folyamat akkor kÄulÄonbÄoz}o, ha a

9A =d egyenl}os¶egen azt ¶ertjÄuk, hogy a k¶et oldal eloszl¶asa azonos. A =d jelÄol¶est akkor
is haszn¶alni fogjuk, ha az egyik oldalon ¶all¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶asa azonos a m¶asik
oldalon ¶all¶o eloszl¶assal .A tov¶abbiakban N (¹; ¾) a ¹ v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel ¶es ¾ sz¶or¶assal ren-
delkez}o norm¶alis eloszl¶ast jelÄoli. A » =d N (¹; ¾) egyenl}os¶eg azt jelenti, hogy a » eloszl¶as
norm¶alis ¹; ¾ param¶eterekkel.
10V.Äo.: [8], A.8. ¶all¶³t¶as, 334. oldal.
11V.Äo.: [7], 16.33. t¶etel, 780. oldal. Ez is mutatja, hogy a trajekt¶ori¶ak folytonoss¶ag¶ara

tett felt¶etel igen szigor¶u. A p¶enzÄugyi adatsorok eset¶en sz¶eles kÄorben meg¯gyelt vastag
farok jelens¶eg nehezen illeszthet}o Äossze a folytonoss¶agi felt¶etellel.
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folyamatot megad¶o k¶etv¶altoz¶os fÄuggv¶enyek kÄulÄonbÄoz}oek. Az irodalomban
¶altal¶aban csak Wiener-folyamatr¶ol szok¶as besz¶elni ¶es a kÄulÄonbÄoz}o Wiener-
folyamatokat ¶altal¶aban ugyanavval a w szimbolummal szok¶as jelÄolni. Ez
nyilv¶an nem okoz gondot, ha az olvas¶o sz¶am¶ara teljess¶eggel vil¶agos, hogy a
Wiener-folyamat elnevez¶es nem egyetlen folyamatra, hanem, mik¶ent p¶eld¶aul
a Markov-folyamat elnevez¶es, folyamatok oszt¶aly¶ara utal. Term¶eszetesen k¶et
fÄuggv¶eny m¶ar akkor kÄulÄonbÄoz}o, ha az ¶ertelmez¶esi tartom¶anyuk kÄulÄonbÄoz}o.
Sz¶amos olyan matematikai konstrukci¶o l¶etezik, amely seg¶³ts¶eg¶evel Wiener-
folyamat k¶esz¶³thet}o.12 A kÄulÄonbÄoz}o konstrukci¶okban a folyamatot hordoz¶o
(­; A;P) terek ¶altal¶aban kÄulÄonbÄoz}oek, ¶³gy term¶eszetszer}uleg a folyamatok is
kÄulÄonbÄoz}oek.13

2. P¶elda. Ha w Wiener-folyamat, akkor az u (t)
±
= tw (1=t) folyamat is

Wiener-folyamat.

Ahhoz, hogy valami Wiener-folyamat legyen, a folyamatnak teljes¶³teni kell
a Wiener-folyamatot mint folyamatoszt¶alyt de¯ni¶al¶o felt¶eteleket. A p¶eld¶aban
gondot jelent, hogy a t = 0 id}opontban az u nincsen de¯ni¶alva, ¶³gy az u nem
is lehet szigor¶u ¶ertelemben Wiener-folyamat. Ugyanakkor a p¶elda ¶ertelem-
szer}uen ¶ugy ¶ertend}o, hogy a t = 0 id}opontra az u folyamatot a hat¶ar¶ert¶ek¶evel
terjesztjÄuk ki. Els}o l¶ep¶esben teh¶at meg kell mutatni, hogy14

lim
t!0

tw

µ
1

t

¶
= 0:

A hat¶ar¶ert¶ek ¶ugy ¶ertend}o, hogy az ­ egy olyan r¶eszhalmaz¶an, amely val¶osz¶³-
n}us¶ege 1, a hat¶ar¶ert¶ek l¶etezik, ¶es ¶ert¶eke ¶eppen 0. Ennek oka a kÄovetkez}o: Ha
t

±
= 1=n, akkor

u (t) = u

µ
1

n

¶
±
=

w (n)

n
:

A w (n) eloszl¶asa N (0;
p

n), ¶es a w (n) tekinthet}o n darab fÄuggetlen
N (0; 1) eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o Äosszeg¶enek. M¶ask¶eppen

u

µ
1

n

¶
±
=

w (n)

n
=

w (n) ¡ w (0)

n
=

Pn
k=1 (w (k) ¡ w (k ¡ 1))

n
±
=

±
=

Pn
k=1 »k

n
=d

Pn
k=1 N (0; 1)

n
;

ahol az Äosszegben szerepl}o »k =d N (0; 1) tagok fÄuggetlenek. A nagy sz¶amok

12V.Äo.: [7], 7.50. t¶etel, 246. oldal, [8], A.2 pont, 336. oldal.
13Hasonl¶oan probl¶em¶as p¶eld¶aul a Poisson-folyamat elnevez¶es. Ugyanakkor mind a

Markov-, mind a Poisson-folyamatok eset¶en az oszt¶aly tagjai nyilv¶anval¶o m¶odon, de¯n¶³ci¶o
szerint valamilyen param¶eter, vagy param¶eterek fÄuggv¶enyei, ¶³gy azonnal vil¶agos, hogy az
adott elnevez¶es mÄogÄott nem egy folyamat, hanem folyamatok egy csal¶adja van. Tapaszta-
lataim szerint a Wiener-folyamat eset¶en "els}o r¶an¶ez¶esre" m¶eg matematikailag j¶ol k¶epzett
emberek sz¶am¶ara sem azonnal vil¶agos a w szimb¶olum pontos tartalma, ¶³gy azt gondolom,
hogy szemben a k¶et eml¶³tett folyamatoszt¶allyal, erre c¶elszer}u explicite utalni.
14V.Äo.: [8], A.10. ¶all¶³t¶as, 335. oldal.
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er}os tÄorv¶enye szerint15 a kifejez¶es a kÄozÄos N (0; 1) eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶ehez,

vagyis null¶ahoz tart. M¶ask¶eppen fogalmazva, ha u (0)
±
= 0; akkor az u folya-

mat folytonos lesz, vagyis a t = 0 id}opontban megadott de¯n¶³ci¶o miatt az u
minden t ¸ 0 id}opontban automatikusan folytonos. Tetsz}oleges t-re az u (t)
eloszl¶asa

u (t) =d tN

Ã
0;

r
1

t

!
= N

³
0;

p
t
´

;

¶es az egyes id}oszakokban a nÄovekm¶enyek a w megfelel}o tulajdons¶aga miatt
nyilv¶an fÄuggetlenek maradnak, ¶³gy az u-ra a Wiener-folyamatot de¯ni¶al¶o tu-
lajdons¶agok teljesÄulnek, kÄovetkez¶esk¶eppen az u Wiener-folyamat.

3. ¶All¶³t¶as. A Wiener-folyamatok trajekt¶ori¶ai nem deriv¶alhat¶oak.16.

A Wiener-folyamatok matematikailag legizgalmasabb tulajdons¶aga, hogy
a folyamat trajekt¶ori¶ai egyetlen id}opontban sem deriv¶alhat¶oak. ¶Irjuk fel a
di®erenciah¶anyadost egy tetsz}oleges t0 id}opontban:

¢w

¢t0

±
=

w (h + t0) ¡ w (t0)

h
:

A de¯n¶³ci¶ok alapj¶an evidens, hogy tetsz}oleges t0 ¸ 0 id}opont eset¶en a v (h)
±
=

w (h + t0)¡w (t0) folyamat szint¶en Wiener-folyamat. Ezt ¶ugy interpret¶alhat-
juk, hogy a Wiener-folyamat tulajdons¶ag fÄuggetlen att¶ol, hogy a folyamatot
mikor kezdjÄuk el meg¯gyelni. A kÄulÄonbs¶egi h¶anyados

¢w

¢t0

±
=

v (h)

h
±
= sv

µ
1

s

¶
±
= u (s)

m¶odon ¶³rhat¶o, ahol ¶ertelemszer}uen s
±
= 1=h: Mivel a v Wiener-folyamat,

ez¶ert az u (s) az el}oz}o p¶elda szerint szint¶en Wiener-folyamat. Ha h ! 0;
akkor s ! 1; ¶³gy a di®erenciah¶anyados hat¶ar¶ert¶eke az egyes kimenetelek-
re Wiener-folyamatk¶ent ,,sz¶etspriccel", vagyis a kor¶abban eml¶³tett m¶odon a
v¶egtelenben egyre jobban ingadozik, ¶³gy a hat¶ar¶ert¶ek nem l¶etezik.

4. P¶elda. A tÄok¶eletes v¶eletlen: marting¶alok.

Heurisztikusan a marting¶alokat a fair szerencsej¶at¶ekokkal szok¶as azono-
s¶³tani, de a k¶et fogalom azonos¶³t¶asa csak az¶ert nem megfelel}o, mert nem
tudjuk, hogy mit jelent a ,,fair szerencsej¶at¶ek" kifejez¶es. Egy szerencsej¶at¶ek
pontosan akkor fair, ha a j¶at¶ek kumul¶alt nyerem¶enye marting¶alt alkot! Egy
m¶asik de¯n¶³ci¶o, hogy egy j¶at¶ek fair, ha a j¶at¶ekban val¶o r¶eszv¶etel¶ert nem
j¶ar kompenz¶aci¶o. De mi a kompenz¶aci¶o de¯n¶³ci¶oja, milyen folyamatokat
tekinthetÄunk kompenz¶aci¶onak? Egy tov¶abbi de¯n¶³ci¶o szerint egy j¶at¶ek fair,

15A nagy sz¶amok er}os tÄorv¶enye szerint fÄuggetlen, azonos eloszl¶assal rendelkez}o v¶altoz¶ok
sz¶amtani ¶atlaga egy nulla val¶osz¶³n}us¶eg}u esem¶enyt}ol eltekintve a kÄozÄos eloszl¶as v¶arhat¶o
¶ert¶ek¶ehez tart. A v¶eges hat¶ar¶ert¶ekhez val¶o konvergencia szÄuks¶eges ¶es elegend}o felt¶etele
annak, hogy a kÄozÄos eloszl¶asnak legyen v¶arhat¶o ¶ert¶eke.
16V.Äo.: [8] A.7. t¶etel, 332. oldal.



Bevezet¶es a sztochasztikus anal¶³zisbe kÄozgazd¶aszoknak 7

ha az eredm¶enye tÄok¶eletesen v¶eletlen. De mikor lesz egy sorozat eredm¶enye
teljesen, vagy tÄok¶eletesen v¶eletlen? Mikor tekintsÄunk egy (»k)k sorozatot tel-
jesen v¶eletlennek? Egyr¶eszr}ol nyilv¶an olyan de¯n¶³ci¶ot akarunk, amely kÄozel
¶all a fogalom kÄoznapi ¶ertelmez¶es¶ehez, m¶asr¶eszt olyan fogalmat szeretn¶enk,
amellyel az¶ert ,,kÄonny}u sz¶amolni". Ha a (»k)k sorozat tagjai csak korrel¶a-
latlanok, akkor a matematikai tapasztalat azt mutatja, hogy a (»k)k sorozat
matematikailag t¶ul ¶altal¶anos. A korrel¶alatlans¶ag t¶ul enyhe megkÄot¶es. A kor-
rel¶alatlan sorozatokkal neh¶ez dolgozni, ¶³gy a korrel¶alatlan sorozatok praktikus
okokb¶ol nem tekinthet}oek a v¶eletlen sorozat megfelel}o modellj¶enek.

Kolmogorov egyik alapvet}o hozz¶aj¶arul¶asa a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶ashoz az
volt, hogy megmutatta, hogy ha a (»k)k sorozat tagjai fÄuggetlenek, akkor
a (»k)k sorozattal ,,kÄonny}u" dolgozni, vagyis eleg¶ans m¶odon bel¶athat¶oak
olyan t¶etelek, amelyeket a ,,tÄok¶eletesen v¶eletlen" sorozatokt¶ol heurisztikusan
elv¶arunk. A fÄuggetlens¶eg fogalm¶at a bevezet}o val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asi kurzu-
sokon term¶eszeti tÄorv¶enyk¶ent, a priori kateg¶oriak¶ent szok¶as bevezetni. ¶Ugy
szok¶as tenni, mintha a fÄuggetlens¶eg a t¶er ¶es id}o kateg¶ori¶aj¶aval azonos szinten
lev}o alapkateg¶ori¶aja lenne a szeml¶eletÄunknek. A sztochasztikus folyamatok
elm¶elet¶et megalap¶³t¶o Doob ¶erdeme, hogy a fÄuggetlen, nulla v¶arhat¶o ¶ert¶ek}u
sorozat fogalm¶at felcser¶elte a marting¶al fogalm¶aval.

A marting¶al de¯n¶³ci¶oja a kÄovetkez}o: Legyen adva egy (­;A;P) val¶osz¶³-
n}us¶egi mez}o. Legyen TT a lehets¶eges id}opontok halmaza. Az A halmazcsal¶ad
az Äosszes lehets¶eges esem¶enyek halmaza. Az A mellett minden t-re legyenek
adva az Ft; t 2 TT esem¶enycsal¶adok, amelyek a t id}opontig bekÄovetkezett
esem¶enyeket tartalmazz¶ak. Az Ft interpret¶aci¶oja miatt, ha s < t a TT k¶et
lehets¶eges id}opontja, akkor Fs µ Ft, vagyis ha s < t; akkor minden az s
id}opontig meg¯gyelhet}o esem¶eny meg¯gyelhet}o a t id}opontig is. Az (Ft)t2TT

matematikai strukt¶ur¶at ¯ltr¶aci¶onak mondjuk. Az (­; A;P) mez}o mellett
az (Ft)t ¯ltr¶aci¶ot is a modell alapadat¶anak tekintjÄuk ¶es a t¶argyal¶as elej¶en
rÄogz¶³tjÄuk. A TT id}ohalmazon ¶ertelmezett » (t) folyamatot az (­;A;P; (Ft)t)
alapadatok mellett marting¶alnak mondjuk, ha az al¶abbi tulajdons¶agok tel-
jesÄulnek:

1. A » (t) trajekt¶ori¶ai jobbr¶ol folytonosak ¶es rendelkeznek bal oldali ha-
t¶ar¶ert¶ekkel.

2. Minden t 2 TT eset¶en l¶etezik az M (» (t)) v¶arhat¶o ¶ert¶ek ¶es ha s < t;
akkor M (» (t) j Fs) = » (s).

Az els}o tulajdons¶ag diszkr¶et id}opontokb¶ol ¶all¶o TT eset¶en term¶eszetesen
semmitmond¶o,17 folytonos id}ohorizont eset¶en a marting¶alok rendelkezhet-
nek ugr¶asokkal,18 de az ugr¶asokat m¶eg in¯nitezim¶alisan sem lehet el}orel¶atni,
ugyanakkor a folyamatnak az ugr¶asokon k¶³vÄul m¶as t¶³pus¶u szakad¶asai nem

17Illetve ¶ertelmetlen. Ugyanakkor minden diszkr¶et idej}u sztochasztikus folyamat
tekinthet}o olyan folytonos idej}u folyamatnak, ahol a folyamat csak a megadott eg¶esz ¶ert¶ek}u
id}opontokban ugorhat.
18De¯n¶³ci¶o szerint az ugr¶asok olyan szakad¶asok, ahol a jobb ¶es a bal oldali hat¶ar¶ert¶ek

l¶etezik.
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lehetnek. A m¶asodik tulajdons¶ag szerint a folyamat statisztikailag el}oreje-
lezhetetlen, vagyis a » (t) ¶ert¶ek becsl¶es¶et19 az Fs alapj¶an a » (s) adja. A
folyamat marting¶al, ha a m¶ultja alapj¶an a jÄov}oj¶et nem lehet el}orejelezni.

Egy folyamat tÄok¶eletesen v¶eletlen, ha a m¶ultja nem szolg¶altat inform¶aci¶ot a
jÄov}oj¶ere n¶ezve. A legtÄobb, amit a m¶ultb¶ol a jÄov}ore n¶ezve kiolvashatunk, az a
jelen ¶allapot.

Ezen a ponton ¶erdemes egy tov¶abbi ¯loz¶o¯ai megjegyz¶est tenni. A Kolmo-
gorov-f¶ele val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asi modellnek van egy alapvet}o hib¶aja. Mikor
is tekintÄunk egy sorozatot v¶eletlennek? Ha adott val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok
egy meghat¶arozott tulajdons¶agokkal rendelkez}o diszkr¶et vagy folytonos idej}u
folyamata. Diszkr¶et id}o¶abr¶azol¶as eset¶en ez azt jelenti, hogy minden ! eset¶en
adott egy (»k (!))k sz¶amsorozat. Val¶oj¶aban azonban ilyen nincsen. Egy
r¶eszv¶eny ¶ar¶anak alakul¶asa csak egyszer ¯gyelhet}o meg. Az ¶altalunk vizsg¶alt
egy darab r¶eszv¶eny, egyetlen realiz¶aci¶oja mikor tekinthet}o v¶eletlen sorozat-
nak? A k¶erd¶es tÄobbek kÄozÄott Kolmogorovot is izgatta. Az ¶altala ¶es sz¶amos
m¶as matematikus20 ¶altal tal¶alt v¶alasz a kÄovetkez}o: TegyÄuk fel, hogy adott
(an)n sz¶amok egy sorozata. Ha a sorozat nem v¶eletlen, akkor van benne
valami szab¶alyszer}us¶eg. Akkor mondjuk, hogy egy sorozatban van szab¶aly,
ha megadhat¶o egy olyan elj¶ar¶as, amely rÄovidebb, egyszer}ubb, mint az ere-
deti ¶es amelyet alkalmazva reproduk¶alni tudjuk a sorozatot. N¶emik¶eppen
pontosabban fogalmazva, ha egy sorozatban van szab¶aly, akkor ¶³rhat¶o egy
olyan sz¶am¶³t¶og¶epes21 program, amely el}orejelzi a sorozat tagjait.22. A prog-
ram hossza tekinthet}o a sorozatban szerepl}o komplexit¶as m¶ert¶ek¶enek. Ha a
lehets¶eges legrÄovidebb program n sorb¶ol ¶all, akkor a sorozat komplexit¶asa n.
Ha a legrÄovidebb program hossza, amely a sorozat els}o n tagj¶ab¶ol el}orejelzi a
sorozat (n + 1)-edik tagj¶at az n nÄoveked¶es¶evel ar¶anyosan n}o, akkor a sorozat
v¶eletlen. VegyÄuk ¶eszre, hogy ¶eppen err}ol van sz¶o a r¶eszv¶enyek ¶aralakul¶as¶anak
el}orejelz¶ese eset¶en is. Nincs olyan ¯x hossz¶u, el}ore rÄogz¶³tett sz¶am¶³t¶og¶epes

19Term¶eszetesen m¶eg most is kÄorbeforog a de¯n¶³ci¶o, ugyanis a becsl¶es sz¶ot a felt¶eteles
v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel de¯ni¶aljuk. Nem t¶ul jelent}os megjegyz¶es, de tal¶an nem ¶erdektelen
hangs¶ulyozni, hogy ha becsl¶esen nem csak a legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶et ¶ertjÄuk, akkor
a terminol¶ogia f¶elrevezet}o, ugyanis l¶eteznek olyan statisztikai becsl¶esi elj¶ar¶asok, amelyek
nem azonosak a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel. A felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek pontos matematikai
de¯n¶³ci¶oj¶anak meg¶ert¶ese komoly matematikai el}ok¶epzetts¶eget k¶³v¶an, ¶³gy a felt¶eteles v¶arhat¶o
¶ert¶eket az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert mind ¶altal¶anos "becsl¶esi elj¶ar¶ast" de¯ni¶aljuk, vagy ink¶abb
interpret¶aljuk. A felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek legegyszer}ubb tulajdons¶agai eml¶ekeztetnek a
v¶arhat¶o ¶ert¶ek megfelel}o tulajdons¶agaira. VegyÄuk ¶eszre, hogy a v¶arhat¶o ¶ert¶ek, az ¶atlag
is egyfajta becsl¶es, ha semmi tov¶abbi inform¶aci¶onk nincs, a jÄov}o ,,k¶ezenfekv}o" becsl¶ese a
m¶ult ¶atlaga. V.Äo.: [7] 9.fejezet.
20A k¶erd¶es nyilv¶an visszamegy a tudom¶anyos gondolkod¶as kezdet¶eig. A komplexit¶as

fogalm¶at Kolmogorovt¶ol fÄuggetlenÄul de¯ni¶al¶o Chaintin szerint a k¶erd¶essel m¶ar Leibniz is
foglalkozott. A Leibniz ¶altal adott v¶alasz ¶eppen a Kolmogorov{Chaitin-f¶ele komplexit¶as
de¯n¶³ci¶oja: akkor mondjuk, hogy rendelkez¶esÄunkre ¶all egy term¶eszeti tÄorv¶eny, ha van olyan
szab¶alygy}ujtem¶enyÄunk, amellyel le tudunk¶³rni egy adott jelens¶eget ¶es a szab¶alygy}ujtem¶eny
egyszer}ubb, mint a le¶³rand¶o jelens¶eg.
21A sz¶am¶³t¶og¶epet rÄogz¶³tjÄuk. Mondjuk az a sz¶am¶³t¶og¶ep, amin a szÄoveget most ¶³rom.
22n elemb}ol ¶all¶o sorozat eset¶en mindig l¶etezik n sorb¶ol ¶all¶o program, amely a sorozatot

visszaadja: print a1; print a2, . . . , print an A k¶erd¶es csak az, hogy l¶etezik-e olyan
program, amely enn¶el j¶oval rÄovidebb.
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program, amely a m¶ar ismert adatokb¶ol az adatsor kÄovetkez}o tagj¶at megadja.
A marting¶al de¯n¶³ci¶oja a v¶eletlen sorozatok ¶eppen ezen tulajdons¶ag¶at ra-
gadja meg. Nincs olyan statisztikai m¶odszer, amely alapj¶an a m¶ultb¶ol a
jÄov}o el}orejelezhet}o lenne. M¶ask¶eppen fogalmazva a sorozat komplexit¶asa a
sorozatban lev}o inform¶aci¶o nagys¶ag¶anak m¶ert¶eke, b¶armit is jelentsen az in-
form¶aci¶o sz¶o. Ha a sorozat v¶eletlen, akkor a sorozat minden tagja meglepet¶es,
vagyis a sorozat inform¶aci¶otartalma nem tÄomÄor¶³thet}o. A marting¶al olyan
sztochasztikus folyamat, amely meg¯gyel¶es¶eb}ol sz¶armaz¶o inform¶aci¶otartalom
nem tÄomÄor¶³thet}o.

2 Itô-f¶ele sztochasztikus integr¶al

A sztochasztikus anal¶³zis legfontosabb fogalma a sztochasztikus integr¶al. A
sztochasztikus integr¶al, mint minden integr¶al kÄozel¶³t}o Äosszegek hat¶ar¶ert¶eke.
A kÄozel¶³t}o Äosszegek s¶ulyozott Äosszegek, vagyis az integr¶al mindig s¶ulyozott
Äosszegek hat¶ar¶ert¶eke. Ennek megfelel}oen minden integr¶al eset¶en meg kell
kÄulÄonbÄoztetni a s¶ulyt, amit integr¶atornak szok¶as nevezni, illetve az Äosszeg-
zend}o ¶ert¶ekeket, amit integrandusnak szok¶as mondani. A kÄulÄonbÄoz}o integ-
r¶alfogalmak l¶enyeg¶eben csak abban t¶ernek el, hogy mik¶ent k¶epezzÄuk az in-
tegr¶al ¶ert¶ek¶et kÄozel¶³t}o Äosszegeket, illetve hogyan k¶epezzÄuk a hat¶ar¶ert¶ekeket.
Az integr¶al heurisztikus tartalma mindig a kÄozel¶³t}o Äosszegekb}ol olvasand¶o
le. Az integr¶al de¯n¶³ci¶o szerint a kÄozel¶³t}o Äosszegek ¶altal hordozott intuit¶³v
fogalmat terjeszti ki a hat¶ar¶ert¶ekre. A sztochasztikus integr¶al k¶epz¶esekor a
s¶ulyt valamilyen v¶eletlen, kock¶azatos folyamat id}oben val¶o ¶ert¶eknÄoveked¶ese
adja. A p¶enzÄugyi matematik¶aban a s¶uly, vagyis az integr¶ator nÄovekm¶enye
valamilyen p¶enzÄugyi term¶ek adott id}oszakban val¶o ¶armegv¶altoz¶asa, az in-
tegrandus pedig a kock¶azatos term¶ekb}ol az integr¶al¶asi id}operi¶odus alatt tar-
tott portf¶oli¶o nagys¶aga. Ennek megfelel}oen a p¶enzÄugyi matematik¶aban a
sztochasztikus integr¶alok a kock¶azatos term¶ekekb}ol ¶all¶o portf¶oli¶ok ¶ert¶ek¶enek
alakul¶as¶at megad¶o sztochasztikus folyamatk¶ent interpret¶alhat¶oak.

2.1 N¶egyzetes megv¶altoz¶as

A sztochasztikus anal¶³zis legfontosabb ¶eszrev¶etele, hogy nem minden szto-
chasztikus folyamat trajekt¶ori¶ai korl¶atos v¶altoz¶as¶uak,23 s}ot az ¶erdekes folya-
matok, mint p¶eld¶aul a Wiener-folyamat, illetve ¶altal¶aban a folytonos mar-
ting¶alok trajekt¶ori¶ai nem korl¶atos v¶altoz¶as¶uak.24 Eml¶ekeztetÄunk, hogy egy
f fÄuggv¶enyt egy [a; b] szakaszon korl¶atos v¶altoz¶as¶unak mondunk, ha l¶etezik
egy K < 1 korl¶at, hogy az [a; b] tetsz}oleges (tk)k feloszt¶asa eset¶en

X

k

kf (tk) ¡ f (tk¡1)k · K :

23V.Äo.: [7], 2.126. de¯n¶³ci¶o, 95. oldal.
24V.Äo.: [8] 1.118. t¶etel, 79. oldal.
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Ha az f k¶epe egy gÄorbe, akkor az kf (tk) ¡ f (tk¡1)k a gÄorbe k¶et pontj¶anak
t¶avols¶aga, ¶es a fenti Äosszeg tekinthet}o valamely, az f ¶altal le¶³rt gÄorb¶et kÄozel¶³t}o
tÄortvonal hossz¶anak. A

Va;b (f)
±
= sup

(tk)

X

k

kf (tk) ¡ f (tk¡1)k

kifejez¶es, ahol a szupr¶emumot az Äosszes feloszt¶ason vesszÄuk, tekinthet}o az f
¶altal le¶³rt gÄorbe hossz¶anak. Ennek megfelel}oen egy fÄuggv¶enyt akkor tekint-
hetÄunk korl¶atos v¶altoz¶as¶unak, ha az ¶altala le¶³rt gÄorbe hossza v¶eges. Mik¶ent
kÄozismert, a klasszikus anal¶³zisben bevezetett Stieltjes-integr¶al csak korl¶atos
v¶altoz¶as¶u integr¶atorok eset¶en ¶ertelmezett,25 ¶³gy a folytonos marting¶alok sze-
rinti integr¶alok az anal¶³zisben megszokott m¶odon nem ¶ertelmezhet}oek. Hang-
s¶ulyozni kell, hogy az integr¶al nem ¶ertelmezhet}os¶ege nem azt jelenti, hogy
az integr¶al¶as eredm¶enye ¶ertelmetlen, rossz vagy a szeml¶eletnek ellentmond¶o
¶ert¶ek. Ez azt jelenti, hogy a megadott de¯n¶³ci¶o nem ad v¶alaszt, sem j¶ot,
sem rosszat, sem ¶ertelmeset, sem ¶ertelmetlent. M¶asik de¯n¶³ci¶ot kell keresni,
lehet}oleg olyat, amelyet a kor¶abbi, j¶ol bev¶alt esetben alkalmazva a kor¶abbi
de¯n¶³ci¶ot kapjuk vissza.

Az eg¶esz sztochasztikus anal¶³zis kulcsa a n¶egyzetes megv¶altoz¶as! Az alap-
gondolat a kÄovetkez}o:

Ha az ´ integr¶ator Va;b (´) teljes megv¶altoz¶asa v¶egtelen, akkor a ¢´ (tk)
±
=

´ (tk)¡´ (tk¡1) nÄovekm¶enyek ,,t¶ul nagyok". Ha az ´ trajekt¶ori¶ai folytonosak,

akkor a ¢´ (tk) jellemz}oen egyn¶el kisebb, ¶³gy a (¢´ (tk))2 kisebb, mint a
j¢´ (tk)j, ¶³gy v¶arhat¶oan, illetve rem¶elhet}oleg az26

h´i ±
= lim

±&0

X

k

[´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)]
2

kifejez¶es v¶eges lesz. P¶eld¶aul, ha ´ Wiener-folyamat, [a; b] = [0; 1], ¶es (tk)k a
[0; 1] n egyenl}o r¶eszre val¶o felbont¶asa, akkor

´ (tk) ¡ ´ (tk¡1) =d N

µ
0;

1p
n

¶
;

teh¶at

X

k

[´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)]
2 ±

=
X

k

»2
k =d

X

k

N

µ
0;

1p
n

¶2

=

=

P
k N (0; 1)2

n
:

A nagy sz¶amok tÄorv¶enye alapj¶an a hat¶ar¶ert¶ek egy val¶osz¶³n}us¶eggel l¶etezik, ¶es

az ¶ert¶eke M
³
N (0; 1)2

´
= 1: Trivi¶alisan l¶athat¶o, hogy ha a [0; 1] helyett a

[0; T ] szakaszt ¶³rtuk volna, akkor a hat¶ar¶ert¶ek T lenne. Ennek megfelel}oen a

25V.Äo.: [7] 1.17. kÄovetkezm¶eny, 16. oldal, 17.25. p¶elda, 825. oldal.
26± jelÄoli a (tk)k feloszt¶as ¯noms¶ag¶at, vagyis ±

±
= maxk (tk ¡ tk¡1)
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Wiener-folyamat n¶egyzetes megv¶altoz¶asa27 a [0; T ] szakaszon T . Ugyanakkor
nem csak Wiener-folyamat, hanem tetsz}oleges marting¶al eset¶en l¶etezik v¶eges
n¶egyzetes megv¶altoz¶as,28 amely a trivi¶alis konstans esett}ol eltekintve mindig
pozit¶³v.29 Hangs¶ulyozni kell, hogy ¶altal¶aban egy marting¶alra a n¶egyzetes
megv¶altoz¶as fÄugg az id}ot}ol ¶es az ! kimenetelt}ol. A Wiener-folyamat az¶ert a
legegyszer}ubb nem trivi¶alis folytonos sztochasztikus folyamat, mert a n¶egy-
zetes megv¶altoz¶asa a lehet}o legegyszer}ubb. Vizsg¶aljuk meg az ´ Wiener-
folyamat teljes megv¶altoz¶as¶at!

X

k

j´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)j =
X

k

j»kj =d

P
k jN (0; 1)jp

n
:

Ha 1 > M > 0 jelÄoli az jN (0; 1)j eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et, akkor a centr¶alis
hat¶areloszl¶as-t¶etel miatt minden elegend}oen ¯nom feloszt¶as eset¶en, vagyis ha
n ! 1 P

k j»kj ¡ nMp
n

=d

P
k jN (0; 1)j ¡ nMp

n
¼ N (0; 1) ;

amib}ol X

k

j´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)j ¼ N (0; 1) +
nMp

n
! 1 :

M¶as oldalr¶ol ugyanez. A n¶egyzetes megv¶altoz¶asra

X

k

[¢´ (tk)]2 · max
k

j¢´ (tk)j
X

k

j¢´ (tk)j :

Mivel a bal oldal egy pozit¶³v konstanshoz konverg¶al, a jobb oldalon az els}o
t¶enyez}o a folyamat folytonoss¶aga miatt null¶ahoz tart, a m¶asik t¶enyez}onek
v¶egtelenbe kell tartani, ugyanis ellenkez}o esetben

0 < h´i ¼
X

k

[¢´ (tk)]2 = 0

lenne. Egy folytonos folyamatra, ha a teljes megv¶altoz¶as v¶eges, akkor a
n¶egyzetes megv¶altoz¶as nulla, ha viszont a n¶egyzetes megv¶altoz¶as pozit¶³v,
akkor a teljes megv¶altoz¶as v¶egtelen.

2.2 Marting¶alok n¶egyzetes megv¶altoz¶asa, kompenz¶atorok

A n¶egyzetes megv¶altoz¶assal kapcsolatos els}o k¶ezenfekv}o k¶erd¶es, hogy mik¶ent
interpret¶alhat¶o. A n¶egyzetes megv¶altoz¶as eredend}oen a v¶eletlen ingadoz¶a-
sokat tartalmaz¶o folyamatokhoz rendelt fogalom, ¶³gy az interpret¶aci¶oja is a
v¶eletlen folyamatokkal kapcsolatban fell¶ep}o probl¶em¶akhoz kÄot}odik. Legyen
az ´ folyamat marting¶al. Az ´ a marting¶altulajdons¶ag miatt de¯n¶³ci¶o szerint

27V.Äo.: [8] A.5. pont, 346. oldal.
28V.Äo.: [8] 3.24. ¶all¶³t¶as 234. oldal.
29Amikor a marting¶al konstans trajekt¶ori¶akkal rendelkezik. V.Äo.: [8] 2.41. ¶all¶³t¶as, 157.

oldal.
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tÄok¶eletes v¶eletlennek tekinthet}o. Ez azt jelenti, hogy az ´ ¶altal le¶³rt j¶at¶ek
,,nyerem¶enyfolyamat¶a¶ert" nem j¶ar kompenz¶aci¶o, nulla a kÄolts¶ege annak, hogy
megszerezzÄuk az ´ ¶altal reprezent¶alt j¶at¶ek ki¯zet¶esfolyamat¶at.

Ugyanakkor az ´2 folyamat eset¶en a helyzet teljesen m¶as. Az ´2 folya-
mat ¶ert¶eke minden id}opontban nem negat¶³v, s}ot ¶altal¶aban pozit¶³v, ¶³gy az
´2 v¶eletlen ki¯zet¶es birtokl¶as¶a¶ert ¯zetni kell. Mi az ´2 folyamat fair ¶ara?
Term¶eszetesen az ´2 fair ¶ara az a folyamat, amelyet az ´2-b}ol levonva tÄok¶ele-
tesen v¶eletlen folyamatot kapunk, vagyis az ´2 ¶ara az a ¼ folyamat, amelyre
az ´2 ¡ ¼ marting¶al. Az ´2 birtokl¶as¶ar¶ol b¶armikor lemondhatunk, a j¶at¶ekb¶ol
b¶armikor kil¶ephetÄunk, ¶³gy a ¼ kompenz¶ator folyamatr¶ol k¶ezenfekv}o feltenni,
hogy monoton n}o.30 Megmutatjuk, hogy az ´2 kompenz¶atora ¶eppen az h´i,
vagyis az ´2 ¡ h´i folyamat marting¶al.31 Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert tegyÄuk fel,
hogy ´ (0) = 0, ugyanis ellenkez}o esetben a gondolatmenetet az ´ (t) ¡ ´ (0)
marting¶alra alkalmazn¶ank.

´2 (t) ¡ h´i (t) ¼ ´2 (t) ¡
X

k

(´ (tk) ¡ ´ (tk¡1))
2 :

A n¶egyzetes megv¶altoz¶asban szerepl}o z¶ar¶ojelet felbontva

(´ (tk) ¡ ´ (tk¡1))
2 = ´2 (tk) + ´ (tk¡1)

2 ¡ 2´ (tk) ´ (tk¡1) =

= ´2 (tk) ¡ ´ (tk¡1)
2 ¡ 2´ (tk¡1) (´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)) :

Ebb}ol kÄovetkez}oen, ha 0 = t0 < t1 < . . . < tn = t a [0; t] id}oszakasz ele-
gend}oen ¯nom felbont¶asa, akkor

´2 (t) ¡ h´i (t) ¼ ´2 (tn) ¡
nX

k=1

¡
´2 (tk) ¡ ´2 (tk¡1)

¢
+

+
nX

k=1

2´ (tk¡1) (´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)) :

A teleszkopikus Äosszeget kibontva, ¶es felhaszn¶alva, hogy a felt¶etel szerint
´ (t0) = ´ (0) = 0,

´2 (t) ¡ h´i (t) =
nX

k=1

2´ (tk¡1) (´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)) :

Megmutatjuk, hogy a

» (s)
±
=

X

tk·s

´ (tk¡1) (´ (tk) ¡ ´ (tk¡1))
±
=

X

k

dk

30Nem folytonos folyamatok eset¶en c¶elszer}u megkÄovetelni, hogy a ¼ ,,el}orejelezhet}o"
legyen, vagyis a ¼ kompenz¶ator ¶ert¶ek¶et az ugr¶as ,,el}ott" ki kell ¯zetni, vagyis a v¶arhat¶o
ugr¶as¶ert a kompenz¶aci¶ot az ugr¶ast megel}oz}oen el}ore rÄogz¶³teni kell, ugyanis az ugr¶as ut¶an
m¶ar kÄonny}u okosnak lenni. A folytonos folyamatok egyik el}onyÄos tulajdons¶aga, hogy a
n¶egyzetes megv¶altoz¶as ¶es az ¶ugynevezett el}orejelezhet}o n¶egyzetes megv¶altoz¶as megegyezik.
31V.Äo.: [8] 2.32. ¶all¶³t¶as, 152. oldal.
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Äosszegekb}ol ¶all¶o folyamat marting¶al. Az ´ (tk¡1) ¶ert¶eke a tk¡1 id}opontban
ismert, ¶³gy a tk¡1 id}opontban v¶egrehajtott M

¡
¢ j Ftk¡1

¢
becsl¶esek eset¶en

konstansk¶ent viselkedik, ¶³gy ezekb}ol a becsl¶esekb}ol kiemelhet}o. Felhaszn¶alva,
hogy az ´ marting¶al

M
¡
dk j Ftk¡1

¢ ±
= M

¡
´ (tk¡1) (´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)) j Ftk¡1

¢
=

= ´ (tk¡1)M
¡
(´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)) j Ftk¡1

¢
=

= ´ (tk¡1) ¢ 0 = 0;

¶³gy M
¡
´2 (t) ¡ h´i (t) j Fs

¢
= ´2 (s) ¡ h´i (s), teh¶at az ´2 ¡ h´i folyamat

val¶oban marting¶al.

2.3 Marting¶alok szerinti Itô-integr¶al¶as

TegyÄuk fel, hogy az ´ marting¶al ¶es pr¶ob¶aljuk meg ¶ertelmezni a

Z b

a

µ (t) d´ (t)

integr¶alt.32 A sztochasztikus integr¶alt egy ´ folyamat elleni ,,j¶at¶ek" ered-
m¶enyek¶ent kiv¶anjuk interpret¶alni. Az interpret¶aci¶o szerint egy adott t id}o-
pontban µ (t) Äosszeget tartunk az ´ ¶altal reprezent¶alt kock¶azatos term¶ekb}ol.
Nyilv¶anval¶o m¶odon a µ (t) meghat¶aroz¶asakor csak azokra az inform¶aci¶okra t¶a-
maszkodhatunk, amelyekkel a t id}opont bekÄovetkez¶esekor m¶ar rendelkeztÄunk.
Ez m¶ask¶eppen fogalmazva azt jelenti, hogy a µ (t) a t id}opontban az (­; Ft;P)
val¶osz¶³n}us¶egi mez}o felett val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o. Ennek legfontosabb kÄovet-
kezm¶enye, hogy a µ (t) ¶ert¶eke az M (¢ j Ft) felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekb}ol kiemel-
het}o, vagyis a t id}opontban v¶egrehajtott becsl¶esek sor¶an a µ (t) konstansk¶ent
viselkedik. M¶ask¶eppen fogalmazva, ha ¢´ jelÄoli az ´ folyamat ¶ert¶ek¶enek
megv¶altoz¶as¶at a t id}opontot kÄovet}o rÄovid id}oszakban, akkor µ (t)¢´ jelÄoli
a µ (t) egyedb}ol ¶all¶o portf¶oli¶o ¶ert¶ekmegv¶altoz¶as¶at a t id}opontot kÄovet}o id}o-
szakban. Mivel a µ (t) a t id}opontban ismert, ez¶ert a µ (t)¢´ ¶ert¶ekv¶altoz¶as
becsl¶ese szempontj¶ab¶ol a µ (t) ,,¶erdektelen", elegend}o csak a ¢´ megv¶altoz¶ast
becsÄulni, ¶³gy teljesÄul a kÄovetkez}o kiemel¶esi szab¶aly:

M (µ (t)¢´ j Ft) = µ (t)M (¢´ j Ft) :

A tov¶abbiakban ezt gyakran fel fogjuk haszn¶alni.

5. De¯n¶³ci¶o. TegyÄuk fel, hogy az In
±
=

P
k µ (¿k)¢´ (tk) kÄozel¶³t}o Äosszegekben

¿k kÄozel¶³t}o pontnak a [tk¡1; tk] intervallum ¿k = tk¡1 kezd}opontj¶at vesszÄuk.
Ilyenkor Itô-f¶ele kÄozel¶³t}o Äosszegekr}ol besz¶elÄunk.

A hagyom¶anyos integr¶alelm¶elet t¶argyal¶asakor hangs¶ulyozni szok¶as, hogy
a kÄozel¶³t}o Äosszegek k¶epz¶esekor a ¿k kÄozbÄuls}o pont tetsz}olegesen v¶alaszthat¶o,
az integr¶al ¶ert¶eke fÄuggetlen att¶ol, hogy melyik ¿k id}opontban sz¶amoltuk ki az

32Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert a µ ¶es az ´ folytonosak.
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integrandus kÄozel¶³t}o ¶ert¶ek¶et. Az Itô-f¶ele sztochasztikus integr¶alok eset¶eben
ez nincsen ¶³gy. A kÄozel¶³t}o Äosszeget mindig az intervallum kezd}opontj¶aban
kell k¶epezni. Matematikai szempontb¶ol az Itô-integr¶al legfontosabb saj¶atja
¶eppen ez. A kÄozel¶³t}o Äosszeg ezen k¶epz¶esi szab¶alya azonban igen szeml¶eletes, ¶es
tulajdonk¶eppen nagyon term¶eszetes. Ha az ´ integr¶atorfolyamatot kumul¶alt
nyeres¶egk¶ent ¶ertelmezzÄuk, akkor a ¢´ (tk)

±
= [´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)] nÄovekm¶eny

a [tk¡1; tk] id}oszak alatt el¶ert egys¶egnyi befektet¶esre jut¶o nyerem¶eny, kÄo-
vetkez¶esk¶eppen az id}oszak alatt el¶ert teljes nyerem¶eny ar¶anyos az id}oszak
sor¶an megtett µ (¿k) t¶ettel. Ugyanakkor egy fogad¶asban a t¶etet mindig a fo-
gad¶as t¶argy¶at k¶epez}o v¶eletlen esem¶eny el}ott kell megtenni, vagyis a [tk¡1; tk]
id}oszakra es}o fogad¶as nagys¶ag¶at a tk¡1 id}opontban kell megadni.

6. P¶elda. A sztochasztikus integr¶al ¶ert¶eke fÄugghet a kÄozel¶³t}o pont megv¶alasz-
t¶as¶anak m¶odj¶at¶ol.

Legyen w Wiener-folyamat ¶es pr¶ob¶aljuk meg de¯ni¶alni az
R b

a
w dw integ-

r¶alt. A kÄozel¶³t}o Äosszegekre ¶att¶erve

I(1)
n

±
=

X

k

w (tk¡1) (w (tk) ¡ w (tk¡1)) ;

I(2)
n

±
=

X

k

w (tk) (w (tk) ¡ w (tk¡1)) :

A k¶et Äosszeg kÄozÄotti egyetlen elt¶er¶es, hogy a ¿k kÄozel¶³t}o pont az els}o esetben
a r¶eszintervallum eleje, a m¶asodik esetben a v¶ege. Ugyanakkor

I(2)
n ¡ I(1)

n
±
=

X

k

w (tk)¢w (tk) ¡
X

k

w (tk¡1)¢w (tk) =

=
X

k

(w (tk) ¡ w (tk¡1))¢w (tk) =

=
X

k

(w (tk¡1) ¡ w (tk))2 ;

vagyis a k¶et kÄozel¶³t}o Äosszeg kÄulÄonbs¶ege ¶eppen a Wiener-folyamat n¶egyzetes
megv¶altoz¶as¶anak kÄozel¶³t}o ¶ert¶eke. Ebb}ol kÄovetkez}oen, ha a k¶et kÄozel¶³t}o Äosszeg-
nek van hat¶ar¶ert¶eke, akkor a k¶et hat¶ar¶ert¶ek nem lehet azonos, vagyis az
integr¶al ¶ert¶eke fÄugg a kÄozel¶³t}o pont megv¶alaszt¶asi m¶odj¶at¶ol. Ez m¶ask¶eppen
¶ugy is fogalmazhat¶o, hogy tetsz}oleges kÄoztes pont megenged¶ese eset¶en az
integr¶alkÄozel¶³t}o Äosszegek sorozata semmilyen konvergenciafogalom eset¶en sem
lehet konvergens.

A n¶egyzetes megv¶altoz¶as pozitivit¶asa er}osen felforgatja az integr¶alelm¶ele-
tet. Tulajdonk¶eppen igen meglep}o, hogy ebb}ol a ,,gy¶aszos" helyzetb}ol m¶egis
van eleg¶ans ki¶ut. Sz¶amoljuk ki az

In
±
=

X

k

µ (tk¡1) [´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)]
±
=

nX

k=1

µ (tk¡1)¢´ (tk)
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Itô-f¶ele kÄozel¶³t}o Äosszeg v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et ¶es sz¶or¶as¶at. A felt¶eteles v¶arhat¶o
¶ert¶ekre vonatkoz¶o toronyszab¶aly felhaszn¶al¶as¶aval

M (In) = M

ÃX

k

µ (tk¡1)¢´ (tk)

!
=

X

k

M (µ (tk¡1)¢´ (tk)) =

=
X

k

M
¡
M

¡
µ (tk¡1)¢´ (tk) j Ftk¡1

¢¢
=

=
X

k

M
¡
µ (tk¡1)M

¡
¢´ (tk) j Ftk¡1

¢¢
=

=
X

k

M (µ (tk¡1) ¢ 0) = 0;

ahol term¶eszetesen kihaszn¶altuk, hogy az ´ marting¶al, vagyis

M
¡
¢´ (tk) j Ftk¡1

¢
= 0 ;

¶es hogy a µ (tk¡1) kiemelhet}o az Ftk¡1
szerinti felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekb}ol. A

sz¶or¶as kisz¶amol¶as¶ara r¶at¶erve, ha t > s, akkor

M (µ (t) [´ (t + h) ¡ ´ (t)] µ (s) [´ (s + h) ¡ ´ (s)]) =

= M (M (µ (t) [´ (t + h) ¡ ´ (t)] µ (s) [´ (s + h) ¡ ´ (s)] j Ft)) =

= M (µ (t) µ (s) [´ (s + h) ¡ ´ (s)]M ([´ (t + h) ¡ ´ (t)] j Ft)) =

= M (µ (t) µ (s) [´ (s + h) ¡ ´ (s)] ¢ 0) = 0 ;

ugyanis a µ (t) µ (s) [´ (s + h) ¡ ´ (s)] v¶altoz¶o ¶ert¶eke a t id}opontban m¶ar is-
mert, ez¶ert kiemelhet}o a t id}oponthoz tartoz¶o felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekb}ol.
Ebb}ol kÄovetkez}oen az al¶abbi sz¶amol¶as sor¶an a vegyesszorzatok v¶arhat¶o ¶ert¶eke
nulla:

D2 (In) = M

0
@

ÃX

k

µ (tk¡1) [´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)]

!2
1
A =

= M

0
@X

k

X

j

µ (tk¡1) µ (tj¡1)¢´ (tk)¢´ (tj)

1
A =

=
X

k

M
³
(µ (tk¡1))

2 [´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)]
2
´

¼

¼ M

ÃX

k

µ2 (tk¡1) [Q2 (tk) ¡ Q2 (tk¡1)]

!
:

ahol Q2
±
= h´i az ´ n¶egyzetes megv¶altoz¶asa. Az h´i nagys¶aga a hozz¶a tar-

toz¶o intervallum hossz¶anak nÄovel¶es¶evel monoton n}o, teh¶at az utols¶o v¶arhat¶o
¶ert¶eken belÄuli

P
k µ2 (tk¡1)¢ h´i (tk) kÄozel¶³t}o Äosszeg a klasszikus m¶odon ¶er-

telmezhet}o
R b

a
µ2 d h´i Stieltjes-integr¶al egy kÄozel¶³t}o Äosszege. ÄOsszefoglalva:
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Ha az integr¶alkÄozel¶³t}o Äosszegeket az Itô-f¶ele szab¶aly szerint a
X

k

µ (tk¡1) [´ (tk) ¡ ´ (tk¡1)]

m¶odon v¶alasztjuk, ¶es az ´ integr¶atorfolyamat marting¶al, akkor a kÄozel¶³t}o

Äosszeg v¶arhat¶o ¶ert¶eke nulla, varianci¶aja pedig az M
³R b

a
µ2 d h´i

´
kÄozel¶³t}o

Äosszege lesz.

Ha a µ folyamat folytonos, ¶es a feloszt¶as ¯noms¶ag¶at minden hat¶aron t¶ul
nÄoveljÄuk, akkor a kÄulÄonbÄoz}o feloszt¶asokhoz tartoz¶o kÄozel¶³t}o Äosszegek szto-
chasztikusan kÄozel kerÄulnek egym¶ashoz, vagyis ha az id}ointervallum feloszt¶a-
s¶at minden hat¶aron t¶ul nÄoveljÄuk, akkor az Itô-f¶ele kÄozel¶³t}o Äosszegek sorozata
a sztochasztikus konvergenci¶aban Cauchy-sorozat lesz. N¶emik¶eppen heurisz-
tikusan okoskodva: ha a (tk)k felbont¶as m¶ar el¶eg ¯nom, akkor az ¶ujabb
oszt¶opontok hozz¶av¶etel¶evel a

P
k µ2 (tk¡1)¢ h´i (tk) m¶ar alig v¶altozik, ugya-

nis az h´i s¶ulyfÄuggv¶eny szerint vett
R b

a
µ2 d h´i Stieltjes-f¶ele trajekt¶ori¶ank¶enti

integr¶alok l¶eteznek, ¶³gy a felbont¶as tov¶abbi ¯nom¶³t¶asa m¶ar nem v¶altoztat
az M

¡P
k µ2 (tk¡1)¢ h´i (tk)

¢
sz¶or¶asn¶egyzeten. N¶emik¶eppen pontosabban,

ha In ¶es Im k¶et olyan kÄozel¶³t}o Äosszeg, ahol az oszt¶opontok t¶avols¶aga m¶ar
kisebb mint ±=2; akkor az In ¡Im v¶arhat¶o ¶ert¶eke nulla, sz¶or¶asa pedig felÄulr}ol
becsÄulhet}o az

M

ÃX

k

"2
± (tk¡1)¢ h´i (tk)

!

kifejez¶essel, ahol "± (t) a ± nagys¶aghoz tartoz¶o folytonoss¶agi modulus, vagyis

"± (t)
±
= sup fjµ (u) ¡ µ (v)j : u; v · t; ju ¡ vj · ±g :

A µ (!; t) trajekt¶ori¶ak folytonoss¶aga miatt minden t-re ¶es !-ra "± (t; !) ! 0,
¶³gy a Csebisev-egyenl}otlens¶eg miatt el¶eg ¯nom feloszt¶asra tetsz}oleges rÄogz¶³tett
· > 0 sz¶am eset¶en, ha ± & 0, akkor

P (jIn ¡ Imj ¸ ·) · D2 (In ¡ Im)

·2
·

M
³R b

a
"2
± d h´i

´

·2
! 0 ;

ugyanis

lim
±&0

M

ÃZ b

a

"2
± d h´i

!
= M

ÃZ b

a

lim
±&0

"2
± d h´i

!
= M

ÃZ b

a

0 d h´i
!

= 0 ;

vagyis ha ± & 0, akkor az (In)n sorozat a sztochasztikus konvergenci¶aban
Cauchy-sorozat.

TELJESS¶EGI T¶ETEL: A val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok halmaza a sztochaszti-
kus konvergenci¶aban teljes, vagyis minden a sztochasztikus konvergenci¶aban
Cauchy-sorozat sztochasztikusan konvergens.33

33V.Äo.: [7] 3.12. ¶all¶³t¶as, 116. oldal.



Bevezet¶es a sztochasztikus anal¶³zisbe kÄozgazd¶aszoknak 17

ÄOsszefoglalva az elmondottakat:

7. ¶All¶³t¶as. Folytonos integrandus ¶es marting¶al integr¶ator eset¶en az [a; b]
szakaszon k¶epzett Itô-f¶ele kÄozel¶³t}o Äosszegek sorozat¶anak a sztochasztikus kon-

vergenci¶aban l¶etezik hat¶ar¶ert¶eke, amelyet
R b

a µ d´ m¶odon fogunk jelÄolni ¶es a µ
´ szerinti Itô-integr¶alj¶anak fogunk mondani.34

A korl¶atos v¶altoz¶as¶u s¶ulyfolyamatok szerinti Stieltjes-f¶ele sztochasztikus
integr¶alok eset¶en a kÄozel¶³t}o Äosszegek sorozata a kÄoztes pont megv¶alaszt¶asi
m¶odj¶at¶ol fÄuggetlenÄul egy val¶osz¶³n}us¶eggel az integr¶alhoz tart, a marting¶alok
szerint vett Itô-integr¶alok eset¶en az integr¶alkÄozel¶³t}o Äosszegek nem 1 val¶osz¶³n}u-
s¶eggel, hanem csak sztochasztikusan kÄozel¶³tik az integr¶al ¶ert¶ek¶et. Az Itô-f¶ele
konstrukci¶o l¶enyege, hogy egyr¶eszt a kÄozel¶³t}o Äosszegeket speci¶alisan v¶alaszt-
juk, m¶asr¶eszt a trajekt¶ori¶ank¶enti konvergenci¶at a kÄozel¶³t}o Äosszegek sztochasz-
tikus konvergenci¶aj¶ara cser¶eljÄuk. Mivel a majdnem mindenhol val¶o konver-
genci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus konvergencia, ez¶ert ha egy sztochasz-
tikus integr¶al Stieltjes-¶ertelemben l¶etezik, akkor az integr¶al Itô-¶ertelemben is
l¶etezik, vagyis az Itô-f¶ele sztochasztikus integr¶al a Stieltjes-f¶ele sztochasztikus
integr¶al ¶altal¶anos¶³t¶asa.

2.4 Sztochasztikus integr¶alok n¶egyzetes megv¶altoz¶asa

Mik¶ent l¶attuk, a sztochasztikus anal¶³zis kulcsa a n¶egyzetes megv¶altoz¶as. Le-
gyen

M (t)
±
=

Z t

0

µ (u) d´ (u) ;

ahol feltettÄuk, hogy az integr¶al ¶ertelmes. Sz¶amoljuk ki a t 7! M (t) in-
tegr¶alfolyamathoz tartoz¶o t 7! hMi (t) n¶egyzetes megv¶altoz¶as folyamatot.
De¯n¶³ci¶o szerint

hMi (t) ¼
X

tk·t

(¢M (tk))2 =
X

tk·t

ÃZ tk

tk¡1

µ (u) d´ (u)

!2

¼

¼
X

tk·t

µ2 (tk¡1) (¢´ (tk))2 ¼

¼
X

tk·t

µ2 (tk¡1)¢ h´i (tk) ¼
Z t

0

µ2d h´i ;

ahol felhaszn¶altuk a

(¢´ (tk))2
±
= (´ (tk) ¡ ´ (tk¡1))

2 ¼ ¢ h´i (tk) =

= h´ (tk)i ¡ h´ (tk¡1)i

kÄozel¶³t}o formul¶at, illetve, hogy el¶eg ¯nom felbont¶as eset¶en az
R tk

tk¡1
µd´ in-

tegr¶al kÄozel¶³thet}o a kÄozel¶³t}o t¶eglalap µ (tk¡1) ¢´ (tk) terÄulet¶evel.35

34V.Äo.: [8] 2.12. ¶all¶³t¶as, 135. oldal.
35V.Äo.: [8] 3.46. t¶etel, 249. oldal, 422. oldal.
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2.5 Asszociativit¶asi szab¶aly

TegyÄuk fel, hogy ´ (u)
±
=

R u

0 ³ (s) d½ (s), ¶es tekintsÄuk az
R t

0 µ (u) d´ (u) in-
tegr¶alt. Mivel az integr¶al a kÄozel¶³t}o Äosszegek hat¶ar¶ert¶eke, ez¶ert

Z t

0

µ (u) d´ (u) ¼
X

uk·t

µ (uk¡1)¢´ (uk) :

Az el}oz}o alpontban l¶atott gondolatmenettel egyez}o m¶odon az ´ (u) integr¶al
fÄuggv¶eny ¢´ (uk) nÄovekm¶enyei az ´ alakja miatt kÄozel¶³thet}oek a kÄozel¶³t}o
t¶eglalapok

³ (uk¡1)¢½ (uk)

terÄuleteivel, ¶³gy

Z t

0

µ (u) d´ (u) ¼
X

uk·t

µ (uk¡1) ³ (uk¡1)¢½ (uk) ¼
Z t

0

µ (u) ³ (u) d½ (u) :

M¶ask¶eppen fogalmazva, integr¶alfÄuggv¶eny szerinti integr¶al¶as eset¶en a k¶et in-
tegr¶al elv¶egz¶es¶enek sorrendje ,,csoportos¶³that¶o". A szab¶alyt szok¶as asszo-
ciativit¶asi szab¶alynak is mondani. Az elnevez¶es indoka a kÄovetkez}o: Ha az
integr¶alokat di®erenci¶alis form¶aban¶³rjuk fel, akkor d´ = ³d½, a

R t

0
µ (u) d´ (u)

integr¶al pedig a

µd´ = µ (³d½) = (µ³) d½

form¶alis szab¶aly szerint alak¶³that¶o, vagyis az

Z t

0

µ (u) d´ (u) =

Z t

0

µ (u) ³ (u) d½ (u)

¶atalak¶³t¶as form¶alisan a di®erenci¶alis alakban fel¶³rt kifejez¶es ¶atz¶ar¶ojelez¶ese.
VegyÄuk ¶eszre, hogy az indokl¶as ¶erv¶enyes mindenfajta integr¶alra,¶³gy a Stieltjes-
¶es az Itô-f¶ele integr¶alokra egyar¶ant haszn¶alhat¶o.36

2.6 Lok¶alis marting¶alok

Az Itô-integr¶al de¯n¶³ci¶oja alapj¶an a sztochasztikus integr¶al egy folytonos fo-
gad¶asi folyamat nett¶o, kumul¶alt eredm¶enye. Az Itô-integr¶alban szerepl}o in-
tegr¶ator marting¶al. A marting¶alok szok¶asos interpret¶aci¶oja, hogy fair j¶at¶ekok.
Felvethet}o a k¶erd¶es, hogy az ´ fair j¶at¶ekkal szemben j¶atszott µ strat¶egiai
nett¶o, kumul¶alt eredm¶enye fair j¶at¶ek-e, vagyis a µ megj¶atsz¶as¶anak lehet}os¶ege
az ¶erdekelt feleknek, legal¶abbis ¶atlagban egyenl}o es¶elyt biztos¶³t vagy sem.
M¶ask¶eppen fogalmazva, milyen felt¶etelek mellett lesz a t 7!

R t

0 µ d´ integr¶al-

folyamat marting¶al? TekintsÄuk a folyamat M (t)
±
=

P
sk·t µ (sk¡1)¢´ (sk)

36V.Äo.: [8] 2.63. ¶all¶³t¶as, 170. oldal, D.16. t¶etel, 428. oldal.
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kÄozel¶³t}o Äosszeg¶et. A kiemel¶esi szab¶aly szerint a m¶ar tÄobbszÄor l¶atott m¶odon
okoskodva

M (M (tk+1) j Ftk) =
X

si·tk+1

M (µ (si¡1)¢´ (si) j Ftk) =

= M (tk) + µ (tk) M ([´ (tk+1) ¡ ´ (tk)] j Ftk
) =

= M (tk) ;

vagyis a diszkr¶et kÄozel¶³t}o Äosszegekb}ol ¶all¶o sorozat marting¶al. Fontos hangs¶u-
lyozni, hogy a sztochasztikus integr¶al¶assal kapott t 7!

R t

0 µ d´ integr¶alfolyamat
azonban nem lesz marting¶al.37 Ebb}ol a szempontb¶ol a diszkr¶et, illetve a
folytonos id}o¶abr¶azol¶ashoz tartoz¶o modellek l¶enyegesen elt¶ernek. A t¶argyal¶as
sor¶an a diszkr¶et Äosszegek ¶es a folytonos Äosszegek, vagyis az integr¶alok kÄozÄott
nem teszÄunk kÄulÄonbs¶eget. Ez term¶eszetesen s¶ulyos matematikai hiba. ¶Alta-
l¶aban a sztochasztikus integr¶alk¶ent csak ¶ugynevezett lok¶alis marting¶alt38 ka-
punk, ¶es kÄulÄon ¯gyelmet kell ford¶³tani arra, hogy mikor kapunk integr¶alk¶ent
marting¶alt. A l¶enyegi probl¶em¶at az jelenti, hogy m¶³g a kÄozel¶³t}o Äosszegek
v¶arhat¶o ¶ert¶eke az ´ marting¶altulajdons¶aga miatt nulla, a feloszt¶as ¯nom¶³t¶a-
sa sor¶an kapott sorozat hat¶ar¶ert¶ek¶enek v¶arhat¶o ¶ert¶eke m¶ar nem lesz nulla;
¶altal¶aban ugyanis semmi sem biztos¶³tja a hat¶ar¶ert¶ek ¶es a v¶arhat¶o ¶ert¶ek fel-
cser¶elhet}os¶eg¶et.

A lok¶alis marting¶alok ¶es a marting¶alok kÄozÄotti kÄulÄonbs¶egre intuit¶³ve j¶ol r¶a
lehet ¶erezni: a probl¶ema az integrandusok nagys¶agrendj¶eb}ol ered. A martin-
g¶alok ellen j¶atszott valamely szerencsej¶at¶ek annyiban fair, hogy a strat¶egia
megv¶alaszt¶asakor az egyes l¶ep¶esek sor¶an a jÄov}ot nem lehet el}orel¶atni, ez¶ert a
t¶eteket mindig a fogad¶as t¶argy¶at k¶epez}o esem¶eny el}ott kell megtenni. Ebb}ol
kÄovetkez}oen az egyes l¶ep¶esekben a j¶at¶ek t¶enylegesen fair. A j¶at¶ek azonban
annyiban nem fair, hogy a j¶atsz¶as jog¶at ¶es a t¶etek nagys¶ag¶at nem korl¶atozzuk.
A fogad¶o f¶el addig ¶es akkora t¶etekben fogad am¶³g akar, illetve amekkor¶akban
akar. A µ folyamatra egyedÄul azt tettÄuk fel, hogy az ¶ert¶eke csak a m¶ultt¶ol
fÄugg, de a nagys¶ag¶at nem korl¶atoztuk. Elk¶epzelhet}o, hogy bizonyos ! kime-
netelek eset¶en a t 7! µ (t; !) trajekt¶oria nem korl¶atos m¶odon n}o. Ha ¶³gy ¶all
a helyzet, akkor nagy kock¶azatot v¶allalva ¶es korl¶atlan ideig j¶atszva ¶altal¶aban
lehet nyer}o strat¶egi¶at tal¶alni. A Wiener-folyamat diszkr¶et verzi¶oj¶aban, a fej
vagy ir¶as j¶at¶ekban, a kÄozismert nyer}o strat¶egia a dupl¶az¶o strat¶egia, amikor
veszt¶es eset¶en a nyerem¶enyt megdupl¶azzuk. Mivel b¶armeddig, b¶armekkora
t¶etben jogunk van fogadni, ¶es b¶armikor ki lehet sz¶allni, nem t¶ul meglep}o
m¶odon a fogad¶o f¶el mind nyer, s}ot elvileg v¶egtelen sokat nyerhet. M¶ask¶eppen
fogalmazva, egy marting¶al szerinti sztochasztikus integr¶al az¶ert nem lesz mar-
ting¶al, mert az integrandus kock¶azata korl¶atlanul n}ohet. Ez¶ert nem lesz a
sztochasztikus integr¶al marting¶al, csak lok¶alis marting¶al. A haz¶ardj¶at¶ekos
c¶elja, hogy a marting¶alk¶ent viselked}o v¶eletlennel szembeni j¶at¶ekban kihasz-
n¶alja, hogy a kumul¶alt folyamat csak lok¶alis marting¶al ¶es nem marting¶al.
Ha term¶eszetesen a j¶atszhat¶o µ strat¶egi¶akat korl¶atozzuk, nem engedÄunk meg

37V.Äo.: [8] 1.84. p¶elda, 59. oldal.
38V.Äo.: [8] 1.77. de¯n¶³ci¶o, 56. oldal.
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csak ,,¶esszer}u" kock¶azatot tartalmaz¶o strat¶egi¶akat, akkor a j¶at¶ek nyerem¶enye
marting¶al marad, vagyis a j¶at¶ek fair marad.39

Megmutathat¶o, hogy a sztochasztikus integr¶al konstrukci¶oja ¶atvihet}o mar-
ting¶alokr¶ol lok¶alis marting¶alokra is, de evvel nem foglalkozunk.

2.7 Szemimarting¶alok

Ha egy sztochasztikus folyamat egy korl¶atos v¶altoz¶as¶u folyamat ¶es egy lok¶alis
marting¶al Äosszege, akkor azt mondjuk, hogy a folyamat szemimarting¶al. Ha
a » folyamat folytonos

X (t; !) = V (t; !) + L (t; !)

szemimarting¶al, akkor ¶ertelmezhet}o az

Z b

a

» dX
±
=

Z b

a

» dV +

Z b

a

» dL

sztochasztikus integr¶al. Vil¶agos, hogy a jobb oldali Äosszeg mind a k¶et tagja
¶ertelmes. Az els}o trajekt¶ori¶ank¶ent vett kÄozÄons¶eges Stieltjes-interg¶al, a m¶asik
egy sztochasztikus konvergenci¶aban vett Itô-integr¶al. Mivel a majdnem min-
denhol val¶o konvergenci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus konvergencia, azR b

a
»dX tekinthet}o a Itô-f¶ele kÄozel¶³t}o Äosszegek sztochasztikus konvergenci¶aban

vett hat¶ar¶ert¶ek¶enek. Ha X1 ¶es X2 k¶et szemimarting¶al, akkor de¯ni¶alhat¶o a

lim
±&0

X

k

¢X1 (tk)¢X2 (tk)
±
= hX1; X2i

n¶egyzetes keresztmegv¶altoz¶as.40 Ha az X1 korl¶atos v¶altoz¶as¶u, ¶es az X2

folytonos, akkor ism¶etelten

¯̄
¯̄
¯
X

k

¢X1 (tk) ¢X2 (tk)

¯̄
¯̄
¯ · max

k
j¢X2 (tk)j

X

k

j¢X1(tk)j ! 0 :

Ebb}ol kÄovetkez}oen, ha Xk (t; !) = Vk (t; !) + Lk (t; !), ahol a Vk korl¶atos
v¶altoz¶as¶u, akkor a szok¶asos folytonoss¶agi felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en

hX1; X2i = hL1; L2i : (1)

8. P¶elda. Sz¶amoljuk ki a

» (t) =

Z t

0

´1 (t) d³1 +

Z t

0

´2 (t) d³2

Äosszeg n¶egyzetes megv¶altoz¶as¶at.

39V.Äo.: [8] 2.57. ¶all¶³t¶as, 165. oldal.
40Term¶eszetesen a ¯ltr¶aci¶ot el}ore rÄogz¶³tettÄuk, ¶³gy a k¶et folyamat ugyanarra a ¯ltr¶aci¶ora

n¶ezve szemimarting¶al.
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Az
R t

0
´id³i ¼ P

tk·t ´i (tk¡1) (³i (tk) ¡ ³i (tk¡1)) nÄovekm¶enyei kÄozel¶³t}oleg

´i (tk¡1) (³i (tk) ¡ ³i (tk¡1)) ;

¶³gy a kor¶abban elmondottakkal anal¶og m¶odon

h»i ¼
X

k

(¢» (tk))2 ¼
X

k

(´1 (tk¡1)¢³1 (tk) + ´2 (tk¡1)¢³2 (tk))2 =

=
X

k

h
´2
1 (¢³1)

2 + ´2
2 (¢³2)

2 + 2´1´2¢³1¢³2

i
¼

¼
Z t

0

´2
1 d h³1i +

Z t

0

´2
2 d h³2i + 2

X

k

´1´2¢³1¢³2 ¼

¼
Z t

0

´2
1 d h³1i +

Z t

0

´2
2 d h³2i + 2

Z t

0

´1´2 d h³1; ³2i ;

ahol tÄobbszÄor kihaszn¶altuk a n¶egyzetes megv¶altoz¶as nÄovekm¶eny¶ere vonatkoz¶o
(¢³)2 ¼ ¢ h³i formul¶at, illetve az anal¶og m¶odon ¶erv¶enyes

¢³1¢³2 ¼ ¢ h³1; ³2i

kÄozel¶³t}o k¶epletet. Ha a ³1 folyamat folytonos ¶es korl¶atos v¶altoz¶as¶u, ¶es a ³2

folytonos, akkor h»i (t) =
R t

0
´2
2 d h³2i, ugyanis az Äosszeg tÄobbi tagj¶aban az

integr¶ator ¶ert¶eke nulla.

2.8 N¶egyzetes megv¶altoz¶as ¶es arbitr¶azs

Mik¶ent a bevezet}oben jeleztÄuk, a p¶enzÄugyi matematika kÄozgazdas¶agilag a
tÄok¶eletes piaci verseny hipot¶ezis¶ere ¶epÄul. Az elm¶elet kiindul¶opontja, hogy a
verseny tÄok¶eletess¶ege miatt a piacon nincsen lehet}os¶eg arbitr¶azsra ugyanis
az ¶arak v¶altoz¶as¶at nem lehet a m¶ult alapj¶an el}orejelezni. M¶as oldalr¶ol a
,,tÄok¶eletesen v¶eletlen" folyamatok ¶altal induk¶alt mozg¶asok trajekt¶ori¶ai ma-
tematikailag igen saj¶atos tulajdons¶aggal rendelkeznek: a tÄok¶eletesen v¶eletlen
folyamat n¶egyzetes megv¶altoz¶asa pozit¶³v.

TekintsÄunk egy n darab kock¶azatos eszkÄozb}ol ¶all¶o p¶enzÄugyi rendszert. Az
egyes eszkÄozÄok ¶ar¶at a t id}opontban jelÄolje

(S1 (t) ; S2 (t) ; . . . ; Sn (t)) :

TegyÄuk fel, hogy az n darab eszkÄozÄokb}ol ¶all¶o portf¶oli¶oban a t id}opontban

(µ1 (t) ; µ2 (t) ; . . . ; µn (t))

darab eszkÄoz van. A portf¶oli¶o ¶ert¶eke a t id}opontban

V (t)
±
=

nX

k=1

µk (t)Sk (t) :
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A portf¶oli¶o ¶ert¶ek¶enek megv¶altoz¶asa teleszk¶opikus Äosszegk¶ent sz¶amolhat¶o: ha
(tl)l a [t; T ] id}otartam tetsz}oleges felbont¶asa, akkor

V (T ) ¡ V (t) =
X

l

(V (tl) ¡ V (tl¡1)) =

=
nX

k=1

X

l

(µk (tl)Sk (tl) ¡ µk (tl¡1)Sk (tl¡1)) :

Az elemi sz¶amol¶assal ellen}orizhet}o

a2b2 ¡ a1b1 = a1 (b2 ¡ b1) + b1 (a2 ¡ a1) + (a2 ¡ a1) (b2 ¡ b1)

k¶eplet miatt a
P

l (µk (tl)Sk (tl) ¡ µk (tl¡1) Sk (tl¡1)) Äosszeg ¶eppen az

Z T

t

µdS +

Z T

t

Sdµ + hµ; SiT
t

kÄozel¶³t}o Äosszege. ¶Altal¶aban, ha » ¶es ´ k¶et sztochasztikus folyamat, akkor

» (b) ´ (b) ¡ » (a) ´ (a) =

Z b

a

»d´ +

Z b

a

´d» + h»; ´ib
a ;

felt¶eve, hogy az integr¶alok, illetve a n¶egyzetes keresztmegv¶altoz¶as l¶etezik.41

Ezt a formul¶at szok¶as parci¶alis integr¶al¶as formul¶aj¶anak is mondani. Ezt fel-
haszn¶alva a portf¶oli¶o ¶ert¶ekv¶altoz¶asa

V (T ) ¡ V (t) =
nX

k=1

Z T

t

µkdSk +
nX

k=1

Z T

t

Skdµk +
nX

k=1

hµk; SkiT
t :

9. De¯n¶³ci¶o. A (µk)n
k=1 portf¶oli¶os¶ulyokat az (Sk)n

k=1 ¶arak mellett Äon¯nan-
sz¶³roz¶onak mondjuk, ha

dV =
nX

k=1

µkdSk ;

vagyis Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶o eset¶en a V ¶ert¶ekfolyamat megv¶altoz¶asa csak
az ¶arak dSk megv¶altoz¶as¶ab¶ol sz¶armazik. A sztochasztikus di®erenci¶alokat in-
tegr¶alalakban ki¶³rva az Äon¯nansz¶³roz¶as felt¶etele azt jelenti, hogy tetsz}oleges
t < T id}opontok eset¶en

V (T ) ¡ V (t) =
nX

k=1

Z T

t

µkdSk :

10. De¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy a (µk)n
k=1 Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶os¶ulyok

arbitr¶azst alkotnak, ha (µk)n
k=1 s¶ulyokkal k¶epzett V ¶ert¶ekfolyamatra V (0) = 0,

41A h»; ´iba jelÄol¶esen ¶ertelemszer}uen a » ¶es az ´ [a; b] szakaszon vett keresztvari¶aci¶oj¶at
¶ertjÄuk. V.Äo.: [8] 2.17. ¶all¶³t¶as, 138. oldal, 3.1. ¶all¶³t¶as, 211. oldal.
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¶es van olyan T; hogy minden kimenetelre V (T ) ¸ 0 ¶es egy pozit¶³v val¶osz¶³n}u-
s¶eggel rendelkez}o halmazon a V (T ) pozit¶³v.42

TegyÄuk fel, hogy a parci¶alis integr¶al¶as formul¶aj¶aban a » ¶es az ´ folya-
matok ,,nem el¶eg v¶eletlenek". Ezen most azt a matematikai tulajdons¶agot
¶ertjÄuk, hogy a k¶et folyamat trajekt¶ori¶ai el¶eg regul¶arisak ahhoz, hogy a h»; ´i
n¶egyzetes keresztmegv¶altoz¶as nulla legyen. Ilyenkor a parci¶alis integr¶al¶as
formul¶aja a j¶oval egyszer}ubb

» (b) ´ (b) ¡ » (a) ´ (a) =

Z b

a

»d´ +

Z b

a

´d»

alakot Äolti. Speci¶alisan ha » = ´, akkor

»2 (b) ¡ »2 (a) = 2

Z b

a

»d» :

M¶ask¶eppen fogalmazva, ha a » ,,nem el¶eg v¶eletlen", akkor ¶erv¶enyes a

d»2 = 2»d»

deriv¶al¶asi szab¶aly. TegyÄuk fel, hogy h»i = 0 ¶es tekintsÄuk a » seg¶³ts¶eg¶evel

megfogalmazhat¶o legegyszer}ubb (B;S) kÄotv¶eny-r¶eszv¶eny modellt: B (t)
±
= 1

¶es S (t)
±
= 1 + » (t) : A B folyamat alatt term¶eszetesen a kÄotv¶enyt, az S alatt

pedig a r¶eszv¶enyt ¶ertjÄuk. Legyen

µB (t)
±
= ¡ (» (t))2 ¡ 2» (t) ; µS (t)

±
= 2» (t) :

a beruh¶az¶asi strat¶egia. A megfelel}o ¶ert¶ekfÄuggv¶eny

V (t) = µB (t) ¢ B (t) + µS (t) ¢ S (t) =

= ¡ (» (t))2 ¡ 2» (t) + 2» (t) (1 + » (t)) = (» (t))2 :

Ha a » (t) nem azonosan nulla, akkor a (µB ; µS) p¶ar a (B; S) modellben ar-
bitr¶azs, ugyanis

dV = d (»)2 = 2»d» = µB ¢ 0 + µSd» =

= µBdB + µSdS;

egyenl}os¶eg miatt a portf¶oli¶o Äon¯nansz¶³roz¶o. M¶ask¶eppen fogalmazva, egy pia-
con akkor van lehet}os¶eg arbitr¶azsra, ha a piacon a p¶enzÄugyi folyamatok ,,nem
el¶eg v¶eletlenek".

42A de¯n¶³ci¶o nem tÄok¶eletes, ugyanis nem z¶arja ki a dupl¶az¶o strat¶egi¶at, amely a v¶egtelen
sok lehets¶eges t id}opont miatt el}ofordulhat. ¶Eppen ez¶ert folytonos id}ohorizont eset¶en az
arbitr¶azs de¯n¶³ci¶oj¶aban fel szok¶as tenni, hogy az ¶ert¶ekfolyamat alulr¶ol korl¶atos, ahol az als¶o
korl¶at kÄozgazdas¶agilag a keresked¶est megval¶os¶³t¶o szem¶ely vagyona, illetve teljes hitelkerete.
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3 Itô-formula mint a Newton{Leibniz-szab¶aly
¶altal¶anos¶³t¶asa

A szemimarting¶alok oszt¶alya meglep}oen stabil abban az ¶ertelemben, hogy
egy sor m}uveletet v¶egrehajtva szemimarting¶alb¶ol szemimarting¶alt kapunk. A
szemimarting¶alok legfontosabb tulajdons¶ag¶at az Itô-formula tartalmazza.43

11. ¶All¶³t¶as. Ha F k¶etszer folytonosan deriv¶alhat¶o n-v¶altoz¶os fÄuggv¶eny, ¶es
(»k)n

k=1 folytonos szemimarting¶alok, akkor

F (» (t)) ¡ F (» (0)) =
nX

k=1

Z t

0

@F

@xk
(» (s)) d»k (s) +

+
1

2

X

i;j

Z t

0

@2F

@xi@xj
(» (s)) d h»i; »ji (s) :

A bizony¶³t¶as nagyon messze vezetne, de az¶ert n¶emi indokl¶ast c¶elszer}u
adni. Vil¶agos, hogy egyfajta Newton{Leibniz-szab¶alyr¶ol van sz¶o. Pr¶ob¶aljuk
meg ¶³gy igazolni. VegyÄuk a

F (» (t)) ¡ F (» (0)) =
NX

k=1

[F (» (tk)) ¡ F (» (tk¡1))]

teleszk¶opikus felbont¶ast. A kÄozÄons¶eges Newton{Leibniz-szab¶aly bizony¶³t¶asa
eset¶en az

[F (» (tk)) ¡ F (» (tk¡1))] ¼ F 0 (» (¿k)) [» (tk) ¡ » (tk¡1)] =

=
nX

i=1

@F

@xi
(» (¿k)) [»i (tk) ¡ »i (tk¡1)]

kÄozel¶³t¶essel szok¶as ¶elni. VegyÄuk ¶eszre, hogy az ¶³gy kapott

NX

k=1

nX

i=1

@F

@xi
(» (¿k)) [»i (tk) ¡ »i (tk¡1)]

Äosszeg ¶altal¶aban nem konvergens, ugyanis a ¿k kÄozel¶³t}o pontokat nem a
[tk¡1; tk] szakaszok kezd}opontj¶anak kaptuk, m¶arpedig a sztochasztikus in-
tegr¶al csak akkor konvergens, ha ¿k = tk¡1. A teleszkopikus Äosszeget be-
csÄulhetn¶enk m¶ask¶eppen is. Ennek a klasszikus esetben nincs ¶ertelme, most
azonban c¶elszer}u, ha a Taylor-formula ¶altal biztos¶³tott

F 0 (» (tk¡1)) [» (tk) ¡ » (tk¡1)] +
1

2
F 00 (» (¿k)) ([» (tk) ¡ » (tk¡1)])

m¶asodrend}u kÄozel¶³t¶essel ¶elÄunk. A Taylor-formula szerint a m¶asodrend}u tag-
ban lev}o ¿k tov¶abbra is a [tk¡1; tk] egy kÄoztes pontja, de a ¿k az els}orend}u tag-
ban nem szerepel csak a m¶asodrend}uben. Eml¶ekeztetÄunk r¶a, hogy a m¶asodik

43V.Äo.: [8] 3.2. t¶etel, 211. oldal.
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deriv¶alt egy kvadratikus alak, amelyre

F 00 (» (¿k)) [» (tk) ¡ » (tk¡1)] =
nX

j=1

nX

i=1

@2F

@xi@xj
(» (¿k))¢»i (tk)¢»j (tk) :

Az els}orend}u kÄozel¶³t¶es ¶eppen az

Z b

a

F 0 (») d» =
nX

i=1

Z b

a

@F

@xi
(») d»i

integr¶alhoz tart. Mivel a keresztmegv¶altoz¶as nÄovekm¶eny¶enek becsl¶ese alapj¶an

¢»i (tk)¢»j (tk) ¼ ¢ h»i; »ji (tk) ;

ez¶ert

@2F

@xi@xj
(» (¿k))¢»i (tk)¢»j (tk) ¼ @2F

@xi@xj
(» (¿k))¢ h»i; »ji (tk) ;

teh¶at

NX

k=1

@2F

@xi@xj
(» (¿k))¢»i (tk)¢»j (tk) ¼

NX

k=1

@2F

@xi@xj
(» (¿k))¢ h»i; »ji (tk)

!
Z b

a

@2F

@xi@xj
(» (t)) d h»i; »ji (t) :

VegyÄuk ¶eszre, hogy a m¶asodrend}u tagokb¶ol k¶epzett integr¶al a n¶egyzetes
keresztmegv¶altoz¶as szerint k¶epzett integr¶al, vagyis kÄozÄons¶eges Stieltjes-in-
tegr¶al, ¶³gy az a t¶eny, hogy a ¿k nem az intervallum kezd}opontja, nem okoz
gondot.

3.1 Itô-formula id}ot}ol fÄugg}o transzform¶aci¶os fÄuggv¶eny
eset¶en

A tÄobbdimenzi¶os Itô-formula speci¶alis esete amikor ´ (s)
±
= f (s; » (s)), ahol

az f k¶etv¶altoz¶os, k¶etszer folytonosan deriv¶alhat¶o fÄuggv¶eny. Az Itô-formula
szerint

f (T; » (T )) ¡ f (t; » (t)) =

Z T

t

@f

@s
ds +

Z T

t

@f

@x
d» +

+
1

2

Z T

t

@2f

@s2
d hsi +

1

2

Z T

t

@2f

@x2
d h»i +

+

Z T

t

@2f

@s@x
d hs; »i :
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Mik¶ent m¶ar l¶attuk, ha a ³1 (t; !) folyamat trajekt¶ori¶ai korl¶atos v¶altoz¶as¶uak,
a ³2 (t; !) folyamat trajekt¶ori¶ai folytonosak, akkor h³1; ³2i = 0; ¶³gy a m¶asod-
rend}u tagban teh¶at k¶et t¶enyez}o elhagyhat¶o, kÄovetkez¶esk¶eppen44

f (T; » (T )) ¡ f (t; » (t)) =

Z T

t

@f

@s
ds +

Z T

t

@f

@x
d» +

1

2

Z T

t

@2f

@x2
d h»i :

Ha

» (u)
±
=

Z u

0

X (s) dw (s) ;

akkor az integr¶alok n¶egyzetes megv¶altoz¶as¶anak k¶eplete szerint

h»i (u)
±
=

¿Z u

0

X (s) dw (s)

À
=

Z u

0

X2 (s) d hwi (s) =

=

Z u

0

X2 (s) ds:

Ezt ¶es az integr¶alokra vonatkoz¶o asszociativit¶asi szab¶alyt k¶etszer felhaszn¶alva

f (T; » (T )) ¡ f (t; » (t)) =

Z T

t

@f

@s
ds +

Z T

t

@f

@x
d» +

1

2

Z T

t

@2f

@x2
d h»i =

=

Z T

t

@f

@s
ds +

Z T

t

@f

@x
X dw +

1

2

Z T

t

@2f

@x2
X2 ds =

=

Z T

t

µ
@f

@s
+

1

2

@2f

@x2
X2

¶
ds +

Z T

t

@f

@x
X dw :

(2)

A p¶enzÄugyi matematika kÄonyvek45 gyakran az Itô-formul¶at ebben az alakban
szokt¶ak kÄozÄolni. Ez az alak azonban csak egy nehezen megjegyezhet}o, n¶emi-
k¶eppen zavaros speci¶alis form¶aja az ¶altalunk t¶argyalt, ¶es rem¶elhet}oleg j¶oval
vil¶agosabb, ¶altal¶anos esetnek.

3.2 Parci¶alis ¶es sztochasztikus di®erenci¶alegyenletek

TekintsÄuk a Black{Scholes-f¶ele parci¶alis di®erenci¶alegyenletet (PDE):

@f

@t
+ rS

@f

@S
+

1

2
¾2S2 @2f

@S2
= rf; f (T; S) = max fS ¡ K; 0g :

Ez speci¶alis esete a

@f

@t
+ ¹

@f

@x
+

1

2
¾2 @2f

@x2
= rf; f (T; x) = © (x)

44V.Äo.: [8] 3.4. ¶all¶³t¶as, 214. oldal.
45V.Äo.: [2], 78. oldal, [3] 3.10. therorem, 38. oldal, de v.Äo.: 3.11. proposition, [4] 220.

oldal.
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Cauchy-feladatnak, ahol ¹ ¶es ¾ a keresett f fÄuggv¶enyhez hasonl¶oan a (t; x)
fÄuggetlen v¶altoz¶ok fÄuggv¶enyei, az r pedig a t fÄuggv¶enye. A parci¶alis diffe-
renci¶alegyenlet megold¶as¶at sztochasztikus di®erenci¶alegyenlet (SDE) seg¶³ts¶e-
g¶evel adjuk meg. TekintsÄuk el}oszÄor az ¶altal¶anos PDE-hez tartoz¶o kÄovetkez}o
¶ugynevezett Cauchy-probl¶em¶at:46

@f

@t
+ ¹

@f

@x
+

1

2
¾2 @2f

@x2
= 0; f (T; x) = © (x) : (3)

A parci¶alis di®erenci¶alegyenlethez form¶alisan47 rendeljÄuk hozz¶a a

d» (s) = ¹ (s; » (s)) ds + ¾ (s; » (s)) dw (s) ; » (t) = x

sztochasztikus di®erenci¶alegyenletet. VegyÄuk ¶eszre, hogy az id}o jelÄol¶es¶ere a t
hely¶ebe s kerÄul, a t id}oparam¶eter ¶es az x helyparam¶eter a kezdeti felt¶etelben
jelenik meg. Ism¶etelten megjegyezzÄuk, hogy a sztochasztikus differenci¶al-
egyenletre fel¶³rt, sztochasztikus anal¶³zisben megszokott jelÄol¶es val¶oj¶aban a
tetsz}oleges t < T id}opontokra teljesÄul}o

» (T ) ¡ x = » (T ) ¡ » (t) =

=

Z T

t

¹ (s; » (s)) ds +

Z T

t

¾ (s; » (s)) dw (s)

integr¶alegyenl}os¶eg teljesÄul¶es¶et jelenti. VezessÄuk be az ¶ugynevezett Dynkin-
oper¶atort, amely a PDE-ben szerepl}o x szerint vett deriv¶altakat tartalmaz¶o
tagokb¶ol ¶all:

Af
±
= ¹

@f

@x
+

1

2
¾2 @2f

@x2
:

Az A seg¶³ts¶eg¶evel a (3) PDE

@f

@t
+ Af = 0; f (T; x) = © (x) (4)

m¶odon ¶³rhat¶o. Legyen48 f (t; x) 2 C2 az egyenlet megold¶asa. Az id}ot}ol fÄugg}o
(2) Itô-formula alapj¶an

df (») =
@f

@s
ds +

@f

@x
d» +

1

2

@2f

@x2
d h»i =

=

µ
@f

@s
+ ¹

@f

@x
+

1

2
¾2 @2f

@x2

¶
ds + ¾

@f

@x
dw

±
=

±
=

µ
@f

@s
+ Af

¶
ds + ¾

@f

@x
dw:

46VegyÄuk ¶eszre, hogy a feladat homog¶en, vagyis nem tartalmazza az f fÄuggv¶enyt, csak
a deriv¶altjait, vagyis az rf tagot elhagytuk.
47Hangs¶ulyozni kell, hogy a hozz¶arendel¶es form¶alis, kÄovetkez¶esk¶eppen mechanikus.
48Az f 2 C2 jelÄol¶es azt jelenti, hogy az f k¶etszer folytonosan deriv¶alhat¶o.
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Az egyenl}os¶eget integr¶alk¶ent r¶eszletesen ki¶³rva ¶es felhaszn¶alva, hogy az f
megold¶asa a PDE-nek, vagyis teljesÄul a (4):

f (T; » (T )) ¡ f (t; » (t)) =

Z T

t

µ
@f

@s
+ Af

¶
ds +

Z T

t

@f

@x
¾dw =

=

Z T

t

@f

@x
¾dw:

Ha a m¶asodik tag el¶eg j¶o,49 akkor mind a k¶et oldalon v¶arhat¶o ¶ert¶eket v¶eve,
felhaszn¶alva, hogy a sztochasztikus integr¶al v¶arhat¶o ¶ert¶eke nulla

M (f (T; » (T )) ¡ f (t; » (t))) = M

ÃZ T

t

@f

@x
¾ dw

!
= 0 :

Mivel a » (s) eleget tesz az SDE-nek, ez¶ert a kezdeti felt¶etel miatt » (t) = x,
teh¶at az f (t; » (t)) = f (t; x) konstans. Az ÄosszefÄugg¶est ¶atalak¶³tva:

M (f (T; » (T )) ¡ f (t; » (t))) = M (f (T; » (T ))) ¡ f (t; x) = 0 :

¶Atrendezve
f (t; x) = M (f (T; » (T ))) = M (© (» (T ))) ;

ahol felhaszn¶altuk, hogy az f megold¶asa a PDE-nek, teh¶at minden y-ra
f (T; y) = © (y), ¶³gy f (T; » (T )) = © (» (T )).

T¶erjÄunk vissza az eredeti

@f

@t
+ ¹

@f

@x
+

1

2
¾2 @2f

@x2
= rf; f (T; x) = ©(x)

inhomog¶en PDE-re. Az inhomog¶en egyenlet helyett vegyÄuk a

@h

@t
+ ¹

@h

@x
+

1

2
¾2 @2h

@x2
= 0; h (T; x) = exp

Ã
¡

Z T

0

rds

!
©(x)

±
= ª(x)

homog¶en egyenletet. VezessÄuk be az

f (t; x)
±
= exp

µZ t

0

rds

¶
h (t; x)

fÄuggv¶enyt, vagyis

h (t; x) = exp

µ
¡

Z t

0

rds

¶
f (t; x) :

Mivel

@h

@t
=

@

@t
exp

µ
¡

Z t

0

r ds

¶
f (t; x) =

= ¡r (t) exp

µ
¡

Z t

0

r ds

¶
f (t; x) + exp

µ
¡

Z t

0

r ds

¶
@

@t
f (t; x) ;

49Vagyis a sztochasztikus integr¶al nemcsak lok¶alis marting¶al, hanem val¶odi marting¶al.
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ez¶ert, felhaszn¶alva, hogy az r csak a t fÄuggv¶enye

0 =
@h

@t
+ ¹

@h

@x
+

1

2
¾2 @2h

@x2
=

= exp

µ
¡

Z t

0

r ds

¶ ·
@f

@t
+ ¹

@f

@x
+

1

2
¾2 @2f

@x2
¡ r (t) f

¸
;

ami csak ¶ugy lehets¶eges, ha

@f

@t
+ ¹

@f

@x
+

1

2
¾2 @2f

@x2
= rf :

A m¶ar bemutatott m¶odon a homog¶en egyenletet megoldva

h (t; x) = M (h (T; » (T ))) = M (ª (» (T )))
±
=

±
= exp

Ã
¡

Z T

0

r ds

!
M (©(» (T ))) ;

az inhomog¶en egyenlet megold¶asa

f (t; x) = exp

Ã
¡

Z T

t

r (s) ds

!
M (©(» (T ))) :

VegyÄuk ¶eszre, hogy az M v¶arhat¶o ¶ert¶ek a sztochasztikus di®erenci¶alegyen-
lethez tartoz¶o val¶osz¶³n}us¶eg szerint ¶ertend}o. A sztochasztikus differenci¶al-
egyenlet egy matematikai seg¶edeszkÄoz, amely kÄozvetlenÄul a parci¶alis differen-
ci¶alegyenlethez tartozik ¶es ez¶ert teljesen fÄuggetlen att¶ol, hogy mik¶ent jutot-
tunk a parci¶alis di®erenci¶alegyenlethez. A derivat¶³v ¶araz¶as elm¶elet¶eben50 a
parci¶alis di®erenci¶alegyenletet egy m¶asik sztochasztikus di®erenci¶alegyenlet-
b}ol vezetjÄuk le, amely egyenlet az ¶arak mozg¶as¶at ¶³rja le ¶es amely egyenlet
a statisztikailag meg¯gyelhet}o val¶osz¶³n}us¶egi mez}o felett van ¶ertelmezve. A
parci¶alis di®erenci¶alegyenlet megold¶asakor haszn¶alt seg¶edmez}o azonban egy
m¶asik val¶osz¶³n}us¶eg,51 amelyet szok¶as kock¶azatmentes val¶osz¶³n}us¶egi mez}onek
nevezni ¶es amely elvileg semmilyen kapcsolatban sincsen az eredeti probl¶e-
m¶aban szerepl}o statisztikailag meg¯gyelt adatokra t¶amaszkod¶o val¶osz¶³n}us¶egi
mez}ovel.
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INTRODUCING STOCHASTIC ANALYSIS

In the article we present a short, intuitive introduction to stochastic analysis. Our
presentation is aimed for economist and we try to discuss only the most elementary
properties of the stochastic analysis. Instead of precise proofs we present some sim-
pli¯ed intuitive arguments. The central concept of the discussion is the quadratic
variation and the Itô's lemma.
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DERIVAT¶IV P¶ENZÄUGYI TERM¶EKEK ¶ARDINAMIK¶AJA ¶ES
AZ ¶UJ T¶IPUS¶U KAMATL¶ABMODELLEK1

KIR¶ALY J¶ULIA { SZ¶AZ J¶ANOS
Budapesti Corvinus Egyetem

Ennek a cikknek az a c¶elja, hogy ¶attekint¶est adjon annak a folyamatnak
n¶eh¶any f}obb ¶allom¶as¶ar¶ol, amit Black, Scholes ¶es Merton opci¶o¶araz¶asr¶ol ¶³rt
cikkei ind¶³tottak el a 70-es ¶evek elej¶en, ¶es ami egyszerre forradalmas¶³totta a
fejlett nyugati p¶enzÄugyi piacokat ¶es a p¶enzÄugyi elm¶eletet. A hazai t}okepiacra
ugyanakkor mindez csak halov¶any hat¶ast gyakorolt, ¶es szinte teljesen ¶erin-
tetlenÄul hagyta a hazai kÄozgazd¶asz t¶arsadalmat.2 Az itthoni kÄozÄony poli-
tikai okokkal m¶eg magyar¶azhat¶o az elm¶ult 30 ¶ev els}o fel¶ere vonatkoz¶oan,
az utols¶o 15 ¶ev ¶erdektelens¶eg¶et ink¶abb azzal pr¶ob¶alhatjuk magyar¶azni, hogy
e terÄulet meglehet}osen matematikaig¶enyes, ¶es a hazai matematikai kÄozgaz-
das¶agtan m}uvel}oinek ¯gyelm¶et els}odlegesen az ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶elet, a
j¶at¶ekelm¶elet, az oper¶aci¶okutat¶as kÄoti le. Az opci¶o¶araz¶asi probl¶em¶ab¶ol kinÄov}o
irodalom homlokter¶eben a rÄovid t¶av¶u p¶enzÄugyi sztochasztikus dinamika ¶all.
Legink¶abb a hazai Äokonom¶eter t¶arsadalom ¯gyelm¶et ragadhatta volna meg
mindez a m¶odszertan kÄozels¶ege folyt¶an, de h¶at a hazai derivat¶³v piacon nem
sok empirikus elemeznival¶o akad.

A relev¶ans k¶erd¶esek

A hat¶arid}os ¶es opci¶os Äugyletek a deviza-, r¶eszv¶eny-, hitel- ¶es ¶arut}ozsdei
Äugyletek kapcs¶an felmerÄul}o piaci kock¶azat kezel¶es¶ere alkalmasak, mivel az
alapÄugyletek kock¶azatait tÄukrÄozik vissza valamilyen transzform¶alt form¶aban.
Az azonnali (r¶eszv¶eny, vagy deviza) ¶arfolyamban megjelen}o kock¶azat leg-
egyszer}ubb tÄukrÄoz}od¶ese a hat¶arid}os ¶arfolyam, mivel ez elvben csup¶an az
¶arfolyamnak a lej¶arati id}opontra felkamatoztatott ¶ert¶eke. A v¶eteli ¶es elad¶asi
opci¶ok ¶araz¶asa veti fel annak a k¶erd¶es¶et, hogy mi a val¶osz¶³n}us¶ege az opci¶o

1Be¶erkezett: 2005. m¶ajus 11. A cikk az OTKA T 047193 kutat¶asi projekt keret¶eben
k¶eszÄult.

2A megjelent hazai derivat¶³v t¶em¶aj¶u ¶³r¶asok, ¶ertekez¶esek zÄome ink¶abb matematiku-
sokt¶ol, ¯zikusokt¶ol ¶es az egyetemet nemr¶eg befejezett ifj¶u kÄozgazd¶aszokt¶ol sz¶armazik. Itt
most megpr¶ob¶alunk egy tÄomÄor illusztr¶aci¶ot adni e terÄuletr}ol. Mivel e t¶emakÄornek csak
a szakkÄonyvei tÄobb olvas¶otermet tÄolten¶enek meg, ¶³gy csak a f}obb fogalmakra, m¶odsze-
rekre, kiv¶alasztott term¶ekekre koncentr¶alunk. Az ¶altalunk felkin¶alt sajtban tÄobb a luk
mint a sajt, de hisszÄuk, hogy az ¶³ze hiteles. E terÄulet ¶attekint¶ese n¶elkÄul er}osen hi¶anyos
lenne e p¶enzÄugyekkel foglalkoz¶o kÄulÄonsz¶am. A felhaszn¶alt matematikai fogalmakat ¶es t¶e-
teleket (Wiener-folyamat, Ohrstein-Uhlenbeck-folyamat, Ito-lemma, marting¶al reprezent¶a-
ci¶os t¶etel, Girszanov-t¶etel, Kolmogorov-egyenletek stb.) nem ismertetjÄuk, hasonl¶ok¶eppen
mell}ozzÄuk a szÄuks¶eges p¶enzÄugyi alapfogalmak ismertet¶es¶et (arbitr¶azs, hedge, call ¶es put
opci¶o, forward, futures, swap Äugyletek). Ezekr}ol ld.: Medvegyev, Michaletzky, Varga,
Sz¶az, Hull, Baxter-Rennie, Elliott-Kopp kÄonyveket.
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leh¶³v¶as¶anak, teh¶at mi a jÄov}obeni ¶arfolyam eloszl¶asa, ehhez pedig tudni kell,
hogy milyen folyamatot kÄovet az ¶arfolyam alakul¶asa. Az opci¶ok ¶araz¶as¶anak
probl¶em¶aja pillanatok alatt vezetett ¶altal¶aban a sz¶armaztatott kock¶azat¶u
term¶ekek ¶araz¶as¶anak a vizsg¶alat¶ahoz. Sz¶eles kÄorben alkalmazott fogalom
lett a dinamikus replik¶al¶as, az arbitr¶azs¶araz¶as.

Magyarorsz¶agon most ¶es a bel¶athat¶o jÄov}oben a derivat¶³v p¶enzÄugyi term¶ekek
¶araz¶as¶anak elm¶elete ¶es m¶odszertana meggy}oz}od¶esÄunk szerint nem a r¶eszv¶eny
portf¶oli¶ok kock¶azat¶anak kezel¶ese, hanem a kÄulÄonbÄoz}o futamidej}u kamatl¶abak
v¶eletlen v¶altoz¶asai mÄogÄott megh¶uz¶od¶o szÄuks¶egszer}u ÄosszefÄugg¶esek jelleg¶enek
meg¶ert¶ese miatt fontos. Ez ut¶obbi k¶erd¶esfelvet¶es ¶es szeml¶elet tÄok¶eletesen
hi¶anyzik a mai magyar kÄozgazdas¶agi gondolkod¶asb¶ol.

Ha a kÄotv¶eny¶araz¶as probl¶em¶aj¶at egy kamatl¶ab derivat¶³v term¶ek ¶araz¶asa-
k¶ent kÄozel¶³tjÄuk meg, akkor az ebb}ol ad¶od¶o legfontosabb felhaszn¶alhat¶o ered-
m¶eny a Heath-Jarrow-Morton (HJM) t¶etel, amelyet a cikk m¶asodik fel¶eben is-
mertetÄunk, ¶es azt mondja ki, hogy a kamatl¶abak v¶altoz¶as¶anak kock¶azatsemle-
ges val¶osz¶³n}us¶egek melletti trendj¶et egy¶ertelm}uen meghat¶arozza a kamatl¶abak
volatilit¶as¶anak lej¶arati szerkezete.

Az itt v¶azlatosan ismertet¶esre kerÄul}o, a derivat¶³v term¶ekek ¶araz¶as¶anak
elm¶elet¶ere ¶epÄul}o kamatl¶ab modellek azt sz¶amszer}us¶³tik, hogy a rÄovid lej¶arat¶u
kamatl¶ab v¶eletlen ingadoz¶asaib¶ol Äosszetev}od}o lehets¶eges jÄov}obeli p¶aly¶ai mi-
k¶ent hat¶arozz¶ak meg a hozamgÄorbe alakj¶at, azaz a kÄulÄonbÄoz}o futamidej}u ka-
matl¶abak egym¶ashoz val¶o viszony¶at. Megford¶³tva: adott felt¶etelek mellett a
hozamgÄorbe alakja tartalmazza azokat az inform¶aci¶okat, hogy a rÄovid lej¶arat¶u
kamatl¶ab a jÄov}oben milyen p¶aly¶akat futhat be ¶es milyen kock¶azatsemleges
val¶osz¶³n}us¶eggel.

A cikkben felv¶altva haszn¶aljuk a folytonos ¶es a diszkr¶et megkÄozel¶³t¶est,
ut¶obbit hol az el}oz}o numerikus m¶odszerek¶ent, hol Äon¶all¶o modell-csal¶adk¶ent.

Egy sz¶armaztatott term¶ek ¶araz¶asa k¶et dologt¶ol fÄugg:

{ mi a sz¶armaztatott term¶ek konstrukci¶oja,

{ milyen ¶arfolyam-alakul¶asi folyamatot kÄovet az alapterm¶ek.

El}oszÄor a mindk¶et szempontb¶ol legegyszer}ubb modellt mutatjuk be, ez a
r¶eszv¶eny opci¶o ¶araz¶as Black-Scholes modellje. Az Äosszetettebb term¶ekkonst-
rukci¶okra az egzotikus opci¶okat hozhatjuk p¶eldak¶ent, az alapterm¶ek ¶arala-
kul¶asa kapcs¶an a sztenderd di®¶uzi¶os folyamat felt¶etelez¶ese ut¶an az ¶atlaghoz
visszah¶uz¶o folyamatot vizsg¶aljuk. Az ¶arfolyam-alakul¶as mint di®¶uzi¶os folya-
mat azt jelenti, hogy a piaci hat¶ekonys¶ag hipot¶ezis¶enek szellem¶eben ¶ugy
tekintjÄuk az ¶arfolyam-alakul¶ast, hogy az ¶arfolyamokat v¶eletlenszer}uen fel-
le lÄokdÄosik a folyamatosan megjelen}o ¶uj inform¶aci¶ok | a Brown-mozg¶ast
v¶egz}o r¶eszecsk¶ek mozg¶as¶anak anal¶ogi¶aj¶ara. Amik¶ent biztosan tudjuk, hogy
egy adott r¶eszecske most hol van, de csak bizonyos val¶osz¶³n}us¶eggel ¶all¶³thatjuk,
hogy itt vagy ott lesz a jÄov}oben, a r¶eszv¶eny vagy deviza¶arfolyamr¶ol is most
bizonyosan tudjuk, hogy mennyi az ¶ert¶eke, azonban a jÄov}obeli nagys¶ag¶ara
vonatkoz¶o val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶ast megad¶o s}ur}us¶eg fÄuggv¶eny ahhoz hasonl¶oan
terÄul sz¶et id}oben, amik¶ent az egyetlen pontj¶aban felhev¶³tett vasr¶udban terÄul
sz¶et a h}o. A cikk kÄoz¶eps}o r¶esz¶eben taglaljuk azokat a ¯zikai, illetve p¶enzÄugyi
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parci¶alis differenci¶alegyenleteket (PDE), amelyek le¶³rj¶ak a folyamatokat ¶es
al¶at¶amasztj¶ak, hogy azonos val¶osz¶³n}us¶eg sz¶am¶³t¶asi appar¶atus ¶³rja le }oket
(Kolmogorov-egyenletek).

A cikk keret¶eben csak azokat a modelleket v¶azoljuk fel, amelyek a hozamok
norm¶alis eloszl¶as¶an ¶epÄulnek fel. A gyakorlatban is kimutathat¶o a Gauss-
eloszl¶ashoz k¶epesti vastag-sz¶el jelens¶eg, azonban ez a jelens¶eg ¶es az extr¶em
hozamok er}oteljesebb egyÄuttmozg¶asa m¶ar kÄulÄon cikk t¶em¶ai.

A hozamgÄorbe modellekben l¶enyeges elt¶er¶es van az egy, illetve tÄobb koc-
k¶azati faktoros modellek kÄovetkeztet¶esei kÄozÄott. Az egyfaktoros kamatl¶ab-
modellekben a hozamgÄorbe pontjai mindig azonos ir¶anyba tol¶odnak el az ¶uj
inform¶aci¶o hat¶as¶ara (b¶ar elt¶er}o m¶ert¶ekben). A gyakorlati alkalmaz¶asokhoz
szÄuks¶eges tov¶abbi kock¶azati faktorok ¯gyelembev¶etele. Az amerikai ¶allam-
kÄotv¶enyek ¶arfolyam adatai alapj¶an f}okomponens elemz¶essel olyan 3 faktort
szoktak beazonos¶³tani, amelyben az els}o faktor a hozamgÄorbe szintj¶ere, a
m¶asodik a meredeks¶eg¶ere, a harmadik az alakv¶altoztat¶asaira (csavarod¶as¶ara)
hat.

Mi a tÄobbfaktoros opci¶o¶araz¶asi modellekre (egyben az egzotikus opci¶okra)
a csereopci¶ot (exchange option) hozzuk p¶eldak¶ent, amely egyfajta ¶altal¶anos¶³-
t¶asa a sima call opci¶onak.

Az opci¶o¶araz¶as ¶all¶³totta re°ektorf¶enybe a dinamikus replik¶al¶ason alapul¶o
arbitr¶azs¶araz¶ast, ami elviekben kÄulÄonbÄozik a kÄozgazd¶aszok ¶altal sz¶eles kÄorben
haszn¶alt kereslet-k¶³n¶alat elemz¶est}ol, mivel a relat¶³v ¶arak konzisztenci¶aj¶at
vizsg¶alja. A piacok teljess¶ege (complete markets) alc¶³m alatt t¶argyaljuk az
arra vonatkoz¶o vizsg¶alatok eredm¶enyeit, hogy mik¶ent fÄugg Äossze az egyes
term¶ekek m¶as term¶ekekb}ol val¶o folyamatos kikombin¶alhat¶os¶aga az ¶arak Äossz-
hangj¶aval, ¶es mindez a val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶as nyelv¶ere val¶o ¶atford¶³that¶os¶aggal
( a marting¶alok l¶etez¶ese ¶es egy¶ertelm}us¶ege). A sztochasztikus reprezent¶aci¶o
j¶ol p¶eld¶azza, hogy amit a modern p¶enzÄugy tankÄonyvek speci¶alis p¶enzÄugyi
probl¶emak¶ent t¶argyalnak, azok a ¯zikusok ¶altal r¶egen kidolgozott ÄosszefÄug-
g¶esek (Feynman-Kac formula).

Az opci¶ok ¶es sz¶amos m¶as bonyolult p¶enzÄugyi term¶ek ¶ara explicit m¶odon
fÄugg az alapterm¶ek volatilit¶as¶at¶ol, ez¶altal lehet}ov¶e v¶alik piaci ad¶asv¶etelek
form¶aj¶aban olyan elvont nagys¶agokra vonatkoz¶o fogad¶asok kÄot¶ese, mint a
jÄov}obeni bizonytalans¶ag m¶ert¶eke (volatility trading), vagy kÄulÄonbÄoz}o ¶arfolya-
mok kÄozÄotti korrel¶aci¶o nagys¶ag¶anak v¶altoz¶asa (trading correlation).

A Black-Scholes modell

A Black{Scholes{Merton modellben 3-f¶ele term¶ek van:

{ egy kock¶azatmentes,

{ egy kock¶azatos ¶es

{ egy sz¶armaztatott kock¶azat¶u term¶ek

(pl. bankbet¶et + r¶eszv¶eny + eur¶opai v¶eteli jog). K¶erd¶es, mi a harmadik
term¶ek ¶ara, ha ismerjÄuk az els}o k¶et term¶ek ¶arfolyam-alakul¶as¶at. FeltesszÄuk,
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hogy a bet¶et ¶es a r¶eszv¶eny (alapterm¶ek) kumul¶alt loghozama a [0; t] id}oszakra:

YB(t) = rt Y (t) = N(®t; ¾2t) ; (1)

ahol t folytonos v¶altoz¶o a [0; T ] id}oszakban, r, ®, ¾ konstans, ¶es a r¶eszv¶eny
kumul¶alt loghozama minden id}opontra norm¶alis eloszl¶as¶u.3 A kumul¶alt log-
hozam de¯n¶³ci¶oja alapj¶an a bet¶et ¶ert¶ek¶enek alakul¶asa konstans kamatl¶ab mel-
lett, ill. a r¶eszv¶eny ¶arfolyama konstans drift ¶es volatilit¶as mellett:

B(t) = B(0)eYB(t) S(t) = S(0)eY (t) ; (2)

azaz a bet¶et egy exponenci¶alis fÄuggv¶eny ment¶en alakul, a r¶eszv¶eny ¶arfolyam
eloszl¶asa minden id}opontban lognorm¶alis. N¶ezzÄuk a sz¶armaztatott term¶ekek
azon kÄor¶et, amelyeket teljes m¶ert¶ekben meghat¶aroz a T id}opontbeli ¶ert¶ekÄuk,
mivel a [0; T ] id}oszakban nem involv¶alnak p¶enzmozg¶ast (T -term¶ekek).4 JelÄolje
g(t) a sz¶armaztatott term¶ek t id}opontbeli ¶ert¶ek¶et. A forward poz¶³ci¶ot ill. az
eur¶opai v¶eteli jogot de¯ni¶al¶o k¶epletek:

g(T ) = S(T ) ¡ K g(T ) = maxf 0; S(T ) ¡ K g (3)

ahol K a forward ¶arfolyam ill. az opci¶o leh¶³v¶asi ¶arfolyama.
Adott teh¶at a B(t) ¶es S(t) (0 · t · T ) ¶es a g(T ). K¶erd¶es, mennyi a g(t)

¶ert¶eke (t < T ), kiemelten: mennyi a g(0) ¶ert¶eke? A legeleg¶ansabb v¶alaszt
erre a k¶erd¶esre Merton adta 1974-ben az Ito-lemma felhaszn¶al¶as¶aval.5 A
r¶eszv¶eny kumul¶alt loghozama az (1) k¶epletben egy Ito-folyamat, amely SDE
alakban fel¶³rva:

dY (t) = d lnS(t) = ®dt + ¾dW (t) ; (4)

ahol dW (t) a W (t) Wiener-folyamat nÄovekm¶enye.6 Az ¶arfolyam a kumul¶alt
loghozam Ito transzform¶altja:

dS(t) = ¹Sdt + ¾SdW (t) ¹ = ® +
¾2

2
: (5)

A sz¶armaztatott term¶ek ¶arfolyam-alakul¶asa az alapterm¶ek ¶arfolyam-alakul¶a-
s¶anak Ito transzform¶altja:

dg(S; t) =

µ
gt + gS¹S +

1

2
gSS¾2S2

¶
dt + gS¾SdW ; (6)

ahol az indexek a parci¶alis deriv¶altakat jelÄolik.7 A (6) egyenletb}ol kivonva
az (5) gS-szeres¶et, elt}unik a kock¶azatot reprezent¶al¶o dW -s tag. Ez ekvi-
valens azzal, hogy ki¶³runk 1 darab derivat¶³v term¶eket ¶es veszÄunk gS darab

3Alternat¶³v megfogalmaz¶asban: minden ¢t hossz¶u peri¶odusban a loghozamok fÄuggetlen
norm¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok konstans param¶eterekkel.

4Ilyen p¶eld¶aul a forward poz¶³ci¶o, vagy az eur¶opai opci¶ok, de nem ilyen a futures poz¶³ci¶o
a napi elsz¶amol¶as miatt, vagy az amerikai t¶³pus¶u opci¶ok a T id}opont el}otti leh¶³vhat¶os¶ag
miatt.

51994-ben kapott Nobel-d¶³jat ezen ¶uttÄor}o munk¶ass¶ag¶a¶ert.
6Legalapvet}obb saj¶atoss¶aga, hogy [dW ]2 = dt.
7A p¶enzÄugyes szakzsargonban a gS neve delta, a gSS a gamma, a gt a theta.
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alapterm¶eket. Ennek a portf¶oli¶onak az ¶ert¶eke: V = ¡g + gSS . E portf¶oli¶o
¶ert¶ekv¶altoz¶asa:

dV = ¡dg + gSdS = ¡
µ

gt +
1

2
gSS¾2S2

¶
dt : (7)

Mivel a portf¶oli¶o kock¶azatmentes, ez¶ert a dt id}oszakra a kock¶azatmentes ka-
matl¶ab az elv¶arhat¶o hozam.

dV = ¡
µ

gt +
1

2
gSS¾2S2

¶
dt = V rdt = (¡g + gSS) rdt : (8)

A dt kiesik ¶es a derivat¶³v term¶ekek ¶araz¶as¶anak alapegyenlet¶et, a Black-Scholes
egyenletet (BS) kapjuk:

gt = rg ¡ rSgS ¡ 1

2
¾2S2gSS : (9)

A Black-Scholes (BS) egyenlet megold¶asa a g(T ) = max(0; ST ¡K) lej¶aratkori
peremfelt¶etel mellett a Black-Scholes k¶eplet, ami a K leh¶³v¶asi ¶arfolyam¶u
v¶eteli jog ¶ert¶ek¶et adja meg:

c = SN(d1) ¡ PKN(d2) ; (10)

ahol

d1 =
ln[S=(PK)]

¾
p

T
+

1

2
¾
p

T ; d2 = d1 ¡ ¾
p

T ; P = e¡rT :

A (10)-es formula z¶art k¶eplettel adja meg a BS egyenlet megold¶as¶at, ami
ritkas¶ag, ¶es a call opci¶ot megad¶o speci¶alis peremfelt¶etelnek kÄoszÄonhet}o. A
(9) PDE egyenletet a folytonoss¶ag ¶es a normalit¶as felt¶etelez¶es¶evel kaptuk,
azonban tÄobbnyire nincs z¶art k¶eplettel megadhat¶o megold¶asa a BS parci¶alis
di®erenci¶alegyenletnek. A numerikus megold¶asra bevett gyakorlat a v¶eges
di®erenci¶ak m¶odszer¶enek alkalmaz¶asa. Bevezetve a szok¶asos x = lnS jelÄol¶est,
a BS egyenlet:

gt = rg ¡ vgx ¡ 1

2
¾2gxx ; (11)

ahol v = r ¡ 0:5¾2. Ennek a diszkretiz¶alt v¶altozata a forward di®erenci¶akkal
fel¶³rva (explicit v¶eges di®erenci¶ak m¶odszere):

gi+1;j ¡ gij

¢t
=

= rgij ¡ v
gi+1;j+1 ¡ gi+1;j¡1

2¢x
¡ 1

2
¾2 gi+1;j+1 ¡ 2gi+1;j + gi+1;j¡1

¢x2
;

(12)

ahol gij a sz¶armaztatott term¶ek i¢t id}opontbeli ¶es ej¢x ¶arfolyamhoz tartoz¶o

¶ert¶eke. ¶Atrendezve:

gij =
1

1 + r¢t
(pugi+1;j+1 + pmgi+1;j + pdgi+1;j¡1) ; (13)
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ahol

pu =
1

2
¢t

µ
¾2

¢x2
+

v

¢x

¶
; pm = 1¡¢t

¾2

¢x2
; pd =

1

2
¢t

µ
¾2

¢x2
¡ v

¢x

¶
:

(14)
C¶elszer}u v¶alaszt¶as8 a ¢x = ¾

p
3¢t, ekkor a (14) alakja:

pu =
1

6
+

1

2

v¢t

¢x
; pm =

2

3
; pd =

1

6
¡ 1

2

v¢t

¢x
: (14b)

A (13) k¶epletb}ol l¶athat¶o, hogy a sz¶amol¶as folyamata id}oben visszafel¶e
halad. Az (i; j) pontok egy t¶eglalap r¶acspontjai, ahol a gij t¶eglalap jobb
oldal¶at a derivat¶³v term¶ek lej¶aratkori ¶ert¶ekei hat¶arozz¶ak meg, az als¶o ¶es fels}o
¶elek ¶ert¶ekeit kÄulÄon kell megadni.9

A kÄozponti szerepet j¶atsz¶o (9) egyenlet levezet¶ese azon alapult, hogy az
alapterm¶ek ¶es sz¶armaztatott term¶ek ¶arfolyam-alakul¶asa ugyanazt a Wiener-
folyamatot tÄukrÄozi. Az (5)-(6) SDE-k a bemutatott m¶odon (p¶enzÄugyes zsar-
gonban: dinamikus delta hedge r¶ev¶en) a (9) PDE-v¶e alak¶³that¶ok. Ennek
explicit vagy numerikus megold¶asa adja a derivat¶³v term¶ek keresett ¶ert¶ek¶et.
A kock¶azat folytonos kikÄuszÄobÄol¶ese azt jelenti, hogy a k¶et kock¶azatos term¶ek
ar¶any¶anak folytonos v¶altoztat¶as¶aval szintetikusan el}o¶all¶³that¶o a kock¶azat-
mentes term¶ek. Az ÄosszefÄugg¶es ¶atrendezhet}o: a sz¶armaztatott kock¶azat¶u
term¶ek el}o¶all¶³that¶o az alapterm¶ek ¶es a kock¶azatmentes term¶ek seg¶³ts¶eg¶evel.
Ez a replik¶al¶o strat¶egia Äon¯nansz¶³roz¶o ¶es el}orel¶athat¶o (previsible) folyamat.10

Az Äon¯nansz¶³roz¶as azt jelenti, hogy b¶ar j¶o es¶ellyel minden peri¶odus v¶eg¶en
meg kell v¶altoztatni a replik¶al¶o portf¶oli¶o Äosszet¶etel¶et, az ¶atrendez¶es sor¶an nem
v¶altozik a portf¶oli¶o ¶ert¶eke: ha ¶eppen nÄovelni kell az alapterm¶ek mennyis¶eg¶et
(adott esetben r¶eszv¶enyt kell v¶as¶arolni), akkor ezt hitelfelv¶etelb}ol tesszÄuk,11

ha el kell adni az alapterm¶ekb}ol, akkor az ebb}ol befoly¶o Äosszeget hiteltÄorlesz-
t¶esre ford¶³tjuk, vagy bet¶etbe helyezzÄuk. Az el}orel¶athat¶os¶ag azt jelenti, hogy
m¶ar ennek a ¢t hossz¶u peri¶odusnak a v¶eg¶en tudjuk a portf¶oli¶o szÄuks¶eges
Äosszet¶etel¶et, annak ismerete n¶elkÄul, hogy a kÄovetkez}o id}oszakban mik¶ent
v¶altozik az alapterm¶ek ¶arfolyama. A replik¶al¶as azt jelenti, hogy a kÄovet-
kez}o peri¶odus minden lehets¶eges alapterm¶ek ¶arfolyam ¶ert¶ekre megegyezik a
sz¶armaztatott term¶ek ¶es replik¶al¶o portf¶oli¶o ¶ert¶eke.

8R¶eszletesebben l¶asd Hull.
9Az als¶o sz¶el az S(t) = 0 ¶ert¶ekekhez tartoz¶o derivat¶³v ¶ert¶ekeket tartalmazza, a fels}o

sz¶el pedig egy kell}oen nagynak v¶alasztott ¶arfolyamszinthez tartoz¶o ¶ert¶ekeket. Ha nem
p¶otoln¶ank ki a sz¶els}o ¶ert¶ekeket, akkor minden l¶ep¶esben elveszten¶enk egy als¶o ¶es fels}o ¶ert¶eket
a t¶abl¶azatban, ¶es egy balra keskenyed}o h¶aromszÄoget kapn¶ank, ami balr¶ol jobbra n¶ezve egy
trinomi¶alis fa (ld. k¶es}obb). A sz¶els}o ¶ert¶ekek p¶otl¶asa egyszer}u line¶aris extrapol¶aci¶o, ha a
felÄulet fÄugg}oleges gÄorbÄulete (gSS) nulla. Az Smax kell}oen nagyra v¶alaszt¶as¶aval ez tÄobbnyire
kÄonnyen el¶erhet}o.
10Bizony¶³t¶ast ld. pl. BjÄork.
11Ha pozitiv nagys¶ag¶u bet¶etÄunk van, akkor ennek terh¶ere v¶as¶arolunk.
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¶Arfolyamf¶ak

Az ¶arfolyam-alakul¶as folyamat¶at nem csak a Black-Scholes egyenlet levezet¶ese
ut¶an diszkretiz¶alhatjuk, hanem kiindul¶ask¶ent is. Erre szolg¶alnak a binomi¶alis
¶es trinomi¶alis f¶ak. Az ¶arfolyam adott ¶ert¶ek¶eb}ol k¶et ill. h¶arom kÄulÄonbÄoz}o
¶arfolyam¶ert¶ekhez l¶etezik kÄozvetlen ¶atmenet egy ¢t hossz¶u peri¶odus alatt.
E v¶altoz¶asok fÄuggetlenek, ¶es ¶ugy kell megv¶alasztani e f¶ak param¶etereit (a
v¶altoz¶as m¶ert¶ek¶et ¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶et), hogy a ¢t id}oszak alatti hozam v¶arhat¶o
¶ert¶eke ®¢t, varianci¶aja ¾2¢t legyen.12 TÄobb v¶alaszt¶asi lehet}os¶eg is van (2
felt¶etel van, ¶es 3 ill. 4 param¶eter), tÄobbf¶ele modell haszn¶alatos.13

TekintsÄunk egy peri¶odust a binomi¶alis modellben. Az alapterm¶ek ¶arfolyama
legyen S, ez vagy u-szoros¶ara n}o p val¶osz¶³n}us¶eggel, vagy d-szeres¶ere (1 ¡
p) val¶osz¶³n}us¶eggel [Su; Sd]. A k¶et felt¶etel teljesÄul pl. az al¶abbi v¶alaszt¶as
mellett:14

u = e®¢t+¾
p

¢t ; lnu = ®¢t + ¾
p

¢t ; (15a)

d = e®¢t¡¾
p

¢t ; ln d = ®¢t ¡ ¾
p

¢t ; (15b)

p = 0:5 : (15c)

Egy tetsz}oleges sz¶armaztatott term¶ek ismert lej¶arati (¢t id}opontbeli)
¶ert¶ekeit jelÄolje gu ¶es gd, ¶es a meghat¶arozand¶o jelenlegi ¶ert¶ek¶et pedig g. A
bet¶et ¶ert¶eke mindenf¶elek¶eppen G = er¢t-szeres¶ere n}o. JelÄolje x a szÄuks¶eges
r¶eszv¶eny sz¶amot, ¶es y a bet¶et szÄuks¶eges nagys¶ag¶at, hogy el}o¶all¶³tsuk a sz¶ar-
maztatott term¶ek lej¶arati ¶ert¶ekeit. Ennek az (x; y) Äosszet¶etel}u portf¶oli¶onak
az el}o¶all¶³t¶asi kÄolts¶ege, azaz ¶ert¶eke (V ) lesz a sz¶armaztatott term¶ek jelenlegi
¶ert¶eke (g). A replik¶al¶o portf¶oli¶o lej¶arati ¶ert¶ek¶et rÄogz¶³t}o k¶et egyenlet:

gu = xSu + yG ; 16a

gd = xSd + yG : 16b

A k¶et ismeretlenre megoldva:

x =
gu ¡ gd

Su ¡ Sd
; y =

gu ¡ xSu

G
: (17)

A replik¶al¶o portf¶oli¶o, ill. a sz¶armaztatott term¶ek ¶ert¶eke a jelenben:

g = V = xS + y : (18)

Behelyettes¶³tve, ¶es felhaszn¶alva a

p =
G ¡ d

u ¡ d
(19)

12A fÄuggetlens¶eg felt¶etelez¶ese miatt nemcsak a v¶arhat¶o ¶ert¶ekek, hanem a varianci¶ak is
Äosszeadhat¶oak, ¶es mi az N (®T;¾2T ) eloszl¶ast akarjuk visszakapni a

P
¢t = T id}oszakra

vonatkoz¶oan.
13Ezekr}ol kit}un}o ¶attekint¶est ad Strickland,, Clewlow (2000) 10-57. o.
14Ha a ¢t ¶ert¶ek¶et csÄokkentjÄuk, akkor a kumul¶alt loghozam az N(®T; ¾2T ) ¶ert¶ekhez tart,

ami az elemz¶esÄunk kiindul¶opontja.
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jelÄol¶est, a derivat¶³v keresett ¶ert¶eke a peri¶odus elej¶en:

g =
pgu ¡ (1 ¡ p)gd

G
: (20)

¶Igy a binomi¶alis modellben b¶armely sz¶armaztatott term¶ek ¶ert¶eke mege-
gyezik a jÄov}obeni ki¯zet¶es v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek jelen¶ert¶ek¶evel, ahol a v¶arhat¶o
¶ert¶eket a kock¶azatsemleges val¶osz¶³n}us¶eggel, a jelen¶ert¶eket a kock¶azatmentes
kamatl¶abbal sz¶amoljuk. A (19) k¶epletet kock¶azatsemleges val¶osz¶³n}us¶egnek
nevezik, mert kiel¶eg¶³ti a

pSu + (1 ¡ p)Sd = SG (21)

egyenletet ¶es norm¶al esetben a d < G < u, ¶³gy 0 < p < 1.
A (17)-(18) egyenletek alapj¶an az ¶araz¶as menete a kÄovetkez}o: balr¶ol jobb-

ra haladva fel¶³rjuk az Sij ¶arfolyamok t¶abl¶azat¶at, ennek utols¶o oszlopa ¶es a
sz¶armaztatott term¶ek T id}opontbeli ki¯zet¶es fÄuggv¶enye alapj¶an a gij t¶abl¶azat
utols¶o oszlop¶at. Ezt kÄovet}oen l¶ep¶esr}ol l¶ep¶esre jobbr¶ol balra haladva az S ¶es g
t¶abl¶azatok j-edik oszlopa alapj¶an kisz¶am¶³tjuk az x, y ¶es g t¶abl¶azatok (j ¡ 1)-
edik oszlop¶at [(17){(18)]. Ez a megkÄozel¶³t¶es megadja a sz¶armaztatott term¶ek
¶arfolyam-alakul¶as¶anak Äosszes lehets¶eges p¶aly¶aj¶at ¶es a hozz¶ajuk tartoz¶o (x; y)
replik¶al¶o strat¶egi¶at.

A (20) k¶eplet alapj¶an m¶ar csak k¶et t¶abl¶azat kell, az S ¶es a g | ut¶obbi
most is az utols¶o oszlop¶ab¶ol kiindulva jobbr¶ol balra k¶eszÄul. Ha a v¶arhat¶o
¶ert¶ek jelen¶ert¶eke szab¶alyt (20) egy l¶ep¶esben alkalmazzuk, akkor a derivat¶³v
¶ert¶eke egy szorzatÄosszeg:

g =
nX

k=0

e¡rT pkgk = e¡rT
nX

k=0

pkgk ; (22)

ahol S(n; k) = Sukdn¡k, p(n; k) = pk =
¡
n
k

¢
pk(1 ¡ p)n¡k, ¶es a pk ill. gk arra

az ¶allapotra utalnak, hogy az ¶arfolyam n l¶ep¶es sor¶an pontosan k alkalommal
ment fel.15

A m¶ert¶ekcsere, marting¶alok

Az el}oz}o alpont k¶et l¶enyeges mozzanata:

² a binomi¶alis modellben a l¶ep¶esenk¶enti (x; y) replik¶al¶as ¶atfogalmazhat¶o a
l¶ep¶esenk¶enti v¶arhat¶o ¶ert¶ek sz¶am¶³t¶asra a sz¶am¶³tott p val¶osz¶³n}us¶eg alapj¶an,
ez pedig egy 1 l¶ep¶esben tÄort¶en}o v¶arhat¶o ¶ert¶ek sz¶am¶³t¶asra rÄovid¶³thet}o,
¶es mint l¶atni fogjuk, ezen az alapon lehet ¶altal¶anos ¶araz¶asi elm¶eletet
fel¶ep¶³teni;

15Amennyiben a trinomi¶alis f¶ara fel¶³rjuk a lok¶alis v¶arhat¶o ¶ert¶ek ¶es variancia felt¶etelt,
akkor az egyik lehets¶eges megold¶ast a (14) egyenletek adj¶ak, a derivat¶³v ¶ert¶ek¶et pedig ¶epp a
(13). Ebben a kontextusban a (13) a v¶arhat¶o ¶ert¶ek jelen¶ert¶eke |a v¶eges di®erenci¶ak eset¶en
nem volt ilyen ¶ertelmez¶ese|, ¶es att¶ol lesz kock¶azatsemleges ¶ert¶ekel¶es, hogy v = r ¡ 0:5¾2
¶es nem v = ®.
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² a (20)-as ¶araz¶asi k¶epletben nem az eredeti (15c) val¶osz¶³n}us¶eg szerepel,
ami mellett a v¶arhat¶o hozam ®, hanem a sz¶am¶³tott (19) kock¶azatsem-
leges val¶osz¶³n}us¶eg, ami mellett a v¶arhat¶o hozam r ¡ ¾2=2.

A binomi¶alis modellnek ez a saj¶atoss¶aga teljes m¶ert¶ekben megegyezik a
folytonos Wiener-folyamaton fel¶epÄul}o eredm¶ennyel.

Amennyiben a (21) k¶epletben ¶atosztunk a G-vel (a bankbet¶et nÄoveked¶esi
egyÄutthat¶oj¶aval), akkor l¶athatjuk, hogy a kock¶azatsemleges val¶osz¶³n}us¶eg mel-
lett a diszkont¶alt ¶arfolyam-alakul¶as marting¶al. A S folyamat a Q m¶ert¶ek
szerint marting¶al, ha minden j > i-re

EQ(Sj j Fi) = Si ; (23)

azaz a folyamat j id}opontbeli felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke megegyezik a pillanat-
nyi ¶ert¶ek¶evel.

K¶etf¶elek¶eppen kaphatunk marting¶al tulajdons¶ag¶u binomi¶alis f¶at:

a) adott ¶arfolyamf¶ahoz keresÄunk olyan val¶osz¶³n}us¶egeket, amelyekkel s¶u-
lyozva a fa adott pontj¶ahoz tartoz¶o kimeneteket, pont a fa adott pont-
j¶anak ¶arfolyam¶ert¶ek¶et kapjuk;16

b) megadjuk a fa utols¶o oszlop¶at (a T id}opontbeli val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o le-
hets¶eges ¶ert¶ekeit), ¶es adott ¶atmenet-val¶osz¶³n}us¶egek seg¶³ts¶eg¶evel jobbr¶ol
balr¶ol haladva konstru¶alunk egy felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek folyamatot.

A sz¶armaztatott term¶ekek marting¶al ¶araz¶as¶anak l¶ep¶esei:

1. diszkont¶aljuk az alapterm¶ek ¶arfolyamf¶aj¶at a kock¶azatmentes kamatl¶ab-
bal,

2. megkeressÄuk az a) m¶odszer szerint a marting¶al m¶ert¶eket,

3. meghat¶arozzuk az opci¶o lehets¶eges lej¶aratkori ¶ert¶ekeit [az ST ¡ K sz¶a-
mol¶asn¶al mindk¶et ¶ert¶ek jelenbeni p¶enzben ¶ertend}o],

4. az opci¶o lej¶aratkori ¶ert¶ekeib}ol k¶epezÄunk egy felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek
folyamatot | ennek minden eleme jelenbeni p¶enzben ¶ertend}o, ennek a
f¶anak a cs¶ucspontja a sz¶armaztatott term¶ek ¶ert¶eke.

A binomi¶alis reprezent¶aci¶os t¶etel ¶uj megvil¶ag¶³t¶asba helyezi a replik¶al¶o
strat¶egi¶ak mibenl¶et¶et, l¶etez¶es¶et ¶es egy¶ertelm}us¶eg¶et. Ez a t¶etel azt mondja
ki, hogy ha k¶et binomi¶alis folyamat (Xi ¶es Yi) ugyanazon Q m¶ert¶ek szerint
marting¶al, ¶es mindig ugyanabba az ir¶anyba mozdulnak el (csak elt¶er}o m¶er-
t¶ekben), akkor

¢Yi = ai¡1¢Xi ;

ahol m¶ar az (i ¡ 1)-edik l¶ep¶esben meghat¶aroz¶odik az ai¡1 ¶ert¶eke, teh¶at nem
szÄuks¶eges tudni, hogy a k¶et folyamat felfel¶e vagy lefel¶e mozdul-e el. A

16Felt¶eve, hogy a pillanatnyi ¶arfolyam a k¶et lehets¶eges kimenet kÄoz¶e esik.
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sz¶armaztatott term¶ekek replik¶al¶asa az alapterm¶ekkel nem m¶as, mint az egyik
binomi¶alis marting¶al megfeleltet¶ese egy m¶asiknak.

Hasonl¶o ÄosszefÄugg¶esek ¶erv¶enyesek a folytonos esetben is. A Wiener-folya-
mat egy folytonos marting¶al, hiszen a nÄovekm¶enye egy z¶erus v¶arhat¶o ¶ert¶ek}u
norm¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o. A folytonos marting¶alok nÄovekm¶e-
nyei is el}orel¶athat¶o m¶odon megfeleltethet}ok egym¶asnak az ¶un. marting¶al re-
prezent¶aci¶os t¶etelnek megfelel}oen.17 Teh¶at ekkor is kialak¶³that¶o a ,,v¶egtelenÄul
rÄovid peri¶odusokra" a megfelel}o replik¶al¶o (ill. fedez}o) strat¶egia. A Girszanov-
t¶etel ¶ertelm¶eben a dX1(t) = a(t)dt + dW1(t) folyamatok dX2(t) = dW2(t)
marting¶all¶a alak¶³that¶ok bizonyos felt¶etelek mellett a val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek
cser¶ej¶evel.18 N¶epiesen sz¶olva a m¶ert¶ekcser¶evel eltÄuntethet}o a drift, mikÄozben
a volatilit¶as v¶altozatlanul egys¶egnyi marad. Ezek ut¶an a sz¶armaztatott ter-
m¶ekek ¶araz¶asa ugyanabban a 4 l¶ep¶esben tÄort¶enik a folytonos modellben,
ak¶arcsak a binomi¶alisban, csup¶an a marting¶al tulajdons¶agot ad¶o val¶osz¶³n}us¶egi
m¶ert¶ek nem a kock¶azatsemleges val¶osz¶³n}us¶eget de¯ni¶al¶o (21) k¶epletb}ol ad¶odik,
hanem a Girszanov-t¶etelb}ol.

Sztochasztikus reprezent¶aci¶o

A binomi¶alis ¶arfolyam-alakul¶as eset¶en a dinamikus replik¶al¶as val¶osz¶³n}us¶eg-
sz¶am¶³t¶asi ¶atfogalmaz¶asa egyfel}ol a marting¶al tulajdons¶aghoz ¶es a marting¶al-
reprezent¶aci¶on keresztÄul visszavezetett a replik¶al¶ashoz, m¶asfel}ol a (22) v¶arhat¶o
¶ert¶ek jelen¶ert¶ek szab¶alyra vezetett.

A p¶enzÄugyesek ¶altal fel¶all¶³tott egyenletek itt is egy sokkal ¶altal¶anosabb,
m¶ar r¶egebben kidolgozott matematikai elm¶eletbe torkolltak. A BS-f¶ele PDE-t
kiel¶eg¶³t}o g fÄuggv¶enyhez tal¶alhat¶o egy olyan sztochasztikus di®erenci¶alegyenlet
(SDE), amelynek megold¶as¶at ad¶o X folyamat T id}opontbeli ¶ert¶ek¶enek a
(t; x) id}opontokb¶ol ¶es ¶allapotokb¶ol tekintett felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekeit ¶eppen
a g(t; x) fÄuggv¶eny adja meg. Ez a Feynman-Kac-f¶ele sztochasztikus repre-
zent¶aci¶o. Ez a megfeleltet¶es az SDE-vel le¶³rt di®¶uzi¶os folyamat saj¶atja.
Ez alapj¶an a Black-Scholes PDE-nek megfeleltethet}o egy v¶arhat¶o ¶ert¶ek je-
len¶ert¶eke sz¶am¶³t¶as, mivel a BS egyenlet kiindul¶opontja is egy di®¶uzi¶os SDE,
amelyre alkalmazhat¶o az Ito-lemma.

N¶ezzÄuk meg n¶emi formalizmussal. Cauchy a p¶enzÄugyekt}ol teljesen fÄug-
getlenÄul vizsg¶alta az al¶abbi PDE-t:

gt + ¹(x; t)gx +
1

2
¾2(x; t)gxx = 0 ; g(T; x) = ©(x) : (24)

TekintsÄuk a kÄovetkez}o X(t) di®¶uzi¶os folyamatot, amely a kiv¶alasztott t id}o-
pontban a rÄogz¶³tett x ¶ert¶eket veszi fel:

dX(t) = ¹(t;X(t))dt + ¾(t; X(t))dW ; X(t) = x : (25)

17Baxter-Rennie (2002) 100. o.
18Baxter-Rennie (2002) 95. o., Avellaneda-Laurence (2000) 167. o.
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Ha vesszÄuk az X folyamatnak a g fÄuggv¶eny szerinti transzform¶altj¶at, akkor
fel¶³rva az Ito-formula integr¶al alakj¶at,19 ¶es felhaszn¶alva, hogy a g(t; x) fÄugg-
v¶eny kiel¶eg¶³ti a (24) egyenletet, a Feynman-Kac formul¶at kapjuk:

g(t; x) = Et;x [©(XT )] : (26)

Ha a kÄovetkez}o anal¶og probl¶em¶at vizsg¶aljuk:

gt + ¹(x; t)gx +
1

2
¾2(x; t)gxx + rg = 0 ; g(T; x) = ©(x) ; (24b)

akkor a (26) a kÄovetkez}o form¶at Äolti:

g(t; x) = er(T¡t)Et;x [©(XT )] : (26b)

A Feynman-Kac formula adja meg a kapcsolatot a BS egyenlet ¶es a v¶arhat¶o
¶ert¶ek jelen¶ert¶ek szab¶aly kÄozÄott folytonos esetben.

A di®¶uzi¶o

A di®¶uzi¶o egyszerre ¯zikai, p¶enzÄugyi ¶es matematikai jelens¶eg.20 K¶epzeljÄunk
egy mindk¶et ir¶anyban v¶egtelen vasrudat, ahol g(t; x) mutatja az x helyen a t
id}opontban m¶ert h}om¶ers¶ekletet. A h}o¶araml¶as, vagy di®¶uzi¶o

gt = gxx (27)

egyenlete egy alaposan megvizsg¶alt folyamat, ahol gt a h}om¶ers¶eklet v¶altoz¶asa
egy adott pontban, gxx pedig a h}om¶ers¶eklet t¶erbeli m¶asodik deriv¶altja. Az
egyenlet tartalma: bontsuk a rudat ¢x hossz¶u kis intervallumokra. Ha egy
adott intervallum bal szomsz¶edja melegebb, a jobb szomsz¶edja pedig hide-
gebb, akkor az adott intervallum h}om¶ers¶eklete akkor n}o, ha tÄobb h}o ¶erkezik
balr¶ol, mint amennyi t¶avozik jobbra. Ez pedig a h}om¶ers¶ekletkÄulÄonbs¶egek
elt¶er¶ese pontosan a (27) egyenlet szerint, felt¶eve, hogy a szomsz¶edos interval-
lumok kÄozÄotti h}ocsere ar¶anyos a h}om¶ers¶eklet kÄulÄonbs¶eggel. Ez azt is jelenti,
hogy a g(x) fÄuggv¶eny in°exi¶os pontjai v¶alasztj¶ak kÄulÄon azokat az interval-
lumokat, amelyek pontjai melegszenek, azokt¶ol, amelyek pontjai h}ulnek.

Ha a 0 id}opontban az x = 0 helyen koncentr¶al¶odik a teljes h}omennyis¶eg
a r¶udban, akkor t id}ovel k¶es}obb a h}om¶ers¶eklet eloszl¶asa a r¶ud kÄulÄonbÄoz}o
r¶eszein:21

g(t; x) =
1

2
p

¼t
e¡ x2

4t : (28)

Miel}ott nagyon belemelegedn¶enk e kit¶er}obe, vegyÄuk ¶eszre:

1. a (27) di®¶uzi¶os PDE hasonl¶os¶ag¶at a (9) Black-Scholes PDE-vel;

2. az id}obeni sz¶etterÄul¶es a Gauss-fÄuggv¶ennyel ¶³rhat¶o le.

19R¶eszletesen ld. BjÄork (1998) 58-62. o.
20¶Es feltehet}oen m¶eg tucatnyi tudom¶anyterÄulet fel}ol beazonos¶³that¶o jelens¶eg.
21R¶eszletesen ld.: Wilmott-Howison-Dewynne (1995) 59-69. o.
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Az 1. pontbeli hasonl¶os¶ag teljesebb, mint gondoln¶ank. A v¶altoz¶ok (S; t; g)
¶atsk¶al¶az¶as¶aval a (9) a j¶oval egyszer}ubb (27) form¶ara hozhat¶o.22 A 2. pontbeli
anal¶ogia j¶ol l¶athat¶o, ha az (1) ¶es (2) k¶epletek seg¶³ts¶eg¶evel ¶abr¶azoljuk a jÄov}obeli
¶arfolyam eloszl¶as¶at, ha tudjuk a mai ¶arat.

1. ¶abra. Az ¶arfolyam eloszl¶as¶anak v¶altoz¶asa az id}o fÄuggv¶eny¶eben (S0 = 100),

¶Arf: 20-300, id}o: 0-3 ¶ev

Konzisztens ¶araz¶as, komponens¶arak

A hat¶arid}os poz¶³ci¶o egy statikus replik¶aci¶oval ¶ert¶ekelhet}o, az opci¶o egy di-
namikus replik¶aci¶oval. Ezek a kiindul¶o alapesetei az arbitr¶azs¶araz¶asnak. Az
arbitr¶azs¶araz¶as eset¶en elt}unnek a mikroÄokon¶omia kereslet-k¶³n¶alat gÄorb¶ei, a
helyÄukre l¶ep}o egyszer}u alapelv: ha k¶et kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶o ugyanazt a ki-
¯zet¶es sorozatot biztos¶³tja a jÄov}oben, akkor a jelenbeni ¶ert¶ekÄuknek is azonos-
nak kell lenniÄok. Amilyen egyszer}uen hangzik az elv, annyira nem kedvelik a

22Az ¶atsk¶al¶az¶as l¶enyege, hogy dimenzi¶o n¶elkÄuli v¶altoz¶okkal sz¶amolunk. Nem a forint-
ban m¶ert derivat¶³v ¶arat keressÄuk, hanem a leh¶³v¶asi ¶arfolyam sz¶azal¶ek¶aban [g=K], nem az
¶arfolyam-alakul¶as¶aval sz¶amolunk, hanem az ¶arfolyam ¶es a leh¶³v¶asi ¶arfolyam logsz¶azal¶ekos
t¶avols¶ag¶aval [ln(S=K)], nem az ¶evekben m¶ert id}ovel, hanem a lej¶aratig h¶atralev}o variancia-
mennyis¶eg a v¶altoz¶o [0:5¾2(T ¡t)]. R¶eszletesebben ld.: Wilmott-Howison-Dewynne (1995)
76-81. o.
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hallgat¶ok vizsgafeladatnak a dinamikus arbitr¶azs egyszer}ubb eseteit sem. Ar-
bitr¶azs lehet}os¶eg akkor van, ha l¶etezik olyan strat¶egia, amely r¶ev¶en egy nulla
indul¶o poz¶³ci¶ob¶ol indulva pozit¶³v val¶osz¶³n}us¶eggel nyerÄunk, mikÄozben kiz¶art,
hogy b¶armely esetben is vesz¶³tsÄunk. Ha az ¶arak konzisztensek, akkor nincs
arbitr¶azs lehet}os¶eg. A konzisztencia ellen}orz¶ese egyszer}u a diszkr¶et idej}u,
diszkr¶et ¶allapotter}u folyamatok eset¶en, kÄulÄonÄosen a T -term¶ekekre.

A kÄulÄonbÄoz}o term¶ekek lej¶arati ¶ert¶eke egy-egy n elem}u vektorral adhat¶o
meg (felt¶eve hogy a T id}opontban n lehets¶eges ¶allapot van). Ha be¶arazzuk
ezt az n darab T -id}opontbeli egys¶egvektort, mint speci¶alis sz¶armaztatott
term¶ekeket, akkor az Arrow-Debreu ¶arakat (komponens ¶arakat) kapjuk. B¶ar-
mely term¶ek ¶ara ezek line¶aris kombin¶aci¶oja. Ellenkez}o esetben arbitr¶azs
lehet}os¶eg van. A komponens¶arakat (AD ¶arakat) a v¶arhat¶o ¶ert¶ek jelen¶ert¶eke
szab¶aly alapj¶an egyszer}uen megkaphatjuk: mivel a ki¯zet¶esvektor az egys¶eg-
vektor, ez¶ert a v¶arhat¶o ¶ert¶ek az adott ¶allapot val¶osz¶³n}us¶ege: ¶³gy az AD ¶ar az
¶allapotval¶osz¶³n}us¶eg diszkont¶alt ¶ert¶eke.

Az Arrow-Debreu modell a kerete az el}obb felv¶azolt gondolatmenetnek.
Azonban mi egy tetsz}oleges term¶ek tÄobb peri¶odus ut¶ani lehets¶eges ¶allapotai-
hoz rendelt komponens¶araib¶ol raktuk Äossze a term¶ek jelenbeni ¶ar¶at,23 az AD
modell alapesetben egy 1 peri¶odusos elemz¶es, amelyben N ¶ert¶ekpap¶³r jelen-
beni ¶arait a p vektor tartalmazza, a peri¶odus v¶egi lehets¶eges ¶allapotokat az
(N £ M -es) V m¶atrix. A p vektor ¶es a V m¶atrix minden inform¶aci¶ot tartal-
maz, az ¶ert¶ekpap¶³rpiac minden jellemz}oj¶et line¶aris algebrai t¶etelekb}ol kapjuk
a probl¶ema ilyen megfogalmaz¶as¶aban. Az AD modellben a piac akkor ¶es
csak akkor arbitr¶azsmentes, ha a p ¶arvektor a V oszlopvektorainak s¶ulyozott
¶atlaga, ahol a s¶ulyok pozit¶³vak ¶es egy¶ertelm}uen meghat¶arozottak.24 Amennyi-
ben a V m¶atrixnak van egy olyan sora, amely azonos elemekb}ol ¶all, akkor
van egy kock¶azatmentes befektet¶esi lehet}os¶eg. Ez esetben, ha teljesÄul az a
felt¶etel, hogy az ¶arvektor az oszlopvektorok s¶ulyozott ¶atlaga (teh¶at nincs ar-
bitr¶azslehet}os¶eg), akkor az ¶arvektor kifejezhet}o a v¶arhat¶o ¶ert¶ek jelen¶ert¶ek
szab¶aly alapj¶an. Az AD modellben az arbitr¶azsmentess¶egb}ol ¶es a korl¶atlan
hitel/bet¶et lehet}os¶egb}ol kÄovetkezik a kock¶azatsemleges val¶osz¶³n}us¶egek vek-
tor¶anak l¶etez¶ese ¶es a v¶arhat¶o ¶ert¶ek jelen¶ert¶ek szab¶aly.25 Az illusztr¶aci¶o
kedv¶e¶ert legyen N = 2, M = 2 ¶es

p =

µ
0:8
1:0

¶
; V =

µ
1 1
2 0:5

¶
:

Ekkor a s¶ulyok: ¼ = (0:4 0:4 ), a kamatl¶ab 25%, ¶es a kock¶azatsemleges
val¶osz¶³n}us¶egek: ¼0 = (0:5 0:5 ).

23A (22) Äosszegk¶eplet tagjainak els}o k¶et komponens¶et Äosszez¶ar¶ojeleztÄuk: e¡rT pkgk =¡
e¡rT pk

¢
gk = ADkgk.

24A bizony¶³t¶ast ld. Avellaneda-Laurence (2000) 3{5. o.
25Uo. 6{8. o.
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2. ¶abra. Az Arrow-Debreu modell k¶et term¶ekre ¶es k¶et ¶allapotra

A 2. ¶abr¶an a v¶³zszintes tengelyen az 1. term¶ek, a fÄugg}oleges tengelyen
a 2. term¶ek lehets¶eges ¶ert¶ekei szerepelnek. A V m¶atrix egyes oszlopait az
¶abra (A;B) pontjai reprezent¶alj¶ak. Az arbitr¶azsmentess¶eg felt¶etele, hogy
az ¶arvektor a 0A, 0B f¶elegyenesek kÄozÄotti terÄuletre essen. Az ¶abr¶an a k¶et
pont azonos fÄugg}oleges egyenesen fekszik, mert az 1. term¶ek kock¶azatmentes.
Ennek ¶ara (0.8) meghat¶arozza, hogy az ¶arvektor mely fÄugg}oleges egyenesre
essen (P pont).

KÄulÄon kihangs¶ulyozand¶o, hogy az AD modellben semmi val¶osz¶³n}us¶egsz¶a-
m¶³t¶asi felt¶etel nincsen, semmi a norm¶alis eloszl¶asr¶ol, vagy a Wiener-folyamat
binomi¶alis kÄozel¶³t¶es¶er}ol stb.

A piac teljess¶ege

TegyÄuk fel, hogy a V (N £ M) m¶atrix sorai az N kereskedett ¶ert¶ekpap¶³r
lehets¶eges ¶ert¶ekeit tartalmazza az 1 peri¶odus m¶ulvai M lehets¶eges ¶allapotokra.
A piacot26 akkor nevezik teljesnek, ha tetsz}oleges (M elem}u) ki¯zet¶es el}o-
¶all¶³that¶o a kereskedett pap¶³rokb¶ol ¶all¶o portf¶oli¶o seg¶³ts¶eg¶evel, azaz tetsz}oleges
M elem}u vektor el}o¶all¶³that¶o a V m¶atrix soraib¶ol. Ez akkor teljesÄul, ha a V
m¶atrix rangja M . Ha van egy kock¶azatos r¶eszv¶enyÄunk ¶es egy kock¶azatmentes
kÄotv¶enyÄunk, ¶es a r¶eszv¶eny ¶arfolyam-alakul¶as¶at egy trinomi¶alis fa¶³rja le, akkor
a V m¶atrixunk 2 £ 3-as m¶atrix ¶es a piac nem teljes.

Ha a piac teljes ¶es arbitr¶azsmentes, akkor l¶eteznek ¶es egy¶ertelm}uek az
¶allapot¶arak (komponens¶arak), ¶es ily m¶odon a kock¶azatsemleges val¶osz¶³n}us¶e-
gek.27 A t¶etel megford¶³t¶asa is igaz: ha a komponens¶arak egy¶ertelm}uek, akkor
a piac (modell) teljes.28

26Az elnevez¶esi konvenci¶o a piac teljess¶eg¶er}ol besz¶el, azonban sokkal ink¶abb valamely
modell teljess¶eg¶er}ol van sz¶o, mint egy l¶etez}o piac (pl. argentin ¶ert¶ekpap¶³rpiac) teljess¶eg¶er}ol.
VÄo. binomi¶alis vs. trinomi¶alis modell.
27A trinomi¶alis modellben tal¶alhat¶ok kock¶azatsemleges val¶osz¶³n}us¶egek, de nem egy¶ertel-

m}uek. Ld. Avellaneda-Laurence 16-18. o.
28Bizony¶³t¶ast ld. Avellaneda-Laurence 15. o.
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Harrison ¶es Pliska vizsg¶alta meg ¶altal¶anosan, hogy mik¶ent fÄugg Äossze

² a piacok teljess¶ege (replik¶alhat¶os¶ag),

² az ¶arak Äosszhangja (arbitr¶azsmentess¶eg),

² a marting¶alm¶ert¶ek l¶etez¶ese ¶es egy¶ertelm}us¶ege (kock¶azatsemleges ¶ert¶e-
kel¶es).

Az eszkÄoz¶araz¶as alapt¶etele:

1. A piac akkor ¶es csak akkor arbitr¶azsmentes, ha l¶etezik marting¶alm¶ert¶ek

2. A piac akkor ¶es csak akkor teljes, ha ez a marting¶alm¶ert¶ek egy¶ertelm}u.

Az alapt¶etel kÄulÄonbÄoz}o esetekre vonatkoz¶o v¶altozatai a Harrison-Pliska
t¶etel, a Dalang-Morton-Willinger t¶etel, ill. a Delbaen-Schachermayer t¶etel.29

A nem-teljes piacok alapesete, amikor maga az alapterm¶ek nem egy ke-
reskedett befektet¶esi eszkÄoz. Befektet¶esi eszkÄoz |traded security| olyan
term¶ek, amelyet kiz¶ar¶olag befektet¶esi c¶elb¶ol tart sz¶amos befektet}o. Ezek
jellemz}oje, hogy ugyan¶ugy lehet short poz¶³ci¶ot nyitni bennÄuk, mint long
poz¶³ci¶ot, viszonylag alacsony a tranzakci¶os ¶es t¶arol¶asi kÄolts¶egÄuk, tÄobbnyire
kÄonnyen transzfer¶alhat¶oak. Az olajnak van ugyan ¶ara, de az ¶armeghat¶aro-
z¶od¶asa nagyon elt¶er}o mechanizmus¶u, mint a befektet¶esi eszkÄozÄok¶e. Az olaj
hat¶arid}os ¶ara nem egyszer}uen az azonnali olaj¶ar felkamatoztatott ¶ert¶eke (m¶eg
akkor se, ha ¯gyelembe vesszÄuk a t¶arol¶asi stb. kÄolts¶egeket). Ugyanakkor az
azonnali ¶ar befoly¶asolja valahogy azoknak a befektet¶esi eszkÄozÄoknek az ¶ert¶ek¶et
|ha nem is hat¶arozza meg egy¶ertelm}uen a kamatl¶abbal egyÄutt| amelyek
¶ara az olajon alapszik (pl. olajra sz¶ol¶o futures kontraktus ¶es v¶eteli jog).

A kock¶azat piaci ¶ara

TegyÄuk fel, hogy egy nem kereskedett term¶ek ¶arfolyam-alakul¶asa Ito-folyamat.
Az erre sz¶ol¶o sz¶armaztatott term¶ekek ¶arfolyam-alakul¶asa ugyanezt az id}obeli
bizonytalans¶agot tÄukrÄozi, ez¶ert a kock¶azat kikÄuszÄobÄolhet}o. ¶Am ebben a
kock¶azatmentes portf¶oli¶oban k¶et ismeretlen ¶ar¶u sz¶armaztatott term¶ek szere-
pel, k¶et ismeretlen van, ¶es egy egyenlet. Ez¶ert a sz¶armaztatott term¶ekek
¶ara nem egy¶ertelm}u, de ha m¶ar ismerjÄuk ak¶arcsak egyetlen sz¶armaztatott
term¶ek ¶ar¶at, akkor ismerjÄuk az Äosszes tÄobbit. Ennek hi¶any¶aban a kÄulÄonbÄoz}o
sz¶armaztatott term¶ekek ¶ar¶anak konzisztencia krit¶eriuma:30

¸ =
¹ ¡ r

¾
(35)

¶ert¶eknek azonosnak kell lenni minden sz¶armaztatott term¶ekre. A ¸ szok¶asos
elnevez¶ese: a kock¶azat piaci ¶ara. Ha az alapterm¶ek kereskedett, akkor ¸ = 0.

29A kÄulÄonbÄoz}o megkÄozel¶³t¶esek kÄozÄott l¶enyeges kÄulÄonbs¶eg, hogy a vizsg¶alt folyamat id}oben
diszkr¶et vagy folytonos, ¶es a lehets¶eges ¶arfolyamokra n¶ezve a folyamat diszkr¶et vagy
folytonos. R¶eszletesebben ld. Medvegyev (2002). A szerz}o itt az alapt¶etel ¶altala vizsg¶alt
eset¶enek egy ¶uj bizony¶³t¶as¶at adja.
30R¶eszletesen ld: Hull (1999.) 365. o.
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Ha ismerjÄuk a ¸ ¶ert¶ek¶et (amit tudn¶ank, ha ismern¶enk a befektet}ok kock¶azattal
kapcsolatos hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶et), akkor tudjuk a sz¶armaztatott term¶ek
¶ert¶ek¶et is. Megszabadulunk a ¸ meghat¶aroz¶as¶anak neh¶ezs¶eg¶et}ol, ha p¶eld¶aul
nem csak az olaj ¶ar¶at ismerjÄuk, hanem kiindul¶opontk¶ent ismerjÄuk a hat¶arid}os
olaj¶arat, ¶es ez alapj¶an akarunk be¶arazni egy olajra sz¶ol¶o opci¶ot. A leg-
fontosabb nem kereskedett p¶enzÄugyi term¶ek a kamatl¶ab. A kÄotv¶eny egy
kereskedett term¶ek, de a hozama nem.

Egzotikus opci¶ok

Eml¶³tettÄuk, hogy egy sz¶armaztatott term¶ek be¶araz¶asa att¶ol fÄugg, hogy mi a
term¶ek de¯n¶³ci¶oja (ki¯zet¶ese) ¶es mi az alapfolyamat jellege. A legegyszer}ubb
eset: a T -term¶ek + GBM alapfolyamat konstans kamatl¶abbal ¶es volatilit¶assal.
N¶ezzÄuk el}obb a kÄulÄonbÄoz}o term¶ek de¯n¶³ci¶okat, az alapfolyamat kicser¶el¶es¶enek
a hat¶as¶at pedig a kÄovetkez}o alpontban.

Az amerikai opci¶okn¶al a T id}opontig b¶armikor leh¶³vhat¶o az opci¶o, nem
csak a T id}opontban, mint az eur¶opai opci¶o. ¶Ert¶ekel¶es¶ere nincs z¶art formula,
a probl¶ema matematikailag izgalmasnak sz¶am¶³t, numerikusan viszont igen
egyszer}u algoritmus haszn¶alatos: ugyan¶ugy kell elk¶esz¶³teni a f¶at, de minden
pontj¶aban meg kell vizsg¶alni, hogy az azonnali leh¶³v¶as nem jelentene-e na-
gyobb ¶ert¶eket, ha igen, akkor ezzel az ¶ert¶ekkel kell tov¶abb sz¶amolni l¶ep¶esen-
k¶ent a v¶arhat¶o ¶ert¶ek jelen¶ert¶eke szab¶aly alapj¶an. Az amerikai opci¶ok m¶eg
nem sz¶am¶³tanak egzotikusnak, ann¶al is ink¶abb, mert legal¶abb annyira elter-
jedtek, mint az eur¶opaiak.

A T -term¶ekek eset¶en meg kell tudni mondani, hogy a kock¶azatsemleges
(marting¶al) val¶osz¶³n}us¶eggel sz¶amolva mi a T id}opontbeli ¶arfolyam eloszl¶asa.
A GBM folyamat el¶eg egyszer}u ahhoz, hogy meg lehessen mondani nem csak
az S ¶arfolyam eloszl¶as¶at a T id}opontban, hanem a [0; T ] id}oszak ¶atlag¶arfo-
lyam¶anak az eloszl¶as¶at, az id}oszak maximum, vagy minimum ¶arfolyam¶anak
eloszl¶as¶at, azt, hogy milyen val¶osz¶³n}us¶eggel l¶ep ¶at ez id}o alatt az S folyamat
egy adott kÄuszÄob¶arfolyamot31 stb. Az ¶³gy transzform¶alt v¶altoz¶ok alapj¶an
de¯ni¶alt sz¶armaztatott term¶ekeket nevezik egzotikus opci¶oknak. Ha rend-
szeresen (pl. hetente) szerzÄunk be valamely term¶ekb}ol 1 ¶even ¶at, akkor az 1
¶ev m¶ulvai ¶arfolyam eloszl¶as¶an¶al sokkal fontosabb az ¶ev alatti ¶atlag¶arfolyam
eloszl¶asa.32 Bevezetve

I(t) =

Z t

0

S(¿) d¿ (36)

¶allapotv¶altoz¶ot, azon sz¶armaztatott term¶ek ¶ert¶eke, amelyek ¶ert¶eke fÄugg ett}ol

31Az ¶atlag¶arfolyam eloszl¶asa az ¶azsiai, a maximum (minimum) eloszl¶asa a visszatekint}o
opci¶o (lookback), adott kÄuszÄob¶arfolyam eloszl¶asa a limit¶aras (barrier) opci¶o ¶araz¶as¶aban
j¶atszik szerepet. A visszatekint}o opci¶o felfoghat¶o ¶ugy is, mint egy olyan amerikai opci¶o,
amit garant¶alt, hogy j¶o id}opontban h¶³vunk le, mivel az id}oszak v¶eg¶en m¶ar tudjuk, hogy
mi volt a legkedvez}obb ¶arfolyam.
32Ez az ¶atlag lehet aritmetikai vagy geometriai, folytonos mintav¶etellel, vagy id}okÄozÄon-

k¶enti mint¶ab¶ol sz¶amolt.
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a mennyis¶egt}ol is, eleget kell, hogy tegyen a

gt = rg ¡ rSgS ¡ 1

2
¾2S2gSS ¡ SgI (37)

m¶odos¶³tott Black-Scholes egyenletnek.
Az eur¶opai call opci¶o k¶et egzotikus opci¶o kÄulÄonbs¶egek¶ent is fel¶³rhat¶o:

1. ingyen kapunk egy r¶eszv¶enyt, ha az ¶arfolyam nagyobb, mint K (long
asset or nothing option)

2. ¯zetÄunk K doll¶art, ha az ¶arfolyam nagyobb, mint K (short cash or
nothing option)

Az ut¶obbit szok¶as bin¶aris, vagy digit¶alis opci¶onak is nevezni. Mindk¶et
opci¶o ¶ert¶ek¶eben ugr¶as van a T id}opontbeli ¶ert¶ek¶eben, ¶³gy neh¶ez fedezni ATM
esetben, kÄozel a lej¶arathoz. A k¶et opci¶o ¶ert¶eke nem m¶as, mint a (10)-es k¶eplet
k¶et tagja, ami intuitive j¶ol ¶erthet}o.

¶Atlaghoz visszah¶uz¶as, ugr¶ofolyamat

Az alap GBM folyamattal kapcsolatban legkÄonnyebben a konstans kamatl¶ab
feltev¶es oldhat¶o fel. Ha a kamatl¶ab id}oben el}orel¶athat¶o, determinisztikus
m¶odon v¶altozik,33 akkor a (26b) k¶epletben mindÄossze a diszkontt¶enyez}o v¶al-
tozik, az e¡r(T¡t) hely¶ere a

e
¡

R T

t
r(¿)d¿

(38)

kifejez¶es kerÄul, determinisztikusan v¶altoz¶o volatilit¶as eset¶en a ¾2(T¡t) hely¶ere
pedig az Z T

t

¾2(¿) d¿ (39)

kifejez¶es.
F¶ak haszn¶alatakor az u, d, p param¶eterek l¶ep¶esr}ol l¶ep¶esre v¶altozhatnak

(a v¶alasztott modellt}ol fÄugg}oen), ¶es minden l¶ep¶esben m¶as ¶es m¶as lesz a pil-
lanatnyi kamatl¶abat tÄukrÄoz}oen a diszkontfaktor. Az id}oben v¶altoz¶o volatilit¶as
diszkr¶et esetben m¶ar tÄobb probl¶em¶at tud okozni, hiszen a v¶altoz¶o u ¶es d
param¶eterek mellett a binomi¶alis fa csak akkor marad ÄosszeÄolelkez}o, ha u1d2 =
d1u2 felt¶etel teljesÄul (ahol az indexek az egym¶ast kÄovet}o id}oszakokra utal-
nak). A v¶altoz¶o volatilit¶as ¶eppen azt jelenti, hogy a f¶ak egyes oszlopait elt¶er}o
m¶odon h¶uzzuk sz¶et fÄugg}olegesen. Annak ¶erdek¶eben, hogy a f¶ak ÄosszeÄolelkez}ok
maradjanak (ami l¶enyegesen kevesebb sz¶amol¶ast ig¶enyel), ink¶abb a sztenderd
¢t id}obeli l¶ep¶eskÄozt c¶elszer}u v¶altoztatni.34

33A sztochasztikus kamatl¶ab ¶es volatilit¶as eset¶et ld. k¶es}obb, a tÄobb kock¶azati faktor
t¶argyl¶asakor.
34R¶eszletesebben ld. Clewlow-Strickland 37. o.
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K¶et gyakran alkalmazott l¶enyeges m¶odos¶³t¶as az alapfolyamaton az ¶atlaghoz
visszah¶uz¶as (mean reversion) ill. az ugr¶asok (jump process) bevezet¶ese. Az
¶atlaghoz visszah¶uz¶as a drift m¶odos¶³t¶asa:

dx = a(b ¡ x)dt + ¾dW ; (40)

ahol a b az X v¶altoz¶o hossz¶u t¶av¶u ¶ert¶eke.35 A matematik¶aban Orstein-
Uhlenbeck n¶even ismert (40) folyamatot mindenekel}ott a kamatl¶abak alaku-
l¶as¶anak le¶³r¶as¶ahoz haszn¶alj¶ak | ekkor a b a kamatl¶ab hossz¶u t¶av¶u egyens¶ulyi
¶ert¶eke. A (40) egyenlethez tartoz¶o folyamat ¶ert¶ekei pozit¶³v val¶osz¶³n}us¶eggel
vesz fel negat¶³v ¶ert¶ekeket. Ez kÄuszÄobÄol}odik ki az ¶un. n¶egyzetgyÄok folyamatn¶al
(square root process):

dx = a(b ¡ x)dt + ¾
p

x dW : (41)

Az ugr¶ofolyamatn¶al v¶eletlen id}opontokban meghat¶arozott nagys¶ag¶u ugr¶a-
sokra kerÄul sor. Ezekr}ol az ugr¶asokr¶ol azt szokt¶ak feltenni, hogy Poisson-fo-
lyamatot alkotnak, teh¶at a k¶et ugr¶as kÄozÄott eltelt id}o exponenci¶alis eloszl¶as¶u.
A kevert modellben (jump-di®usion) m¶ar k¶et kock¶azati forr¶as van, ekkor az
ugr¶as fedez¶es¶ere nincs m¶od, ami sz¶amos probl¶em¶at vet fel.

A Heath-Jarrow-Morton modell

El}oszÄor n¶ezzÄuk meg a rÄovid ¶es hossz¶u kamatl¶abak v¶altoz¶asainak, ill. a ku-
mul¶alt kamatl¶abak ¶es a kÄotv¶eny ¶arfolyamok v¶altoz¶asainak az ÄosszefÄugg¶es¶et
egy diszkr¶et sz¶amp¶eld¶an.

A logkamatl¶abak eset¶en az azonnali ¶es a hat¶arid}os kamatl¶abak kÄozÄotti
ÄosszefÄugg¶es:

Gn = ef1ef2 ¢ ¢ ¢ efn = ef1+f2+¢¢¢+fn = enrn ; (42)

amib}ol:

rn =
f1 + f2 + ¢ ¢ ¢ + fn

n
; (43)

ahol Gn mutatja, hogy n peri¶odus alatt h¶anyszoros¶ara nÄovekedett az egys¶egnyi
bet¶et ¶ert¶eke. Az elemi kÄotv¶eny (zero coupon bond) ¶arfolyama a hat¶arid}os
logkamatl¶abakkal:

Pn = e¡(f1+f2+¢¢¢+fn)¢t = e¡
P

f¢t : (44)

A
P

f kifejez¶es a kÄotv¶eny lej¶arat¶aig h¶atralev}o id}oszak kamattartalma, egyben
a lej¶aratig h¶atralev}o kumul¶alt hozam Y (t; T ) = f = lnPn.

A kamatl¶abf¶akn¶al fontos szerepe van az egy peri¶odusra vonatkoz¶o ka-
matl¶abnak, amit rÄovid kamatl¶abnak (short rate) neveznek. Legyen ennek
¶ert¶eke a t id}opontban r(t). A folytonos modellekn¶el a peri¶odushossz ¢t ! 0.
JelÄolje P (t; T ) a T id}opontban esed¶ekes 1 Ft ¶ert¶ek}u elemi kÄotv¶eny ¶arfolyam¶at

35A drift el}ojele j¶ol l¶athat¶o m¶odon att¶ol fÄugg, hogy a folyamat ¶eppen alatta vagy felette
van-e a hossz¶u t¶av¶u ¶ert¶eknek.
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a t id}opontban. Legyen az f(t; T1; T2) a [T1; T2] id}oszakra vonatkoz¶o, a t
id}opontban rÄogz¶³tett hat¶arid}os kamatl¶ab. Legyen az f(t; T ) a [T;T + ¢t]
id}oszakra vonatkoz¶o, a t id}opontban rÄogz¶³tett hat¶arid}os kamatl¶ab. Ez teh¶at
egy k¶es}obbi id}oszakra vonatkoz¶o 1 peri¶odusos kamatl¶abat jelÄol. Az 1. t¶ab-
l¶azatban fÄugg}olegesen a lej¶aratok vannak, v¶³zszintesen a napt¶ari id}o telik.
Az Y (t; T ) a forward kamatl¶abak lej¶arat szerinti kumul¶alt ¶ert¶ekeit mutatja:
indul¶askor 4 ¶evre Äosszesen 46% kamat esed¶ekes.

Az r(t; T ) = Y (t; T )=T a hosszabb futamidej}u azonnali kamatl¶abakat
adja. Indul¶askor a 4 ¶eves kamatl¶ab 46%=4 = 11:5%. A mindenkori n ¶eves
kamatl¶abat ebben t¶abl¶aban ¶atl¶osan lefel¶e haladva lehet nyomon kÄovetni a
T + ¢t ¡ t = n ¶ert¶ekek ment¶en, hasonl¶ok¶eppen a mindenkor ¶eppen n ¶eves
kÄotv¶enyek ¶arfolyam¶ahoz. A mindenkori rÄovid kamatl¶abak a bal fels}o sarok
f}o¶atl¶oj¶aban vannak r(t) = f(t; t). A kÄozponti szerepet j¶atsz¶o r¶eszt¶abla a
kumul¶alt kamat Y (t; T ) | igaz¶ab¶ol ennek a tÄukÄork¶epe a m¶asik 3 t¶abla. Amit
a portf¶oli¶oba be lehet tenni, azok a P (t; T ) kÄotv¶enyek. Amir}ol az ¶ujs¶agok
¶³rnak, az az r(t; T ) hozamgÄorbe alakul¶asa.

1. t¶abl¶azat. Forward kamatl¶abak, kumul¶alt kamatl¶abak, hossz¶u kamatl¶abak, kÄotv¶eny

¶arfolyamok

Miut¶an felv¶azoltuk az r(t), f(t; T ), Y (t; T ), r(t; T ), P (t; T ) kapcsolat¶at,
¶es ezek v¶altoz¶asainak kapcsolat¶at, bontsuk meg a v¶altoz¶asokat determinisz-
tikus ¶es sztochasztikus r¶eszre. A kiindul¶opont legyen a forward kamatl¶abak
v¶altoz¶asa, ami folytonos esetben:

df(t; T ) = ®(t; T )dt + ¾(t; T )dW : (45)

r(t) 10.0% 12.0% 11.0% 12.0% d r(t) 2.0% -1.0% 1.0%
f(t,T) 1 2 3 4  t d f(t,T) 1 2 3 4

1 10.0% 1 dT dt
2 11.0% 12.0% 2 1.0% 1.0%
3 12.0% 13.0% 11.0% 3 1.0% 1.0% -2.0%
4 13.0% 14.0% 12.0% 12.0% 4 1.0% 1.0% -2.0% 0.0%
T T

Y(t,T) 1 2 3 4 d Y(t,T) 1 2 3 4
1 10.0%
2 21.0% 12.0% 2 1.0%
3 33.0% 25.0% 11.0% 3 2.0% -2.0%
4 46.0% 39.0% 23.0% 12.0% 4 3.0% -4.0% 0.0%

P(t,T) 1 2 3 4 dP/P 1 2 3 4
1 0.905 1.0 1 0.100
2 0.811 0.887 1.0 2 0.090 0.120
3 0.719 0.779 0.896 1.0 3 0.080 0.140 0.110
4 0.631 0.677 0.795 0.887 4 0.070 0.160 0.110 0.120

r(t,T) 1 2 3 4 d r(t,T) 1 2 3 4
1 10.0% 1
2 10.5% 12.0% 2 1.5%
3 11.0% 12.5% 11.0% 3 1.5% -1.5%
4 11.5% 13.0% 11.5% 12.0% 4 1.5% -1.5% 0.5%
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Heath, Jarrow ¶es Morton vizsg¶alt¶ak a forward kamatl¶abak dinamik¶aj¶at ¶es
alapvet}o meg¶allap¶³t¶ast tettek a (45) egyenlet driftje ¶es volatilit¶asa kÄozÄotti
szÄuks¶egszer}u kapcsolatr¶ol a kock¶azatsemleges elemz¶es keretei kÄozÄott.

A kÄotv¶enyek ¶arfolyam-alakul¶as¶anak vizsg¶alatakor kiemelked}o fontoss¶ag¶u
az az eset, amikor annyi kÄulÄonbÄoz}o lej¶arat¶u kÄotv¶eny van, hogy minden peri¶o-
dus v¶eg¶en van lej¶ar¶o kÄotv¶eny.36 Ekkor minden t id}opontban van tetsz}oleges
T id}opontt¶ol kezd}od}o 1 peri¶odusos hat¶arid}os kamatl¶ab. Ha ismerjÄuk a kÄotv¶e-
nyek ¶arfolyam¶anak alakul¶as¶at, ¶es azok Ito-folyamatot kÄovetnek, akkor adott
a hat¶arid}os kamatl¶abak alakul¶as¶anak a folyamata is.

dP (t; T )

P (t; T )
= r(t)dt + v(t; T )dW ; v(t; t) = 0 ; (46)

P (t; T2) = P (t; T1)e
¡f(t;T1;T2)(T2¡T1) ; (47)

f(t; T1; T2) =
lnP (t; T1) ¡ lnP (t; T2)

T2 ¡ T1
: (47b)

Az Ito lemma seg¶³ts¶eg¶evel:

d lnP (t; T1) =

µ
r(t) ¡ 1

2
v2(t; T1)

¶
dt + v(t; T1) dW ; (48)

d lnP (t; T2) =

µ
r(t) ¡ 1

2
v2(t; T2)

¶
dt + v(t; T2) dW ; (49)

df(t; T1; T2) =
1

2

v2(t; T2) ¡ v2(t; T1)

T2 ¡ T1
dt ¡ v(t; T2) ¡ v(t; T1)

T2 ¡ T1
dW : (50)

A T2 ! T1 hat¶ar¶atmenet r¶ev¶en:

df(t; T ) = v(t; T )vT (t; T ) dt ¡ vT (t; T ) dW ; (51)

v(t; T ) = v(t; T ) ¡ v(t; t) =

Z T

t

vT (t; u) du v(t; t) = 0 : (52)

Ha ® ¶es ¾ jelÄoli a forward kamatl¶ab alakul¶as¶anak egyÄutthat¶oit, akkor az (51)
alapj¶an:

df(t; T ) = ®(t; T ) dt + ¾(t; T ) dW : (53)

®(t; T ) = ¾(t; T )

Z T

t

¾(t; u) du : (54)

A levezet¶es tartalma:

{ a hat¶arid}os kamatl¶ab k¶et ,,szomsz¶edos" elemi kÄotv¶eny kamattartalm¶a-
nak a kÄulÄonbs¶ege (47)

{ ha ismerjÄuk a kÄotv¶eny ¶arfolyam v¶altoz¶as¶at (46), akkor ismerjÄuk a ka-
mattartalom v¶altoz¶as¶at is az Ito-lemma seg¶³ts¶eg¶evel (48){(49)

{ az (54) form¶ab¶ol kiolvashat¶o, hogy a forward kamatl¶ab driftj¶et egy¶er-
telm}uen meghat¶arozza a volatilit¶as szerkezet.

36Ez folytonos esetben kontinuum sok kÄotv¶enyt jelent.
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Az (54) formula a HJM modell ¶es egyben a modern kamatelm¶elet egyik
kÄozponti ¶all¶³t¶asa: a kÄulÄonbÄoz}o futamidej}u kamatl¶abak alakul¶as¶anak konzisz-
tencia (no-arbitrage) felt¶etel¶et fogalmazza meg. Egyik trivi¶alis olvasata, ha
tÄok¶eletes el}orel¶at¶as van (¾(t; T ) = 0 minden T -re), akkor a forward kamatl¶ab
adott T id}opontra n¶ezve id}oben konstans (az ®(t; T ) = 0 minden T -re).

A forward kamatl¶abak volatilit¶as szerkezet¶ere szok¶asos feltev¶es, hogy

¾(t; T ) = ¾(T ¡ t) = ¾e¡¸(T¡t) ; (55)

ahol a ¸ a volatilit¶as csÄokken¶es faktor (volatility reduction factor).

3. ¶abra. A forward kamatl¶ab alakul¶as¶anak volatilit¶asa [¾(T )] ¶es driftje [®(T )] adott volatilit¶as

csÄokken¶es faktor mellett (¸ = 0:1, ¾ = 2%) a lej¶arat (T ) fÄuggv¶eny¶eben

Az elemi kÄotv¶eny ¶arfolyam-alakul¶asa megadja az 1 peri¶odusos forward
kamatl¶abak alakul¶as¶at, ¶es megford¶³tva: ha ismerjÄuk a kÄotv¶eny kamattar-
talm¶at ad¶o komponensek v¶altoz¶asait, akkor tudjuk annak az Äosszeg¶enek a
v¶altoz¶as¶at, ill. az Äosszeg logaritmus¶anak v¶altoz¶as¶at. A forward kamatl¶ab
dinamika egy¶ertelm}uen megadja a mindenkori rÄovid kamatl¶ab dinamik¶aj¶at,
hiszen

r(t) = f(t; t) : (56)

A rÄovid kamatl¶ab, a forward kamatl¶ab, az elemi kÄotv¶eny ¶arfolyam alaku-
l¶as¶at le¶³r¶o (57)-(59) egyenletek b¶armelyike lehet az elemz¶es kiindul¶o pontja,
b¶armelyikb}ol megkaphat¶o a m¶asik kett}o.37

dr(t) = a(t) dt + b(t) dW short rate (57)

df(t; T ) = ®(t; T ) dt + ¾(t; T ) dW forward rate (58)

dP (t; T ) = P (t; T )m(t; T ) dt + P (t; T )v(t; T ) dW bond price (59)

r(t) = f(t; t) ; m(t; T ) = r(t) : (60)

37R¶eszletesebben ¶es a levezet¶eseket illet}oen ld. pl. BjÄork . Az a, b vektorokb¶ol csak kieg¶e-
sz¶³t}o inform¶aci¶okkal kaphat¶o meg az ® ¶es ¾ matrix, de a ford¶³tott ir¶anyban az ÄosszefÄugg¶es
teljesen egy¶ertelm}u.

σ

0.0%

0.5%

1.0%

1.5%

2.0%

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28

α

0.00%

0.02%

0.04%

0.06%

0.08%

0.10%

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
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2. t¶abl¶azat. A forward kamatl¶ab ¶es a kÄotv¶eny ¶arfolyam alakul¶as¶anak komponensei

Vizsg¶aljuk meg sztochasztikus kamatl¶abak mellett a v¶altoz¶o kamatoz¶as¶u
elemi bet¶et ¶ert¶ek¶enek ¶es a T id}opontban lej¶ar¶o elemi kÄotv¶eny ¶arfolyam¶anak
alakul¶as¶at. Elemi bet¶et: egys¶egnyi indul¶o Äosszeg kamatozik a T id}opontig,
ekÄozben nincs kiv¶etel ¶es p¶otl¶olagos bet¶etelhelyez¶es. Az elemi bet¶et ¶ert¶eke a t
id}opontban a [0; T ] id}oszak m¶ar mÄogÄottÄunk lev}o peri¶odusai rÄovid kamatainak
az Äosszeg¶et tÄukrÄozi, az elemi kÄotv¶eny a m¶eg el}ottÄunk lev}o peri¶odusok forward
kamatainak az Äosszeg¶et.

Kock¶azatsemleges vil¶agban a k¶et term¶eknek azonos v¶arhat¶o hozamot kell
biztos¶³tani minden peri¶odusban: az ¶eppen aktu¶alis rÄovid kamatl¶abat. Ha a
v¶arhat¶o nÄoveked¶esi ÄutemÄuk azonos, akkor a k¶et term¶ek ¶ert¶ek¶enek a h¶anyados¶at
k¶epezve [P (t; T )=A(t)], annak v¶arhat¶o ¶ert¶eke a pillanatnyi ¶ert¶ek¶evel kell, hogy
megegyezzen. M¶as szavakkal, a h¶anyados egy marting¶al jelleg}u sztochasztikus
folyamat. Mindk¶et term¶ek ¶ert¶ek¶et minden id}opontra az indul¶o forward gÄorbe
¶es a forward kamatl¶abak v¶altoz¶asainak a seg¶³ts¶eg¶evel ¶³rjuk fel.

f(t; T ) = f(0; T )+
X

s

¢f(s; T ) = f(0; T )+
X

s

®(s; T )¢t+
X

s

¾(s; T )¢W(s)

(61)

Az elemi bet¶et alakul¶asa u : 0 ! t s : 0 ! u
s : 0 ! t u : s ! t

r(t) = f(t; t) = f(0; t) +
X

s

®(s; t)¢t +
X

s

¾(s; t)¢W (s) (62)

A(t) = 1e
P

r(u)¢t

lnA(t) =
X

u

r(u)¢t =
t¡¢tX

u=0

f(0; u)¢t +
t¡¢tX

s=0

Ã
t¡¢tX

u=s

®(s; u)¢t

!
¢t +

+
t¡¢tX

s=0

Ã
t¡¢tX

u=s

¾(s; u)¢t

!
¢W (s) :

(63)

Az elemi kÄotv¶eny ¶arfolyam-alakul¶asa u : t ! T s : 0 ! t
s : 0 ! t u : t ! T

f df  = α ∆t  + σ ∆w

Y dY  = A ∆t  + S ∆w

P dP/P  = r ∆t  + v ∆w

r dr  = a ∆t  + b ∆w
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P (t; T ) = 1e¡
P

u
f(t;u)¢t P (T; T ) = 1 (64)

lnP (t; T ) = ¡Y (t; T ) = ¡
T ¡¢tX

u=t

f(t; u)¢t

Y (t; T ) =
T¡¢tX

u=t

f(0; u)¢t +
t¡¢tX

s=0

Ã
T¡¢tX

u=t

®(s; u)¢t

!
¢t +

+
t¡¢tX

s=0

Ã
T¡¢tX

u=t

¾(s; u)¢t

!
¢W (s)

(65)

A diszkont¶alt elemi kÄotv¶eny alakul¶asa s : 0 ! t u : s ! t
s : 0 ! t u : t ! T
s : 0 ! t u : s ! T

P (t; T )

A(t)
= P (0; T )e

¡
t¡¢tP
s=0

µ
T ¡¢tP
u=s

®(s;u)¢t

¶
¢t ¡

t¡¢tP
s=0

µ
T ¡¢tP
u=s

¾(s;u)¢t

¶
¢W (s)

(66)

P (t; T )

A(t)
=

e¡(ft+ft+1+¢¢¢+fT¡1)

ef0+ft+1+¢¢¢+ft¡1
= e¡(f0+f1+¢¢¢+fT ¡1) ; (67)

ahol a sz¶oban forg¶o forward kamatl¶abak a t id}opontra kialakult ¶ert¶ekeket
jelentik.

Az elemi kÄotv¶eny ¶arfolyam-alakul¶asa akkor ¶es csak akkor arbitr¶azsmentes,
ha a P (t; T )=A(t) a kock¶azatsemleges val¶osz¶³n}us¶eg mellett

P (0; T ) = EQ[P (t; T )=A(t)]

minden T -re. Ez akkor teljesÄul, ha a (66) k¶epletben az indul¶o ¶arfolyam
szorz¶ot¶enyez}oj¶enek v¶arhat¶o ¶ert¶eke 1. Bel¶athat¶o, hogy ez pont akkor teljesÄul,
ha fenn¶all a HJM drift felt¶etele.38

A (66)-(67) k¶epletek saj¶atoss¶aga, hogy itt a viszony¶³t¶asi alapot jelent}o
A(t) bet¶et alakul¶asa maga is egy sztochasztikus folyamat. A kÄozgazdas¶ag-
tanban a p¶enz jelenti a stabil Äosszehasonl¶³t¶asi alapot a soksz¶³n}u ¶aruvil¶agban
(numeraire, ha egy¶altal¶an belef¶er az adott kÄozgazdas¶agi iskola ¶ervrendsze-
r¶ebe), a bet¶et alakul¶asa a p¶enz dinamik¶aja, ennek sztochasztikus v¶altozat¶at
l¶attuk most kulcsszerepben.

A Ho-Lee, Hull-White modellek

A HJM elemz¶es ¶altal¶anos felt¶etelek kÄozÄott vizsg¶alja a jÄov}obeni rÄogz¶³tett
id}oszakokra vonatkoz¶o forward kamatl¶abak v¶altoz¶asainak hat¶asait. Ha speci-
¯k¶aljuk a forward kamatl¶abak volatilit¶as strukt¶ur¶aj¶at, akkor a mindenkori

38A levezet¶est ld. Jarrow-Turnbull (2000).
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rÄovid kamatl¶abak dinamik¶aj¶ara konkr¶et ÄosszefÄugg¶eseket kapunk. A Ho-Lee
modellnek nevezett

dr = b(t)dt + ¾dw (68)

rÄovid kamatl¶ab modellben minden forward kamatl¶ab volatilit¶asa azonos (¾).
Az (55) k¶epletben de¯ni¶alt volatilit¶as strukt¶ura felel meg a Hull-White mo-
dellnek nevezett

dr = a [b(t)=a ¡ r] dt + ¾dw (69)

kamatl¶ab-alakul¶asnak. Az a param¶eter az ¶atlaghoz visszah¶uz¶as er}oss¶eg¶et
mutatja, egyben az (55) k¶eplet volatilit¶ascsÄokken¶es faktora is (¸). Az a = 0
esetre a (68) a (69) speci¶alis esete. A b(t) = b esetben a klasszikus, ¶uttÄor}o
jelleg}u kamatl¶ab modellt, a Vasicek modellt kapjuk.39

Valamilyen okn¶al fogva az olyan modelleket, amelyekben csak 2-3 param¶e-
ter van (pl. a Vasicek modell) egyens¶ulyi (equilibrium) modelleknek nevezik,
amelyben valamely param¶eter az id}o fÄuggv¶enye (pl. Hull-White), azokat
pedig arbitr¶azsmentes (no arbitrage) modelleknek.40

An¶elkÄul, hogy ak¶ar felsz¶³nesen is ¶atszaladn¶ank a sz¶amtalan kamatl¶ab mo-
dell kÄozÄul legal¶abb a n¶epszer}ueken, ink¶abb egy sz¶amp¶eld¶an ¶erz¶ekeltetjÄuk a
kor¶abban elmondottak (mindenekel}ott a komponens¶arak) haszn¶alat¶at a ka-
matl¶ab-alakul¶as modellez¶es¶eben.

TegyÄuk fel, hogy az 1-3 ¶eves elemi kÄotv¶eny ¶arfolyamok rendre: P1 = 0:9,
P2 = 0:8, P3 = 0:7, ¶es a forward kamatl¶abak volatilit¶asa minden id}oszakra
1:5%. Milyen binomi¶alis kamatl¶abfa ¶³rja az 1 ¶eves logkamatl¶abak lehets¶eges
alakul¶as¶at, amely megfelel az elemi kÄotv¶eny ¶arfolyamokb¶ol sz¶am¶³tott hozam-
gÄorb¶enek? K¶esz¶³tsÄunk EXCEL t¶abl¶at, amely elk¶esz¶³ti az indul¶o param¶ete-
rekhez tartoz¶o binomi¶alis kamatl¶abf¶at, az ehhez tartoz¶o komponens¶arakat,
ezek oszlopÄosszegek¶ent az elemi kÄotv¶eny ¶arfolyamokat, ezekb}ol a hozamgÄorbe
¶ert¶ekeit. Legyen az indul¶o kamatl¶ab 10%, legyen b(t) = b = 1:5%.

39Ez pontosan a (40)-es egyenlet, ahol az x jelent¶ese a rÄovid kamatl¶ab. A (41)-es k¶eplet,
mint kamatl¶ab modell a Cox-Ingersoll-Ross (CIR) modell nevet viseli.
40V¶elem¶enyÄunk szerint az els}onek sincs tÄobb kÄoze az egyens¶ulyhoz, ¶es a m¶asodiknak

se az arbitr¶azsmentess¶eghez, csup¶an az a kÄulÄonbs¶eg, hogy a kev¶es param¶eteres modelleket
nem lehet pontosan hozz¶ailleszteni a pillanatnyi hozamgÄorb¶ehez, a sok param¶etereset pedig
gond n¶elkÄul lehet. A k¶erd¶es ezen param¶eterek id}obeli stabilit¶asa, ¶es kÄonnyen megtÄort¶enhet,
hogy a modell id}ovel rohamosan vesz¶³t le¶³r¶o erej¶eb}ol a r¶egi kalibr¶al¶as mellett.
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3. t¶abl¶azat. A megadott kamatl¶abf¶ahoz tartoz¶o hozamgÄorbe

A SOLVER seg¶³ts¶eg¶evel m¶odos¶³tathatjuk a b(t) ¶ert¶ekeket ¶es az indul¶o
kamatl¶abat ¶ugy, hogy a P vektor ¶ert¶ekeik¶ent a megadott sz¶amok jÄojjenek ki.

4. t¶abl¶azat. A keresett kamatl¶abfa

t 0 1 2 3
b 1.5% 1.5%
σ 1.5% 1.5%

16.00%
13.00% 13.00%

r1 10.00% 10.00% 10.00%

3 0.087
2 0.201 0.267
1 0.455 0.408 0.274
0 1 0.455 0.207 0.094
P 1.0 0.909 0.815 0.722
G 1.0 1.1000 1.2263 1.3850

spot 10.00% 10.74% 11.47%

t 0 1 2 3
b -0.09% 0.33%
σ 1.5% 1.5%

17.35%
14.02% 14.35%

r1 11.11% 11.02% 11.35%

3 0.084
2 0.197 0.259
1 0.450 0.400 0.266
0 1 0.450 0.203 0.091
P 1.0 0.900 0.800 0.700
G 1.0 1.1111 1.2500 1.4286

spot 11.11% 11.80% 12.62%
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A 3 ¶eves 12:62% kamatl¶ab a kamatl¶abf¶aban tal¶alhat¶o Äosszes lehets¶eges 1
¶eves kamatl¶ab s¶ulyozott ¶atlaga, ahol a s¶ulyoz¶asi proced¶ur¶at a komponens¶arak
sz¶am¶³t¶asa jelenti.

Az ¶atlaghoz visszah¶uz¶o Hull-White modellhez tartoz¶o fa, egy megny¶³rt
trinomi¶alis fa. A megny¶³r¶as azt jelenti, hogy van egy minimum ¶es maximum
kamatl¶ab, ¶es ezeken a hat¶arokon nem l¶ep ¶at a folyamat. A megny¶³rt szakasz
sz¶els}o pontjaib¶ol is 3 fel¶e ¶agazik a fa, de k¶et ¶ag a fa belseje fel¶e mutat, ¶es
ezeken a pontokon m¶asok az ¶atmenet-val¶osz¶³n}us¶egek, mint a fa belsej¶eben.
Az adott f¶ahoz ez esetben is egyszer}uen a komponens¶arak kisz¶am¶³t¶as¶an ¶es az
elemi kÄotv¶eny ¶arfolyamokon keresztÄul jutunk el a hozamgÄorb¶ehez. A ford¶³tott
ir¶anyban itt is ¶altal¶aban az iter¶aci¶o seg¶³thet (amikor adott hozamgÄorb¶ehez
keressÄuk a megfelel}o kamatl¶abf¶at).

TÄobb kock¶azati faktor

Ha egyn¶el tÄobb kock¶azatos term¶ekÄunk van, akkor ez tÄobb kock¶azati faktort
is jelent. Speci¶alis kock¶azatos term¶ek a deviza¶arfolyam, vagy a kÄotv¶eny
¶arfolyama sztochasztikus kamatl¶ab eset¶en.41 Egyetlen kock¶azatos term¶ek
eset¶en is lehet k¶et kock¶azati faktorunk, mindenekel}ott, ha sztochasztikus a
volatilit¶as.42

A folytonos modellekn¶el minden ¶ugy m}ukÄodik, mint r¶egen, csak nem
1 db, hanem n db korrel¶alt Wiener-folyamatunk van.43 Tov¶abbra is igaz,
hogy ha n db kock¶azatos term¶ekÄunk van, amit n db Wiener-folyamat hajt
meg,44 akkor a kock¶azat kikÄuszÄobÄolhet}o, ¶es a replik¶al¶as ¶atfogalmazhat¶o a
v¶arhat¶o ¶ert¶ek jelen¶ert¶ek szab¶ally¶a, ahol a kock¶azatsemleges val¶osz¶³n}us¶eggel
kell a v¶arhat¶o ¶ert¶eket sz¶amolni, ¶es a kock¶azatmentes kamatl¶abbal kell disz-
kont¶alni. A delta hedge ¶ugy m}ukÄodik, hogy a sz¶armaztatott term¶ekb}ol
l¶etes¶³tett rÄovid poz¶³ci¶ot az alapterm¶ekekb}ol folyamatosan akkora nagys¶ag¶u
hossz¶u poz¶³ci¶okkal kell egyens¶ulyozni, amekkora az adott ¶arfolyam szerinti
¶erz¶ekenys¶ege a portf¶oli¶onak. Az egy kock¶azatos term¶ekre fel¶³rt (8) egyenlet
tÄobb alapterm¶ekes v¶altozata:45

dV =

0
@gt +

1

2

nX

i=1

nX

j=1

¾i¾j½ijSiSjgSiSj

1
Adt = V r dt ; (8a)

¶es innen a tÄobbfaktoros Black-Scholes egyenlet:

gt = rg ¡ r
nX

i=1

SigSi
¡ 1

2

nX

i=1

nX

j=1

¾i¾j½ijSiSjgSiSj
: (9a)

41Az 1 peri¶odusos bet¶et sztochasztikus kamatl¶ab mellett is kock¶azatmentes term¶ek.
42Ezekr}ol a modellekr}ol ad ¶attekint¶est magyar nyelven Zsembery [1999]
43A kor¶abbi [dW ]2 = dt hÄuvelykujjszab¶alyunk a dWidWj = ½ijdt szab¶ally¶a ¶altal¶anoso-

dik, ¶es a tÄobbv¶altoz¶os Ito-lemm¶at kell haszn¶alni.
44Az olyan sz¶armaztatott term¶ekeket, amely tÄobb alapterm¶ek fÄuggv¶enye, basket option

vagy rainbow option n¶evvel illetik.
45Ahol gSiSj

= @g
@Si@Sj

.
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A csereopci¶ok k¶et kock¶azatos eszkÄoz meghat¶arozott ar¶anyban tÄort¶en}o el-
cser¶el¶es¶ere vonatkoznak a majdani T id}opontban. A k¶et term¶ek ¶arfolyam-
alakul¶asa:

dSi = ¹iSidt + ¾iSidWi ; i = 1; 2 ; dW1dW2 = ½ : (5a)

Az (9a) egyenlet megold¶asa a

max(q1S1 ¡ q2S2; 0) (70)

felt¶etel mellett:

c(S1; S2; t) = q1S1N(d1) ¡ q2S2N(d2) ; (10a)

ahol

d1 =
ln q1S1

q2S2
+ 1

2
¾2(T ¡ t)

¾
p

T ¡ t
; d2 = d1¡¾

p
T ¡ t ; ¾2 = ¾2

1+¾2
2¡2½¾1¾2 :

Amennyiben a ¾2 = 0, akkor az ÄosszefÄugg¶es a Black-Scholes k¶epletre
egyszer}usÄodik, hisz ekkor az egyik eszkÄoz a kock¶azatmentes befektet¶es. Mivel
a feladat k¶et GBM t¶avols¶ag¶ar¶ol sz¶ol, nem teljesen meglep}o, hogy a kapott
formula ennyire eml¶ekeztet a BS k¶epletre.

A csereopci¶ok egy fontos esete, amikor egy kock¶azatos eszkÄozt egy m¶as de-
viz¶aban rÄogz¶³tett ¯x Äosszegre cser¶elÄunk (forward) vagy cser¶elhetÄunk (opci¶o).
Ezeket quant¶oknak nevezik. Amennyiben konstans kamatl¶ab mellett k¶et
kock¶azatos term¶ekre kÄulÄon-kÄulÄon fel¶³rjuk a binomi¶alis modellt mint kÄozel¶³t¶est,
akkor egy l¶ep¶es ut¶an n¶egy lehets¶eges ¶allapotunk van, ¶es nem tudunk egy¶er-
telm}u replik¶aci¶os strat¶egi¶at fel¶³rni. Hua He javasolt egy elj¶ar¶ast,46 amelyben
ha M kock¶azati faktorunk van, akkor egy M + 1 ir¶anyba ¶agaz¶o f¶aval le¶³rva
az alapterm¶ekek ¶arfolyam-alakul¶as¶at, ¶³gy tudunk replik¶al¶o strat¶egi¶at fel¶³rni.
E fa minden pontj¶ahoz az alapterm¶ekek egy n elem}u ¶arvektor tartozik. Az
¶atmenet-val¶osz¶³n}us¶eg minden pontba 1=M . K¶et kock¶azatos term¶ekekre meg-
mutatjuk a szÄuks¶eges trinomi¶alis fa szerkeszt¶es¶et.

dBt=Bt = rdt dSt1=St1 = ¹1dt + ¾1dwt1

dSt2=St2 = ¹2dt + ¾2½dwt1 + ¾2

p
1 ¡ ½2dwt2

folytonos modell kÄozel¶³t¶ese, ha ¢t = 1=n:

P

Ã
"1 =

p
3p
2
; "2 =

1p
2

!
=

1

3
; E("1) = E("2) = 0 ;

P

µ
"1 = 0; "2 = ¡ 2p

2

¶
=

1

3
; Var("1) = Var("2) = 1 ;

P

Ã
"1 = ¡

p
3p
2
; "2 =

1p
2

!
=

1

3
; Cov("1; "2) = 0 :

46Ld. Hua He (1990).
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ahol az Sn
kj a j-edik term¶ek ¶arfolyama a k-adik l¶ep¶esben, felt¶eve, hogy n

r¶eszre osztjuk az id}o egys¶eg¶et. A tÄobbfaktoros modellek az¶ert fontosak a
kamatl¶ab-alakul¶as modellez¶es¶eben, mert az egyfaktoros modellek eset¶eben a
kamatl¶abak mindig ugyanabba az ir¶anyba mozdulnak el minden lej¶aratra,
m¶eg ha nem is azonos m¶ert¶ekben.

A volatilit¶as ¶es a korrel¶aci¶o keresked¶ese

K¶et term¶ek kÄozÄotti korrel¶aci¶o keresked¶ese azt jelenti, hogy olyan portf¶oli¶ot
alak¶³tunk ki, amelynek ¶ert¶eke fÄugg az adott korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ot¶ol, ¶es
a portf¶oli¶o Äosszet¶etel¶evel biztos¶³tjuk, hogy a tÄobbi v¶altoz¶o47 (¶arfolyam, ka-
matl¶ab, volatilit¶as) szerinti ¶erz¶ekenys¶eg nulla legyen. Ekkor, ha a portf¶oli¶o
¶ert¶eke n}o a korrel¶aci¶o egyÄutthat¶o nÄoveked¶es¶evel, ¶es ¶ugy gondoljuk, hogy a
korrel¶aci¶o egyÄutthat¶o t¶enyleges ¶ert¶eke nagyobb, mint amit a sz¶armaztatott
term¶ek ¶ert¶eke tÄukrÄoz, akkor az adott portf¶oli¶ob¶ol long, ellenkez}o esetben short
poz¶³ci¶ot kell felvenni. El¶eg ¶altal¶anos v¶eleked¶es, hogy a rÄovid t¶av¶u ¶arfolyam-
alakul¶asban a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok meglehet}osen instabilak.

A volatilit¶asra teljesen hasonl¶o m¶odon lehet ,,fogad¶asokat kÄotni". A piaci
sz¶ohaszn¶alattal: megvettÄuk a volatilit¶ast, ha olyan portf¶oli¶onk van, amelynek
a volatilit¶as szerinti deriv¶altja pozit¶³v.

Az opci¶ok tal¶an legnagyobb haszna, hogy az opci¶os piacok ¶arai alapj¶an
visszasz¶am¶³that¶ok az opci¶os d¶³jakban megb¶uv¶o volatilit¶asok.48 A piac jÄov}o-
beni bizonytalans¶ag¶aval kapcsolatos v¶arakoz¶asok¶³gy j¶ol m¶erhet}ok. KÄulÄonbÄoz}o
id}ot¶avokra vonatkoz¶o ¶atlagos volatilit¶asokb¶ol jÄov}obeni r¶eszid}oszakokra vo-
natkoz¶o forward volatilit¶asok sz¶am¶³that¶ok.

A volatilit¶asok szerep¶et illet}oen eml¶ekeztetÄunk a HJM modell Äuzenet¶ere: a
jÄov}obeni kamatl¶abv¶altoz¶asok v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et teljes m¶ert¶ekben meghat¶arozza
kamatl¶ab volatilit¶asok lej¶arati szerkezete. Ebb}ol a szempontb¶ol egy¶altal¶an

47Kiv¶eve az id}o v¶altoz¶ot.
48Az opci¶os piac inform¶aci¶oinak ilyen felhaszn¶al¶asa R. Rendlemann nev¶ehez f}uz}odik.
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nem egy ¶artatlan jelens¶eg a forint kamatl¶ab elm¶ult 2 ¶evben dr¶amaian meg-
nÄovekedett volatilit¶asa.

Az opci¶o¶araz¶asb¶ol kinÄov}o kamatl¶ab modellek ir¶any¶³tott¶ak r¶a a ¯gyelmet,
hogy nemcsak a kamatl¶abak szintj¶enek van hat¶asa a gazdas¶ag m}ukÄod¶es¶ere,
hanem annak is komoly ¶es sz¶amszer}us¶³thet}o hat¶asa van a kamatl¶abak jÄov}oben
v¶arhat¶o szintj¶ere, hogy mik¶ent v¶altozik a kamatl¶abak ingadoz¶asainak a m¶er-
t¶eke.
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INTEREST RATE MODELS AND THE PRICE PROCESSES OF FINANCIAL

DERIVATIVES

This review article compares the development of ¯nancial theory within and out-
side Hungary in the last three decades starting with the Black-Scholes revolution.
Problems like the term structure of interest rate volatilities which is in the focus
of many research internationally has not received the proper attention among the
Hungarian economists. The article gives an overview of no-arbitrage pricing, the
partial di®erential equation approach and the related numerical techniques, like the
lattice methods in pricing ¯nancial derivatives. The relevant concepts of the mar-
tingal approach are overviewed. There is a special focus on the HJM framework of
the interest rate development. The idea that the volatility and the correlation can
be traded is a new horizon to the Hungarian capital market.
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HASZNOSS¶AGI FÄUGGV¶ENYEK ¶ES KOCK¶AZATI
ATTIT}UD1

ULBERT J¶OZSEF
PTE KÄozgazdas¶ag-tudom¶anyi Kar

A kock¶azati attit}ud m¶er¶es¶ere tett modern k¶³s¶erletek imm¶aron tÄobb mint
f¶el ¶evsz¶azados m¶ultra tekintenek vissza. TÄobb tudom¶anyterÄulet tekintette
feladat¶anak e probl¶ema vizsg¶alat¶at, nyilv¶anval¶o m¶odon m¶as szempontokat
kiemelve. Csak az ut¶obbi n¶eh¶any ¶evtizedben kezdenek kÄozel¶³teni egym¶ashoz
a kÄulÄonbÄoz}o tudom¶anyterÄuleti megkÄozel¶³t¶esek, ez¶ert term¶eszetesen m¶eg igen
sok k¶erd¶es nyitott. A kÄozel¶³t¶es oka, hogy a hasznoss¶agelv}u dÄont¶eshozatalon
alapul¶o kock¶azati attit}ud-vizsg¶alatok tulajdonk¶eppen cs}odÄot mondtak. ÄOn-
mag¶aban a hasznoss¶agmaxim¶al¶as elve nem ad magyar¶azatot sz¶amos racio-
nalit¶asi ¶es kock¶azati attit}udre vonatkoz¶o empirikus meg¯gyel¶esre. A gon-
dolat, mely szerint a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ismerete, vagy becsl¶ese elegend}o
a kock¶azati attit}ud m¶er¶es¶ehez, egyre ink¶abb a m¶ult¶e. A kock¶azati attit}ud
hasznoss¶agelv}u megkÄozel¶³t¶es¶enek technikai meg¶uj¶³t¶o k¶³s¶erletei zs¶akutc¶anak
l¶atszanak. A kognit¶³v pszichol¶ogia ¶es a szociol¶ogia kock¶azat¶eszlel¶esre vo-
natkoz¶o eredm¶enyei n¶elkÄul a hasznoss¶agelv}u dÄont¶eshozatal elve nem k¶epes
meg¶ujulni. C¶elunk annak bemutat¶asa, hogy a hasznoss¶agelv}u kock¶azati at-
tit}udm¶er¶es milyen fejl}od¶esi st¶adiumokon keresztÄul jutott el od¶aig, hogy a
kognit¶³v pszichol¶ogia kock¶azat¶eszlel¶esen alapul¶o felismer¶eseit felhaszn¶alva az
empirikus kutat¶asok ¶altal felvetett probl¶em¶akra elfogadhat¶obb magyar¶azatot
tal¶aljon. E saj¶atos kett}os megkÄozel¶³t¶esen alapul egy ma m¶ar h¶arom ¶eves
m¶ultra visszatekint}o OTKA kutat¶as, melynek egyik eredm¶enye ez a cikk is.

Bevezet¶es, alapfogalmak

Daniel Bernoulli (1738, 1954) a szentp¶eterv¶ari paradoxon felold¶as¶ara java-
solta a hasznoss¶ag v¶arhat¶o ¶ert¶eke maximaliz¶al¶as¶anak elv¶et.2 Ennek l¶enyege

1Be¶erkezett: 2004. szeptember 26. Ulbert J¶ozsef a P¶ecsi Tudom¶anyegyetem KÄozgazda-
s¶agtudom¶anyi Kar¶anak docense (ulbert@ktk.pte.hu) ¶es az OTKA T035105 sz. kutat¶as
t¶emavezet}oje. Ez¶uton mondok kÄoszÄonetet a kutat¶as t¶amogat¶as¶a¶ert. Itt kell megkÄoszÄonnÄom
Varga J¶ozsefnek (PTE KTK egyetemi tan¶ara) a cikk meg¶³r¶as¶ahoz ny¶ujtott seg¶³ts¶eg¶et is.

2D. Bernoulli egy olyan szerencsej¶at¶ekr¶ol ¶ertekezik, amelyben a j¶at¶ekos egy szab¶alyos
p¶enz¶erm¶evel addig dob, am¶³g fejet nem kap. Ha ez a k-adik dob¶asra kÄovetkezik be, akkor
a bank 2k tall¶ert ¯zet a j¶at¶ekosnak. K¶erd¶es: mennyi az a p¶enzÄosszeg, amelyet m¶elt¶anyos
j¶at¶ek eset¶en a j¶at¶ekosnak ¯zetnie kell ahhoz, hogy egy ilyen j¶at¶ekot v¶egigj¶atszhasson? Ha a
m¶elt¶anyoss¶agot ¶ugy ¶ertelmezzÄuk, hogy a tiszta nyerem¶eny ¶atlagos ¶ert¶eke (v¶arhat¶o ¶ert¶eke)
0 legyen, akkor ez a term¶eszetes kÄovetelm¶eny arra a paradox eredm¶enyre vezet, hogy
ak¶armilyen (v¶eges) sok p¶enzt ¯zet a j¶at¶ekos a banknak, a j¶at¶ek mindig h¶atr¶anyos lesz a bank
sz¶am¶ara, hiszen a bank vesztes¶eg¶enek v¶arhat¶o ¶ert¶eke v¶egtelen. Ennek a j¶at¶eknak a v¶arhat¶o
nyerem¶eny¶³g¶erete (a nyerem¶eny v¶arhat¶o ¶ert¶eke) v¶egtelen, a j¶at¶ekban val¶o r¶eszv¶etel¶ert a
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a kÄovetkez}o k¶et mondatban foglalhat¶o Äossze: ,,Egy dolog ¶ert¶ek¶enek nem
¶ar¶an, hanem a bel}ole sz¶armaz¶o hasznoss¶agon kell alapulnia. . . A vagyon
nÄovekm¶eny¶enek hasznoss¶aga ford¶³tott ar¶anyban lesz a birtokolt javak mennyi-
s¶eg¶evel."3

Az ¶ert¶ekeket teh¶at egy hasznoss¶agi transzform¶aci¶onak kell al¶avetni, ami-
hez els}osorban j¶ol kÄorÄul¶³rhat¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶enyre van szÄuks¶eg, amely a
dÄont¶eshoz¶o hasznoss¶ag-maximaliz¶al¶o ¶es kock¶azat-minimaliz¶al¶o tÄorekv¶eseinek
alapj¶at k¶epezi.

D. Bernoulli ¶ugy tal¶alta, hogy a dÄont¶eshoz¶ok nagy r¶esz¶enek dÄont¶eseit
a legink¶abb adekv¶at m¶odon le¶³r¶o fÄuggv¶eny logaritmikus. A fent id¶ezett
meg¶allap¶³t¶as alapj¶an a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyre fel¶³rhat¶o di®erenci¶alegyenlet
megold¶asa4 az u(w) = k lnw fÄuggv¶eny.

A logaritmikus hasznoss¶agi fÄuggv¶eny alakj¶an¶al fogva tulajdonk¶eppen meg-
felel Gossen els}o tÄorv¶eny¶enek, a hat¶arhaszon csÄokken¶ese elv¶enek. Ez vezet
ahhoz, hogy a v¶egtelen nyerem¶eny¶³g¶eret}u lott¶o¶ert v¶eges r¶eszv¶eteli d¶³jat haj-
land¶oak ¯zetni a j¶at¶ek potenci¶alis r¶esztvev}oi. A paradoxon teh¶at ekk¶eppen
feloldhat¶o lenne. Bernoulli korszakalkot¶o felismer¶ese szerint nem a nyerem¶eny
abszol¶ut Äosszege a hasznoss¶ag gyarapod¶as¶anak m¶er}osz¶ama, hanem annak a
dÄont¶eshozatal id}opontj¶aban megl¶ev}o vagyonhoz tÄort¶en}o hozz¶aj¶arul¶asa k¶epezi
a hasznoss¶ag m¶er¶es¶enek alapj¶at.5

A szab¶aly ezek ut¶an nagyon egyszer}u. TÄobb k¶³n¶alkoz¶o alternat¶³va kÄozÄul
azt kell v¶alasztani, amelyik a legnagyobb v¶arhat¶o hasznoss¶aggal rendelkezik,
vagyis amelyre

Eu(x) =
nX

i=1

piu(xi) ! max ;

ahol xi, i = 1; 2; . . . ; n egy alternat¶³va lehets¶eges kimeneteleinek p¶enz¶ert¶ekeit,
pi, i = 1; 2; . . . ; n a kimenetelek bekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶egeit jelÄoli, u(¢) pedig
a dÄont¶eshoz¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶enye.

A hasznoss¶agi transzform¶aci¶o lehet}os¶eget ad arra, hogy nem azonos di-
menzi¶oj¶u eredm¶enyeket is Äossze tudjunk hasonl¶³tani egym¶assal, a kÄozÄos m¶ert¶ek
a hasznoss¶ag (u(x)), illetve annak v¶arhat¶o ¶ert¶eke (Eu(x)) lesz. A fenti
¶altal¶anos feladatb¶ol leolvashat¶o, hogy az alternat¶³v¶ak rangsorol¶asa szem-
pontj¶ab¶ol kÄozponti szerepe a hasznoss¶agi fÄuggv¶enynek van (Hirshleifer-Riley
(1992)), hiszen a v¶arhat¶o hasznoss¶ag meghat¶aroz¶asa a m¶ar ismert szab¶alyok
szerint tÄort¶enik.

Ha a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny kialak¶³t¶asakor, illetve meghat¶aroz¶asakor az
eredm¶enytagok csak pozit¶³v line¶aris transzform¶aci¶os l¶ep¶eseken mennek ke-

potenci¶alis j¶at¶ekosok azonban csak v¶eges r¶eszv¶eteli d¶³jat hajland¶oak ¯zetni. Ez a dÄont¶esi
probl¶ema szentp¶eterv¶ari paradoxonk¶ent, a dÄont¶esi szab¶aly pedig Bernoulli-elvk¶ent ismert.

3Az id¶ezetek D. Bernoullit¶ol val¶ok. R¶eszleges ford¶³t¶asuk magyarul tudom¶asunk szerint
el}oszÄor Bernstein (1998) munk¶aj¶aban l¶atott napvil¶agot.

4Bernoulli szerint az egy¶en vagyon¶anak dw nÄovekm¶enye okozta du hasznoss¶ag
nÄovekm¶eny ford¶³tottan ar¶anyos a w teljes vagyon¶aval, vagyis du = kdw=w. Ennek a
di®erenci¶alegyenletnek a megold¶asa a fent eml¶³tett logaritmus fÄuggv¶eny.

5Itt k¶³v¶anjuk megjegyezni, hogy a Neumann-Morgenstern-f¶ele axi¶omarendszer, tov¶abb¶a
Markowitz (1952) megkÄozel¶³t¶ese, ¶es m¶eg k¶es}obb Kahnemann-Tversky (1979) ¶uj¶³t¶asa is ezen
a felismer¶esen alapul.



Hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek ¶es kock¶azati attit}ud 63

resztÄul, akkor annak eredm¶enyek¶ent egy line¶aris hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ¶all el}o,
melynek ¶altal¶anos alakja:

u(x) = ® + ¯x ;

ahol az im¶enti felt¶etel miatt ¯ > 0, ® pedig a jelenlegi vagyonhoz rendelhet}o
hasznoss¶agi potenci¶al m¶ert¶eke.

Ebben az esetben a hasznoss¶ag v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek maximaliz¶al¶asa, mint
dÄont¶eshoz¶oi c¶elkit}uz¶es megfeleltethet}o a v¶arhat¶o ¶ert¶ek maximaliz¶al¶asa c¶el-
kit}uz¶es¶enek. Ez ut¶obbir¶ol tudjuk, hogy egy¶ertelm}uen a kock¶azat semleges
dÄont¶eshoz¶ok dÄont¶esi szab¶alya, ez¶ert a kock¶azat semleges dÄont¶eshoz¶ok line¶aris
hasznoss¶agi fÄuggv¶ennyel rendelkeznek. Megford¶³tva is igaz, ha egy dÄont¶eshoz¶o
line¶aris hasznoss¶agi fÄuggv¶ennyel rendelkezik, akkor semleges kock¶azati at-
tit}uddel jellemezhet}o.

A line¶aris hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek az ¶alland¶o hat¶arhaszon eset¶et tÄukrÄozik.
A semleges dÄont¶eshoz¶o egy befektet¶esi alternat¶³v¶a¶ert annak v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et
hajland¶o ¯zetni, ¶³gy a p¶enz ¶altal k¶epviselt kiadott hasznoss¶ag (az ¶ar haszon-
¶aldozata) ¶eppen megegyezik a nyert hasznoss¶ag v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶evel. Eu(x) ¸
u(Ex), ha u(x) konvex, ¶es ford¶³tva, ha u(x) konk¶av, a kett}o csak line¶aris
hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek eset¶eben egyezik meg egym¶assal.

A linearit¶asra ¶es a param¶eterek el}ojel¶ere vonatkoz¶o korl¶atoz¶o felt¶etelekkel
szak¶³tva, p¶eld¶aul kvadratikus hasznoss¶agi transzform¶aci¶ot felt¶etelezve a hasz-
noss¶agi fÄuggv¶eny ¶altal¶anos alakja:

u(x) = ® + ¯x + °x2 :

Ha a transzform¶aci¶o eredm¶enyek¶ent egy maximummal rendelkez}o (kon-
k¶av) parabola alakul ki, akkor az a csÄokken}o hat¶arhaszon elv¶et k¶epviseli.
Ezt a Bernoulli elv is elfogadja a kock¶azatkerÄul}o dÄont¶eshoz¶ok saj¶atjak¶ent.
¶Altal¶anos¶³tva, b¶armilyen transzform¶aci¶o eset¶en ¶all¶³thatjuk, hogy a konk¶av
hasznoss¶agi fÄuggv¶enyt eredm¶enyez}o transzform¶aci¶ok kock¶azatkerÄul}o dÄont¶es-
hoz¶okra jellemz}ok.

Teljesen hasonl¶o megfontol¶asok ¶erv¶enyes¶³thet}ok a konvex hasznoss¶agi fÄugg-
v¶enyekkel kapcsolatban, amelyek a kock¶azatbar¶at dÄont¶eshoz¶okra jellemz}ok.
A klasszikus hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek6 alapj¶an a dÄont¶eshoz¶ok k¶epesek arra,
hogy az alternat¶³v¶ak hasznoss¶agi kÄulÄonbÄozeteit meghat¶arozz¶ak, majd ezek
alapj¶an rangsort ¶all¶³tsanak fel.

A m¶asik megkÄozel¶³t¶es abb¶ol indul ki, hogy a projektek rangsorol¶as¶ahoz,
illetve a hat¶ar¶ar meghat¶aroz¶as¶ahoz elegend}oek a gyenge preferencia rel¶aci¶ok,
amelyek a racion¶alis magatart¶asi axi¶om¶akon alapulnak.7 Az ¶³gy becsÄult,
¶un. Neumann-Morgenstern hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek alapj¶an elv¶egezhet}o az

6 ÄOsszefoglal¶o n¶even azok a fÄuggv¶enyek, amelyek eset¶eben elegend}o inform¶aci¶o ¶all ren-
delkez¶esre ahhoz, hogy a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny egy¶ertelm}uen de¯ni¶alt legyen, ¶es egy
meghat¶arozott k¶erdez¶esi technika (Bernoulli k¶erd}o¶³vek) seg¶³ts¶eg¶evel, ¶altal¶aban az inter-
vallumfelez¶es m¶odszer¶evel becsÄulhet}o maga a fÄuggv¶eny.

7TÄobbf¶ele axi¶omarendszert ismerÄunk, amelyek kÄozÄos alapj¶aul a Neumann-Morgenstern
(1948) axi¶omarendszer szolg¶alt. Az alkalmazott m¶odszer legtÄobbszÄor az ¶un. referencia
alternat¶³va m¶odszer.



64 Ulbert J¶ozsef

alternat¶³v¶ak rangsorol¶asa, ez azonban csak az els}o l¶ep¶es a dÄont¶es fel¶e, hiszen
az alternat¶³v¶ak beszerz¶esi ¶ara is befoly¶asolja a v¶egs}o dÄont¶est.

A hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek h¶arom alapt¶³pus¶anak ismert kombin¶aci¶oiban8

kÄozÄos elem, hogy:

² a kock¶azati magatart¶as, illetve ezzel p¶arhuzamosan a hasznoss¶agi fÄugg-
v¶eny alakja a dÄont¶eshoz¶o mindenkori vagyoni helyzet¶et}ol (w), illetve
annak v¶altoz¶as¶at¶ol fÄugg,9

² a vagyon v¶arhat¶o v¶egs}o ¶ert¶ek¶et (w) val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶onak tekintjÄuk,
amely k¶et r¶eszb}ol ¶all: az indul¶o vagyonb¶ol (w0), illetve egy bizonytalan
lott¶o v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶eb}ol (x), amelyekre

w = w0 + x ;

² tov¶abb¶a a fÄuggv¶eny nÄovekv}o (a dÄont¶eshoz¶o prefer¶alja a tÄobbet a ke-
vesebbel szemben) ¶es di®erenci¶alhat¶o. (CsÄokken}o fÄuggv¶eny eset¶eben a
racionalit¶as krit¶eriuma nyilv¶anval¶oan s¶erÄul.)

A fenti felt¶etelek mellett b¶armilyen m¶odszerrel ¶all¶³tjuk is el}o, becsÄuljÄuk
a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyt, annak alakja a kock¶azati attit}udre utal. Line¶aris
haszonkock¶azati fÄuggv¶ennyel rendelkez}o semleges dÄont¶eshoz¶o akkor ¶es csak
akkor vesz r¶eszt egy szerencsej¶at¶ekban, ha a fel¶aldozott hasznoss¶ag ¶eppen
akkora, mint a nyert hasznoss¶ag v¶arhat¶o ¶ert¶eke. Semleges dÄont¶eshoz¶o csak
¶es kiz¶ar¶olag igazs¶agos (fair) j¶at¶ekban vesz r¶eszt. Olyan j¶at¶ek, illetve dÄont¶es
tekinthet}o igazs¶agosnak, amelyben a nyerem¶eny, illetve a vagyon tranzakci¶o
ut¶an v¶arhat¶o ¶ert¶eke (nyert hasznoss¶ag) ¶eppen megegyezik a j¶atszm¶aban val¶o
r¶eszv¶etel d¶³j¶aval (fel¶aldozott hasznoss¶ag). Jelekben:

Eu(w) = u(w) ;

ahol Ew = w. Megford¶³tva is igaz: aki csak igazs¶agos j¶at¶ekban vesz r¶eszt, azt
kock¶azat semleges dÄont¶eshoz¶onak tekinthetjÄuk, ami akkor ¶es csak akkor lehet-
s¶eges, ha a dÄont¶eshoz¶o nem tart ig¶enyt a kock¶azati pr¶emiumra10 (RP (w) =
0), mivel nem ¶erz¶ekeli, illetve nem ¶ert¶ekeli a kock¶azatot.11

A vagyont val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶onak tekintve, a kock¶azati pr¶emium el}ojele
tulajdonk¶eppen azt mutatja meg, hogy a dÄont¶eshoz¶o hogyan viszonyul egy bi-
zonytalan, illetve kock¶azatosnak tekinthet}o p¶enzÄugyi t¶etelhez, amennyiben az
vagyon¶anak r¶esz¶et k¶epezi. Kock¶azatkerÄul}o dÄont¶eshoz¶or¶ol akkor besz¶elhetÄunk,
ha a kock¶azati pr¶emium pozit¶³v, mert ebben az esetben a kock¶azati pr¶emium

8Ezek kÄozÄul tal¶an legismertebb az ¶un. Friedman{Savage (1948) fÄuggv¶eny, amelyben
konk¶av, konvex ¶es line¶aris szakaszok egyar¶ant el}ofordulhatnak.

9Markowitz (1952) ¶eppen e tekintetben b¶³r¶alta a Friedman{Savage-f¶ele hasznoss¶agi
fÄuggv¶enyt.
10A kock¶azati pr¶emium az a fel¶ar, amelyet a dÄont¶eshoz¶ok a megnÄovekv}o kock¶azat¶ert

cser¶ebe elv¶art megt¶erÄul¶es tÄobbletig¶enyk¶ent megfogalmaznak.
11Nem tudjuk, hogy az¶ert nem ¶ert¶ekeli-e, mert nem ¶erz¶ekeli, vagy az¶ert nem ¶erz¶ekeli,

mert nem ¶erdekli. A m¶ar hivatkozott OTKA-kutat¶as is azt tekintette f}o c¶elj¶anak, hogy az
¶eszlel¶es ¶es a kock¶azati attit}ud kÄozti kapcsolatot vizsg¶alja.
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az a maxim¶alis hozam, amelyr}ol a dÄont¶eshoz¶o lemondhat. Ekkor a fenti
ÄosszefÄugg¶es a kÄovetkez}ok¶eppen m¶odosul:

Eu(w) = u(w ¡ RP (w)) :

Kock¶azatkerÄul}o dÄont¶eshoz¶o csak akkor kaphatja meg a kock¶azati pr¶emiumot,
illetve annak egy r¶esz¶et, ha a vagyon¶anak r¶esz¶et k¶epez}o kock¶azatos t¶etelt
megtartja, hiszen ekkor v¶allalja a kock¶azatot. A megtart¶as-elad¶as dilemm¶at
legink¶abb meghat¶aroz¶o t¶enyez}o az ¶un. biztons¶agi ekvivalens (certainty equiv-
alent),

CE = w ¡ RP (w) :

A biztons¶agi ekvivalens az elad¶as hat¶ar¶ara. Akkor dÄont az elad¶as mel-
lett a dÄont¶eshoz¶o, ha a kock¶azatos lott¶o¶ert cser¶ebe legal¶abb ekkora Äosszeget
kap.12 M¶ask¶eppen megfogalmazva, akkor v¶allalja a megtart¶assal egyÄutt j¶ar¶o
kock¶azatot, ha a kapott v¶eteli aj¶anlatok egyike sem ¶eri el a biztons¶agi ekvi-
valens szintj¶et.

A csere egyen¶ert¶ek}u, mert csak akkor kerÄulhet sor r¶a, ha a dÄont¶eshoz¶o a
biztons¶agi ekvivalenst ¶eppen olyan hasznoss¶ag¶unak ¶³t¶eli, mint a kock¶azatos
t¶etel v¶arhat¶o hasznoss¶ag ¶ert¶ek¶et.13

A hasznoss¶agi transzform¶aci¶o ismeret¶eben azt mondhatjuk, hogy mono-
ton nÄovekv}o, konk¶av hasznoss¶agi fÄuggv¶eny eset¶en a v¶arhat¶o ¶ert¶ek nem kisebb,
mint a biztons¶agi ekvivalens, azaz a kock¶azati pr¶emium pozit¶³v el}ojel}u. Kon-
vex hasznoss¶agi fÄuggv¶eny eset¶en viszont ¶eppen ford¶³tva, a biztons¶agi ekvi-
valens nem kisebb a v¶arhat¶o ¶ert¶ekn¶el.

A kock¶azati attit}ud m¶er¶ese

A szakirodalom Bernoulli nyomdok¶an egy¶ertelm}uen ¶all¶ast foglal a tekintet-
ben, hogy a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ismerete szÄuks¶eges a kock¶azati attit}ud
meghat¶aroz¶as¶ahoz, azaz, hogy a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny egy¶ertelm}uen de¯ni¶al
egy kock¶azati attit}udÄot. A fentiek alapj¶an logikusnak t}un}o kÄovetkeztet¶es,
hogy a kock¶azati pr¶emium el}ojele a kock¶azati magatart¶asra utal, teh¶at a
hasznoss¶agi fÄuggv¶enyb}ol el}o kell ¶all¶³tani a kock¶azati pr¶emiumot. E gondo-
latmenet, illetve az attit}ud m¶er¶es¶ere tett els}o k¶³s¶erlet Pratt (1964) nev¶ehez
f}uz}odik.

Ha a dÄont¶eshoz¶o indul¶o vagyon¶anak (w0) r¶esze a kock¶azatos x v¶arhat¶o
¶ert¶ek}u p¶enzÄugyi t¶etel, melynek ¶arfolyama P (L), akkor a vagyon v¶arhat¶o
¶ert¶ek¶et (w = w0 + x) egy elad¶asra, vagy megtart¶asra vonatkoz¶o dÄont¶es
alak¶³tja:

12Term¶eszetesen a m¶asik oldal is hasonl¶ok¶eppen m¶erlegel: aki nem rendelkezik a koc-
k¶azatos t¶etellel, az kialak¶³tja annak hat¶ar¶ar¶at, vagyis azt az Äosszeget, amennyi¶ert m¶eg
hajland¶o megv¶as¶arolni azt. Ezt igazs¶agos (fair) ¶arnak h¶³vjuk. Tranzakci¶ora pedig nyilv¶an-
val¶o m¶odon csak akkor kerÄulhet sor, ha a fair ¶ar nagyobb, mint a biztons¶agi ekvivalens.
13A biztons¶agi ekvivalens vagy a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny inverze seg¶³ts¶eg¶evel (ld. Pratt

(1964), Arrow (1971)), vagy a v¶allalat¶ert¶ekel¶es sor¶an a CAPM felhaszn¶al¶as¶aval ¶all¶³that¶o
el}o (magyarul ld. Ulbert (2003)).
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1. Elad¶as. Eladja a k¶erd¶eses p¶enzÄugyi t¶etelt, mely esetben tulajdonk¶eppen
nem v¶allalja, hanem ¶ath¶ar¶³tja a kock¶azatot, ¶³gy nem kapja meg a
kock¶azati pr¶emiumot, csak a biztons¶agi ekvivalenst. Ha kock¶azatkerÄul}o
dÄont¶eshoz¶or¶ol van sz¶o, akkor az elad¶asra csak akkor kerÄulhet sor, ha
RP (w) ¸ 0, ami a fenti de¯n¶³ci¶o szerint azt felt¶etelezi, hogy x ¸ P (L),
hiszen RP (w) = x ¡ P (L). Elad¶as eset¶en a vagyona: w = w0 + P (L)
lesz. Ez tulajdonk¶eppen a biztons¶agi ekvivalens, hiszen: P (L) = x ¡
RP (w), w = w0 + x, ¶es CE = w ¡ RP (w).

2. Megtart¶as. A p¶enzÄugyi t¶etel megtart¶asa eset¶en a kock¶azatot v¶allalja a
dÄont¶eshoz¶o, ez¶ert ig¶enyt tarthat a bizonytalan kock¶azati pr¶emiumra, de
le kell mondania a biztons¶agi ekvivalensr}ol. Vagyona ebben az esetben
w = w0 + x lesz.

Az egyen¶ert¶ek}u csere, azaz Eu(w) = u(w ¡ RP (w)) miatt a hasznoss¶agi
transzform¶aci¶o a kÄovetkez}o egyenl}os¶eget eredm¶enyezi:

Eu(w0 + x) = u
¡
w0 + P (L)

¢
= u

¡
w0 + x ¡ RP (w)

¢
:

Ebb}ol a kock¶azati pr¶emium csak akkor fejezhet}o ki kÄozvetlenÄul, ha a hasz-
noss¶agi fÄuggv¶eny invert¶alhat¶o. Ez nem t¶ul korl¶atoz¶o feltev¶es, hiszen a hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶oan csak annyit jelent, hogy azok szigor¶uan
monoton nÄovekv}ok. Ekkor

RP (w) = w0 + x ¡ u¡1
¡
Eu(w0 + x)

¢
= w ¡ CE :

Az ÄosszefÄugg¶esek ismeret¶eben m¶ar l¶atszik, hogy az Äosszeg utols¶o tagja, a
hasznoss¶agi fÄuggv¶eny inverze tulajdonk¶eppen nem m¶as, mint a biztons¶agi
ekvivalens. A kock¶azati pr¶emium el}ojele pedig csak akkor pozit¶³v, ha w ¸
CE. Az inverz a w0 + x pont kÄorÄuli Taylor-polinommal helyettes¶³thet}o:

Az elad¶asi oldalon els}orendben kÄozel¶³tve:

u
¡
w0 + x ¡ RP (w)

¢
¼ u(w0 + x) + u0(w0 + x)

¡
¡RP (w)

¢
:

A megtart¶asi oldalon m¶asodrendben kÄozel¶³tve a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyt a
w0 + ~x (~x val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o) pontban a w0 + x pont kÄorÄul:

u(w0 + ~x) ¼ u(w0 + x) + u0(w0 + x)(~x ¡ x) +
1

2
u00(w0 + x)(~x ¡ x)2 :

Mindk¶et oldal v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et v¶eve az

Eu(w0 + ~x) ¼ u(w0 + x) + u0(w0 + x)E(~x ¡ x) +
1

2
u00(w0 + x)E(~x ¡ x)2

ÄosszefÄugg¶est kapjuk. Felhaszn¶alva az E(~x¡ x) = 0, ¶es E(~x¡ x)2 = Var(~x) =
¾2 ÄosszefÄugg¶eseket, tov¶abb¶a az egyen¶ert¶ek}u cser¶et ¯gyelembe v¶eve a k¶et oldal
egyez}os¶eg¶eb}ol az egyenletet a kock¶azati pr¶emiumra rendezve l¶athat¶o, hogy az
tulajdonk¶eppen egy k¶etv¶altoz¶os fÄuggv¶enyk¶ent is felfoghat¶o:

RP (w) = ¡1

2

u00(w)

u0(w)
¢ ¾2 :
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A kock¶azat m¶ert¶eke (variancia), illetve a kock¶azati magatart¶ast, eg¶eszen pon-
tosan a kock¶azatelutas¶³t¶as intenzit¶as¶at mutat¶o m¶er}osz¶am az abszol¶ut kock¶a-
zatelutas¶³t¶asi egyÄutthat¶o (Absolute Risk Aversion, ARA14 ) magyar¶azz¶ak a
kock¶azati pr¶emium el}ojel¶et illetve m¶ert¶ek¶et.

A fenti egyenletb}ol kÄulÄonÄos ¯gyelmet kell szentelnÄunk a Pratt-Arrow m¶er-
t¶eknek, amely ¶altal¶anos form¶aban a kÄovetkez}o:

ARA(w) = ¡u00(w)

u0(w)
;

illetve az ebb}ol sz¶armaz¶o ¶un. relat¶³v kock¶azat elutas¶³t¶asi (Relat¶³v Risk Aver-
sion, RRA) mutat¶onak. A kÄozÄottÄuk lev}o kapcsolatot az

RRA(w) = ARA(w) ¢ w

egyenl}os¶eg mutatja. Az al¶abbi kÄovetkeztet¶eseket vonhatjuk le a fenti m¶ert¶e-
kekkel kapcsolatban:

² min¶el nagyobb a variancia, ann¶al nagyobb a kock¶azati pr¶emium, azaz,
min¶el nagyobb a kock¶azat, ann¶al tÄobbet kÄovetel ellens¶ulyoz¶ask¶ent a
dÄont¶eshoz¶o,

² a kock¶azati pr¶emium nagys¶aga konstans variancia eset¶en a kock¶azat-
elutas¶³t¶as intenzit¶as¶at¶ol fÄugg: a kock¶azatelutas¶³t¶o dÄont¶eshoz¶o kock¶azati
pr¶emiuma pozit¶³v el}ojel}u, ami monoton nÄovekv}o haszonkock¶azati fÄugg-
v¶eny eset¶en konk¶av alakot jelent,

² a kock¶azati pr¶emium negat¶³v el}ojele konvex haszonkock¶azati fÄuggv¶enyek
saj¶atoss¶aga,

² monoton nÄovekv}o haszonkock¶azati fÄuggv¶eny eset¶en ARA els}o deriv¶alt-
j¶anak el}ojel¶eb}ol egy¶ertelm}uen kÄovetkeztethetÄunk az RP-¶ert¶ekekre ¶es
el}ojelekre, amennyiben a vagyon varianci¶aja ¶alland¶o,

² ha a variancia v¶altozik, azaz a vagyon bels}o strukt¶ur¶aja m¶odosul, akkor
RRA els}o deriv¶altj¶anak el}ojele ¶es m¶ert¶eke befoly¶asolja a kock¶azati pr¶e-
mium ar¶any- ¶es ir¶anyv¶altoz¶asait.

A fentiekb}ol vil¶agosan l¶atszik, hogy az ARA, illetve a RRA n¶eh¶any speci-
¶alis esetben igen j¶o mutat¶oja lehet a kock¶azat elutas¶³t¶as¶anak. Ha az indul¶o
vagyon nem fÄugg a kock¶azatt¶ol, azaz ARA ¶ert¶eke konstans, vagy minden
tranzakci¶o kock¶azati strukt¶ura-tart¶o, azaz RRA konstans. Bel¶athat¶o, hogy
pl. ARA(w) ´ k konstans volt¶at (konstans abszol¶ut kock¶azatelutas¶³t¶as) a
kÄovetkez}o hasznoss¶agi fÄuggv¶enyoszt¶aly biztos¶³tja:15

u(w) = c2 ¡ c1

2k
e¡2kw ;

14Pratt, J. W. ¶es Arrow, K. J. munk¶ass¶ag¶anak elismer¶esek¶ent Pratt-Arrow (n¶ehol Pratt-
Finetti) mutat¶onak, m¶er}osz¶amnak is nevezik.
15Ld. b}ovebben Penati, A. { Pennacchi, G. (2003)
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ahol c1 6= 0; c2 2 R tetsz}oleges konstansok. Pratt levezet¶es¶eb}ol kÄozvetett
bizony¶³t¶ekhoz jutottunk arra n¶ezve, hogy a hasznoss¶agelv}u kock¶azati at-
tit}udm¶er¶es eg¶eszen addig, am¶³g a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny id}oben stabil, il-
letve alakja nem fÄugg a mindenkori vagyoni, jÄovedelmi helyzett}ol, pontosan
k¶epes le¶³rni a kock¶azati magatart¶ast. Ez azt jelenti, hogy ilyen esetekben
a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny mint¶aj¶ara a kock¶azati attit}ud is id}oben stabilit¶ast
mutat.

Sz¶amos igen korai empirikus kutat¶as16 azonban k¶ets¶egbe vonta ezt a sta-
bilit¶ast. Kimutatt¶ak, hogy az egy¶eni hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek ¶es a kock¶azati
attit}udÄok nem stabilak, a dÄont¶eshoz¶ok gyakran nem hoznak konzekvens dÄon-
t¶eseket.

Hars¶anyi mutat r¶a, hogy a hasznoss¶agelv}u kock¶azati attit}udm¶er¶es erede-
tileg a bizonyoss¶ag eset¶ere korl¶atoz¶odott ¶es a dÄont¶eselm¶eletnek ¶eppen az a
feladata, hogy kiterjessze e felfog¶ast a bizonytalan szitu¶aci¶okra is.17

Ezekben az esetekben a v¶arhat¶o ¶ert¶ek olyan m¶odosul¶asokat eredm¶enyezhet
a varianci¶aban, amelyek problematikuss¶a tehetik a kock¶azati pr¶emium meg-
hat¶aroz¶as¶at. Erre a probl¶em¶ara h¶³vta fel a ¯gyelmet Amihud (1980), aki a
kock¶azati pr¶emium vagyon szerinti rugalmass¶ag¶at k¶et komponensre bontotta
az al¶abbiak szerint:

"RP =
dRP (w)=RP (w)

dw=w
=

d(¡u00=u0)=u00=u0

dw=w
+

d¾2=¾2

dw=w
´ ¡(w) + k(w) :

A kock¶azati pr¶emium ¡(w) hasznoss¶ag alap¶u komponens¶et javasolta ¶altal¶anos
kock¶azatelutas¶³t¶asi m¶ert¶eknek, mivel ez speci¶alis esetk¶ent mag¶aban foglalja a
k¶et ismert kock¶azat elutas¶³t¶asi m¶ert¶eket, az ARA abszol¶ut ¶es az RRA relat¶³v
kock¶azatelutas¶³t¶asi m¶ert¶ekeket is. Kimutatta, hogy kÄozÄottÄuk a kÄovetkez}o
kapcsolatok ¯gyelhet}ok meg:

¡ < ¡1 ¡ = ¡1 ¡1 < ¡ < 0 ¡ = 0 ¡ > 1
ARA0(w) < 0 < 0 < 0 = 0 > 0
RRA0(w) < 0 = 0 > 0 > 0 > 0

1. t¶abl¶azat.

Ha ¡ konstans, akkor a kw¡(w) = ¡u00(w)=u0(w) felt¶etel, ahol k valamely
nem-negat¶³v konstans, az

u(w) = h

Z
exp

µ
¡ k

¡ + 1
w¡+1

¶
dw

speci¶alis hasznoss¶agi fÄuggv¶enyoszt¶alyt vonja maga ut¶an. Itt h szint¶en nem-
negat¶³v konstans. A ¡ = 0 esetben u(w) exponenci¶alis vagy line¶aris fÄuggv¶eny

16J¶o Äosszefoglal¶o olvashat¶o ezekr}ol Schoemaker (1980) munk¶aj¶aban.
17Hars¶anyi J¶anos (el}oad¶as): ,,Eredeti form¶aj¶aban a hasznoss¶agelm¶elet racion¶alis ma-

gatart¶as koncepci¶oja a bizonyoss¶ag eset¶ere vonatkozott csak. . . A dÄont¶eselm¶elet fe-
ladata ennek a racionalit¶as felfog¶asnak a kiterjeszt¶ese a bizonytalans¶ag eset¶ere. . ."
(http://kvtr.elte.hu 2. oldal)
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konstans abszol¶ut kock¶azatelutas¶³t¶assal. A ¡ = ¡1 az u(w) = log w + c
logaritmikus hasznoss¶agi fÄuggv¶enyhez, vagy a konstans elaszticit¶as¶u

u(w) =
1

1 ¡ ®
w1¡®

fÄuggv¶enyhez tartozik. Ha ¡ nem konstans, akkor a korl¶atjai hat¶arozz¶ak meg
a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny kock¶azatelutas¶³t¶asi karakterisztik¶aj¶at.

A kock¶azati pr¶emium vagyon szerinti rugalmass¶ag¶anak k(w) komponense
a vagyon pont-elaszticit¶as¶at m¶eri, melynek konstans ¶ert¶ekei szint¶en kapcso-
latba hozhat¶ok az abszol¶ut ¶es a relat¶³v kock¶azatelutas¶³t¶asi m¶ert¶ekekkel.

Amihud a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek t¶³pusait a rugalmass¶agi komponensek
¶ert¶ekhat¶araihoz rendeli, ez¶altal kib}ov¶³ti a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek kÄor¶et, t¶a-
gabb ¶ertelemben haszn¶alja az ARA ¶es az RRA kateg¶ori¶ait, de alapjaiban
nem v¶altoztatja meg a kÄovetkeztet¶es rendszert. RÄoviden megeml¶³tjÄuk m¶eg
a Merton (1971) ¶altal javasolt HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion)
hiperbolikus abszol¶ut kock¶azat elutas¶³t¶asi m¶ert¶eket, amely szint¶en rendelke-
zik az ARA ¶es az RRA tulajdons¶agaival. Itt

HARA(w) =

µ
w

1 ¡ a
+

b

c

¶¡1

> 0 ;

ahol a; b ¶es c bizonyos felt¶eteleket kiel¶eg¶³t}o konstansok.18

Term¶eszetesen m¶as, hasonl¶oan technikai megkÄozel¶³t¶esek is szÄulettek a
kock¶azati attit}ud, illetve a kock¶azatelutas¶³t¶as intenzit¶as¶anak m¶er¶es¶ere. Ezen
pr¶ob¶alkoz¶asok kÄozÄos jellemz}oje, hogy az irracion¶alis dÄont¶esekre, illetve a hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enyek becsl¶esi hib¶aira, probl¶em¶aira nem adnak v¶alaszt, hiszen
alapvet}o kiindul¶o pontjuk, hogy a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny az egy¶enek szint-
j¶en egy¶ertelm}uen meghat¶arozhat¶o. Abb¶ol pedig a kock¶azati attit}ud ¶eppen
aktu¶alis m¶er}osz¶ama, mutat¶oja levezethet}o. Ebben az ¶ertelemben tekintjÄuk
nem t¶ul sikeres technikai megkÄozel¶³t¶eseknek ezeket, hiszen a kock¶azati at-
tit}udÄot csak ¶es kiz¶ar¶olag a hasznoss¶ag oldal¶ar¶ol kÄozel¶³tik meg. Nem ismernek
el m¶as kiindul¶o pontot.

Sokkal fontosabbnak ¶es el}obbre mutat¶obbnak ¶erezzÄuk azokat a megkÄoze-
l¶³t¶eseket, amelyek a szociol¶ogia ¶es a kognit¶³v pszichol¶ogia kock¶azat¶eszlel¶essel
kapcsolatos felismer¶eseit Äultett¶ek ¶at a dÄont¶estudom¶anyba. Kiemelked}o ebben
a tekintetben Kahneman ¶es Tversky (1979, 1992) munk¶ass¶aga, akik bizonyos
szempontb¶ol a v¶arhat¶o hasznoss¶agelm¶elet tov¶abbfejleszt¶esek¶ent dolgozt¶ak ki
k¶et l¶epcs}oben az ¶un. kil¶at¶as elm¶eletet (prospect theory), melynek f}obb t¶ezisei
a kÄovetkez}ok:

² a dÄont¶eshoz¶ok szubjekt¶³ven ¶erz¶ekelik a bekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket:
a csak val¶osz¶³n}u, de nem bizonyos esem¶enyeket al¶abecsÄulik a biztos
bekÄovetkez¶es}u esem¶enyekhez k¶epest (dÄont¶esi s¶ulyfÄuggv¶eny), ami olyan

18A konstansoknak nem kÄonny}u kÄozgazdas¶agi ¶ertelmez¶est tulajdon¶³tani. Ezeknek a
param¶etereknek alkalmas ¶ert¶ekeket v¶alasztva kaphatjuk a konstans relat¶³v kock¶azat-
elutas¶³t¶ast (CRRA) ¶es a konstans abszol¶ut kock¶azatelutas¶³t¶ast (CARA) reprezent¶al¶o
fÄuggv¶enyeket. B}ovebben l¶asd a hasznoss¶agelm¶elet szakirodalm¶at.
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kÄovetkezm¶ennyel j¶arhat, hogy a nagyobb v¶arhat¶o haszonkock¶azati ¶ert¶e-
k}u, bizonytalan alternat¶³v¶at h¶atr¶ebb sorolj¶ak a kisebb ¶ert¶ek}u, de biztos
alternat¶³v¶an¶al: ez ellentmond a tranzitivit¶as elv¶enek,

² az alternat¶³v¶ak preferencia sorrendje ugyan megv¶altozik, ha a nyeres¶e-
geket vesztes¶egekk¶e alak¶³tjuk, de a v¶altoz¶as nem szimmetrikusan tÄort¶e-
nik, ami azzal a kÄovetkezm¶ennyel j¶ar, hogy a nyeres¶eges tartom¶anyban
kock¶azatkerÄul}o dÄont¶eshoz¶ok vesztes¶eges tartom¶anyokban kock¶azatbar¶at-
t¶a v¶alnak, mivel a csak val¶osz¶³n}u vesztes¶eg cs¶ab¶³t¶obb, mint a biztos
vesztes¶eg, az el}obbiekben le¶³rt ¶un. bizonyoss¶aghat¶as teh¶at a pozit¶³v
tartom¶anyban ¶erv¶enyesÄul, a negat¶³v tartom¶anyban viszont a vesztes¶eg
tasz¶³t¶o erej¶et nÄoveli (,,S" alak¶u ¶ert¶ekfÄuggv¶eny),

² dÄont¶eseink fÄuggnek a mindenkori vagyoni helyzetÄunkt}ol, azaz a vagyoni
helyzet megv¶altoz¶as¶at¶ol, melyet a haszonkock¶azat-elv}u dÄont¶eshozatal
nem vesz ¯gyelembe, mivel nem egy kiindul¶o vagyoni helyzethez k¶epest
m¶eri az elmozdul¶asokat, hanem minden alternat¶³v¶at Äonmag¶aban ¶ert¶ekel.

Az ezt kÄovet}o empirikus vizsg¶alatok nem csak a k¶erd¶esfeltev¶es m¶odj¶ab¶ol
ered}o torz¶³t¶o hat¶asokra h¶³vt¶ak fel a ¯gyelmet (Varga, 2003), hanem arra is,
hogy a racionalit¶asi krit¶eriumok |leggyakrabban a fÄuggetlens¶egi axi¶oma|
s¶erÄul¶ese miatt tulajdonk¶eppen az eg¶esz v¶arhat¶o hasznoss¶ag elm¶elet megk¶er-
d}ojelezhet}o (Machina, 1982.)

A leg¶ujabb kutat¶asok meger}os¶³tik a k¶ets¶egeket a hasznoss¶agelv}u dÄont¶es-
hozatal alapelveit illet}oen. Rabin (2000) ¶es Rabin-Thaler (2001) szerint az
¶altal¶anosan alkalmazott hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek az elhanyagolhat¶oan kicsi
kock¶azatokra, illetve kimeneti ¶ert¶ekekre vonatkoz¶oan a kock¶azatkerÄul}o maga-
tart¶ast j¶ol magyar¶azz¶ak, ugyanakkor viszont extr¶em kock¶azatkerÄul¶est jeleznek
nagyobb val¶osz¶³n}us¶eg ¶es nagyobb kimeneti Äosszegek eset¶en. Szint¶en }ok h¶³vj¶ak
fel a ¯gyelmet Samuelson (1963) nyom¶an arra, hogy a dÄont¶eshoz¶ok az egyes
izol¶alt kock¶azatokat nem ugyan¶ugy ¶³t¶elnek meg, azaz nem gondolkodnak
konzekvensen minden dÄont¶esi szitu¶aci¶oban. KÄulÄonbÄoz}o hasznoss¶agi fÄuggv¶e-
nyek eset¶eben Varga (2001) is hasonl¶o kÄovetkeztet¶esre jut.

Leg¶ujabban m¶ar a kil¶at¶aselm¶elet ¶ert¶ekfÄuggv¶eny¶enek ¶es dÄont¶esi s¶ulyfÄugg-
v¶eny¶enek alakja is vita t¶argy¶at k¶epezi (Levy-Levy (2002)). A hasznoss¶agelv}u
kock¶azati attit}udm¶er¶es ¶es maga a hasznoss¶agelv}u dÄont¶eshozatal is v¶als¶ag¶at
¶eli. Ilyen kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott term¶eszetes, hogy egyre ink¶abb el}ot¶erbe kerÄultek
azok az empirikus ¶es modell¶ert¶ek}u vizsg¶alatok, amelyek nem csak kritiz¶alj¶ak
az egym¶asb¶ol kinÄov}o hasznoss¶agelv}u dÄont¶eshozatalt, illetve a kil¶at¶aselm¶eletet,
hanem igyekeznek magyar¶azatot tal¶alni arra, hogy mi okozza a torz¶³t¶asokat,
amelyek a racionalit¶as ¶erv¶enyre jut¶as¶at is megakad¶alyozz¶ak.

Ezek a megkÄozel¶³t¶esek a szociol¶ogiai ¶es a kognit¶³v pszichol¶ogiai kutat¶asok
el¶ert eredm¶enyeire t¶amaszkodnak. A tÄobbszÄor hivatkozott OTKA kutat¶as
szint¶en ilyen aspektusb¶ol vizsg¶al¶odott. Az 1200 f}os, az alapvet}o szociol¶ogiai
h¶att¶erv¶altoz¶ok szerint reprezentat¶³v orsz¶agos mint¶an elv¶egzett k¶erd}o¶³ves fel-
m¶er¶es Äosszefoglal¶o eredm¶enyeit egy kor¶abbi publik¶aci¶oban tettÄuk kÄozz¶e (Ul-
bert{Csanaky, 2004). E kutat¶as sor¶an a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek becsl¶es¶ere a
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kor¶abbiakban felsorolt probl¶em¶ak miatt nem v¶allalkoztunk, azonban a vi-
szonylag nagy minta lehet}os¶eget adott arra, hogy a kock¶azati attit}udr}ol
¶atfog¶o k¶epet alkossunk, az irracion¶alisnak tartott dÄont¶eseket regisztr¶aljuk,
illetve elemezzÄuk, hogy azok h¶atter¶eben milyen szociol¶ogiai v¶altoz¶ok b¶ujnak
meg, b¶³rnak relev¶ans magyar¶az¶o er}ovel.

A kock¶azat¶eszlel¶es hat¶ekonys¶aga kutat¶asi eredm¶enyeink szerint egy¶ertel-
m}uen visszavezethet}o n¶eh¶any szociol¶ogiai t¶enyez}ore, melyek kÄozÄul kiemelked}o
jelent}os¶eggel b¶³rnak: a jÄovedelmi helyzet, az iskolai v¶egzetts¶eg ¶es a nem. A
magasabb jÄovedelemmel rendelkez}ok ¶altal¶aban iskol¶azottabbak is, teh¶at a
k¶et szociol¶ogiai v¶altoz¶o szoros korrel¶aci¶ot mutat. Arra a kÄovetkeztet¶esre ju-
tottunk, hogy a n}ok ¶es a magasabb jÄovedelm}u r¶etegek kock¶azat¶eszlel¶es¶enek
hat¶ekonys¶aga szigni¯k¶ansan jobb, mint a f¶er¯ak¶e, illetve az alacsonyabb
jÄovedelm}u r¶etegek¶e. Ebben nyilv¶an nem csak a relat¶³v p¶enzhi¶anyb¶ol fakad¶o
¶erdektelens¶eg j¶atszik szerepet, hanem a t}okepiaci befektet¶esi lehet}os¶egek vo-
natkoz¶as¶aban a nem kell}o inform¶alts¶ag is.

A kock¶azat¶eszlel¶es hat¶ekonys¶ag¶anak ¶altalunk m¶ert elt¶er¶esei alapj¶an a
kock¶azati magatart¶ast tekintve viszonylag homog¶en csoportok k¶epezhet}ok.
Az igen er}oteljes kock¶azatelutas¶³t¶asi magatart¶assal jellemezhet}o csoportban
(1200 f}ob}ol 419 f}o ide sorolhat¶o) a mintabeli ar¶anyukhoz k¶epest szigni¯k¶ansan
nagyobb ar¶anyban k¶epviseltetik magukat a n}ok ¶es a legszer¶enyebb jÄovede-
lemmel rendelkez}ok, valamint a legfeljebb 8 ¶altal¶anossal rendelkez}ok ¶es a
nyugd¶³jasok. Az er}oteljes kock¶azatkerÄul}o magatart¶as ,,vesz¶elyeztetettjei" ku-
tat¶asunk szerint a n}ok, az alacsony jÄovedelm}uek ¶es a legkev¶esb¶e iskol¶azottak,
valamint a nyugd¶³jasok.

A kev¶esb¶e intenz¶³ven kock¶azatkerÄul}o csoportban (276 f}o) olyan dÄont¶es-
hoz¶ok vannak tÄobbs¶egben, akik a befektethet}o Äosszeg nÄoveked¶es¶evel v¶alnak
egyre ink¶abb kock¶azatkerÄul}ov¶e. Ez a magatart¶as legink¶abb a 30-39 ¶es az
50-59 ¶eves koroszt¶alyokra jellemz}o. Meg¶allap¶³tottuk tov¶abb¶a, hogy annak
ellen¶ere, hogy a magasabb jÄovedelm}uek kÄor¶eben a tÄobbs¶eg maga menedzseln¶e
vagyon¶at, ugyanebben a kateg¶ori¶aban egyre nagyobb r¶eszt k¶epviseltek azok,
akik kisebb t¶etel eset¶en Äonmaguk dÄonten¶enek, nagyobb t¶etel eset¶eben viszont
m¶ar szakembert k¶ern¶enek meg erre.

A harmadik, az el}oz}oekhez k¶epest kev¶esb¶e homog¶en Äosszet¶etel}u csoport-
ban (471 f}o) minden kock¶azatbar¶at dÄont¶eshoz¶o szerepel, b¶ar a csoport tag-
jainak nagy r¶esze nem kock¶azatbar¶at. Ebben a csoportban szigni¯k¶ansan
tÄobb f¶er¯ van, mint n}o, ami arra utal, hogy a kock¶azatbar¶at dÄont¶eshoz¶okat
els}osorban a f¶er¯ak kÄozÄott kell keresni. M¶as h¶att¶erv¶altoz¶o tekintet¶eben nem
tal¶altunk szigni¯k¶ans elt¶er¶est.

Nem sikerÄult elkÄulÄon¶³teni egy¶ertelm}uen a kock¶azatbar¶at dÄont¶eshoz¶okat a
kock¶azatkerÄul}okt}ol, az viszont ¯gyelemre m¶elt¶o, hogy m¶ar els}o megkÄozel¶³t¶es-
ben is egy¶ertelm}u, hogy a megk¶erdezettek kÄozel 60%-a teljes bizonyoss¶aggal,
b¶ar kÄulÄonbÄoz}o intenzit¶as mellett, kock¶azatkerÄul}onek min}os¶³thet}o.

Meg¶allap¶³tottuk, hogy a megk¶erdezettek sok tekintetben megs¶ertik a ra-
cion¶alis magatart¶asi axi¶om¶akat, viszont egy tekintetben konzekvensen ra-
cion¶alisnak tekinthet}ok: befektet¶esi preferenci¶aik illeszkednek kock¶azati ma-
gatart¶asukhoz. Az abszol¶ut kock¶azatkerÄul}o t¶³pus¶u dÄont¶eshoz¶ok csak ¶allam-
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pap¶³rokkal ¶es ingatlanokkal foglalkoznak. A vegyes csoport tagjai pedig m¶as
befektet¶esi alternat¶³v¶akat is elfogadhat¶onak tartanak.

Ebb}ol arra kÄovetkeztettÄunk, hogy a h¶att¶erv¶altoz¶ok kÄozÄul legink¶abb a
jÄovedelemszint ¶es vele Äosszhangban az iskolai v¶egzetts¶eg, ¶es utols¶o sorban a
nem lehet az a v¶altoz¶o, ami a p¶enzÄugyi kock¶azatok ¶erz¶ekel¶es¶et legink¶abb be-
foly¶asolja. A kock¶azat¶eszlel¶es hat¶ekonys¶aga ¶es a kock¶azati magatart¶as kÄozÄott
¶³gy szoros kapcsolatot regisztr¶alhatunk, ami term¶eszetesen a befektet¶esi pre-
ferenci¶akra is hat¶ast gyakorol.

A klasszikus Bernoulli k¶erd¶essorozat, mint a teljes k¶erd}o¶³v r¶esze a bizton-
s¶agi ekvivalencia ¶es a val¶osz¶³n}us¶egi ekvivalencia m¶odszereit egyar¶ant alkal-
mazta. Nyolc darab k¶et kimenetel}u lott¶or¶ol alkottak v¶elem¶enyt a megk¶erde-
zettek. Ezzel mintegy azt k¶³v¶antuk tesztelni, hogy a kock¶azati magatart¶asra
vonatkoz¶o indirekt kÄovetkeztet¶eseink meg¶allj¶ak e helyÄuket a hasznoss¶agb¶ol
ered}o indirekt kÄovetkeztet¶esek tÄukr¶eben.

Legfontosabb szigni¯k¶ans meg¶allap¶³t¶asaink Äosszhangban voltak az ¶alta-
l¶anos kock¶azati attit}udre vonatkoz¶o kÄovetkeztet¶eseinkkel. Bebizonyosodott,
hogy:

² A jÄovedelmi, illetve vagyoni helyzet meghat¶arozza a kock¶azati attit}udÄot,
ugyanis a magasabb jÄovedelemmel rendelkez}o, m¶odosabb, vagyonosabb
polg¶arok kock¶azatkerÄul¶esi intenzit¶asa csÄokken}o. Az als¶o k¶et jÄovedelmi
tizedben m¶eg sokkal ink¶abb kock¶azatkerÄul}ok az emberek, mint a fels}o
jÄovedelmi tizedben. Ezt er}os¶³t}o kÄovetkeztet¶esre jutottunk a kock¶azat-
¶eszlel¶esre vonatkoz¶o k¶erd¶esekre adott v¶alaszokb¶ol is.

² Az iskolai v¶egzetts¶egbeli kÄulÄonbs¶eg szint¶en szigni¯k¶ansnak bizonyult.
L¶enyegesen nagyobb a kock¶azatv¶allal¶ok, illetve a kev¶esb¶e kock¶azat-
kerÄul}ok ar¶anya a diplom¶asok kÄozÄott, mint a legfeljebb nyolc ¶altal¶anos
iskol¶at v¶egzettek kÄozÄott. A kock¶azat¶eszlel¶esen alapul¶o meg¶allap¶³t¶asaink
al¶at¶amasztj¶ak az iskolai v¶egzetts¶eg meghat¶aroz¶o szerep¶et. Ez nyilv¶an
azzal magyar¶azhat¶o, hogy az iskolai v¶egzetts¶eg ¶es a jÄovedelmi helyzet
kÄozÄott szoros korrel¶aci¶o mutathat¶o ki.

² Az ¶eletkor szint¶en meghat¶aroz¶o. Meg¶allap¶³t¶asunk szerint a 18-29 ¶eves
koroszt¶aly a legkev¶esb¶e intenz¶³ven kock¶azatelutas¶³t¶o, ugyanakkor a leg-
ink¶abb kock¶azatelutas¶³t¶ok a 60 ¶ev felettiek.

² V¶egÄul, de nem utols¶o sorban meg¶allap¶³tottuk, hogy a n}ok kÄozÄott l¶enye-
gesen magasabb az er}osen kock¶azatkerÄul}ok ar¶anya. A f¶er¯ak kock¶azat-
kerÄul¶es¶enek intenzit¶asa kisebb. E meg¶allap¶³t¶as egybev¶ag m¶as kutat¶asok
eredm¶enyeivel (Szerb-Pint¶er, 2003).

Kutat¶asunk eredm¶enyei egy¶ertelm}uen azt mutatj¶ak, hogy a kock¶azatkerÄu-
l¶es intenzit¶as¶anak a kock¶azat¶eszlel¶es hat¶ekonys¶ag¶an keresztÄul tÄort¶en}o m¶er¶ese
nem lehet rossz ir¶any, azaz a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyeken alapul¶o megkÄozel¶³t¶esek
Äosszehangolhat¶ok a kognit¶³v pszichol¶ogiai megkÄozel¶³t¶esekkel. A kock¶azat
k¶etf¶ele megkÄozel¶³t¶ese (pszichol¶ogiai-szociol¶ogiai vetÄulet versus kÄozgazdas¶agi-
dÄont¶estudom¶anyi vetÄulet) kÄozÄos elm¶eleti gyÄokerekre vezethet}o vissza, ez¶ert a
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kock¶azati magatart¶ast ¶epp¶ugy levezethet}onek tartjuk a kock¶azat¶eszlel¶esb}ol,
mint a dÄont¶eselm¶eleti megkÄozel¶³t¶esb}ol. Mindkett}onek megvannak az el}onyei
¶es a h¶atr¶anyai, ez¶ert ink¶abb kieg¶esz¶³t}o megold¶ask¶ent javasolhat¶ok.

ÄOsszefoglal¶as

A kock¶azatkerÄul¶es intenzit¶as¶anak m¶er¶es¶ere kidolgozott, hasznoss¶agelv}u dÄon-
t¶eseken alapul¶o megkÄozel¶³t¶esek kÄozÄul kett}ot hasonl¶³tottunk Äossze, amelyek
egym¶asra ¶epÄulnek: Pratt-Arrow ¶es Amihud megkÄozel¶³t¶es¶et. Ut¶obbi a hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enyek t¶agabb kÄor¶ere terjesztette ki a Pratt-Arrow m¶ert¶eket, de
tov¶abbra sem tudott mit kezdeni a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek becsl¶esi elj¶ar¶asait
torz¶³t¶o t¶enyez}okkel, illetve nem tud magyar¶azatot tal¶alni a racionalit¶as ese-
tenk¶enti hi¶any¶ara.

TÄobbekhez hasonl¶oan a szerz}o is azt a v¶elem¶enyt osztja, hogy a fenti
k¶et probl¶ema a tiszt¶an hasznoss¶agelv}u megkÄozel¶³t¶esek relevanci¶aj¶at is meg-
k¶erd}ojelezi. Megold¶ast a hasznoss¶agelv}u megkÄozel¶³t¶es eme v¶als¶ag¶ab¶ol csak
a kognit¶³v pszichol¶ogiai megkÄozel¶³t¶esek elterjed¶ese hozhat, amelyek az irra-
cion¶alisnak tartott dÄont¶esekre szociol¶ogiai, pszichol¶ogiai magyar¶azatot igye-
keznek adni. (Irracion¶alis dÄont¶esnek a racion¶alis magatart¶asi axi¶om¶ak vala-
melyik¶enek megs¶ert¶es¶evel hozott dÄont¶est tekintjÄuk.)

A magatart¶as gazdas¶agtana (behavioral economics) e tekintetben a kock¶a-
zatkerÄul¶es intenzit¶as¶anak m¶er}osz¶am¶at nem technikai ¶ertelemben alkotja ¶ujj¶a,
hanem visszavezeti a kock¶azat¶eszlel¶essel ÄosszefÄugg}o k¶erd¶esekre. Kutat¶asunk
a k¶etf¶ele megkÄozel¶³t¶es megfeleltet¶esi k¶³s¶erlet¶enek tekinthet}o.

Irodalom

1. Amihud, Y. (1980): General Risk Aversion and Attitude Towards Risk, The
Journal of Finance, Vol. 35 Issue 3, 1980 Jun., 685{691 pp.

2. Arrow, K. J. (1971): The Theory of risk aversion, in: Essays in the Theory
of Risk-Bearing. Ed. Arrow, K. J., 1971, Amsterdam, 90{120 pp.

3. Bernoulli, D. (1738, 1954): Specimen theoriae novae de mensura sortis, 1738
Szentp¶eterv¶ar, (illetve el}oszÄor angolul: Econometrica, 1954, Vol. 22, 23{36. o.)

4. Bernstein P. L. (1998): Szembesz¶allni az istenekkel, Panem, Budapest, 1998.

5. Friedman, M. { Savage, L.J. (1948): The utility analysis of choices involving
risk, Journal of Political Economy, 1948/Aug., 279{304 pp.

6. Hars¶anyi J¶anos: A racion¶alis viselked¶es elm¶elete, ELTE el}oad¶as Budapest,
2000, http://kvtr.elte.hu (pp. 5)

7. Hirshleifer, J. { Riley, J. G. (1992): Elements of Decision under Uncertainty,
in: The Analytics of Uncertainty and Information, (Ed.: Hirshleifer-Riley,
1992, Cambridge University Press, 7{42 pp.)

8. Kahneman, D. { Tversky, A. (1979): Prospect theory: An analysis of decision
under risk, Econometrica, Vol. 47, 1979, 263{291 pp.



74 Ulbert J¶ozsef

9. Levy, M. { Levy, P. (2002): Prospect Theory: Much ado about nothing?,
Management Science, 2002. Oct., 1334{1349.

10. Machina, M. J. (1982): Expected Utility Analysis without the Independence
Axiom, Econometrica, Vol. 50, 1982 March, 277{323 pp.

11. Markowitz, H. (1952): The Utility of Wealth, Journal of Political Economy,
Vol. 60, 1952, 151{158 pp.

12. Merton, R. C. (1971): Optimum Consumption and Portfolio Rules in a Con-
tinuous Time Model, Journal of Economic Theory.

13. Neumann, J. { Morgenstern, O. (1947): Theory of Games and Economic
Behavior, Princeton University Press, 1947.

14. Penati, A. { Pennacchi, G. (2003): Risk Aversion and Risk Premia, Working
Papers, Finance 400 Series, University of Illinois, www.business.uiuc.edu/
gpennacchi.

15. Penati, A. { Pennacchi, G.(2003): Risk Aversion and Portfolio Choice, Work-
ing Papers, Finance 400 Series, University of Illinois, www.business.uiuc.edu/
gpennacchi.

16. Pratt, J. W. (1964): Risk Aversion in the Small and in the Large, Economet-
rica, 1964 Vol. 32, 122{136 pp.

17. Rabin, M. { Thaler, R. H. (2001): Anomalies, Risk Aversion, Journal of
Economic Perspectives, 2001, Vol. 15. 219{232 pp.

18. Rabin, M. (2000): Risk Aversion and Expected Untility-Theory: A Calibra-
tion Theorem, Econometrica, Vol. 68. 2000, 1281{1292 pp.

19. Samuelson, P. (1963): Risk and Uncertainty: A Fallacy of large Numbers,
Scientia, 98, 1963, 108{113 pp.

20. Schoemaker, P.J. (1980): Experiments on Decisions under Risk, Martinus
Nijjho®, Boston, 1980.

21. Szerb L. { Pint¶er ¶E.: Women Entrepreneurship in Hungary, Diana Inter-
national First International Symposium of Growth Financing for Women
Entrepreneurs, Stockholm, 2003, June 21-23.

22. Taylor, D. (1965): Decision Making and Problem Solving, in: Handbook of
Organizations (ed. March, J.), Chicago, 1965.

23. Tversky, A. { Kahneman, D. (1992): Advances in Prospect Theory: Cumula-
tive representation of uncertainty, Journal of Risk and Uncertainty, 1992/5,
297{323 pp.

24. Ulbert, J. (2003): Kock¶azatkezel¶es a v¶allalatok ¶ert¶ekel¶esekor, P¶enzÄugyi Szemle,
2003/2, 186{198 o.

25. Ulbert, J. { Csanaky, A. (2004): Kock¶azat¶eszlel¶es ¶es kock¶azati magatart¶as,
KÄozgazdas¶agi Szemle, LI. ¶evfolyam, 2004/3, 235{258 o.

26. Varga, J. (2001): Kock¶azatelutas¶³t¶as tÄobbforr¶as¶u kock¶azat eset¶eben, Szigma,
XXXII., 2001/3-4, 127{135 o.

27. Varga, J. (2003): Torz¶³t¶o hat¶asok a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek becsl¶esi elj¶ar¶asai-
ban, K¶ezirat, OTKA, P¶ecs, 2003. (28 pp.)



Hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek ¶es kock¶azati attit}ud 75

UTILITY FUNCTIONS AND RISK ATTITUDE

In their path breaking works, Pratt and Arrow developed two measures of risk aver-
sion which are generally referred to as absolute and relative risk aversion (ARA and
RRA respectively). Later Amihud proposed a more general measure of attitude of
individuals towards risk. This paper compares these approaches from the viewpoint
of biases in utility function assessment. The author ¯nds that the utility theory
based approach alone is not able to give a real explanation of biases and the lack
of rationality in some cases. Conclusions are based on empirical research too.
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VAL¶OSZ¶IN}US¶EGELOSZL¶ASOK SZ¶ELFÄUGG}OS¶EGE,
T}OZSDEINDEX PORTF¶OLI¶O SZ¶ELS}OS¶EGES

VESZTES¶EGEINEK ELEMZ¶ESE KOPULA
ALKALMAZ¶AS¶AVAL1

VARGA J¶OZSEF { LUK¶ACS P¶ETER
PTE KTK { CIB Bank

Bevezet¶es

A p¶enzÄugyi kock¶azatmenedzsment ¶uj fejezete ny¶³lt meg akkor, amikor a
Baseli Bizotts¶ag bels}o modellek alkalmaz¶as¶at aj¶anlotta a bankoknak a piaci
kock¶azat becsl¶es¶ere. (Basel Committe on Banking Supervision, 1995). Ez az
aj¶anl¶as 1998 t¶aj¶an be¶epÄult az egyes nemzetek tÄorv¶enykez¶es¶ebe, lehet}ov¶e t¶eve
a bankok sz¶am¶ara, hogy ne csak a p¶enzÄugyi term¶ekek, hanem a kock¶azat-
menedzsment innov¶aci¶oj¶aban is versenyezhessenek egym¶assal.

A piaci kock¶azat m¶er¶es¶ere alkalmazand¶o m¶ert¶ekk¶ent a kock¶aztatott ¶ert¶ek
(VaR) kerÄult el}ot¶erbe. A VaR azt a maxim¶alis ¶ert¶eket sz¶amszer}us¶³ti, amelyet
elvesz¶³thetÄunk egy portf¶oli¶oban adott id}operi¶odusban, adott megb¶³zhat¶os¶ag
mellett. A statisztika nyelv¶en fogalmazva a portf¶oli¶o kock¶aztatott ¶ert¶eke
a portf¶oli¶o vesztes¶eg eloszl¶as¶anak kvantilise adott id}ointervallumban, adott
val¶osz¶³n}us¶egi szinten.

Sok p¶enzint¶ezet sz¶am¶ara a legnagyobb kih¶³v¶ast az Äugyf¶elkiszolg¶al¶o ¶es
h¶att¶errendszerek, valamint az adatb¶azisok kezel¶es¶ere szolg¶al¶o sz¶am¶³t¶og¶epes
rendszerek alkalmaz¶asa jelentette. Ez szoftveripari feladat, amelynek az a
c¶elja, hogy a portf¶oli¶o poz¶³ci¶okat ¶es a m¶ultbeli piaci adatokat centraliz¶alt
kock¶azatmenedzsment keretbe foglalj¶ak. M¶asfajta kih¶³v¶ast jelentett a kisz¶a-
m¶³tott VaR ¶ert¶ekek kontroll kock¶azat c¶elj¶ara tÄort¶en}o felhaszn¶al¶asa, valamint
olyan kÄornyezet kialak¶³t¶asa, amelyben a kock¶azatmenedzsment rendszer min-
den r¶esztvev}o sz¶am¶ara elfogadott. Ez szervez¶esi, illetve t¶arsadalmi k¶erd¶es.
A kock¶azat modellez¶es¶enek m¶odszertani k¶erd¶ese az¶ert jelent}os, mert a VaR
nem megfelel}o alkalmaz¶asa a kock¶azatmenedzsment rendszer Äosszes j¶o tel-
jes¶³tm¶eny¶et leronthatja.

A p¶enzÄugyi kock¶azatkezel¶es egyik kritikus pontja a sz¶els}os¶eges veszte-
s¶egeket megfelel}oen ¯gyelembe vev}o modell alkalmaz¶asa. ¶Ert¶ekpap¶³rokb¶ol,
derivat¶³v eszkÄozÄokb}ol, vagy ak¶ar hitelekb}ol ¶all¶o portf¶oli¶o eset¶eben a sz¶els}os¶eges
vesztes¶egek k¶et t¶enyez}ore vezethet}ok vissza. Egyr¶eszt a portf¶oli¶ot alkot¶o esz-
kÄozÄok egyedileg rendelkezhetnek sz¶els}os¶eges negat¶³v hozamokkal, m¶asr¶eszt a
nagy negat¶³v hozamok egyÄuttes el}ofordul¶asa okozhat jelent}os portf¶oli¶o hozam
vesztes¶eget. Az ilyen sz¶els}os¶eges hozamokat eredm¶enyez}o esem¶enyek bekÄo-

1Be¶erkezett: 2005. febru¶ar 8. E-mail: varga@ktk.pte.hu.
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vetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶egeinek becsl¶ese komoly feladatot jelent a p¶enzÄugyi koc-
k¶azatkezel¶essel foglalkoz¶o szakemberek sz¶am¶ara.

A sz¶els}os¶eges portf¶oli¶o vesztes¶egek kezel¶es¶ere, modellez¶es¶ere tÄobb m¶odszer
¶all rendelkez¶esre. A kock¶aztatott ¶ert¶ek (VaR) alkalmaz¶asa jelentette az ¶at-
tÄor¶est ezen a terÄuleten, majd k¶es}obb a VaR hi¶anyoss¶agait kikÄuszÄobÄol}o, a
v¶arhat¶o sz¶els}os¶eges vesztes¶egekre alapoz¶o modellek (ES { v¶arhat¶o de¯cit,
CVaR { felt¶eteles kock¶aztatott ¶ert¶ek stb.) is megjelentek az 1990-es ¶evek
v¶eg¶en.

Portf¶oli¶ok eset¶eben a v¶arhat¶o sz¶els}os¶eges vesztes¶egek modellez¶es¶ere alkal-
mazhat¶o eszkÄoz a hozam val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶asok sz¶elfÄugg}os¶eg¶enek vizsg¶alata.
A kÄovetkez}okben el}oszÄor a val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶asok sz¶elfÄugg}os¶eg¶evel kapcso-
latos fontosabb fogalmakat, t¶eteleket ÄosszegezzÄuk, azut¶an az elliptikus kopul¶ak
fontosabb tulajdons¶agait foglaljuk Äossze, majd bemutatjuk a m¶odszer al-
kalmaz¶as¶at sz¶els}os¶eges port¶ooli¶o vesztes¶egek vizsg¶alat¶ara egy speci¶alis ellip-
tikus kopula, a Student-f¶ele t kopula alkalmaz¶as¶aval. Megmutatjuk, hogy
sz¶elfÄugg}os¶eg}u kopula alkalmaz¶as¶aval hat¶ekonyan modellezhet}ok a sz¶els}os¶eges
esem¶enyek.

1 Val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶asok sz¶elfÄugg}os¶ege

Az eloszl¶as sz¶elek fÄugg}os¶ege k¶etv¶altoz¶os esetben a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok
kÄozÄott a koordin¶atarendszer els}o, illetve harmadik negyed¶eben jelentkez}o
fÄugg}os¶eg m¶ert¶ek¶evel kapcsolatos fogalom. Ezekben a negyedekben mindk¶et
v¶altoz¶o egyszerre pozit¶³v, illetve negat¶³v ¶ert¶ekeket vesz fel, ez¶ert az els}o ne-
gyed a sz¶els}os¶eges nagy hozamok, m¶³g a harmadik negyed a kiugr¶oan nagy
vesztes¶egek kÄozÄotti fÄugg}os¶eg vizsg¶alat¶ara alkalmas.

Az X ¶es Y folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok kÄozÄotti sz¶elfÄugg}os¶eg kopula
tulajdons¶ag, ez¶ert a sz¶elfÄugg}os¶eg nagys¶aga invari¶ans az X ¶es Y szigor¶uan
monoton transzform¶aci¶oival szemben. (L¶asd Nelsen (1999)).

1.1 De¯n¶³ci¶o. JelÄolje (X; Y )T az F illetve G margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶ennyel
jellemzett folytonos val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶ot. Az (X;Y )T fels}o sz¶elfÄugg}o-
s¶egi egyÄutthat¶oja

lim
u!1¡

P
¡
Y > G¡1(u) j X > F ¡1(u)

¢
= ¸U ;

felt¶eve, hogy a ¸U 2 [0; 1] hat¶ar¶ert¶ek l¶etezik. Ha ¸U 2 (0; 1], akkor X ¶es Y
aszimptotikusan ÄosszefÄugg a fels}o eloszl¶assz¶elben, ha pedig ¸U = 0, akkor X
¶es Y aszimptotikusan fÄuggetlen v¶altoz¶ok ugyanott.

Mivel P
¡
Y > G¡1(u) j X > F¡1(u)

¢
az al¶abbi

1 ¡ P
¡
X · F¡1(u)

¢ ¡ P
¡
Y · G¡1(u)

¢
+ P

¡
X · F ¡1(u); Y · G¡1(u)

¢

1 ¡ P
¡
X · F ¡1(u)

¢

alakban is ¶³rhat¶o, a folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ora az 1. de¯n¶³ci¶oval ek-
vivalens alternat¶³v de¯n¶³ci¶o adhat¶o, amelyb}ol bel¶athat¶o, hogy az eloszl¶as
sz¶elfÄugg}os¶eg val¶oban kopula tulajdons¶ag.
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1.2 De¯n¶³ci¶o. Ha a C k¶etv¶altoz¶os kopula olyan, hogy a

lim
u!1¡

1 ¡ 2u + C(u; u)

1 ¡ u
= ¸U

hat¶ar¶ert¶ek l¶etezik, akkor fels}osz¶elfÄugg}os¶eg}u, ha ¸U 2 (0; 1], ¶es fels}o sz¶elfÄug-
getlen a ¸U = 0 esetben.

A fogalom szeml¶eltet¶es¶ere tekintsÄuk a Gumbel-kopula csal¶ad kÄovetkez}o
tagj¶at:

Cµ(u; v) = exp
³
¡

£
(¡ lnu)µ + (¡ ln v)µ

¤1=µ
´

; µ ¸ 1 :

Ekkor

1 ¡ 2u + C(u; u)

1 ¡ u
=

1 ¡ 2u + exp
¡
21=µ lnu

¢

1 ¡ u
=

1 ¡ 2u + u21=µ

1 ¡ u
;

¶es ez¶ert

lim
u!1¡

1 ¡ 2u + C(u; u)

1 ¡ u
= 2 ¡ lim

u!1¡
21=µu21=µ¡1 = 2 ¡ 21=µ :

Ebb}ol pedig leolvashat¶o, hogy µ > 1 esetben Cµ fels}o sz¶elfÄugg}os¶eg}u.
Ha a kopula nem adhat¶o meg z¶art formul¶aval, hasznosabb a ¸U megha-

t¶aroz¶as¶ara m¶asik ÄosszefÄugg¶est alkalmazni. Ezt az esetet a Gauss-kopul¶aval
szeml¶eltetjÄuk. A Gauss-kopula

CR(u; u) =

Z ©¡1(u)

¡1

Z ©¡1(u)

¡1

1

2¼
p

1 ¡ R2
12

exp

µ
¡s2 ¡ 2R12st + t2

2(1 ¡ R2
12)

¶
ds dt ;

ahol ¡1 < R12 < 1 ¶es © a standard norm¶alis eloszl¶asfÄuggv¶eny. TekintsÄuk az
U » U(0; 1) ¶es V » U(0; 1) eloszl¶as¶u (U; V ) val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat, amelyek
kopul¶aj¶at jelÄolje C. Mindenekel}ott vegyÄuk ¶eszre, hogy

P (V · v j U = u) =
@C(u; v)

@u
¶es P (V > v j U = u) = 1 ¡ @C(u; v)

@u
;

¶es hasonl¶o m¶odon hat¶arozhat¶o meg a V felt¶etel melletti eloszl¶as. Ekkor

¸U = lim
u!1¡

C(u; v)

1 ¡ u
= ¡ lim

u!1¡

dC(u; u)

du
=

= ¡ lim
u!1¡

µ
¡2 +

@

@s
C(s; t)js=t=u +

@

@t
C(s; t)js=t=u

¶
=

= lim
u!1¡

£
P (V > u j U = u) + P (U > u j V = u)

¤
:

Ha C kommutat¶³v kopula, vagyis C(u; v) = C(v; u), akkor ¸U a kÄovetkez}o
egyszer}u alakban ¶³rhat¶o:

¸U = 2 lim
u!1¡

P (V > u j U = u) :
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P¶eldak¶ent tekintsÄuk az (X; Y )T k¶etv¶altoz¶os standard norm¶alis eloszl¶ast
½ line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval, vagyis (X; Y )T » C(©(x);©(y)), ahol C
a fentebb vizsg¶alt Gauss-csal¶ad egyik tagja R12 = ½ esetben. Mivel ennek a
kopula csal¶adnak a tagjai kommutat¶³vak,

¸U = 2 lim
u!1¡

P (V > u j U = u) ;

¶es mivel © ¶ertelmez¶esi tartom¶anya a (¡1; 1) intervallum,

lim
u!1¡

P (V > u j U = u) =

= lim
x!1

P (©¡1(V ) > x j ©¡1(U) = x) = lim
x!1

P (X > x j Y = x) :

Felhaszn¶alva az ismert ÄosszefÄugg¶est, amely szerint, ha (X;Y )T eloszl¶asa k¶et-
v¶altoz¶os standard norm¶alis eloszl¶as, Y j (X = x) » N(½x; 1¡½2), azt kapjuk,
hogy

¸U = 2 lim
x!1

©

Ã
x ¡ ½xp
1 ¡ ½2

!
= 2 lim

x!1
©

µ
x

r
1 ¡ ½

1 + ½

¶
;

ahonnan leolvashat¶o, hogy ¸U = 0, ha R12 < 1. Teh¶at a Gauss-kopula ½ < 1
line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval nem fels}o sz¶elfÄugg}os¶eg}u.

Az als¶o sz¶elfÄugg}os¶eg fogalma hasonl¶o m¶odon ¶ertelmezhet}o. Ha a

lim
u!0+

C(u; u)

u
= ¸L

hat¶ar¶ert¶ek l¶etezik, akkor a C kopula als¶o sz¶elfÄugg}os¶eg}u, ha ¸L 2 (0; 1], ¶es
als¶o sz¶elfÄuggetlen a ¸L = 0 esetben.

Azokra a kopul¶akra, amelyeknek nem l¶etezik egyszer}u z¶art alak¶u for-
mul¶aja, hasznosabb m¶asik ÄosszefÄugg¶est alkalmazni a ¸L meghat¶aroz¶as¶ara.
TekintsÄuk az (U; V )T v¶eletlen vektort C kopul¶aval. Ekkor az als¶o sz¶elfÄugg}os¶egi
egyÄutthat¶o

¸L = lim
u!0+

C(u; u)

u
= lim

u!0+

dC(u; u)

du
=

= lim
u!0+

µ
@

@s
C(s; t)js=t=u +

@

@t
C(s; t)js=t=u

¶
=

= lim
u!0+

£
P (V < u j U = u) + P (U < u j V = u)

¤
:

Amennyiben C kommutat¶³v kopula, vagyis C(u; v) = C(v; u), akkor ¸L

kifejez¶ese a kÄovetkez}o egyszer}u alakra hozhat¶o

¸L = 2 lim
u!0+

P (V < u j U = u) :

A C kopul¶aj¶u k¶etdimenzi¶os val¶osz¶³n}us¶egi vektor tov¶abb¶el¶esi kopul¶aja pedig

Ĉ(u; v) = u + v ¡ 1 + C(1 ¡ u; 1 ¡ v) :
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K¶et U(0; 1) t¶³pus¶u C egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶eny}u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o
egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶enye

C(u; v) = 1 ¡ u ¡ v + C(u; v) = Ĉ(1 ¡ u; 1 ¡ v) :

Ez¶ert

lim
u!1¡

C(u; u)

1 ¡ u
= lim

u!1¡

Ĉ(1 ¡ u; 1 ¡ u)

1 ¡ u
= lim

u!0+

Ĉ(u; u)

u
;

teh¶at a C fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oja megegyezik a Ĉ als¶o sz¶elfÄugg}os¶egi
egyÄutthat¶oj¶aval. Ugyan¶³gy a C als¶o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oja megegyezik a
Ĉ fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oj¶aval.

2 Elliptikus kopul¶ak

Kopul¶ak alkalmaz¶as¶aval elv¶alaszthat¶o valamely portf¶oli¶o hozam alakul¶asa
eset¶eben az egyedi eszkÄozÄok vesztes¶egeinek hat¶asa az egyÄuttes bekÄovetkez¶esek
okozta portf¶oli¶o vesztes¶egekt}ol. Az els}o fajta vesztes¶eget a margin¶alis el-
oszl¶asok, a m¶asodik fajt¶at |a vesztes¶egek fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶at| pedig a
kopul¶ak modellezik. Kopul¶ak szerkeszt¶ese, gyakorlati alkalmaz¶asa |kÄulÄonÄo-
sen kett}on¶el tÄobb eszkÄozb}ol ¶all¶o portf¶oli¶o eset¶eben| nem t¶uls¶agosan egyszer}u
feladat. Az elliptikus kopul¶ak elliptikus eloszl¶asok kopul¶ajak¶ent hat¶arozhat¶ok
meg.

2.1 Az elliptikus eloszl¶asok

Az elliptikus eloszl¶asok oszt¶alya sok olyan tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶ast mag¶aban
foglal, amelyek a tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as sz¶amos j¶o tulajdons¶ag¶aval
rendelkeznek, ¶es alkalmas a tÄobbv¶altoz¶os sz¶els}os¶eges ¶ert¶ekek ¶es nem-norm¶alis
fÄugg}os¶egi m¶ert¶ekek modellez¶es¶ere.

2.1. De¯n¶³ci¶o. Ha X n-dimenzi¶os v¶eletlen vektor, amelyre valamely
¹ 2 Rn vektorral, valamint az n£n t¶³pus¶u nem-negat¶³v de¯nit, szimmetrikus
§ m¶atrixszal fenn¶all, hogy az X ¡ ¹ karakterisztikus fÄuggv¶enye fel¶³rhat¶o a
tT§t kvadratikus forma fÄuggv¶enyek¶ent, azaz 'X¡¹

(t) = Á(tT§t), akkor azt

mondjuk, hogy X elliptikus eloszl¶as¶u ¹, § ¶es Á param¶eterekkel, ¶es ¶³gy jelÄoljÄuk:
X » En(¹;§; Á).

Az n = 1 esetben az elliptikus eloszl¶asok oszt¶alya egybeesik az egydi-
menzi¶os szimmetrikus eloszl¶asokkal. A de¯n¶³ci¶oban szerepl}o Á fÄuggv¶enyt
karakterisztikus gener¶atornak nevezzÄuk.

2.1 T¶etel. X » En(¹;§; Á), rank(§) = k akkor ¶es csak akkor, ha l¶etezik
olyan, a f z 2 Rk j zTz = 1g egys¶eghipergÄombÄon egyenletes eloszl¶as¶u k-
dimenzi¶os U vektort¶ol fÄuggetlen R ¸ 0 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ¶es az ATA = §
felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o n £ k t¶³pus¶u A m¶atrix ¶ugy, hogy

X =d ¹ + RAU :
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A t¶etel bizony¶³t¶asa, valamint az R ¶es Á kÄozÄotti kapcsolat vizsg¶alata meg-
tal¶alhat¶o Fang, Kotz ¶es Ng (1987) kÄonyv¶eben.

2.1 P¶elda. Legyen X » Nn(0; In). Mivel az X vektorv¶altoz¶o komponen-
sei fÄuggetlenek, ¶es Xi » N(0; 1) i = 1; . . . ; n ¶es Xi karakterisztikus fÄuggv¶enye
exp(¡t2=2), az X vektorv¶altoz¶o karakterisztikus fÄuggv¶enye

exp

½
¡1

2
(t21 + . . . + t2n)

¾
= exp

½
¡1

2
tT t

¾
:

A 2.1 T¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy X » En(0; In; Á), ahol Á(u) = exp(¡u=2).

Ha X » En(¹;§; Á), ahol § diagon¶al m¶atrix, akkor X komponensei kor-
rel¶alatlanok, felt¶eve, hogy 0 < Var(Xi) < 1. Ha X komponensei fÄuggetlenek,
akkor X » Nn(¹;§).

A tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as az egyetlen olyan elliptikus eloszl¶as, amely
eset¶eben a komponensek korrel¶alatlans¶ag¶ab¶ol azok fÄuggetlens¶ege kÄovetkezik.

Az X » En(¹;§; Á) v¶eletlen vektor nem szÄuks¶egk¶eppen rendelkezik s}u-
r}us¶egfÄuggv¶ennyel. Ha van s}ur}us¶egfÄuggv¶enye, akkor annak

j§j¡1=2g
¡
(X ¡ ¹)T§¡1(X ¡ ¹)

¢

alak¶unak kell lennie, ahol g egyv¶altoz¶os nem-negat¶³v fÄuggv¶enyt jelÄol. Ez¶ert
az egyenl}o s}ur}us¶eg}u pontok ellipszoidot alkotnak Rn-ben.

Az X val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o En(¹;§; Á) reprezent¶aci¶oja nem egy-
¶ertelm}u. Adott eloszl¶as eset¶eben a ¹ egy¶ertelm}uen meghat¶arozott, § ¶es Á
azonban csak egy pozit¶³v konstans erej¶eig meghat¶arozottak. Pontosabban,
ha X » En(¹;§; Á) ¶es X » En(¹¤;§¤; Á¤), akkor

¹¤ = ¹ ; §¤ = c§ ; Á¤(¢) = Á¤(¢=c)

valamely c > 0 konstanssal. A 2.1 T¶etel alkalmaz¶as¶aval kereshetÄunk olyan
reprezent¶aci¶ot, amelyre Cov(X) = §.

Cov(X) = Cov(¹ + RAU) = AE(R2)Cov(U)AT ;

felt¶eve, hogy E(R2) < 1. Legyen Y » Nn(0; In). Akkor Y =d kYkU, ahol
kYk fÄuggetlen U-t¶ol. Tov¶abb¶a, mivel kYk2 » Â2

n, E(kYk2) = n. Mivel pedig
Cov(Y) = In, bel¶athatjuk, hogy amennyiben U egyenletes eloszl¶as¶u az Rn

egys¶eghipergÄombj¶en, akkor Cov(U) = In=n. ¶Igy Cov(X) = AATE(R2)=n.
A Á¤(s) = Á(s=c) karakterisztikus fÄuggv¶eny v¶alaszt¶as¶aval (c = E(R2)=n) azt
kapjuk, hogy Cov(X) = §.

Ez¶ert az elliptikus eloszl¶ast teljesen le¶³rja ¹, § ¶es Á, ahol Á ¶ugy v¶alaszthat¶o,
hogy fenn¶alljon Cov(X) = § (ha Cov(X) ¶ertelmezett). Ha Cov(X) a fenti
m¶odon ad¶odik, akkor X eloszl¶as¶at egy¶ertelm}uen meghat¶arozza E(X), Cov(X)
¶es az egydimenzi¶os margin¶alis fÄuggv¶enyeinek t¶³pusa, p¶eld¶aul norm¶alis vagy
t-eloszl¶as.
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2.2 T¶etel. Legyen X » En(¹;§; Á), B q £ n t¶³pus¶u m¶atrix ¶es b 2 Rq.
Akkor

b + BX » Eq(b + B¹;B§BT ; Á) :

Bizony¶³t¶as. Az 1. T¶etel szerint b + BX sztochasztikus reprezent¶aci¶oja

b + BX =d b + B¹ + RBAU :

V¶egezzÄuk el a kÄovetkez}o particion¶al¶ast:

X =

µ
X1

X2

¶
; ¹ =

µ
¹1

¹2

¶
; § =

µ
§11 §12

§21 §22

¶
;

ahol X1 ¶es ¹1 r £ 1 t¶³pus¶u vektorok, §11 pedig r £ r t¶³pus¶u m¶atrix.

2.1 KÄovetkezm¶eny. Legyen X » En(¹;§; Á). Akkor

X1 » Er(¹1;§11; Á) ; X2 » En¡r(¹2;§22; Á) :

Az elliptikus eloszl¶asok margin¶alis eloszl¶asai teh¶at elliptikus eloszl¶asok ¶es
ugyanolyan t¶³pus¶uak (megegyezik a karakterisztikus gener¶atoruk). A kÄovet-
kez}o t¶etel azt fogalmazza meg, hogy az X1 vektorv¶altoz¶o adott X2 melletti
felt¶eteles eloszl¶asa szint¶en elliptikus eloszl¶as, ¶altal¶aban azonban nem az X1

t¶³pus¶aval megegyez}o t¶³pus¶u.

2.3 T¶etel. Legyen X » En(¹;§; Á), § szigor¶uan pozit¶³v de¯nit m¶atrix.
Akkor

X1 j (X2 = x) » Er(~¹; ~§; ~Á) ;

ahol

~¹ = ¹1 + §12§
¡1
22 (x ¡ ¹2) ¶es ~§ = §11 ¡ §12§

¡1
22 §21 :

Tov¶abb¶a ~Á = Á akkor ¶es csak akkor, ha X » Nn(¹;§).

A bizony¶³t¶as ¶es r¶eszletesebb elemz¶es megtal¶alhat¶o Fang, Kotz ¶es Ng (1987)
kor¶abban m¶ar eml¶³tett kÄonyv¶eben.

A kÄovetkez}o lemma azt ¶all¶³tja, hogy fÄuggetlen, elliptikus eloszl¶as¶u, egy
pozit¶³v konstans erej¶eig megegyez}o § sz¶or¶od¶asm¶atrix¶u val¶osz¶³n}us¶egi vek-
torv¶altoz¶ok line¶aris kombin¶aci¶oja elliptikus eloszl¶as¶u marad.

2.1 Lemma. Legyen X » En(¹;§; Á) ¶es ~X » En(~¹; c§; ~Á) k¶et fÄuggetlen
val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o, c > 0 ¶alland¶o. Akkor tetsz}oleges a; b 2 R eset¶en

aX + b ~X » En(a¹ + b~¹;§; Á¤) ;

ahol Á¤(u) = Á(a2u) + ~Á(b2cu).
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Bizony¶³t¶as. A 2.1 De¯n¶³ci¶o alapj¶an elegend}o azt megmutatni, hogy min-
den t 2 Rn eset¶eben

'
aX+b ~X¡a¹¡b~¹

(t) = '
a(X¡¹)

(t)'
b( ~X¡~¹)

(t) =

= Á
¡
(at)T §(at)

¢
~Á
¡
(bt)T (c§)(bt)

¢
=

= Á(a2tT§t) ~Á(b2c tT§t) :

Legyen X » En(¹;§; Á). Felt¶eve, hogy 0 < Var(Xi); Var(Xj) < 1,

½(Xi; Xj) =
Cov(Xi;Xj)p

Var(Xi)Var(Xj)
=

§ijp
§ii§jj

:

Ez megmagyar¶azza, hogy mi¶ert term¶eszetes fÄugg}os¶egi m¶ert¶ek a line¶aris kor-
rel¶aci¶o egyÄuttes nem-degener¶alt (§ii > 0 minden i-re) elliptikus eloszl¶as
eset¶eben. Az R m¶atrixot (Rij = §ij=

p
§ii§jj) az X line¶aris korrel¶aci¶os

m¶atrix¶anak nevezzÄuk. VegyÄuk ¶eszre, hogy ez a de¯n¶³ci¶o ¶altal¶anosabb a
szok¶asosn¶al ¶es az elliptikus eloszl¶asok eset¶eben m¶eg nagyobb jelent}os¶eggel
b¶³r. Mivel az elliptikus eloszl¶ast egy¶ertelm}uen meghat¶arozza ¹, § ¶es Á,
a nem-degener¶alt elliptikus eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o kopul¶aj¶at
egy¶ertelm}uen meghat¶arozza R ¶es Á.

A kÄovetkez}o szakaszban megindokoljuk a Student t-kopula v¶alaszt¶as¶anak
helyess¶eg¶et sz¶els}os¶eges portf¶oli¶o vesztes¶egek modellez¶es¶ere.

3 Student t-kopul¶ak

Ha X sztochasztikus reprezent¶aci¶oja

X =d ¹ +

p
ºp
S

Z ;

ahol ¹ 2 Rn, S » Â2
º ¶es Z » Nn(0;§) fÄuggetlenek, akkor X n-v¶altoz¶os tº

eloszl¶as¶u ¹ v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel (ha º > 1) ¶es º
º¡2§ kovarianciam¶atrixszal (ha

º > 2). Ha º · 2, akkor Cov(X) nem ¶ertelmezett. Ebben az esetben § az
X eloszl¶asa alakparam¶eter¶enek tekintend}o.

A tº eloszl¶as¶u X val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o kopul¶aja a kÄovetkez}ok¶eppen
adhat¶o meg

Ct
º;R(u) = tnº;R

¡
t¡1
º (u1); . . . ; t

¡1
º (un)

¢
;

ahol Rij = §ij=
p

§ii§jj , i; j 2 f1; . . . ; n g ¶es ahol tnº;R jelÄoli a
p

ºY=
p

S

eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et, tov¶abb¶a S » Â2
º ¶es Y » Nn(0;R) fÄuggetlenek. Itt tº

jelÄoli a tnº;R megegyez}o margin¶alis fÄuggv¶enyeit, vagyis a
p

ºY1=
p

S eloszl¶as-
fÄuggv¶eny¶et. K¶etv¶altoz¶os esetben a kopula a kÄovetkez}o alakban ¶³rhat¶o:

Ct
º;R(u; v) =

Z t¡1
º (u)

¡1

Z t¡1
º (v)

¡1

1

2¼
p

1 ¡ R2
12

µ
1 +

s2 ¡ 2R12st + t2

º(1 ¡ R2
12)

¶¡ º+2
2

dsdt :



Val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶asok sz¶elfÄugg}os¶ege, t}ozsdeindex portf¶oli¶o. . . 85

Itt R12 egyszer}uen a megfelel}o k¶etv¶altoz¶os tº (º > 2) eloszl¶as line¶aris kor-
rel¶aci¶os egyÄutthat¶oja.

Ha (X1;X2)T standard k¶etv¶altoz¶os t-eloszl¶as¶u º szabads¶agfokkal ¶es R
line¶aris korrel¶aci¶o m¶atrixszal, akkor X2 j (X1 = x) szint¶en t-eloszl¶as¶u º + 1
szabads¶agfokkal ¶es

E(X2 j X1 = x) = R12x ; Var(X2 j X1 = x) =
º + x2

º + 1
(1 ¡ R2

12) :

Ezt felhaszn¶alhatjuk annak igazol¶as¶ara, hogy a t-kopula rendelkezik fels}o (¶es
a radi¶alis szimmetria kÄovetkezt¶eben) als¶o sz¶elfÄugg}os¶eggel:

¸U = 2 lim
x!1

P (X2 > x j X1 = x) = 2 lim
x!1

tº+1

Ãr
º + 1

º + x2

x ¡ R12xp
1 ¡ R2

12

!
=

= 2 lim
x!1

tº+1

Ãs
º + 1

º=x2 + 1

p
1 ¡ R12p
1 + R12

!
=

= 2 tº+1

µp
º + 1

p
1 ¡ R12p
1 + R12

¶
:

A fenti ÄosszefÄugg¶es azt mutatja, hogy a fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶o R12

nÄovekv}o, m¶³g a º szabads¶agfoknak csÄokken}o fÄuggv¶enye, amint az v¶arhat¶o.
Tov¶abb¶a az is l¶athat¶o, hogy a fels}o (als¶o) sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶o z¶erushoz
konverg¶al, ha a szabads¶agfok v¶egtelenbe tart ¶es R12 < 1. A kÄovetkez}o
t¶abl¶azatban a k¶etv¶altoz¶os t-kopula fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oi tal¶alhat¶ok
n¶eh¶any R12, illetve º ¶ert¶ekre.

º R12 = ¡0:5 R12 = 0 R12 = 0:5 R12 = 0:9 R12 = 1
2 0.06 0.18 0.39 0.72 1
4 0.01 0.08 0.25 0.63 1
10 0.00 0.01 0.08 0.46 1
1 0 0 0 0 1

1. t¶abl¶azat. A k¶etv¶altoz¶os t-kopula fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oj¶anak ¶ert¶ekei

A t¶abl¶azat utols¶o sora a k¶etv¶altoz¶os Gauss kopul¶at jellemzi, amelynek
nincsen fels}o sz¶elfÄugg}os¶ege (¶es a sz¶elfÄugg}os¶eg radi¶alis szimmetri¶aja kÄovetkez-
t¶eben als¶o sz¶elfÄugg}os¶ege), ¶³gy sz¶els}os¶eges vesztes¶eg vizsg¶alat¶ara a Gauss ko-
pula nem alkalmas. Az elliptikus kopul¶ak sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oinak r¶esz-
letesebb vizsg¶alata megtal¶alhat¶o Embrechts, Mikosch, ¶es KlÄuppelberg (1997)
kÄonyv¶eben.

A Ct
º;R kopul¶ab¶ol kÄonnyen gener¶alhat¶o v¶eletlen v¶altoz¶o az

X =d ¹ +

p
ºp
S

Z

ÄosszefÄugg¶es felhaszn¶al¶as¶aval. Az algoritmus a kÄovetkez}o:
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² n sz¶am¶u eszkÄoz (n > 2) eset¶eben el}oszÄor meghat¶arozzuk az eszkÄozhoza-
mokat, majd ezek R kovariancia m¶atrix¶at.

² El}o¶all¶³tjuk az R m¶atrix Cholesky dekompoz¶³ci¶oj¶at. (Mivel R pozit¶³v
de¯nit m¶atrix, a felbont¶as l¶etezik, vagyis van olyan n £ n t¶³pus¶u A
m¶atrix, amellyel R = AAT .)

² Gener¶alunk n sz¶am¶u, fÄuggetlen standard norm¶alis eloszl¶as¶u v¶altoz¶ot,
amelyeket a z = (z1; . . . ; zn)T vektorban foglaljuk egybe.

² Gener¶alunk egy, a z1; . . . ; zn v¶altoz¶okt¶ol fÄuggetlen, Â2
º eloszl¶as¶u s val¶o-

sz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot.

² Meghat¶arozzuk az y = Az vektort.

² Meghat¶arozzuk az x =
p

ºp
s
y vektort.

² Meghat¶arozzuk az ui = tº(xi), i = 1; . . . ; n koordin¶at¶akat.

² (u1; . . . ; un)T » Ct
º;R, ezzel l¶etrehoztuk a kopul¶at.

4 Sz¶els}os¶eges hozam vesztes¶egek modellez¶ese
t-kopula alkalmaz¶as¶aval

A vizsg¶alat sor¶an 37 kÄulÄonbÄoz}o nemzetkÄozi t}ozsdeindex hozam¶anak alakul¶as¶at
elemeztÄuk. A t}ozsdeindex adatokat2 1998. ¶aprilis 30-t¶ol 2002. febru¶ar 20-ig
vettÄuk ¯gyelembe. Ez indexenk¶ent 990, Äosszesen 36631 ¶arfolyamadatot je-
lent. Tekintettel arra, hogy az Äunnepnapok |¶³gy a t}ozsdei szÄunnapok is|
orsz¶agonk¶ent jelent}os elt¶er¶est mutatnak, tÄobb alkalommal kellett ¶atlagol¶asos
adatp¶otl¶ast v¶egezni. Az adatp¶otl¶asok ar¶anya alig haladja meg a 6,5%-ot.

A t}ozsdeindex hozamok sz¶am¶³t¶asakor az al¶abbi formul¶akat alkalmaztuk:

r¤
t = ln

Pt

Pt¡1
= lnPt ¡ lnPt¡1

rt = etr
¤
t

ahol

Pt : a t}ozsdeindex ¶arfolyama a t id}opontban,

r¤
t : a t}ozsdeindex hozama a t id}opontban,

et : az USD (USA doll¶ar) ¶arfolyama a t id}opontban,

rt : az USD-re ¶atsz¶am¶³tott t}ozsdeindex ¶arfolyam a t id}opontban.

A kÄulÄonbÄoz}o nemzetkÄozi hozamadatok jellemz}oinek Äosszehasonl¶³that¶os¶aga
¶erdek¶eben szÄuks¶eges, hogy egy devizab¶azison elemezzÄuk }oket. Ennek jogoss¶a-
g¶at egy p¶eld¶aval vil¶ag¶³tjuk meg. TegyÄuk fel, hogy k¶et kÄulÄonbÄoz}o t}ozsdeindex

2Az adatokat a Yahoo Finance internetes szolg¶altat¶o oldalair¶ol gy}ujtÄottÄuk.
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hozamainak eloszl¶asa norm¶alis, v¶arhat¶o ¶ert¶ekÄuk, sz¶or¶asuk |mely ebben az
esetben a hozamingadoz¶asb¶ol ad¶od¶o kock¶azatot j¶ol fejezi ki| azonos. Ameny-
nyiben egyik befektet¶esÄunk CHF-ben (sv¶ajci frank), a m¶asik pedig egy je-
lent}osen nagyobb volatilit¶as¶u deviz¶aban (pl. orosz rubelben) van, nem mond-
hatjuk, hogy k¶et befektet¶esÄunk kock¶azata azonos. Amennyiben a vizsg¶alt
id}oszak alatt a k¶et t}ozsdeindex devizanem¶enek ¶arfolyama megv¶altozik, nem
besz¶elhetÄunk azonos kock¶azati szintr}ol. A befektet}ok |mind a mag¶anszem¶e-
lyek, mind pedig az int¶ezm¶enyiek| kÄonyvel¶esi, poz¶³ci¶onyilv¶antart¶asi rend-
szere minden esetben egy-egy konkr¶et valutanemhez kÄot}odik. Ebb}ol ad¶od¶oan
amennyiben ett}ol a valutanemt}ol elt¶er}o befektet¶est eszkÄozÄolnek, a megt¶erÄul¶es
sz¶am¶³t¶asakor ¯gyelembe kell venniÄuk a deviza¶arfolyam v¶altoz¶as¶anak hat¶asait.
K¶et elt¶er}o deviz¶aj¶u befektet¶es hozamainak jellemz}oit csak azonos devizab¶a-
zison tudjuk teh¶at Äosszevetni. A nemzetkÄozi valut¶aris rendszer f}o jellemz}oit
¯gyelembe v¶eve elmondhatjuk, hogy az ¶ert¶ekm¶er}o szerepkÄor¶eben hossz¶u id}o
¶ota, mind a mai napig az USD szinte az egyetlen haszn¶alatos eszkÄoz. 1992-
ben a vil¶ag nemzetkÄozi kereskedelm¶enek 47,2%-a USA doll¶arban bonyol¶odott.
A jegybankok tartal¶ekait 61%-ban USD-ben k¶epezt¶ek meg 1997-ben. Mind-
ezek indokolj¶ak az USD referencia valutanemk¶ent val¶o alkalmaz¶as¶at. Hozam-
adatainkat teh¶at USA doll¶ar b¶azison hasonl¶³tjuk Äossze.

Els}ok¶ent az indexeket egyenl}oen s¶ulyoztuk ¶es ¶³gy alak¶³tottunk ki egy port-
f¶oli¶ot. Ennek a portf¶oli¶onak a sz¶els}os¶eges vesztes¶egeit modelleztÄuk t-kopu-
l¶akkal. Az eredm¶enyeket a sz¶els}os¶eges vesztes¶egek felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekei-
vel illusztr¶altuk. A vesztes¶egek felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶er}ol j¶o Äosszefoglal¶ast
tal¶alunk Acerbi ¶es Tasche (Acerbi, C., Tasche, D., (2002)) tanulm¶any¶aban.
EsetÄunkben a vesztes¶egek felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekeit a megfelel}o sz¶am¶u |
csÄokken}o sorba rendezett| sz¶els}os¶eges vesztes¶egek ¶atlag¶aval becsÄuljÄuk.

1. ¶abra. Sz¶els}os¶eges vesztes¶egek felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekei kÄulÄonbÄoz}o szabads¶agfokok eset¶eben

Szélsőséges veszteségek feltételes várható 
értékei

-0.00090 

-0.00080 

-0.00070 

-0.00060 

-0.00050 

-0.00040 

-0.00030 

-0.00020 

-0.00010 

-  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tényadatok
szf=5
szf=10
szf=15
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Az eredm¶enyeket az 1. ¶abra illusztr¶alja. A v¶³zszintes tengelyen azon
sz¶els}os¶eges vesztes¶egek sz¶ama szerepel, melyet ¯gyelembe vettÄunk a felt¶eteles
v¶arhat¶o vesztes¶eg becsl¶esekor. Az 1-es ¶ert¶ek azt jelenti, hogy csup¶an a
legsz¶els}os¶egesebb egyetlen vesztes¶egadatot vettÄuk ¯gyelembe. A 2, 3, . . ., 10
¶ert¶ek eset¶eben pedig a 2, 3, . . ., 10 legnagyobb vesztes¶eg alapj¶an sz¶am¶³tottuk
a felt¶eteles v¶arhat¶o vesztes¶eget.

A sz¶am¶³tott eredm¶enyek alapj¶an l¶athat¶o, hogy a kÄulÄonbÄoz}o szabads¶agfok¶u
kopul¶ak kÄozÄul legink¶abb a 10 szabads¶agfok¶u Student t-kopula kÄozel¶³ti meg
a t¶enyadatokat. L¶athat¶o tov¶abb¶a az is, hogy a szabads¶agfok nÄoveked¶es¶evel
a modellezett sz¶els}os¶eges vesztes¶egek |melyeket a fÄugg}oleges tengelyen m¶e-
rÄunk| csÄokkennek. Az 5 szabads¶agfok¶u kopula t¶ulbecsli, a 15 pedig jelent}o-
sen alulbecsli a portf¶oli¶o sz¶els}os¶eges vesztes¶egek miatti kock¶azat¶at. Meg kell
jegyeznÄunk, hogy a szabads¶agfok nÄoveked¶es¶evel, v¶egtelenhez val¶o tart¶as¶aval a
modellÄunk kÄozel¶³ti a tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as modellj¶et, ahol a hozamok
fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aja norm¶alis, a sz¶els}os¶eges vesztes¶egek fÄugg}os¶egi mutat¶oja
z¶erus, teh¶at azok fÄuggetlenek. Min¶el ink¶abb kÄozeledik a szabads¶agfok a 2-
es (minim¶alis) ¶ert¶ek¶ehez, egyr¶eszt ann¶al ink¶abb vastag eloszl¶assz¶elekkel ren-
delkeznek a portf¶oli¶ot alkot¶o egyedi eszkÄozÄok hozameloszl¶asai, m¶asr¶eszt pedig
azok fÄugg}os¶ege egyre ink¶abb er}osÄodik, a vesztes¶egek (nem v¶art sz¶els}os¶eges
esem¶enyek) egyÄuttes bekÄovetkez¶es¶enek kock¶azata nÄovekszik.

A bevezet}oben m¶ar utaltunk r¶a, hogy az 1990-es ¶evek v¶eg¶en megjelentek
azok a modellek, melyek a huszadik sz¶azad kÄozep¶et}ol szinte egyeduralkod¶o
Markowitz modellben alkalmazott portf¶oli¶o varianci¶an, mint kock¶azatm¶er-
t¶eken t¶ull¶epnek. Rockafellar ¶es Uryasev a felt¶eteles kock¶aztatott ¶ert¶eket
(CVaR) minimaliz¶al¶o modellt dolgozott ki (Rockafellar, R. T., Uryasev, S.,
(2000)). Az elj¶ar¶as l¶enyege, hogy rÄogz¶³tett hozamszint mellett a modell ¶ugy
optimaliz¶alja a portf¶oli¶ot, hogy a sz¶els}os¶eges portf¶oli¶o vesztes¶eg minim¶alis
legyen. Azt, hogy mit tekintÄunk sz¶els}os¶eges vesztes¶egnek |vagyis azt, hogy
a sorbarendezett vesztes¶egek kÄozÄul a legnagyobbak kÄozÄul mennyit veszÄunk ¯-
gyelembe| mi magunk hat¶arozhatjuk meg. Az optimaliz¶al¶o feladat line¶aris
programoz¶asi m¶odszerrel oldhat¶o meg, ¶es a Markowitz modellhez hasonl¶oan
szerkeszthet}ok a hat¶ekony felÄuletek.

EsetÄunkben a fent eml¶³tett line¶aris programoz¶asi probl¶ema az al¶abbiak
szerint ¶³rhat¶o fel:

min
x;Ã

·
¡Ã +

1

[N®]
eT z

¸

az al¶abbi felt¶etelek mellett:
z > y ;

z > 0 ;

eTx = 1 ;

rTx = R ;

z ¸ 0 ;

ahol

z = y ¡ eÃ a Ã-t meghalad¶o vesztes¶egek m¶ert¶eke,
y 2 Rn vesztes¶egvektor,
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x 2 Rn s¶ulyvektor,

Ã skal¶ar mesters¶eges v¶altoz¶o,

e 2 Rn egys¶egvektor,

N az adott t}ozsdeindex hozamvektora elemeinek sz¶ama,

1 ¡ ® megb¶³zhat¶os¶agi szint,

r 2 Rn v¶arhat¶o hozam vektor,

R a portf¶oli¶o elv¶art hozama,

0 2 Rn null-vektor.

L¶etrehoztunk egy olyan indexportf¶oli¶ot, amely 1 ¡ ® = 0;995 (99,5%-os)
megb¶³zhat¶os¶agi szint mellett kerÄult optimaliz¶al¶asra a fenti feladat szerint,
ami azt jelenti, hogy egy kÄorÄulbelÄul 1000-es (N = 990) mintanagys¶ag eset¶en
az Äot legsz¶els}os¶egesebb vesztes¶eg el}ofordul¶as¶anak val¶osz¶³n}us¶eg¶et minimaliz¶al-
ja a modell relat¶³ve magas elv¶art napi hozam (R = 0;0008) mellett. Az
eredm¶enyeket a 2. ¶abra mutatja.

A 2. ¶abr¶ar¶ol leolvashat¶o, hogy am¶³g az egyenl}o s¶ulyoz¶as (ld. 1. ¶abra) eset¶e-
ben a 15 szabads¶agfok¶u Student f¶ele t-kopula jelent}osen al¶abecsÄulte az extr¶em
vesztes¶egek miatti kock¶azatot, addig az optimaliz¶alt portf¶oli¶o eset¶eben m¶ar
szigni¯k¶ansan t¶ulbecsli azt. A sz¶els}os¶eges portf¶oli¶ovesztes¶egeket a 15 ¶es 25
szabads¶agfok kÄozÄotti kopul¶ak becslik j¶ol.

Amennyiben csÄokkentjÄuk az el}o¶³rt hozamszintet (R = 0), kev¶esb¶e kock¶a-
zatos portf¶oli¶okhoz juthatunk. Egy ilyen alacsony hozam¶u, kÄovetkez¶esk¶eppen
alacsony sz¶els}os¶eges vesztes¶egek miatti kock¶azat¶u portf¶oli¶o elemz¶es¶enek ered-
m¶enyeit mutatja a 3. ¶abra.

2. ¶abra. Optimaliz¶alt, magas kock¶azat¶u portf¶oli¶ok vesztes¶egeinek modellez¶ese t-kopul¶aval
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3. ¶abra. Optimaliz¶alt, alacsony kock¶azat¶u portf¶oli¶ok vesztes¶egeinek modellez¶ese t-kopul¶aval

A k¶et optimaliz¶alt portf¶oli¶o sz¶els}os¶eges vesztes¶egeinek modellez¶ese alapj¶an
arra a meg¶allap¶³t¶asra juthatunk, hogy mindk¶et esetben 15 ¶es 25 szabads¶agfok
kÄoz¶e esik annak a Student f¶ele t-kopul¶anak a szabads¶agfoka, amely j¶ol kÄozel¶³ti
a t¶enyleges sz¶els}os¶eges vesztes¶egeket.

A fenti eredm¶enyek azt mutatj¶ak, hogy a sz¶els}os¶eges portf¶oli¶o vesztes¶egnek
k¶et alapvet}o oka van. Egyr¶eszt az egyedi hozameloszl¶asok vastag eloszl¶assz¶el
jelleg¶et modelleztÄuk azzal, hogy v¶eges szabads¶agfok¶u (º ¿ 50) Student f¶ele t-
margin¶alis eloszl¶asokat alkalmaztunk, m¶asr¶eszt pedig a sz¶els}os¶eges vesztes¶egek
|norm¶alisn¶al nagyobb| egyÄuttes bekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶et modelleztÄuk
¶ugy, hogy a sz¶els}os¶eges vesztes¶egek fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶at Student f¶ele t-ko-
pul¶aval kÄozel¶³tettÄuk. L¶athattuk azt is, hogy a szabads¶agfok becsl¶esek j¶o pr¶o-
b¶aj¶at adhatj¶ak a kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶o optimaliz¶al¶o modellek hat¶asoss¶ag¶anak.
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ANALYSING EXTREME PORTFOLIO LOSSES USING COPULA

Integrated risk management (IRM) is concerned with the quantitative description
of risks to a ¯nancial business. In this paper Student t copula was used as a practical
instrument to generate Monte Carlo scenarios of extreme portfolio losses. It was
found that the optimal degree of freedom of the Student copula lies between 15 and
25. It was also shown that the degrees of freedom's estimates serve as good test of
e±ciency for di®erent portfolio optimization models.
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T}OKEPIACOK KOCK¶AZATI HAT¶ASAI A P¶ENZÄUGYI
KONGLOMER¶ATUMOKBAN1

SZÄULE BORB¶ALA
Budapesti Corvinus Egyetem

A szakirodalom a p¶enzÄugyi konglomer¶atumokkal kapcsolatban gyakran a koc-
k¶azatcsÄokkent¶esi tendenci¶akra f¶okusz¶al. A tanulm¶anyban a bankok ¶es bizto-
s¶³t¶ok egyÄuttm}ukÄod¶es¶evel l¶etrejÄov}o p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kock¶azat¶ahoz
kapcsol¶od¶oan a kock¶azatv¶allal¶asi dÄont¶esekkel foglalkozom. A Ph.D.-kuta-
t¶asaim sor¶an kialak¶³tott elemz¶esi kereten belÄul bemutatom, hogy a kong-
lomer¶atumon belÄul l¶etrejÄov}o bels}o t}okepiac, illetve a kÄuls}o ¯nansz¶³roz¶asra
lehet}os¶eget biztos¶³t¶o kÄuls}o t}okepiac jellemz}oi befoly¶asolj¶ak a p¶enzÄugyi konglo-
mer¶atumban l¶etrejÄov}o kock¶azatv¶allal¶as m¶ert¶ek¶et: a tanulm¶anyban levezetem,
hogy a r¶esztvev}o int¶ezm¶enyek kock¶azatv¶allal¶as¶anak optim¶alis szintje a p¶enz-
Äugyi konglomer¶atum l¶etrejÄottekor nÄovekedhet is.

Bevezet¶es

Ez az ¶³r¶as a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kock¶azat¶aval foglalkozik. A bankok
¶es biztos¶³t¶ok r¶eszv¶etel¶evel m}ukÄod}o p¶enzÄugyi konglomer¶atumok t¶erh¶od¶³t¶asa
a fejlett orsz¶agok egy r¶esz¶eben az ut¶obbi ¶evekben indult meg; szerte¶agaz¶o
hat¶asaik miatt a folyamat kÄovetkezt¶eben el}o¶all¶o kock¶azat-v¶altoz¶asok pedig
a kezdetekt}ol a szakmai ¶erdekl}od¶es kÄoz¶eppontj¶aban ¶alltak. A banki ¶es biz-
tos¶³t¶asi tev¶ekenys¶eggel is foglalkoz¶o p¶enzÄugyi konglomer¶atumok l¶etrehoz¶asa
nem jelenti a k¶et int¶ezm¶eny t}ok¶ej¶enek, illetve ¶allom¶anyainak teljes egyes¶³t¶es¶et
| az egyÄuttm}ukÄod¶est sz¶amos szab¶aly korl¶atozza, amelyek a kÄulÄonbÄoz}o p¶enz-
Äugyi szolg¶altat¶asokat ig¶enybe vev}ok kÄovetel¶eseinek biztons¶ag¶at is hivatottak
v¶edeni. Egyebek mellett az egy csoporton belÄul tÄobbf¶ele p¶enzÄugyi int¶ezm¶enyt
kombin¶al¶o szervezetek potenci¶alis vesz¶elyeit tekintve a bankok ¶es biztos¶³t¶ok
egyÄuttm}ukÄod¶es¶en alapul¶o p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kock¶azatainak vizs-
g¶alata az int¶ezm¶enyi stabilit¶as esetleges v¶altoz¶asa miatt is id}oszer}u t¶ema.
A tanulm¶any a kÄovetkez}o k¶erd¶es megv¶alaszol¶as¶ahoz igyekszik hozz¶aj¶arulni:
a p¶enzÄugyi int¶ezm¶enyek kock¶azata nÄovekszik vagy csÄokken-e a p¶enzÄugyi kong-
lomer¶atumok megjelen¶ese r¶ev¶en?

A tanulm¶any a kock¶azat sz¶amos lehets¶eges aspektusa |p¶eld¶aul a b¶et¶ahoz
kapcsol¶od¶o elemz¶esek [19], illetve egy¶eb mutat¶osz¶amok [14]| kÄozÄul a kock¶a-
zatv¶allal¶asra gyakorolt hat¶asokkal foglalkozik. A t¶em¶ahoz kapcsol¶od¶o szak-
irodalomban viszonylag ritk¶ak azok az ¶³r¶asok, amelyek a banki ¶es biztos¶³t¶asi
tev¶ekenys¶eg kombin¶al¶as¶aval l¶etrehozott szervezetek kock¶azatait elemzik. A
tanulm¶anyban ezt a k¶erd¶est egy |a Ph.D. disszert¶aci¶omban bemutatott,

1Be¶erkezett: 2005. janu¶ar 20. E-mail: borbala.szule@uni-corvinus.hu.



94 SzÄule Borb¶ala

Äon¶all¶o fejleszt¶es}u| elm¶eleti modell keret¶eben vizsg¶alom. A kÄovetkez}okben
el}oszÄor pontos¶³tom a vizsg¶alt t¶ema kereteit, amelyet a tanulm¶any eredm¶enyei-
nek bemutat¶asa kÄovet.

A p¶enzÄugyi konglomer¶atumok ¶es kock¶azataik
a gyakorlatban

Az Eur¶opai Uni¶oban a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kock¶azataival foglalkoz¶o
direkt¶³va [20] olyan csoportk¶ent de¯ni¶alja a p¶enzÄugyi konglomer¶atumokat,
amelyeknek egyik r¶esze a biztos¶³t¶asi szektorba, legal¶abb egy m¶asik r¶esze pedig
a banki vagy befektet¶esi szektorba tartozik:

,,¯nancial conglomerate shall mean a group . . . at least one of the
entities in the group is within the insurance sector and at least
one is within the banking or investment services sector."

Egy m¶asik de¯n¶³ci¶o [7] a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok fogalm¶at a kÄovet-
kez}ok¶eppen hat¶arozza meg:

,,A p¶enzÄugyi konglomer¶atum a v¶allalkoz¶asok olyan, egys¶eges ir¶a-
ny¶³t¶as ¶es ellen}orz¶es alatt ¶all¶o, egy gazdas¶agi egys¶eget k¶epez}o cso-
portja, amelyen belÄul a v¶allalkoz¶asok ¶altal folytatott p¶enzÄugyi
tev¶ekenys¶eg meghat¶aroz¶o (kiz¶ar¶olagos vagy domin¶ans) jelent}os¶eg-
gel b¶³r, vagy e tev¶ekenys¶eg a fokozott (a v¶allalkoz¶asok eset¶eben
¶altal¶aban nem alkalmazott) ¶allami felÄugyelet szempontj¶ab¶ol prob-
l¶em¶akat vet fel."

A p¶enzÄugyi konglomer¶atumok elterjedts¶ege tekintet¶eben az egyes orsz¶agok
sz¶amottev}oen kÄulÄonbÄoznek. M¶³g p¶eld¶aul az EgyesÄult ¶Allamokban 1999-ig (a
Gramm-Leach-Bliley Act elfogad¶as¶aig) a bankok ¶es biztos¶³t¶ok egyÄuttm}ukÄod¶e-
s¶et jogilag is er}oteljesen korl¶atozt¶ak, m¶as orsz¶agokban az 1990-es ¶evekben m¶ar
jelent}os volt a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok szerepe (Ausztr¶ali¶aban p¶eld¶aul
1996-ban a p¶enzÄugyi rendszer Äosszes eszkÄoz¶allom¶any¶anak mintegy 80 sz¶azal¶eka
tartozott p¶enzÄugyi konglomer¶atumokhoz,2 [2]). Az Eur¶opai Uni¶o tag¶alla-
maiban a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok elterjedts¶ege szint¶en vegyes k¶epet mu-
tat: 2000-ben p¶eld¶aul Belgiumban ¶es Hollandi¶aban a bankbet¶etek terÄulet¶en
a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok r¶eszesed¶ese meghaladta a 90 sz¶azal¶ekot, m¶³g
ugyanez az ar¶any ekkor N¶emetorsz¶agban 10 sz¶azal¶ek kÄorÄul volt [9]. Magyar-
orsz¶agon tulajdonl¶ason, illetve kÄozÄos anyav¶allalaton keresztÄul megval¶osul¶o
egyÄuttm}ukÄod¶es is meg¯gyelhet}o a hitelint¶ezetek ¶es biztos¶³t¶ok kÄozÄott (2003
v¶eg¶en az ezen egyÄuttm}ukÄod¶esekben r¶esztvev}o hitelint¶ezetek Magyarorsz¶agon
meghat¶aroz¶o piaci r¶eszesed¶essel b¶³rtak, [11]).

2Az ausztr¶al int¶ezm¶enyek eset¶eben p¶enzÄugyi konglomer¶atumnak a banki, biztos¶³t¶asi ¶es
alapkezel¶esi (funds management) tev¶ekenys¶eg kÄozÄul legal¶abb kett}o tev¶ekenys¶eget v¶egz}o
int¶ezm¶enyeket tekintett¶ek. A p¶enzÄugyi konglomer¶atumok leggyakoribb form¶aja a banki ¶es
biztos¶³t¶asi tev¶ekenys¶eget kombin¶alta.
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A p¶enzÄugyi konglomer¶atumok eset¶eben a kock¶azat vizsg¶alata az¶ert is
fontos k¶erd¶es, mert a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azatok kezel¶ese a bankok ¶es biztos¶³t¶ok
tev¶ekenys¶eg¶enek is kÄozponti terÄulete. A bankok ,,klasszikus" tev¶ekenys¶ege
abban ¶all, hogy bet¶etek elfogad¶asa ¶es hitelek ny¶ujt¶asa r¶ev¶en kÄozrem}ukÄodnek a
megtakar¶³t¶asok beruh¶az¶asokk¶a tÄort¶en}o alakul¶as¶aban, ami azt is eredm¶enyezi,
hogy a bankok m¶erleg¶eben az eszkÄozÄok kÄozÄott jelent}os szerepe van a hi-
tel¶allom¶anynak, m¶³g a forr¶asok kÄozÄott a bet¶etek rendelkeznek nagy s¶ullyal.
(Magyarorsz¶agon 2003 harmadik negyed¶ev¶eben p¶eld¶aul a bankszektor eszkÄoz-
¶allom¶any¶an belÄul a hitelek 64 sz¶azal¶ekot, a forr¶asok kÄozÄott a bet¶etek pedig
58 sz¶azal¶ekot k¶epviseltek, [15].) A banki kock¶azatokon belÄul a hitelkock¶azat
jelent}os¶eg¶et t¶amasztj¶ak al¶a egy t¶em¶ahoz kapcsol¶od¶o vizsg¶alat [13] eredm¶enyei
is, amelyek szerint a bankok eset¶eben a kock¶azati pro¯lt meghat¶aroz¶o egyik
legfontosabb t¶enyez}o a piaci, illetve p¶eld¶aul a m}ukÄod¶esi kock¶azatokon t¶ul a
hitelkock¶azat (a gazdas¶agi t}oke-szÄuks¶eglet |economic capital| Äosszess¶eg¶eben
55 sz¶azal¶ekban a hitelkock¶azatra vezethet}o vissza).

A bankok ¶es biztos¶³t¶ok ,,klasszikus" tev¶ekenys¶eg¶enek kock¶azatai nagyr¶eszt
elt¶ernek egym¶ast¶ol: a biztos¶³t¶ok eset¶eben a f}o kock¶azati forr¶ast a biztos¶³t¶asi
szerz}od¶esekben meghat¶arozott biztos¶³t¶asi kock¶azat ¶es a d¶³jtartal¶ekok befek-
tet¶es¶eb}ol sz¶armaz¶o befektet¶esi kock¶azat jelentik (err}ol r¶eszletesebb le¶³r¶as [17]-
ben ¶es [18]-ban tal¶alhat¶o). A biztos¶³t¶okn¶al emellett kÄulÄonbs¶eg van az ¶eletbiz-
tos¶³t¶ok ¶es a nem-¶eletbiztos¶³t¶ok kÄozÄott is [1]: a biztos¶³t¶ok kock¶azatait elemezve
egy tanulm¶any [13] p¶eld¶aul meg¶allap¶³totta, hogy a nem-¶eletbiztos¶³t¶asok eset¶e-
ben a kock¶azati pro¯lt er}osebben befoly¶asolta a nem-¶eletbiztos¶³t¶asi kock¶azat,
mint amekkora hat¶asa az ¶eletbiztos¶³t¶asok eset¶eben az ¶eletbiztos¶³t¶asi kock¶a-
zatnak volt. Az ¶eletbiztos¶³t¶okn¶al a kock¶azati pro¯lt nagyr¶eszt a piaci, illetve
ALM (Asset-Liability Management: eszkÄoz-forr¶as menedzsel¶esi) kock¶azatok
befoly¶asolt¶ak.

A gyakorlatban a bankok ¶es biztos¶³t¶ok kock¶azatainak kÄor¶eben a ,,klasszi-
kus" tev¶ekenys¶egÄukkel j¶ar¶o kock¶azatokon t¶uli kock¶azatok is tal¶alhat¶ok. A
bankok eset¶eben p¶eld¶aul az eszkÄozÄok kÄozÄott az ¶ert¶ekpap¶³r-¶allom¶anynak sze-
repe van a piaci kock¶azat megjelen¶es¶eben, illetve a bankokn¶al ¶es biztos¶³t¶okn¶al
egyar¶ant el}ofordulhatnak a m¶asik int¶ezm¶enyt}ol transzfer¶alt kock¶azatok is
(a hitelkock¶azat a biztos¶³t¶ok fel¶e p¶eld¶aul banki r¶eszv¶enyek vagy kÄotv¶enyek
v¶as¶arl¶as¶aval, a biztos¶³t¶asi kock¶azat a bankok fel¶e pedig p¶eld¶aul katasztr¶ofa-
kÄotv¶enyek alkalmaz¶as¶aval transzfer¶alhat¶o). A p¶enzÄugyi konglomer¶atumok
kock¶azata alapvet}oen k¶et forr¶asb¶ol sz¶armazhat: egyr¶eszt a biztos¶³t¶ok ¶es a
bankok eredeti kock¶azataib¶ol, m¶asr¶eszt pedig azokb¶ol a hat¶asokb¶ol, amelyek
a biztos¶³t¶o ¶es a bank p¶enzÄugyi konglomer¶atumban tÄort¶en}o egyÄuttm}ukÄod¶ese
kÄovetkezt¶eben jÄonnek l¶etre. Az Eur¶opai Uni¶oban a p¶enzÄugyi konglomer¶a-
tumok kock¶azatainak felm¶er¶es¶evel foglalkoz¶o direkt¶³va egyebek mellett ezzel
ÄosszefÄugg¶esben a t}okemegfelel¶es, a kock¶azat-koncentr¶aci¶o, a csoporton belÄuli
tranzakci¶ok, illetve a bels}o kock¶azatkezel¶esi elj¶ar¶asok terÄulet¶et ¶erinti.
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Kor¶abbi kutat¶asi eredm¶enyek

A tanulm¶any alapk¶erd¶ese a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kock¶azat¶ahoz kapcso-
l¶odik; ezzel ÄosszefÄugg¶esben pedig f}ok¶ent ahhoz, hogy a bankok ¶es biztos¶³t¶ok
tev¶ekenys¶eg¶enek (r¶eszleges) kombin¶al¶asa nÄoveli vagy csÄokkenti-e a kock¶a-
zatv¶allal¶ast. Ezt a k¶erd¶est a tanulm¶any a ¯nansz¶³roz¶asi forr¶asokat jelent}o
t}okepiacok hat¶as¶anak ¯gyelembev¶etel¶evel vizsg¶alja. Az ig¶enybevett forr¶asok
kÄolts¶eg¶enek az int¶ezm¶enyi kock¶azatv¶allal¶assal val¶o kapcsolata (azaz a t}oke-
piaci ,,fegyelem"), illetve a bels}o t}okepiac kiterjedts¶ege alapj¶an a tanulm¶any
az optim¶alis kock¶azatv¶allal¶as szintj¶enek alakul¶as¶at elemzi. A szakirodalom
ezen t¶em¶ahoz kapcsol¶od¶o eddigi eredm¶enyei a tanulm¶anyban felv¶azolt k¶erd¶es-
nek ¶altal¶aban az egyik r¶esz¶et hangs¶ulyozz¶ak; az eddigi elemz¶esek f}ok¶ent vagy
a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kock¶azatm¶odos¶³t¶o hat¶as¶aval (p¶eld¶aul [6,3]),
vagy pedig a t}okepiacok konglomer¶atumok m}ukÄod¶es¶ere gyakorolt hat¶as¶aval
foglalkoztak (p¶eld¶aul [5]).

A szakirodalomban a bankok ¶es biztos¶³t¶ok egyÄuttm}ukÄod¶es¶enek vizsg¶a-
lat¶aval kapcsolatban elterjedt a portf¶oli¶oelm¶eleti megkÄozel¶³t¶es (ennek alap-
jait [10] ¶³rja le), amely a kock¶azatcsÄokken¶es m¶ert¶ek¶et az egyes befektet¶esi
lehet}os¶egek hozamai kÄozÄotti korrel¶aci¶o m¶ert¶ek¶evel hozza ÄosszefÄugg¶esbe. Ezen
elm¶eletnek a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kutat¶as¶aban val¶o megjelen¶es¶et az
jellemzi, hogy a bankok ¶es biztos¶³t¶ok egyÄuttm}ukÄod¶es¶enek kock¶azatcsÄokkent}o
hat¶as¶at hangs¶ulyozz¶ak, amennyiben az empirikus vizsg¶alatok a k¶et int¶ezm¶eny
hozamai kÄozÄott alacsony korrel¶aci¶ot mutatnak (p¶eld¶aul [6]).3

Az egyik probl¶ema ezzel a megkÄozel¶³t¶essel az, hogy a t¶enyleges hat¶asok
kÄore sz¶elesebb is lehet, mint ami az elm¶elet keretei kÄozÄott el}ofordulhat. A
p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kock¶azataival foglalkoz¶o egyes szerz}ok [3] a koc-
k¶azatcsÄokkent}o hat¶ason t¶ul a kock¶azat nÄoveked¶ese ir¶any¶aba hat¶o t¶enyez}okre
is felh¶³vj¶ak a ¯gyelmet: le¶³r¶asuk szerint a kock¶azat nÄovekedhet, ha a k¶et in-
t¶ezm¶eny kÄozÄott olyan egyÄuttm}ukÄod¶es van, amely alapj¶an b¶armely int¶ezm¶eny
probl¶em¶ai a m¶asik (egy¶ebk¶ent ,,eg¶eszs¶eges") int¶ezm¶enyt is ¶erintik | ez ekkor
a probl¶em¶ak p¶enzÄugyi szektorok kÄozÄotti ¶atterjed¶es¶et is jelentheti. A portf¶oli¶o-
elm¶elett}ol kÄulÄonbÄoz}o szeml¶eletben [8] szint¶en a kock¶azatv¶altoz¶as egyik lehet-
s¶eges ir¶any¶at emeli ki: a bank ¶es biztos¶³t¶o n¶eh¶any kiv¶alasztott jellemz}oje
alapj¶an egy peri¶odusos modellben, ¶altal¶aban konstansnak felt¶etelezett para-
m¶eterek mellett azt mutatja be, hogy az egyÄuttm}ukÄod¶es sor¶an a tev¶ekenys¶eg
kock¶azata a modell param¶etereinek megfelel}o be¶all¶³t¶asa eset¶eben csÄokkenhet.
¶Altal¶aban v¶eve az el}oz}o tanulm¶anyok hi¶anyoss¶aga, hogy nem foglalkoznak
r¶eszletesen a p¶enzÄugyi konglomer¶atumot alkot¶o int¶ezm¶enyek dÄont¶eshozatali
mechanizmusaival, illetve n¶eh¶any k¶erd¶est (p¶eld¶aul a bels}o t}okepiac hat¶asait)
¯gyelmen k¶³vÄul hagyj¶ak.

A t}okepiacok jellemz}oinek a v¶allalatok ¶ert¶ek¶ere gyakorolt hat¶as¶aval fog-
lalkoz¶o szakirodalom m¶ar kÄonyvt¶arnyi terjedelm}u, ezen belÄul a konglome-

3Az eml¶³tett tanulm¶anyok eset¶eben a hozam tÄobbnyire a banki ¶es biztos¶³t¶asi tev¶ekeny-
s¶eg, valamint az eszkÄozÄok befektet¶es¶enek eredm¶enyess¶eg¶et is tÄukrÄozi, azonban mivel az
elemz¶esekben szerepl}o int¶ezm¶enyek kÄozÄott gyakran nincsenek tulajdonosi kapcsolatok, ¶³gy
a kÄozÄos tulajdonl¶ason alapul¶o p¶enzÄugyi csoportokban el}ofordul¶o bels}o tranzakci¶ok hat¶as¶at
ezen tanulm¶anyok eredm¶enyei sok esetben nem tartalmazz¶ak.
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r¶atumok l¶etrejÄott¶ehez kapcsol¶od¶o ¶³r¶asok is nagy sz¶amban vannak jelen. A
p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kock¶azat¶anak elemz¶esekor ezen tanulm¶anyok kÄo-
vetkeztet¶esei eset¶eben az jelenti az egyik legfontosabb probl¶em¶at, hogy a
p¶enzÄugyi konglomer¶atumot alkot¶o p¶enzÄugyi int¶ezm¶enyek (bankok, biztos¶³t¶ok)
m}ukÄod¶ese jelent}osen elt¶er a nem p¶enzÄugyi v¶allalatok¶et¶ol. Ezt a jelens¶eget
szeml¶elteti az is, hogy mikÄozben a nem p¶enzÄugyi v¶allalatok konglomer¶a-
tumainak elterjed¶es¶et egyes elm¶eletek a kÄuls}o ¯nansz¶³roz¶asi forr¶ast jelent}o
t}okepiac nem tÄok¶eletes (p¶eld¶aul aszimmetrikus inform¶alts¶aggal jellemezhet}o)
m}ukÄod¶es¶evel hozt¶ak ÄosszefÄugg¶esbe,4 a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok fejl}od¶ese
¶eppen a t}okepiac hat¶ekonyabb¶a v¶al¶asakor kezdett dinamikusabb¶a v¶alni (mivel
a nem p¶enzÄugyi v¶allalatok sz¶am¶ara p¶eld¶aul maguk a bankok jelentik egy
r¶esz¶et a kÄuls}o ¯nansz¶³roz¶ast lehet}ov¶e tev}o t}okepiacnak, [12]).

A konglomer¶atumok l¶etrejÄott¶evel foglalkoz¶o publik¶aci¶ok kÄozÄott tal¶alhat¶ok
olyan ¶³r¶asok, amelyek a kock¶azati hat¶asokkal foglalkoznak, ezek a tanulm¶a-
nyok azonban a p¶enzÄugyi konglomer¶atumokban r¶esztvev}o bankok ¶es biztos¶³-
t¶ok m}ukÄod¶esi saj¶atoss¶agaib¶ol ad¶od¶o hat¶asokat m¶eg nem vizsg¶alt¶ak r¶eszlete-
sen. Ezen tanulm¶anyok kÄozÄul p¶eld¶aul [5] modellj¶eben a nem p¶enzÄugyi konglo-
mer¶atumok kock¶azat¶aval kapcsolatban a kÄuls}o t}okepiac fegyelm¶enek hat¶as¶ara
h¶³vja fel a ¯gyelmet. Ez a modell felt¶etelezi, hogy a konglomer¶atumot k¶et
r¶eszleg alkotja, amelyek kÄozÄul az egyik p¶enz¶araml¶asa exog¶en m¶odon adott,
a m¶asik pedig megval¶os¶³t egy egy peri¶odus m¶ulva hozamot realiz¶al¶o pro-
jektet ¶ugy, hogy a r¶eszleg vezet}oje dÄont a projekttel kapcsolatos (kÄolts¶eges)
monitoroz¶as intenzit¶as¶ar¶ol, ami befoly¶asolja a projekt kock¶azat¶at. A moni-
toroz¶as intenzit¶as¶at¶ol fÄugg}oen meghat¶arozhat¶o az egyes r¶eszlegek, illetve a
konglomer¶atum forr¶askÄolts¶ege, illetve adott a projektet megval¶os¶³t¶o r¶eszleg
k¶es}obbi m}ukÄodtet¶es¶enek v¶arhat¶o ¶ert¶eke is. Ilyen felt¶etelek mellett megha-
t¶arozhat¶o a projekt monitoroz¶asi intenzit¶as¶anak optim¶alis m¶ert¶eke, amely
a modellben a kock¶azatr¶ol, illetve a kock¶azatv¶allal¶asr¶ol ny¶ujt inform¶aci¶ot.
Ezen modell egyik f}o kÄovetkeztet¶ese, hogy a konglomer¶atumban az el}obb
bemutatott m¶odon de¯ni¶alt kock¶azat (amit a monitoroz¶asi intenzit¶as jelez)
els}osorban gyenge t}okepiaci fegyelem ¶es n¶eh¶any egy¶eb felt¶etel egyÄuttes megl¶ete
eset¶en csÄokkenhet, egy¶eb esetekben a kock¶azat nÄovekedhet. E modell kÄovet-
keztet¶eseinek p¶enzÄugyi konglomer¶atumokra val¶o alkalmaz¶as¶at nehez¶³ti, hogy
az elemz¶es kerete (p¶eld¶aul a modell speci¯k¶aci¶oja, a kock¶azat de¯n¶³ci¶oja) nem
veszi ¯gyelembe a bankok ¶es biztos¶³t¶ok tev¶ekenys¶eg¶enek speci¶alis jellemz}oit.
A tanulm¶anyban a kÄovetkez}okben szerepl}o modell kimondottan a bankok
¶es biztos¶³t¶ok saj¶atos m}ukÄod¶esi felt¶etelei ¶altal meghat¶arozott kÄorÄulm¶enyek
kÄozÄott mutatja be a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kialakul¶asa kÄovetkezt¶eben
potenci¶alisan l¶etrejÄov}o kock¶azati hat¶asokat.

4Ekkor a konglomer¶atum l¶etrejÄott¶evel kev¶esb¶e volatiliss¶e v¶alhat a v¶allalati p¶enz¶araml¶as,
aminek kÄovetkezt¶eben kev¶esb¶e lesz szÄuks¶eg a nem tÄok¶eletesen m}ukÄod}o kÄuls}o t}okepiaci
¯nansz¶³roz¶asra, ¶³gy v¶egs}o soron a forr¶askÄolts¶eg (vagyis p¶eld¶aul a ¯nansz¶³roz¶asi forr¶asok
ut¶an ¯zetend}o kamat) csÄokkenhet.



98 SzÄule Borb¶ala

A modell felt¶etelrendszere

A kor¶abbi szakirodalom ¶attekint¶ese ut¶an ez a r¶esz a tanulm¶any elm¶eleti ered-
m¶enyeinek levezet¶es¶ere alkalmazott keret ismertet¶es¶et tartalmazza. A bemu-
tatott modell a szakirodalomban eddig megjelent, a bankok ¶es biztos¶³t¶ok m}u-
kÄod¶es¶evel foglalkoz¶o elm¶eleti ¶³r¶asok alapjair¶ol kiindulva olyan keretet alak¶³t ki
a tanulm¶anyban felvetett k¶erd¶es elemz¶es¶ere, amelyet ilyen form¶aban tudom¶a-
som szerint m¶eg nem mutattak be ¶es nem is publik¶altak. A modellez¶es sor¶an
arra tÄorekedtem, hogy a banki ¶es a biztos¶³t¶asi tev¶ekenys¶egek legfontosabb-
nak tartott von¶asait emeljem ki. A modell emiatt nem v¶allalkozik arra,
hogy a gyakorlatban tapasztalhat¶o helyzetek pontos m¶asa legyen, ehelyett
a banki ¶es biztos¶³t¶asi tev¶ekenys¶eg legfontosabb von¶asainak egyÄuttes hat¶asa
kÄovetkezt¶eben kialakul¶o f}obb tendenci¶ak ¶es jelens¶egek bemutat¶as¶at c¶elozza.
Mivel a modell csak a legfontosabb saj¶atoss¶agok kiemel¶es¶ere tÄorekszik, ez¶ert a
modell alapj¶an el}o¶all¶³tott eredm¶enyek kÄozÄul azok lehetnek igaz¶an ¶erdekesek,
amelyek a potenci¶alis kedvez}otlen folyamatokra h¶³vj¶ak fel a ¯gyelmet.

A modellben alkalmazott fontosabb de¯n¶³ci¶ok

A kock¶azatv¶allal¶ast a modellben a bank ¶altal meg¶allap¶³tott hitelkamat m¶eri.
A (kereskedelmi) bankok kock¶azat¶anak egyik meghat¶aroz¶o t¶enyez}oje a hitel-
kock¶azat, amely a modellben a bankt¶ol felvett hitelek vissza¯zet¶es¶enek el-
marad¶asak¶ent nyilv¶anulhat meg.5 A bank kock¶azatv¶allal¶as¶anak nÄoveked¶ese
a modellben azt jelenti, hogy a bank nagyobb hitelkamatot hat¶aroz meg,
ez¶altal pedig csÄokken a hitelvissza¯zet¶es val¶osz¶³n}us¶ege.

A modellben a bank m}ukÄodtet¶es¶eben a bank saj¶at t}ok¶ej¶en t¶ul tov¶abbi for-
r¶asok is szerepet j¶atszanak. A bet¶et¶allom¶anyon t¶ul a banknak a rÄovid t¶av¶u
likvidit¶asi probl¶em¶ak eset¶eben likvidit¶asi hitelre, illetve a p¶enzÄugyi konglo-
mer¶atumon belÄul hozz¶af¶erhet}o bels}o forr¶asokra lehet szÄuks¶ege. A modell-
ben t}okepiacnak nevezzÄuk az int¶ezm¶enyek ¯nansz¶³roz¶as¶aban szerepet j¶atsz¶o
egyes forr¶asok beszerz¶es¶enek hely¶et. A kÄuls}o t}okepiacr¶ol val¶o forr¶asszerz¶es a
modellben azt jelenti, hogy a likvidit¶asi hitelt a bank nem a p¶enzÄugyi kong-
lomer¶atumon belÄulr}ol (a biztos¶³t¶ot¶ol) szerzi be, hanem a bankt¶ol fÄuggetlen
piaci szerepl}okt}ol (p¶eld¶aul m¶as bankokt¶ol). A bels}o t}okepiac eset¶eben a bank
sz¶am¶ara a p¶enzÄugyi konglomer¶atumban m}ukÄod}o biztos¶³t¶o ny¶ujt ¯nansz¶³roz¶asi
forr¶ast (a modell ¯gyelembe veszi azt is, hogy a bels}o t}okepiac m¶eret¶et a
gyakorlatban a jogi szab¶alyoz¶as tÄobbnyire er}osen korl¶atozza).

A forr¶askÄolts¶eg a modellben a kÄulÄonbÄoz}o ¯nansz¶³roz¶asi forr¶asok ut¶an ¯ze-
tend}o kamatokat jelenti.

A t}okepiaci fegyelem a modellben azt mutatja meg, hogy a bank kock¶azat-
v¶allal¶as¶anak hat¶asa mik¶ent tÄukrÄoz}odik a kÄulÄonbÄoz}o forr¶asok ut¶an ¯zetend}o

5A gyakorlatban a hitelvissza¯zet¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶et tÄobb (p¶eld¶aul makrogazdas¶agi,
ipar¶agi, a hitelfelvev}ore, illetve a hitelkonstrukci¶ora egyedileg jellemz}o) t¶enyez}o egyÄuttesen
hat¶arozza meg; a bank ¶altal meghat¶arozott hitelkamat egyike ezeknek a t¶enyez}oknek. A
bank ¶altal meg¶allap¶³tott hitelkamatnak a hitelvissza¯zet¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶ere gyakorolt hat¶asa
a modellben a banki dÄont¶eshozatal kÄovetkezm¶enyeinek elemz¶ese ¶erdek¶eben jut kiemelt
szerephez.
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kamatokban (vagyis a kock¶azatv¶allal¶as hogyan hat a forr¶askÄolts¶egre). A
t}okepiaci fegyelem hat¶as¶at a kÄuls}o ¶es bels}o t}okepiac eset¶eben elemzi a modell.
A t}okepiaci fegyelem hi¶anya azt jelenti a modellben, hogy a bank kock¶azat-
v¶allal¶as¶anak v¶altoz¶asa nem befoly¶asolja az ¶erintett t}okepiaci forr¶askÄolts¶eget,
a t}okepiaci fegyelem megl¶ete pedig azt jelenti, hogy ha a bank kock¶azatv¶alla-
l¶asa n}o, akkor az ¶erintett t}okepiaci forr¶askÄolts¶eg is emelkedik. Ha a t}okepiaci
fegyelem er}osÄodik, akkor ez a modellben azt jelenti, hogy a bank kock¶azat-
v¶allal¶asa nÄoveked¶es¶enek hat¶as¶ara az ¶erintett t}okepiaci forr¶askÄolts¶egben bekÄo-
vetkez}o emelked¶es nagyobb lesz, mint kor¶abban. A tÄok¶eletes bels}o t}okepiaci
fegyelem azt jelenti a modellben, hogy a bels}o t}okepiac fegyelme megegyezik
a kÄuls}o t}okepiac fegyelm¶evel.

A bank modellje

A bankot alapvet}oen kereskedelmi banknak tekintjÄuk: a bank bet¶eteket gy}ujt,
amelyeket saj¶at t}ok¶ej¶evel egyÄutt |a likvidit¶asi szab¶alyok alkalmaz¶asa mel-
lett| hitelek ny¶ujt¶as¶ara ford¶³t. A modell feltev¶esei szerint a bet¶etesek a
bet¶eteket a hitelek vissza¯zet¶ese el}ott kivehetik a bankb¶ol.6 A modellben a
bank a hossz¶u t¶av¶u hitelkihelyez¶esek ¶es a rÄovid t¶avra elhelyezett bet¶etek lej¶a-
rat¶anak kÄulÄonbÄoz}os¶ege miatt rÄovid t¶avon likvidit¶asi kock¶azatnak van kit¶eve,
amelynek kezel¶es¶ere a likvidit¶asi tartal¶ek szolg¶al (ezt a tartal¶ek-el}o¶³r¶asoknak
megfelel}oen az aktu¶alis bet¶et¶allom¶anyt ¯gyelembe v¶eve k¶epezik). A mo-
dell felt¶etelezi, hogy a bank szÄuks¶eg eset¶en likvidit¶asi hitelhez juthat, amely
eset¶eben a ¯zetend}o kamat t}okepiaci fegyelem megl¶etekor a bank kock¶azat-
v¶allal¶as¶anak nÄovekv}o fÄuggv¶enye. A bankot a bet¶etek piac¶an ,,¶arelfogad¶onak"
t¶etelezzÄuk fel, ami azt is jelenti, hogy a bet¶etgy}ujt¶essel tÄort¶en}o forr¶asszerz¶es
kÄolts¶ege nem v¶altozik a bet¶et¶allom¶any nÄoveked¶es¶evel. A hitel¶allom¶any a
felt¶etelez¶esek szerint azonos kock¶azat¶u hitelekb}ol tev}odik Äossze ¶es azonos a
felvett hitel Äosszege is. A modellben a hiteleket vagy teljesen |kamatokkal
egyÄutt| vissza¯zetik, vagy pedig egy¶altal¶an nem ¯zetik vissza a lej¶arat v¶eg¶en
(a lej¶arat v¶eg¶eig a hitelek nem likvidek: a bank ezen eszkÄozeit lej¶arat el}ott
nem tudja ,,p¶enzz¶e tenni"). A bank ¶altal meghat¶arozott hitelkamat (rH ,
(1 + rH) = RH)7 a modellben a szakirodalom tÄobb ¶³r¶as¶aban (p¶eld¶aul [4,16])
megfogalmazott feltev¶esekhez hasonl¶oan hat¶assal van a hitelvissza¯zet¶es va-
l¶osz¶³n}us¶eg¶ere. JelÄolje »1j a j-edik foly¶os¶³tott hitel eset¶eben a kÄovetkez}o (ka-

6Amodell felt¶etelezi a fejlett gazdas¶agokban elterjedt bet¶etbiztos¶³t¶asi rendszer megl¶et¶et,
¶³gy a bet¶etekre ¯zetend}o kamat nagys¶ag¶at a bank kock¶azatv¶allal¶asa nem befoly¶asolja. A
modell feltev¶esei alapj¶an a bet¶etesek ¶ertesÄulhetnek a bank ¶altal felsz¶am¶³tott hitelkamat
nagys¶ag¶ar¶ol is, ¶es a nÄovekv}o hitelkamat a bet¶etesek egy r¶esz¶et a bet¶etek visszavon¶as¶ara
ÄosztÄonÄozheti m¶eg akkor is, ha a bet¶etbiztos¶³t¶asi rendszer megl¶ete miatt a bet¶eteket kamattal
egyÄutt mindenf¶elek¶eppen visszakapn¶ak. A modellben a rÄovid t¶avon a bankban megmarad¶o
bet¶etek ar¶any¶at x(RH) jelÄoli; e fÄuggv¶enyr}ol felt¶etelezzÄuk, hogy az RH szerinti els}o ¶es
m¶asodik deriv¶altja is negat¶³v.

7Az ¶erdemi kÄovetkeztet¶esek m¶odos¶³t¶asa n¶elkÄul a jelÄol¶esek egyszer}us¶³t¶ese ¶erdek¶eben az
elemz¶esben rH hitelkamat helyett az RH = 1 + rH ¶ert¶eket alkalmazzuk. RH > 1 azt
a szorz¶osz¶amot jelenti, amellyel a felvett hitel Äosszeg¶et megszorozva meghat¶arozhat¶o a
hitelvissza¯zet¶es eset¶en a banknak j¶ar¶o p¶enzÄosszeg.
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rakterisztikus) val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot:8

»1j =

½
0; ha a hitelt vissza¯zetik
1; ha a hitelt nem ¯zetik vissza.

Legyen »1j val¶osz¶³n}us¶ege P (»1j) = pH(RH), a foly¶os¶³tott hitelek sz¶ama n,
¶es jelÄolje »1 a »1j val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok Äosszeg¶et:

»1 = »11 + »12 + . . . + »1n :

Ebben az esetben a »1 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶asa binomi¶alis,9 v¶arhat¶o
¶ert¶eke pedig npH(RH). A modellben felt¶etelezzÄuk, hogy

dpH(RH)

dRH
> 0 ¶es

d2pH(RH)

dR2
H

> 0;

vagyis hogy ha a bank megemeli a hitelkamatot, akkor egy eredetileg maga-
sabb szinten l¶ev}o hitelkamat eset¶eben nagyobb m¶ert¶ekben nÄovekszik a hitel
vissza nem ¯zet¶es¶enek es¶elye, mint egy eredetileg alacsonyabb szinten l¶ev}o
hitelkamat eset¶eben.10

A hitelek vissza¯zet¶es¶et a modellben id}oben megel}ozi a bet¶et¶allom¶any egy
r¶esz¶enek esetleges visszavon¶asa, ¶³gy a hitelek vissza¯zet¶es¶eb}ol befoly¶o Äosszeg-
nek a kamattal nÄovelt bet¶et¶allom¶anyon ki¯zet¶es¶en t¶ul a visszavont bet¶et¶allo-
m¶any miatt felvett tov¶abbi hitelek (p¶eld¶aul a kÄuls}o t}okepiacr¶ol bevont likvi-
dit¶asi hitelek, vagy esetlegesen a bels}o t}okepiacr¶ol szerzett tov¶abbi forr¶asok)
ki¯zet¶es¶ere is fedezetet kell ny¶ujtania. A hitelek ¶es kamataik vissza¯zet¶es¶eb}ol
a bank kÄotelezetts¶egeinek ki¯zet¶ese ut¶an megmarad¶o Äosszeg (p¶enztÄobblet) a
bank pro¯tja. A modell feltev¶esei szerint a bank a kock¶azatv¶allal¶ast jelent}o
dÄont¶eseivel a hitelek vissza¯zet¶esekor v¶arhat¶o p¶enztÄobblet¶enek11 (a v¶arhat¶o
pro¯tj¶anak) maximaliz¶al¶as¶ara tÄorekszik.

A biztos¶³t¶o modellje

A biztos¶³t¶o modellje a bank¶ehoz hasonl¶oan azon az elven alapul, hogy a mo-
dellnek a szektor legfontosabb jellemz}oit kell kiemelnie. A biztos¶³t¶asok a gya-
korlatban rendk¶³vÄul sokf¶ele form¶aban jelenhetnek meg, a modell azonban nem
deklar¶alja kÄulÄon, hogy melyik biztos¶³t¶asi fajt¶ar¶ol van sz¶o, hanem a biztos¶³t¶asi
tev¶ekenys¶eg ¶altal¶anos von¶asait (a bankok¶en¶al likvidebb eszkÄoz¶allom¶anyt ¶es a
bankok¶en¶al hosszabb futamidej}u forr¶as¶allom¶anyt) emeli ki. A modellben a
biztos¶³t¶o a biztos¶³t¶asmatematikai m¶odszerek alapj¶an meg¶allap¶³tott egyszeri
d¶³jat beszedi a biztos¶³t¶asi szerz}od¶est kÄot}o Äugyf¶elt}ol, amelyb}ol d¶³jtartal¶ekot

8A hitel¶allom¶any fel¶ep¶³t¶es¶enek modellez¶ese [8] modellj¶ehez hasonl¶oan tÄort¶enik.
9A karakterisztikus v¶altoz¶ok Äosszeg¶enek eloszl¶asa binomi¶alis eloszl¶ast ad.
10A hitel vissza nem ¯zet¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶ege term¶eszetesen maximum 1 lehet.
11Az elemz¶es sz¶ohaszn¶alat¶aban a p¶enztÄobblet ¶es a pro¯t fogalma hasonl¶o ¶ertelemben

fordul el}o. A ,,p¶enztÄobblet" kifejez¶es gyakoribb eml¶³t¶es¶enek a h¶atter¶eben az ¶all, hogy kife-
jez}obbnek, illetve a ,,pro¯t" kifejez¶essel szemben a gazdas¶agi sz¶ohaszn¶alat m¶as terÄuletein
val¶o ritk¶abb alkalmaz¶asa kÄovetkezt¶eben a jelens¶eg le¶³r¶as¶ara alkalmasabbnak tartottam.
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k¶epez ¶es ezt saj¶at t}ok¶ej¶evel egyÄutt befekteti. A befektet¶esi hozamok a modell-
ben egy befektet¶esi peri¶odus sor¶an k¶etf¶el¶ek lehetnek: a hozamok vagy ,,ked-
vez}oen", vagy ,,kedvez}otlenÄul" alakulnak; a befektet¶esek teh¶at kock¶azatosak,
ugyanakkor a feltev¶esek szerint rÄovid t¶avon likvidek is. A modellben jelÄolje
»2j a j-edik biztos¶³t¶asi kÄotv¶eny eset¶eben a kÄovetkez}o (karakterisztikus) val¶o-
sz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot:

»2j =

½
1 , ha a j-edik kÄotv¶enyn¶el bekÄovetkezik a biztos¶³t¶asi esem¶eny
0 , ha nem kÄovetkezik be a biztos¶³t¶asi esem¶eny.

Legyen »2j val¶osz¶³n}us¶ege P (»2j) = p, a biztos¶³t¶asi szerz}od¶esek sz¶ama m,
¶es jelÄolje »2 a »2j val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok Äosszeg¶et:

»2 = »21 + »22 + . . . + »2m :

Ebben az esetben a »2 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶asa binomi¶alis, v¶arhat¶o
¶ert¶eke pedig mp. A biztos¶³t¶asi ki¯zet¶esek a biztos¶³t¶asi szerz}od¶esre jellemz}o
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot¶ol fÄuggnek, ¶es id}oben a bank hiteleinek vissza¯zet¶esekor
esed¶ekesek.12 A bank modellj¶ehez hasonl¶oan a biztos¶³t¶o eset¶eben is kisz¶am¶³t-
hat¶o a bank hiteleinek vissza¯zet¶ese id}opontj¶aban esed¶ekes p¶enztÄobbletnek (a
biztos¶³t¶o pro¯tj¶anak) a nagys¶aga. A biztos¶³t¶o modellje alapj¶an meghat¶aroz-
hat¶o azon Äosszeg is, amelyet a jogszab¶alyi korl¶atoz¶asok ¯gyelembev¶etel¶evel
a biztos¶³t¶o a bank sz¶am¶ara a p¶enzÄugyi konglomer¶atum bels}o t}okepiac¶an a
bankban befektethet.

A p¶enzÄugyi konglomer¶atum modellje

A p¶enzÄugyi konglomer¶atum a modellben de¯n¶³ci¶oszer}uen a bank ¶es a biz-
tos¶³t¶o int¶ezm¶eny¶eb}ol Äossze¶all¶³tott ,,szervezeti egys¶eg", amely azonban nem
jogi egys¶eg: azt felt¶etelezzÄuk, hogy a bank ¶es a biztos¶³t¶o ekkor ugyanazon
(teljes eg¶esz¶eben saj¶at t}ok¶eb}ol ¯nansz¶³rozott) holdingt¶arsas¶ag 100 sz¶azal¶ekos
tulajdon¶aban van. A felt¶etelez¶esek szerint a p¶enzÄugyi konglomer¶atumban
r¶esztvev}o bank ¶es biztos¶³t¶o eszkÄozei teljesen elkÄulÄonÄulnek egym¶ast¶ol, azon-
ban eredm¶enyÄuk felett a holding rendelkezik. Ez azt jelenti, hogy p¶eld¶aul
ha a banknak pozit¶³v eredm¶enye keletkezik mikÄozben a biztos¶³t¶on¶al nem
tudnak minden ¯zet¶esi kÄotelezetts¶egÄuknek eleget tenni, akkor a bank pozit¶³v
eredm¶eny¶eb}ol (amelyre a bankban a ¯zet¶esi kÄotelezetts¶egek kiegyenl¶³t¶es¶en¶el
m¶ar nincs szÄuks¶eg) a biztos¶³t¶on¶al hi¶anyz¶o Äosszeget ki¯zethetik. Technikai
szempontb¶ol ez a feltev¶es annyiban re¶alisnak tekinthet}o, hogy a bank nyere-
s¶eg¶evel a tulajdonos (ebben az esetben a holding) rendelkezik, amely azt
ford¶³thatja p¶eld¶aul a biztos¶³t¶on¶al t}okeemel¶esre is. Ez a m}uvelet ekkor a
modellben a bank biztons¶agos m}ukÄod¶es¶et sem vesz¶elyezteti, mivel csak a
keletkezett nyeres¶eget vonhatj¶ak el a bankt¶ol, azokat az eszkÄozÄoket nem, ame-
lyek a bet¶etesek fel¶e fenn¶all¶o, illetve az egy¶eb kÄotelezetts¶egeik kiegyenl¶³t¶es¶ere

12A modellben azonban nincs kÄozvetlen kapcsolat a banki hitelek ¶es a biztos¶³t¶asi
kÄotv¶enyek kÄozÄott.
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szolg¶alnak.13

A p¶enzÄugyi konglomer¶atum m}ukÄod¶es¶et a modellben teh¶at »1 ¶es »2 val¶o-
sz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o is befoly¶asolja. A p¶enzÄugyi konglomer¶atumban a bank koc-
k¶azatv¶allal¶as¶at befoly¶asol¶o fontos t¶enyez}o, hogy a l¶etrejÄov}o bels}o t}okepiacon
(a biztos¶³t¶o rÄovid t¶avon is likvid eszkÄoz¶allom¶anya miatt) a bank forr¶asokhoz
juthat (term¶eszetesen csak a jogszab¶alyokban meghat¶arozott korl¶atoz¶asok ¯-
gyelembev¶etel¶evel).

Egy¶eb feltev¶esek

A modellben kitÄuntetett szerepe van a kÄulÄonbÄoz}o felt¶etelezett esem¶enyek
¶es az id}o kapcsolat¶anak. A modellben adottnak tekintÄunk egy ,,hossz¶u"
id}ot¶avot, amely egyr¶eszt a banki hitelek lej¶arat¶at, m¶asr¶eszt pedig a biz-
tos¶³t¶asi szolg¶altat¶asi kÄotelezetts¶egek ki¯zet¶es¶enek idej¶et is jelenti. A dol-
gozatban vizsg¶alt modell ezen k¶³vÄul kijelÄol egy ,,rÄovid" id}ot¶avot is, amelynek
v¶eg¶en a bank rÄovid lej¶arat¶u bet¶etei esed¶ekesek lehetnek; a rÄovid t¶av ilyen
m¶odon azokat az id}opontokat reprezent¶alja, amikor a bankbet¶etek visszavon-
hat¶ok lenn¶enek. A bank ¶es a biztos¶³t¶o, valamint a p¶enzÄugyi konglomer¶atum
m}ukÄod¶es¶et teh¶at dinamikus modell keret¶eben vizsg¶aljuk, ami azt jelenti,
hogy a kÄulÄonbÄoz}o hat¶asokat nem statikus m¶odon, azaz egyetlen kiv¶alasztott
id}opillanatban elemezzÄuk, hanem ehelyett kiv¶alasztunk egy kitÄuntetett je-
lent}os¶eg}u id}ot¶avot (ez lesz az illikvid hitelek lej¶arati ideje) ¶es az addig eltel}o
id}oszakot tÄobb r¶eszre bontjuk ¶ugy, hogy a kor¶abbi r¶eszperi¶odusban bekÄovet-
kezett esem¶enyek kihatnak a k¶es}obbi r¶eszperi¶odus eredm¶eny¶ere is.

Eredm¶enyek

A tanulm¶any ezen r¶esze a bemutatott modellfeltev¶esek mellett levezetett
eredm¶enyeket tartalmazza. Az elemz¶esek kiindul¶opontja az a helyzet, amely-
ben a bank ¶es a biztos¶³t¶o az el}oz}oekben le¶³rt m¶odon ¶es kÄulÄon¶all¶o int¶ezm¶enyk¶ent
m}ukÄodik, a bank a kÄuls}o t}okepiaci kapcsolatai sor¶an pedig nem szembesÄul
a piaci ,,fegyelemmel", azaz a kock¶azatv¶allal¶asi dÄont¶esei nem hatnak a lik-
vidit¶asi hitel ut¶an ¯zetend}o kamat nagys¶ag¶ara (ennek ¶ert¶eke teh¶at az elemz¶es
kezd}o l¶ep¶es¶eben konstans). Ebben a helyzetben a bank hossz¶u t¶avon, a hitelei
lej¶aratakor v¶arhat¶o p¶enztÄobblete a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o fel:

B(RH) = nHRH(1 ¡ pH(RH)) + B0x(RH)tRB ¡ B0(RB ¡ 1)x(RH) ¡
¡ B0x(RH)RB ¡ B0(x(RH)t + (1 ¡ x(RH))RB ¡ tRB)Rlikv

ahol:14

13Magyarorsz¶agon az 1997. ¶evi CXLIV.tÄorv¶eny 296.x alapj¶an a 100 sz¶azal¶ekos tulajdon-
ban l¶ev}o le¶anyv¶allalat kÄotelezetts¶egei¶ert m¶eg korl¶atolt felel}oss¶eggel rendelkez}o t¶arsas¶agok
eset¶eben is korl¶atlann¶a tehet}o az anyav¶allalat felel}oss¶ege.
14A modellben szerepl}o kamatok eset¶eben az ¶attekinthet}obb ¶³r¶asm¶od ¶erdek¶eben az

elemz¶esekben az egys¶egnyi befektet¶esnek (illetve p¶eld¶aul hitelnek) a r¶a vonatkoz¶o ka-
mattal nÄovelt ¶ert¶ekei szerepelnek (teh¶at p¶eld¶aul rH hitelkamat helyett az elemz¶esekben
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n : a bank kihelyezett hiteleinek sz¶ama

H : egy kihelyezett hitel Äosszege

RH : a hitelek lej¶aratakor a hitelad¶os ¶altal egy egys¶egnyi hitel ut¶an ¯zetend}o
teljes Äosszeg (RH = (1 + rH), ahol rH a hitel teljes |hossz¶u t¶av¶u|
futamidej¶ere vonatkoz¶o kamat)

pH(RH) : a hitelnem¯zet¶esi val¶osz¶³n}us¶eg

B0 : kezdeti bet¶et¶allom¶any nagys¶aga

x(RH) : a modellben rÄovid t¶avon a bankban megmarad¶o bet¶etek ar¶anya

t : a bet¶et¶allom¶any kÄotelez}o tartal¶ek-r¶at¶aja

RB : egys¶egnyi bet¶et elhelyez¶es¶eb}ol sz¶armaz¶o Äosszeg (RB = 1 + rB , ahol rB

a bet¶etekre rÄovid t¶avon j¶ar¶o kamat)

Rlikv : egys¶egnyi felvett likvidit¶asi hitel ut¶an ¯zetend}o teljes Äosszeg (Rlikv =
1 + rlikv, ahol rlikv a kamat)

A bank hiteleinek vissza¯zet¶esekor befoly¶o Äosszegek nÄovelik a bank p¶enz-
tÄobblet¶et. A modell feltev¶esei szerint a bank az aktu¶alis bet¶et¶allom¶any ut¶an
likvidit¶asi tartal¶ekot k¶epez (a likvidit¶asi tartal¶ek a tartal¶ek k¶epz¶es¶enek id}o-
pontj¶aban megl¶ev}o bet¶et¶allom¶any t sz¶azal¶ek¶at teszi ki), amelyet a hitelek
lej¶aratakor szint¶en feloldhat.15 A modellben a bank p¶enztÄobblet¶et a bank
¶altal bevont idegen forr¶asok (bet¶etek ¶es likvidit¶asi hitelek) ut¶an ¯zetend}o
p¶enzÄosszegek csÄokkentik.

Az el}oz}o r¶eszekben le¶³rtak szerint felt¶etelezzÄuk, hogy dpH(RH)=dRH > 0
¶es d2pH(RH)=dR2

H > 0, dx(RH)=dRH < 0 ¶es d2x(RH)=dR2
H < 0.

A modellben a bank sz¶am¶ara az a kock¶azatv¶allal¶asi szint optim¶alis, amely
mellett a hitelek lej¶aratakor v¶arhat¶o p¶enztÄobblete maxim¶alis (a bank op-
tim¶alis kock¶azatv¶allal¶asa teh¶at B(RH) fÄuggv¶eny maximum¶anak keres¶es¶evel
sz¶am¶³that¶o ki; a levezet¶es menet¶et a FÄuggel¶ek tartalmazza):

Ropt
H =

1 ¡ pH(RH)
dpH(RH)

dRH

+
dx(RH)

dRH
¢ B0(tRB ¡ 2RB + 1 + RBRlikv ¡ tRlikv)

nH dpH(RH)
dRH

:

A kÄuls}o ¶es bels}o t}okepiacok vizsg¶alt jellemz}oinek hat¶as¶ara a bank optim¶alis
kock¶azatv¶allal¶as¶anak szintj¶eben bekÄovetkez}o v¶altoz¶ast a tov¶abbiakban ezen
|a kÄuls}o t}okepiaci fegyelem ¶es a bels}o t}okepiac n¶elkÄuli| esetben kisz¶am¶³tott
optim¶alis banki kock¶azatv¶allal¶asi szinthez viszony¶³tjuk.

RH = 1 + rH ¶ert¶ek szerepel). A kÄulÄonbÄoz}o befektet¶esek (illetve p¶eld¶aul hitelek) eset¶eben
a modellben a sz¶amukra relev¶ans peri¶odus alatt az adott kamattal, illetve hozammal
sz¶am¶³tott nÄoveked¶es m¶ert¶ek¶enek van jelent}os¶ege, ¶³gy a modellben a kamatok, illetve a
hozamok az adott befektet¶es (illetve p¶eld¶aul hitel) eset¶eben relev¶ans id}otartamra vonatkoz-
nak (RH p¶eld¶aul azt mutatja meg, hogy az egys¶egnyi felvett hitel tÄorleszt¶esekor Äosszesen
mekkora Äosszeget kell ¯zetnie a hitelad¶osnak).
15Amennyiben a modellben szerepl}o bank a k¶es}obbi |az elemz¶esekben nem vizsg¶alt|

id}opontokban is folytatn¶a tev¶ekenys¶eg¶et, akkor a k¶es}obb bevont bet¶et¶allom¶any egy r¶esz¶et
ism¶et likvidit¶asi tartal¶ekba helyezn¶e.



104 SzÄule Borb¶ala

A kÄuls}o t}okepiaci fegyelem hat¶asa

A modell keretei kÄozÄott a ¯nansz¶³roz¶asban a t}okepiaci fegyelem jelens¶ege
ahhoz kapcsol¶odik, hogy a forr¶askÄolts¶eg (azaz a forr¶asok ut¶an ¯zetend}o ka-
mat) m¶ert¶eke hogyan fÄugg Äossze a bank kock¶azatv¶allal¶as¶aval. A bank saj¶at
t}ok¶en k¶³vÄuli forr¶asai a modellben bet¶etek, kÄuls}o t}okepiacon felvett likvidit¶asi
hitelek vagy a p¶enzÄugyi konglomer¶atumokban a bels}o t}okepiacr¶ol kapott
forr¶asok lehetnek; ezeknek a forr¶asoknak a kÄolts¶ege (az ut¶anuk ¯zetend}o ka-
mat m¶ert¶eke) a modellben kÄulÄonbÄoz}oen alakulhat. A modell felt¶etelezi, hogy
a bet¶eteseknek ¯zetett kamat m¶ert¶eke nem fÄugg a bank kock¶azatv¶allal¶as¶at¶ol
(amit p¶eld¶aul a bet¶etbiztos¶³t¶as rendszer¶enek felt¶etelezett megl¶ete indokol-
hat). A p¶enzÄugyi konglomer¶atumon belÄul a biztos¶³t¶ot¶ol kapott forr¶asokkal
a kÄovetkez}o r¶eszekben foglalkozunk, ¶³gy a piaci fegyelem jelens¶eg¶et ebben a
r¶eszben a kÄuls}o t}okepiacr¶ol felvett likvidit¶asi hitel vonatkoz¶as¶aban vizsg¶aljuk
meg. A modellben a likvidit¶asi hitelek eset¶eben a ,,piaci fegyelem" azt je-
lenti, hogy a forr¶asbevon¶as kamata fÄugg a bank kock¶azatv¶allal¶as¶at¶ol; e kap-
csolatot az Rlikv(RH) fÄuggv¶eny ¶³rja le. E fÄuggv¶eny eset¶eben a modell fel-
tev¶esei szerint dRlikv(RH)=dRH > 0 ¶es d2Rlikv(RH)=dR2

H > 0, vagyis azt
felt¶etelezzÄuk, hogy ha a bank nagyobb kock¶azatot v¶allal, akkor ennek kÄo-
vetkezt¶eben a likvidit¶asi hitelek ut¶an magasabb kamatot kell ¯zetnie, ¶es ez a
hat¶as a felsz¶am¶³tott hitelkamat nÄoveked¶ese eset¶en er}osÄodik. A kÄuls}o t}okepiaci
fegyelem felt¶etelez¶ese mellett a bank (hitelek lej¶aratakor esed¶ekes) p¶enztÄobb-
let¶enek ¶ert¶ek¶et maximaliz¶al¶o, optim¶alis kock¶azatv¶allal¶as¶anak m¶ert¶eke (Ropt

H )
a kÄovetkez}ok¶eppen hat¶arozhat¶o meg (bizony¶³t¶as a FÄuggel¶ekben):

1 ¡ pH(RH)
dpH(RH)

dRH

+
dx(RH)

dRH
¢ B0(tRB ¡ 2RB + 1 + RBRlikv(RH) ¡ tRlikv(RH))

nH dpH(RH)
dRH

¡

¡ dRlikv(RH)

dRH
¢ B0(RB(1 ¡ x(RH)) ¡ tRB + tx(RH))

nH dpH(RH)
dRH

:

A modellben a kÄuls}o t}okepiaci fegyelem hat¶as¶anak ¯gyelembe v¶etele n¶elkÄul
szint¶en meghat¶arozhat¶o volt a bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶as¶anak m¶ert¶eke.
E k¶et optim¶alis kock¶azatv¶allal¶asi szint Äosszevet¶es¶evel a kÄuls}o t}okepiaci fe-
gyelem hat¶as¶ar¶ol juthatunk kÄovetkeztet¶esekre. Amennyiben az optim¶alis
kock¶azatv¶allal¶asi szinteket le¶³r¶o k¶epleteket Äosszehasonl¶³tjuk, meg¶allap¶³that¶o
hogy a bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶as¶at a kÄuls}o t}okepiaci fegyelem eset¶eben
le¶³r¶o k¶eplet egy olyan tagot is tartalmaz, amely a kiindul¶o k¶epletben nem
volt jelen. Meg¶allap¶³that¶o, hogy ezen kÄulÄonbÄozet el}ojele negat¶³v:

¡dRlikv(RH)

dRH
¢ B0(RB(1 ¡ x(RH)) ¡ tRB + tx(RH))

nH dpH(RH)
dRH

< 0 :

A modell konstrukci¶oj¶ab¶ol ad¶od¶oan, valamint dpH(RH)=dRH > 0 ¶es
d2pH(RH)=dR2

H > 0, dx(RH)=dRH < 0 ¶es d2x(RH)=dR2
H < 0, valamint

dRlikv(RH)=dRH > 0 ¶es d2Rlikv(RH)=dR2
H > 0 teljesÄul¶ese kÄovetkezt¶eben

meg¶allap¶³that¶o, hogy a kÄuls}o t}okepiaci fegyelem megl¶ete, illetve er}osÄod¶ese
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eset¶en a bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶asa csÄokken. Ez a jelens¶eg azzal fÄugg
Äossze, hogy a kock¶azatv¶allal¶as a kÄuls}o t}okepiaci fegyelem miatt ,,kÄolts¶egesebb",
mint a kiindul¶o helyzetben: magasabb kock¶azatv¶allal¶as eset¶en nagyobb for-
r¶askÄolts¶eggel kell sz¶amolni.

A bels}o t}okepiac hat¶asa

A konglomer¶atumok l¶etrehoz¶asakor a kock¶azatot befoly¶asol¶o egyik fontos
hat¶as a bels}o t}okepiac jelens¶eg¶ehez kapcsol¶odik. A bels}o t}okepiac megl¶ete
eset¶en a nem p¶enzÄugyi konglomer¶atum r¶eszlegei nemcsak a kÄuls}o t}okepiacr¶ol
juthatnak ¯nansz¶³roz¶asi forr¶asokhoz, hanem felhaszn¶alhatj¶ak m¶as r¶eszlegek
rendelkez¶esre ¶all¶o p¶enzeszkÄozeit is. A p¶enzÄugyi konglomer¶atumok eset¶eben a
bels}o t}okepiac szerepe nagym¶ert¶ekben korl¶atozott; a bank ¶es a biztos¶³t¶o m}u-
kÄod¶ese sor¶an kiemelt szerepet kapnak az Äugyfelek kÄovetel¶eseinek v¶edelm¶evel
foglalkoz¶o rendelkez¶esek. A modellben a bels}o t}okepiac ¶ugy jelenik meg, hogy
a biztos¶³t¶o a bank sz¶am¶ara rÄovid t¶avon a likvidit¶asi ig¶enye felmerÄul¶esekor
forr¶asokat biztos¶³that; a jogszab¶alyi el}o¶³r¶asok alapj¶an azonban legfeljebb a
biztos¶³t¶o befektet¶esre sz¶ant eszkÄozeinek egy bizonyos h¶anyada helyezhet}o el
p¶eld¶aul bankbet¶etk¶ent. Ezen jogszab¶alyi korl¶atoz¶ast olyan m¶odon tartal-
mazz¶ak a feltev¶esek, hogy a biztos¶³t¶o befektet¶esre sz¶ant eszkÄozeinek legfeljebb
meghat¶arozott r¶esz¶et lehet a bank sz¶am¶ara, rÄovid t¶av¶u likvidit¶asi ig¶eny¶enek
fedez¶es¶ere rendelkez¶esre bocs¶atani. A p¶enzÄugyi konglomer¶atumon belÄul l¶et-
rejÄov}o bels}o t}okepiacon a biztos¶³t¶ot¶ol a bank a feltev¶esek szerint Rbizt(RH)
kamaton kaphat hitelt. A modell felt¶etelezi, hogy dRbizt(RH)=dRH > 0 ¶es
d2Rbizt(RH)=dR2

H > 0, vagyis a bels}o t}okepiacon a kÄuls}o t}okepiachoz ha-
sonl¶oan ¶erv¶enyesÄul az, hogy a bank magasabb kock¶azatv¶allal¶asa eset¶eben
nagyobb kamatot sz¶am¶³tanak fel a banknak ny¶ujtott forr¶as ut¶an, valamint
a forr¶askÄolts¶eg emelked¶ese egy eredetileg is magas kock¶azatv¶allal¶as tov¶abbi
nÄoveked¶ese eset¶eben nagyobb. A konglomer¶atum kock¶azata szempontj¶ab¶ol
a bels}o ¶es a kÄuls}o t}okepiac egym¶ashoz viszony¶³tott fegyelm¶enek k¶erd¶ese az
Rbizt(RH) ¶es az Rlikv(RH) egym¶ashoz k¶epesti alakul¶as¶ahoz kapcsol¶odik.

A p¶enzÄugyi konglomer¶atum l¶etrejÄott¶et kÄovet}oen a modellben jelÄolje BIZT
annak az Äosszegnek a nagys¶ag¶at, amelyet a jogszab¶alyi korl¶atoz¶asok ¯gyelem-
bev¶etele mellett a biztos¶³t¶o a bank sz¶am¶ara a bet¶etek hitelvissza¯zet¶es el}otti
id}opontban tÄort¶en}o visszavon¶asa eset¶en forr¶ask¶ent ny¶ujthat. A bels}o t}okepiac
nagys¶ag¶at ¶es az int¶ezm¶enyek kÄozÄotti bels}o tranzakci¶okra vonatkoz¶o jogszab¶a-
lyi korl¶atoz¶asok hat¶as¶at is tÄukrÄoz}o BIZT ¶ert¶eke befoly¶asolja a bank hossz¶u
t¶avon v¶arhat¶o p¶enztÄobblet¶et, mivel csÄokkenti a kÄuls}o t}okepiacr¶ol bevonand¶o
forr¶asok nagys¶ag¶at. A bank hiteleinek vissza¯zet¶esekor a v¶arhat¶o p¶enztÄobb-
let¶enek nagys¶ag¶at a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhatjuk fel:

B(RH) = nHRH(1 ¡ pH(RH)) +B0x(RH)tRB ¡B0(RB ¡ 1)x(RH) ¡B0x(RH)RB ¡
¡

¡
B0(x(RH)t + (1¡ x(RH))RB ¡ tRB)¡ BIZT

¢
Rlikv(RH)¡ BIZTRbizt(RH) :

Amennyiben a bank ebben a helyzetben a hiteleinek lej¶arata id}opontj¶aban
v¶arhat¶o p¶enztÄobblet¶et maximaliz¶alja, az optim¶alis kock¶azatv¶allal¶asi szintje a



106 SzÄule Borb¶ala

kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o fel (levezet¶ese rÄoviden a FÄuggel¶ekben tal¶alhat¶o):

1 ¡ pH(RH)
dpH(RH)

dRH

+
dx(RH)

dRH
¢ B0(tRB ¡ 2RB + 1 + RBRlikv(RH) ¡ tRlikv(RH))

nH dpH(RH)
dRH

¡

¡ dRlikv(RH)

dRH
¢ B0(RB(1 ¡ x(RH)) ¡ tRB + tx(RH))

nH dpH(RH)
dRH

+

+
dRlikv(RH)

dRH
¢ BIZT

nH dpH(RH)
dRH

¡ dRbizt(RH)

dRH
¢ BIZT

nH dpH(RH)
dRH

:

A modell konstrukci¶oj¶ab¶ol ad¶od¶oan, az el}oz}oekben a kÄuls}o t}okepiaci fe-
gyelem eset¶eben levezetett eredm¶enyekn¶el bemutatott feltev¶esek mellett meg-
¶allap¶³that¶o, hogy a bels}o t}okepiac l¶etrejÄotte mellett a bank optim¶alis kock¶a-
zatv¶allal¶asa nÄovekszik, ha a bels}o t}okepiac fegyelme alatta marad a kÄuls}o
t}okepiac fegyelm¶enek (ha dRlikv(RH)=dRH > dRbizt(RH)=dRH).

A kock¶azatnÄoveked¶es m¶ert¶eke ann¶al nagyobb, min¶el gyeng¶ebb a bels}o t}o-
kepiac fegyelme a kÄuls}o t}okepiac fegyelm¶ehez k¶epest, valamint min¶el nagyobb
az az Äosszeg, amelyhez a bank a bels}o t}okepiacon keresztÄul juthat. A koc-
k¶azatnÄoveked¶esi hat¶as m¶ert¶eke ennek kÄovetkezt¶eben minden egy¶eb t¶enyez}o
v¶altozatlans¶ag¶at felt¶etelezve emelkedik, ha a biztos¶³t¶o a bankhoz k¶epest ,,na-
gyobb", illetve a befektet¶esi szab¶alyok alapj¶an a biztos¶³t¶o szÄuks¶eg eset¶en na-
gyobb Äosszeget tud a bank rendelkez¶es¶ere bocs¶atani. Az 1. ¶abra a bank hossz¶u
t¶avon v¶arhat¶o p¶enztÄobblet¶et |B(RH) fÄuggv¶enyt| mutatja kÄulÄonbÄoz}o koc-
k¶azatv¶allal¶asi szintek mellett; az optim¶alis kock¶azatv¶allal¶as m¶ert¶ek¶et e fÄugg-
v¶enyek maximumpontja reprezent¶alja:16

1. ¶abra. Optim¶alis kock¶azatv¶allal¶asi szint v¶altoz¶asa

16Az 1. ¶abra hipotetikus, az el}oz}oekben bemutatott felt¶eteleknek megfelel}o fÄuggv¶eny-
speci¯k¶aci¶ok mellett kisz¶am¶³tott ¶ert¶ekeket ¶abr¶azol.
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Meg¶allap¶³that¶o, hogy a tÄok¶eletes bels}o t}okepiaci fegyelemhez k¶epest (ez
az az eset, amikor a bels}o t}okepiac fegyelme megegyezik a kÄuls}o t}okepiac
fegyelm¶evel) a bels}o t}okepiac fegyelm¶enek gyengÄul¶ese a bank optim¶alis koc-
k¶azatv¶allal¶as¶anak nÄoveked¶es¶et eredm¶enyezi.

A p¶enzÄugyi konglomer¶atumban a kÄuls}o t}okepiacn¶al gyeng¶ebb fegyelem-
mel rendelkez}o bels}o t}okepiac l¶etrejÄottekor teh¶at a kock¶azatv¶allal¶asi opti-
mumot nÄovel}o hat¶asok keletkeznek. Ezen hat¶asok m¶ert¶eke |ahogyan az
az optim¶alis banki kock¶azatv¶allal¶ast le¶³r¶o k¶epletben is meg¯gyelhet}o| a
tÄok¶eletesn¶el gyeng¶ebb bels}o t}okepiaci fegyelem eset¶en ann¶al nagyobb, min¶el
nagyobb a konglomer¶atumban megjelen}o bels}o t}okepiac m¶erete. A 2. ¶abra azt
mutatja, hogy a banknak a biztos¶³t¶ohoz k¶epesti m¶erete hogyan befoly¶asolja
a kock¶azatv¶allal¶asi optimum m¶ert¶ek¶et.17 A bank ¶es a biztos¶³t¶o egym¶ashoz
k¶epesti ar¶any¶at a gra¯konon a bank ¶es a biztos¶³t¶o m¶erlegf}oÄosszeg¶enek h¶anya-
dosa reprezent¶alja, ezen ar¶any megv¶altoz¶as¶at (a gra¯kon el}o¶all¶³t¶asa sor¶an) a
modellben a biztos¶³t¶o Äugyf¶el¶allom¶any¶anak nÄoveked¶ese gener¶alta.

Az eredm¶enyek azt mutatj¶ak, hogy a tÄok¶eletesn¶el gyeng¶ebb bels}o t}okepiaci
fegyelem eset¶en a bank kock¶azatv¶allal¶as¶anak optim¶alis szintje a biztos¶³t¶o
bankhoz k¶epesti m¶eret¶enek nÄoveked¶es¶evel emelkedik; vagyis min¶el nagyobb
az a bels}o t}okepiac, aminek a fegyelme gyeng¶ebb a kÄuls}o t}okepiac¶en¶al, ann¶al
ink¶abb nÄovekedhet a bank kock¶azatv¶allal¶asi optimuma. Ennek h¶atter¶eben az
¶all, hogy ha a biztos¶³t¶o m¶erete (az Äugyfelek sz¶am¶anak nÄoveked¶es¶en keresztÄul)
nÄovekszik, akkor a v¶altozatlan m¶eret}u bank a biztos¶³t¶ohoz k¶epest egyre kisebb
lesz, vagyis a bank sz¶am¶ara relev¶ans bels}o t}okepiac hat¶asa egyre jelent}osebb¶e
v¶alik. A nagyobb bels}o t}okepiac jelenl¶etekor ¶³gy ebben az esetben a bank
kock¶azatv¶allal¶asa a modellben levezetett eredm¶enyek alapj¶an nÄovekszik.

2. ¶abra. Optim¶alis kock¶azatv¶allal¶as ¶es m¶eretar¶any

17A 2. ¶abra olyan fÄuggv¶enyspeci¯k¶aci¶ok ¶es param¶eter-be¶all¶³t¶asok melletti ¶ert¶ekeket mu-
tat, amelyek megfelelnek az el}oz}oekben bemutatott modellfeltev¶eseknek.
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A modell eredm¶enyeinek helye a szakirodalom-
ban

A tanulm¶any egy olyan modell keret¶eben vezeti le az eredm¶enyeket, amely
a bankok, a biztos¶³t¶ok, illetve a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok m}ukÄod¶es¶evel
kapcsolatban sz¶amos absztrakci¶ot alkalmaz. Ezen absztrakci¶ok a val¶os¶agos
helyzet jellemz}oivel indokolhat¶ok:

{ A modell a bankok ¶es a biztos¶³t¶ok eset¶eben is kiv¶alasztott f}o tev¶ekeny-
s¶egekre koncentr¶al (ez a bankokn¶al a bet¶etgy}ujt¶es ¶es a hitelez¶es, a biz-
tos¶³t¶okn¶al pedig a biztos¶³t¶asi szerz}od¶esek kÄot¶ese, valamint a be¯zetett
d¶³jak befektet¶ese).

{ A modell ¯gyelembe veszi, hogy a bankok ¶es biztos¶³t¶ok eszkÄozei kÄozÄotti
fontos kÄulÄonbs¶eg azok likvidit¶asa (a bankok hitelei kev¶esb¶e likvidek
mint a biztos¶³t¶ok befektet¶esei).

{ Az eredm¶enyek levezet¶ese sor¶an a modell ¯gyelembe veszi, hogy a bankok
¶es biztos¶³t¶ok forr¶asai kÄozÄott fontos kÄulÄonbs¶eg van azok lej¶arati idej¶eben
(a bankok forr¶asai j¶oval rÄovidebb lej¶arat¶uak, mint a biztos¶³t¶o forr¶asai).

{ Ebb}ol ad¶od¶oan a modell ¯gyelembe veszi azt is, hogy a bankok ¶es biz-
tos¶³t¶ok kock¶azatai szempontj¶ab¶ol fontos szerepe van a rÄovid ¶es a hossz¶u
id}ot¶av megkÄulÄonbÄoztet¶es¶enek (p¶eld¶aul mert a bankok rÄovid t¶avon olyan
kock¶azatnak lehetnek kit¶eve, amelynek a biztos¶³t¶ok nem).

{ A p¶enzÄugyi konglomer¶atumban lehets¶eges bels}o tranzakci¶ok eset¶eben
a modell ¯gyelembe veszi az eszkÄozÄok elkÄulÄon¶³t¶es¶ere vonatkoz¶o fontos
jogi korl¶atoz¶asokat is.

A modell eredm¶enyei a szakirodalomban olyan szempontb¶ol egyediek,
hogy az eddigi szakmai ¶³r¶asok |tudom¶asom szerint| ilyen feltev¶esrendszer
keret¶eben m¶eg nem elemezt¶ek a p¶enzÄugyi konglomer¶atumok kock¶azati hat¶asait.
A ,,klasszikus" portf¶oli¶oelm¶elethez k¶epest a bemutatott modell annyiban
t¶er el, hogy ¯gyelembe veszi azoknak a bels}o tranzakci¶oknak a szerep¶et is,
amelyeket a klasszikus portf¶oli¶oelm¶elet (p¶eld¶aul [10]) nem vizsg¶al. A nem
p¶enzÄugyi v¶allalatok konglomer¶atumainak kock¶azat¶aval foglalkoz¶o ¶³r¶asokt¶ol
(p¶eld¶aul [5]) a modell olyan szempontb¶ol is kÄulÄonbÄozik, hogy a bank ¶es a biz-
tos¶³t¶o egyÄuttm}ukÄod¶es¶en¶el ¯gyelembe veszi azokat a jogi korl¶atoz¶asokat, ame-
lyek a bank ¶es a biztos¶³t¶o eszkÄozeinek elkÄulÄon¶³t¶es¶ere vonatkoznak. A bemu-
tatott modell mind a klasszikus portf¶oli¶oelm¶elet, mind pedig a nem p¶enzÄugyi
konglomer¶atumok kock¶azatainak elm¶elet¶evel foglalkoz¶o szakirodalom¶³r¶asait¶ol
elt¶er olyan szempontb¶ol is, hogy a bank ¶es a biztos¶³t¶o l¶enyeges jellemz}oivel
rendelkez}o keretben vezeti le az eredm¶enyeket. A p¶enzÄugyi konglomer¶atumok
kock¶azataival alapvet}oen le¶³r¶o szeml¶eletben foglalkoz¶o ¶³r¶asokhoz k¶epest az
eredm¶enyek elt¶er¶ese az ,,optim¶alis" dÄont¶esek keres¶es¶eben jelentkezik. A be-
mutatott modell saj¶atoss¶aga emellett (a modellben az id}o kezel¶es¶eben) a
dinamikus szeml¶eletm¶od is.
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A modell keret¶eben a p¶enzÄugyi konglomer¶atumban r¶esztvev}o bank eset¶e-
ben azt vizsg¶altam, hogy annak kock¶azatv¶allal¶asi dÄont¶ese hogyan m¶odosulhat
a p¶enzÄugyi konglomer¶atum l¶etrejÄottekor. Az elemz¶es egyik fontos kÄovetkez-
tet¶ese az, hogy a modell keretein belÄul a bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶asa
a p¶enzÄugyi konglomer¶atumban val¶o r¶eszv¶etel eset¶en a bels}o t}okepiac l¶etre-
jÄottekor nÄovekedhet: a kock¶azatv¶allal¶as bank sz¶am¶ara optim¶alis szintj¶et a
bels}o t}okepiac fegyelm¶enek a kÄuls}o t}okepiac fegyelm¶ehez k¶epesti csÄokken¶ese,
valamint a tÄok¶eletesn¶el gyeng¶ebb bels}o t}okepiaci fegyelem eset¶en a bels}o
t}okepiac m¶eret¶enek nÄoveked¶ese emeli.

Az elm¶eleti modell gyakorlat sz¶am¶ara megfogalmazhat¶o egyik fontos kÄo-
vetkeztet¶ese, hogy a p¶enzÄugyi konglomer¶atumokban l¶etrejÄov}o kock¶azatv¶al-
lal¶asi hat¶asokra a kock¶azatv¶allal¶as elfogadhat¶o szinten tart¶asa ¶erdek¶eben
¶erdemes kÄulÄon ¯gyelmet ford¶³tani. Az elm¶eleti modell meg¶allap¶³t¶asai szerint
a banki kock¶azatv¶allal¶asra csÄokkent}oleg hat az, ha a kÄuls}o t}okepiacon a banki
kock¶azatv¶allal¶as nÄoveked¶ese a forr¶askÄolts¶eg nÄoveked¶es¶evel j¶ar. A gyakorlat
sz¶am¶ara az elm¶eleti modell tov¶abbi kÄovetkeztet¶ese, hogy a p¶enzÄugyi kong-
lomer¶atumokban esetlegesen keletkez}o bels}o t}okepiac, illetve az itt l¶etrejÄov}o
tranzakci¶ok a banki kock¶azatv¶allal¶as szempontj¶ab¶ol szint¶en ¯gyelmet ig¶e-
nyelnek. A bank sz¶am¶ara optim¶alis kock¶azatv¶allal¶asi szint korl¶atoz¶as¶ara az
elm¶eleti modell meg¶allap¶³t¶asai szerint egyfel}ol a bels}o t}okepiac kiterjedts¶eg¶e-
nek korl¶atoz¶as¶aval, m¶asfel}ol pedig a bels}o t}okepiac fegyelm¶enek nÄovel¶es¶evel
(illetve a bels}o t}okepiaci tranzakci¶ok egyes param¶etereinek a kÄuls}o t}okepiaci
tranzakci¶ok megfelel}o jellemz}oihez val¶o kÄozel¶³t¶es¶evel) ny¶³lik lehet}os¶eg.

FÄuggel¶ek

1. A bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶asi szintj¶enek levezet¶ese (abban az esetben,
ha nincs kÄuls}o t}okepiaci fegyelem). A bank hossz¶u t¶avon v¶arhat¶o p¶enztÄobb-
let¶et (ennek ¶ert¶ek¶et jelÄolje B(RH)) a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhatjuk fel:

B(RH) = nHRH(1 ¡ pH(RH)) + B0x(RH)tRB ¡ B0(RB ¡ 1)x(RH) ¡
¡ B0x(RH)RB ¡ B0(x(RH)t + (1 ¡ x(RH))RB ¡ tRB)Rlikv

A bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶as¶anak meghat¶aroz¶as¶ahoz a B(RH) fÄuggv¶eny

maximum¶at keressÄuk. A dB(RH)
dRH

= 0 felt¶etel fel¶³r¶asa ut¶an a kÄovetkez}o
eredm¶enyt kapjuk:

nH

µ
1 ¡ pH(RH) ¡ RH

dpH(RH)

dRH

¶
+

dx(RH)

dRH
B0(tRB ¡ 2RB + 1) +

dx(RH)

dRH
B0(RB ¡ t)Rlikv = 0 :

Ezt az egyenletet tov¶abb alak¶³tjuk:

nH

µ
1 ¡ pH(RH) ¡ RH

dpH(RH)

dRH

¶
+

dx(RH)

dRH
B0(tRB ¡ 2RB + 1 + RBRlikv ¡ tRlikv) = 0
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Ezt az egyenletet RH-ra rendezve kapjuk a bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶as¶at
jelz}o ¶ert¶eket:

Ropt
H =

1 ¡ pH(RH)
dpH(RH)

dRH

+

+
dx(RH)

dRH
¢ B0(tRB ¡ 2RB + 1 + RBRlikv(RH) ¡ tRlikv(RH))

nH dpH(RH)
dRH

:

Ahhoz, hogy bel¶assuk: a kisz¶am¶³tott optim¶alis hitelkamat csakugyan maxi-

mum, be kell l¶atni, hogy d2B(RH)
dR2

H
m¶asodik deriv¶alt ¶ert¶eke a kisz¶am¶³tott opti-

mumhelyen negat¶³v. Ez a felt¶etel dpH(RH)=dRH > 0 ¶es d2pH(RH)=dR2
H > 0,

valamint dx(RH)=dRH < 0 ¶es d2x(RH)=dR2
H < 0 mellett teljesÄul.

2. A bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶asi szintj¶enek levezet¶ese (abban az eset-
ben, ha van kÄuls}o t}okepiaci fegyelem). A bank hossz¶u t¶avon v¶arhat¶o p¶enz-
tÄobblet¶et az el}oz}oekben le¶³rtakhoz hasonl¶oan B(RH) jelÄoli. A sz¶am¶³t¶asok

sor¶an el}oszÄor dB(RH)
dRH

= 0 felt¶etelt ¶³rjuk fel, azt¶an ezt ¶atrendezzÄuk RH -ra.

A sz¶els}o¶ert¶ek-feladat megold¶as¶at a d2B(RH)
dR2

H
< 0 felt¶etel ellen}orz¶ese z¶arja. A

dB(RH)
dRH

= 0 felt¶etel fel¶³r¶asa ut¶an a kÄovetkez}o eredm¶enyt kapjuk:

nH

µ
1 ¡ pH(RH) ¡ RH

dpH(RH)

dRH

¶
+

dx(RH)

dRH
B0(tRB ¡ 2RB + 1) +

dx(RH)

dRH
B0(RB ¡ t)Rlikv = 0 :

Ezt az egyenletet RH-ra rendezve kapjuk a bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶as¶at
jelz}o ¶ert¶eket:

1 ¡ pH(RH)
dpH(RH)

dRH

+
dx(RH)

dRH
¢ B0(tRB ¡ 2RB + 1 + RBRlikv(RH) ¡ tRlikv(RH))

nH dpH(RH)
dRH

¡

¡ dRlikv(RH)

dRH
¢ B0(RB(1 ¡ x(RH)) ¡ tRB + tx(RH))

nH dpH(RH)
dRH

:

A kisz¶am¶³tott optim¶alis hitelkamat eset¶eben akkor van sz¶o maximumr¶ol, ha
bel¶athat¶o, hogy a d2B(RH)=dR2

H m¶asodik deriv¶alt ¶ert¶eke a kisz¶am¶³tott opti-
mumhelyen negat¶³v. Ez a felt¶etel dpH(RH)=dRH > 0 ¶es d2pH(RH)=dR2

H > 0,
dx(RH)=dRH < 0 ¶es d2x(RH)=dR2

H < 0, valamint dRlikv(RH)=dRH > 0 ¶es
d2Rlikv(RH)=dR2

H > 0 mellett teljesÄul.

3. A bank optim¶alis kock¶azatv¶allal¶asi szintj¶enek levezet¶ese (abban az eset-
ben, ha van bels}o t}okepiac). A bank hossz¶u t¶avon v¶arhat¶o p¶enztÄobblet¶enek
¶ert¶ek¶et mutat¶o B(RH) fÄuggv¶enyt deriv¶aljuk RH szerint, a kapott eredm¶enyt
rendezzÄuk RH-ra, majd megvizsg¶aljuk B(RH) fÄuggv¶eny m¶asodik deriv¶altj¶a-
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nak el}ojel¶et, hogy a kapott eredm¶eny csakugyan maximum-e. A bank op-
tim¶alis kock¶azatv¶allal¶as¶at jelz}o ¶ert¶ek:

1 ¡ pH(RH)
dpH(RH)

dRH

+
dx(RH)

dRH
¢ B0(tRB ¡ 2RB + 1 + RBRlikv(RH) ¡ tRlikv(RH))

nH dpH(RH)
dRH

¡

¡ dRlikv(RH)

dRH
¢ B0(RB(1 ¡ x(RH)) ¡ tRB + tx(RH))

nH dpH(RH)
dRH

+

+
dRlikv(RH)

dRH
¢ BIZT

nH dpH(RH)
dRH

¡ dRbizt(RH)

dRH
¢ BIZT

nH dpH(RH)
dRH

:

A kisz¶am¶³tott optim¶alis hitelkamat maximum, mivel a dB2
R(H)=dR2

H m¶a-
sodik deriv¶alt ¶ert¶eke a kisz¶am¶³tott optimumhelyen negat¶³v (ugyanis teljesÄul-
nek a kÄovetkez}o feltev¶esek: dpH(RH)=dRH > 0 ¶es d2pH(RH)=dR2

H > 0,
dx(RH)=dRH < 0 ¶es d2x(RH)=dR2

H < 0, valamint dRlikv(RH)=dRH > 0,
d2Rlikv(RH)=dR2

H > 0, dRbizt(RH)=dRH > 0 ¶es d2Rbizt(RH)=dR2
H > 0).
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CAPITAL MARKETS' RISK EFFECTS IN FINANCIAL CONGLOMERATES

Risk reducing e®ects are often mentioned in relation to the emergence of ¯nancial
conglomerates. The risk of ¯nancial conglomerates involving a bank and an insurer
component is a complex issue and risk increasing e®ects can also occur. In this
paper |based on my Ph.D. thesis| I examine the risk taking decisions of a bank
as a part of a ¯nancial conglomerate and I conclude that the optimal level of
risk taking is related to the discipline and size of the emerging internal capital
market in the ¯nancial conglomerate. By developing a new framework for analysing
risk taking in ¯nancial conglomerates, the paper shows that increasing external
capital market discipline reduces, decreasing internal capital market discipline and
increasing internal capital market size increases the optimal level of risk taking of
a bank as part of a ¯nancial conglomerate.
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