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VAL¶OSZ¶IN}US¶EGELOSZL¶ASOK SZ¶ELFÄUGG}OS¶EGE,
T}OZSDEINDEX PORTF¶OLI¶O SZ¶ELS}OS¶EGES

VESZTES¶EGEINEK ELEMZ¶ESE KOPULA
ALKALMAZ¶AS¶AVAL1

VARGA J¶OZSEF { LUK¶ACS P¶ETER
PTE KTK { CIB Bank

Bevezet¶es

A p¶enzÄugyi kock¶azatmenedzsment ¶uj fejezete ny¶³lt meg akkor, amikor a
Baseli Bizotts¶ag bels}o modellek alkalmaz¶as¶at aj¶anlotta a bankoknak a piaci
kock¶azat becsl¶es¶ere. (Basel Committe on Banking Supervision, 1995). Ez az
aj¶anl¶as 1998 t¶aj¶an be¶epÄult az egyes nemzetek tÄorv¶enykez¶es¶ebe, lehet}ov¶e t¶eve
a bankok sz¶am¶ara, hogy ne csak a p¶enzÄugyi term¶ekek, hanem a kock¶azat-
menedzsment innov¶aci¶oj¶aban is versenyezhessenek egym¶assal.

A piaci kock¶azat m¶er¶es¶ere alkalmazand¶o m¶ert¶ekk¶ent a kock¶aztatott ¶ert¶ek
(VaR) kerÄult el}ot¶erbe. A VaR azt a maxim¶alis ¶ert¶eket sz¶amszer}us¶³ti, amelyet
elvesz¶³thetÄunk egy portf¶oli¶oban adott id}operi¶odusban, adott megb¶³zhat¶os¶ag
mellett. A statisztika nyelv¶en fogalmazva a portf¶oli¶o kock¶aztatott ¶ert¶eke
a portf¶oli¶o vesztes¶eg eloszl¶as¶anak kvantilise adott id}ointervallumban, adott
val¶osz¶³n}us¶egi szinten.

Sok p¶enzint¶ezet sz¶am¶ara a legnagyobb kih¶³v¶ast az Äugyf¶elkiszolg¶al¶o ¶es
h¶att¶errendszerek, valamint az adatb¶azisok kezel¶es¶ere szolg¶al¶o sz¶am¶³t¶og¶epes
rendszerek alkalmaz¶asa jelentette. Ez szoftveripari feladat, amelynek az a
c¶elja, hogy a portf¶oli¶o poz¶³ci¶okat ¶es a m¶ultbeli piaci adatokat centraliz¶alt
kock¶azatmenedzsment keretbe foglalj¶ak. M¶asfajta kih¶³v¶ast jelentett a kisz¶a-
m¶³tott VaR ¶ert¶ekek kontroll kock¶azat c¶elj¶ara tÄort¶en}o felhaszn¶al¶asa, valamint
olyan kÄornyezet kialak¶³t¶asa, amelyben a kock¶azatmenedzsment rendszer min-
den r¶esztvev}o sz¶am¶ara elfogadott. Ez szervez¶esi, illetve t¶arsadalmi k¶erd¶es.
A kock¶azat modellez¶es¶enek m¶odszertani k¶erd¶ese az¶ert jelent}os, mert a VaR
nem megfelel}o alkalmaz¶asa a kock¶azatmenedzsment rendszer Äosszes j¶o tel-
jes¶³tm¶eny¶et leronthatja.

A p¶enzÄugyi kock¶azatkezel¶es egyik kritikus pontja a sz¶els}os¶eges veszte-
s¶egeket megfelel}oen ¯gyelembe vev}o modell alkalmaz¶asa. ¶Ert¶ekpap¶³rokb¶ol,
derivat¶³v eszkÄozÄokb}ol, vagy ak¶ar hitelekb}ol ¶all¶o portf¶oli¶o eset¶eben a sz¶els}os¶eges
vesztes¶egek k¶et t¶enyez}ore vezethet}ok vissza. Egyr¶eszt a portf¶oli¶ot alkot¶o esz-
kÄozÄok egyedileg rendelkezhetnek sz¶els}os¶eges negat¶³v hozamokkal, m¶asr¶eszt a
nagy negat¶³v hozamok egyÄuttes el}ofordul¶asa okozhat jelent}os portf¶oli¶o hozam
vesztes¶eget. Az ilyen sz¶els}os¶eges hozamokat eredm¶enyez}o esem¶enyek bekÄo-

1Be¶erkezett: 2005. febru¶ar 8. E-mail: varga@ktk.pte.hu.
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vetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶egeinek becsl¶ese komoly feladatot jelent a p¶enzÄugyi koc-
k¶azatkezel¶essel foglalkoz¶o szakemberek sz¶am¶ara.

A sz¶els}os¶eges portf¶oli¶o vesztes¶egek kezel¶es¶ere, modellez¶es¶ere tÄobb m¶odszer
¶all rendelkez¶esre. A kock¶aztatott ¶ert¶ek (VaR) alkalmaz¶asa jelentette az ¶at-
tÄor¶est ezen a terÄuleten, majd k¶es}obb a VaR hi¶anyoss¶agait kikÄuszÄobÄol}o, a
v¶arhat¶o sz¶els}os¶eges vesztes¶egekre alapoz¶o modellek (ES { v¶arhat¶o de¯cit,
CVaR { felt¶eteles kock¶aztatott ¶ert¶ek stb.) is megjelentek az 1990-es ¶evek
v¶eg¶en.

Portf¶oli¶ok eset¶eben a v¶arhat¶o sz¶els}os¶eges vesztes¶egek modellez¶es¶ere alkal-
mazhat¶o eszkÄoz a hozam val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶asok sz¶elfÄugg}os¶eg¶enek vizsg¶alata.
A kÄovetkez}okben el}oszÄor a val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶asok sz¶elfÄugg}os¶eg¶evel kapcso-
latos fontosabb fogalmakat, t¶eteleket ÄosszegezzÄuk, azut¶an az elliptikus kopul¶ak
fontosabb tulajdons¶agait foglaljuk Äossze, majd bemutatjuk a m¶odszer al-
kalmaz¶as¶at sz¶els}os¶eges port¶ooli¶o vesztes¶egek vizsg¶alat¶ara egy speci¶alis ellip-
tikus kopula, a Student-f¶ele t kopula alkalmaz¶as¶aval. Megmutatjuk, hogy
sz¶elfÄugg}os¶eg}u kopula alkalmaz¶as¶aval hat¶ekonyan modellezhet}ok a sz¶els}os¶eges
esem¶enyek.

1 Val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶asok sz¶elfÄugg}os¶ege

Az eloszl¶as sz¶elek fÄugg}os¶ege k¶etv¶altoz¶os esetben a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok
kÄozÄott a koordin¶atarendszer els}o, illetve harmadik negyed¶eben jelentkez}o
fÄugg}os¶eg m¶ert¶ek¶evel kapcsolatos fogalom. Ezekben a negyedekben mindk¶et
v¶altoz¶o egyszerre pozit¶³v, illetve negat¶³v ¶ert¶ekeket vesz fel, ez¶ert az els}o ne-
gyed a sz¶els}os¶eges nagy hozamok, m¶³g a harmadik negyed a kiugr¶oan nagy
vesztes¶egek kÄozÄotti fÄugg}os¶eg vizsg¶alat¶ara alkalmas.

Az X ¶es Y folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok kÄozÄotti sz¶elfÄugg}os¶eg kopula
tulajdons¶ag, ez¶ert a sz¶elfÄugg}os¶eg nagys¶aga invari¶ans az X ¶es Y szigor¶uan
monoton transzform¶aci¶oival szemben. (L¶asd Nelsen (1999)).

1.1 De¯n¶³ci¶o. JelÄolje (X; Y )T az F illetve G margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶ennyel
jellemzett folytonos val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶ot. Az (X;Y )T fels}o sz¶elfÄugg}o-
s¶egi egyÄutthat¶oja

lim
u!1¡

P
¡
Y > G¡1(u) j X > F ¡1(u)

¢
= ¸U ;

felt¶eve, hogy a ¸U 2 [0; 1] hat¶ar¶ert¶ek l¶etezik. Ha ¸U 2 (0; 1], akkor X ¶es Y
aszimptotikusan ÄosszefÄugg a fels}o eloszl¶assz¶elben, ha pedig ¸U = 0, akkor X
¶es Y aszimptotikusan fÄuggetlen v¶altoz¶ok ugyanott.

Mivel P
¡
Y > G¡1(u) j X > F¡1(u)

¢
az al¶abbi

1 ¡ P
¡
X · F¡1(u)

¢ ¡ P
¡
Y · G¡1(u)

¢
+ P

¡
X · F ¡1(u); Y · G¡1(u)

¢

1 ¡ P
¡
X · F ¡1(u)

¢

alakban is ¶³rhat¶o, a folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ora az 1. de¯n¶³ci¶oval ek-
vivalens alternat¶³v de¯n¶³ci¶o adhat¶o, amelyb}ol bel¶athat¶o, hogy az eloszl¶as
sz¶elfÄugg}os¶eg val¶oban kopula tulajdons¶ag.
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1.2 De¯n¶³ci¶o. Ha a C k¶etv¶altoz¶os kopula olyan, hogy a

lim
u!1¡

1 ¡ 2u + C(u; u)

1 ¡ u
= ¸U

hat¶ar¶ert¶ek l¶etezik, akkor fels}osz¶elfÄugg}os¶eg}u, ha ¸U 2 (0; 1], ¶es fels}o sz¶elfÄug-
getlen a ¸U = 0 esetben.

A fogalom szeml¶eltet¶es¶ere tekintsÄuk a Gumbel-kopula csal¶ad kÄovetkez}o
tagj¶at:

Cµ(u; v) = exp
³
¡

£
(¡ lnu)µ + (¡ ln v)µ

¤1=µ
´

; µ ¸ 1 :

Ekkor

1 ¡ 2u + C(u; u)

1 ¡ u
=

1 ¡ 2u + exp
¡
21=µ lnu

¢

1 ¡ u
=

1 ¡ 2u + u21=µ

1 ¡ u
;

¶es ez¶ert

lim
u!1¡

1 ¡ 2u + C(u; u)

1 ¡ u
= 2 ¡ lim

u!1¡
21=µu21=µ¡1 = 2 ¡ 21=µ :

Ebb}ol pedig leolvashat¶o, hogy µ > 1 esetben Cµ fels}o sz¶elfÄugg}os¶eg}u.
Ha a kopula nem adhat¶o meg z¶art formul¶aval, hasznosabb a ¸U megha-

t¶aroz¶as¶ara m¶asik ÄosszefÄugg¶est alkalmazni. Ezt az esetet a Gauss-kopul¶aval
szeml¶eltetjÄuk. A Gauss-kopula

CR(u; u) =

Z ©¡1(u)

¡1

Z ©¡1(u)

¡1

1

2¼
p

1 ¡ R2
12

exp

µ
¡s2 ¡ 2R12st + t2

2(1 ¡ R2
12)

¶
ds dt ;

ahol ¡1 < R12 < 1 ¶es © a standard norm¶alis eloszl¶asfÄuggv¶eny. TekintsÄuk az
U » U(0; 1) ¶es V » U(0; 1) eloszl¶as¶u (U; V ) val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat, amelyek
kopul¶aj¶at jelÄolje C. Mindenekel}ott vegyÄuk ¶eszre, hogy

P (V · v j U = u) =
@C(u; v)

@u
¶es P (V > v j U = u) = 1 ¡ @C(u; v)

@u
;

¶es hasonl¶o m¶odon hat¶arozhat¶o meg a V felt¶etel melletti eloszl¶as. Ekkor

¸U = lim
u!1¡

C(u; v)

1 ¡ u
= ¡ lim

u!1¡

dC(u; u)

du
=

= ¡ lim
u!1¡

µ
¡2 +

@

@s
C(s; t)js=t=u +

@

@t
C(s; t)js=t=u

¶
=

= lim
u!1¡

£
P (V > u j U = u) + P (U > u j V = u)

¤
:

Ha C kommutat¶³v kopula, vagyis C(u; v) = C(v; u), akkor ¸U a kÄovetkez}o
egyszer}u alakban ¶³rhat¶o:

¸U = 2 lim
u!1¡

P (V > u j U = u) :
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P¶eldak¶ent tekintsÄuk az (X; Y )T k¶etv¶altoz¶os standard norm¶alis eloszl¶ast
½ line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval, vagyis (X; Y )T » C(©(x);©(y)), ahol C
a fentebb vizsg¶alt Gauss-csal¶ad egyik tagja R12 = ½ esetben. Mivel ennek a
kopula csal¶adnak a tagjai kommutat¶³vak,

¸U = 2 lim
u!1¡

P (V > u j U = u) ;

¶es mivel © ¶ertelmez¶esi tartom¶anya a (¡1; 1) intervallum,

lim
u!1¡

P (V > u j U = u) =

= lim
x!1

P (©¡1(V ) > x j ©¡1(U) = x) = lim
x!1

P (X > x j Y = x) :

Felhaszn¶alva az ismert ÄosszefÄugg¶est, amely szerint, ha (X;Y )T eloszl¶asa k¶et-
v¶altoz¶os standard norm¶alis eloszl¶as, Y j (X = x) » N(½x; 1¡½2), azt kapjuk,
hogy

¸U = 2 lim
x!1

©

Ã
x ¡ ½xp
1 ¡ ½2

!
= 2 lim

x!1
©

µ
x

r
1 ¡ ½

1 + ½

¶
;

ahonnan leolvashat¶o, hogy ¸U = 0, ha R12 < 1. Teh¶at a Gauss-kopula ½ < 1
line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval nem fels}o sz¶elfÄugg}os¶eg}u.

Az als¶o sz¶elfÄugg}os¶eg fogalma hasonl¶o m¶odon ¶ertelmezhet}o. Ha a

lim
u!0+

C(u; u)

u
= ¸L

hat¶ar¶ert¶ek l¶etezik, akkor a C kopula als¶o sz¶elfÄugg}os¶eg}u, ha ¸L 2 (0; 1], ¶es
als¶o sz¶elfÄuggetlen a ¸L = 0 esetben.

Azokra a kopul¶akra, amelyeknek nem l¶etezik egyszer}u z¶art alak¶u for-
mul¶aja, hasznosabb m¶asik ÄosszefÄugg¶est alkalmazni a ¸L meghat¶aroz¶as¶ara.
TekintsÄuk az (U; V )T v¶eletlen vektort C kopul¶aval. Ekkor az als¶o sz¶elfÄugg}os¶egi
egyÄutthat¶o

¸L = lim
u!0+

C(u; u)

u
= lim

u!0+

dC(u; u)

du
=

= lim
u!0+

µ
@

@s
C(s; t)js=t=u +

@

@t
C(s; t)js=t=u

¶
=

= lim
u!0+

£
P (V < u j U = u) + P (U < u j V = u)

¤
:

Amennyiben C kommutat¶³v kopula, vagyis C(u; v) = C(v; u), akkor ¸L

kifejez¶ese a kÄovetkez}o egyszer}u alakra hozhat¶o

¸L = 2 lim
u!0+

P (V < u j U = u) :

A C kopul¶aj¶u k¶etdimenzi¶os val¶osz¶³n}us¶egi vektor tov¶abb¶el¶esi kopul¶aja pedig

Ĉ(u; v) = u + v ¡ 1 + C(1 ¡ u; 1 ¡ v) :



Val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶asok sz¶elfÄugg}os¶ege, t}ozsdeindex portf¶oli¶o. . . 81

K¶et U(0; 1) t¶³pus¶u C egyÄuttes eloszl¶asfÄuggv¶eny}u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o
egyÄuttes tov¶abb¶el¶esi fÄuggv¶enye

C(u; v) = 1 ¡ u ¡ v + C(u; v) = Ĉ(1 ¡ u; 1 ¡ v) :

Ez¶ert

lim
u!1¡

C(u; u)

1 ¡ u
= lim

u!1¡

Ĉ(1 ¡ u; 1 ¡ u)

1 ¡ u
= lim

u!0+

Ĉ(u; u)

u
;

teh¶at a C fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oja megegyezik a Ĉ als¶o sz¶elfÄugg}os¶egi
egyÄutthat¶oj¶aval. Ugyan¶³gy a C als¶o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oja megegyezik a
Ĉ fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oj¶aval.

2 Elliptikus kopul¶ak

Kopul¶ak alkalmaz¶as¶aval elv¶alaszthat¶o valamely portf¶oli¶o hozam alakul¶asa
eset¶eben az egyedi eszkÄozÄok vesztes¶egeinek hat¶asa az egyÄuttes bekÄovetkez¶esek
okozta portf¶oli¶o vesztes¶egekt}ol. Az els}o fajta vesztes¶eget a margin¶alis el-
oszl¶asok, a m¶asodik fajt¶at |a vesztes¶egek fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶at| pedig a
kopul¶ak modellezik. Kopul¶ak szerkeszt¶ese, gyakorlati alkalmaz¶asa |kÄulÄonÄo-
sen kett}on¶el tÄobb eszkÄozb}ol ¶all¶o portf¶oli¶o eset¶eben| nem t¶uls¶agosan egyszer}u
feladat. Az elliptikus kopul¶ak elliptikus eloszl¶asok kopul¶ajak¶ent hat¶arozhat¶ok
meg.

2.1 Az elliptikus eloszl¶asok

Az elliptikus eloszl¶asok oszt¶alya sok olyan tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶ast mag¶aban
foglal, amelyek a tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as sz¶amos j¶o tulajdons¶ag¶aval
rendelkeznek, ¶es alkalmas a tÄobbv¶altoz¶os sz¶els}os¶eges ¶ert¶ekek ¶es nem-norm¶alis
fÄugg}os¶egi m¶ert¶ekek modellez¶es¶ere.

2.1. De¯n¶³ci¶o. Ha X n-dimenzi¶os v¶eletlen vektor, amelyre valamely
¹ 2 Rn vektorral, valamint az n£n t¶³pus¶u nem-negat¶³v de¯nit, szimmetrikus
§ m¶atrixszal fenn¶all, hogy az X ¡ ¹ karakterisztikus fÄuggv¶enye fel¶³rhat¶o a
tT§t kvadratikus forma fÄuggv¶enyek¶ent, azaz 'X¡¹

(t) = Á(tT§t), akkor azt

mondjuk, hogy X elliptikus eloszl¶as¶u ¹, § ¶es Á param¶eterekkel, ¶es ¶³gy jelÄoljÄuk:
X » En(¹;§; Á).

Az n = 1 esetben az elliptikus eloszl¶asok oszt¶alya egybeesik az egydi-
menzi¶os szimmetrikus eloszl¶asokkal. A de¯n¶³ci¶oban szerepl}o Á fÄuggv¶enyt
karakterisztikus gener¶atornak nevezzÄuk.

2.1 T¶etel. X » En(¹;§; Á), rank(§) = k akkor ¶es csak akkor, ha l¶etezik
olyan, a f z 2 Rk j zTz = 1g egys¶eghipergÄombÄon egyenletes eloszl¶as¶u k-
dimenzi¶os U vektort¶ol fÄuggetlen R ¸ 0 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ¶es az ATA = §
felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o n £ k t¶³pus¶u A m¶atrix ¶ugy, hogy

X =d ¹ + RAU :
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A t¶etel bizony¶³t¶asa, valamint az R ¶es Á kÄozÄotti kapcsolat vizsg¶alata meg-
tal¶alhat¶o Fang, Kotz ¶es Ng (1987) kÄonyv¶eben.

2.1 P¶elda. Legyen X » Nn(0; In). Mivel az X vektorv¶altoz¶o komponen-
sei fÄuggetlenek, ¶es Xi » N(0; 1) i = 1; . . . ; n ¶es Xi karakterisztikus fÄuggv¶enye
exp(¡t2=2), az X vektorv¶altoz¶o karakterisztikus fÄuggv¶enye

exp

½
¡1

2
(t21 + . . . + t2n)

¾
= exp

½
¡1

2
tT t

¾
:

A 2.1 T¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy X » En(0; In; Á), ahol Á(u) = exp(¡u=2).

Ha X » En(¹;§; Á), ahol § diagon¶al m¶atrix, akkor X komponensei kor-
rel¶alatlanok, felt¶eve, hogy 0 < Var(Xi) < 1. Ha X komponensei fÄuggetlenek,
akkor X » Nn(¹;§).

A tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as az egyetlen olyan elliptikus eloszl¶as, amely
eset¶eben a komponensek korrel¶alatlans¶ag¶ab¶ol azok fÄuggetlens¶ege kÄovetkezik.

Az X » En(¹;§; Á) v¶eletlen vektor nem szÄuks¶egk¶eppen rendelkezik s}u-
r}us¶egfÄuggv¶ennyel. Ha van s}ur}us¶egfÄuggv¶enye, akkor annak

j§j¡1=2g
¡
(X ¡ ¹)T§¡1(X ¡ ¹)

¢

alak¶unak kell lennie, ahol g egyv¶altoz¶os nem-negat¶³v fÄuggv¶enyt jelÄol. Ez¶ert
az egyenl}o s}ur}us¶eg}u pontok ellipszoidot alkotnak Rn-ben.

Az X val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o En(¹;§; Á) reprezent¶aci¶oja nem egy-
¶ertelm}u. Adott eloszl¶as eset¶eben a ¹ egy¶ertelm}uen meghat¶arozott, § ¶es Á
azonban csak egy pozit¶³v konstans erej¶eig meghat¶arozottak. Pontosabban,
ha X » En(¹;§; Á) ¶es X » En(¹¤;§¤; Á¤), akkor

¹¤ = ¹ ; §¤ = c§ ; Á¤(¢) = Á¤(¢=c)

valamely c > 0 konstanssal. A 2.1 T¶etel alkalmaz¶as¶aval kereshetÄunk olyan
reprezent¶aci¶ot, amelyre Cov(X) = §.

Cov(X) = Cov(¹ + RAU) = AE(R2)Cov(U)AT ;

felt¶eve, hogy E(R2) < 1. Legyen Y » Nn(0; In). Akkor Y =d kYkU, ahol
kYk fÄuggetlen U-t¶ol. Tov¶abb¶a, mivel kYk2 » Â2

n, E(kYk2) = n. Mivel pedig
Cov(Y) = In, bel¶athatjuk, hogy amennyiben U egyenletes eloszl¶as¶u az Rn

egys¶eghipergÄombj¶en, akkor Cov(U) = In=n. ¶Igy Cov(X) = AATE(R2)=n.
A Á¤(s) = Á(s=c) karakterisztikus fÄuggv¶eny v¶alaszt¶as¶aval (c = E(R2)=n) azt
kapjuk, hogy Cov(X) = §.

Ez¶ert az elliptikus eloszl¶ast teljesen le¶³rja ¹, § ¶es Á, ahol Á ¶ugy v¶alaszthat¶o,
hogy fenn¶alljon Cov(X) = § (ha Cov(X) ¶ertelmezett). Ha Cov(X) a fenti
m¶odon ad¶odik, akkor X eloszl¶as¶at egy¶ertelm}uen meghat¶arozza E(X), Cov(X)
¶es az egydimenzi¶os margin¶alis fÄuggv¶enyeinek t¶³pusa, p¶eld¶aul norm¶alis vagy
t-eloszl¶as.
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2.2 T¶etel. Legyen X » En(¹;§; Á), B q £ n t¶³pus¶u m¶atrix ¶es b 2 Rq.
Akkor

b + BX » Eq(b + B¹;B§BT ; Á) :

Bizony¶³t¶as. Az 1. T¶etel szerint b + BX sztochasztikus reprezent¶aci¶oja

b + BX =d b + B¹ + RBAU :

V¶egezzÄuk el a kÄovetkez}o particion¶al¶ast:

X =

µ
X1

X2

¶
; ¹ =

µ
¹1

¹2

¶
; § =

µ
§11 §12

§21 §22

¶
;

ahol X1 ¶es ¹1 r £ 1 t¶³pus¶u vektorok, §11 pedig r £ r t¶³pus¶u m¶atrix.

2.1 KÄovetkezm¶eny. Legyen X » En(¹;§; Á). Akkor

X1 » Er(¹1;§11; Á) ; X2 » En¡r(¹2;§22; Á) :

Az elliptikus eloszl¶asok margin¶alis eloszl¶asai teh¶at elliptikus eloszl¶asok ¶es
ugyanolyan t¶³pus¶uak (megegyezik a karakterisztikus gener¶atoruk). A kÄovet-
kez}o t¶etel azt fogalmazza meg, hogy az X1 vektorv¶altoz¶o adott X2 melletti
felt¶eteles eloszl¶asa szint¶en elliptikus eloszl¶as, ¶altal¶aban azonban nem az X1

t¶³pus¶aval megegyez}o t¶³pus¶u.

2.3 T¶etel. Legyen X » En(¹;§; Á), § szigor¶uan pozit¶³v de¯nit m¶atrix.
Akkor

X1 j (X2 = x) » Er(~¹; ~§; ~Á) ;

ahol

~¹ = ¹1 + §12§
¡1
22 (x ¡ ¹2) ¶es ~§ = §11 ¡ §12§

¡1
22 §21 :

Tov¶abb¶a ~Á = Á akkor ¶es csak akkor, ha X » Nn(¹;§).

A bizony¶³t¶as ¶es r¶eszletesebb elemz¶es megtal¶alhat¶o Fang, Kotz ¶es Ng (1987)
kor¶abban m¶ar eml¶³tett kÄonyv¶eben.

A kÄovetkez}o lemma azt ¶all¶³tja, hogy fÄuggetlen, elliptikus eloszl¶as¶u, egy
pozit¶³v konstans erej¶eig megegyez}o § sz¶or¶od¶asm¶atrix¶u val¶osz¶³n}us¶egi vek-
torv¶altoz¶ok line¶aris kombin¶aci¶oja elliptikus eloszl¶as¶u marad.

2.1 Lemma. Legyen X » En(¹;§; Á) ¶es ~X » En(~¹; c§; ~Á) k¶et fÄuggetlen
val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o, c > 0 ¶alland¶o. Akkor tetsz}oleges a; b 2 R eset¶en

aX + b ~X » En(a¹ + b~¹;§; Á¤) ;

ahol Á¤(u) = Á(a2u) + ~Á(b2cu).
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Bizony¶³t¶as. A 2.1 De¯n¶³ci¶o alapj¶an elegend}o azt megmutatni, hogy min-
den t 2 Rn eset¶eben

'
aX+b ~X¡a¹¡b~¹

(t) = '
a(X¡¹)

(t)'
b( ~X¡~¹)

(t) =

= Á
¡
(at)T §(at)

¢
~Á
¡
(bt)T (c§)(bt)

¢
=

= Á(a2tT§t) ~Á(b2c tT§t) :

Legyen X » En(¹;§; Á). Felt¶eve, hogy 0 < Var(Xi); Var(Xj) < 1,

½(Xi; Xj) =
Cov(Xi;Xj)p

Var(Xi)Var(Xj)
=

§ijp
§ii§jj

:

Ez megmagyar¶azza, hogy mi¶ert term¶eszetes fÄugg}os¶egi m¶ert¶ek a line¶aris kor-
rel¶aci¶o egyÄuttes nem-degener¶alt (§ii > 0 minden i-re) elliptikus eloszl¶as
eset¶eben. Az R m¶atrixot (Rij = §ij=

p
§ii§jj) az X line¶aris korrel¶aci¶os

m¶atrix¶anak nevezzÄuk. VegyÄuk ¶eszre, hogy ez a de¯n¶³ci¶o ¶altal¶anosabb a
szok¶asosn¶al ¶es az elliptikus eloszl¶asok eset¶eben m¶eg nagyobb jelent}os¶eggel
b¶³r. Mivel az elliptikus eloszl¶ast egy¶ertelm}uen meghat¶arozza ¹, § ¶es Á,
a nem-degener¶alt elliptikus eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o kopul¶aj¶at
egy¶ertelm}uen meghat¶arozza R ¶es Á.

A kÄovetkez}o szakaszban megindokoljuk a Student t-kopula v¶alaszt¶as¶anak
helyess¶eg¶et sz¶els}os¶eges portf¶oli¶o vesztes¶egek modellez¶es¶ere.

3 Student t-kopul¶ak

Ha X sztochasztikus reprezent¶aci¶oja

X =d ¹ +

p
ºp
S

Z ;

ahol ¹ 2 Rn, S » Â2
º ¶es Z » Nn(0;§) fÄuggetlenek, akkor X n-v¶altoz¶os tº

eloszl¶as¶u ¹ v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel (ha º > 1) ¶es º
º¡2§ kovarianciam¶atrixszal (ha

º > 2). Ha º · 2, akkor Cov(X) nem ¶ertelmezett. Ebben az esetben § az
X eloszl¶asa alakparam¶eter¶enek tekintend}o.

A tº eloszl¶as¶u X val¶osz¶³n}us¶egi vektorv¶altoz¶o kopul¶aja a kÄovetkez}ok¶eppen
adhat¶o meg

Ct
º;R(u) = tnº;R

¡
t¡1
º (u1); . . . ; t

¡1
º (un)

¢
;

ahol Rij = §ij=
p

§ii§jj , i; j 2 f1; . . . ; n g ¶es ahol tnº;R jelÄoli a
p

ºY=
p

S

eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et, tov¶abb¶a S » Â2
º ¶es Y » Nn(0;R) fÄuggetlenek. Itt tº

jelÄoli a tnº;R megegyez}o margin¶alis fÄuggv¶enyeit, vagyis a
p

ºY1=
p

S eloszl¶as-
fÄuggv¶eny¶et. K¶etv¶altoz¶os esetben a kopula a kÄovetkez}o alakban ¶³rhat¶o:

Ct
º;R(u; v) =

Z t¡1
º (u)

¡1

Z t¡1
º (v)

¡1

1

2¼
p

1 ¡ R2
12

µ
1 +

s2 ¡ 2R12st + t2

º(1 ¡ R2
12)

¶¡ º+2
2

dsdt :
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Itt R12 egyszer}uen a megfelel}o k¶etv¶altoz¶os tº (º > 2) eloszl¶as line¶aris kor-
rel¶aci¶os egyÄutthat¶oja.

Ha (X1;X2)T standard k¶etv¶altoz¶os t-eloszl¶as¶u º szabads¶agfokkal ¶es R
line¶aris korrel¶aci¶o m¶atrixszal, akkor X2 j (X1 = x) szint¶en t-eloszl¶as¶u º + 1
szabads¶agfokkal ¶es

E(X2 j X1 = x) = R12x ; Var(X2 j X1 = x) =
º + x2

º + 1
(1 ¡ R2

12) :

Ezt felhaszn¶alhatjuk annak igazol¶as¶ara, hogy a t-kopula rendelkezik fels}o (¶es
a radi¶alis szimmetria kÄovetkezt¶eben) als¶o sz¶elfÄugg}os¶eggel:

¸U = 2 lim
x!1

P (X2 > x j X1 = x) = 2 lim
x!1

tº+1

Ãr
º + 1

º + x2

x ¡ R12xp
1 ¡ R2

12

!
=

= 2 lim
x!1

tº+1

Ãs
º + 1

º=x2 + 1

p
1 ¡ R12p
1 + R12

!
=

= 2 tº+1

µp
º + 1

p
1 ¡ R12p
1 + R12

¶
:

A fenti ÄosszefÄugg¶es azt mutatja, hogy a fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶o R12

nÄovekv}o, m¶³g a º szabads¶agfoknak csÄokken}o fÄuggv¶enye, amint az v¶arhat¶o.
Tov¶abb¶a az is l¶athat¶o, hogy a fels}o (als¶o) sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶o z¶erushoz
konverg¶al, ha a szabads¶agfok v¶egtelenbe tart ¶es R12 < 1. A kÄovetkez}o
t¶abl¶azatban a k¶etv¶altoz¶os t-kopula fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oi tal¶alhat¶ok
n¶eh¶any R12, illetve º ¶ert¶ekre.

º R12 = ¡0:5 R12 = 0 R12 = 0:5 R12 = 0:9 R12 = 1
2 0.06 0.18 0.39 0.72 1
4 0.01 0.08 0.25 0.63 1
10 0.00 0.01 0.08 0.46 1
1 0 0 0 0 1

1. t¶abl¶azat. A k¶etv¶altoz¶os t-kopula fels}o sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oj¶anak ¶ert¶ekei

A t¶abl¶azat utols¶o sora a k¶etv¶altoz¶os Gauss kopul¶at jellemzi, amelynek
nincsen fels}o sz¶elfÄugg}os¶ege (¶es a sz¶elfÄugg}os¶eg radi¶alis szimmetri¶aja kÄovetkez-
t¶eben als¶o sz¶elfÄugg}os¶ege), ¶³gy sz¶els}os¶eges vesztes¶eg vizsg¶alat¶ara a Gauss ko-
pula nem alkalmas. Az elliptikus kopul¶ak sz¶elfÄugg}os¶egi egyÄutthat¶oinak r¶esz-
letesebb vizsg¶alata megtal¶alhat¶o Embrechts, Mikosch, ¶es KlÄuppelberg (1997)
kÄonyv¶eben.

A Ct
º;R kopul¶ab¶ol kÄonnyen gener¶alhat¶o v¶eletlen v¶altoz¶o az

X =d ¹ +

p
ºp
S

Z

ÄosszefÄugg¶es felhaszn¶al¶as¶aval. Az algoritmus a kÄovetkez}o:
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² n sz¶am¶u eszkÄoz (n > 2) eset¶eben el}oszÄor meghat¶arozzuk az eszkÄozhoza-
mokat, majd ezek R kovariancia m¶atrix¶at.

² El}o¶all¶³tjuk az R m¶atrix Cholesky dekompoz¶³ci¶oj¶at. (Mivel R pozit¶³v
de¯nit m¶atrix, a felbont¶as l¶etezik, vagyis van olyan n £ n t¶³pus¶u A
m¶atrix, amellyel R = AAT .)

² Gener¶alunk n sz¶am¶u, fÄuggetlen standard norm¶alis eloszl¶as¶u v¶altoz¶ot,
amelyeket a z = (z1; . . . ; zn)T vektorban foglaljuk egybe.

² Gener¶alunk egy, a z1; . . . ; zn v¶altoz¶okt¶ol fÄuggetlen, Â2
º eloszl¶as¶u s val¶o-

sz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot.

² Meghat¶arozzuk az y = Az vektort.

² Meghat¶arozzuk az x =
p

ºp
s
y vektort.

² Meghat¶arozzuk az ui = tº(xi), i = 1; . . . ; n koordin¶at¶akat.

² (u1; . . . ; un)T » Ct
º;R, ezzel l¶etrehoztuk a kopul¶at.

4 Sz¶els}os¶eges hozam vesztes¶egek modellez¶ese
t-kopula alkalmaz¶as¶aval

A vizsg¶alat sor¶an 37 kÄulÄonbÄoz}o nemzetkÄozi t}ozsdeindex hozam¶anak alakul¶as¶at
elemeztÄuk. A t}ozsdeindex adatokat2 1998. ¶aprilis 30-t¶ol 2002. febru¶ar 20-ig
vettÄuk ¯gyelembe. Ez indexenk¶ent 990, Äosszesen 36631 ¶arfolyamadatot je-
lent. Tekintettel arra, hogy az Äunnepnapok |¶³gy a t}ozsdei szÄunnapok is|
orsz¶agonk¶ent jelent}os elt¶er¶est mutatnak, tÄobb alkalommal kellett ¶atlagol¶asos
adatp¶otl¶ast v¶egezni. Az adatp¶otl¶asok ar¶anya alig haladja meg a 6,5%-ot.

A t}ozsdeindex hozamok sz¶am¶³t¶asakor az al¶abbi formul¶akat alkalmaztuk:

r¤
t = ln

Pt

Pt¡1
= lnPt ¡ lnPt¡1

rt = etr
¤
t

ahol

Pt : a t}ozsdeindex ¶arfolyama a t id}opontban,

r¤
t : a t}ozsdeindex hozama a t id}opontban,

et : az USD (USA doll¶ar) ¶arfolyama a t id}opontban,

rt : az USD-re ¶atsz¶am¶³tott t}ozsdeindex ¶arfolyam a t id}opontban.

A kÄulÄonbÄoz}o nemzetkÄozi hozamadatok jellemz}oinek Äosszehasonl¶³that¶os¶aga
¶erdek¶eben szÄuks¶eges, hogy egy devizab¶azison elemezzÄuk }oket. Ennek jogoss¶a-
g¶at egy p¶eld¶aval vil¶ag¶³tjuk meg. TegyÄuk fel, hogy k¶et kÄulÄonbÄoz}o t}ozsdeindex

2Az adatokat a Yahoo Finance internetes szolg¶altat¶o oldalair¶ol gy}ujtÄottÄuk.
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hozamainak eloszl¶asa norm¶alis, v¶arhat¶o ¶ert¶ekÄuk, sz¶or¶asuk |mely ebben az
esetben a hozamingadoz¶asb¶ol ad¶od¶o kock¶azatot j¶ol fejezi ki| azonos. Ameny-
nyiben egyik befektet¶esÄunk CHF-ben (sv¶ajci frank), a m¶asik pedig egy je-
lent}osen nagyobb volatilit¶as¶u deviz¶aban (pl. orosz rubelben) van, nem mond-
hatjuk, hogy k¶et befektet¶esÄunk kock¶azata azonos. Amennyiben a vizsg¶alt
id}oszak alatt a k¶et t}ozsdeindex devizanem¶enek ¶arfolyama megv¶altozik, nem
besz¶elhetÄunk azonos kock¶azati szintr}ol. A befektet}ok |mind a mag¶anszem¶e-
lyek, mind pedig az int¶ezm¶enyiek| kÄonyvel¶esi, poz¶³ci¶onyilv¶antart¶asi rend-
szere minden esetben egy-egy konkr¶et valutanemhez kÄot}odik. Ebb}ol ad¶od¶oan
amennyiben ett}ol a valutanemt}ol elt¶er}o befektet¶est eszkÄozÄolnek, a megt¶erÄul¶es
sz¶am¶³t¶asakor ¯gyelembe kell venniÄuk a deviza¶arfolyam v¶altoz¶as¶anak hat¶asait.
K¶et elt¶er}o deviz¶aj¶u befektet¶es hozamainak jellemz}oit csak azonos devizab¶a-
zison tudjuk teh¶at Äosszevetni. A nemzetkÄozi valut¶aris rendszer f}o jellemz}oit
¯gyelembe v¶eve elmondhatjuk, hogy az ¶ert¶ekm¶er}o szerepkÄor¶eben hossz¶u id}o
¶ota, mind a mai napig az USD szinte az egyetlen haszn¶alatos eszkÄoz. 1992-
ben a vil¶ag nemzetkÄozi kereskedelm¶enek 47,2%-a USA doll¶arban bonyol¶odott.
A jegybankok tartal¶ekait 61%-ban USD-ben k¶epezt¶ek meg 1997-ben. Mind-
ezek indokolj¶ak az USD referencia valutanemk¶ent val¶o alkalmaz¶as¶at. Hozam-
adatainkat teh¶at USA doll¶ar b¶azison hasonl¶³tjuk Äossze.

Els}ok¶ent az indexeket egyenl}oen s¶ulyoztuk ¶es ¶³gy alak¶³tottunk ki egy port-
f¶oli¶ot. Ennek a portf¶oli¶onak a sz¶els}os¶eges vesztes¶egeit modelleztÄuk t-kopu-
l¶akkal. Az eredm¶enyeket a sz¶els}os¶eges vesztes¶egek felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekei-
vel illusztr¶altuk. A vesztes¶egek felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶er}ol j¶o Äosszefoglal¶ast
tal¶alunk Acerbi ¶es Tasche (Acerbi, C., Tasche, D., (2002)) tanulm¶any¶aban.
EsetÄunkben a vesztes¶egek felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekeit a megfelel}o sz¶am¶u |
csÄokken}o sorba rendezett| sz¶els}os¶eges vesztes¶egek ¶atlag¶aval becsÄuljÄuk.

1. ¶abra. Sz¶els}os¶eges vesztes¶egek felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekei kÄulÄonbÄoz}o szabads¶agfokok eset¶eben

Szélsőséges veszteségek feltételes várható 
értékei

-0.00090 

-0.00080 

-0.00070 

-0.00060 

-0.00050 

-0.00040 

-0.00030 

-0.00020 

-0.00010 

-  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tényadatok
szf=5
szf=10
szf=15
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Az eredm¶enyeket az 1. ¶abra illusztr¶alja. A v¶³zszintes tengelyen azon
sz¶els}os¶eges vesztes¶egek sz¶ama szerepel, melyet ¯gyelembe vettÄunk a felt¶eteles
v¶arhat¶o vesztes¶eg becsl¶esekor. Az 1-es ¶ert¶ek azt jelenti, hogy csup¶an a
legsz¶els}os¶egesebb egyetlen vesztes¶egadatot vettÄuk ¯gyelembe. A 2, 3, . . ., 10
¶ert¶ek eset¶eben pedig a 2, 3, . . ., 10 legnagyobb vesztes¶eg alapj¶an sz¶am¶³tottuk
a felt¶eteles v¶arhat¶o vesztes¶eget.

A sz¶am¶³tott eredm¶enyek alapj¶an l¶athat¶o, hogy a kÄulÄonbÄoz}o szabads¶agfok¶u
kopul¶ak kÄozÄul legink¶abb a 10 szabads¶agfok¶u Student t-kopula kÄozel¶³ti meg
a t¶enyadatokat. L¶athat¶o tov¶abb¶a az is, hogy a szabads¶agfok nÄoveked¶es¶evel
a modellezett sz¶els}os¶eges vesztes¶egek |melyeket a fÄugg}oleges tengelyen m¶e-
rÄunk| csÄokkennek. Az 5 szabads¶agfok¶u kopula t¶ulbecsli, a 15 pedig jelent}o-
sen alulbecsli a portf¶oli¶o sz¶els}os¶eges vesztes¶egek miatti kock¶azat¶at. Meg kell
jegyeznÄunk, hogy a szabads¶agfok nÄoveked¶es¶evel, v¶egtelenhez val¶o tart¶as¶aval a
modellÄunk kÄozel¶³ti a tÄobbv¶altoz¶os norm¶alis eloszl¶as modellj¶et, ahol a hozamok
fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aja norm¶alis, a sz¶els}os¶eges vesztes¶egek fÄugg}os¶egi mutat¶oja
z¶erus, teh¶at azok fÄuggetlenek. Min¶el ink¶abb kÄozeledik a szabads¶agfok a 2-
es (minim¶alis) ¶ert¶ek¶ehez, egyr¶eszt ann¶al ink¶abb vastag eloszl¶assz¶elekkel ren-
delkeznek a portf¶oli¶ot alkot¶o egyedi eszkÄozÄok hozameloszl¶asai, m¶asr¶eszt pedig
azok fÄugg}os¶ege egyre ink¶abb er}osÄodik, a vesztes¶egek (nem v¶art sz¶els}os¶eges
esem¶enyek) egyÄuttes bekÄovetkez¶es¶enek kock¶azata nÄovekszik.

A bevezet}oben m¶ar utaltunk r¶a, hogy az 1990-es ¶evek v¶eg¶en megjelentek
azok a modellek, melyek a huszadik sz¶azad kÄozep¶et}ol szinte egyeduralkod¶o
Markowitz modellben alkalmazott portf¶oli¶o varianci¶an, mint kock¶azatm¶er-
t¶eken t¶ull¶epnek. Rockafellar ¶es Uryasev a felt¶eteles kock¶aztatott ¶ert¶eket
(CVaR) minimaliz¶al¶o modellt dolgozott ki (Rockafellar, R. T., Uryasev, S.,
(2000)). Az elj¶ar¶as l¶enyege, hogy rÄogz¶³tett hozamszint mellett a modell ¶ugy
optimaliz¶alja a portf¶oli¶ot, hogy a sz¶els}os¶eges portf¶oli¶o vesztes¶eg minim¶alis
legyen. Azt, hogy mit tekintÄunk sz¶els}os¶eges vesztes¶egnek |vagyis azt, hogy
a sorbarendezett vesztes¶egek kÄozÄul a legnagyobbak kÄozÄul mennyit veszÄunk ¯-
gyelembe| mi magunk hat¶arozhatjuk meg. Az optimaliz¶al¶o feladat line¶aris
programoz¶asi m¶odszerrel oldhat¶o meg, ¶es a Markowitz modellhez hasonl¶oan
szerkeszthet}ok a hat¶ekony felÄuletek.

EsetÄunkben a fent eml¶³tett line¶aris programoz¶asi probl¶ema az al¶abbiak
szerint ¶³rhat¶o fel:

min
x;Ã

·
¡Ã +

1

[N®]
eT z

¸

az al¶abbi felt¶etelek mellett:
z > y ;

z > 0 ;

eTx = 1 ;

rTx = R ;

z ¸ 0 ;

ahol

z = y ¡ eÃ a Ã-t meghalad¶o vesztes¶egek m¶ert¶eke,
y 2 Rn vesztes¶egvektor,
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x 2 Rn s¶ulyvektor,

Ã skal¶ar mesters¶eges v¶altoz¶o,

e 2 Rn egys¶egvektor,

N az adott t}ozsdeindex hozamvektora elemeinek sz¶ama,

1 ¡ ® megb¶³zhat¶os¶agi szint,

r 2 Rn v¶arhat¶o hozam vektor,

R a portf¶oli¶o elv¶art hozama,

0 2 Rn null-vektor.

L¶etrehoztunk egy olyan indexportf¶oli¶ot, amely 1 ¡ ® = 0;995 (99,5%-os)
megb¶³zhat¶os¶agi szint mellett kerÄult optimaliz¶al¶asra a fenti feladat szerint,
ami azt jelenti, hogy egy kÄorÄulbelÄul 1000-es (N = 990) mintanagys¶ag eset¶en
az Äot legsz¶els}os¶egesebb vesztes¶eg el}ofordul¶as¶anak val¶osz¶³n}us¶eg¶et minimaliz¶al-
ja a modell relat¶³ve magas elv¶art napi hozam (R = 0;0008) mellett. Az
eredm¶enyeket a 2. ¶abra mutatja.

A 2. ¶abr¶ar¶ol leolvashat¶o, hogy am¶³g az egyenl}o s¶ulyoz¶as (ld. 1. ¶abra) eset¶e-
ben a 15 szabads¶agfok¶u Student f¶ele t-kopula jelent}osen al¶abecsÄulte az extr¶em
vesztes¶egek miatti kock¶azatot, addig az optimaliz¶alt portf¶oli¶o eset¶eben m¶ar
szigni¯k¶ansan t¶ulbecsli azt. A sz¶els}os¶eges portf¶oli¶ovesztes¶egeket a 15 ¶es 25
szabads¶agfok kÄozÄotti kopul¶ak becslik j¶ol.

Amennyiben csÄokkentjÄuk az el}o¶³rt hozamszintet (R = 0), kev¶esb¶e kock¶a-
zatos portf¶oli¶okhoz juthatunk. Egy ilyen alacsony hozam¶u, kÄovetkez¶esk¶eppen
alacsony sz¶els}os¶eges vesztes¶egek miatti kock¶azat¶u portf¶oli¶o elemz¶es¶enek ered-
m¶enyeit mutatja a 3. ¶abra.

2. ¶abra. Optimaliz¶alt, magas kock¶azat¶u portf¶oli¶ok vesztes¶egeinek modellez¶ese t-kopul¶aval

Szélsőséges veszteségek feltételes várható értéke

-0.08000 

-0.07500 

-0.07000 

-0.06500 

-0.06000 

-0.05500 

-0.05000 

-0.04500 

-0.04000 

-0.03500 

-0.03000 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tényadatok
szf=15
szf=25
szf=50
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3. ¶abra. Optimaliz¶alt, alacsony kock¶azat¶u portf¶oli¶ok vesztes¶egeinek modellez¶ese t-kopul¶aval

A k¶et optimaliz¶alt portf¶oli¶o sz¶els}os¶eges vesztes¶egeinek modellez¶ese alapj¶an
arra a meg¶allap¶³t¶asra juthatunk, hogy mindk¶et esetben 15 ¶es 25 szabads¶agfok
kÄoz¶e esik annak a Student f¶ele t-kopul¶anak a szabads¶agfoka, amely j¶ol kÄozel¶³ti
a t¶enyleges sz¶els}os¶eges vesztes¶egeket.

A fenti eredm¶enyek azt mutatj¶ak, hogy a sz¶els}os¶eges portf¶oli¶o vesztes¶egnek
k¶et alapvet}o oka van. Egyr¶eszt az egyedi hozameloszl¶asok vastag eloszl¶assz¶el
jelleg¶et modelleztÄuk azzal, hogy v¶eges szabads¶agfok¶u (º ¿ 50) Student f¶ele t-
margin¶alis eloszl¶asokat alkalmaztunk, m¶asr¶eszt pedig a sz¶els}os¶eges vesztes¶egek
|norm¶alisn¶al nagyobb| egyÄuttes bekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶et modelleztÄuk
¶ugy, hogy a sz¶els}os¶eges vesztes¶egek fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶at Student f¶ele t-ko-
pul¶aval kÄozel¶³tettÄuk. L¶athattuk azt is, hogy a szabads¶agfok becsl¶esek j¶o pr¶o-
b¶aj¶at adhatj¶ak a kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶o optimaliz¶al¶o modellek hat¶asoss¶ag¶anak.
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ANALYSING EXTREME PORTFOLIO LOSSES USING COPULA

Integrated risk management (IRM) is concerned with the quantitative description
of risks to a ¯nancial business. In this paper Student t copula was used as a practical
instrument to generate Monte Carlo scenarios of extreme portfolio losses. It was
found that the optimal degree of freedom of the Student copula lies between 15 and
25. It was also shown that the degrees of freedom's estimates serve as good test of
e±ciency for di®erent portfolio optimization models.


