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VALOSZINUSEGELOSZLASOK SZELFUGGOSEGE,
TOZSDEINDEX PORTFOLIO SZELSOSEGES
VESZTESEGEINEK ELEMZESE KOPULA
ALKALMAZASAVALL

VARCA JOZSEF - LUKACS PETER
PTE KTK — CIB Bank

Bevezetés

A pénziigyi kockdzatmenedzsment 1j fejezete nyilt meg akkor, amikor a
Baseli Bizottsag belsé modellek alkalmazéasat ajanlotta a bankoknak a piaci
kockdzat becslésére. (Basel Committe on Banking Supervision, 1995). Ez az
ajanlas 1998 tajan beépiilt az egyes nemzetek torvénykezésébe, lehetové téve
a bankok szdméra, hogy ne csak a pénziigyi termékek, hanem a kockézat-
menedzsment innovacidjaban is versenyezhessenek egymaéssal.

A piaci kockdzat mérésére alkalmazandé mértékként a kockaztatott érték
(VaR) keriilt el6térbe. A VaR azt a maximélis értéket szamszertisiti, amelyet
elveszithetiink egy portfélidban adott idéperiédusban, adott megbizhatosag
mellett. A statisztika nyelvén fogalmazva a portfélié kockéaztatott értéke
a portfolié veszteség eloszlasanak kvantilise adott idGintervallumban, adott
valdszintiségi szinten.

Sok pénzintézet szamara a legnagyobb kihivast az tgyfélkiszolgdld és
hattérrendszerek, valamint az adatbézisok kezelésére szolgald szamitdgépes
rendszerek alkalmazasa jelentette. FEz szoftveripari feladat, amelynek az a
célja, hogy a portfélié pozicidkat és a miltbeli piaci adatokat centralizalt
kockazatmenedzsment keretbe foglaljak. Masfajta kihivast jelentett a kisza-
mitott VaR értékek kontroll kockazat céljara torténé felhasznaldsa, valamint
olyan kornyezet kialakitasa, amelyben a kockdzatmenedzsment rendszer min-
den résztvevo szamara elfogadott. Ez szervezési, illetve tarsadalmi kérdés.
A kockédzat modellezésének mddszertani kérdése azért jelentds, mert a VaR
nem megfelel alkalmazdsa a kockazatmenedzsment rendszer Gsszes jé tel-
jesitményét leronthatja.

A pénziigyi kockdzatkezelés egyik kritikus pontja a szélsOséges veszte-
ségeket megfeleléen figyelembe vevé modell alkalmazésa. Ertékpapirokbo’l,
derivativ eszk6zokbol, vagy akar hitelekbol all6 portfélio esetében a szélsOséges
veszteségek két tényezlre vezethetok vissza. Egyrészt a portféliot alkotd esz-
kozok egyedileg rendelkezhetnek szélsOséges negativ hozamokkal, masrészt a
nagy negativ hozamok egytittes el6forduldsa okozhat jelentos portfélié hozam
veszteséget. Az ilyen szélsGséges hozamokat eredményez6 események beko-
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vetkezési valdsziniiségeinek becslése komoly feladatot jelent a pénziigyi koc-
kazatkezeléssel foglalkozd szakemberek szaméra.

A széls6séges portfdlié veszteségek kezelésére, modellezésére t&bb mddszer
all rendelkezésre. A kockéztatott érték (VaR) alkalmazésa jelentette az &t-
torést ezen a tertileten, majd késobb a VaR hidnyossigait kikiiszobolo, a
vérhaté széls6séges veszteségekre alapozé modellek (ES — vérhaté deficit,
CVaR - feltételes kockdztatott érték stb.) is megjelentek az 1990-es évek
végén.

Portfélidk esetében a varhato szélséséges veszteségek modellezésére alkal-
mazhato6 eszkoz a hozam valdszintliség-eloszlasok szélfiiggdségének vizsgalata.
A kovetkezdkben elészor a valdsziniiség-eloszlasok szélfiiggdségével kapceso-
latos fontosabb fogalmakat, tételeket Gsszegezziik, azutén az elliptikus kopulak
fontosabb tulajdonsagait foglaljuk Ossze, majd bemutatjuk a mddszer al-
kalmazdasat szélséséges portdolio veszteségek vizsgilatara egy specialis ellip-
tikus kopula, a Student-féle ¢ kopula alkalmazasaval. Megmutatjuk, hogy
szélfiiggségii kopula alkalmazdsaval hatékonyan modellezhetdk a szélséséges
események.

1 Valo6sziniiség-eloszlasok szélfiiggosége

Az eloszlds szélek filiggdsége kétvaltozos esetben a valdszintliségi valtozok
kozott a koordinatarendszer elsd, illetve harmadik negyedében jelentkezo
fliggoség mértékével kapcsolatos fogalom. Ezekben a negyedekben mindkét
valtozd egyszerre pozitiv, illetve negativ értékeket vesz fel, ezért az elsé ne-
gyed a szélsOséges nagy hozamok, mig a harmadik negyed a kiugréan nagy
veszteségek kozotti fiiggoség vizsgalatara alkalmas.

Az X és Y folytonos valdszintiségi véltozdk kozotti szélfiiggéség kopula
tulajdonsag, ezért a szélfiiggdség nagysaga invarians az X és Y szigordan
monoton transzformacidival szemben. (Lasd Nelsen (1999)).

1.1 Definicié. Jeldlje (X,Y )T az F illetve G margindlis eloszldsfiigguénnyel

jellemzett folytonos valdszindiségi vektorvdltozét. Az (X, Y )T felsé szélfiiggé-
s€gi egyuitthatdja

lim P (Y >G '(u) | X >F ' (u) =X,

u—1-

feltéve, hogy a Ay € [0, 1] hatdrérték létezik. Ha Ay € (0,1], akkor X ésY
aszimptotikusan 6sszefiigg a felsé eloszldsszélben, ha pedig Ay = 0, akkor X
€s Y aszimptotikusan filiggetlen vdltozok ugyanott.

Mivel P (Y > G~ !(u) | X > F~!(u)) az aldbbi

1-P(X<F ') - PY <G ') + P(X <F '(u),Y <G '(u)
1—P(X < F~Y(u))

alakban is irhaté, a folytonos valdszinliségi valtozora az 1. definiciéval ek-
vivalens alternativ definici6 adhatd, amelybdl belathatd, hogy az eloszlas
szélfliggdség valoban kopula tulajdonsag.
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1.2 Definicié. Ha a C kétvdltozos kopula olyan, hogy a

lim 1 —2u+ C(u,u)
u—1- 1—u

:)\U

hatdrérték létezik, akkor felsdszélfiggdségi, ha Ay € (0,1], és felsé szélfiig-
getlen a Ay = 0 esetben.

A fogalom szemléltetésére tekintsiik a Gumbel-kopula csalad kovetkezd
tagjat:

Cy(u,v) = exp (—[(—lnu)e + (—hw)e]l/e) , 0>1.

Ekkor
1 —2u+C(u,u)  1—2u+exp (21/91nu) B 1—2u+u2"’
1—u a 1—u o 1—u ’
és ezért
1-2
fim L2 CMWY) o 10,21 g e

u—1- 1—u u—1-

Ebbdl pedig leolvashatd, hogy 6 > 1 esetben Cy fels6 szélfliggdségi.

Ha a kopula nem adhaté meg zart formuldval, hasznosabb a Ay megha-
tarozasiara masik Osszefiiggést alkalmazni. Ezt az esetet a Gauss-kopulaval
szemléltetjiik. A Gauss-kopula

H(u) s? — 2R 98t + t2
(u,u) exp | ————=— dsdt,
/ / 2m 1 — R%Q P < 2(1 - RY,) >

ahol —1 < Rys < 1 és @ a standard normalis eloszlasfiiggvény. Tekintsiik az
U~U(0,1)ésV ~ U(0,1) eloszldsu (U, V) val6szintiségi véaltozokat, amelyek
kopulgjat jelolje C. Mindenekel6tt vegytik észre, hogy
0C (u,v) 0C (u,v)

ou ou

és hasonlé modon hatdrozhaté meg a V' feltétel melletti eloszlas. Ekkor

P(V<v|U=u)= PV>v|U=u)=1-

dC(u, )

. C(u,v) .
= —_—_— 1 —_—
A uligl— 1—u uir{l_ du

= — lim <—2 + %C(S)tﬂszt:u —+ QC(S, t)|8_t—u> =

u—1- ot
= 11r{1_[P(V>u|U=u)—|—P(U>u|V=u)].

Ha C kommutativ kopula, vagyis C(u,v) = C(v,u), akkor Ay a kdvetkezd
egyszeru alakban irhato:

v =2 linll_P(V>u|U=u).
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Példaként tekintsiik az (X,Y)7 kétvaltozés standard normdlis eloszlést
p linedris korreldciés egyiitthatéval, vagyis (X, Y)T ~ C(®(z), ®(y)), ahol C
a fentebb vizsgdlt Gauss-csaldd egyik tagja Rij2 = p esetben. Mivel ennek a
kopula csaladnak a tagjai kommutativak,

v =2 1ir111_P(V>u|U=u),

és mivel ® értelmezési tartomanya a (—oo, 00) intervallum,
lim PV>u|U=u)=
u—1-

= lim P(@ ' (V)>2| @ '(U)=2)= lim P(X >z |Y =2).

Felhasznalva az ismert Gsszefiiggést, amely szerint, ha (X,Y)7 eloszldsa két-
valtozés standard normdlis eloszlds, Y | (X = z) ~ N(px, 1—p?), azt kapjuk,

hogy
- — — T—
Ay =2 lim @ [ 2L =2nmq><x,/—p>,
T—00 /1_p2 T—00 1—|—p

ahonnan leolvashatd, hogy Ay = 0, ha R15 < 1. Tehéat a Gauss-kopula p < 1
linedris korrelaciés egytitthatéval nem fels6 szélfiiggdségii.
Az alsé szélfiiggbség fogalma hasonlé médon értelmezheté. Ha a

lim —C(u, u)
u—0+ u

:)\L

hatérérték létezik, akkor a C' kopula alsé szélfiiggdségli, ha Ay, € (0,1], és
alsé szélfiiggetlen a Ay, = 0 esetben.

Azokra a kopuldkra, amelyeknek nem létezik egyszerti zart alaku for-
muldja, hasznosabb masik Osszefiiggést alkalmazni a A; meghatarozéasara.
Tekintsiik az (U, V)T véletlen vektort C kopuldval. Ekkor az alsé szélfiiggéségi
egyutthatd

A = lim —C(u,u) = lim —dC(u,u) =
u—0+ u u—0+ U

= hm <£C(S,t)|5_t_u —+ 2C’(S, t)|s—t—u> =

u—0+ \ 08 ot
= hrél [P(V<u|U=u)+PU<u|V=u).

Amennyiben C' kommutativ kopula, vagyis C(u,v) = C(v,u), akkor Ap
kifejezése a kovetkez6 egyszerii alakra hozhatd

AL =2 11%1+P(V<u|U=u).

A C kopuldju kétdimenziés valésziniiségi vektor tovabbélési kopuldja pedig

Clu,v) =u+v—-1+C(1—u,1—v).
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Két U(0,1) tipusi C egyiittes eloszlasfiiggvényli valdszintliségi valtozd
egylittes tovabbélési fliggvénye

Cu,v) =1—u—v+Cu,v)=C1—u,1—0v).

Ezért

lim C(u,u) — lim C(l—u,1—u) — lim C(u,u)

u—l- 1 —wu u—1- 1—u u—0+ u ’

tehat a C felsé szélfiiggoségi egylitthatdja megegyezik a C alsé szélfliggoségi
egytitthatojdval. Ugyanigy a C' als6 szélfiiggdségi egytitthatdja megegyezik a
C fels6 szélfiiggségi egyiitthatojaval.

2 Elliptikus kopulak

Kopuldk alkalmazéasaval elvalaszthaté valamely portfélio hozam alakulasa
esetében az egyedi eszk6zOk veszteségeinek hatasa az egytittes bekovetkezések
okozta portfélié veszteségektOl. Az elsé fajta veszteséget a margindlis el-
oszlasok, a masodik fajtat —a veszteségek fiiggdségi struktiurajat— pedig a
kopuldk modellezik. Kopuldk szerkesztése, gyakorlati alkalmazasa —kiilono-
sen ketténél tobb eszkozbdl alld portfélié esetében— nem tilsdgosan egyszeri
feladat. Az elliptikus kopuldk elliptikus eloszldsok kopuldjaként hatarozhatok
meg.

2.1 Az elliptikus eloszlasok

Az elliptikus eloszldsok osztdlya sok olyan tobbvaltozés eloszldast magaban
foglal, amelyek a tobbvaltozds normalis eloszlds szamos jé tulajdonsagaval
rendelkeznek, és alkalmas a tobbvaltozds szélsoséges értékek és nem-normalis
fliggoségi mértékek modellezésére.

2.1. Definicié. Ha X n-dimenzids véletlen vektor, amelyre valamely
€ R™ vektorral, valamint az n X n tipusi nem-negativ definit, szimmetrikus
3 mdtrizszal fenndll, hogy az X — p karakterisztikus fiigguénye felirhato a
tT Xt kvadratikus forma figgvényeként, azaz ‘pX—M(t) = ¢(tTXt), akkor azt
mondjuk, hogy X elliptikus eloszldsti p, 3 és ¢ paraméterekkel, és igy jeloljuk:
X~ En(lh E) ¢)

Az n = 1 esetben az elliptikus eloszldsok osztilya egybeesik az egydi-
menzids szimmetrikus eloszldsokkal. A definiciéban szereplé ¢ fiiggvényt
karakterisztikus generatornak nevezziik.

2.1 Tétel. X ~ E,(u, X, ), rank(X) = k akkor és csak akkor, ha létezik
olyan, a {z € R¥ | 27z = 1} egységhipergombin egyenletes eloszldst k-
dimenziés U vektortdl fiiggetlen R > 0 valdszintiségi viltozo és az ATA =%
feltételt kielégité n x k tipust A mdtrix ugy, hogy

X =4+ RAU .
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A tétel bizonyitdsa, valamint az R és ¢ kozotti kapcesolat vizsgdlata meg-
taldlhaté Fang, Kotz és Ng (1987) kényvében.

2.1 Példa. Legyen X ~ N, (0,1,). Mivel az X vektorvdltozd komponen-
sei filiggetlenek, és X; ~ N(0,1) i =1,...,n és X; karakterisztikus fliggvénye
exp(—t2/2), az X vektorvdltozé karakterisztikus fiigguénye

1 1
exp{—i(t% +---+ti)} = exp{—itTt} .

A 2.1 Tételbdl kévetkezik, hogy X ~ Ey (0,1, @), ahol ¢(u) = exp(—u/2).

Ha X ~ E, (14, %, ¢), ahol ¥ diagonél métrix, akkor X komponensei kor-
reldlatlanok, feltéve, hogy 0 < Var(X;) < co. Ha X komponensei fiiggetlenek,
akkor X ~ N, (u, 3).

A tobbudltozés normdlis eloszldas az egyetlen olyan elliptikus eloszlds, amely
esetében a komponensek korreldlatlansdgdbdl azok figgetlensége kovetkezik.

Az X ~ E, (1, X, ¢) véletlen vektor nem sziikségképpen rendelkezik sii-
riségfliggvénnyel. Ha van surtiségfiiggvénye, akkor annak

1272 (X = )BT (X = p)

alakinak kell lennie, ahol g egyvaltozos nem-negativ fiiggvényt jelol. Ezért
az eqyenld suriségl pontok ellipszoidot alkotnak R'™-ben.

Az X valdsziniiségi vektorvaltozé E,, (u, 3, ¢) reprezenticidja nem egy-
értelmli. Adott eloszlds esetében a p egyértelmiien meghatédrozott, X és ¢
azonban csak egy pozitiv konstans erejéig meghatarozottak. Pontosabban,
ha X ~ E,(p, 2, ¢) és X ~ E,(u*,3*, ¢*), akkor

pr=p, Er=cE, ¢7()=9¢"(-/c)

valamely ¢ > 0 konstanssal. A 2.1 Tétel alkalmazasédval kereshetiink olyan
reprezentaciét, amelyre Cov(X) = .

Cov(X) = Cov(u + RAU) = AE(R?*)Cov(U)AT |

feltéve, hogy E(R?) < oo. Legyen Y ~ N,,(0,1,,)). Akkor Y =, |Y||U, ahol
Y| fiiggetlen U-tél. Tovébbd, mivel || Y| ~ x2, E(|[Y]|?) = n. Mivel pedig
Cov(Y) = I1,,, beldthatjuk, hogy amennyiben U egyenletes eloszldst az R™
egységhipergdombjén, akkor Cov(U) = I,,/n. Igy Cov(X) = AATE(R?)/n.
A ¢*(s) = ¢(s/c) karakterisztikus fiiggvény valasztésaval (c = E(R?)/n) azt
kapjuk, hogy Cov(X) = X.

Ezért az elliptikus eloszlast teljesen leirja u, 3 és ¢, ahol ¢ ugy véalaszthato,
hogy fennélljon Cov(X) = ¥ (ha Cov(X) értelmezett). Ha Cov(X) a fenti
médon adddik, akkor X eloszldsat egyértelmiien meghatérozza E(X), Cov(X)
és az egydimenziés margindlis fliggvényeinek tipusa, példaul normalis vagy
t-eloszlas.
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2.2 Tétel. Legyen X ~ E,(u,23,¢), B g X n tipusi mdtriz és b € R1.
Akkor

b+ BX ~ E,(b+ By, BEB”, ¢) .

Bizonyitds. Az 1. Tétel szerint b + BX sztochasztikus reprezentdcidja

b+BX =; b+ Bu+ RBAU.

Végezziik el a kovetkez6 particionalast:

X, 11 Y X
X.: = E:
() =) == 30

ahol X és 1 r x 1 tipusu vektorok, 3,1 pedig r» X r tipusu matrix.

2.1 Kovetkezmény. Legyen X ~ E,(u, 3, ¢). Akkor

Xl ~ E’r(ula E117 ¢) 5 X2 ~ E’rL—'r(/j/Qa E227 ¢) .

Az elliptikus eloszlasok margindlis eloszldsai tehat elliptikus eloszldsok és
ugyanolyan tipusiak (megegyezik a karakterisztikus generdtoruk). A kovet-
kezo6 tétel azt fogalmazza meg, hogy az X; vektorvaltozd adott Xy melletti
feltételes eloszlasa szintén elliptikus eloszlas, altaldban azonban nem az X,
tipusaval megegyez6 tipusu.

2.3 Tétel. Legyen X ~ E,(u, %, ¢), X szigorian pozitiv definit mdtriz.

Akkor
X1 | (Xe=x)~ E.(1,%,0),

ahol
=+ 21005 (x— ) b Z=3 X80Ty

Tovdbba (]B = ¢ akkor és csak akkor, ha X ~ N, (1, X).

A bizonyités és részletesebb elemzés megtalalhaté Fang, Kotz és Ng (1987)
korabban mar emlitett konyvében.

A kovetkez6 lemma azt allitja, hogy fiiggetlen, elliptikus eloszlasu, egy
pozitiv konstans erejéig megegyez6 X szérédasmatrixt valdszinilségi vek-
torvaltozdk linedris kombindcidja elliptikus eloszlasi marad.

2.1 Lemma. Legyen X ~ E, (1,3, ¢) és X ~ E,(ji, ¢, ¢) két figgetlen
valésziniiségi vektorvdltozd, ¢ > 0 dllandd. Akkor tetszdleges a,b € R esetén

aX + bX ~ E,(ap + bji, Z,¢%) ,

ahol ¢* (u) = ¢(a’u) + ¢(b*cu).
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Bizonyitds. A 2.1 Definici6 alapjan elegendé azt megmutatni, hogy min-
den t € R™ esetében
gD(LX-‘rbX—(L;L—bﬂ (t) = ‘pa(X—M) (t) gpb(X—ﬂ) (t) =
¢ ((at)"S(at)) ¢ ((bt)" (cX)(bt)) =
= ¢(a’tT3t) p(B’ctTTt) .

Legyen X ~ E,, (i, 3, ¢). Feltéve, hogy 0 < Var(X;), Var(X;) < oo,

Cov(X;, X;) Xy
\/V&I‘ Var ) \/Z,-,-Ejj '

Ez megmagyarazza, hogy miért természetes fiiggéségi mérték a linedris kor-
reldcié egyiittes nem-degeneralt (X;; > 0 minden i-re) elliptikus eloszlds
esetében. Az R matrixot (R;; = ¥;;/1/2:2;;) az X linedris korrelacios
matrixdanak nevezziik. Vegyiik észre, hogy ez a definicié altaldnosabb a
szokasosnal és az elliptikus eloszlasok esetében még nagyobb jelent&séggel
bir. Mivel az elliptikus eloszlast egyértelmiien meghatarozza u, 3 és ¢,
a nem-degeneralt elliptikus eloszlasu valdszintiségi vektorvaltozé kopuldjat
egyértelmiien meghatarozza R és ¢.

A kovetkezd szakaszban megindokoljuk a Student t-kopula vélasztasdnak
helyességét széls6séges portfolié veszteségek modellezésére.

p(Xi, Xj) =

3 Student t-kopulak

Ha X sztochasztikus reprezentacidja

N
X d K + \/EZ ’

ahol p € R*, S ~ x2 és Z ~ N, (0,X) fuggetlenek akkor X n-valtozos t,
eloszlasi varhato értékkel (ha v > 1) és —£5% kovarianciamdtrixszal (ha
v > 2). Hav < 2, akkor Cov(X) nem értelmezett. Ebben az esetben ¥ az
X eloszlasa alakparaméterének tekintendd.

A t, eloszlasu X valészintliségi vektorvaltozé kopuldja a kdvetkezéképpen
adhaté meg

Clr) =ty (6, (w), ...t (un)) ,

ahol R = Xii/\/ZuYj;, 4,j € {1,...,n} és ahol 1 g jeldli a \/v'Y/V/S
eloszlasfiiggvényét, tovabba S ~ x2 és Y ~ N,(0,R) fiiggetlenek. Itt ¢,
jeloli a t”R megegyez6 marginalis fliggvényeit, vagyis a /vY;/ V'S eloszlds-
fliggvényét. Kétvaltozos esetben a kopula a kovetkezd alakban frhaté:

t, 1(“) 2 2R t t2 _#
U, v) / / <1+s — Supst > dsdt .
vRl 2m\/1— R2, R%Q v(l = Ri,)
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Itt Rya egyszeriien a megfelelé kétvaltozds ¢, (v > 2) eloszlas linedris kor-
relacids egyttthatdja.

Ha (X1, X2)T standard kétvéltozos t-eloszldsi v szabadsdgfokkal és R
linedris korreldcié métrixszal, akkor X5 | (X1 = x) szintén t-eloszldsi v + 1
szabadsagfokkal és

v+ x?

E(X, | X, = =R
(2| 1 x) 120, 11

Var(X, | X; =12) = (1-R%,) .

Ezt felhaszndlhatjuk annak igazoldséra, hogy a t-kopula rendelkezik fels6 (és
a radilis szimmetria kovetkeztében) alsé szélfiiggéséggel:

Au =

- 1 z—R
2,_11mP(X2>1;|X1:1;):2“hmtu+l< v+1 z 121:)2

R

9 lim T v+1 +1—Rp
m =
T—00 vl I//.Z‘2 + 1 \/1 —|— ng

_ VI—ERis
27,11 <\/u+ 1$> .

A fenti Gsszefiiggés azt mutatja, hogy a fels6 szélfiiggbségi egyiitthaté Ryo
novekvé, mig a v szabadsidgfoknak csokkené fiiggvénye, amint az varhato.
Tovébbé az is 1athat6, hogy a fels6 (alsd) szélfiiggbséei egyiitthaté zérushoz
konvergal, ha a szabadsdgfok végtelenbe tart és Rio < 1. A kdvetkezd
tablazatban a kétvaltozds t-kopula felsé szélfiiggdségi egyiitthatoi talalhatdk
néhany Ris, illetve v értékre.

v Ri2=—-05| Ri2=0| Ri2=05] Ri2=09 | Ria=1
2 0.06 0.18 0.39 0.72 1
4 0.01 0.08 0.25 0.63 1
10 0.00 0.01 0.08 0.46 1
[eS) 0 0 0 0 1

1. tdbldzat. A kétviltozés t-kopula felsd szélfiiggéségi egyiitthatéjanak értékei

A tablazat utols6 sora a kétvaltozds Gauss kopulat jellemzi, amelynek
nincsen felsé szélfliggbsége (és a szélfiiggéség radidlis szimmetridja kovetkez-
tében alsé szélfiiggdsége), igy szélsdséges veszteség vizsgdlatdra a Gauss ko-
pula nem alkalmas. Az elliptikus kopuldk szélfiiggbségi egytitthatéinak rész-
letesebb vizsgdlata megtaldlhaté Embrechts, Mikosch, és Kliippelberg (1997)
konyvében.

A Cﬁ,R kopulabdl konnyen generalhaté véletlen valtozo az

Vv
X =4 p+Y=Z
SN

Osszefliggés felhaszndlasdaval. Az algoritmus a kovetkezo:
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e 1 szamu eszkoz (n > 2) esetében eldszor meghatdrozzuk az eszkézhoza-
mokat, majd ezek R kovariancia matrixat.

e ElGéllitjuk az R matrix Cholesky dekompozicidjat. (Mivel R pozitiv
definit matrix, a felbontds létezik, vagyis van olyan n x n tipusa A
métrix, amellyel R = AAT))

e Generalunk n szamd, figgetlen standard normalis eloszlasi valtozot,
amelyeket a z = (21, ...,2,)T vektorban foglaljuk egybe.

o Generdlunk egy, a 21, ..., 2, valtozéktdl fiiggetlen, x? eloszldsi s valé-
szinliségi valtozot.

o Meghatdrozzuk az y = Az vektort.

e Meghatarozzuk az x = % y vektort.

e Meghatarozzuk az u; = t,(x;), i = 1,...,n koordinitékat.

o (Up,...,up)t ~ Cﬁ,R» ezzel létrehoztuk a kopulat.

4 Szélsoséges hozam veszteségek modellezése
t-kopula alkalmazasaval

A vizsgalat soran 37 kiilénb6z6 nemzetkozi t6zsdeindex hozamanak alakuldsét
elemeztiik. A t6zsdeindex adatokat? 1998. 4prilis 30-t6l 2002. februar 20-ig
vettilk figyelembe. Ez indexenként 990, Gsszesen 36631 arfolyamadatot je-
lent. Tekintettel arra, hogy az iinnepnapok —igy a t6zsdei sziinnapok is—
orszagonként jelentos eltérést mutatnak, tobb alkalommal kellett atlagoldsos
adatpotlast végezni. Az adatpoétldsok ardnya alig haladja meg a 6,5%-ot.

A tézsdeindex hozamok szadmitasakor az aldbbi formuldkat alkalmaztuk:

Py

t—1
Ty = er;

*

Ty In

=InP —InP_,

ahol

P, : a tozsdeindex arfolyama a t idépontban,
T} : a tézsdeindex hozama a ¢ id6pontban,
e+ : az USD (USA dollar) arfolyama a ¢ idépontban,

r¢ @ az USD-re atszamitott tézsdeindex arfolyam a t idépontban.
A kiilonb6z6 nemzetkdézi hozamadatok jellemzéinek 6sszehasonlithatdsdga

érdekében sziikséges, hogy egy devizabazison elemezziik 6ket. Ennek jogossa-
gat egy példaval vilagitjuk meg. Tegyiik fel, hogy két kiillonbozé tézsdeindex

2Az adatokat a Yahoo Finance internetes szolgaltaté oldalairél gytijtottiik.
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hozamainak eloszldsa normaélis, varhaté értékiik, szérasuk —mely ebben az
esetben a hozamingadozésbdl ad6dé kockézatot jol fejezi ki— azonos. Ameny-
nyiben egyik befektetésiink CHF-ben (svéjci frank), a mésik pedig egy je-
lent6sen nagyobb volatilitdsi devizdban (pl. orosz rubelben) van, nem mond-
hatjuk, hogy két befektetésiink kockdzata azonos. Amennyiben a vizsgalt
idOszak alatt a két tozsdeindex devizanemének arfolyama megvaltozik, nem
beszélhetiink azonos kockdzati szintrél. A befektet6k —mind a magénszemé-
lyek, mind pedig az intézményiek— konyvelési, pozicidnyilvantartasi rend-
szere minden esetben egy-egy konkrét valutanemhez kétodik. Ebbol adéddan
amennyiben ettol a valutanemtol eltér6 befektetést eszkdzolnek, a megtériilés
szamitasakor figyelembe kell venniiik a devizaarfolyam valtozasanak hatasait.
Két eltérd devizaju befektetés hozamainak jellemzdit csak azonos devizabé-
zison tudjuk tehdt Osszevetni. A nemzetkozi valutdris rendszer {6 jellemzéit
figyelembe véve elmondhatjuk, hogy az értékmér6 szerepkorében hosszu id6
Ota, mind a mai napig az USD szinte az egyetlen hasznalatos eszkoz. 1992-
ben a vildg nemzetkozi kereskedelmének 47,2%-a USA dolldrban bonyol6dott.
A jegybankok tartalékait 61%-ban USD-ben képezték meg 1997-ben. Mind-
ezek indokoljak az USD referencia valutanemként valé alkalmazéasat. Hozam-
adatainkat tehdt USA dollar bazison hasonlitjuk &ssze.

Els6ként az indexeket egyenlGen sulyoztuk és igy alakitottunk ki egy port-
foliét. Ennek a portfélionak a szélsOséges veszteségeit modelleztik ¢-kopu-
ldkkal. Az eredményeket a szélséséges veszteségek feltételes varhatd értékei-
vel illusztréltuk. A veszteségek feltételes varhatd értékérdl jo osszefoglaldst
taldlunk Acerbi és Tasche (Acerbi, C., Tasche, D., (2002)) tanulmdnyédban.
Esetiinkben a veszteségek feltételes varhato értékeit a megfelelé6 szamu —
csOkkend sorba rendezett— szélsGséges veszteségek atlagaval becsiiljiik.

Szélsbéséges veszteségek feltételes varhato
értékei

-0.00010

-0.00020

10.00030 . W

-0.00040 ,W

-0.00050 1 e

-0.00060 - ® tényadatok
-0.00070 —m—szf=5
-0.00080 ~ —A—szf=10
-0.00090 ——szf=15

1. dbra. SzélsOséges veszteségek feltételes varhaté értékei kiillonbozé szabadsagfokok esetében
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Az eredményeket az 1. dbra illusztralja. A vizszintes tengelyen azon
szélsGséges veszteségek szama szerepel, melyet figyelembe vettiink a feltételes
varhaté veszteség becslésekor. Az l-es érték azt jelenti, hogy csupén a
legszélséségesebb egyetlen veszteségadatot vettiik figyelembe. A 2, 3, ..., 10
érték esetében pedig a 2, 3, ..., 10 legnagyobb veszteség alapjan szamitottuk
a feltételes varhato veszteséget.

A szamitott eredmények alapjan lathatd, hogy a kiilonb6z6 szabadsdgfoki
kopuldk kozil leginkabb a 10 szabadsagfoku Student ¢-kopula kozeliti meg
a tényadatokat. Lathaté tovabba az is, hogy a szabadsagfok novekedésével
a modellezett szélsOséges veszteségek —melyeket a fliggbleges tengelyen mé-
riink— csokkennek. Az 5 szabadsdgfoku kopula tilbecsli, a 15 pedig jelent6-
sen alulbecsli a portfélio szélsoséges veszteségek miatti kockazatat. Meg kell
jegyeznunk, hogy a szabadsagfok novekedésével, végtelenhez vald tartasaval a
modelliink kozeliti a tobbvaltozds normalis eloszlas modelljét, ahol a hozamok
fliggdségi strukturdja normalis, a szélsGséges veszteségek fliggdségi mutatdja
zérus, tehat azok fiiggetlenek. Minél inkabb kozeledik a szabadsigfok a 2-
es (minimélis) értékéhez, egyrészt anndl inkdbb vastag eloszldsszélekkel ren-
delkeznek a portfolidt alkoto egyedi eszk6z0k hozameloszlasai, masrészt pedig
azok fiiggdsége egyre inkdbb erdsodik, a veszteségek (nem vért szélsGséges
események) egyiittes bekovetkezésének kockédzata novekszik.

A bevezetében mar utaltunk ra, hogy az 1990-es évek végén megjelentek
azok a modellek, melyek a huszadik szazad kozepétdl szinte egyeduralkodd
Markowitz modellben alkalmazott portfolié variancian, mint kockazatmér-
téken tullépnek. Rockafellar és Uryasev a feltételes kockaztatott értéket
(CVaR) minimalizalé modellt dolgozott ki (Rockafellar, R. T., Uryasev, S.,
(2000)). Az eljérés lényege, hogy rogzitett hozamszint mellett a modell gy
optimalizdlja a portfoliot, hogy a széls6séges portfdélié veszteség minimalis
legyen. Azt, hogy mit tekintiink szélsGséges veszteségnek —vagyis azt, hogy
a sorbarendezett veszteségek koziil a legnagyobbak koziil mennyit vesziink fi-
gyelembe— mi magunk hatdrozhatjuk meg. Az optimalizalé feladat linedris
programozasi modszerrel oldhaté meg, és a Markowitz modellhez hasonldéan
szerkeszthetok a hatékony feliiletek.

Esetiinkben a fent emlitett linearis programozasi probléma az aldbbiak
szerint irhaté fel:

i v+

az alabbi feltételek mellett:

L 7
[Na]® ]
z>y,
z>0,
efx=1,
r’'x=R,
z>0,
ahol
z=y — ey a -t meghaladd veszteségek mértéke,
y € R veszteségvektor,
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x € R™ sulyvektor,

1) skalar mesterséges valtozo,

e € R" egységvektor,

N az adott t6zsdeindex hozamvektora elemeinek szdma,
1 — a megbizhatdsagi szint,

r € R™ varhat6 hozam vektor,

R a portfoli6 elvart hozama,

0 € R" null-vektor.

Létrehoztunk egy olyan indexportféliét, amely 1 — o = 0,995 (99,5%-o0s)
megbizhatésagi szint mellett keriilt optimalizéldsra a fenti feladat szerint,
ami azt jelenti, hogy egy koriilbeliil 1000-es (N = 990) mintanagysig esetén
az Ot legszélsGségesebb veszteség eléfordulasanak valdszinliségét minimalizal-
ja a modell relative magas elvart napi hozam (R = 0,0008) mellett. Az
eredményeket a 2. dbra mutatja.

A 2. dbrérdl leolvashatd, hogy amig az egyenld silyozés (1d. 1. dbra) eseté-
ben a 15 szabadsagfoki Student féle t-kopula jelentGsen alabecsiilte az extrém
veszteségek miatti kockdzatot, addig az optimalizalt portfélié esetében mar
szignifikdnsan tulbecsli azt. A széls6séges portféliGveszteségeket a 15 és 25
szabadsagfok kozotti kopuldk becslik jol.

Amennyiben csokkentjiik az el6irt hozamszintet (R = 0), kevésbé kocké-
zatos portfélickhoz juthatunk. Egy ilyen alacsony hozamu, kovetkezésképpen
alacsony szélsGséges veszteségek miatti kockazati portfolio elemzésének ered-
ményeit mutatja a 3. dbra.

Széls6séges veszteségek feltételes varhato értéke

-0.03000 ; — ; ; ; — ; ‘

-0.03500 12 3 4 5

-0.04000

-0.04500

-0.05000 ® tényadatok

0.05500 —m—szf=15
—A—szf=25

-0.06000 —%—szf=50

-0.06500

-0.07000

-0.07500

-0.08000

2. dbra. Optimalizalt, magas kockazati portfélick veszteségeinek modellezése t-kopulaval
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Szélsdséges veszteségek feltételes varhato értékei
'001500 T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.01700
-0.01900 ® tényadatok
—m—szf=15
-0.02100
—A—szf=25
-0.02300 —e—szf=50
-0.02500
-0.02700

8. dbra. Optimalizalt, alacsony kockazati portféliék veszteségeinek modellezése t-kopulaval

A két optimalizélt portfolio szélséséges veszteségeinek modellezése alapjan
arra a megallapitasra juthatunk, hogy mindkét esetben 15 és 25 szabadsagfok
kozé esik annak a Student féle t-kopulanak a szabadsdgfoka, amely jol kozeliti
a tényleges szélsGséges veszteségeket.

A fenti eredmények azt mutatjak, hogy a szélséséges portfolié veszteségnek
két alapveto oka van. Egyrészt az egyedi hozameloszlasok vastag eloszldsszél
jellegét modelleztiik azzal, hogy véges szabadsagfokui (v < 50) Student féle ¢-
margindlis eloszlasokat alkalmaztunk, masrészt pedig a szélsoséges veszteségek
—normalisnal nagyobb— egytittes bekovetkezési valdszintiségét modelleztiik
ugy, hogy a szélsOséges veszteségek fliggdségi strukturajat Student féle t-ko-
pulaval kozelitettiik. Lathattuk azt is, hogy a szabadsagfok becslések jé pré-
béajat adhatjak a kiilonb6z6 portfélié optimalizalé modellek hatdsossaganak.
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ANALYSING EXTREME PORTFOLIO LOSSES USING COPULA

Integrated risk management (IRM) is concerned with the quantitative description
of risks to a financial business. In this paper Student ¢ copula was used as a practical
instrument to generate Monte Carlo scenarios of extreme portfolio losses. It was
found that the optimal degree of freedom of the Student copula lies between 15 and
25. It was also shown that the degrees of freedom’s estimates serve as good test of
efficiency for different portfolio optimization models.



