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A DISZKRET KIVALASZTASI MODELL BECSLESE
COX-REGRESSZIOVAL!

HAJDU OTTO
BME GTK

1 Bevezetés

A tanulmény az MDC (multinomial discrete choice) kivélasztdsi modell para-
métereinek a standard pontbecslési eljardsait tekinti at egyfel6l az eredmények
értelmezését illetGen, masfelél a modell gyakorlati alkalmazasat segitendo
azon esetre, mikor kdzvetleniil miikodo standard MDC programcsomag nem
all rendelkezésre.? A probléma klasszikus megoldédsa az irodalomban a tiilélési
modellek egyik alapmddszerének, az tin. Cox-regressziénak a felhasznalasa-
val torténik, amelynek rugalmas, kontrollalhaté alkalmazasa akkor is elényt
nytjthat, ha egyébként standard MDC program is rendelkezésre 4ll.3

Az MDC modellben egy I individuum (a dontést hozé személy) g =
1,2,...,my szamu lehetséges alternativa halmazabdl egyet biztosan, és csak
egyet kivédlaszt. A valasztdsi alternativak szdma individuumonként nem
sziikségszeriien azonos. Nyilvanvald, hogy a kivalasztas eredményét mind
a dontéshozé individudlis tulajdonsdgai, mind az alternativa sajatossagai
befolydsoljdk. A dontés kimenetét (eredményét) magyardzé valtozdk tehat
egyfeldl lehetnek individudlis jellegliek, masfelél alternativa-specifikusak. Az
elébbieket xz, az utébbiakat Z jeloli a tanulmanyban. Bar a modell paramé-
tereinek a becslése mindkét tipus esetén a maximum likelihood (ML) elven
alapul, jellegét tekintve kiillonbozik x, vagy Z tipusi magyarazé valtozok
hasznélata esetén. El6bb e két almodell becslésének a kiilonbozdsége kertil
targyalasra. Ezt kovetOen, mivel a redlis dontési helyzet mind x, mind Z
egyidejii figyelembe vételét (,,vegyes” modell alkalmazédsét) igényli, a becslési
eljarast az dltalanos, mindkét tipust magaban foglald esetre is bemutatjuk.

Az alternativa-specifikus magyardzé valtozok kezelése, és igy a ,,vegyes”
modell becslése standard médon a statisztikai szoftverek tobbségében kozvet-
leniil nem érhet6 el. Ennek okan a tanulmany —egy illusztrativ példa szam-
szerlsitésén at— utmutatast ad arra vonatkozodan, hogy a ,,vegyes” modell
adatéllomédnyat milyen struktirdban kell régziteni (a modellt hogyan kell
paraméterezni) annak érdekében, hogy paramétereinek a becslése a standard
Coz-regresszioval megoldhatova valjon.

!Beérkezett: 2005. jinius 21. E-mail: ohajdu@finance.bme.hu

2Példaul a Systat 11.0, vagy a SAS program szolgéltat kozvetleniil hivhaté MDC mo-
dult, viszont példdul az SPSS 13.0 programban az eljaras csak kozvetetten oldhaté meg.

3Lasd példaul Kuhfeld (2003), vagy a SAS program MDC és QLIM eljarasait.
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2 A polichotom logit modell esete

A polichotom (multinomidlis) logit modell (PL) akkor alkalmazandé, ha a
dontés diszkrét kimenetét (a kivalasztas eredményét) magyardzé véltozo in-
dividudlis jellegli, és az alternativak kore mindenkire azonos: g = 1,2,...,m.
Jelolje zy a dontést hozo I individuum valamely jellemzGjét: példankban
az életkorat. Ekkor annak a valdszintisége, hogy a valaszthatd alternativak
kozil éppen a C € {1,2,...,m} alternativat vilasztja ki az I személy:

Por Por/Puir odds;(C : m) eactBoxr

i Pa g Por/Par Xy 0dds (g im) ST et A

ahol az odds; (C' : m) valészintliségarany annak az esélye, hogy az I személy a
C alternativat preferdlja az m referencia alternativival szemben (odds;(m :
m) = 1), és az In(odds) = logit mennyiség a magyardzé valtozé linedris
fliggvénye az oy, = By, = 0 megkotés mellett.

Ha a dontéshozé elott csak két alternativa all, akkor m = 2 mellett az
un. dichotom, vagy binaris logit modellt kapjuk.

A modell szerint mind az «, tengelymetszet, mind a 3, parcidlis regresszi-
0s paraméter alternativa-specifikus, mikozben adott individuum z; jellemzoje
ugyanaz barmely alternativa esetén. Lathato, hogy m szamu alternativa
mellett a paraméterek m — 1 szamu korét definidljuk. Ha az x valtozd értéke
egységnyit emelkedik, akkor a C' : m viszonylatt odds az e%¢ odds-ratio (OR)
faktorral szorzddik.

A regresszids paramétereket kézenfekvs a maximum likelihood (ML) méd-
szerrel becsiilni. Jeldlje a C1,Cy,...,C, minta I = 1,2,...,n individuum
megfigyelt, fiiggetlen dontéseit: C; € {1,2,...,m}. A minta maximalandé
likelihood fiiggvénye:

n m

L=][II®n%" — max,

I=1g=1

ahol Sg; = 1, ha a g alternativat az I személy kivélasztotta, egyébként
Sgr = 0. A paraméterek referencia-fiiggék, a valészintségek viszont nem. A
valészintiséget a

1

Per = Z;r;l elag—ac)+(By—Bo)zr

formaban {rva latszik, hogy a kiilonféle alternativak kivalasztdsi valdszintiségei
kozotti kiillonbség adott x mellett csak a paraméterek alternativa-specifikus
jellegébol szarmazik.

TMusztrativ példankban I = 1,2,...,21 személynek az utazasuk modjat il-
let6 valasztéasait az életkorukkal magyarazzuk, tengelymetszet szerepeltetése
mellett. A lehetséges harom mdéd: autd (A), repild (R) és vonat (V). A
hirom mdd koziil egyet és csak egyet valaszt mindenki. A hdrom mdéd mel-
lett véltozénként rendre 2 koefficienst (két tengelymetszetet és két életkor-
meredekséget) becsliink ugy, hogy a wvonat (V) a referencia alternativa. A
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koefficiensek ML becsléseit az 1. tdbla, az adatokat és az eredményeket pedig
a 2. tabla kozli. A tablaban a ,,C” megnevezési oszlop az illeté valasztdsi
dontését kozli, az Sa, Sr és Sy indikator jellegii oszlopok pedig a dontés
statusa szerint veszik fel az 1, illetve a 0 értéket.

Példaul az I = 1 egyén, aki egyébként 32 éves, a repiilGs utat valasztotta,
ezért

odds(R/V | 32) = > 212709532 — 3,068 ,
majd a repiilds it kivalasztasanak a valdszintisége

_ 3.068
~ 2.168 + 3.068 + 1

Pry =0.492 .

Ez a valésziniiség bérkit, aki 32 éves, egyontetlien jellemez! Az igy szamitott
21 darab P¢ valdszintiség L = 0.492-0.483-...-0.421 szorzata a 2. tablaban az

1. tabla koefficiensei mellett maximélis, a megfelel6 —21In L ,, goodness-of-fit”
statisztika értéke pedig 42.18.4

Viltozé Koefficiens

Auté Repiil6 | Vonat
Tengelymetszet | 3.0449 2.7212 0
Eletkor -0.0710 | -0.0500 0

1. tdblazat. ML becslés az életkor-koefficiensekre

Megfigyelés (I) | Eletkor | C | Sa | S | Sy | oddsa | oddsr | oddsy Pc
1 32 R 0 1 0 2.168 3.068 1 0.492
2 13 A 1 0 0 8.351 7.934 1 0.483
3 41 Vv 0 0 1 1.145 1.956 1 0.244
4 41 \% 0 0 1 1.145 1.956 1 0.244
5 47 A 1 0 0 0.748 1.449 1 0.234
6 24 R 0 1 0 3.826 4.577 1 0.487
7 27 A 1 0 0 3.092 3.940 1 0.385
8 21 R 0 1 0 4.733 5.318 1 0.481
9 23 A 1 0 0 4.107 4.812 1 0.414
10 30 R 0 1 0 2.499 3.391 1 0.492
11 58 R 0 1 0 0.343 0.836 1 0.384
12 36 Vv 0 0 1 1.633 2.512 1 0.194
13 43 A 1 0 0 0.993 1.770 1 0.264
14 33 R 0 1 0 2.020 2919 1 0.491
15 30 R 0 1 0 2.499 3.391 1 0.492
16 28 R 0 1 0 2.880 3.748 1 0.491
17 44 R 0 1 0 0.925 1.684 1 0.467
18 37 Vv 0 0 1 1.521 2.390 1 0.204
19 45 A 1 0 0 0.862 1.602 1 0.249
20 35 R 0 1 0 1.753 2.641 1 0.490
21 22 A 1 0 0 4.409 5.059 1 0.421

2. tabldzat. Utazdsi méd vélasztdsa adott életkor (év) mellett

4A maximélast a paraméterek tekintetében —az 1-5. tdbldk esetén— a MS Office 2003
Excel-Solver moduljdval végeztiik el. Ezzel pontbecslést nyertiink a paraméterekre.
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A fenti modell becslése statisztikai szoftverekben standard médon, kdzvet-
lentil elérhetd gy, hogy 21 megfigyelés (case) mellett az Eletkor a kovaridns
és C az eredményvaltozo.

Ha t6bb, rendre x1, zo, . . . , T} magyarazd valtozot tartalmaz a modell, ak-
kor a regresszids paraméterek kore is megfelel6en boviil, de a modell lényegileg
valtozatlan marad. Példaul harom magyarazo valtozdt hasznalva (Eletkor,
Jovedelem, Nem) hdrom alternativdhoz a két tengelymetszet mellett még 3 x
2 = 6 meredekséget is becsiilniink kell. Ha pedig olyan nominalis magyarazé
véltozéval bovitjiik a modellt, melynek ketténél t6bb kimenete van (lakéhely
szerint Budapest, Tobbi_vdros, Kozség), akkor az indikdtor véltozék szdma
kett6vel (B, Tv), a paraméterek szdma pedig 2 * 2 = 4-gyel emelkedik. Mint
lathaté, a PL modell nem takarékos a paraméterekkel, és a paraméterek
értelmezése a mindenkori referencia alternativa viszonylatat igényli.

3 A feltételes logit modell esete

A feltételes (conditional) logit modell (CL) akkor alkalmazandd, ha a dontés
kimenetét magyarazo valtozo alternativa-specifikus, annak valamely tulaj-
donsagat irja le. Jelolje Z az alternativak egy jellemzo6jét: példankban az
utazas idGigényét. Megfigyelésiink most nem az individuumra, hanem az
Gsszes el6forduld Z,r (I =1,2,...,n; 9 =1,2,...,my) utazési idére (éraban
mérve) irdnyul. A megfigyelt eseteket az individuumok n szdmu rétegre
bontjék, és adott rétegen beliil egy alternativa kivalasztasra kertil, a tobbi
nem.

A 21 %3 = 63 megfigyelést (esetet) 21 rétegre bontva a 3. tabla tartal-
mazza. Az egyes alternativak id6igényét adott individuum esetén az Al,
RI és VI oszlopok azonositjak, de magyarazé valtozénk csak egy van, az
utazds iddoigénye. Valamennyi esetet szemlélve a dontés kimenetét binarisan
kédoljuk: Sgr = 1, ha a g alternativa kivalasztasra keriilt az I rétegben,
és Sgr = 0, ha nem. Az eredményvaltozé megfeleld rétegzett értéke tehat:
Sgr. A kivélasztas elérejelzése igy egy rétegzett, dichotom logit modell alka-
Imazésara vezetett. E modell paramétere alternativa-fiiggetlen, globalis, min-
den megfigyelésre egyforman érvényes. E paraméterek becslése a CL modell
specialis alkalmazdsaval valosithato meg.

A CL modell lényegét segit megvildgitani, ha elébb kiilén az I = 1 in-
dividuumot (réteget) tekintjiik, aki a repiilét vélasztotta, tehét esetében a
héromelemi bindris dontési szekvencia: dr = [0, 1,0]. Ennek likelihoodja a
dichotom logit modell alapjan:

1 e t0Zr1 1

Lgr

= 1+ea+9ZA1 ) 1+ea+9ZRI ) 1+ea+9sz ’

ahol a és 0 globdlis paraméterek. A dontéshozé azonban vélaszthatott volna
masképpen is. Ragaszkodva ahhoz, hogy csak egy alternativat valaszthat,
a tovdbbi lehetGségei rendre a d4 = [1,0,0] és a dy = [0,0, 1] szekvencidk,
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melyek likelihoodjai rendre:

ea-‘r@ZAI 1 1
LAI = 1+ea+9ZA1 ) 1+ea+9ZRI ) 1+ea+9sz ’
1 1 e t02vi
Ly, =

1+ea+9ZA1 ) 1+ea+9ZRI ) 1+ea+9ZVI :

Ezek birtokdban a C € {4, R,V} alternativa kivélasztdsdnak a feltételes
valdszintisége az I egyén esetében a megfelel6 likelihood statisztikai megosz-
ldsa a harom likelihood Gsszegében, altalaban pedig:

p Loy elZcr 1
T i L Lty P o P Zon)

Vegyiik észre, hogy a likelihoodok kozos nevezdje és a globdlis tengely-
metszet elimindlédik a valésziniiségb6l, ezért szerepeltetésiik folosleges.® A
magyarazo valtozé egységnyi abszolut novekményének a kivélasztasi vald-
szinlségre gyakorolt hatdsa a magyarazé Z valtozo alternativak kozotti in-
gadozasatdl fiigg, és konstans.

Végil a 0 paraméter tekintetében maximalandé likelihood a rétegen beliili
kivalasztasi valészintliségek szorzata:

n mr

L= T s

I=1g=1

Az egyetlen véltozénkhoz tartozé 0 paraméter ML becslése 0 = —0.26549.
Igy az I =1 egyén esetén a repiilds ut kivélasztasanak a valdszintiisége:

0.303

P =
R 0.07 + 0.303 + 0.062

=0.697 .

Az ily médon kalkuldlt 21 darab Pe valdszintiség L szorzata a 3. tdbldban a
fenti koefficiens mellett maximalis, és a —21n L statisztika értéke 33.629.

Ha tobb, rendre 71, Zs,. .., Z, magyaraz6 valtozét tartalmaz a modell,
akkor a regressziés paraméterek kore is megfeleléen boviil.

5A feltételes logit Pcy valésziniiségének a nevezdje azért tartalmaz annyi Ssszeadanddt,
ahdny alternativa van, mert az individuum csak egy alternativat valaszthat ki, igy az
egy darab 1 Osszes permuticidinak a szdma megegyezik az alternativdk szdmadaval. Ha
haromnal t6bb alternativa koziil egynél tobbet is valaszthatunk, példdul kettst, akkor az
Osszes olyan permutécidk szdma melyek a szekvencidban két helyen tartalmaznak 1 értéket,
mar megsokszorozddik.
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Réteg (I) | AT [ RI| VI [ Sa | Sg | Sy | ?AT | BT | VI Po
1 10 |45 105 0 1 0 | 0.070 | 0.303 | 0.062 | 0.697
2 5.5 4 7.5 1 0 0 | 0.232 | 0.346 | 0.137 | 0.325
3 4.5 6 5.5 0 0 1 | 0.303 [ 0.203 | 0.232 | 0.314
4 3.5 2 5 0 0 1 | 0.395 | 0.588 | 0.265 | 0.212
5 15 | 4.5 4 1 0 0 | 0.671 | 0.303 | 0.346 | 0.509
6 105 | 3 | 105 | 0O 1 0 | 0.062 | 0.451 | 0.062 | 0.786
7 7 3 9 1 0 0 | 0.156 | 0.451 | 0.092 | 0.223
8 9 3.5 9 0 1 0 | 0.092 | 0.395 | 0.092 | 0.683
9 4 5 5.5 1 0 0 | 0.346 | 0.265 | 0.232 | 0.410
10 22 | 45| 225 0 1 0 | 0.003 | 0.303 | 0.003 | 0.982
11 75 | 55| 10 0 1 0 | 0.137 | 0.232 | 0.070 | 0.529
12 115 | 35 | 115 | 0O 0 1 | 0.047 | 0.395 | 0.047 | 0.096
13 3.5 | 45 | 4.5 1 0 0 | 0.395 | 0.303 | 0.303 | 0.395
14 12 3 11 0 1 0 | 0.041 | 0.451 | 0.054 | 0.826
15 18 | 5.5 | 20 0 1 0 | 0.008 | 0.232 | 0.005 | 0.946
16 23 | 55| 215 0 1 0 | 0.002 | 0.232 | 0.003 | 0.977
17 4 3 4.5 0 1 0 | 0.346 | 0.451 | 0.303 | 0.410
18 5 2.5 7 0 0 1 | 0.265 | 0.515 | 0.156 | 0.167
19 3.5 2 7 1 0 0 | 0.395 | 0.588 | 0.156 | 0.347

20 125 | 35 | 155 | 0 1 0 | 0.036 | 0.395 | 0.016 | 0.883
21 1.5 4 2 1 0 0 | 0.671 | 0.346 | 0.588 | 0.418

8. tdbldzat. Utazdsi méd valasztdsa az utazdsi id8 (6ra) fiiggvényében

4 A ,,vegyes” modell alkalmazasa

A valésighii alkalmazds mind a vélaszté individuum, mind a vélasztandd
alternativa jegyeit figyelembe veszi. Ekkor a C' alternativa I egyén &ltal vald
kivalasztasanak a valdsziniisége:

exotBczr+0Zer

Z’m, ) eug+ﬂgw1+9ZgI | Ay, = ﬂ’m, =0.
g=

FPor =

A ML becsléssel nyert koefficienseket a 4. tdbla kozli, melyekre az 5. tabldban
foglalt 21 db P¢ valdszintliség szorzata maximalis: a —21n L statisztika értéke
27.46433.

Valtozo Koefficiens

Globalis Auté Repiil6 | Vonat
Tengelymetszet 2.5007 -2.7792 0
Eletkor -0.07830 | 0.0169 0
Utazasi id6 -0.6085

4. tdbldzat. A vegyes modell ML koefficiensei
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2.5+ —2.779 +
I Al | RI | VI | Kor | C | —.078Kor + .017Kor + —.608V 1 Pc
—.608A1 —.608RI

1 10 4.5 | 10.5 32 R —6.089 —4.975 —6.389 | 0.636
2 5.5 4 7.5 13 A —1.864 —4.993 —4.564 | 0.900
3 4.5 6 5.5 41 \% —3.446 —5.735 —3.347 | 0.501
4 3.5 2 5 41 \% —2.838 —3.301 —3.042 | 0.333
5 1.5 [ 4.5 4 47 A —2.090 —4.721 —2.434 | 0.561
6 10.5 3 10.5 24 R —5.766 —4.197 —6.389 | 0.757
7 7 3 9 27 A —3.871 —4.147 —5.476 | 0.510
8 9 3.5 9 21 R —4.619 —4.553 —5.476 | 0.428
9 4 5 5.5 23 A —1.733 —5.431 —3.347 | 0.817
10 22 4.5 | 22.5 30 R —13.233 —5.009 —13.691 | 0.999
11 7.5 | 5.5 10 58 R —6.602 —5.143 —6.085 | 0.616
12 | 11.5 | 3.5 | 11.5 36 \% —7.314 —4.299 —6.997 | 0.060
13| 35 [ 45| 45 43 A —2.994 —4.788 —2.738 | 0.407
14 12 3 11 33 R —7.384 —4.045 —6.693 | 0.904
15 18 5.5 20 30 R —10.799 —5.618 —12.169 | 0.993
16 23 5.5 | 21.5 28 R —13.685 —5.652 —13.082 | 0.999
17 4 3 4.5 44 R —3.377 —3.858 —2.738 | 0.176
18 5 2.5 7 37 \% —3.437 —3.673 —4.259 | 0.197
19 | 3.5 2 7 45 A —3.151 —3.234 —4.259 | 0.444
20 | 125 | 3.6 | 15.5 35 R —7.844 —4.316 —9.431 | 0.966
21 1.5 4 2 22 A —0.134 —4.840 —1.217 | 0.742

5. tdbldzat. Utazdsi méd véalasztdsa az életkor (év) és az utazdsi id6 (éra) fliggvényében

A vegyes modellben annak a valdsziniisége, hogy az I = 1 személy a
repiil6s utat valasztja:

6_4'975

Pri = ¢—6.089  —4.975 | o—6.389 = 0.636 .

Mint lathato, a vegyes modell individualis valtozojanak paramétere alter-
nativa-specifikus, mig az alternativa-specifikus véaltozé paramétere globdlis.
Ez nehézséget okoz akkor, ha szimultdn becslésiikre (az alkalmazott statiszti-
kai szoftver adottsdga miatt) a polichotom logit médszer és a feltételes logit
modszer csak szeparaltan hivhato fel. Kézenfekvd megoldéas az individualis
valtozot is globalizélni.

5 A vegyes modell globalis paraméterezése

Tekintsiik az i = 1,2,...,nm egyedi vélasztési (utazdsi) lehetéségeket, me-
lyeket az individuumok n rétegbe sorolnak. Definidljuk az X globdlis valtozo
értékeit az X; (i =1,2,...,nm) mddon, ahol i egy (g, ) parositast képvisel.
Azonositsa tovabbd a Dy globdlis indikdtor valtozé 1 értékkel a g alternativat,
értéke egyébként 0. Igy, az indikétor valtozok felhasznéldsaval X hatdsa a
kivalasztasra a g +v1 X; modell szerint alakul, ahol a v globalis paraméterek
alternativafiiggok, az alabbiaknak megfelelGen:

m m

Yo = Zang , M= Zﬂng . (o = Bm =0) .
g=1 g=1
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Igy a globalis X véltozé linedris hatdsa:

m m

Z gDy + Z Be(DgX;) -
g=1 g=1

Alkossdk most a Z véaltozok korét egyfelél az eredetileg is Z jellegii véltozd,
mésfeldl az alternativat azonosité D, valtozdk, végiil ezen indikdtor valto-
zéknak az X valtozéval vett Dy * X = Dy X interakcidi. A C' utazdsi méd
kivélasztdsdnak a valszintisége az I individuum altal (az életkort és az utazas
idejét egyidejiileg figyelembe véve):

eccDc+Bo(DeXor)+0Zor

Z'rn ] ewng+ﬁg(DngI)+9ZgI (Oé'rn = ﬂlrn = 0) 5
g=

Por =

ahol a paraméterek becslése a feltételes likelihood maximélasat igényli.

A fenti médon definialt, példabeni adatainkat a 6. tdbla irja le. E strukti-
réban adott individuum vélasztdsi halmaza egy 6nall6 réteget (strata) alkot,
melyen beliil mindegyik alternativa egy 6néllé megfigyelést (sort) igényel. Az
adatdllomanyban a sorok szama 21 x 3 = 63, a rétegek szama 21, és mind-
egyik réteg 3 alternativat tartalmaz. Az S indikdtor valtozé azt jelzi, hogy
az alternativa kivélasztasra keriilt vagy sem. A D 4 és Dp indikétor valtozok
rendre az ,,autés” és a ,,reptilés” utat azonositjak, mikozben a ,,vonatutazas”
a referencia alternativa. (A t oszlop tartalma a kovetkez6 fejezetben keriil
definidlasra.)

Ha a paraméterbecsléshez feltételes maximum likelihood program nem
all rendelkezésre, akkor a probléma tulélési modellként valé megfogalmazéasa
nytjt megfelel eredményt. Ennek soran minden kivalasztast mint bekovet-
kezett eseményt, a ki nem vélasztasokat pedig mint késébb bekovetkezendo
eseményeket kezeljiik, majd az ,,eseményig”’ tarté idoétartam alakuldsat mo-
dellezziik magyarazo6 valtozdk ismerete mellett.

Ennek egyik eszkoze a Cox-regresszid, mely specidlis koriilmények kozott
a CL modell megoldasét nyujtja (Kuhfeld (2003)).

I | Méd | Id6 | Kor | S|t | Da | Dr | Dga*x Kor | Dr* Kor
1 A 10.0 32 0|2 1 0 32 0
1 R 4.5 32 1 1 0 1 0 32
1 \% 10.5 32 0|2 0 0 0 0
2 A 5.5 13 111 1 0 13 0
2 R 4.0 13 02 0 1 0 13
2 \% 7.5 13 0|2 0 0 0 0
3 A 4.5 41 0 2 1 0 41 0
3 R 6.0 41 02 0 1 0 41
3 \% 5.5 41 1)1 0 0 0 0
4 A 3.5 41 0 2 1 0 41 0
4 R 2.0 41 0 2 0 1 0 41
4 \% 5.0 41 1)1 0 0 0 0
5 A 1.5 47 1 1 1 0 47 0
5 R 4.5 47 02 0 1 0 47
5 \% 4.0 47 0|2 0 0 0 0

6. tabldzat. Vegyes modell interakcidkkal
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I Mod 1d6 Kor | S|t | Da | Dr | Da* Kor | Dr* Kor
6 A 10.5 24 0 2 1 0 24 0
6 R 3.0 24 1|1 0 1 0 24
6 \% 10.5 24 0] 2 0 0 0 0
7 A 7.0 27 111 1 0 27 0
7 R 3.0 27 0] 2 0 1 0 27
7 \% 9.0 27 0] 2 0 0 0 0
8 A 9.0 21 0 2 1 0 21 0
8 R 3.5 21 1 1 0 1 0 21
8 \% 9.0 21 0] 2 0 0 0 0
9 A 4.0 23 1 1 1 0 23 0
9 R 5.0 23 0] 2 0 1 0 23
9 \% 5.5 23 0] 2 0 0 0 0
10 A 22.0 30 0] 2 1 0 30 0
10 R 4.5 30 111 0 1 0 30
10 \% 22.5 30 0] 2 0 0 0 0
11 A 7.5 58 0] 2 1 0 58 0
11 R 5.5 58 111 0 1 0 58
11 A% 10.0 58 0] 2 0 0 0 0
12 A 11.5 36 0] 2 1 0 36 0
12 R 3.5 36 0] 2 0 1 0 36
12 A\ 11.5 36 111 0 0 0 0
13 A 3.5 43 111 1 0 43 0
13 R 4.5 43 0] 2 0 1 0 43
13 \% 4.5 43 0] 2 0 0 0 0
14 A 12.0 33 0] 2 1 0 33 0
14 R 3.0 33 111 0 1 0 33
14 A\ 11.0 33 0] 2 0 0 0 0
15 A 18.0 30 0] 2 1 0 30 0
15 R 5.5 30 111 0 1 0 30
15 \% 20.0 30 0] 2 0 0 0 0
16 A 23.0 28 0] 2 1 0 28 0
16 R 5.5 28 111 0 1 0 28
16 A\ 21.5 28 0] 2 0 0 0 0
17 A 4.0 44 0 2 1 0 44 0
17 R 3.0 44 1 1 0 1 0 44
17 A\ 4.5 44 0] 2 0 0 0 0
18 A 5.0 37 0] 2 1 0 37 0
18 R 2.5 37 0] 2 0 1 0 37
18 \% 7.0 37 111 0 0 0 0
19 A 3.5 45 111 1 0 45 0
19 R 2.0 45 0] 2 0 1 0 45
19 \% 7.0 45 0] 2 0 0 0 0
20 A 12.5 35 0] 2 1 0 35 0
20 R 3.5 35 111 0 1 0 35
20 \% 15.5 35 0] 2 0 0 0 0
21 A 1.5 22 1 1 1 0 22 0
21 R 4.0 22 0 2 0 1 0 22
21 \% 2.0 22 0 2 0 0 0 0

6. tdbldzat. Vegyes modell interakcidkkal (folyt.)

6 A Cox-regresszio: ,,proportional hazards”

Jelolje t a vizsgdlt ,,esemény” bekovetkezéséig a megfigyelés (folyamat) kez-
detétdl eltelt id6 hosszat: ,,event time’. E periddus valtozéd idotartamat a
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modell szerint a Z1, Z,, ... magyaradzé véaltozok szintjei indokoljak, és t; a
megfigyelt idétartamok névekvd rangsordban a j-edik, mikozben f; annak a
gyakorisdga, hogy ¢; eltelt id6 mellett a vizsgalt eseményt hanyszor észleltiik:5

by <ta(r) <o <Ti(ry) <---trhe) -

Ha egy individuum —akinél a folyamat mar elindult, de— valami ok folytan
kikeriil a megfigyelési korbol az esemény bekovetkezése nélkiil, akkor az il-
let§ megfigyelést cenzordlt (censored) esetként kezeljik. Jeldlje tovabbd R;
mindazon indexek dltal alkotott kockazati csoportot, akik kozvetlen a ¢; id6t
megel6zdleg ki vannak téve az esemény kockazatanak. E kockazati kérben az
event time” legaldbb t;, és a t; mellett cenzoralt esetek tagjai e kockazati
csoportnak. Ekkor annak feltételes valdszintisége, hogy valamely individuum
megéli a t; id6t, de utdna az esemény rogton bekovetkezik, nem mds, mint a
,,hazard-ratio” megoszlasa:

T
eﬁ z
=
Yier, €7 7

E valdszintiségek szorzata valamennyi ¢ idére (stlyozottan felirva) a Breslow-
féle likelihood fliggvényt adja:

Py

k T4t
e’ 7

L(B) = J:l_Il (ZleRj eﬁTZz)fj

— max ,

ahol Zj' a megfelel6 magyarazé valtozo Gsszegzését jeloli mindazokra, akiknél

az esemény a t; id6pontban bekovetkezett. (A silyozatlan eset, mikor f; =1

minden j-re, specidlisan a Cox-féle parcidlis likelihood fliggvényt eredményezi.)
Ha a minta I = 1,2,...,n rétegre van bontva, akkor a Breslow-likelihood

egyszerlien a rétegen beliili likelihoodok szorzata:

L(8) = [[ :1(8) -

Ahhoz, hogy a Breslow-likelihood a feltételes logit likelihoodjdval ekvivalens
legyen, az alabbiak sziikségesek:

1. A megfigyeléseket az individuumok szerinti rétegekre (strata) bontjuk,

2. a kivalasztott C alternativdhoz a status véaltozéban S = 1 (event)
értéket, a ki nem vélasztott alternativakhoz pedig az S = 0 (censored)
értéket rendeljiik,

3. a kivalasztott C' alternativihoz mindig ¢ = 1 ,,event time”, a ki nem
vélasztott alternativakhoz pedig egy nagyobb (késébbi), de egyontetiien
t = 2 ,,censored time” értéket rendeliink,

6 A tdlélési modell néhdny alapfogalmat lasd a Fiiggelékben!
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4. mivel a diszkrét kivalasztasi modellben a ,,t” vdltozé adott értéke sziik-
ségszeriien t6bbszor fordul el8, ezért ha e kétések (ties) kezelésére az al-
kalmazott szoftverben opciondlisan més tipus is vélaszthaté (ldsd SAS),
akkor kifejezetten a Breslow-likelihood valasztando.

A 6. tabla adataira a Cox-regressziot alkalmazva visszakapjuk a kordbban
mér megismert (Excel-Solver) megolddsokat, az aldbbiak szerint:

1. rétegképz6 ,,strata” véltozo: ,,Indwiduum”,
2. a ,,status” valtozo: S,
3. az ,event time” valtozo: ¢,

4. a kovariansok: Utazdsi idd, D a, Dg, Da x Kor, Dg x Kor.

A (B) pontbecslések mellett aszimptotikus standard hibdkat (SE), par-
cidlis Wald-statisztikdkat, szignifikancia-értékeket, exp(B) ,,hazard-ratio” ér-
tékeket és 95%-o0s konfidencia intervallumokat is nyertink. Az SPSS program-
mal kapott eredményeket a 7. tdbla kozli.

Eszerint 5 szézalékos szignifikancia szinten csak az utazas idétartama hat
szignifikdnsan a valasztasra. Tovabbmenve, ha az utazas 1 éraval tovabb tart,
akkor a kérdéses utazdsi méd kivélasztasanak az esélye 100-(1—0.544) = 45.6
szézalékkal csokken. A tObbi paraméter tesztelése és az exp(B) ,,hazard-
ratio” értelmezése analdg.

Az el6z6ekben modellenként rendre kozoltiik a Likelihood Ratio tipusi
goodness-of-fit statisztikak —21n L értékeit. A haromféle modell dgy itélend6
meg, hogy a tokéletesen illeszkedd szaturdlt modell esetén —21In L = 0, mig a
kovaridanst nem tartalmazé ,,intercept only” Un. null-modell esetén —21In L =
46.142. E hatarok kozott az egyes valtozok lépésenkénti szelektdlasara is
lehetOség nyilik, melynek eredményeit a 8. tdbla kozli.

Viéltozd B SE Wald | df | p-value | exp(B) | Lower Upper
Utazasi id6 -.608 .271 | 5.031 1 .025 .544 .320 .926
Da 2.501 | 2.396 | 1.089 1 297 12.191 111 | 1334.724
Dpgr -2.779 | 3.529 .620 1 431 .062 .000 62.686
D4 x Kor -.078 .063 | 1.527 1 217 .925 817 1.047
Dg * Kor .017 .074 .052 1 .820 1.017 .879 1.177

7. tdblazat. A vegyes modell paraméterbecslése a Cox-regressziébdl

Bevont véltozé | —2InL Chi2 df | p-value | Chi2_valtozds | df | p-value
1.: Utazasi id6 | 33.629 | 11.988 | 1 .001 12.513 1 0.000
2.: Dp 30.284 | 13.522 | 2 .001 3.345 1 0.067
3.: Dr x Kor 29.266 | 13.940 | 3 .003 1.018 1 0.313
4.: Dy x Kor 28.739 | 13.966 | 4 .007 0.527 1 0.468
5.: Dy 27.464 | 15.361 | 5 .009 1.274 1 0.259

8. tabldzat. A likelihood-ardny javuldsa valtozérdl valtozéra
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Els6 1épésben csak az Utazdsi idd, az utolsod lépésben pedig mind az 6t
magyarazé valtozé a modellben szerepel. A null-modelltél vals eltavolodést
méré Chi2 statisztika még a legb&vebb modellt is szignifikdnsnak téli 1%-
os szinten, bar a df szabadsagi fok a modell komplexitasanak névekedésével
gyorsabban nétt, mint ahogy a —21In L célfiiggvény csokkent. A Chi2 1épé-
senkénti valtozasat tesztelve latszik, hogy az utolsé harom lépésben bevont
tényez6 modellbdl vald kihagyasa megfontolando.

7 Filggetlenség az irrelevans alternativaktol

Az eddigi modellek mindegyike azon a feltevésen alapult, hogy az alter-
nativik valasztdsa fiiggetlen egymastodl: ,,Independence from Irrelevant Al-
ternatives” (ITA). Ez alatt az értendd, hogy adott megfigyelésre barmely két
alternativa kivélasztdsi valszinliségének az egymdshoz valé OR (odds-ratio)
aranya fiiggetlen barmely mas alternativatol. E feltevés lehet helytalld, lehet
irredlis, viszont fenntartdsa vagy elvetése statisztikai tesztet igényel.

Esetlinkben az utazdsi mddok és az utazési idék kolcsonhatdsai (inter-
akci6i) valamint az utazdsi mddok egymds kozti kapcsolatainak az utazési
idore gyakorolt hatésa vizsgalhato.

Az alternativdk és idéigényeik interakciéit megfogalmazé modell

m—1 m

> agDy+> 0,D,7
g=1 g=1

melyet tovabb bévitve alternativakozi interakcidk hozzaadasaval

m—1 m m

> agDy+> 0,DyZ+Y 64Dy Zg 1 + 61D1Zn,

g=1 g=1 9=2

addédik. Lathatéan az alternativak kozotti kapcsolatok tesztelését most a
szomszédos alternativék vizsgdlatara egyszertisitettiik. A két egymaésba &-
gyazott modell kozotti valasztas a paraméterek egy csoportjara vonatkozo
hipotézis tesztelését igényli:

01=0a=...=06,=0.

Az djonnan bevezetett magyarazé véltozdkat —a kordbban definialt valto-
zékkal egytitt— a 9. tdbla tartalmazza. Példaul D+ Al a repiilés alternativa
indikdtor véltozdjdnak és az autéval valé utazasi idének a szorzata (repiilén
utazva tart addig az t, mint egyébként autén). Az eredményeket a tdgabb,
meg nem szoritott modellre a 10. tdbla, a sziikitett modellre pedig a 11. tdbla
tartalmazza.
A két modell kiilénbsége a —21n L statisztika tekintetében 27.153—24.781 =

2.372, mely df = 3 szabadsédgi fok mellett nem szignifikdns (a két modell 3
paraméterben kiilonbozik). A hdrom alternativakozi hatédssal torténd bévités
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tehat nem javitja jelentOsen a likelihood kritériumot, igy az egyéb alternati-
vaktol vald fiiggetlenség hipotézise jelen minta esetén fenntarthato.

Felhivjuk a figyelmet végiil, hogy a Cox-regresszi6 (Breslow-likelihood) al-
kalmazésa a kivalaszténak megengedi, hogy valasztasi halmazabdl egyidejiileg
ne csak egy, hanem t0obb alternativat is kivalasszon: adott individuum mel-
lett ennek megfelelGen jelenik meg tobbszor a status valtozd S = 1 értékkel,
t =1 ,,event time” érték mellett.

I |Méd| UI'| S|t|Da|Dr| Dy |DaUI| DrUI| DyUI| DRrAI| Dy RI| DaAVI
1 A [100|N]|2| 1 0 0 10.0 .0 .0 .0 .0 10.5
1 R |45 |11 O 1 0 .0 4.5 .0 10.0 .0 .0
1 V |105|N|[2| O 0 1 0 0 10.5 .0 4.5 0
2 A 55 (I ]1] 1 0 0 5.5 0 .0 .0 0 7.5
2 R | 40 |N([2( O 1 0 0 4.0 .0 5.5 0 0
2 \% 7.5 [N|2] 0 0 1 0 0 7.5 .0 4.0 0
3 A 45 |N|2| 1 0 0 4.5 0 .0 0 0 5.5
3 R | 60|N([2( 0 1 0 0 6.0 .0 4.5 0 0
3 \% 55 [I]1] 0O 0 1 0 0 5.5 .0 6.0 0
41 A 35 |N|2| 1 0 0 3.5 0 0 0 0 5.0
4 R 20 [N]2] 0O 1 0 0 2.0 0 3.5 0 0
4V 50 ([I]1] 0O 0 1 0 0 5.0 .0 2.0 0
5 A 15 | I 1| 1 0 0 1.5 0 .0 .0 0 4.0
5 R | 45 |N[2( 0 1 0 0 4.5 .0 1.5 0 0
5 V |40 |N[2] O 0 1 .0 0 4.0 0 4.5 .0
6 A [105|N|2[ 1 0 0 10.5 0 0 .0 0 10.5
6 R |30[|If1f O 1 0 0 3.0 .0 10.5 0 0
6 V |105|N|[2| O 0 1 0 0 10.5 0 3.0 0
7] A 70(I|1] 1 0 0 7.0 0 0 0 0 9.0
7] R [ 30([N]2] O 1 0 0 3.0 0 7.0 0 0
71 V |90[N]|2] 0 0 1 0 0 9.0 0 3.0 0
8 A 90 |N|2| 1 0 0 9.0 0 0 .0 0 9.0
8 R | 35|11 O 1 0 0 3.5 .0 9.0 0 0
8 V | 90|N|[2] 0 0 1 0 0 9.0 0 3.5 0
9 A 40|11 1 0 0 4.0 0 .0 .0 0 5.5
9 R 50 N]2] 0 1 0 0 5.0 0 4.0 0 0
9 \% 55 [N]|2] 0 0 1 .0 0 5.5 .0 5.0 .0
101 A [220(N|2]| 1 0 0 22.0 0 .0 .0 0 22.5
10 R |45 | I[1f O 1 0 0 4.5 .0 22.0 0 0
10 V |225|N|[2| O 0 1 0 0 22.5 .0 4.5 .0
11| A 75 [N|2] 1 0 0 7.5 0 0 .0 0 10.0
11| R 55 (I]1] 0O 1 0 0 5.5 .0 7.5 0 0
11 V |100|N|[2f O 0 1 .0 0 10.0 0 5.5 .0
12 A |115|N|[2f 1 0 0 11.5 0 0 .0 0 11.5
12 R | 35 |N[2( O 1 0 0 3.5 .0 11.5 0 0
12 V 115 I |1 O 0 1 0 0 11.5 .0 3.5 0
13| A 35| 1|11 1 0 0 3.5 0 .0 .0 0 4.5
13 R | 45 |N[2( O 1 0 0 4.5 .0 3.5 0 0
13| V | 45 |N[2] 0 0 1 .0 .0 4.5 .0 4.5 .0
14 A |120|N|[2f 1 0 0 12.0 .0 .0 .0 .0 11.0
14 R | 30| I[1f O 1 0 .0 3.0 .0 12.0 .0 .0
14 V |11.0|N|[2| O 0 1 .0 .0 11.0 .0 3.0 .0

©

. tdbldzat. Irrelevans alternativdk fliggetlenségvizsgalata
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I |M6d| UI | S|t|Da|Dr| Dy |DaUI| DRUI | DyUI | DRAI| Dy RI | DAVI
151 A |180|N|[2] 1 0 0 18.0 .0 .0 .0 0 20.0
15 R 55 (I]1] O 1 0 .0 5.5 .0 18.0 .0 .0
15 V [200|N|2] O 0 1 .0 .0 20.0 0 5.5 .0
16| A |230|N|[2] 1 0 0 23.0 .0 .0 .0 0 21.5
16 R 55 (I]1] O 1 0 .0 5.5 .0 23.0 .0 .0
16 V [215|N|2] O 0 1 .0 .0 21.5 0 5.5 .0
171 A 40 |IN|2| 1 0 0 4.0 .0 .0 .0 0 4.5
17 R 30111 0 1 0 .0 3.0 .0 4.0 .0 .0
17 V 45 |N|2] 0 0 1 .0 .0 4.5 0 3.0 .0
18] A 50 [N|2] 1 0 0 5.0 .0 .0 .0 0 7.0
18 R 25 NJ2|] O 1 0 .0 2.5 .0 5.0 .0 .0
18 V 70(I]1] O 0 1 .0 .0 7.0 0 2.5 .0
19| A 35111 1 0 0 3.5 .0 .0 .0 0 7.0
19 R 20 (NJ2|] O 1 0 .0 2.0 .0 3.5 .0 .0
19 V 70 [NJ2|] O 0 1 .0 .0 7.0 0 2.0 .0
201 A [125|N 2| 1 0 0 12.5 .0 .0 .0 0 15.5
201 R 35111 0 1 0 .0 3.5 .0 12.5 .0 .0
200 V [155 N2 O 0 1 .0 .0 15.5 .0 3.5 .0
21 A 15 I |1 1 0 0 1.5 .0 .0 .0 .0 2.0
21| R 40 |N|2] O 1 0 .0 4.0 .0 1.5 .0 .0
21| V 20 (NJ2|] O 0 1 .0 .0 2.0 .0 4.0 .0

9. tabldzat. Irrelevans

alternativik fuggetlenségvizsgalata (folyt.)

Valtozé B SE Wald | df | p-value | exp(B)
Dy -0.738 | 3.059 | 0.058 | 1 0.809 0.478
Dg -3.624 | 3.480 | 1.084 | 1 0.298 0.027

Da*UI | -2.234 | 1.899 | 1.384 | 1 0.239 0.107

Dr+UI | -0.101 | 0.686 | 0.022 | 1 0.883 0.904

Dy «UI | 0.098 [ 0.701 | 0.019 | 1 0.889 1.103

Dgr* Al | 0.445 | 0.686 | 0.421 1 0.517 1.560

Dy« RI | -0.532 | 0.635 | 0.703 | 1 0.402 0.587

DyxVI 1.663 1.512 1.210 1 0.271 5.275

-2 Log Likelihood=24.781
10. tdbldzat. Az alternativdk kereszthatdsai

Valtozé B SE Wald | df | p-value | exp(B)
Da 1.716 | 1.805 | 0.904 | 1 0.342 5.561
Dg -3.601 | 3.306 | 1.187 | 1 0.276 0.027

DaxUI | -0.795 | 0.363 | 4.795 | 1 0.029 0.451

Dr+«UI | 0.122 | 0.590 | 0.043 | 1 0.837 1.129

Dy xUI | -0.422 | 0.257 | 2.687 | 1 0.101 0.656

-2 Log Likelihood=27.153

11. tabldzat. Redukalt modell alternativa-kozi interakcidk nélkiil

8 Fuggelék

A tilélési

)

S(t) =Pr(T >t) =1 - F(t)

,,survival” fiiggvény (¢, T: id6)

)
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a ,,hazard rate” fiiggvény:

Pt <T<t+At|T>1)  f(t)
=1 —
ht) = lim, Al S@)

Cox-,,proportional hazards”:
t .
h(t | x) = —f(t | x) = ho(t)elTﬁ ,

ahol hy(t) a ,,base-line hazard”, és a rétegzett , hazard” fiiggvény:

hy(t | z) = hog(t)e” 7 .

9 Osszefoglalas

A tanulmany a diszkrét kivalasztdsi modell paraméterbecslésének a mikéntjét
mutatja be illusztrativ példan attdl fliggben, hogy csak az individuum, csak
az alternativak, vagy mindketto jegyeire egyidejileg all rendelkezésre infor-
mécié. Az individudlis véltozé megfeleld értékét valamennyi déntéshez hoz-
zarendelve, e globalizalt valtozé paramétere kézos modellben becsiilhetd az
alternativa-specifikus véaltozd egyébként is globélis paraméterével. Az eljards
feltételes likelihood maximaldsat igényli, mely a standard Cox-regressziora
visszavezethetf. A tanulmény ennek elényeire irdnyitja a figyelmet. A Cox-
regresszio alkalmazasa révén mintavételi kovetkeztetésekre, modellszelekciora
is lehet6ség nyilik, tovdbbé vizsgalhaté az ITA (independence from irrelevant
alternatives) hipotézis, az alternativakhoz kotédd interakciék paramétereinek
szeparalt, vagy csoportos tesztelésével.
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PARAMETER ESTIMATION FOR MULTINOMIAL DISCRETE CHOICE
MODEL USING COX-REGRESSION

Considering the so-called ,,multinomial discrete choice” model the focus of this
paper is on the estimation problem of the parameters. Especially, the basic question
arises how to carry out the point and interval estimation of the parameters when
the model is mixed i.e. includes both individual and choice-specific explanatory
variables while a standard MDC computer program is not available for use. The
basic idea behind the solution is the use of the Cox-proportional hazards method of
survival analysis which is available in any standard statistical package and provided
a data structure satisfying certain special requirements it yields the MDC solutions
desired. The paper describes the features of the data set to be analysed.
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SZEMELYES VELETLENSZAM GENERALAS!

FERENCZI ZOLTAN — INEMETZ TIBOR]J
Gydri Széchenyi Istvan Egyetem — MTA Rényi Alfréd Mat. Int.

Digitélis dokumentumok, szerzodések alairasdhoz az aldiré személyétol fliggo,
altala generalt véletlen véletlenszamokat célszertt hasznalni. Véletlen szamok
generalasanak errdl az oldalardl szamolunk be a jelen munkaban.

Hagyomanyos és digitalis dokumentum

A kozelmult tinta-papir, irégép-papir vilagdban torvény szabdlyozta az ok-
manyok formajat és tartalmat. Torvényi el6irds hatarozta meg, hogy mikor
szabalyos egy aldiras, egy cégszerli aldirds, amelyet kozjegyzO hitelesithet
a torvény szdaméra. Az elektronikus hirkozlés vildgaban ugyanilyen torvényi
szabdlyozasra keriilt sor. A hagyomdanyos papir- alapi vildgban az alairds azo-
nositasanak, hitelesitésének tobb , kelléke” is volt, igy maga az aldiras, pecsét,
tanik, illetve a kozjegyzO. Az aldirds célja a hitelesités. Az, hogy igazolja:
a joglgylet meghatdrozott tartalommal, adott helyen és idében létrejott. Az
aldiras tehat azonosithatd, és egyetlen személyhez kapcsolédik. A kozjegyzo
feladata a hitelesités, illetve hiteles példany Orzése és arrél mésolat kiadasa.

Ugyanez a feladat az elektronikus tarsadalomban, az elektronikus tizlet-
vitel vilagaban kihivast jelent: az értékesitési folyamat elektronikus eszkozok,
internet segitségével zajlik, ami szdmos megoldandé kérdést vet fel, kezdve a
és persze a ,,digitalis kozjegyz6” altal hitelesitett elektronikus alairasig.

Elvardsunk egy digitalis dokumentummal, okirattal szemben az, hogy
akkor legyen érvényes, ha teljesiil, hogy

e Szerzéje és tartalma letagadhatatlan

Megéllapithatd, hogy mikor késziilt (keltezés-igazolds).

o Sem szerzdje, sem mds nem véltoztathatja meg (sértetlenség).

Jogtalan hozzaféré ne tudja elolvasni (bizalmassig).

Meg lehessen gy6zdédni arrdl, hogy az készitette, akinek vallja magat
(hitelesség).

Megoldds: stiritmény (digitdlis lenyomat) készités.

1Beérkezett: 2005. szeptember 18. E-mail: z.ferenczi@invitel.hu.
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Siiritmény (digitdlis lenyomat)

A digitalis hirkézlés sordn tobbnyire hosszabb dokumentumok cserélnek gaz-
dat. FEzek egy részében nem kovetelmény, hogy azok tartalma titokban
maradjon. Sokkal gyakrabban és erésebben jelenik meg az a kovetelmény,
hogy senki ne piszkalhasson bele a dokumentumba, vagy ha belenytlnak,
akkor az legyen gyorsan felismerhetdé. Erre a célra hosszi dokumentumokbdl
rovid lenyomatokat allitanak el6, amelyek nagyon erésen fliggnek az ere-
deti dokumentumoktdl. Ezek a révid stringek olyanok, hogy gyakorlatilag
lehetetlen hozzajuk olyan Gj dokumentumot konstrudlni, amelyiknek ugyanez
a lenyomata. Ily modon lehetetlen két olyan dokumentumot konstrudlni,
amelyeknek azonos a lenyomata. Ha a dokumentumban legaldbb egy bitet
megvaltoztatunk, akkor a megfelel6 lenyomatok sok bitben fognak kiilonbézni.
A lenyomatokat uigy definialjdk, hogy eléallitdsuk konnyti feladat legyen. Azt
a leképezést, amely egy ilyen leképezést eldallit, hash figgvénynek nevezik.
A hash fiiggvény lényegében véve egy olyan transzformécié, amely egy tet-
sz0leges hosszu szoveg digitédlis ujjlenyomatét késziti el. Az ujjlenyomat fix
hosszu bitsorozat, amely jellemz6 az adott szovegre, és amely digitdlis aldirds
protokoll szerves alkotdrésze.

A hash fliggvényeket eredetileg adattaroldsra és adatbankokban valé ke-
resésre dolgoztdk ki. Lényegében az ott elért eredményeket hasznaljék fel a
kriptografidban is, ahol azonban tovabbi feltételekre is figyelemmel kell lenni.

A hash fliggvénnyel szembeni elvardsokat a kovetkezé kovetelmények Osz-
szegezik:

1. Gyakorlatilag lehetetlen egy adott outputhoz olyan dokumentumot kon-
strudlni, amelyikhez a hash fiiggvény ugyanazt az outputot rendeli.

2. Gyakorlatilag lehetetlen 2 olyan dokumentumot konstrualni, amelyek
azonos hash értéket eredményeznek.

3. Ha legaldbb egy bitet egy dokumentumban megvaltoztatunk, akkor a
megfeleld hash értékek tobb bitben kilénboznek.

4. Elegend6 hossziusagi bementi dokumentum esetén a stritmény vélet-
lenszeriien viselkedik. 5-6 darab 32 bites szébdl allé6 bemenet mar ,ele-
gendGen” hosszinak tekintheto.

A 4. tulajdonsag, a véletlenszeriség killon kommentért igényel. Az iroda-
lomban nem talalhaté ,,szép” hivatkozas arra, hogy ez a tulajdonsag valéban
teljesiil. A konkrét alkalmazashoz arra van sziikség, hogy a stiritmény bdrmi-
lyen eloszldst bemeneti string esetén is egyenletes eloszlasu stringnek legyen
tekintheto. Igazabdl ennél kevesebb is elegendd, elég tgynevezett felcserél-
hetd valdsziniiségi véltozokbdl 4ll6 bemeneti valtozékra igazolni (tehdt egy
adott sorozatnak ugyanakkora a valdszintisége, mint a sorrend barmely per-
mutéaldsdval adédo sorozatoknak). E mogott az allitds mogott egy hatarérték-
tétel 41l: Ha (majdnem) fliggetlen, (majdnem) azonos eloszldsu valdsziniiségi
valtozd sorozatot néziink egy modulusban, és egy blokkon beliili valészintiségi
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véltozdékat modulo aritmetikédban Gsszeadunk, akkor enyhe (mindig teljesiilé)
feltételek mellett az Gsszeg hatdrértékben (a blokkhossz névekedése esetén)
egyenletes eloszlasu lesz.

Véletlenszamok generalasa

A kriptografidban véletlenszam alatt heurisztikusan a kovetkezét szokas érte-
ni. Valamilyen k egész szdm mellett tekintsiik a {0, 1,. .., k—1} értékkészletet.
Tekintsiik ebbe a halmazba tartozé szamok olyan sorozatat, amelyeknek
mindegyike lényegében ugyanannyiszor fordul el6 a sorozatban, mégpedig
barmelyik helyen barmelyik szdm egyenld eséllyel fordul elé (egyenletesség),
fiiggetleniil attdl, hogy mi volt el6tte, vagy mik jonnek utédna (figgetlenség).
Az ilyen sorozatokat véletlenszamok sorozatanak nevezik. Az értékkészlet k
szamossaganak szokdsos megvalasztisa k = 2, amikor bindris véletlenszdmok-
rol beszélink. FEzek kozponti jelentéségét az informacidelméletben figyel-
hetjiik meg. Ugyancsak gyakori a k = 10 valasztas, amikor decimdlis véletlen-
szamokrdl beszéliink. A {0,1,...,k—1} értékkészlet helyett egy nyelv dbécé-
jét is lehet értékkészletnek tekinteni. Ekkor is véletlenszamokrodl beszélnek.

Véletlenszamok manudlis el6allitasahoz kockat, pénzérmét, kartyat, sor-
solast szoktak hasznalni. Ez azonban egy rendkiviil lassi folyamat. Ezért
keresnek més lehetéségeket is. A 20. szdzad elején a statisztikai kovetkezte-
tésekhez a véletlenszamokat manudlisan allitottdk el és tablazatoltdk. Az
els6 ,,nagy” tablazatot az angol Tippet készitette 1927-ben: 40 ezer véletlen
szamjegyet allitott el6 népszamlalasi adatokbdl.

Véletlenszamok fizikai generalasa

Kriptogréafiai kulcsok generaldsakor a pszeudé véletlen szamgeneratorok eld-
nyei rendkiviili hatranyokkd véalnak. Ilyenkor kiilonGsen fontos, hogy

e az elkésziilt sorozat ne legyen reprodukéalhaté

e informdciotartalma” megegyezzen a méretével.

Fentiek miatt pusztan fizikai véletlenszam generatorokat hasznalnak a
rejtjelkulcsok készitésére. A fizikai véletlenszam generdtorok alapjaul véletlen
jeleket ado természeti jelenség szolgdl.

A gyakorlatban legtobbszor valamilyen radiétechnikai eszkoz a jelforras.
Segitségével épithetd olyan szamitégépes bovitokartya, amelyben a fizikai
folyamatot erdsitik, mintavételezik és amely a kapott digitalis jeleket atadja
egy szamitégépnek. A generdlt sorozatot folyamatosan ellendrizni kell, mert
a fizikai folyamatot befolydsolja a kornyezete, amely enyhébb esetben az
eloszlas megvaltozasat, silyosabb esetben degeneraciét okoz.

A kovetkezdkben lefrjuk egy PC-be illeszthet6 fizikai generdtorkdrtya fel-
épitését. Ennek a fizikai véletlenszam generatornak az alapja, a zajforras
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egy un. Zener didda. Az ezen atfoly6 dram fesziiltsége alapvetd fizikai tor-
vényszerliségek miatt kismértékben ugyan, de véletlenszeriien ingadozik. Az
ingadozés ,,frekvencidja” 0 és néhany széz (200) kHz kozott valtozik (1. dbra).

A kértydra épitett elektronika ezt az ingadozast tobb fokozatban erésiti,
majd a jel ,,kézepén” szimmetrikusan kijeldl egy intervallumot, amelynek két
s76ls6 értéke lesz a 0 és az 1 érték (2. dbra).

A jelet ezutdn négyszogesitjiik. Ezutdn keriil sor a mintavételezésre,
amelynek frekvencidja néhany ezer bit masodpercenként, vagyis a mintavéte-
lezés frekvencidja nagysagrendekkel kisebb a kiindulé jel frekvencidjanal, ami
a szomszédos mintak fiiggetlenségét biztositja.

Fesziilt.

r

idé

1. dbra.

Fesziil.
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A generdtorkartyan két fiiggetlen jelforrds és mintavevo rendszer miikodik,
a két forrasbol szérmazd biteket modul 2 (xor) Gsszeadva kapjuk azt a bitet,
amely a generdtor outputja lesz. A PC-be illesztett kartydhoz egy, a PC
operaciés rendszerén futd driver tartozik, amely statisztikai ellendrzéseket
is végez az outputra, s széls6séges esetben riaszt. Sziikséges még egy app-
likacié, amely segiti a kartya installalas utani kalibréldsat, és statisztikai
teszteket végez, amelyek eredményét a felhasznalé szamara meg is jeleniti.
To6bbszorosen hangsilyozzuk statisztikai tesztek folyamatos elvégzésének szik-
ségességét, 1asd [3].

Pszeudo-véletlenszamok generalasa

Az atombomba gyértdsanal felmeriilt nagyon nagy mennyiségi véletlenszam
elééllitasanak az igénye. Fabol vaskarika kivanalomként az is felmeriilt, hogy
ezek reprodukalhatok legyenek. Neumann Jdnos 1944-ben javasolta azt,
hogy erre a célra alvéletlen szamokat hasznaljanak. Valddi véletlenszamok
helyett determinisztikus szamsorozatot allitsanak el6, amelyek statisztikailag
ugyanugy viselkednek, mintha valodi véletlen sorozatok lennének. Ezeket a
szamsorozatokat ismételten el6 lehet allitani, reprodukalni, ami a szamité-
gépek héskoraban rendkiviil fontos kévetelmény volt. Az algoritmikusan el6-
allithatd, véletlenszertien viselked6 determinisztikus szamsorozatokat pszeu-
dovéletlen (dlvéletlen) sorozatoknak nevezik.

A Neumann Jénos dltal javasolt eljardas nagyon egyszert volt. Kiindu-
ldsként vélasztott egy n jegyil szamot kezddéértéknek. A pszeudo-véletlen
sorozat kovetkez$ szamanak elGallitdsdhoz az utolsénak generalt n jegyl
szamot négyzetre emelte, majd az igy nyert négyzet kozépso n jegyébdl allo
szam lett a sorozat 1j szdma. (Az n jegy szlikség esetén nulldkkal kezdédhet.)

A négyzetkozép moddszernek ma mér csak torténelmi jelentésége van.
Pszeudo véletlen szamsorozatok eloallitdsara a leggyakrabban a linedris kon-
gruencia generdtorokat hasznaljak. Ezt a mddszert D. A. Lehmer javasolta
1949-ben. Ehhez valasztanak egy R(0) egész kezdbértéket, eqy A multiplikativ
és eqy B additiv konstanst, valamint egy nagy M modulust. Ezek segitségével
az utolsénak eléallitott R(N) szdmbdl kiszamitjdk az

R(N+1)=A*R(N)+ B (mod M)

egész szamot. Ebbél egy tovdbbi U(N) dlvéletlen szdmot M-mel valé osztédssal
kapunk. Ez az osztds egy bizonyos fajta standardizaldst szolgdl: az U(N)
szamok mindig 0 és 1 kozé esnek. A szdamitégépek RND generdtora ilyen
szadmok sorozatét szolgdltatja. Innen a {0, 1, ...,k — 1} halmazba es6 egyen-
letes eloszlasu egész szamokat az
X(N) =k U(N)]

képlet ad meg (adja vissza).

A paraméterek megvélasztisaval és az eléallitott sorozat statisztikai vizs-

gélataval kapcsolatos kérdésekrél D. Knuth (1987) 2. kdtete ad kimeritd ta-
jékoztatast.
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Az algoritmikus eljarasok gyors végrehajtaséra kiilonbozé célgépeket szer-
kesztettek, melyek valédi véletlen sorozatok helyett determinisztikus, de vé-
letlenszertien viselkedd sorozatokat alkalmaznak. Gyors hardver megoldast
tesznek lehetové a maximadlis periédusu linedris visszacsatolt shift regiszte-
rek (angol roviditéssel LESR).

Hibrid generatorok

Mar a véletlenszamok tomeges eldallitdsanak hoskoraban megsziiletett az az
Otlet, hogy barmilyen nagy munkaval is, de célszerli egyszer nagymennyisé-
gl véletlenszamot elGallitani, és ezeket kozkinccsé téve beldlik barki, bar-
mikor tetsz6legesen sokat felhaszndlhat, 1dsd [2]. Természetesen ez nem egy
megbizhat6 megoldas a kriptografusok szamara. Hiszen éppen a legfontosabb
kovetelmény, a kiismerhetetlenség séril meg. Ezt kell orvosolni ahhoz, hogy
ilyen tipusit megoldas szamukra is hasznalhatové valjon. Ezt tobb lehetség
is segitheti:

e A CD-ROM térolék megjelenése az altaldban egyetlen alkalmazdshoz
sziikséges véletlenszam mennyiség rendkiviil sokszorosanak megorzését
teszi lehet6vé.

o A CD-ROM-okat abszolut biztonsdgos koriilmények kozott lehet teleirni
valédi véletlen (fizikai) generdtorok segitségével, mikozben a teleirds
torténhet szubjektiv (személyi) beavatkozas nélkiil.

o Viéletlenszerii kezdettel kis blokkokat gy lehet kiemelni a CD-ROM-
rol, hogy még a kezeld sem képes felismerni, honnan szarmaznak, tehét
védelmet lehet biztositani a sajat kezel6 személyzettel szemben.

Billentytletiitéssel generalt véletlenszam

Javaslunk egy olyan fizikai véletlenszam generatort, amely az internettol fig-
getleniil, ,,kézi” munkdval, a feladat megengedte sebesség (lasstisdg) mellett
allit el6 véletlenszamokat. Az tjdonsdgot az adja meg, hogy az alkalmazdst
igyekszunk az ad-hoc elemektdl megszabaditva, lehetdség szerint szabatossd
tenni. Ezért ez ujnak tekintendd gemerdldsi modszert is eredményez.

Ebben az eljarasban a véletlenszertiséget a klaviaturan két egymds utan
leiitott billentyt letitése kozott eltelt id6 adja meg. Ezt az eltelt id6t mérjiik
meg a szamitégép beépitett drdja dltal megengedett pontossdggal. A nyert
szamot elosztjuk 16-tal, maradékos osztassal. A maradékot tekintjiik generalt
(hexadecimélis) véletlenszdmnak.

Kissé formélisabban a kovetkezd lesz az algoritmusunk (amelyben a szé-
mit6gép pszeudo-véletlenszam generatorat is felhasznédljuk).
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Algoritmus

1. 1épés. Megadunk egy nyomtathaté (képernyére irhat6) karakterekbél
all6 ABCS$ stringet (vagy métrixot). Legyen a stringben (métrixban)
szerepld jelek szaima M, ami a program paramétere. A stringben szerep-
16 karakterek ismeretén kiviil bizonytalansagi faktort jelenthet a benne
szereplo jelek sorrendje is.

2. 1épés. A program deklardlja, hogy csak windos alatt futtathaté. Kozli,
hogy a generalt véletlenszamokat mindig az rndout.doc fajlba menti.
Felszdlitja a felhasznalot, hogy gondoskodjon az esetleges ilyen nevii
fajl tartalménak a mentésérdl, mert ezt a program feliilirja.

95

. lépés. A program riakérdez a generalandé hexadecimalis jegyek N sz&-
mara. Ez a szam 1 és 500 kozti tetszoleges egész lehet.

4. lépés. Allitsuk be a PC pszeudovéletlen generatorat egy véletlen kez-
doéértékre, és generaljunk egymads utan N pszeudovéletlen szamot az
1,2,..., M egész szamok kozil.

[}

. 1épés. Minden egyes generdlt pszeudovéletlen egész esetén irjuk ki a
képernyodre az A BC'$ string ennyiedik betiijét. (Ez szervezheté N = 280
esetén példdul 4 darab 70 betiis sorba). Ezzel kezdédik a véletlen-hexa
generalas.

=}

. 16pés. Ussiik le a billentyfizeten egymés utdn a képernyén levé N karak-
tert, mikozben a PC méri és kddolja az egymas utani letitések kozti idot,
és lefrja (feljegyzi, trolja) a generalt hexadecimdlis szdmot. A kiirds
megint szervezheté 4 x 70-es matrixba, ahogy ezt a konkrét példank
teszi is.

Teljesen lényegtelen, hogy a szamitégép milyen pszeudo-véletlenszam ge-
neratort alkalmaz. A program miikodésének bemutatdsara N = 4 x 70
paraméter mellett megadunk egy letitendd sorozatot, majd a kiirt sorozat
leiitésekor 1étrejove véletlenszam sorozatot.

3gkmh’g7wl gkzi3$6e=, wl3jz-bpfm t6ibcbp8nt 2=a,’pd4=ma 24hrcrcp08 ym7yms5x59
ecx4d-tpzn 3$@h5tpa60 37pfakprwu a34-yx@Opv 0jh68$#e7! bbizueg,kw cynu.%r6$8
meswwxubn w6b3phq9pz d!a$lny,x0 kwkzl!Y=rf 03ap4xz9%3 zadyrct3o@ xmgObu@d!1
su=aj,cyv!2 .,9utonbyx 009@x$zcph gmazktp3q3d tlzhwl!t-j ok,t$dp8,v rdwzgd%,xo

A leiitéssel generdlt véletlenszam sorozat:

82E5F343C5 687D4A1574 F2D60BE321 5B105D9595 70551049C7 65D2EF56BB 9D1A8SE27A7
7264AA6BC8 5EQ906ADO0C C6BF053066 7012CC702A COB118E671 A35D4EDED6 COEB221A4C
9BBBEOO43F 13272E40B2 8781BCCBCY9 AF3294E75D 32086A97B2 145276860C 65EB2B9161
96CEO7F282 427882DB76 DBCO9E59E11 DCBO956BF8 CBF5559E5C 37CFBOCESD 6ABB3668EOQ

A generdlt sorozat elemeinek gyakorisdag-eloszldsa:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
22 |17 [ 22| 11 [ 12 | 24 |1 23 |1 19| 14 |15 |12 | 25| 21| 14 | 19 | 10

1. tabldzat.

A \? préba-statisztika értéke: 21,4857. A 15 szabadsagi fokhoz tartozé
kritikus értékek

P 0,1 0,05 | 0,01
x2 érték | 22,3 | 25,0 | 30,6
2. tdbldzat.

Az Excel program segitségével adatainkat grafikusan szemléltethetjiik is.
Tllusztracidként megadunk egy tovabbi 4 x 70-es ,,valodi” véletlen , leiitéses”
matrixnak megfelel6 gyakorisagi grafikont.

Az N = 280 elemii minta gyakorisdg-eloszldsa a 3. tablazatban, grafikonja
pedig a 8. dbrdn lathatoé.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
161520 17 (19| 19|16 | 18 | 17 |16 |19 19 | 19 | 15 | 15 | 20
3. tdbldzat.

300
= N\‘\‘\&—'N
200 =
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100
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

3. dbra. Gyakorisagi poligon

Az empirikusan generalt véletlen sorozatokat kotelez6 felhasznalds elétt
statisztikailag ellendrizni. Erre a szokasos tesztek megfelelnek, de a generalas
modjat figyelembe vevo specidlis tesztek is sziikségesek lehetnek.

Ellenorizenddk a kovetkezo feltételezések:

o FEgyenletesség: Barmely idopontban a 0-k és 1-ek addigi el6fordulasi
szama varhatéan megegyezik.

o Skdldzhatosag: Minden univerzalisan kivalasztott részsorozat is kielégiti
a statisztikai teszteket.

o Konzisztencia: Egy pszeudo véletlen generator statisztikailag nem fligg-
het az algoritmus kezdGértékétol.
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(")sszefoglalés

Digitélis dokumentumok azonositasara hasznalt algoritmusok véletlenszamo-
kat alkalmaznak. Ezek a véletlenszamok az alkalmazotél és a dokumentumtol
fliggenek. Ezért az alkalmazénak magénak kell generdlni ezeket. A dolgozat
erre javasol egy olyan mddszert, amely semmilyen eszkozt nem igényel. A
modszer azt hasznalja ki, hogy egy PC billentytizetén két billentyi letitése
kozt eltelt id6 véletlenszertien valtozik.
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GENERATING PERSONAL RANDOM NUMBERS

Algorithms for the identification of digital documents apply random numbers.
These random numbers depend on the user and the document hence the user him-
self must generate them. In this paper we suggest an algorithm to this task which
does not require any other tools. Our method exploits the observation that the
length of the time interval between two presses of keys on a keyboard of a PC
varies randomly.
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KRITERIUMOK PAROS OSSZEHASONLITAS
MATRIXOKRA!

KERI GERZSON
MTA SZTAKI

1 Bevezetés

To6bbszemponti dontési problémdak kezelésének egyik kulcskérdése a paros
Osszehasonlitas matrixok elemzése, melynek eredményeképpen egy paros 0sz-
szehasonlitas matrixot vagy elfogadunk, vagy pedig annak korrekciéjat kérjitk
az értékel6tol. Az elemzés sordn alkalmas kritériumok alapjdn vizsgalhatjuk
a paros Osszehasonlitds matrixok kovetkezetességének a mértékét. A legel-
terjedtebb eljards a Saaty [3] &dltal javasolt mddszer a CR kovetkezetlenségi
hanyados kiszdmitasan alapul, s e mddszer szerint a péaros Osszehasonlitas
matrixot akkor fogadjuk el jénak, ha CR értéke 0.1-nél kisebb. E maddszert
hasznélja példaul az Ezpert Choice szoftver.

Gass [1] mar évekkel ezel6tt felhivta a figyelmet arra, hogy paros Ossze-
hasonlitasokkal végzett rangsorolds soran célszeri torekedni arra, hogy harom
elembdl 4116 intranzitiv ciklusok lehetoleg ne, vagy minél kisebb szamban for-
duljanak el6. E gondolathoz kapcsolodva Gass leszbgezi, hogy &ltalanosan
elfogadott elv a fellépd intranzitivitdsok elemzésének és lehetOség szerinti
kikiiszObolésének a kivdnalma. Ezutén az idézett [1] cikk a paros 6sszehason-
litas matrixokkal, az intranzitivitasok vizsgdlataval és kezelésével foglalkozik
azon megszorito feltétel mellett, hogy minden paros 6sszehasonlitds dontést
eredményez valamelyik 6sszehasonlitott objektum javara, tehat nem fordul-
nak el6 azonos értékiinek vagy Gsszehasonlithatatlannak talalt objektumok.
A péros Osszehasonlitas matrixara vonatkozéan ez a feltétel ugy fogalmazhatd
meg, hogy a f6atlon kivil a matrixban nem lehetnek 1 értékli matrixelemek.

A dontési rendszerek gyakorlati alkalmazasaban jartas szakérték altaldban
abban is egyetértenek, hogy a gyakorlatban el6fordulé dontési problémak
esetén a tranzitivitds biztositdsa, vagyis az intranzitiv harmasok teljes meg-
sziintetése, dltaldban nem kovetelheté meg. Gass és Standard [2] kifejti és
indokolja, hogy tobbszemponti dontések és kvalitativ szempontok esetén az
Osszehasonlitdsoknak nem feltétlentil kell tranzitivnak lenniiik. A szerzok
megvizsgaljak és a tranzitivitds szempontjabdl elemzik tobb gyakorlati fela-
dat paros Gsszehasonlitas matrixat.

Véleményem szerint a kirivé mértéki intranzitivitdsokat nem okvetlentl
kell elfogadni, ezért torekedni kell arra, hogy az értékelok képesek legyenek a
durvabb intranzitivitasokat észrevenni és korrigalni az értékelés sordn. Ezért
fordult figyelmem az objektumharmasok vizsgélatdra. A dolgozatban Gass

1Beérkezett: 2005. augusztus 21.
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[1] cikkéhez hasonléan a péros Gsszehasonlitds méatrixok graf reprezenticidja
segitségével vizsgadlom e matrixokat és definidlom azok kilonboz6 tipusait a
3x3 méretli részmatrixok tulajdonsdgai alapjan. Az elvégzett elemzések és az
azok alapjdn megfogalmazott eredmények jellegiikben teljesen eltérnek az [1]
cikk eredményeitol, és az is lényeges eltérés, hogy Gasstdl eltéréen nem teszem
fel, hogy minden paros Osszehasonlitds dontést eredményez, tehat megenge-
dek 1 értékii elemeket a matrix féatldjan kivil is. Az AHP médszertant
[3] nem elvetve, hanem azt kiegészitve, megfogalmazok néhdny —egyméstol
tobbé-kevéshé eltéré— kritériumot, vizsgalom azok teljesiilésének feltételét,
tovabba dtmutatasi javaslatot adok a kritériumok alapjan kovetkezetlennek
talalt paros Osszehasonlitdas matrixok javitdsara.

2 Ertékelés paros osszehasonlitassal
Tekintstink véges szamu azonos tipusi
013027- . -aon

objektumot. Ezek lehetnek példaul egy dontési probléma alternativai. Az ob-
jektumok meghatarozott szempont szerinti, paros Gsszehasonlitdssal végzett
értékelése soran az értékelé minden lehetséges i,j € {1,2,...,n} parra meg-
allapitja, hogy az O;,O; objektumok koziil a vizsgalt szempontbdl melyik
elényosebb, mint a masik. A teljes kortien végrehajtott paros dsszehasonlitas
eredménye egy

A - (aij)i,j:LQ,...,n

métrix, ahol a;; = u(> 1), ha az O; objektum u-szor elénydsebb, mint Oy,
illetve a;; = v(< 1), ha az O; objektum v-szer kevésbé elényds, mint O;. Ha
az értékel nem tudja megmondani, hogy O; és O; koziil melyik elénydsebb,
akkor a;; = 1.

Egy A péros Osszehasonlitds matrixra nyilvanvaléan teljesiilnie kell az
a;; > 0és aj = 1/a;; (1,7 =1,2,...,n) reldciéknak. Az ilyen tulajdonsagi
A maétrixokat pozitiv reciprok matrixoknak nevezziik.

Definicié. Az A mdtriz pozitiv reciprok mdtrix, ha minden eleme pozitiv, a
fédtlora szimmetrikus elemek pedig egymds reciprokai.

A fenti definiciébdl mar kovetkezik, hogy a féatloban 4116 elemek értéke
1. Az is nyilvanvald, hogy egy pozitiv méatrix akkor és csak akkor pozitiv
reciprok, ha a matrixelemek logaritmusaibdl all6 matrix antiszimmetrikus.

3 Paros Osszehasonlitas matrixok grafja
Definicié. Egy pozitiv reciprok A mdtriz grdifjanak nevezzik azt az n $zég-

pontu G4 irdanyitott grdafot, melynek i-edik csicsdbol a j-edik csucsdba akkor
és csak akkor vezet irdnyitott él, ha a;; > 1.
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A Gy graf Ay, Ao, ..., A, csticsai az Oq,Os, . .., O, objektumoknak felel-
nek meg, abban az értelemben, hogy A;-bél A;-be akkor és csak akkor vezet
él, ha az O; objektum elény6sebb, mint az O; objektum.

Pozitiv reciprok A matrixbdl kiindulva mindig olyan G 4 grathoz jutunk,
melynek egyik cstcspontjabol sem vezet él 6nmagdhoz, tovabba az i-edik
csucspontbdl a j-edikbe vezets és a j-edik csiucspontbdl a i-edikbe vezetd
lehetséges élek koziil legfeljebb egy lehet G 4-nak éle.

Az A méatrix a G 4 grafot egyértelmiien meghatarozza, ennek megforditasa
azonban nem igaz, mert mar 2 X 2-es vagy 3 X 3-as méretben is konnyi
konstrudlni olyan kiillonb6z6 pozitiv reciprok matrixokat, melyekhez ugyanaz
a graf tartozik, ilyenek példaul 2 x 2-es méretben az

<1}2 ?) & <1}3 ?)

matrixok, 3 x 3-as méretben pedig az

1 2 6 1 3 4 1 3 3
12 1 3|, (13 1 5] ¢ [ 1/3 1 3
1/6 1/3 1 1/4 1/5 1 1/3 1/3 1

méatrixok. A kolesonosen egyértelmii megfeleltetést gy tudjuk biztositani,
ha a G 4 graf éleihez silyokat rendeliink: a graf tetszoleges iranyitott élének
a stlya az él 4,j végpontjaihoz tartozé a;; és aj;; koziil az 1-nél nagyobb
értéklt mennyiség. Most tekintsiik 4t a 2 x 2-es és 3 x 3-as méretli paros
Osszehasonlitdas matrixok grafjanak lehetséges eseteit, az élek sulyait egyelore
figyelmen kiviil hagyva.

2 x 2-es méret esetén csak 2 lehetOség van; az egyik esetben a G4 graf
iires (a12 = 1), a masik esetben egyetlen éle van (a2 # 1).

3 x 3-as-as méret esetén a G4 gréafra a kovetkezd esetek lehetségesek:
a) 3 irdnyitott él — 2 eset: Gy és Gy az 1. dbrén;
b) 2 irdnyitott él — 3 eset: Gz, G4 és G5 az 1. dbran;
¢) 1 irdnyitott él — 1 eset: Gg az 1. &bran;
d) 0 irdnyitott él — 1 eset: G7 az 1. dbran.

Ennél nagyobb méretekre az esetek szama nagyon gyorsan novekszik,
ezért nagyobb méretli dontési problémak esetén a paros Osszehasonlitasi mat-
rixok grafjaban a 3 csucsbdl allo részgrafok vizsgalatat javasoljuk a matrixok
elemzése soran.

Itt, és a tovabbi targyalas soran is, részgraf alatt mindig feszitett részgrafot
értiink, vagyis egy részgraf élei kozé tartozdnak tekintjitk a kiindulasul vett
graf mindazon éleit, melyeknek mindkét csicsa a részgrafhoz tartozik.
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A A
G, G,
A; Az Ar Az
As As As
O O
Gs G, Gs
A1 Az A1 Az A1 AZ
A3 A3
O O
G 6 G 7
O——0O O O
A A, A A,
1. dbra.

4 Konzisztens és kvazi-konzisztens paros 0sz-
szehasonlitas matrixok

Idedlis esetben a paros Gsszehasonlitas eredménye konzisztens, ami alatt azt
értjiik, hogy az eredményiil kapott pozitiv reciprok matrix konzisztens a
kovetkezo definicié értelmében.

Definicid. Egy pozitiv reciprok mdtriz konzisztens, ha mindeni,j € {1,2,...,n}
pdrra — alkalmas pozitiv p1,p2, . . ., pn stlyokkal — teljesil a;; = pi/p;.

A fenti definici6bdl 1atszik, hogy konzisztens matrix esetén az e métrixot
eredményez6 preferencia reldcié aszimmetrikus, tranzitiv és raadasul negati-
van is tranzitiv: p; > p;, p; > pi esetén mindig p; > pg, illetve p; < pj,
p; < pi esetén mindig p; < py.

Kis n esetén (n = 2,3, esetleg 4) még konnyti az n objektumot egyiittesen,
ezek teljes rendszerét attekintve “mérlegelni”’, s ennek alapjan konzisztens
Osszehasonlitas matrix eléallitasat biztositani, n novelésével azonban ez egyre
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nehezebbé valik. Az emlitettnél nagyobb méretek esetén tehdt mas mddsze-
rekre van sziikség.

Példak konzisztens méatrixokra n = 3 esetén: Az 1. dbran felsorolt grafok
kozil Go, G5 és Gg kivételével mindegyik tartozhat konzisztens matrixhoz,
példaul az

1 2 6 1 2 2 1 1/3 1/3 111
12 1 3|, (121 1], [3 1 1 Jé|[111
1/6 1/3 1 12 1 1 31 1 111

matrixhoz rendre a G1, G3, Gy, illetve G7 irdnyitott graf tartozik.

Konnyt belatni, hogy egy paros oOsszehasonlitds matrix akkor és csak
akkor konzisztens, ha annak minden foatléra szimmetrikus harmadrendii
szubmatrixa konzisztens. Egy harmadrendl pozitiv reciprok matrix pedig —
mint lattuk — akkor és csak akkor konzisztens, ha annak grafja a Gy, Gs3, G4,
G grafok valamelyikével izomorf. Kovetkezésképpen tetszoleges konzisztens
matrixhoz tartozo G 4 graf minden harom szogpontu részgrafja G, G, G4 és
G valamelyikével izomorf. J6 lenne ezt forditva is tudni, vagyis felvetodik a
kérdés: Igaz-e, hogy ha egy G iranyitott graf minden harmadrendii részgrafja
G1, Gs, G4, G7 valamelyikével izomorf, akkor talalhaté olyan konzisztens
pozitiv reciprok matrix, melynek grafja az adott G graf? A kérdésre ,,igen”
a valasz, mert bebizonyitjuk a kévetkezd tételt.

Tétel. Ha G egy olyan irdnyitott grdf, melynek bdrmely két csicspontja
kozott legfeljebb eqy irdnyitott €l van és G minden harmadrendd részgrdfia az
1. dbrdn megadott G1, G3, G4, G7 valamelyikével izomorf, akkor a G grdf
Ay, As, ..., A, csticsathoz lehet olyan pozitiv p1,pa, .. ., pn Stlyokat rendelni,
hogy ezekre p; > p; akkor €s csak akkor all fenn, ha a G grdfban A;-bdl A;-be
vezet iranyitott él.

Bizonyitds. A cstcsok szaméra vonatkozo teljes indukciét alkalmazunk.
Ha a G grafnak 3 csicsa van, akkor a tétel éllitasa nyilvanvalé. Ha a G
graf csucsainak szama n > 3, akkor tekintsiik a G-bol egy tetszéleges csics
és az e csucsba érkezd vagy e csucsbdl induld élek elhagyésdval keletkezd G
részgrafot.

Az indukciés feltevés szerint 1éteznek olyan py, ps, . . . , pp—1 pozitiv szamok,
hogy ezekre p; > p; akkor és csak akkor all fenn, ha a G’ grafban A;-bél A;-be
vezet irdnyitott él.

A G gréf Ay, Ao, ..., A, _1 cstcsainak a halmazat bontsuk fel hdrom disz-
junkt halmaz: Si, S és S3 egyesitésére a G-ben A,,-bdl vagy A, -be vezeto
élek 1étezése és irdnya alapjan, és legyen A; € Sy, ha A,-b6l A;-be vezet él,
A; € S5, ha A;-bél A,-be vezet él, A; € S3, ha sem A,,-bdl A;-be, sem A;-bdl
A,,-be nem vezet él (1. 2. dbra).

Az igy meghatarozott Sy, S2, S5 halmazok barmelyike lehet tires halmaz
is. A bizonyitast folytatva pontokba szedjiik az egyes mozzanatokat.
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; \'

An

-

1. Ha A; € S3 és A; € S3, akkor p; = p;. Ellenkezd esetben ugyanis a G
graf A;, A;, A, cstcsaihoz tartozo részgraf Ge-tal izomorf lenne.

2. Ha A; € S; és A; € Sy, akkor p; > p;. Ellenkezd esetben a G graf
A;, Aj, A, cstcsaihoz tartozd részgraf Go-vel vagy Gs-tel izomorf lenne.

3. Ha A; € S; és A; € S3, akkor p; > p;. Ellenkezd esetben a G graf
A;, Aj, A, cstcsaihoz tartozé részgraf Gs-tel vagy Ge-tal izomorf lenne.

4. Ha A; € S és A; € Ss, akkor p; > p;. Ez az éllitds az el6bbihez
hasonlé médon bizonyithato.

5. Az el6bbieket Osszefoglalva:

a) ha S3 nem iires, akkor valamennyi S3-beli csicshoz azonos p; sily
tartozik;

b) barmely Si-beli csics siilya hatdrozottan kisebb barmely Sa-beli és
Ss-beli csics stulyandl.

¢) barmely Ss-beli cstics silya hatdrozottan nagyobb barmely Si-beli és
Ss-beli csics stulyandl.

6. Ha az S; halmaz nem tres, akkor csak abban az esetben kapunk
a tétel kovetelményének megfelelé p1,ps, ..., p, silyrendszert, ha p, = px,
ahol A € S5.

7. Ha S;3 iires halmaz, de Sy és Sy nem fiires, akkor A,-hez olyan p,
sulyra van sziikség, melyre

S

2. dbra

pn > max{p; : A; € S1}
és
Pn < min{pi cA; € SQ}

Ilyen p,, érték létezik, mivel 5. szerint max{p; : 4; € S1} < min{p; : 4; €
Sa}.
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8. Ha S5 és S5 tires halmaz, akkor legyen
pn > max{p; : A; € S1},
egyébként tetszlleges, ha pedig S3 és 57 tires halmaz, akkor legyen
prn < min{p; : A; € Sz},

egyébként tetszbleges pozitiv értéki szam.

A gondolatmenetbdl 1lathatd, hogy az indukcids feltevés alapjan megha-
tarozott py,p2,...,pn—1 sulyokat a 6., 7. vagy 8. szerint valasztott p,-nel
kiegészitve a tétel kovetelményének megfelelé sulyrendszerhez jutunk. ]

A bizonyitdsbdl az is latszik, hogy a G graf csicsainak ezek silya alapjan
torténd rendezése sordn az A,, cstcs egyértelmiien sorolddik be vagy az Ss-hoz
tartozé csticsok mellé, ezekkel azonos silytinak (amennyiben az Ss; halmaz
nem ftires), vagy pedig az So-hoz tartozd csucsok utdn, de az Si-hez tartozd
cstcsok elé (ha az S3 halmaz {ires).

A kovetkezd definicidval bevezetjiik a kvazi-konzisztens pozitiv reciprok
matrix fogalmat, ami logikailag kapcsolédik az elobb bizonyitott tételhez.

Definicié. Egy pozitiv reciprok A mdtriz kvdzi-konzisztens, ha taldlhato
ugyanolyan méreti konzisztens A* mdtrix gy, hogy tetszdleges i, j indexpdrra
teljesiil, hogy a;; > 1 (illetve a;; = 1,a;; < 1) esetén aj; > 1 (illetve
af; = 1ay; <1).

Nyilvanvald, hogy a 3 x 3-as méretii pozitiv reciprok matrixok koziil azok
és csak azok kvazi-konzisztensek, melyek grifja G, G3, G4 vagy G tipusu.
Ezért a fenti tételbol kovetkezik, hogy ha egy pozitiv reciprok matrixban
minden, a f6atléra szimmetrikusan elhelyezkedo, 3 x 3-as méretli szubmatrix
kvazi-konzisztens, akkor a teljes matrix is kvazi-konzisztens.

5 Tranzitiv és erOsen tranzitiv paros oOssze-
hasonlitas matrixok

A kovetkezékben bevezetjiik a konzisztencia két lazabb valtozatdt. Kozilik
az els6t pusztan a G 4 irdnyitott graf alapjan értelmezziik, ez tehat csak egy
kvalitativ jellemzdje az A matrix kévetkezetességi fokanak, a masodikhoz
viszont figyelembe vessziik a G4 graf irdanyitott éleihez rendelt sulyokat is.

Ha a paros 6sszehasonlitast végzé értékeld azt mondja, hogy az O; objek-
tum el6nyosebb, mint az O;, ez utébbi pedig elénydsebb, mint az Oy, akkor
a logika szerint elvarhatjuk tole, hogy az O; és Oy objektumokat hasonlitva
O;-t is elényosebbnek téli Op-nal. Az ezen elvérasnak eleget tevd értékelések
paros Osszehasonlitdas matrixat tranzitivnek nevezziik.

Definicié. Egy pozitiv reciprok A mdtriz tranzitiv, ha tetszéleges i, j,k in-
dezhdrmasra teljesiil, hogy a;; > 1 és a;i, > 1 esetén mindig fenndll a;, > 1
18.
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Tranzitiv méatrixoknak a definiciobdl kovetkezd tovabbi nyilvanvald tulaj-
donsagai:

a;; < 1és aj, <1 esetén mindig a;, < 1;
a;; =1 és aj, > 1 esetén mindig a;;, > 1;
a;; =1 és aj, < 1 esetén mindig a;;, < 1;
ai; > 1 és aj, =1 esetén mindig a;;, > 1;
ai; <1 és aj, =1 esetén mindig a;;, < 1.

A logika alapjin elvarhaté az is, hogy ha az értékelést végzd személy
itélete szerint az O; objektum eldnydsebb, mint O;, ez pedig u-szor elényosebb,
mint Oy, akkor O; is legaldbb u-szor elényosebb, mint Oy, vagyis a;; > 1 -bdl
kovetkezik, hogy a;r > a;i. Ennek alapjan bevezetjiik a kovetkezé definiciét:

Definicié. Egy pozitiv reciprok A mdatriz erdsen tranzitiv, ha tetszdleges
olyan 1, j indexek esetén, melyekre a;; > 1, minden k-ra fenndll az a;;, > a;y,
egyenldtlenség.

Az erésen tranzitiv matrix fogalma méar nem tisztdn kvalitativ tulaj-
donségot fejez ki, ezért a matrix grafjara torténé ekvivalens atfogalmazas
most énmagaban a G4 grafra nem értelmezhet6, hanem csak a —3. szakasz-
ban lefrt médon— él-silyokkal ellatott grafra.

Definicidé. Egy pozitiv reciprok A mdtrizbdl szdrmaztathatés Ga grdf (illetve
él-sulyokkal elldtott Ga grdf) tranzitiv (illetve erdsen tranzitiv), ha maga az
A mdtriz tranzitiv (illetve erdsen tranzitiv).

A definicié folytan nyilvanvalé, hogy egy pozitiv reciprok matrix akkor
és csak akkor tranzitiv (er6sen tranzitiv), ha minden harmadrendi, f64tléra
szimmetrikus részmdtrixa tranzitiv (erésen tranzitiv).

Az is nyilvdnvalé a harom métrixosztély (konzisztens, tranzitiv, illetve
erfsen tranzitiv matrixok) definicidja alapjén, hogy minden konzisztens mat-
rix erdsen tranzitiv, és minden erGsen tranzitiv matrix tranzitiv.

A harmadrendii pozitiv reciprok matrixokhoz tartozé, az 1. 4bran felsorolt
grafokat végignézve latjuk, hogy kozilik a Gy, G3, G4, Gg és Gy grafok
tranzitiv, a G, és G5 grafok nem tranzitiv matrixhoz tartoznak. Kimondhato
tehat a kovetkezo allitas:

Tétel. Egy G4 irdnyitott grdf akkor és csak akkor tranzitiv, ha a grdf hdirom
csucesbol allo részgrdfjai kozott nem fordul eld sem Go-vel, sem Gs-tel topo-
logiai értelemben ekvivalens grdf.

Eszerint a konzisztens, illetve tranzitiv matrixok grafjai kozotti eltérés ugy
is megfogalmazhatd, hogy az utébbiak esetén megengedjiik a harom csicsbél
allé részgrafok kozott Gg elofordulasat is, az elobbiek esetén nem engedjik
meg,.

Az A miétrixhoz tartozé él-silyozott G4 graf erds tranzitivitdsa is kife-
jezhet6 a hdarom csicsbdl all6 él-stulyozott részgrafok segitségével. Az 1. dbra
esetein végigfutva, rovid diszkusszio elvégzésével azt latjuk, hogy a G és G
graf semmilyen silyozassal nem lehet erésen tranzitiv, a Gg és G7 grafok
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viszont eleve erésen tranzitivak, a silyozdstdl figgetleniil. A Gj, illetve
G4 graf akkor és csak akkor erGsen tranzitiv, ha a benniik 1év6 2 él silya
azonos. Végil, a Gy graf akkor és csak akkor erGsen tranzitiv, ha az élek
silyaira teljesiil a3 > max{aio,az3}. Az fentiekbdl kovetkezik az aldbbi
allitas helyessége:

Tétel. Egy pozitiv reciprok mdtrizhoz tartozo, él-sulyokkal elldtott G 5 ird-
nyitott grdaf akkor és csak akkor erdsen tranzitiv, ha a grdf hdrom csiucsbol dllo
részgrafjai kézott nem fordul elé sem Go, sem G5 tipusiu grif, az osszes G
és Gy tipusi részgraf 2-2 élének silya azonos (a2 = a3, illetve az1 = ag3),
az dsszes G tipusi részgrdf él-sulyaira pedig teljesiil a;3 > max{aia, azs}.

Megjegyezziik, hogy konzisztens matrixok esetén a tranzitivitds nemcsak
a “>” hanem a “>” relaciéra nézve is fenndll, azaz tetszOleges i, 7,k in-
dexhdrmasra teljesiil, hogy a;; > 1 és aj, > 1 esetén mindig a;;, > 1.
A konzisztens matrix fogalméban tehdt egy erdsebb tranzitivitds testesiil
meg, mint a tranzitiv matrix fogalmaban. Mivel azonban az el6bbieket a
konzisztens jelz6 mar kategorizalja, a tranzitiv sz szabad marad az el6bbi
definicié szerinti gyengébb tranzitivitds jellemzésére.

Az értékelési eljards soran a “>" reldciéra vonatkozé tranzitivitds tel-
jesitését nem volna helyes elvarni az értékeloktdl, amit a kovetkez6 gondo-
latmenettel indokolhatunk:

Mivel az Osszehasonlitdsok szamszertisitése &ltaldban diszkrét (gyakran
csak verbalisan kifejezett) skélan torténik, nem zarhatjuk ki az olyan eseteket,
amikor objektumok valamely O, Os,...,O} lancara ennek szomszédos ele-
mei kozott az értékeld nem lat kiilonbséget a vizsgalt szempont alapjan, ha
torténetesen a lanc minden tagja csak picivel elényosebb az el6zénél, azonban
konnyen lehetséges, hogy ugyanakkor a két sz€ls6 elem (O és Oy,) kozott mar
egyértelmiien és markansan észlelheté a kiilonbség. Természetesen sok mas
(t6bbnyire szubjektiv) oka is lehet annak, hogy a tranzitivitds nem mindig
teljesiil az értékelési folyamat soran.

6 Konkluzio

Paros Osszehasonlitas alapjan készitett pozitiv reciprok matrixok esetén ezek
elemzésére hasznalhatjuk a cikkben bevezetett harom mdsik konzisztencia
tipust. Az elemzés sordn azt vizsgalhatjuk, hogy a paros Gsszehasonlitas
eredményeként kapott matrix megfelel-e az enyhébb konzisztencia tipusok
valamelyikének, ha nem, akkor hol és milyen mértékben tér el azoktél? A
bevezetett fogalmak haszna lehet az is, hogy — mig diszkrét pontozasi skala
esetén a klasszikus konzisztencia elvileg nem biztosithaté — a harom enyhébb
konzisztencia tipus esetén viszont altalaban biztosithato.

Felvetjitk megfontoldsra a paros Gsszehasonlitds mellett tridk (objektum-
hérmasok) Gsszehasonlitdsdnak a médszerét (amit lényegében mér Gass [1]
is felvetett): Barmely X,Y, Z objektum-harmas esetén az értékelé vélasszon
a kovetkez6 lehetOségek kozott: 1. XY, Z mindegyike egyforméan elonyos;
2. kett6 koziilik, pl. X és Y egyforman elonyGs, Z azonban még elényosebb
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mindkettonél; 3. X és Y egyforméan elényGs, Z azonban kevéshé elonyos
mindkettonél; 4. X,Y és Z sorrendbe allithatd, pl. X elénysebb, mint Y és
Z,Y pedig elonyosebb, mint Z.
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CRITERIA FOR PAIRWISE COMPARISON MATRICES

The aim of the paper is to give a small contribution to the methodology of analyzing
pairwise comparison matrices. For this purpose, we define several suitable classes
of positive reciprocal matrices based on mainly the qualitative feature of triads of
a pairwise comparison matrix. Using a graph representation of a pairwise compar-
ison matrix, graph theoretic approach is applied for the argumentation. This is
especially useful for proving the theorem in Section 4.
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LEXIKOGRAFIKUS DONTESEK EGY ALTALANOS
DONTESI MODELLBEN!

DOMBI JOZSEF — VINCZE NANDOR
Szegedi Tudomdnyegyetem

A dolgozatban a lexikografikus dontési eljarast egy olyan altaldnos dontési
modell keretébe illesztjiik bele, amelynek segitségével modellezhetck a PRO-
METHEE, ELECTRE, illetve a utility eljarasok. Egy lexikografikus dontési
fliggvényt konstrudlunk meg, preferenciafiiggvény és unaris operator segitsé-
gével.

1 Bevezetés

A dontéselmélet torténete sordan nagyon sok eljarast fejlesztettek ki. A kezde-
teket Condorcet valamint Cramer és Bernoulli modellje jelentette, ezt kovette
a dontéselmélet fejlédésének legnagyobb 16kést adé Neumann-Morgenstern-
féle axiomatizalt modell, valamint hasznossag-fliggvény reprezenticick. Ide
tartoznak a kiilonb6z6 additiv illetve nem-tranzitiv modellek, mint a Fishburn-
féle SSB modell, Fishburn[4], valamint az outranking mdédszerek, az ELEC-
TRE, a PROMEETHE vagy a Saaty altal kidolgozott AHP mdédszer, Temesi
[9], Olson [6]. A gyakorlati alkalmazds sordn felmertilt a kérdés, hogy ezek a
modellek megfogalmazhaték-e egy olyan egységes keretrendszerben, amely-
ben a paraméterek valtoztatasaval megkaphatok az egyes specidlis dontési
eljarasok? Ennek jelentésége abban &ll, hogy szdmos dontési szituaciéban
tobb mddszer egymas melletti alkalmazasaval hatarozhaté meg a kimenetek
ko6zotti sorrend. Ezt a keretrendszert adja meg Dombi [1, 2].

Dolgozatunk célja a lexikografikus dontés egy olyan numerikus reprezenta-
ciéjanak megadésa, mellyel beleilleszthetd ebbe a keretbe. Ennek tudhato be,
hogy a dolgozatban latszolag bonyolult reprezentaciot adunk a lexikografikus
dontésre. Legyen a = (x1,x2,...,%,) és b = (y1,Y2,...,Yn) alternativa, az
Tk, Y hasznossagi értékekkel megadva, és wy,ws, ..., w, silyok. Adjuk meg
a preferenciat a kovetkez6 modon:

p(a,b) = Z w;T; (i (i, Yi))

ahol a preferenciafiiggvény

y—x+1

p(zy) ==

1Beérkezett: 2005. 4prilis 24.
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és 7; : [0,1] — [0,1] egyvéltozés monoton fliggvény. Dolgozatanak elsd
részében Dombi [1] megmutatta, hogy ha 7;(z) = x, akkor a preferencidk
sulyozott atlagat kapjuk, masrészt a sulyozott atlag szerinti dontés felcserél-
het6 a preferencidkon alapulé dontéssel, azaz a utilitas jellegli modellt ez a
modell tartalmazza. Tovabba bizonyitasra keriil az alabbi:

Tétel. Az ELECTRE és PROMETHEE médszerek pPl, pP'F preferen-

ciafiiggvényeihez 1éteznek olyan 7L és P71 egyvaltozés fiiggvények, hogy

P (a,b) =Y wiri(pi(i, yi))
=1

PR (a,0) = > wimi(piwi, vi)
=1

és linedris esetben példaul:

0 ha x < p;;
(@)= o= hapi<z<g;
1 ha g <z,
ahol 0 <p, <¢q; <1, és
0 ha z < p; ;
TPR(z)={ 72 hap < <g;
1 hag <z,

ahol%ﬁpigqigl.

Felmeriil a kérdés, hogy ebbe a csalddba beilleszthet6-e a lexikografikus
dontési eljaras? Jelen dolgozatban megmutatjuk, hogy ha w; silyokat illetve
7(z) figgvényt specidlisan vélasztjuk, akkor az altaldnos modell a lexiko-
grafikus dontést is magaban foglalja. Mivel a lexikografikus dontés nem kom-
penzatorikus, ezért egy nem folytonos 7(z) fligggvényt kell alkalmazni:

’ (Z wﬂi(pi(x'byi)))

Ez azonban nem csorbitja a modell értékét, mert a PROMETHEE és ELEC-
TRE is beilleszthet$ ebbe az 4j modellbe, 7(z) = z alkalmazdsdval. En-
nek azért van jelentOsége, mert a konkrét x;,y; értékek ismerete nélkil,
akarmilyen kicsi is lehet a koztiik levo eltérés. Ez azt jelenti, hogy eljarasunkat
ugy konstrualjuk meg, hogy alkalmazhat6 legyen on-line médon érkez6 ada-
tok esetében is. Ekkor nem tdmaszkodhatunk arra, hogy a bejové adatok
kozott mekkora a legkisebb eltérés, ily mdédon elére adott siulyokkal kell dol-
goznunk. Ha adataink kozott tetszélegesen kis kiilonbség lehet, felmeriil a
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kérdés, hogy alkalmassa tehet6-e a modell az indifferenciakiiszob figyelem-
bevételére? Az emlitett altaldnos modellben 7(z) médositdsaval ez elérhetd,
példaul:
T(x):{o ha0§x<%—6;
1 ha % +o<z <1

A véges lexikografikus rendezés altaldnos koncepcidjanak alapja —ko-
vetve Fishburn [3] terminoldgidjat— egy véges I = {1,2,...,n} halmaz, és
egy <; rendezési relacié a nemiires X; halmazon minden ¢ € I-re. Jelolje
X, elemeit zy;, ahol minden ¢ € I-re [ € {1,2,...,m}. Jeldlje ~; a <;
relacié szimmetrikus komplementerét, azaz barmely x;; ~; x; akkor és csak
akkor, ha sem xj; <; Tk;, sem xy; —<; j; reldcié nem teljesiil. Ekkor
a; = (zj1,%j2,...,%jn) és ax = (Tk1,Tk2, - - -, Tkn)-ra azt mondjuk, hogy
aj, lexikografikusan megelézi a;-t az I-n értelmezett természetes < rendezés
mellett <; relaciékra vonatkozéan, vagy jelolésben roviden: a; < aj akkor
és csak akkor, ha

{i 1 el és (.Iij,' =i Tki VALY Tki =i Jiji)}

halmaz nemiires, és x;; <; xy; az els6 (legkisebb) i-re ebben a halmazban.
Pontosan ezért nevezhetjiik a lexikografikus rendezést az elsé differencia alap-
jén valé rendezésnek is. A rendezések lexikografikus aggregédcidja sordn fontos
a tulajdonsdgok 6roklédésének vizsgédlata, Solymosi [8]. Gyenge rendezések
illetve linearis rendezések aggregacidja gyenge rendezés illetve linedris ren-
dezés. Parcialis rendezések lexikografikus aggregacidja viszont nem feltétleniil
parcidlis rendezés, ciklus is kialakulhat, Fishburn [3].

A lexikografikus rendezésre egyik legismertebb példa az abc szerinti ren-
dezés a szotdrakban vagy lexikonokban. A lexikografikus rendezés dltaldnos
koncepcidjanak megfeleléen ekkor I = {1,2,...,n}, ahol n a leghosszabb, a
szétarban lefrt sz6 hossza. Legyen X; = A = {0,a,b,...,2}, 0 <; a <; b <;

. <; z mellett minden i-re. Egy ajas...aq, sz6, ahol nyilvan r < n, az
A™ halmaz egy (a1, a2, ..,am,0,...,0) eleme lesz. Ekkor < az A" azon
részhalmazain, amely a ,,valédi” szavakat jelenti, a szavak természetes abc-
beli rendezését adja.

A tobbtényezds csoportos dontések elméletében a lexikografikus dontési
eljaras az attributumok vagy kritériumok egy hierarchidjan, vagy rendezett
halmazan alapul, ahol az els¢ kiillonbség alapjan vald oOsszehasonlitas elve
azt mondja ki, hogy egy alternativa ,,jobb” mint egy masik, akkor és csak
akkor, ha az els6 ,,jobb” mint a méasodik a legfontosabb kritériumon, amelyen
kiilénboznek. A bevezetOben emlitett koncepcid szemantikus értelmezéseként
legyen tehdt a; és ay két alternativa és ci, ¢, ..., ¢, kiilénbozd kritériumok,
xj; és xy,; pedig jelentsék az a; és ay alternativék c; kritérium szerinti hasz-
nossagat (kiértékelését). Ekkor a; és aj alternativikat azonosithatjuk a
kiértékelés vektoraikkal, azaz mondhatjuk, hogy a; = (z;1,%j2,...,Tjn) és
ar = (Th1, Th2s - -5 Thn)-

Ekkor <;a ¢; kritérium &altal az alternativakon megvaldsitott rendezési
relacié. xj; ~; xx; akkor és csak akkor, ha a; és a; indifferensek ¢; kritérium
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szerint, és x < y akkor és csak akkor, ha zj; ~; 7y i € {1,2,...,1— 1} és
Tj1 =i Tkl

A lexikografikus dontési szabaly szamos helyen hatékonyan alkalmazhatd,
palyazatok kiértékelésében, Rapcsék [7], vagy szavazisi rendszerekben a holt-
verseny elkeriilésére. Ahogyan fentebb is emlitettiik, dolgozatunkban a prefe-
renciafiiggvényt egy sulyozéas segitségével valdsitjuk meg. Itt a silyokat ugy
valasztottuk meg, hogy a nem kompenzatorikussag miatt egy kritérium altal
felallitott sorrendet fontossagi sorrendben utana kévetkezd kritériumok nem
valtoztathatnak meg egyiittesen sem. Az alternativahalmazrdl feltessziik,
hogy nem létezik benne két lexikografikusan azonos elem. Vagyis, ha tetszo-
leges A alternativahalmazon E jeloli azt az ekvivalenciarelaciét, mely szerint
ajFEay, ha a; és aj, lexikografikusan azonos, akkor alternativahalmaznak az
A/ FE faktorhalmazt tekintjiik.

2 A lexikografikus dontési fiiggvény konstruk-
cidgja

A lexikografikus dontési médszerrel kevés publikécié foglalkozik, numerikus
reprezentacidjara pedig alig taldlunk példat. Ezt indokolhatjak az erre vonat-
kozé negativ eredmények, példaul a sik lexikografikus rendezésére vonatkozd
(de tetszOleges n-dimenzids linedris térre is igaz):

Tétel. Nem létezik olyan folytonos f(x,y) valés fiiggvény, amelyre (z,y) <
(v,2) = f(z,y) < f(v,2).

Bizonyitds. Legyen x,x1,x2,y1,y2 olyan, hogy x1 < x < x2, és y1 < ya.
Tegyiik fel, hogy van olyan f(z,y) fiiggvény, amelyre

(z,9) <" (v,2) <= f(x,y) < f(v,2) .
A fentiekre ekkor igaz a kovetkezd:
(z,y2) <" (z2,31) <" (22, 92) <= f(z,92) <" fla2,51) <" f(22,92) -

Mivel f(z,y) (z2,y2)-ben is folytonos, igy legyen ¢ tetszéleges olyan rogzitett
pozitiv érték, hogy e < f(x2,y2) — f(x2,y1). Ekkor van olyan ¢, hogy ha

[(z2,92) — (x,92)| <6 = fla2,92) — fz,p2) <e.
Azonban legyen x tetszOleges, a definicié szerinti, akkor

f(x2,y2) — f(2,92) > f(22,92) — f22,1) > €,

ami ellentmondas. fgy ilyen folytonos fiiggvény nem létezik. ]



Lexikografikus déntések egy altalanos déntési modellben 153

2.1 Preferenciafiiggvény és modosito fliggvény

A bevezetésben bemutattuk a lexikografikus dontési elvet. Ebben a fejezetben
megkonstrudlunk egy lexikografikus dontési fliggvényt. A konstrukciéhoz
altaldnos p(x,y) preferenciafiiggvényt és 7(x) mddosité vagy més néven vé-
gbfliggvényt, vagy kiiszobérték fliggvényt hasznalunk, melyek a kovetkezok:

y—z+1
p(-f,y):T
0 ha0§x<%;
() ={ 1 haz=1;
1 ha%<x§1.
Legyen A = {a1, az, -, an, } az alternativak halmaza, C' = {c1,ca, -, ¢}

a kritériumok halmaza, fontossdgi sorrend szerint. Jeldlje z;; az a; alter-
nativa c; kritérium szerinti kiértékelését (hasznossdgat), és tegyiik fel, hogy
a kiértékelés értékei normaltak, azaz 0 < z;; < 1. Egy dontési helyzetet
ezutan matrix alakban, a dontési matrixszal irhatunk fel,

| C1 C2 ce Cn
ai T11 T2 ... Tin
a2 T21 Z22 ... T2n
A Tm1 Lm?2 s Lmn

2.1.1 A preferenciafiiggvény tulajdonsagai

A bevezetoben emlitettek alapjén az alternativikat azonosithatjuk a kiértéke-
1és n-eseikkel, azaz legyen a; = (1, T2, ..., Tin) €s a; = (Tj1,Tj2,.. ., Tjn)-
Ha a p(x,y) preferenciafiggvényben az = = z;,, y = x,; helyettesitéscket
elvégezziik, megkapjuk a c; kritérium altal az (a;,a;) alternativak kozott
felallitott preferencia-sorrendet. Ekkor

0 < p(xik, ) < % ha x> i

P, zjk) = 3 ha zi, = i

2
1
5 < p(@i,zjr) <1 ha xy < xj%

2.1.2 A preferenciafiiggvény és a médosito fiiggvény kompozicidja

1. Definicié. Minden (a;, a;) parra definidlhatjuk a p*(a;, a;) kritériumon-
kénti preferencia n-est a kovetkezd médon: p*(a;,a;) = (7,65 ,...,4),
ey = 7(p(xik, xj1), amelyekre teljesiil:

ha z;, > zji ;
ha x;, = i ;
ha x;, < zji .

T(p(@ir, Tjr)) =

= O
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Mivel az alternativahalmazban nem létezik két lexikografikusan azonos elem,
fgy minden (a;,a;) parra, a; = (Ti1,Tizs - - - Tin), a5 = (Tj1, Tj2,- -, Tjn),
van olyan ki és ka, hogy xi, < Zji, €S Tjr, < Tik,.

2.2 A lexikografikus dontési eljaras
A dolgozat legfontosabb eredményét az alabbiakban foglalhatjuk Gssze:

1. Tétel. Legyen A = {ai,as,--,an,} az alternativdk halmaza, C' =
{c1,¢a," -+, cn } akritériumok halmaza, a déntéshozé dltal megadott fontosségi
sorrend szerint. Jeldlje x;; az a; alternativa c; kritérium szerinti kiértékelését
(hasznossagat), és feltessziik, hogy a kiértékelés értékei normaltak, azaz 0 <
x5 < 1. Azaz a dontési matrix:

| C1 Co cen Cn
ai T11 12 ... Tin
as T21 Ta2 ...  T2n
Qm Tm1 Tm2 R Tmn

A p(z,y) preferenciafiiggvény és 7(z) mdédositéd vagy kiiszobérték fiiggvény
legyen olyan, ahogyan azt 2.1 alatt megadtuk. Ekkor léteznek olyan wy
k=1,2,...,n sulyok, hogy az m elemii

li = % dor (Z wkT(p(xikaxjk))>

pozitiv valés szamhalmazra teljesiil: I; > [; pontosan akkor, ha a; <% aj;.

A lexikografikus dontési fiiggvény konstrukcidjdhoz tehét a bevezetében
emlitett —a nem kompenzatorikussag elvét megtarté— silyozas megvaldsi-
tasaval jutunk el. Ezt a kovetkezdként valdsitjuk meg: Legyen a ¢; kritérium
fontossagi stulya:

Ellendrizhetd, hogy teljestl a

n
E Wp = 1
k=1

feltétel. A lexikografikus dontési fliggvényt ekkor a kovetkezé fiiggvény-
kompozicio valdsitja meg:

- 0 haa; >l a;;
T wT(P(Tik, Tik)) | =
(; e (P(Ti Jk”) {1 ha a; <% aj .
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Ennek segitségével definidlhat6 valés szamok egy [0, 1]-re normalt sorozata:
1 n n
li= 527 Zwﬂ(p(l“ik,xjk))

melyre I; > [; pontosan akkor, ha a; >* a;.

Ezt a lexikografikus dontési sorrendet reprezentalé sorozatot oly mddon
konstrualtuk meg, hogy egy adott a; alternativa esetén aggregaltuk az a;
alternativa és minden 7 = 1,2,...,¢ — 1,9+ 1,...,n-re az a; alternativa
kozotti preferenciat. Ezen a gondolaton alapszik a PROMETHEE moédszer
globalis preferenciakonstrukciéja is.

A konstrukcié helyességének bizonyitasdhoz elészor a silyozas helyességét
latjuk be.

1. Lemma. Legyen 5ZJ = 7(p(xik,z k). Ekkor igaz a kévetkezd két llitds:
(1) mi Z i l—l——l ha a; <% a;, és minimumét (éij gl gid) =
min ) wiey = 5+-—ohaa; <% ay, és u N =

ij _ L dermacs (i id Gy —
(2) max g wie) = 5——-haa; <" a;, ésmaximumat (e)/,e5,...,6))) =
1,] P 2 n2

(0,1,...,1) helyen veszi fel.

Az 1. lemma bizonyitisa: (1) Ha a; < a; és 5ZJ = 7(p(ir, Tjk)),
akkor az (g7,ey,...,e%) preferencia n-esek koziil a kovetkezd alaki tar-

talmaz minimalis szamu nem 0 elemet:

11 1

- =, ..., =, 1,0,... < .

<2727 DY 70) ;0> ahol 0_k<7’l
k

Ekkor a stlyozott Gsszeg értéke:

~ 1. [k 1
Zwk5k=§+ §+1 o
k=1

ami nyilvanvaléan akkor lesz minimalis, ha k = 0. Ekkor

o . o1 1
ij _ij ijy — . ij _
(e¥,ed,...,e)=(1,0,...,0) és mmg wrey ==+ —
7,7 2 7’7,2”
k=1
(2) Ha a; > aj, akkor az (¢ ,e5,...,€) preferencia n-esek koziil a

kovetkezo alaku tartalmaz maximaélis nem 0 elemet:

11 1
Ty < .
<2727 727071) ;1> ahol 0_k<7’l
—_——

k
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Ekkor ,
g g 1 (kK 1
o R — 1 _—
ZTUkEk 2 <2 + > n2n’
k=1
Ez a kifejezés maximumat k = 0 esetben veszi fel. Ekkor

n
o . o1 1
ij i ijy — s ij _
(ef,e5,...,e)=(0,1,...,1) és n}axg wkey =5 o

Ezzel belattuk a lemma allitasat, igy a sulyozéas helyességét bizonyitottuk.

A tétel bizonyitdsa. Ekkor a silyozott Gsszeg értékére igaz:
L . YW <1 h Laj:
§<I;wk€k_ aa; <7 aj;

n
1
1] L
0< kg_lwk.ak < 5 ha a; >~ a; .

Ekkor erre a stlyozott Gsszegre alkalmazva a 7 mdédosito fliggvényt, kapjuk,

hogy
" 0 haa; >La;:
- wmp(mxjk») —{)
(; 1 haa; <"aj,

gy (> n_q weT(p(zik, 1)) a lexikografikus preferenciarendezést adja két
alternativa kozott. Ily modon ezzel a konstrukcidval egy lexikografikus dontési
fiiggvényt adtunk meg. Az ebben szerepld 7(z) kiiszObérték fiiggvény nem
folytonos, igy a lexikografikus déntési fliggvény sem az. A médosité fiiggvény
altalanos alakja:

0 ha0 <z <p;;
g (1) = a—p hapi <z <gi;
1 hag <z <1.

Innen adédik, hogy ha p; és q; paraméterek értéke %-hez tart, akkor a lexiko-
grafikus dontési eljarast dontési eljarasok hatarértékeként kapjuk meg. Véve

doT (Z wiT (p(i, xjk)))
=1 \k=1

Osszeget, azon a; alternativak szamat adja meg, melyek a;-nél lexikografiku-
san nagyobbak. [0,1]-re transzformélva ezeket az értékeket kapjuk

li = % dor (Z wkT(p(xikaxjk))>
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normalt értékeket, melyekre teljestil, hogy
l,->lj<:>a,-<aj,

azaz a kapott értékeken a valésakon értelmezett rendezés szerinti sorrend
megegyezik az alternativakon vett lexikografikus sorrenddel. Igy a tétel
allitasat belattuk. |

3 A lexikografikus dontési fiiggvény tulajdon-
sagai

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a lexikografikus dontési fliggvényt a leg-
fontosabb és a dontési fliggvénytdl leggyakrabban megkivant tulajdonsagok,
a dont6ség, a neutralitas, a monotonitds, a gyenge és erds Pareto optimalitas
tulajdonsdgok teljesiilése szempontjdbél Hwang, Lin [5].

Ahogyan fentebb irtuk, minden a;, a; alternativaparhoz hozza tudunk ren-
delni egy kritériumonkénti preferenciakbdl el6allé preferencia n-est, amelyet
jeldljon - o - N

eV = (EzIJ)EzQJa e 75%)7 ng = T(p('r'ik'?‘rjk)) )
és amelyekre teljesiil:
0 ha Tik > Tjk ;
e ={ 3 hawy =aj;
1

ha z;, < zji ,

igy 5ZJ € {0, %, 1}. Legyen most £ = {0, %, 1}”, ekkor € € E. Jeldlje
ckkor F az (e¥,e¥,... ) s 1 (34—, wer(p(xik, j5))) hozzdrendelést.
T (3 h; weT(p(zik, x1))) fentebbi tulajdonsdgai miatt a lexikografikus don-
tési fliggvény felirhatd ezzel a jeloléssel:

0 haa; >La;
(¥ — 7 ]
F(E)_{l ha a; <t a; .

3.1 A lexikografikus dontési fiiggvény fontosabb tulaj-
donsagai

3.1.1 Dontéség

Egy dontési figgvény F : £ — {0, %, 1} donté, ha

1

35) — F(eV) #

ol =

o1l
EJ#(§,§,...

gyengén donto, ha
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szigorian dontd, ha
{gu L F(eV) = 5} =0.

3.1.2 Neutralitas

Egy dontési fiiggvény neutralis, ha
fA—ed 1—ed 1 —ell)y=1—f( e, . .. &),

rn

azaz, ha kritériumonként komplementerére véltozik két alternativa kozott a
preferencia, akkor a dontési fliggvény értéke (vagyis az aggregalt preferencia)
is komplementerére valtozik.
3.1.3 Monotonitas (pozitiv vdlaszadés)
Egy dontési fiiggvény monoton, ha ¢ >F ekl akkor F(e¥) > F(eM).
3.1.4 Gyenge Pareto optimalitis (az egybehangzé vélemények ér-

vényesiilése)

Egy dontési fliggvény teljesiti a gyenge Pareto optimalitas tulajdonsagat, ha
bérmely (a;,a;) alternativapérra teljesiil, hogy ha

Vkel =1= F(c/) =1, vagyha Vkell! =0= F(¢7)=0.
3.1.5 Szigoru Pareto optimalitas
Egy dontési fiiggvény teljesiti a szigorti Pareto optimalitas tulajdonsagét, ha
Vk: ) € {5,1} ésdl:ef =1 = F(eV)=1,

és ha Vk: ¢ =5 = F(eY) =

ro | —

2. Lemma. A lexikografikus dontési fiiggvény teljesiti a kovetkezd tulajdon-
sagokat:
1. szigori dontoség
. neutralitds
. monotonitas
. gyenge Pareto optimalitas
. szigoru Pareto optimalités.

Tl W N

Bizonyitds. 1. Dontéség. Mivel feltettiik, hogy alternativdink Pareto
optimadlis halmazt alkotnak, igy minden a;, a; parra van olyan k egész, hogy

T # xy,  igy  {e :F(fJ)=§}=®,

ezért kapjuk, hogy lexikografikus dontési fliggvény szigoriuan donto.
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2. Neutralitds. A lexikografikus dontési fiiggvénynél ez azt jelenti, hogy ha
kritériumonként megfordul két alternativa kozott a preferenciairany, akkor az
két alternativa kozotti preferencia is ellentettjére fordul. Ez pedig a lexiko-
grafikus dontés szabdlyai miatt belathatd, hogy igaz. Vagyis a lexikografikus
dontési fiiggvény teljesiti a neutralitas feltételeit, ha e} = 7(p(@ik, xj1))-ra:

n n
T E wrey | =1—7 E wp(1—¢) ] -
k=1 k=1
Mivel
n n n n
Z iy _ Z Z ij _ Z ij
wk(l—ek)— WE — WEE, =1- wka,j y
k=1 k=1 k=1 k=1

és 7(x)-re definicidja miatt teljesiil a
() =1-7(1-«)

fliggvényegyenlet, igy a lexikografikus dontési fliggvény neutralis.

3. Monotonitds (pozitiv vdlaszadds). Legyen € az a; és aj, ekl pedig
az ay és a; alternativakhoz rendelt kritériumonkénti preferenciak n-ese. Ha
a; >t a;, akkor F(e¥) = 1, {gy F(¢) > F(e") tetsz6leges ¥ esetén. Ha
a; <l a;, akkor F(¢) = 0. Ekkor

Y
€ :(5,...,5,0,...) ahol 0<k<n,

k

igy, ha e >L ¢* akkor ¥ olyan, hogy ha egy kritérium szerinti preferencia
értéke % -ben % akkor ugyanezen kritérium szerint e*-ben 0 van, vagy pedig

. 1 1
5“:(5,...,5,0,...) ahol 0<k<n.

——
k

Ekkor mindkét esetben F(e*') = 0, igy a monotonitds teljesiil.

4. Gyenge Pareto optimalitds. Mivel a moédosito fiiggvényre definicidja
miatt teljesiil, hogy

T (iwk : 1> =T (iwk> =7(1)=1,
k=1 k=1

igy a gyenge Pareto optimalitas feltétel masodik fele teljesiil a lexikografikus
dontési fuggvényre, azaz

n 1 1 n 1 1
(Emt) ()04
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azonban dolgozatunkban feltettiik, hogy az alternativdk kozott nincs két
lexikografikusan azonos, emiatt igy a gyenge Pareto optimalitds teljesiil.

5. Szigori Pareto optimalitds. A szigoru Pareto otpimalitas feltétele tel-
jestl, ha

Vk: g 6{5,1} és Jl:e) =1 = F(eV)=1.

A feltétel mésodik felére ugyanaz igaz, amit az el6bbi pontban megfogalmaz-
tunk, azaz, ha Vk : ¢ = 1, akkor F(¢/) = 1 valéban teljesiil, ebben a dol-
gozatban viszont lexikografikus azonossagot az alternativak kozott kizartuk,

igy Vk : 5;5 = % nem fordulhat elé. fgy a lexikografikus dontési fliggvény
szigorian Pareto optimalis. fgy a lemma allitasat bizonyitottuk. ]

Ko6szonetnyilvanitas

Koszonettel tartozunk dolgozatunk lektoranak, aki értékes észrevételeivel
lehetové tette a kozolt dontési eljaras gondolatmenetének pontos kifejtését,
ramutatva a modell lényeges és részletesebb kifejtést igénylo elemeire, mint
amilyen példaul az adatok folytonossaga, vagy az dltalanos keretrendszerben
a paraméterek valasztasanak kérdése.
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LEXICOGRAPHIC DECISION MODEL IN A GENERAL FRAMEWORK

In this paper the lexicographic decision process is presented in a unified way. We
construct a lexicographic decision function using a universal preference function
and a unary function. This construction incorporates the different outranking ap-
proaches, the lexicographic decision process and the utility based decision making
models. Finally we show some properties of the lexicographic decision function.
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A CRISS-CROSS ALGORITMUS UJ VALTOZATAI
LINEARIS KOMPLEMENTARITASI FELADATOKRA!

CSIZMADIA ZSOLT - ILLES TIBOR
ELTE Operdcickutatdsi Tanszék

Uj tipusu criss-cross médszereket altalanositunk elégséges matrixu linedris
komplementaritdsi feladatokra (LCP). A legtébb LCP megoldé algoritmus
elore feltételez bizonyos tulajdonsigokat a feladat matrixarél. Egy maétrix
elégségessége nehezen ellendrizhetd tulajdonsig (nem ismert rd polinomiélis
eljrds). Algoritmusunk Zhang linedris programozasi illetve Akkeleg-Balogh-
Tliés LCP-QP feladatra adott criss-cross tipusu algoritmusédval rokon. A mi
algoritmusunk abban tér el a linearis komplementaritasi feladatokat megoldé
korabbi modszerektol, hogy szamunkra nem sziikséges a priori informécio
a matrix tulajdonsdgairél. Algoritmusunk leslldsi kritériumai: megoldja az
LCP feladatot, megoldja az LCP feladat dudljat illetve kijelzi azt, hogy a
feladat matrixa nem elégséges és ezért ciklizdlasra keriil(het)ne sor. Annak
ellenére, hogy algoritmusunk altalanosabb feltételek mellett dolgozik, mint
Akkelesék moddszere, mégis sikeriilt az algoritmus végességét egyszeriibben
bizonyitani. Az algoritmus végessége egyben 1j, konstruktiv bizonyitast je-
lent a Fukuda és Terlaky &dltal LCP dualitas tételnek nevezett eredményre.

Kulcsszavak: Linearis komplementaritasi feladat, elégséges matrixok, criss-
cross tipusu algoritmus, alternativa és EP—tételek.

Mathematics Subject Classification 2000: 49M35, 90C20.

1 Bevezetés

A linedris komplementaritasi feladatot (LCP) a kovetkezé mdédon fogalmaz-
hatjuk meg: keresiink olyan u,v € IR" vektorokat, amelyekre

—Mu+v=q, uv=0, u, v>0, (1)

ahol M € R"*"™, q € R™ és uv = (ujv1,...,Uptp).

A linedris komplementaritasi feladat a matematikai programozas egyik
legtobbet kutatott teriilete. Kiterjedt a gyakorlati felhasznalasa, sokréti
elméleti problémadi, algoritmusainak hatékonysdga és egyszeriisége mind-mind
olyan tényezd, amely sok kutatd szamara vonzova teszi ezt a teriiletet.

A linedris komplementaritasi feladat NP-teljes, s6t még akkor is NP-
teljes marad, ha az M matrixot megszoritjuk a negativ szemidefinit matrixok

1Beérkezett: 2005. szeptember 8. E-mail: csisza@math.elte.hu, illes@math.elte.hu.
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osztélyéra [4], vagy a By matrixok osztélyédra [14]. A Py matrixok osztalynak
része az un. elégséges mdtrizok osztalya.

Az LCP feladat megoldédsara tobbféle pivot tipusu algoritmus létezik. A
criss—cross algoritmust egymdastol fiiggetlentil —de kiilonb6z6 optimalizalési
feladatra kozel egyidében— fejlesztették ki Chang, Terlaky illetve Wang.
Azéta a criss—cross médszer alatt algoritmusok egy csaladjat értjiik, amelyek
az indexvalasztasi szabalyban kiilénboznek egymastdl, és kozos benniik az,
hogy primal-dudl tipusu algoritmusok, a bazisok fizibilitdsat nem kovetelik
meg, és az indexvalasztas biztositja az algoritmusok végességét.

Linearis komplementaritasi feladat adédik kvadratikus programozasi fe-
ladat Karush—Kuhn—Tucker feltételeibdl is. Konvex kvadratikus célfiiggvény
esetén az LCP feladat M matrixa biszimmetrikus. Ilyen LCP feladatra
fogalmaztdk meg 1j tipusu criss—cross algoritmusaikat Akkeles, Balogh és
Ilés [1]. Az &altaluk alkalmazott indexvalasztési szabdly a LIFO (utoljéra
béazisba bekeriilt valtozé elsének tédvozik onnan) illetve a leggyakrabban moz-
gott valtozo kivalasztasi szabalya. Erdekes kérdés az, hogy melyik a legbévebb
matrixosztaly, amelyre a criss—cross tipusu algoritmus az el6bbiekben emlitett
pivotalasi szaballyal altalanosithaté ugy, hogy ciklizalas ne lépjen fel.

Az elégséges matrixok fogalmét elészor Cottle, Pang és Venkateswaran
[7] vezették be. Az elégséges matrixokat a P és PSD matrixok dltaldnosita-
sainak foghatjuk fel. Véliaho [20] megmutatta, hogy az elégséges matrixok
valdjdban megegyeznek a P, matrixokkal. Hertog, Roos és Terlaky [10] bi-
zonyitottak, hogy az elégséges matrixok éppen azon matrixok, amelyekre a
minimalindexes criss—cross algoritmus tetszéleges jobb oldal esetén megoldja
az LCP feladatot.

Els6 célunk, a LIFO és a leggyakrabban mozgott valtozo pivot szaballyal
ellatott criss—cross algoritmust elégséges matrixi LCP feladatokra dltaldano-
sitani. Az &ltaldnositds mellett az [1] cikkben kozolt végesség bizonyitédst
is leegyszerusitjiilk. Ezen valasztasi szabalyok egy elonye, hogy elsésorban
az algoritmus elején jelentOs szabadsagot biztositanak a véaltozé kivalasztasa
terén, igy gyakran lehetdséget kinalnak a numerikusan instabil baziscserék
elkeriilésére is.

Jelenleg nem ismeretes hatékony algoritmus annak eldontésére, hogy egy
adott matrix elégséges-e. (Viliaho [19] kifejlesztett egy induktiv mddszert
elégségesség ellendrzésére, de a mddszer nem polinomidlis.) A kordbban
elégséges matrixi LCP feladatokra adott algoritmusok gyakorlati szempont-
bol héatranyos tulajdonsaga volt, hogy elore kellett ismerniiik az M matrix
elégségességét. Fukuda, Namiki és Tamura [8] adtak elszor olyan algorit-
must, amely Fukuda és Terlaky [9] LCP dualitds tételének EP formdban
valé megfogalmazéasara épiilt, és nem igényelt elézetes informaciot a matrix
elégségességérol. Ha az algoritmus ennek hidnya miatt nem tudott tovabb
lépni, vagy ciklizalni kezdett, akkor a matrix nem elégséges voltanak poli-
nomialis méreti bizonyitékat szolgaltatta.

Masodik célunk az elégséges matrixokra altalanositott algoritmust ugy
kiegésziteni, hogy tetszoleges M métrix és q jobb oldal vektor esetén vagy
megoldja a feladatot, vagy pedig polinomidlis méretii bizonyitékat adja an-
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nak, hogy az M métrix nem elégséges. Ez jelentGsen megnoveli az algoritmus
értékét, hiszen az LCP feladatok igen széles korére alkalmazhatéva teszi az
algoritmust anélkiil, hogy a matrix tulajdonsigairdl a priori informéciora
lenne sziikségiink. S6t, a pivot pozicié megvalasztasanak az eredeti minimal
indexes criss—cross algoritmushoz képest megnévekedett szabadsiga szamos
esetben lehetévé teszi numerikusan instabil pivotalasok elkeriilését, novelve
a criss—cross médszer gyakorlati alkalmazhatdosagat.

Az igy médositott algoritmus végességének a bizonyitasa egyben 1j, kon-
struktiv bizonyitdst jelent a linedris komplementaritési feladat dualitas téte-
lének az erdsebb, EP-tétel alakjaban megfogalmazott valtozatéara is.

Végezetiil térjiink ki a cikkiinkben hasznélatos jelolésekre:

X, x; vektorokat vastag betii, skalarokat normal beti jelzi
vu a v és az u vektorok koordindtankénti (Hadamard) szor-
zata
M az LCP feladat egyiitthatématrixa, M € IR™*"™
B bézis, a [ M, I] € IR*"*?" egy n x n-es nemszinguldris
részmatrixa
M egy adott bazishoz tartozd révid pivot tdbla matrixa
Mp egy adott bazishoz tartozo révid pivot tabla matrixa, ha
célszerii kiemelni, hogy a B bazishoz tartozik
m; az M matrix j-edik oszlopvektora
7 =n+ihate{l,...,n}és=i—nhaic{n+1,...,2n}
Jp a B béazishoz tartozé valtozdk indexhalmaza
Jy :=dJg a B bazison kiviili véltozdk indexhalmaza
®, ©, +, — nemnegativ, nempozitiv, pozitiv ill. negativ elemet jelol

<. o> jeloli a generalt alteret

2 Elégséges matrixok

A linedris komplementaritdsi feladatok vizsgédlatat és megolddsi médszereinek
a hatékonysdgat jelentésen befolydsoljdk az M métrix tulajdonsdgai. A ko-
vetkezOkben attekintjik az LCP feladatok megfogalmazasakor hasznalatos,
fontosabb matrixosztalyokat.

Sziikségiink lesz a kovetkezO, technikai jellegti definicidra.

2.1 Definicié. Az M € IR"™ " mdtriz egy o = {oa,..., o} C {1,...,n}
indexhalmazhoz tartozo négyzetes részmdtrixzdt, az My, mdtrizot, diagondlis
menti négyzetes részmatrixnak nevezzik.

Kovetkezzen az elégséges mdtrizok [7] értelmezése.

2.2 Definicié. Egy M € IR"™ ™ mdtrizot oszlop elégségesnek nevezink, ha
nem létezik x € IR™ vektor, amelyre

z; (Mx), <0 minden i€ {l,...,n} indexre
zj (Mx); <0 wvalamely j € {1,...,n} indexre

(2)

és sor elégségesnek nevezziik, ha a transzpondltja oszlop elégséges. Az M
matriz elégséges matrix, ha egyszerre oszlop és sor elégséges is.
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Megmutathatd, hogy az oszlop elégséges matrixok pontosan azok a mat-
rixok, melyekre az LCP megolddshalmaza konvex [7].

Az elégséges matrixokat elészor Cottle és tarsszerzii [7] vezették be. Meg-
mutattak, hogy ezek a P-matrixok és a pozitiv szemidefinit matrixok al-
talanositdsai. Az elégséges métrixokrdl azt is megmutattdk, hogy specidlis
strukturaju Py-matrixok.

Késébb Hertog és tarsszerzéi [10] igazoltdk, hogy az elégséges matrixok
éppen azok a matrixok, melyekre a szokdsos minimalindex szabalyu criss—
cross modszer barmely jobb oldali q vektor esetén véges 1épésben vagy taldl
egy megoldast, vagy kimutatja, hogy az LCP nem megoldhato.

Az elégséges matrixok néhany fontos tulajdonsiganak a bemutatdsidhoz
sziikségunk lesz a szigoruan eldjelfordito, illetve szigoruan eldjeltarto vek-
torok fogalmédra, [8].

2.3 Definicié. Egy x € IR*" vektort szigorian eldjelforditénak neveziink, ha

r;x; <0 minden i=1,...,n indexre
;27 <0 wvalamely i € {1,...,n} indexre.

Egy x € IR?™ vektort szigortian eljeltarténak neveziink, ha

r;ix; >0 minden i=1,...,n indexre
x;x; >0 wvalamely i € {1,...,n} indexre.

Vezessiik be a
V= {(u,v) € R*"|[-M,I|(u,v) =0}

illetve a
vti={(xy) e R*"|[I,M"](x,y) = 0}

altereket. Nyilvanvald, hogy a V illetve V- IR?" alterek egymads ortogonalis
kiegészito alterei.

2.1 Lemma. Egy M € IR"™™ madtrizot pontosan akkor neveziink elégséges
mdtriznak, ha a V altérben nincs szigorian eldjelfordits vektor, illetve a V+
altérben nincs szigorian eldjeltarto vektor.

Vezessiik be a rovid pivot tabla fogalmat, amely lehet6vé teszi a késGbbiek
soran bizonyitasaink egyszerl szemléltetését.

2.4 Definicié. Legyen adott egy véges S wvektorhalmaz, melynek tagjait a
J halmazzal indexeltiik. Legyen tovdabbd a Jg C J olyan, hogy az elemeivel
indexelt vektorok az S egy bazisdt alkotjik. Jeldlje Jy = J\Jp a nem bdzisbeli
vektorok indexhalmazdt. Fkkor a Jg bdzishoz tartozo rovid pivot téabla az
M e RVBIXUNI mdtriz, amelyre m; a j € Jy index dltal jelolt vektor Jp
szerinti eldallitdsanak @ € Jp index dltal jelolt bdzisvektor egyiitthatdjat adja
meg.
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A kovetkez6 lemméra a méatrixok eldjelszerkezetének vizsgédlatakor lesz
sziikségunk, mely elGjelszerkezet valéjaban az elégséges matrixok altalunk
felhaszndlt minden tulajdonsagat tartalmazza.

2.2 Lemma. (Cottle, Pang és Venkateswaran [7].) Legyen M elégséges
mdtriz, B bdzis, -
M =[m;j:i€ Jp,j€ Jn]
a hozzd tartozo rovid pivot tabla. Ekkor a kovetkezd dllitdsok teljestilnek:
(a) Mz > 0 minden ¢ € Jp indexre, tovabbd
(b) minden i € Jp indexre, ha My = 0 akkor m,;; = mj; =0
vagy m;; - Mz <0 minden j € Jp, j # i esetén.

Meg kell emliteni, hogy a lemma bizonyitasa konstruktiv, tehat ha valahol
sériil a kivant eldjelszerkezet, akkor az M tablajabdl konnyen kiolvashaté a
bizonyiték, hogy M nem elégséges.

Egy M € IR™ "™ métrix dtrendezésén a PT M P métrixot értjiik, ahol P
egy permutdciomatrix. A kovetkez6é eredmények bizonyitdsa megtaldlhatd
Cottle [5] dolgozataban.

2.3 Lemma. Legyen M € IR" "™ egy tetszdleges sor (oszlop) elégséges
mdatriz. Ekkor az M mdtriz

1. tetszdleges dtrendezése is sor (oszlop) elégséges,

2. DMD alaki szorzata is sor (oszlop) elégséges, ahol D € IR™ diagondlis
mdtriz,

3. tetszdleges diagondlis menti négyzetes részmdtriza is sor (oszlop) elég-
séges.

Konnyen igazolhatd, hogy ha az M elégséges, akkor beldle tetszoleges
pivot sorozat utdn kapott M métrix is az, vagyis az elégséges matrixok
osztalya pivot miveletre zart, igy a criss—cross tipusu algoritmusok soran
a tabla elégségessége megdrzodik.

Egy M € IR™ "™ métrix és a C {1,...,n} esetén ha M,, nemszinguléris,
akkor az o indexhalmazhoz tartozé blokkpivotaldsi miiveletet (mely sordn az
a index( véltozdkon egyszerre végziink baziscserét [15]) jeldlje 74

2.4 Lemma. Legyen My, az M oszlop (sor) elégséges mdtriz egy nemszin-
guldris, diagondlis menti négyzetes részmdatriza. Ekkor az M = no(M) is
oszlop (sor) elégséges [5].

Tehat az elégséges matrixok osztalya a blokkpivotaldsra nézve is zart.

3 Linearis komplementaritasi feladatok alter-
nativa tétele

Annak eldontése, hogy egy tetszoleges LCP feladatnak van-e megoldésa, N P-
beli feladat, és nem feltétlen co-IN P-beli, de bizonyos matrixosztalyokra az.
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Ilyen métrixosztaly az elégséges matrixok osztélya is. Fogalmazzuk 4t az (1)
feladatot egy kissé, ehhez definialjuk a
V(M,q) = {(u,v)eR*™:-Mu+v=q}
VMgt = {(xy) eR":x+M"y=0,q"y=-1}

affin altercket. Az (1) linedris komplementaritdsi feladatot ekkor a kovetkezd
alakban fogalmazhatjuk meg,

(P—LCP) : keresendd az (u,v) € V(M, q)ﬂB?B”, melyre u-v = 0 teljesiil.

Az optimalizalds elméletben felmeriilé igen természetes kérdés, hogy ha a
(P — LCP) feladatnak nincsen megolddsa, akkor az adataival megadhaté-e
egy olyan feladat, amelynek van megoldasa.

Fukuda és Terlaky [9] vélaszolta meg ezt a kérdést egy igen altaldnos
forméaban, irdanyitott matroidokon definidlt linearis komplementaritasi prob-
1émak esetén. Fukuda és Terlaky eljardsét kovetve definidljuk a (D — LCP)
feladatot.

(D—LCP) : keresend$ az (x,y) € V(M, q)LﬂB?B”, melyre x-y = 0 teljesil.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy az igy definidlt rendszerek koziil legfel-
jebb az egyik oldhaté meg.

3.1 Lemma. Bdrmely M € IR"*" elégséges mdtriz és q € IR™ vektor esetén
legfeljebb az egyik teljesiil:
(1) az LCP feladatnak van (u, v) megengedett komplementdris megolddsa,
(2) a D-LCP feladatnak van (x,y) megengedett komplementdris megolddsa.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy mindketté megoldhatd, és legyen (u,v) a
(P —LCP) és az (x,y) a (D — LCP) feladat egy-egy megolddsa. Ekkor a
—Mu+v=q
feltételbdl az y” vektorral balrél valé szorzds utan
~y'Mu+y'v=y'q=-1

adédik. A (D — LCP) elsd feltételét haszndlva, az egyenlet bal oldalat
atalakitva, és a valtozék nemnegativitdsat is figyelembe véve

0<xTu+ylv=-1

Osszefiiggést kapjuk, ami ellentmondas. [

3.1 Megjegyzés. 3.1 fejezetben az ott bevezetésre keruld tuj tipusi criss—
cross algoritmus segitségével megmutatjuk, hogy a (P — LCP) és (D — LCP)
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feladatok kézil valamelyik mindig megoldhatd (3.2 Tétel), ha az M mdtrix
elégséges.

Ez egyben azt is jelenti, hogy ha az M métrixunk elégséges és racionalis,
akkor a (P— LCP) feladat nem megoldhatéséga jol jellemzett, és polinomiélis
méretil bizonyiték adhaté ra, éspedig a (D — LCP) feladat egy megoldésa.

A 3.1 lemma altaldnositdsaval a 4. fejezetben foglalkozunk.

3.1 A criss-cross tipusiu algoritmus

Elséként Akkeleg, Balogh és Illés [1] algoritmusdnak &ltalanositdsdval fog-
lalkozunk elégséges matrixokra. Jelolje Z := {uq,uz, ..., Un, V1, V2, ..., Un } U
{q} a véltozék halmazat, mig I := {1,2,...n,1,2,....,7} U {q} a megfelels
indexhalmazt, ahol |Z| = |I| =2n+1. A jeldlés egyszeriisitésének érdekében
legyen & = a minden « € I'\{q} indexre, vagyis az & komplementéris parja az
a. Felhivjuk a figyelmet azonban, hogy a révid pivot tablat minden esetben
az {1,...,n} koordindtdkkal indexeljiik értelemszertien.

A lineéris komplementaritési feladat, (1), kiindulé, komplementaris meg-
olddsa az u =0, v = q. A pivot tdbla métrixat M jeloli.

A kezdeti komplementdris megolddsbdl, pivotaldssal, megengedett kom-
plementéaris megoldas elédllitasa a célunk. A 2.3 és a 2.4 lemmak biztositjdk,
hogy a feladat matrixanak az elégségessége a pivotalasok soran megdrzodik.

Kétfajta, diagonalis és felcserélés pivot miiveletet fogunk végezni, melyek
mindegyike megdrzi az aktualis megoldas komplementaris voltat.

Legyen az algoritmus egy 1épésében a v; véltozé értéke nem megengedett.
Ha m;; <0, akkor diagondlis pivotot végziink, mely sordn u; belép a bazisba,
mig v; elhagyja azt.

Ha azonban m;; = 0, akkor olyan k indexen kell pivotalni, melyre m;, <
0. Az igy kapott megoldds azonban nem lesz komplementéris, igy ennek
visszaallitasdra pivotédlni kell a (k, j) pozicién. A 2.2 lemma alapjan my; > 0.
A két pivotot egyiitt felcserélds pivotnak nevezzik.

Uj J k
vj +
Uj — —
Vg — 0 -

Diagonalis pivot Felcserélos pivot

A felcserélds pivot dbraja szerinti helyzetben u; és uy, belép a bazisba, mig
v; és vy, elhagyja azt. Azt mondjuk, hogy ekkor az uy, vy valtozokat aktivan,
mig az u;,v; valtozékat passzivan véalasztottuk ki.

A LIFO pivotélasi szabdlyt az [1] cikkben a szerzék egy s, : I — INZN
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szamlalo vektor segitségével kezelik:

T, ha az a € I indexi valtozé mozog az r-edik iterdcioban
sr—1(a), egyébként.

Legyen tovdbbd sp(a) = 0 minden « € I indexre. Konnyi beldtni, hogy
Sr 2 Sr—1 éS Sy 3& Sp—1.
Az algoritmust a kévetkezOképpen fogalmazhatjuk meg.

Input:
Adott az (1) feladat az M elégséges matrixszal és legyen
M:=-M,§:=q,r:=1.
Begin
J={a€el:q, <0}
While (J # 0) do
Imax = {B € J :8,-1(F) > sr_1(a), bérmely o € J}
Legyen k € Jpax tetszoleges
If (Mg < 0) then
diagonalis pivot my;, elemen
s modositdsa
ri=r+1
Else
K :={a€l:mg, <0}
If (K =0) then
Stop: Az LCP-nek nincs megengedett megoldasa
Else
Kmax = {8 € K :8,-1(8) > s,_1(a), bdrmely o € K}
Legyen | € Ky ax tetszoleges
Felcserélos pivot az my; és my, elemeken
s modositasa
ri=r-42
Endif
Endif
EndWhile
Stop: Megengedett és komplementaris megoldast allitottunk el
End

Criss—cross tipusi algoritmus

Az algoritmus a trividlis komplementaris megolddsbdl indul, és mivel csak
diagonalis illetve felcserélo pivotokat csindl, ezért a komoplementaritdst meg
is Orzi. Lévén a matrix elégséges, a 2.2 lemma biztositja, hogy ha felcserélo
pivotra kertil sor, akkor a matrix kivélasztott elemeinek az eléjele megfeleld
lesz. Az algoritmus csak olyan esetben &ll le, ha vagy nincs megoldds, vagy
megtaldlta azt. Elég tehat azt igazolni, hogy az algoritmus véges. Figyelembe
véve azt, hogy a lehetséges bazisok szama véges, ezért azt kell megmutatnunk,
hogy a criss-cross tipusu algoritmus nem ciklizdl.



A criss-cross algoritmus dj valtozatai . ..

Init: M=-M
g=q, r=1
|
-

Komplementiris

Igen = 610
Megengedett ®
komplementris
megoldds

Igen
k

Diagonalis
pivot lehetséges?

Felcsereld
pivot lehetséges?

Nincs megoldds

D e e B

1. dbra. A criss—cross tipusu algoritmus folyamatdbréija

3.2 Az ortogonalitasi tulajdonsag

171

Akkeles, Balogh és Tllés [1] bizonyitdsit dltaldnositjuk elégséges métrixokra,
mikozben egyben le is egyszertsitjik azt, lehetévé téve az algoritmus modo-
sitasat az EP-tételek szellemében. Bizonyitasunk jelentos része a jol ismert

ortogonalitasi tételen alapszik.

Definidljuk a t(, i € Jp illetve a t;, j € Jy U {q} vektorokat [11] a

kovetkezoképpen:

(tu))k —

Mik,
L,
0,

ha k € JyU{q}
ha k=1
ha k € Jg\ {i}
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illetve

mkj, ha k € Jp
(tj)k-: —1, hak;:]
0, hake(JvU{g)\{j}

Ezek utén az ortogonalitdsi tételt [12,11] az aldbbi formédban mondhatjuk
ki:

3.1 Tétel. Bdrmely M € IR™ ™ madtriz és tetszbleges B’ illetve B"” bdzisok
esetén az Mg, mdtrizhoz tartozdé t (V) vektorok merdlegesek az Mpr mdtrizhoz
tartozo t;’ vektorokra.

3.3 Majdnem leallasi tablak

Réatérhetiink az algoritmus végességének bizonyitasara. Tegyiik fel, hogy van
olyan példa, amelyre az algoritmus nem véges. Mivel a lehetséges komple-
mentaris bazisok szama véges, legfeljebb (2:), igy ez csak gy lehetséges, ha
ciklizélds 1ép fel. A ciklizaldst mutatd példak koziil vegyiink egy minimalis
méretlit. Egy ilyen probléma esetén a minimalitas miatt egy ciklus soran
minden valtozé mozog.

Tekintstink azt a pillanatot, amikor méar minden valtozé legalabb egyszer
mozgott. Ekkor mar |Jmax| = | Kmax| = 1 minden iterdciéban, mivel minden
pivotalasnal a mozgoé valtozokhoz olyan s szamlalo értéket rendeliink, mely
még nem szerepelt, és azonos értékil valtozéknak mindig az egyike és csak az
egyike van bazisban.

Tekintstik az r-edik iteraciét. Az aktualis bazisbeli véltozdk koziil az s
szerinti rendezés alapjan legkisebb sorszamu v, valtozé indexére igaz, hogy

p=argmin{i € Jg : 5,.(1) <s,.(j), Vi€ Jp}.

Figyelembe véve, hogy a v, valtozénak az s szerinti értéke mindaddig nem
modosul, amig a bazisban van, ezért a pivotalasi szabaly szerint, ha a soraban
kezdeményeziink pivotaldst valamely /' > r iterdciéban, akkor (i) nem megen-
gedettnek kell lennie, és (ii) a nem megengedett véltozdk kozott az s szerinti
rendezésben maximalis kell, hogy legyen az s, (p) értéke. Az (ii) feltétel
kizarélag tugy teljestilhet, hogy a v, az egyetlen nem megengedett valtozé az
r’ iterdcidoban. Ehhez az allapothoz tartozé rovid pivot tablak a kovetkezdk
lehetnek:

1. Az algoritmus kivélasztotta a v, véltozét a bézisbdl vald tavozdsra.

Az m,, < 0, vagyis diagonalis pivot [(a) tabla] lehetséges: w, bekertl
a bazisba, mig v, elhagyja azt.
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Up Uj Up
P (b) &
@ v; + | D
@ @
@ @
Vp — | = Vp — 0] —

A diagonélis pivot utan az s értékei az aldbbi szabély szerint médosulnak
' ha a € {p,p};
se(a) = { sr—1(a), egyébként .

. Az algoritmus kivélasztja v, véltozét a bazisbdl valé tdvozdsra, de

mpp = 0, vagyis felcserélds pivot [(b) tébla] szitkséges. Az u, és u;
valtozok belépnek a bézisba, mig a v, és v; valtozok elhagyjak azt.

A q oszlopa azonos az eléz6 esetével. Ebben az esetben nem lényeges,
hogy u; vagy v; véltozé van-e a bazisban. Mi azt az esetet vizsgaljuk,
mikor v; van a bézisban. A mdsik esetben csupan az s,.;1(c) defini-
ciéjaban kell a j és j szerepét felcserélni.
T, ha a € {p,j};
Srp1(a) =< 7 +1, ha a € {p,j};
sp—1(a), egyébként .

. Az algoritmus egy u; valtozot valaszt a bazisba val6 belépésre, de m; =

0, igy felcserélés pivotra van sziikség, és az algoritmus kivélasztja az u,
valtozot is.

up Uj
(c) ©
S
Up +
S
S
v |l®e - & — @& - @& 0]|-

A viélasztési szabdly értelmében v; sordban csak az u), és a q oszlopaban
lehet negativ elem, és 1évén m;; = 0, igy a 2.2 lemma alapjan az
u; oszlopa a v; sordnak segitségével kitolthet6. IEbben az esetben
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sem lényeges, hogy u; vagy v; van-e a bdzisban. Mi azt az esetet
vizsgaljuk, mikor v; van a bézisban, a mésik esetben csupan az s,41(a)
definiciéjaban kell a j és j szerepét felcserélni.
' ha a € {p,j};
sppi(a) =14 r+1,  ha a€{pj};
sp—1(a), egyébként .

A kés6bbiek miatt érdemes megfigyelni, hogy az 1. és 2. esetekben csak az
algoritmus valasztasi szabdlya befolyasolta a dontésiinket, mig a 3. esetben
kihasznéltuk a matrixunk elégségességét az u; oszlopanak kitoltésekor.

Most pedig tekintsiik azt a pillanatot, mikor az u, djra elhagyja a bazist.
Ez legyen az r” > 1’ iterdciéban, és a hozzdtartozé bazist jelolje B”. Az r”
iteraciéhoz tartozd rovid pivot tabla a kovetkez6 haromféle format oltheti fel:

A. A pivotalasi szabdly alapjan az u, véltozét valasztjuk ki a bazis elha-
gyasara, mp, < 0, vagyis diagonalis pivotdlasra keriil sor.

Up (] Up
(A) ® (B)
6:9 up +
Up — — Up — 0 —

B. A pivotdlasi szabdly alapjan u, véltozét valasztjuk ki a bazis elhagyé-
sara, de mp, = 0, vagyis felcserélds pivotra van sziikség: v; (vagy w)
belép a bézisba, mig u; (vagy v;) elhagyja azt.

C. A algoritmus az u;(vagy v;) véltozét vélasztja, de my = 0, igy felcseré-
16s pivotra van sziikség, és v, belép a bazisba, mig u; elhagyja azt. A
masodik pivotaldsnal u, tavozik a béazisbdl és v; belép.

Up (Y
(©)
Up +
Uuy — 0 —

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy ha az M elégséges matrix, akkor
az (a) — (c) tédbldk egyikét sem kovetheti az (A) — (C) tablék valamelyike.
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A kovetkezd fejezetben definidlt algoritmus elemzésének érdekében kiilén fi-
gyelmet forditunk arra, hogy az esetek vizsgalatdban milyen szerepet jatszik
a matrix elégségessége.

3.4 Segédtételek

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy az (a)—(c) tdblak egyikét sem kovetheti
az (A) — (C) tébldk egyike sem. Elébb azokat az eseteket vizsgdljuk meg,
amelyek nem hasznéljak a linedris komplementaritasi feladat matrixanak
elégségességét.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy a (c) tdblat nem kdvetheti az (A) illetve
(B) téblak egyike sem.

3.2 Lemma. Jelslje Mp: a (c) esethez, mig Mpn az (A) (illetve a (B))

esethez tartozé bdzis tdbldkat. Tekintsik a t') és t, vektorokat, amelyek
rendre a v; bdzis vdltozé Mp: tdblabol kiolvashato sordhoz, illetve az Mpn
tablabol kiolvashato q vektor oszlopdhoz tartoznak. Ekkor

)Tt > 0.

Bizonyitds. Legyen J"' := {a € Jgr : § < 0}. Az (A) (illetve a
(B)) tabla értelmezése miatt p € J”, és mivel az u, valtozét vélasztottuk a
bdzisbdl vald tdvozdsra, ezért az indexvélasztdsi szabdly alapjan a J” elemei
koziil ez érkezett legkés6bb a bézisba, azaz egyik o € J”\{p} indexii valtozd
sem mozgott az Mp: bazis 6ta, és igy J"\{p} C Jp teljesiil, és {gy t%i =0
minden ¢ € J"\ {j, p} indexre, vagyis

Z t_}ttilq =0 ) (3)
i€\ {7}
Figyelembe véve, hogy s,/(j) = 8,(p) és sp7_1(j) > spn—1(p) tudjuk, hogy

th, és t%’q nemnegativak. A (c) tdblabdl kiolvashatjuk, hogy téj =0, t%; =
1, t%ﬁ =0, t%p < 0és t%q <0, igy

s 5, 5, + oty + Ut + 4 by, > 5t — 15, >0, (4)

JJ 14 Jji i Jjp Pq Jjp "Pq jq“aq = “jp'ra

lévén t, = —1 definicid szerint, és ¢, < 0 az algoritmus vélasztdsi szabalya-
nak értelmében ((A) és (B) tabldk).

Ha tovabba I ¢ J” U{j,7,p,D,q}, akkor ismét a (c) 4brdbdl kiolvashato,
hogy t%z >0 és J" definicidja szerint ¢j; > 0, vagyis

Yoot >0, (5)
I¢Ju{j.j,p,p,q}

Osszeadva a (3)-(5) egyenlétlenségeket éppen az allitdsunkat kapjuk. [

Figyeljik meg, hogy a (c) tabldbdl a v, valtozé sordt tekintettiik, mig
az (A) és (B) tabldkndl a q oszlopdt, tehdt nem haszndltuk ki a mdtrix
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elégségességét, és igy a lemma csak a pivotéldsi szabdlytdl fiige: a (c) és (A)
(illetve (B)) esetek, az ortogonalitdsi tétel miatt, az el6z6 lemmat figyelembe
véve kizarodak, fliggetleniil a matrix elégségességétol.

A kovetkezd lemménk értelmében az (a) és a (b) tablakat nem kovetheti
a (C) tabla.

3.3 Lemma. Jelolje Mp az (a) (illetve (b)) esethez, mig Mp» a (C) esethez
tartozo bdzis tdbldkat. Tekintsik a t; és t”(") vektorokat, melyek rendre az
Mp: tabla q oszlopdhoz, illetve az Mg tdbla w; bdzisvdltozdjanak a sordhoz
tartoznak. Ekkor

")t >0.

Bizonyitds. Az €l6z6 lemméhoz hasonléan J := {i € Iy~ : t]; < 0} C
Iy, 1gy t;, = 0 teljesiil barmely i € J}” indexre, és emiatt

St =0. (©

ieJ]’

Tovéabbd, minden j ¢ Jy := J/" U{l,1,p,p, q} indexre t; >0ésth, >0, igy

> tti 0. (7)

JEJ2
Az Mp: és Mpn tablakbdl kiolvashatd, hogy t, = —1, tj =1, t}; =1}, =
t;q = (0, tovabbi tﬁj <0, % <0, t%q <0, tg—q >0 és tfq >0 igy

iy ) " 4! g "ogr gl " 4! " g
By 1ty + Uty Lt ity = L, + U5t — L > Lt

"
7l(1 Ijq_th>0'

Osszeadva a (6) — (7) Osszefiiggéseket, a kivant allitast kapjuk. (]

Az €l6z6 lemméaban sem hasznaltuk ki az M matrix elégségességét. Ré-
térhetink azoknak az eseteknek a targyaldsara, amikor a feladat matrixanak
az elégségessége lényeges lesz.

A kovetkez6 lemméban igazoljuk, hogy az (a) (illetve (b)) tdbldkat nem
kovetheti sem az (A), sem pedig a (B) tabla.

3.4 Lemma. Legyen adott az (u',v') és (u”,v"), komplementdris megoldd-
sok, amelyek rendre az (a) és (b), illetve az (A) és (B) tdbldkhoz tartoznak.
Ekkor

(W —u" )M -u")<0.

Bizonyitds. Mind a négy esetet egyszerre bizonyitjuk.

(u/_u//) M(u'—u”) _ (u/_u//) (q+Mu'—q—Mu”)

_ (u/ _ u//) (VI _ V”)

= uv —uv' —u' v +u Vv

- —uv'—u" VI,
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ahol az utolso egyenloség a megoldasok komplementaritasdnak a kovetkezmé-
nye. Jelolje J” :={a € Jp» : ¢ <0}. A pivotélasi szabély miatt s, (p) >
spi (@), barmely a € J”’\ {p} indexre, igy ezen indexek nem mozogtak B’
bézis 6ta, vagyis a € Jp, és igy barmely i € J”\ {p} indexre

wy v +uf v =0 (8)

teljesiil, hiszen az w vagy v/, illetve u; vagy v, értéke nulla. Az (a) és (b)
illetve az (A) és (B) tabldkbdl kiolvashaté, hogy u;,, = 0, v,, < 0 és uj <0,
U;) = 0, vagyls roon "o,

Uy, v, + Uy, v, >0
"

Tovabba barmely j ¢ J” indexre u}, v}, u}, v}

ug,vi >0, és emiatt

I " /i
uj vy +uj v; >0, (9)

Osszefoglalva, az (u’ — u”’) vektor olyan, hogy (w' —u”) M (u' —u”) < 0. g

Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy a bizonyitdsunk konstruktiv, azaz a
B’ illetve a B” bazisokbdl az M matrix nem elégségességét bizonyité u’ —u”’
vektor konnyedén meghatdrozhato.

A utolsé lemmaéankban azt az esetet vizsgdljuk meg, amikor a (c¢) tdblat a
(C) tébla kévetné.

3.5 Lemma. Jelolje Mg a (¢), mig Mg a (C) esethez tartozé bdzis
tabldkat. Tekintsik a t; és t"W) wektorokat, amelyek az Mp: bdzis tdbla uj
nem bdzis vdltozojanak az oszlopdhoz, illetve az Mpr bdzis tabla w; bdzis
valtozdjanak a sordhoz tartoznak. FEkkor

"7, <0.

Bizonyitds. Legyen J|' = {i € In» : 1}, < 0}\ {j}. Mivel tabldink komp-
lementarisak, és a pivotalasi szabaly szerint mindig azt a valtozdt valasztjuk a
lehetségesek koziil, amelyik a legutoljdra mozgott, igy a J;” indexeihez tartozé
véltozok az Mp: 6tanem mozogtak, ezért J;' C I és J;' C Inv, és igy ti; =0
teljesiil, barmely i € J" esetén. Osszefoglalva

> it =0. (11)
ieJ'u{q}

Mésfeldl, ha i ¢ Jy :=J"U{q,p, D, ], J,, l_}, akkor t;; <0 a (c) dbra alapjan.
A J/" definiciéja miatt t}; > 0, és igy
St <o, (1)
g1

Az Mp: és Mpr tablakbdl, a t vektorok definicidjat is figyelembe véve

! " ! ! " " !l e 4+ " !
th = tlZ:th = t‘IJ = tlp = 0, t” = 1, t_]_] =—1 és tl_} S 0, tlﬁ < 0, th >0
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igy

" 4! 1 41 " 4! " 4! " 4/ 1141 " 47 1"
Hétra van még, hogy megmutassuk, ¢, > 0. A B’ bézis tédblén a (c)
esetén felcserélés pivotot hajtunk végre. Ekkor s,/ (j) = s.(p) = 1’ és
Sp41(j) = s$pp1(P) = ' + 1. Az Mp» tébla esetén J = {p}. Mivel a
tabla komplementaris, igy két eset lehetséges:

1. Ha j € Iyn, akkor az u; az (r' +1) ésar iterdcick kozott mozog, igy
$p(J) > spv (D), és ez a pivotdlasi szabdly szerint csak gy lehetséges,
ha tﬁ > 0.

2. Ha j € Ipn, akkor t]; = 0.

Osszeadva a (11) — (13) egyenlétlenségeket, a kivént allitast kapjuk. g

Az el6z6 lemma bizonyitdsakor a (c) tébla szerkezeténél kihasznéltuk a
tabla elégségességét.

3.5 A criss—cross tipusiu algoritmus végessége

Ebben a részben igazoljuk a criss—cross algoritmus végességét, majd ennek
segitségével 14j, konstruktiv bizonyitast adunk a linedris komplementaritési
feladatok dualitastételére is.

3.2 Tétel. A criss—cross tipusi algoritmus véges az elégséges mdtrixszal
adott linedris komplementaritdsi feladatra.

Bizonyitds. Bizonyitasunk indirekt, azaz tegyiik fel, hogy az algoritmus
nem véges. Tekintettel arra, hogy a linearis komplementaritasi feladatnak
véges sok kiilénb6z6 bézisa van, és az algoritmus egyértelmiien meghatarozza
pivotalaskor a kovetkez6 bazist, ezért abbdl, hogy az algoritmus nem véges,
kovetkezik az algoritmus ciklizalasa.

Tekintstik a fejezet elején emlitett minimalis ellenpéldat. Ebben minden
valtozé mozog egy ciklus sordn. A lemmak tanulsiga szerint az utolséként a
béazisba belép6 u, valtozé mar nem léphet ki a bazisbdl:

— Ha az (a) vagy a (b) esetben 1ép be, majd pedig az (A) vagy a (B) esetek
valamelyikénél tavozik a bazisbdl, akkor a 3.4 Lemma ellentmond az M
matrix elégségességének.

— Ha a (c) esetben 1ép be, majd az (A) vagy (B) esetek valamelyikében
tavozik a bazisbdl, akkor a 3.2 Lemma ellentmond az ortogonalitasi
tulajdonsagnak.

— Ha a (c) esetben 1ép be, majd a (C) esetben tévozik a bézisbdl, akkor
a 3.5 Lemma ellentmond az ortogonalitasi tulajdonsagnak.

— Ha a (b) vagy a (c) esetben lép be, majd a (C) esetben tévozik a
bazisbol, akkor a 3.2 Lemma ellentmond az ortogonalitasi tulajdon-
sagnak.
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Minden lehetséges eset ellentmonddsra vezet, igy allitasunkat belattuk. g

A kovetkezé tablazat mutatja, hogy mely esetekben hasznaltuk ki az M
matrix elégségességét:

(@ | ®) ]
(A) * *
(B) * *
©) *

Az elégséges matrixu LCP feladatok megoldhatésaganak jellemzésére Fu-

kuda és Terlaky [9] tételét az aldbbi alternativa tételként fogalmazhatjuk
2
meg,.

3.3 Tétel. Bdrmely M € IR"™"™ elégséges mdtrix és q € IR™ vektor esetén
pontosan az eqyik teljesil:
(1) az LCP feladatnak van (u, v) megengedett komplementdris megolddsa,
(2) a D-LCP feladatnak van (x,y) megengedett komplementdris megolddsa.

Bizonyitds. Kovetkezik a 3.1 Lemmabol és a 3.2 Tételbol. [

Mivel a 3.1 Lemma csupan azt biztositja, hogy a tétel két esete egyszerre
nem allhat fenn, mig az egyik eset mindig fennallasat a 3.2 Lemma algorit-
mikus bizonyitasaval igazoltuk, igy a 3.3 Tétel konstruktiv.

4 EP-tételek

Ebben a fejezetben szeretnénk a criss—cross tipusu algoritmust alkalmassé
tenni tetszoleges linedris komplementaritdsi feladat megoldasara. Termé-
szetesen nem varhatjuk el, hogy barmilyen tipusi métrixszal adott linearis
komplementaritasi feladatot megoldhassunk a criss—cross tipusu algoritmus-
sal. Azt azonban fontosnak tartjuk, hogy ha egy feladatot nem tudunk meg-
oldani ezzel az algoritmussal, akkor annak az okat meg tudjuk mutatni, és
a bizonyitékunkat arra, hogy a matrixunk nem elégséges, polinom idében
leellenérizhessiik.

Gondolatmenetiinknek megfelelé elmélet alapjait Cameron és Edmonds
alapozta meg [2] dolgozatukban. Ok bevezették az in. EP-tételeket.

Egy EP (Existentially Polynomial time) tétel formédja a kovetkezd:

[Vx : F1(x) vagy F»(x) vagy ... vagy Fj(x)] ,
ahol F;(x) olyan allitds, melynek forméja

Fi(x) = [3y: amelyre [lyi]| < x| és fi(x¥:)].

2Fukuda és Terlaky [9] cikkiikben eredményiiket dualitds tételnek hividk, habar szerin-
tliink az alternativa tétel pontosabban tiikrozi a tétel mondanivaldjat.
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Itt n; € IN, ||z]|| jeloli a z kédolasi hosszat, f(x,y) pedig olyan &llitds, melynek
teljestilésére van polinomidlis bizonyiték.

Miel6tt ratérnénk a linearis komplementaritasi feladat dualitds tételének
az EP-tétel formdjaban torténé megfogalmazasara, sziikségiink lesz néhany
fogalom és allitas kimondasara.

Egy x vektor tartdjanak az {i|x; # 0} halmazt nevezziik. Egy adott
vektorhalmazbdl egy minimalis tartéju vektort elemi vektornak neveziink.
Sziikségiink lesz a vektorok konform [8] eléallitasara.

4.1 Definicié Legyen V C IR" tetszbleges linedris altér, x,x',...,x" vek-
torok a V' altérbél. Azt mondjuk, hogy az x vektor konform mddon felbomlik
x', ..., x" vektorokra, ha x =x" + ... +x", és

;=0 — x,}:...:xfzo,

z;, >0 = x},,xf >0,

;<0 = a},... 2% <0

barmely i =1,...,n indezre.
Tetszoleges linearis altér esetén teljesiil a kovetkezo:

4.1 Lemma. [16] Legyen V linedris altér az IR™ térben. Ekkor bdrmely x €
V felbonthatd konform mddon a V linedris altér c',. .., c* elemi vektoraira.

A fenti lemma segitségével megmutathaté, hogy ha M nem elégséges,
akkor ennek bizonyitéka megadhaté egy elemi, vagy két elemi vektor Gssze-
geként [8].

4.2 Lemma. Ha M nem oszlop elégséges (sor elégséges), akkor létezik egy
szigorian eldjelvdltd (szigorian eldjeltarts) elemi vektor a V altérben (V*
altérben), vagy létezik eqy szigorian elbjelvdltd (szigorian elbjeltartd) x vek-
tor a V altérben, (y a V* altérben) mely felirhato két komplementdris, elemi
vektor osszegeként.

Az eddigi eredményekbdl kiindulva igazolhatéd a kovetkezd tétel.

4.1 Tétel. [8] Legyen M € IR™ ™ nem elégséges mdtriz. FEkkor létezik M
nem elégséges voltdra olyan bizonyiték, amelynek a mérete polinomidlisan
korldtozott az M input méretének a fiiggvényében.

A linedris komplementaritési feladat dualitastételét EP—forméban szeret-
nénk felirni. Ehhez elobb olyan alakra kell hoznunk a tételt, amelyben a
matrix elégségessége mar nem feltétele az allitasnak.

4.2 Tétel. Bdarmely M € Q"*™ raciondlis mdtriz és q € Q" esetén legaldbb
az eqyik teljestil:
(1) a (P-LCP) feladatnak van (u,v) megengedett komplementdris megol-
ddsa,

(2) a (D-LCP) feladatnak van (x,y) megengedett komplementdris megol-
ddsa,

(8) az M mdtriz nem elégséges.
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A tétel még nincs EP—forméban. Az (1) és (2) rész teljesiilése esetén
maga a megoldds mérete polinomidlis méretii. A (3) részhez azonban meg
kell még mutatni, hogy ha az M matrix nem elégséges, akkor ennek van egy
polinomidlis méretii bizonyitéka.

Most mar megfogalmazhatjuk az LCP dualitéstételt EP-formdban [8],
felhasznalva a 4.1 Tételt.

4.3 Tétel. Bdrmely M € Q"*"™ mdtrixz, és q € Q" esetén legaldbb az egyik
teljesiil:

(1) a (P-LCP) feladatnak van (u, v) megengedett komplementdris megolddsa,
amelynek a kodoldsi mérete az M és q kddoldsi méretével polinomidlisan
korldtozott;

(2) a (D-LCP) feladatnak van (x,y) megengedett komplementdris megolddsa,
amelynek a kodoldsi mérete az M és q kddoldsi méretével polinomidlisan
korldtozott;

(3) az M mdtriz nem elégséges, és ennek van olyan bizonyitéka, amelynek
a kodoldsi mérete az M kédoldsi méretével polinomidlisan korldtozott.

Fontos kiemelni, hogy az (1) és (2) esetek kizardak, mig a (3) egyszerre
teljesiilhet akér az (1), akdr a (2) esettel egyiitt is. M4dsfel8l, természetes
feltételként jelentkezik az, hogy a matrix elemei racionalis szamok legyenek.

A tétel bizonyitdsdhoz mdédositani kell az algoritmusunkat és igazolni a
modositott algoritmus végességét.

Az algoritmust 4gy mdédositjuk, hogy vagy megoldja a (P — LCP) felada-
tot vagy a dudlisat, vagy kimutatja, hogy a bemeneti matrix nem elégséges?,
és ennek polinomidlis méretli bizonyitékat szolgaltatja.

A 2.2 Lemma biztositja, hogy ha a méatrix elégséges, akkor a pivotdlasi
miiveletek mindig elvégezheték, ha pedig nem, akkor megadja a kivant bi-
zonyitékot arra, hogy az M matrix nem elégséges.

Hétra van annak vizsgédlata, hogyan kovetjiikk nyomon a ciklizalas elkert-
1ését. A ciklizdlds elkeriilésének a vizsgéalatakor vegyiik észre, hogy az ere-
deti algoritmus végességének bizonyitasiban valéjaban nem igazén lényeges,
hogy a ciklizalé példa minimalis. Tekintsiink ugyanis egy tetszéleges ciklizald
példat. Legyen a ciklusban részt vevé valtozdk indexeinek halmaza R. Fi-
gyeljiink meg egy olyan pillanatot, mikor mar elkezd6dott a ciklizalds, minden
a ciklizalasban résztvevo valtozé méar mozgott, és a ciklus soran az algoritmus
olyan valtozét valaszt a bazisba valé belépésre, melynek az R bazison kivuli
valtozoi kozil a legkisebb az s értéke. Ehhez a pillanathoz tartozé bazist
jelolje B’, és legyen a legkisebb s értékii, az R halmazbeli belépé valtozd az
u,. Jelolje B” azt a bézist, mikor az u, legkdzelebb mozog.

Ekkor az Mg/, illetve az Mg pivot tablak szerkezete, az R indexii valto-
zékra illetve a q vektorra megszoritva, pontosan az (a) — (c) illetve (A) — (B)
tdblaké lehet. A két allapot kozott olyan véltozd, amelynek az indexe nem az

3Egy métrix elégségességének az eldéntésére jelenleg nem ismert hatékony, polinomialis
algoritmus.



182 Csizmadia Zsolt — Illés Tibor

R halmazgba tartozik, nem mozgott. fgy a 3.2, 3.3, 3.5 lemmak esetében a fun-
damentalis elemi vektorok szorzataban az R illetve ¢ indexein kiviil pontosan
az egyik tag van a bazisban, tehéat ezen mdexekhez a szorzatban mindig nulla
tartozik. Ugyanezen okbdl a 3.4 lemma —u' v’ —u" v szorzatdban az R hal-
mazon kivilli indexeken nullak lesznek. Vagyis a bizonyitdsok atmentheték
altalanos ciklizal6 példéra is.

Input
Adott az (1) feladat. M = —M, @ =q, r = 1, Q inicializaldsa
Begin
While ((J:={a€l:q, <0})#0)do
Jmax :={B € J : 8,-1(8) > sr_1(a), barmely « € J- re}
Legyen k € Jyax tetszoleges.
Ellendrizendé a —u' -v' —u’ - v az elmentett Q(k) segitségével:
If (—u v —u’ -v <#0) then
Stop: M nem elégséges, bizonyiték az u-—u.
Endif
If (Mg < 0) then
diagonalis pivot az my értéken
Qk)=[Jg,my], r:==r+1
Elself (mkk > 0)
Stop: M nem elégséges, bizonyiték mint a 2.2 lemmaban.
Else />x< mkkzo*/
K :={a€l:my, <0}
If (K = 0) then
Stop: D-LCP megoldas
Else
Knax = {0 € K :8,-1(8) > s,—1(a), badrmely a € K- ra}
Legyen | € Kax tetszoleges.
If (my, és m* vagy m; és m' eléjelszerkezete sériil) then
Stop: M nem elégséges, bizonyiték mint a 2.2 lemmaban.
Endif
Felcserélos pivot az my; és az my, szamokon, s médositasa
Q(k) = [Jg,m,), Q) =1[0,0], r :=r+2
Endif
Endif
EndWhile
Stop: Megengedett és komplementaris megoldést allitottunk elo.
End

Moédositott criss—cross tipusi algoritmus dltaldnos (LCP) feladatra

Az elégségesség hidanydnak a kezelésekor idézzik fel, hogy az elégségességet
a 3.4 lemma, illetve a 3.5 lemma esetében hasznaltuk ki. FEz utébbi az
elégségességgel jard, a 2.2 lemmara alapulo eldjelszerkezetet hasznélta. Tehat
ha az algoritmus minden felcserélés pivot esetén ((¢) és (C) ilyen esetekhez
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tartoznak) ellendrzi az elGjelszerkezet meglétét, akkor az ortogonalitési tétel
miatt a (c) tdblat nem kovetheti a (C') tdbla. Ha barhol sériil az el6jelszerkezet,
az M nem elégséges voltara a kivant bizonyitékot ugyanez a lemma biztositja.

Marad az (a) és a (b), illetve az (A) és a (B) tabldk esete. A 3.4 lemma a
-u-v —u v (14)

alakui vektorok nem szigortdan eldjelfordité voltan alapul, olyan Mg és Mg
tablak esetén, ahol ugyanazon valtozé mozog mindkét pivot soran, és mindkét
esetben a vizsgdlt véltozé az aktivan véalasztott (vagyis nem a felcserélés
pivot mésodik véltozdja). Erdemes megfigyelni, hogy nincs sziikség a teljes
tabldra, elegendé annak a q vektorhoz tartozé oszlopa (vagyis az aktuélis
megoldés), illetve a bazisban levs indexek halmaza. Amennyiben a (14) vek-
tor szigorian eldjelfordito, akkor a 3.4 lemma utdni megjegyzés értelmében
a linearis komplementaritasi feladat métrixdnak nem elégséges voltara a bi-
zonyiték az u —u’ vektor.

Vezesstink be egy Q(p) (p = 1,...,n) listdt. A lista minden indexéhez
két n dimenzids vektor tartozik. Egy Q(j) = [{I}, {h}] alaku értékad4s alatt
azt értjuk, hogy a j indexhez tartozé @ értékben a bazisvaltozdk indexeinek
helyére az I indexeket, a q vektorhoz tartozo értékek helyére pedig a h vektort
irjuk. Induldskor legyen minden p indexre:

Mikor egy w; vagy v; valtozo egy olyan pivot soran tavozik a bazisbdl, mely
soran vagy diagonalis pivothoz tartozik, vagy olyan felcserélshoz, melyben 6
aktiv (az 6 s értékét vizsgdlta az algoritmus), a Q(1) értékét gy médositjuk,
hogy az els6 vektorba az u; vagy v; valtozo bazisbdl valé kilépése elotti bazis
valtozdk indezeit, mig a masodik vektorba az u; vagy v; valtozé bazisbdl vald
kilépése elotti bazis valtozok értékét irjuk, vagyis

= |

[bézisvaltozdk indexei]
[bédzisvéltozdk aktudlis értéke]

Ha az u; vagy v; véaltozé passziv médon (felcserélds pivot esetén, a diagonélis
érték nulla volta miatt) 1ép be a bézisba, akkor a Q(I) értéket mddositsuk a
kovetkezoképpen:



184 Csizmadia Zsolt — Illés Tibor

Init: M=-M

g=q, r=1

Komplementéris

Megengedett

megoldas

Nem elégséges,
bizonyfték a
métrixbél (Q)

Pozitiv
Negativ

k

k

Nem elégséges,

bizonyiték a

matrixb6l2.2 lemma
+ - |k

Diagonilis
pivot

eldjelszerkezet
sériil?

M nem elégséges,
bizonyiték a

- 2.2. lemma

T k szerint
. 1
) Megengedett
Csere pivot dudl
. 0 - |k megoldés

2. dbra. A mddositott criss—cross tipusiu algoritmus folyamatdbrdja

Az algoritmus, mikor a baziscseréhez ér, megnézi, hogy az aktivan belépd
valtozot el6z6 kilépésekor is aktivan véalasztotta, vagy sem. Ha igen, a @ lista
segitségével ellendrzi a (14) vektort, majd csak ezutdn médositja a @Q listét.
Mivel a komplementéris valtozdk pivot miiveletek soran egyszerre mozognak,
igy nem sziikséges kiilon helyet fenntartani szamukra a @ listaban.

Erdemes megfigyelni, hogy a @ kezdeti, illetve a felcserélés pivot esetén
a passziv valtozokra bedllitott értéke miatt elegendé barmely pivot esetén
ellendrizni a (14) szorzatot. Ha nem az (a) (vagy a (b)) tablat koveti az (A)
(vagy a (B)) tabla, akkor a szorzat mindig nulla lesz.

A @ listat nem lenne sziikséges minden esetben kitolteni. igy az algorit-
mus minimalis médositasaval tarhelyet lehet megtakaritani. Megfigyelheto
tovabbd, hogy ekkor a legrosszabb esetben a @ lista tarigénye n? egész és n?
lebeg6pontos szam tarigényével azonos.

Meg kell még vizsgdlnunk azt az esetet, mikor a (P — LC'P) feladatnak
nincs megoldédsa. Ez akkor fordulhat el6, ha az algoritmus azt taldlja, hogy
K = (). Ehhez az esethez tartozé pivot tabla a kovetkezo:
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Definialjuk a koévetkezd vektort:
(Xlayl) =t® |JNUJB :

Az ortogonalitési tételbsl adédik, hogy a fenti vektor az [—M7 | —I] matrix
Osszes sordra merdleges, vagyis MTx’ +y’ = 0. Ugyancsak az ortogonalitast
hasznélva, de a jobb oldali q vektor oszlopéara (a kiinduldsi bézisban) adddik,
hogy

!

(<, ¥)" (tg Lryuss) = (6, y) " (a,0) =x""q =g .

Vagyis a (x,y) = (x',¥")/(—qx) vektor a (D — LCP) feladat egy megoldésa,
mivel a nemnegativitas és a komplementaritas a tdbla szerkezetébdl adéddan
teljestl.

5 Osszefoglalas

Akkeleg, Balogh és Tllés [1] 1j tipust, linedris feltételes, konvex kvadratikus
célfiiggvényes feladatra megfogalmazott, criss—cross algoritmusait altalanosi-
tottuk elégséges matrixok esetére. A végesség bizonyitdsat, az dltaldnositas
mellett, leegyszerisitettiik.

Az elégséges matrixokra altaldnositott algoritmust a jobb gyakorlati alkal-
mazhatosag érdekében kiegészitettik ugy, hogy ne kelljen elore feltételezni
a bemeneti matrix elégségességét. Ha az elégségesség hianya miatt az al-
goritmus nem tudja biztositani a végességet, akkor leall és polinomialisan
korlatozott méretii bizonyitékot ad az adott matrix nem elégséges voltara.

Célunkat a linedris komplementaritasi feladatok dualitas tételének [9], az
EP-tétel [8] forméjanak a felhasznaldsdval értiik el. Az algoritmus Akkelegék
1j tipusu pivotalasi szabalyainak koszonhetGen, féleg az els6 baziscserék esetén
jelentOs valasztéasi szabadsagot biztosit, lehetové téve esetlegesen felmeriild
numerikusan instabil baziscserék elkertilését. Ez nyilvanvaléan javitana a
criss—cross tipusu algoritmusok gyakorlati alkalmazhatosagat.

Hasonléan a leirt LIFO (last in — first out: utoljara bekerils — el8szor
kikeriil$) pivotéldsi szabdlyhoz, ugyanigy bizonyithaté, illetve dltaldnosithatd
a leggyakrabban vdlasztott vdltozé (most—often—selected—variable) pivotdldsi
szabaly is. Ehhez mindossze az s vektort kell mésként definialni, példaul
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so(a) = sr—1(a) +1, ha a € I mozog az r-edik iterdciéban;
T spemi(a), egyébként.

Az algoritmus elején jelentés szabadsdgunk van a nem megengedett véalto-
z0k kivalasztasakor. Ez az algoritmus numerikus viselkedése szempontjabol
mindenféleképpen elonyosnek tekinthetd, azonban magéban rejti a ciklizalas
lehetOségét is. Késébb azonban rogziil a valtozok egymashoz viszonyitott
sorrendje. Ezt a sorrendet az adatokon til az is befolyasolja, hogy el6zéleg
milyen pivot pozicidkat valasztottunk.

A valtozok sorrendjének egyértelmiivé valasa biztositja az algoritmus vé-
gességét, a pivot pozicio kivalasztasi szabadsiganak a rovasara.

Erdekességképpen megemlitjik, hogy az s vektor segitségével a minimal-
indexes valasztasi szabaly, mint specidlis eset leirhatd, és a bizonyitasok val-
tozatlanul miikédnek. Rogzitsiik ehhez az s vektort a kovetkez6 mddon:
$,(i) = ¢ minden iterdciéban, barmely ¢ € I indexre. Ekkor a bizonyitdsok
jelentOsen leegyszeriisodnek.
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NEW VARIANTS OF THE CRISS-CROSS METHOD FOR LINEAR

COMPLEMENTARITY PROBLEMS

The sufficient matrix class is the widest class, for which the usual criss-Cross al-
gorithm is proved to be finite (Hertog, Roos and Terlaky, 1993). There is no
polynomial algorithm known to check wether a matrix is sufficient or not. Follow-
ing the results of Akkeles, Balogh and Illés (2003), the criss-cross algorithm with
LIFO and most-often-selected pivot rules are extended for general linear comple-
mentarity problems (LCP). While most algorithms require a priori information on
some properties of the input matrix, our new, criss-cross type algorithms work for



188 Csizmadia Zsolt — Illés Tibor

every matrix, and either solves the problem, or provides a polynomial sized cer-
tificate that the input matrix does not belong to the class of sufficient matrices.
The finiteness of our algorithm provides a new, constructive proof for the duality
theorem of LCP, developed by Fukuda and Terlaky (1992) for oriented matroids.
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