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A DISZKR¶ET KIV¶ALASZT¶ASI MODELL BECSL¶ESE
COX-REGRESSZI¶OVAL1

HAJDU OTT¶O
BME GTK

1 Bevezet¶es

A tanulm¶any az MDC (multinomial discrete choice) kiv¶alaszt¶asi modell para-
m¶etereinek a standard pontbecsl¶esi elj¶ar¶asait tekinti ¶at egyfel}ol az eredm¶enyek
¶ertelmez¶es¶et illet}oen, m¶asfel}ol a modell gyakorlati alkalmaz¶as¶at seg¶³tend}o
azon esetre, mikor kÄozvetlenÄul m}ukÄod}o standard MDC programcsomag nem
¶all rendelkez¶esre.2 A probl¶ema klasszikus megold¶asa az irodalomban a t¶ul¶el¶esi
modellek egyik alapm¶odszer¶enek, az ¶un. Cox-regresszi¶onak a felhaszn¶al¶as¶a-
val tÄort¶enik, amelynek rugalmas, kontroll¶alhat¶o alkalmaz¶asa akkor is el}onyt
ny¶ujthat, ha egy¶ebk¶ent standard MDC program is rendelkez¶esre ¶all.3

Az MDC modellben egy I individuum (a dÄont¶est hoz¶o szem¶ely) g =
1; 2; . . . ; mI sz¶am¶u lehets¶eges alternat¶³va halmaz¶ab¶ol egyet biztosan, ¶es csak
egyet kiv¶alaszt. A v¶alaszt¶asi alternat¶³v¶ak sz¶ama individuumonk¶ent nem
szÄuks¶egszer}uen azonos. Nyilv¶anval¶o, hogy a kiv¶alaszt¶as eredm¶eny¶et mind
a dÄont¶eshoz¶o individu¶alis tulajdons¶agai, mind az alternat¶³va saj¶atoss¶agai
befoly¶asolj¶ak. A dÄont¶es kimenet¶et (eredm¶eny¶et) magyar¶az¶o v¶altoz¶ok teh¶at
egyfel}ol lehetnek individu¶alis jelleg}uek, m¶asfel}ol alternat¶³va-speci¯kusak . Az
el}obbieket x, az ut¶obbiakat Z jelÄoli a tanulm¶anyban. B¶ar a modell param¶e-
tereinek a becsl¶ese mindk¶et t¶³pus eset¶en a maximum likelihood (ML) elven
alapul, jelleg¶et tekintve kÄulÄonbÄozik x, vagy Z t¶³pus¶u magyar¶az¶o v¶altoz¶ok
haszn¶alata eset¶en. El}obb e k¶et almodell becsl¶es¶enek a kÄulÄonbÄoz}os¶ege kerÄul
t¶argyal¶asra. Ezt kÄovet}oen, mivel a re¶alis dÄont¶esi helyzet mind x, mind Z
egyidej}u ¯gyelembe v¶etel¶et (,,vegyes" modell alkalmaz¶as¶at) ig¶enyli, a becsl¶esi
elj¶ar¶ast az ¶altal¶anos, mindk¶et t¶³pust mag¶aban foglal¶o esetre is bemutatjuk.

Az alternat¶³va-speci¯kus magyar¶az¶o v¶altoz¶ok kezel¶ese, ¶es ¶³gy a ,,vegyes"
modell becsl¶ese standard m¶odon a statisztikai szoftverek tÄobbs¶eg¶eben kÄozvet-
lenÄul nem ¶erhet}o el. Ennek ok¶an a tanulm¶any |egy illusztrat¶³v p¶elda sz¶am-
szer}us¶³t¶es¶en ¶at| ¶utmutat¶ast ad arra vonatkoz¶oan, hogy a ,,vegyes" modell
adat¶allom¶any¶at milyen strukt¶ur¶aban kell rÄogz¶³teni (a modellt hogyan kell
param¶eterezni) annak ¶erdek¶eben, hogy param¶etereinek a becsl¶ese a standard
Cox-regresszi¶oval megoldhat¶ov¶a v¶aljon.

1Be¶erkezett: 2005. j¶unius 21. E-mail: ohajdu@finance.bme.hu
2P¶eld¶aul a Systat 11.0, vagy a SAS program szolg¶altat kÄozvetlenÄul h¶³vhat¶o MDC mo-

dult, viszont p¶eld¶aul az SPSS 13.0 programban az elj¶ar¶as csak kÄozvetetten oldhat¶o meg.
3L¶asd p¶eld¶aul Kuhfeld (2003), vagy a SAS program MDC ¶es QLIM elj¶ar¶asait.
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2 A polichotom logit modell esete

A polichotom (multinomi¶alis) logit modell (PL) akkor alkalmazand¶o, ha a
dÄont¶es diszkr¶et kimenet¶et (a kiv¶alaszt¶as eredm¶eny¶et) magyar¶az¶o v¶altoz¶o in-
dividu¶alis jelleg}u, ¶es az alternat¶³v¶ak kÄore mindenkire azonos: g = 1; 2; . . . ;m.
JelÄolje xI a dÄont¶est hoz¶o I individuum valamely jellemz}oj¶et: p¶eld¶ankban
az ¶eletkor¶at. Ekkor annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a v¶alaszthat¶o alternat¶³v¶ak
kÄozÄul ¶eppen a C 2 f1; 2; . . . ; mg alternat¶³v¶at v¶alasztja ki az I szem¶ely:

PCI =
PCIPm
g=1 PgI

=
PCI=PMIPm
g=1 PgI=PmI

=
oddsI(C : m)Pm
g=1 oddsI(g : m)

=
e®C+¯CxI

Pm
g=1 e®g+¯gxI

;

ahol az oddsI(C : m) val¶osz¶³n}us¶egar¶any annak az es¶elye, hogy az I szem¶ely a
C alternat¶³v¶at prefer¶alja az m referencia alternat¶³v¶aval szemben (oddsI(m :
m) = 1), ¶es az ln(odds) = logit mennyis¶eg a magyar¶az¶o v¶altoz¶o line¶aris
fÄuggv¶enye az ®m = ¯m = 0 megkÄot¶es mellett.

Ha a dÄont¶eshoz¶o el}ott csak k¶et alternat¶³va ¶all, akkor m = 2 mellett az
¶un. dichotom, vagy bin¶aris logit modellt kapjuk.

A modell szerint mind az ®g tengelymetszet, mind a ¯g parci¶alis regresszi-
¶os param¶eter alternat¶³va-speci¯kus, mikÄozben adott individuum xI jellemz}oje
ugyanaz b¶armely alternat¶³va eset¶en. L¶athat¶o, hogy m sz¶am¶u alternat¶³va
mellett a param¶eterek m¡ 1 sz¶am¶u kÄor¶et de¯ni¶aljuk. Ha az x v¶altoz¶o ¶ert¶eke
egys¶egnyit emelkedik, akkor a C : m viszonylat¶u odds az e¯C odds-ratio (OR)
faktorral szorz¶odik.

A regresszi¶os param¶etereket k¶ezenfekv}o a maximum likelihood (ML) m¶od-
szerrel becsÄulni. JelÄolje a C1; C2; . . . ; Cn minta I = 1; 2; . . . ; n individuum
meg¯gyelt, fÄuggetlen dÄont¶eseit: CI 2 f1; 2; . . . ; mg. A minta maxim¶aland¶o
likelihood fÄuggv¶enye:

L =
nY

I=1

mY

g=1

(PgI)
SgI ! max ;

ahol SgI = 1, ha a g alternat¶³v¶at az I szem¶ely kiv¶alasztotta, egy¶ebk¶ent
SgI = 0. A param¶eterek referencia-fÄugg}ok, a val¶osz¶³n}us¶egek viszont nem. A
val¶osz¶³n}us¶eget a

PCI =
1Pm

g=1 e(®g¡®C)+(¯g¡¯C)xI

form¶aban¶³rva l¶atszik, hogy a kÄulÄonf¶ele alternat¶³v¶ak kiv¶alaszt¶asi val¶osz¶³n}us¶egei
kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg adott x mellett csak a param¶eterek alternat¶³va-speci¯kus
jelleg¶eb}ol sz¶armazik.

Illusztrat¶³v p¶eld¶ankban I = 1; 2; . . . ; 21 szem¶elynek az utaz¶asuk m¶odj¶at il-
let}o v¶alaszt¶asait az ¶eletkorukkal magyar¶azzuk, tengelymetszet szerepeltet¶ese
mellett. A lehets¶eges h¶arom m¶od: aut¶o (A), repÄul}o (R) ¶es vonat (V ). A
h¶arom m¶od kÄozÄul egyet ¶es csak egyet v¶alaszt mindenki. A h¶arom m¶od mel-
lett v¶altoz¶onk¶ent rendre 2 koe±cienst (k¶et tengelymetszetet ¶es k¶et ¶eletkor-
meredeks¶eget) becslÄunk ¶ugy, hogy a vonat (V ) a referencia alternat¶³va. A
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koe±ciensek ML becsl¶eseit az 1. t¶abla, az adatokat ¶es az eredm¶enyeket pedig
a 2. t¶abla kÄozli. A t¶abl¶aban a ,,C" megnevez¶es}u oszlop az illet}o v¶alaszt¶asi
dÄont¶es¶et kÄozli, az SA, SR ¶es SV indik¶ator jelleg}u oszlopok pedig a dÄont¶es
statusa szerint veszik fel az 1, illetve a 0 ¶ert¶eket.

P¶eld¶aul az I = 1 egy¶en, aki egy¶ebk¶ent 32 ¶eves, a repÄul}os utat v¶alasztotta,
ez¶ert

odds(R=V j 32) = e2:7212¡0:05¢32 = 3:068 ;

majd a repÄul}os ¶ut kiv¶alaszt¶as¶anak a val¶osz¶³n}us¶ege

PR1 =
3:068

2:168 + 3:068 + 1
= 0:492 :

Ez a val¶osz¶³n}us¶eg b¶arkit, aki 32 ¶eves, egyÄontet}uen jellemez! Az ¶³gy sz¶am¶³tott
21 darab PC val¶osz¶³n}us¶eg L = 0:492¢0:483¢. . .¢0:421 szorzata a 2. t¶abl¶aban az
1. t¶abla koe±ciensei mellett maxim¶alis, a megfelel}o ¡2 lnL ,,goodness-of-¯t"
statisztika ¶ert¶eke pedig 42:18.4

V¶altoz¶o Koe±ciens
Aut¶o RepÄul}o Vonat

Tengelymetszet 3.0449 2.7212 0
¶Eletkor -0.0710 -0.0500 0

1. t¶abl¶azat. ML becsl¶es az ¶eletkor-koe±ciensekre

Meg¯gyel¶es (I) ¶Eletkor C SA SR SV oddsA oddsR oddsV PC
1 32 R 0 1 0 2.168 3.068 1 0.492
2 13 A 1 0 0 8.351 7.934 1 0.483

3 41 V 0 0 1 1.145 1.956 1 0.244
4 41 V 0 0 1 1.145 1.956 1 0.244
5 47 A 1 0 0 0.748 1.449 1 0.234
6 24 R 0 1 0 3.826 4.577 1 0.487
7 27 A 1 0 0 3.092 3.940 1 0.385
8 21 R 0 1 0 4.733 5.318 1 0.481
9 23 A 1 0 0 4.107 4.812 1 0.414
10 30 R 0 1 0 2.499 3.391 1 0.492
11 58 R 0 1 0 0.343 0.836 1 0.384
12 36 V 0 0 1 1.633 2.512 1 0.194

13 43 A 1 0 0 0.993 1.770 1 0.264
14 33 R 0 1 0 2.020 2.919 1 0.491
15 30 R 0 1 0 2.499 3.391 1 0.492
16 28 R 0 1 0 2.880 3.748 1 0.491
17 44 R 0 1 0 0.925 1.684 1 0.467
18 37 V 0 0 1 1.521 2.390 1 0.204
19 45 A 1 0 0 0.862 1.602 1 0.249
20 35 R 0 1 0 1.753 2.641 1 0.490
21 22 A 1 0 0 4.409 5.059 1 0.421

2. t¶abl¶azat. Utaz¶asi m¶od v¶alaszt¶asa adott ¶eletkor (¶ev) mellett

4A maxim¶al¶ast a param¶eterek tekintet¶eben |az 1{5. t¶abl¶ak eset¶en| a MS O±ce 2003
Excel-Solver modulj¶aval v¶egeztÄuk el. Ezzel pontbecsl¶est nyertÄunk a param¶eterekre.
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A fenti modell becsl¶ese statisztikai szoftverekben standard m¶odon, kÄozvet-
lenÄul el¶erhet}o ¶ugy, hogy 21 meg¯gyel¶es (case) mellett az ¶Eletkor a kovari¶ans
¶es C az eredm¶enyv¶altoz¶o.

Ha tÄobb, rendre x1; x2; . . . ; xk magyar¶az¶o v¶altoz¶ot tartalmaz a modell, ak-
kor a regresszi¶os param¶eterek kÄore is megfelel}oen b}ovÄul, de a modell l¶enyegileg
v¶altozatlan marad. P¶eld¶aul h¶arom magyar¶az¶o v¶altoz¶ot haszn¶alva (¶Eletkor,
JÄovedelem, Nem) h¶arom alternat¶³v¶ahoz a k¶et tengelymetszet mellett m¶eg 3¤
2 = 6 meredeks¶eget is becsÄulnÄunk kell. Ha pedig olyan nomin¶alis magyar¶az¶o
v¶altoz¶oval b}ov¶³tjÄuk a modellt, melynek kett}on¶el tÄobb kimenete van (lak¶ohely
szerint Budapest, TÄobbi v¶aros, KÄozs¶eg), akkor az indik¶ator v¶altoz¶ok sz¶ama
kett}ovel (B, Tv), a param¶eterek sz¶ama pedig 2 ¤ 2 = 4-gyel emelkedik. Mint
l¶athat¶o, a PL modell nem takar¶ekos a param¶eterekkel, ¶es a param¶eterek
¶ertelmez¶ese a mindenkori referencia alternat¶³va viszonylat¶at ig¶enyli.

3 A felt¶eteles logit modell esete

A felt¶eteles (conditional) logit modell (CL) akkor alkalmazand¶o, ha a dÄont¶es
kimenet¶et magyar¶az¶o v¶altoz¶o alternat¶³va-speci¯kus, annak valamely tulaj-
dons¶ag¶at ¶³rja le. JelÄolje Z az alternat¶³v¶ak egy jellemz}oj¶et: p¶eld¶ankban az
utaz¶as id}oig¶eny¶et. Meg¯gyel¶esÄunk most nem az individuumra, hanem az
Äosszes el}ofordul¶o ZgI (I = 1; 2; . . . ; n; g = 1; 2; . . . ; mI) utaz¶asi id}ore (¶or¶aban
m¶erve) ir¶anyul. A meg¯gyelt eseteket az individuumok n sz¶am¶u r¶etegre
bontj¶ak, ¶es adott r¶etegen belÄul egy alternat¶³va kiv¶alaszt¶asra kerÄul, a tÄobbi
nem.

A 21 ¤ 3 = 63 meg¯gyel¶est (esetet) 21 r¶etegre bontva a 3. t¶abla tartal-
mazza. Az egyes alternat¶³v¶ak id}oig¶eny¶et adott individuum eset¶en az AI ,
RI ¶es V I oszlopok azonos¶³tj¶ak, de magyar¶az¶o v¶altoz¶onk csak egy van, az
utaz¶as id}oig¶enye . Valamennyi esetet szeml¶elve a dÄont¶es kimenet¶et bin¶arisan
k¶odoljuk: SgI = 1, ha a g alternat¶³va kiv¶alaszt¶asra kerÄult az I r¶etegben,
¶es SgI = 0, ha nem. Az eredm¶enyv¶altoz¶o megfelel}o r¶etegzett ¶ert¶eke teh¶at:
SgI . A kiv¶alaszt¶as el}orejelz¶ese ¶³gy egy r¶etegzett, dichotom logit modell alka-
lmaz¶as¶ara vezetett. E modell param¶etere alternat¶³va-fÄuggetlen, glob¶alis, min-
den meg¯gyel¶esre egyform¶an ¶erv¶enyes. E param¶eterek becsl¶ese a CL modell
speci¶alis alkalmaz¶as¶aval val¶os¶³that¶o meg.

A CL modell l¶enyeg¶et seg¶³t megvil¶ag¶³tani, ha el}obb kÄulÄon az I = 1 in-
dividuumot (r¶eteget) tekintjÄuk, aki a repÄul}ot v¶alasztotta, teh¶at eset¶eben a
h¶aromelem}u bin¶aris dÄont¶esi szekvencia: dR = [0; 1; 0]. Ennek likelihoodja a
dichotom logit modell alapj¶an:

LRI =
1

1 + e®+µZAI
¢ e®+µZRI

1 + e®+µZRI
¢ 1

1 + e®+µZV I
;

ahol ® ¶es µ glob¶alis param¶eterek. A dÄont¶eshoz¶o azonban v¶alaszthatott volna
m¶ask¶eppen is. Ragaszkodva ahhoz, hogy csak egy alternat¶³v¶at v¶alaszthat,
a tov¶abbi lehet}os¶egei rendre a dA = [1; 0; 0] ¶es a dV = [0; 0; 1] szekvenci¶ak,
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melyek likelihoodjai rendre:

LAI =
e®+µZAI

1 + e®+µZAI
¢ 1

1 + e®+µZRI
¢ 1

1 + e®+µZV I
;

LV I =
1

1 + e®+µZAI
¢ 1

1 + e®+µZRI
¢ e®+µZV I

1 + e®+µZV I
:

Ezek birtok¶aban a C 2 fA;R; V g alternat¶³va kiv¶alaszt¶as¶anak a felt¶eteles
val¶osz¶³n}us¶ege az I egy¶en eset¶eben a megfelel}o likelihood statisztikai megosz-
l¶asa a h¶arom likelihood Äosszeg¶eben, ¶altal¶aban pedig:

PCI =
LCIPmI

g=1 LgI
=

eµZCI

PmI

g=1 eµZgI
=

1PmI

g=1 eµ(ZgI¡ZCI)
:

VegyÄuk ¶eszre, hogy a likelihoodok kÄozÄos nevez}oje ¶es a glob¶alis tengely-
metszet elimin¶al¶odik a val¶osz¶³n}us¶egb}ol, ez¶ert szerepeltet¶esÄuk fÄolÄosleges.5 A
magyar¶az¶o v¶altoz¶o egys¶egnyi abszol¶ut nÄovekm¶eny¶enek a kiv¶alaszt¶asi val¶o-
sz¶³n}us¶egre gyakorolt hat¶asa a magyar¶az¶o Z v¶altoz¶o alternat¶³v¶ak kÄozÄotti in-
gadoz¶as¶at¶ol fÄugg, ¶es konstans.

V¶egÄul a µ param¶eter tekintet¶eben maxim¶aland¶o likelihood a r¶etegen belÄuli
kiv¶alaszt¶asi val¶osz¶³n}us¶egek szorzata:

L =
nY

I=1

mIY

g=1

(PgI)
SgI ! max :

Az egyetlen v¶altoz¶onkhoz tartoz¶o µ param¶eter ML becsl¶ese µ̂ = ¡0:26549.
¶Igy az I = 1 egy¶en eset¶en a repÄul}os ¶ut kiv¶alaszt¶as¶anak a val¶osz¶³n}us¶ege:

PRI =
0:303

0:07 + 0:303 + 0:062
= 0:697 :

Az ily m¶odon kalkul¶alt 21 darab PC val¶osz¶³n}us¶eg L szorzata a 3. t¶abl¶aban a
fenti koe±ciens mellett maxim¶alis, ¶es a ¡2 lnL statisztika ¶ert¶eke 33:629.

Ha tÄobb, rendre Z1; Z2; . . . ; Zq magyar¶az¶o v¶altoz¶ot tartalmaz a modell,
akkor a regresszi¶os param¶eterek kÄore is megfelel}oen b}ovÄul.

5A felt¶eteles logit PCI val¶osz¶³n}us¶eg¶enek a nevez}oje az¶ert tartalmaz annyi Äosszeadand¶ot,
ah¶any alternat¶³va van, mert az individuum csak egy alternat¶³v¶at v¶alaszthat ki, ¶³gy az
egy darab 1 Äosszes permut¶aci¶oinak a sz¶ama megegyezik az alternat¶³v¶ak sz¶am¶aval. Ha
h¶aromn¶al tÄobb alternat¶³va kÄozÄul egyn¶el tÄobbet is v¶alaszthatunk, p¶eld¶aul kett}ot, akkor az
Äosszes olyan permut¶aci¶ok sz¶ama melyek a szekvenci¶aban k¶et helyen tartalmaznak 1 ¶ert¶eket,
m¶ar megsokszoroz¶odik.
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R¶eteg (I) AI RI VI SA SR SV eµAI eµRI eµV I PC
1 10 4.5 10.5 0 1 0 0.070 0.303 0.062 0.697
2 5.5 4 7.5 1 0 0 0.232 0.346 0.137 0.325

3 4.5 6 5.5 0 0 1 0.303 0.203 0.232 0.314
4 3.5 2 5 0 0 1 0.395 0.588 0.265 0.212
5 1.5 4.5 4 1 0 0 0.671 0.303 0.346 0.509
6 10.5 3 10.5 0 1 0 0.062 0.451 0.062 0.786
7 7 3 9 1 0 0 0.156 0.451 0.092 0.223
8 9 3.5 9 0 1 0 0.092 0.395 0.092 0.683
9 4 5 5.5 1 0 0 0.346 0.265 0.232 0.410
10 22 4.5 22.5 0 1 0 0.003 0.303 0.003 0.982
11 7.5 5.5 10 0 1 0 0.137 0.232 0.070 0.529
12 11.5 3.5 11.5 0 0 1 0.047 0.395 0.047 0.096

13 3.5 4.5 4.5 1 0 0 0.395 0.303 0.303 0.395
14 12 3 11 0 1 0 0.041 0.451 0.054 0.826
15 18 5.5 20 0 1 0 0.008 0.232 0.005 0.946
16 23 5.5 21.5 0 1 0 0.002 0.232 0.003 0.977
17 4 3 4.5 0 1 0 0.346 0.451 0.303 0.410
18 5 2.5 7 0 0 1 0.265 0.515 0.156 0.167
19 3.5 2 7 1 0 0 0.395 0.588 0.156 0.347
20 12.5 3.5 15.5 0 1 0 0.036 0.395 0.016 0.883
21 1.5 4 2 1 0 0 0.671 0.346 0.588 0.418

3. t¶abl¶azat. Utaz¶asi m¶od v¶alaszt¶asa az utaz¶asi id}o (¶ora) fÄuggv¶eny¶eben

4 A ,,vegyes" modell alkalmaz¶asa

A val¶os¶agh}u alkalmaz¶as mind a v¶alaszt¶o individuum, mind a v¶alasztand¶o
alternat¶³va jegyeit ¯gyelembe veszi. Ekkor a C alternat¶³va I egy¶en ¶altal val¶o
kiv¶alaszt¶as¶anak a val¶osz¶³n}us¶ege:

PCI =
e®C+¯CxI+µZCI

Pm
g=1 e®g+¯gxI+µZgI

j ®m = ¯m = 0 :

A ML becsl¶essel nyert koe±cienseket a 4. t¶abla kÄozli, melyekre az 5. t¶abl¶aban
foglalt 21 db PC val¶osz¶³n}us¶eg szorzata maxim¶alis: a ¡2 lnL statisztika ¶ert¶eke
27:46433.

V¶altoz¶o Koe±ciens
Glob¶alis Aut¶o RepÄul}o Vonat

Tengelymetszet 2.5007 -2.7792 0
¶Eletkor -0.07830 0.0169 0
Utaz¶asi id}o -0.6085

4. t¶abl¶azat. A vegyes modell ML koe±ciensei
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2:5 + ¡2:779 +
I AI RI V I Kor C ¡:078Kor + :017Kor + ¡:608V I PC

¡:608AI ¡:608RI
1 10 4.5 10.5 32 R ¡6:089 ¡4:975 ¡6:389 0.636
2 5.5 4 7.5 13 A ¡1:864 ¡4:993 ¡4:564 0.900
3 4.5 6 5.5 41 V ¡3:446 ¡5:735 ¡3:347 0.501
4 3.5 2 5 41 V ¡2:838 ¡3:301 ¡3:042 0.333
5 1.5 4.5 4 47 A ¡2:090 ¡4:721 ¡2:434 0.561
6 10.5 3 10.5 24 R ¡5:766 ¡4:197 ¡6:389 0.757
7 7 3 9 27 A ¡3:871 ¡4:147 ¡5:476 0.510
8 9 3.5 9 21 R ¡4:619 ¡4:553 ¡5:476 0.428
9 4 5 5.5 23 A ¡1:733 ¡5:431 ¡3:347 0.817
10 22 4.5 22.5 30 R ¡13:233 ¡5:009 ¡13:691 0.999
11 7.5 5.5 10 58 R ¡6:602 ¡5:143 ¡6:085 0.616

12 11.5 3.5 11.5 36 V ¡7:314 ¡4:299 ¡6:997 0.060
13 3.5 4.5 4.5 43 A ¡2:994 ¡4:788 ¡2:738 0.407
14 12 3 11 33 R ¡7:384 ¡4:045 ¡6:693 0.904
15 18 5.5 20 30 R ¡10:799 ¡5:618 ¡12:169 0.993
16 23 5.5 21.5 28 R ¡13:685 ¡5:652 ¡13:082 0.999
17 4 3 4.5 44 R ¡3:377 ¡3:858 ¡2:738 0.176
18 5 2.5 7 37 V ¡3:437 ¡3:673 ¡4:259 0.197
19 3.5 2 7 45 A ¡3:151 ¡3:234 ¡4:259 0.444
20 12.5 3.5 15.5 35 R ¡7:844 ¡4:316 ¡9:431 0.966
21 1.5 4 2 22 A ¡0:134 ¡4:840 ¡1:217 0.742

5. t¶abl¶azat. Utaz¶asi m¶od v¶alaszt¶asa az ¶eletkor (¶ev) ¶es az utaz¶asi id}o (¶ora) fÄuggv¶eny¶eben

A vegyes modellben annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy az I = 1 szem¶ely a
repÄul}os utat v¶alasztja:

PR1 =
e¡4:975

e¡6:089 + e¡4:975 + e¡6:389
= 0:636 :

Mint l¶athat¶o, a vegyes modell individu¶alis v¶altoz¶oj¶anak param¶etere alter-
nat¶³va-speci¯kus, m¶³g az alternat¶³va-speci¯kus v¶altoz¶o param¶etere glob¶alis.
Ez neh¶ezs¶eget okoz akkor, ha szimult¶an becsl¶esÄukre (az alkalmazott statiszti-
kai szoftver adotts¶aga miatt) a polichotom logit m¶odszer ¶es a felt¶eteles logit
m¶odszer csak szepar¶altan h¶³vhat¶o fel. K¶ezenfekv}o megold¶as az individu¶alis
v¶altoz¶ot is globaliz¶alni.

5 A vegyes modell glob¶alis param¶eterez¶ese

TekintsÄuk az i = 1; 2; . . . ; nm egyedi v¶alaszt¶asi (utaz¶asi) lehet}os¶egeket, me-
lyeket az individuumok n r¶etegbe sorolnak. De¯ni¶aljuk az X glob¶alis v¶altoz¶o
¶ert¶ekeit az Xi (i = 1; 2; . . . ; nm) m¶odon, ahol i egy (g; I) p¶aros¶³t¶ast k¶epvisel.
Azonos¶³tsa tov¶abb¶a a Dg glob¶alis indik¶ator v¶altoz¶o 1 ¶ert¶ekkel a g alternat¶³v¶at,

¶ert¶eke egy¶ebk¶ent 0. ¶Igy, az indik¶ator v¶altoz¶ok felhaszn¶al¶as¶aval X hat¶asa a
kiv¶alaszt¶asra a °0 +°1Xi modell szerint alakul, ahol a ° glob¶alis param¶eterek
alternat¶³vafÄugg}ok, az al¶abbiaknak megfelel}oen:

°0 =
mX

g=1

®gDg ; °1 =
mX

g=1

¯gDg ; (®m = ¯m = 0) :
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¶Igy a glob¶alis X v¶altoz¶o line¶aris hat¶asa:
mX

g=1

®gDg +
mX

g=1

¯g(DgXi) :

Alkoss¶ak most a Z v¶altoz¶ok kÄor¶et egyfel}ol az eredetileg is Z jelleg}u v¶altoz¶o,
m¶asfel}ol az alternat¶³v¶at azonos¶³t¶o Dg v¶altoz¶ok, v¶egÄul ezen indik¶ator v¶alto-
z¶oknak az X v¶altoz¶oval vett Dg ¤ X = DgX interakci¶oi. A C utaz¶asi m¶od
kiv¶alaszt¶as¶anak a val¶osz¶³n}us¶ege az I individuum ¶altal (az ¶eletkort ¶es az utaz¶as
idej¶et egyidej}uleg ¯gyelembe v¶eve):

PCI =
e®CDC+¯C(DCXCI)+µZCI

Pm
g=1 e®gDg+¯g(DgXgI)+µZgI

(®m = ¯m = 0) ;

ahol a param¶eterek becsl¶ese a felt¶eteles likelihood maxim¶al¶as¶at ig¶enyli.
A fenti m¶odon de¯ni¶alt, p¶eldabeni adatainkat a 6. t¶abla ¶³rja le. E strukt¶u-

r¶aban adott individuum v¶alaszt¶asi halmaza egy Äon¶all¶o r¶eteget (strata) alkot,
melyen belÄul mindegyik alternat¶³va egy Äon¶all¶o meg¯gyel¶est (sort) ig¶enyel. Az
adat¶allom¶anyban a sorok sz¶ama 21 ¤ 3 = 63, a r¶etegek sz¶ama 21, ¶es mind-
egyik r¶eteg 3 alternat¶³v¶at tartalmaz. Az S indik¶ator v¶altoz¶o azt jelzi, hogy
az alternat¶³va kiv¶alaszt¶asra kerÄult vagy sem. A DA ¶es DR indik¶ator v¶altoz¶ok
rendre az ,,aut¶os" ¶es a ,,repÄul}os" utat azonos¶³tj¶ak, mikÄozben a ,,vonatutaz¶as"
a referencia alternat¶³va. (A t oszlop tartalma a kÄovetkez}o fejezetben kerÄul
de¯ni¶al¶asra.)

Ha a param¶eterbecsl¶eshez felt¶eteles maximum likelihood program nem
¶all rendelkez¶esre, akkor a probl¶ema t¶ul¶el¶esi modellk¶ent val¶o megfogalmaz¶asa
ny¶ujt megfelel}o eredm¶enyt. Ennek sor¶an minden kiv¶alaszt¶ast mint bekÄovet-
kezett esem¶enyt, a ki nem v¶alaszt¶asokat pedig mint k¶es}obb bekÄovetkezend}o
esem¶enyeket kezeljÄuk, majd az ,,esem¶enyig" tart¶o id}otartam alakul¶as¶at mo-
dellezzÄuk magyar¶az¶o v¶altoz¶ok ismerete mellett.

Ennek egyik eszkÄoze a Cox -regresszi¶o, mely speci¶alis kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott
a CL modell megold¶as¶at ny¶ujtja (Kuhfeld (2003)).

I M¶od Id}o Kor S t DA DR DA ¤Kor DR ¤Kor
1 A 10.0 32 0 2 1 0 32 0
1 R 4.5 32 1 1 0 1 0 32
1 V 10.5 32 0 2 0 0 0 0
2 A 5.5 13 1 1 1 0 13 0
2 R 4.0 13 0 2 0 1 0 13
2 V 7.5 13 0 2 0 0 0 0
3 A 4.5 41 0 2 1 0 41 0
3 R 6.0 41 0 2 0 1 0 41
3 V 5.5 41 1 1 0 0 0 0
4 A 3.5 41 0 2 1 0 41 0
4 R 2.0 41 0 2 0 1 0 41
4 V 5.0 41 1 1 0 0 0 0
5 A 1.5 47 1 1 1 0 47 0
5 R 4.5 47 0 2 0 1 0 47
5 V 4.0 47 0 2 0 0 0 0

6. t¶abl¶azat. Vegyes modell interakci¶okkal
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I M¶od Id}o Kor S t DA DR DA ¤Kor DR ¤Kor
6 A 10.5 24 0 2 1 0 24 0
6 R 3.0 24 1 1 0 1 0 24
6 V 10.5 24 0 2 0 0 0 0
7 A 7.0 27 1 1 1 0 27 0
7 R 3.0 27 0 2 0 1 0 27
7 V 9.0 27 0 2 0 0 0 0
8 A 9.0 21 0 2 1 0 21 0
8 R 3.5 21 1 1 0 1 0 21
8 V 9.0 21 0 2 0 0 0 0
9 A 4.0 23 1 1 1 0 23 0
9 R 5.0 23 0 2 0 1 0 23
9 V 5.5 23 0 2 0 0 0 0
10 A 22.0 30 0 2 1 0 30 0
10 R 4.5 30 1 1 0 1 0 30
10 V 22.5 30 0 2 0 0 0 0
11 A 7.5 58 0 2 1 0 58 0
11 R 5.5 58 1 1 0 1 0 58
11 V 10.0 58 0 2 0 0 0 0
12 A 11.5 36 0 2 1 0 36 0
12 R 3.5 36 0 2 0 1 0 36
12 V 11.5 36 1 1 0 0 0 0
13 A 3.5 43 1 1 1 0 43 0
13 R 4.5 43 0 2 0 1 0 43
13 V 4.5 43 0 2 0 0 0 0
14 A 12.0 33 0 2 1 0 33 0
14 R 3.0 33 1 1 0 1 0 33
14 V 11.0 33 0 2 0 0 0 0
15 A 18.0 30 0 2 1 0 30 0
15 R 5.5 30 1 1 0 1 0 30
15 V 20.0 30 0 2 0 0 0 0
16 A 23.0 28 0 2 1 0 28 0
16 R 5.5 28 1 1 0 1 0 28
16 V 21.5 28 0 2 0 0 0 0
17 A 4.0 44 0 2 1 0 44 0
17 R 3.0 44 1 1 0 1 0 44
17 V 4.5 44 0 2 0 0 0 0

18 A 5.0 37 0 2 1 0 37 0
18 R 2.5 37 0 2 0 1 0 37
18 V 7.0 37 1 1 0 0 0 0

19 A 3.5 45 1 1 1 0 45 0
19 R 2.0 45 0 2 0 1 0 45
19 V 7.0 45 0 2 0 0 0 0

20 A 12.5 35 0 2 1 0 35 0
20 R 3.5 35 1 1 0 1 0 35
20 V 15.5 35 0 2 0 0 0 0
21 A 1.5 22 1 1 1 0 22 0
21 R 4.0 22 0 2 0 1 0 22
21 V 2.0 22 0 2 0 0 0 0

6. t¶abl¶azat. Vegyes modell interakci¶okkal (folyt.)

6 A Cox-regresszi¶o: ,,proportional hazards"

JelÄolje t a vizsg¶alt ,,esem¶eny" bekÄovetkez¶es¶eig a meg¯gyel¶es (folyamat) kez-
det¶et}ol eltelt id}o hossz¶at: ,,event time". E peri¶odus v¶altoz¶o id}otartam¶at a



122 Hajdu Ott¶o

modell szerint a Z1, Z2, . . . magyar¶az¶o v¶altoz¶ok szintjei indokolj¶ak, ¶es tj a
meg¯gyelt id}otartamok nÄovekv}o rangsor¶aban a j-edik, mikÄozben fj annak a
gyakoris¶aga, hogy tj eltelt id}o mellett a vizsg¶alt esem¶enyt h¶anyszor ¶eszleltÄuk:6

t1(f1) < t2(f2) < . . . < tj(fj) < . . . tk(fk) :

Ha egy individuum |akin¶el a folyamat m¶ar elindult, de| valami ok folyt¶an
kikerÄul a meg¯gyel¶esi kÄorb}ol az esem¶eny bekÄovetkez¶ese n¶elkÄul , akkor az il-
let}o meg¯gyel¶est cenzor¶alt (censored) esetk¶ent kezeljÄuk. JelÄolje tov¶abb¶a Rj

mindazon indexek ¶altal alkotott kock¶azati csoportot, akik kÄozvetlen a tj id}ot
megel}oz}oleg ki vannak t¶eve az esem¶eny kock¶azat¶anak. E kock¶azati kÄorben az
,,event time" legal¶abb tj , ¶es a tj mellett cenzor¶alt esetek tagjai e kock¶azati
csoportnak. Ekkor annak felt¶eteles val¶osz¶³n}us¶ege, hogy valamely individuum
meg¶eli a tj id}ot, de ut¶ana az esem¶eny rÄogtÄon bekÄovetkezik, nem m¶as, mint a
,,hazard-ratio" megoszl¶asa:

PZ =
e¯T Z

P
l2Rj

e¯T Zl
:

E val¶osz¶³n}us¶egek szorzata valamennyi t id}ore (s¶ulyozottan fel¶³rva) a Breslow-
f¶ele likelihood fÄuggv¶enyt adja:

L(¯) =
kY

j=1

e¯T Z+
j

³P
l2Rj

e¯T Zl

´fj
! max ;

ahol Z+
j a megfelel}o magyar¶az¶o v¶altoz¶o Äosszegz¶es¶et jelÄoli mindazokra, akikn¶el

az esem¶eny a tj id}opontban bekÄovetkezett. (A s¶ulyozatlan eset, mikor fj = 1
minden j-re, speci¶alisan a Cox-f¶ele parci¶alis likelihood fÄuggv¶enyt eredm¶enyezi.)
Ha a minta I = 1; 2; . . . ; n r¶etegre van bontva, akkor a Breslow-likelihood
egyszer}uen a r¶etegen belÄuli likelihoodok szorzata:

L(¯) =
nY

I=1

LI(¯) :

Ahhoz, hogy a Breslow-likelihood a felt¶eteles logit likelihoodj¶aval ekvivalens
legyen, az al¶abbiak szÄuks¶egesek:

1. A meg¯gyel¶eseket az individuumok szerinti r¶etegekre (strata) bontjuk,

2. a kiv¶alasztott C alternat¶³v¶ahoz a status v¶altoz¶oban S = 1 (event)
¶ert¶eket, a ki nem v¶alasztott alternat¶³v¶akhoz pedig az S = 0 (censored)
¶ert¶eket rendeljÄuk,

3. a kiv¶alasztott C alternat¶³v¶ahoz mindig t = 1 ,,event time", a ki nem
v¶alasztott alternat¶³v¶akhoz pedig egy nagyobb (k¶es}obbi), de egyÄontet}uen
t = 2 ,,censored time" ¶ert¶eket rendelÄunk,

6A t¶ul¶el¶esi modell n¶eh¶any alapfogalm¶at l¶asd a FÄuggel¶ekben!
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4. mivel a diszkr¶et kiv¶alaszt¶asi modellben a ,,t" v¶altoz¶o adott ¶ert¶eke szÄuk-
s¶egszer}uen tÄobbszÄor fordul el}o, ez¶ert ha e kÄot¶esek (ties) kezel¶es¶ere az al-
kalmazott szoftverben opcion¶alisan m¶as t¶³pus is v¶alaszthat¶o (l¶asd SAS),
akkor kifejezetten a Breslow-likelihood v¶alasztand¶o.

A 6. t¶abla adataira a Cox-regresszi¶ot alkalmazva visszakapjuk a kor¶abban
m¶ar megismert (Excel-Solver) megold¶asokat, az al¶abbiak szerint:

1. r¶etegk¶epz}o ,,strata" v¶altoz¶o: ,,Individuum",

2. a ,,status" v¶altoz¶o: S,

3. az ,,event time" v¶altoz¶o: t,

4. a kovari¶ansok: Utaz¶asi id}o, DA, DR, DA ¤ Kor, DR ¤ Kor.

A (B) pontbecsl¶esek mellett aszimptotikus standard hib¶akat (SE), par-
ci¶alis Wald-statisztik¶akat, szigni¯kancia-¶ert¶ekeket, exp(B) ,,hazard-ratio" ¶er-
t¶ekeket ¶es 95%-os kon¯dencia intervallumokat is nyerÄunk. Az SPSS program-
mal kapott eredm¶enyeket a 7. t¶abla kÄozli.

Eszerint 5 sz¶azal¶ekos szigni¯kancia szinten csak az utaz¶as id}otartama hat
szigni¯k¶ansan a v¶alaszt¶asra. Tov¶abbmenve, ha az utaz¶as 1 ¶or¶aval tov¶abb tart,
akkor a k¶erd¶eses utaz¶asi m¶od kiv¶alaszt¶as¶anak az es¶elye 100¢(1¡0:544) = 45:6
sz¶azal¶ekkal csÄokken. A tÄobbi param¶eter tesztel¶ese ¶es az exp(B) ,,hazard-
ratio" ¶ertelmez¶ese anal¶og.

Az el}oz}oekben modellenk¶ent rendre kÄozÄoltÄuk a Likelihood Ratio t¶³pus¶u
goodness-of-¯t statisztik¶ak ¡2 lnL ¶ert¶ekeit. A h¶aromf¶ele modell ¶ugy ¶³t¶elend}o
meg, hogy a tÄok¶eletesen illeszked}o szatur¶alt modell eset¶en ¡2 lnL = 0, m¶³g a
kovari¶anst nem tartalmaz¶o ,,intercept only" ¶un. null-modell eset¶en ¡2 lnL =
46:142. E hat¶arok kÄozÄott az egyes v¶altoz¶ok l¶ep¶esenk¶enti szelekt¶al¶as¶ara is
lehet}os¶eg ny¶³lik, melynek eredm¶enyeit a 8. t¶abla kÄozli.

V¶altoz¶o B SE Wald df p-value exp(B) Lower Upper

Utaz¶asi id}o -.608 .271 5.031 1 .025 .544 .320 .926
DA 2.501 2.396 1.089 1 .297 12.191 .111 1334.724
DR -2.779 3.529 .620 1 .431 .062 .000 62.686
DA ¤Kor -.078 .063 1.527 1 .217 .925 .817 1.047
DR ¤Kor .017 .074 .052 1 .820 1.017 .879 1.177

7. t¶abl¶azat. A vegyes modell param¶eterbecsl¶ese a Cox-regresszi¶ob¶ol

Bevont v¶altoz¶o ¡2 lnL Chi2 df p-value Chi2 v¶altoz¶as df p-value
1.: Utaz¶asi id}o 33.629 11.988 1 .001 12.513 1 0.000
2.: DR 30.284 13.522 2 .001 3.345 1 0.067
3.: DR ¤Kor 29.266 13.940 3 .003 1.018 1 0.313
4.: DA ¤Kor 28.739 13.966 4 .007 0.527 1 0.468
5.: DA 27.464 15.361 5 .009 1.274 1 0.259

8. t¶abl¶azat. A likelihood-ar¶any javul¶asa v¶altoz¶or¶ol v¶altoz¶ora
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Els}o l¶ep¶esben csak az Utaz¶asi id}o, az utols¶o l¶ep¶esben pedig mind az Äot
magyar¶az¶o v¶altoz¶o a modellben szerepel. A null -modellt}ol val¶o elt¶avolod¶ast
m¶er}o Chi2 statisztika m¶eg a legb}ovebb modellt is szigni¯k¶ansnak ¶³t¶eli 1%-
os szinten, b¶ar a df szabads¶agi fok a modell komplexit¶as¶anak nÄoveked¶es¶evel
gyorsabban n}ott, mint ahogy a ¡2 lnL c¶elfÄuggv¶eny csÄokkent. A Chi2 l¶ep¶e-
senk¶enti v¶altoz¶as¶at tesztelve l¶atszik, hogy az utols¶o h¶arom l¶ep¶esben bevont
t¶enyez}o modellb}ol val¶o kihagy¶asa megfontoland¶o.

7 FÄuggetlens¶eg az irrelev¶ans alternat¶³v¶akt¶ol

Az eddigi modellek mindegyike azon a feltev¶esen alapult, hogy az alter-
nat¶³v¶ak v¶alaszt¶asa fÄuggetlen egym¶ast¶ol: ,,Independence from Irrelevant Al-
ternatives" (IIA). Ez alatt az ¶ertend}o, hogy adott meg¯gyel¶esre b¶armely k¶et
alternat¶³va kiv¶alaszt¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶enek az egym¶ashoz val¶o OR (odds-ratio)
ar¶anya fÄuggetlen b¶armely m¶as alternat¶³v¶at¶ol. E feltev¶es lehet helyt¶all¶o, lehet
irre¶alis, viszont fenntart¶asa vagy elvet¶ese statisztikai tesztet ig¶enyel.

EsetÄunkben az utaz¶asi m¶odok ¶es az utaz¶asi id}ok kÄolcsÄonhat¶asai (inter-
akci¶oi) valamint az utaz¶asi m¶odok egym¶as kÄozti kapcsolatainak az utaz¶asi
id}ore gyakorolt hat¶asa vizsg¶alhat¶o.

Az alternat¶³v¶ak ¶es id}oig¶enyeik interakci¶oit megfogalmaz¶o modell

m¡1X

g=1

®gDg +
mX

g=1

µgDgZ ;

melyet tov¶abb b}ov¶³tve alternat¶³vakÄozi interakci¶ok hozz¶aad¶as¶aval

m¡1X

g=1

®gDg +
mX

g=1

µgDgZ +
mX

g=2

±gDgZg¡1 + ±1D1Zm

ad¶odik. L¶athat¶oan az alternat¶³v¶ak kÄozÄotti kapcsolatok tesztel¶es¶et most a
szomsz¶edos alternat¶³v¶ak vizsg¶alat¶ara egyszer}us¶³tettÄuk. A k¶et egym¶asba ¶a-
gyazott modell kÄozÄotti v¶alaszt¶as a param¶eterek egy csoportj¶ara vonatkoz¶o
hipot¶ezis tesztel¶es¶et ig¶enyli:

±1 = ±2 = . . . = ±m = 0 :

Az ¶ujonnan bevezetett magyar¶az¶o v¶altoz¶okat |a kor¶abban de¯ni¶alt v¶alto-
z¶okkal egyÄutt| a 9. t¶abla tartalmazza. P¶eld¶aul DR¤AI a repÄul}os alternat¶³va
indik¶ator v¶altoz¶oj¶anak ¶es az aut¶oval val¶o utaz¶asi id}onek a szorzata (repÄul}on
utazva tart addig az ¶ut, mint egy¶ebk¶ent aut¶on). Az eredm¶enyeket a t¶agabb,
meg nem szor¶³tott modellre a 10. t¶abla , a sz}uk¶³tett modellre pedig a 11. t¶abla
tartalmazza.

A k¶et modell kÄulÄonbs¶ege a ¡2 lnL statisztika tekintet¶eben 27:153¡24:781 =
2:372, mely df = 3 szabads¶agi fok mellett nem szigni¯k¶ans (a k¶et modell 3
param¶eterben kÄulÄonbÄozik). A h¶arom alternat¶³vakÄozi hat¶assal tÄort¶en}o b}ov¶³t¶es
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teh¶at nem jav¶³tja jelent}osen a likelihood krit¶eriumot, ¶³gy az egy¶eb alternat¶³-
v¶akt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eg hipot¶ezise jelen minta eset¶en fenntarthat¶o.

Felh¶³vjuk a ¯gyelmet v¶egÄul, hogy a Cox-regresszi¶o (Breslow-likelihood) al-
kalmaz¶asa a kiv¶alaszt¶onak megengedi, hogy v¶alaszt¶asi halmaz¶ab¶ol egyidej}uleg
ne csak egy, hanem tÄobb alternat¶³v¶at is kiv¶alasszon: adott individuum mel-
lett ennek megfelel}oen jelenik meg tÄobbszÄor a status v¶altoz¶o S = 1 ¶ert¶ekkel,
t = 1 ,,event time" ¶ert¶ek mellett.

I M¶od UI S t DA DR DV DAUI DRUI DV UI DRAI DV RI DAV I
1 A 10.0 N 2 1 0 0 10.0 .0 .0 .0 .0 10.5
1 R 4.5 I 1 0 1 0 .0 4.5 .0 10.0 .0 .0
1 V 10.5 N 2 0 0 1 .0 .0 10.5 .0 4.5 .0
2 A 5.5 I 1 1 0 0 5.5 .0 .0 .0 .0 7.5
2 R 4.0 N 2 0 1 0 .0 4.0 .0 5.5 .0 .0
2 V 7.5 N 2 0 0 1 .0 .0 7.5 .0 4.0 .0
3 A 4.5 N 2 1 0 0 4.5 .0 .0 .0 .0 5.5
3 R 6.0 N 2 0 1 0 .0 6.0 .0 4.5 .0 .0
3 V 5.5 I 1 0 0 1 .0 .0 5.5 .0 6.0 .0
4 A 3.5 N 2 1 0 0 3.5 .0 .0 .0 .0 5.0
4 R 2.0 N 2 0 1 0 .0 2.0 .0 3.5 .0 .0
4 V 5.0 I 1 0 0 1 .0 .0 5.0 .0 2.0 .0

5 A 1.5 I 1 1 0 0 1.5 .0 .0 .0 .0 4.0
5 R 4.5 N 2 0 1 0 .0 4.5 .0 1.5 .0 .0
5 V 4.0 N 2 0 0 1 .0 .0 4.0 .0 4.5 .0

6 A 10.5 N 2 1 0 0 10.5 .0 .0 .0 .0 10.5
6 R 3.0 I 1 0 1 0 .0 3.0 .0 10.5 .0 .0
6 V 10.5 N 2 0 0 1 .0 .0 10.5 .0 3.0 .0

7 A 7.0 I 1 1 0 0 7.0 .0 .0 .0 .0 9.0
7 R 3.0 N 2 0 1 0 .0 3.0 .0 7.0 .0 .0
7 V 9.0 N 2 0 0 1 .0 .0 9.0 .0 3.0 .0
8 A 9.0 N 2 1 0 0 9.0 .0 .0 .0 .0 9.0
8 R 3.5 I 1 0 1 0 .0 3.5 .0 9.0 .0 .0
8 V 9.0 N 2 0 0 1 .0 .0 9.0 .0 3.5 .0
9 A 4.0 I 1 1 0 0 4.0 .0 .0 .0 .0 5.5
9 R 5.0 N 2 0 1 0 .0 5.0 .0 4.0 .0 .0
9 V 5.5 N 2 0 0 1 .0 .0 5.5 .0 5.0 .0
10 A 22.0 N 2 1 0 0 22.0 .0 .0 .0 .0 22.5
10 R 4.5 I 1 0 1 0 .0 4.5 .0 22.0 .0 .0
10 V 22.5 N 2 0 0 1 .0 .0 22.5 .0 4.5 .0
11 A 7.5 N 2 1 0 0 7.5 .0 .0 .0 .0 10.0
11 R 5.5 I 1 0 1 0 .0 5.5 .0 7.5 .0 .0
11 V 10.0 N 2 0 0 1 .0 .0 10.0 .0 5.5 .0
12 A 11.5 N 2 1 0 0 11.5 .0 .0 .0 .0 11.5
12 R 3.5 N 2 0 1 0 .0 3.5 .0 11.5 .0 .0
12 V 11.5 I 1 0 0 1 .0 .0 11.5 .0 3.5 .0
13 A 3.5 I 1 1 0 0 3.5 .0 .0 .0 .0 4.5
13 R 4.5 N 2 0 1 0 .0 4.5 .0 3.5 .0 .0
13 V 4.5 N 2 0 0 1 .0 .0 4.5 .0 4.5 .0
14 A 12.0 N 2 1 0 0 12.0 .0 .0 .0 .0 11.0
14 R 3.0 I 1 0 1 0 .0 3.0 .0 12.0 .0 .0
14 V 11.0 N 2 0 0 1 .0 .0 11.0 .0 3.0 .0

9. t¶abl¶azat. Irrelev¶ans alternat¶³v¶ak fÄuggetlens¶egvizsg¶alata
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I M¶od UI S t DA DR DV DAUI DRUI DV UI DRAI DV RI DAV I
15 A 18.0 N 2 1 0 0 18.0 .0 .0 .0 .0 20.0
15 R 5.5 I 1 0 1 0 .0 5.5 .0 18.0 .0 .0
15 V 20.0 N 2 0 0 1 .0 .0 20.0 .0 5.5 .0
16 A 23.0 N 2 1 0 0 23.0 .0 .0 .0 .0 21.5
16 R 5.5 I 1 0 1 0 .0 5.5 .0 23.0 .0 .0
16 V 21.5 N 2 0 0 1 .0 .0 21.5 .0 5.5 .0
17 A 4.0 N 2 1 0 0 4.0 .0 .0 .0 .0 4.5
17 R 3.0 I 1 0 1 0 .0 3.0 .0 4.0 .0 .0
17 V 4.5 N 2 0 0 1 .0 .0 4.5 .0 3.0 .0
18 A 5.0 N 2 1 0 0 5.0 .0 .0 .0 .0 7.0
18 R 2.5 N 2 0 1 0 .0 2.5 .0 5.0 .0 .0
18 V 7.0 I 1 0 0 1 .0 .0 7.0 .0 2.5 .0
19 A 3.5 I 1 1 0 0 3.5 .0 .0 .0 .0 7.0
19 R 2.0 N 2 0 1 0 .0 2.0 .0 3.5 .0 .0
19 V 7.0 N 2 0 0 1 .0 .0 7.0 .0 2.0 .0
20 A 12.5 N 2 1 0 0 12.5 .0 .0 .0 .0 15.5
20 R 3.5 I 1 0 1 0 .0 3.5 .0 12.5 .0 .0
20 V 15.5 N 2 0 0 1 .0 .0 15.5 .0 3.5 .0
21 A 1.5 I 1 1 0 0 1.5 .0 .0 .0 .0 2.0
21 R 4.0 N 2 0 1 0 .0 4.0 .0 1.5 .0 .0
21 V 2.0 N 2 0 0 1 .0 .0 2.0 .0 4.0 .0

9. t¶abl¶azat. Irrelev¶ans alternat¶³v¶ak fÄuggetlens¶egvizsg¶alata (folyt.)

V¶altoz¶o B SE Wald df p-value exp(B)
DA -0.738 3.059 0.058 1 0.809 0.478

DR -3.624 3.480 1.084 1 0.298 0.027
DA ¤ UI -2.234 1.899 1.384 1 0.239 0.107
DR ¤ UI -0.101 0.686 0.022 1 0.883 0.904
DV ¤ UI 0.098 0.701 0.019 1 0.889 1.103
DR ¤AI 0.445 0.686 0.421 1 0.517 1.560
DV ¤ RI -0.532 0.635 0.703 1 0.402 0.587
DA ¤ V I 1.663 1.512 1.210 1 0.271 5.275

-2 Log Likelihood=24.781

10. t¶abl¶azat. Az alternat¶³v¶ak kereszthat¶asai

V¶altoz¶o B SE Wald df p-value exp(B)

DA 1.716 1.805 0.904 1 0.342 5.561
DR -3.601 3.306 1.187 1 0.276 0.027

DA ¤ UI -0.795 0.363 4.795 1 0.029 0.451
DR ¤ UI 0.122 0.590 0.043 1 0.837 1.129
DV ¤ UI -0.422 0.257 2.687 1 0.101 0.656

-2 Log Likelihood=27.153

11. t¶abl¶azat. Reduk¶alt modell alternat¶³va-kÄozi interakci¶ok n¶elkÄul

8 FÄuggel¶ek

A t¶ul¶el¶esi ,,survival" fÄuggv¶eny (t, T : id}o)

S(t) = Pr(T ¸ t) = 1 ¡ F (t) ;
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a ,,hazard rate" fÄuggv¶eny:

h(t) = lim
¢t!0

Pr(t · T · t + ¢t j T ¸ t)

¢t
=

f(t)

S(t)
;

Cox-,,proportional hazards":

h(t j x) =
f(t j x)

S(t j x)
= h0(t)e

xT ¯ ;

ahol h0(t) a ,,base-line hazard", ¶es a r¶etegzett ,,hazard" fÄuggv¶eny:

hg(t j x) = h0g(t)e
xT ¯ :

9 ÄOsszefoglal¶as

A tanulm¶any a diszkr¶et kiv¶alaszt¶asi modell param¶eterbecsl¶es¶enek a mik¶entj¶et
mutatja be illusztrat¶³v p¶eld¶an att¶ol fÄugg}oen, hogy csak az individuum, csak
az alternat¶³v¶ak, vagy mindkett}o jegyeire egyidej}uleg ¶all rendelkez¶esre infor-
m¶aci¶o. Az individu¶alis v¶altoz¶o megfelel}o ¶ert¶ek¶et valamennyi dÄont¶eshez hoz-
z¶arendelve, e globaliz¶alt v¶altoz¶o param¶etere kÄozÄos modellben becsÄulhet}o az
alternat¶³va-speci¯kus v¶altoz¶o egy¶ebk¶ent is glob¶alis param¶eter¶evel. Az elj¶ar¶as
felt¶eteles likelihood maxim¶al¶as¶at ig¶enyli, mely a standard Cox-regresszi¶ora
visszavezethet}o. A tanulm¶any ennek el}onyeire ir¶any¶³tja a ¯gyelmet. A Cox-
regresszi¶o alkalmaz¶asa r¶ev¶en mintav¶eteli kÄovetkeztet¶esekre, modellszelekci¶ora
is lehet}os¶eg ny¶³lik, tov¶abb¶a vizsg¶alhat¶o az IIA (independence from irrelevant
alternatives) hipot¶ezis, az alternat¶³v¶akhoz kÄot}od}o interakci¶ok param¶etereinek
szepar¶alt, vagy csoportos tesztel¶es¶evel.
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PARAMETER ESTIMATION FOR MULTINOMIAL DISCRETE CHOICE

MODEL USING COX-REGRESSION

Considering the so-called ,,multinomial discrete choice" model the focus of this
paper is on the estimation problem of the parameters. Especially, the basic question
arises how to carry out the point and interval estimation of the parameters when
the model is mixed i.e. includes both individual and choice-speci¯c explanatory
variables while a standard MDC computer program is not available for use. The
basic idea behind the solution is the use of the Cox-proportional hazards method of
survival analysis which is available in any standard statistical package and provided
a data structure satisfying certain special requirements it yields the MDC solutions
desired. The paper describes the features of the data set to be analysed.
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SZEM¶ELYES V¶ELETLENSZ¶AM GENER¶AL¶AS1

FERENCZI ZOLT¶AN { NEMETZ TIBOR

Gy}ori Sz¶echenyi Istv¶an Egyetem { MTA R¶enyi Alfr¶ed Mat. Int.

Digit¶alis dokumentumok, szerz}od¶esek al¶a¶³r¶as¶ahoz az al¶a¶³r¶o szem¶ely¶et}ol fÄugg}o,
¶altala gener¶alt v¶eletlen v¶eletlensz¶amokat c¶elszer}u haszn¶alni. V¶eletlen sz¶amok
gener¶al¶as¶anak err}ol az oldal¶ar¶ol sz¶amolunk be a jelen munk¶aban.

Hagyom¶anyos ¶es digit¶alis dokumentum

A kÄozelm¶ult tinta-pap¶³r, ¶³r¶og¶ep-pap¶³r vil¶ag¶aban tÄorv¶eny szab¶alyozta az ok-
m¶anyok form¶aj¶at ¶es tartalm¶at. TÄorv¶enyi el}o¶³r¶as hat¶arozta meg, hogy mikor
szab¶alyos egy al¶a¶³r¶as, egy c¶egszer}u al¶a¶³r¶as, amelyet kÄozjegyz}o hiteles¶³thet
a tÄorv¶eny sz¶am¶ara. Az elektronikus h¶³rkÄozl¶es vil¶ag¶aban ugyanilyen tÄorv¶enyi
szab¶alyoz¶asra kerÄult sor. A hagyom¶anyos pap¶³r- alap¶u vil¶agban az al¶a¶³r¶as azo-
nos¶³t¶as¶anak, hiteles¶³t¶es¶enek tÄobb ,,kell¶eke" is volt, ¶³gy maga az al¶a¶³r¶as, pecs¶et,
tan¶uk, illetve a kÄozjegyz}o. Az al¶a¶³r¶as c¶elja a hiteles¶³t¶es. Az, hogy igazolja:
a jogÄugylet meghat¶arozott tartalommal, adott helyen ¶es id}oben l¶etrejÄott. Az
al¶a¶³r¶as teh¶at azonos¶³that¶o, ¶es egyetlen szem¶elyhez kapcsol¶odik. A kÄozjegyz}o
feladata a hiteles¶³t¶es, illetve hiteles p¶eld¶any }orz¶ese ¶es arr¶ol m¶asolat kiad¶asa.

Ugyanez a feladat az elektronikus t¶arsadalomban, az elektronikus Äuzlet-
vitel vil¶ag¶aban kih¶³v¶ast jelent: az ¶ert¶ekes¶³t¶esi folyamat elektronikus eszkÄozÄok,
internet seg¶³ts¶eg¶evel zajlik, ami sz¶amos megoldand¶o k¶erd¶est vet fel, kezdve a
szem¶elyes adatok v¶edelm¶et}ol a tartalom biztons¶ag¶aig, a hozz¶af¶er¶esi jogokig,
¶es persze a ,,digit¶alis kÄozjegyz}o" ¶altal hiteles¶³tett elektronikus al¶a¶³r¶asig.

Elv¶ar¶asunk egy digit¶alis dokumentummal, okirattal szemben az, hogy
akkor legyen ¶erv¶enyes, ha teljesÄul, hogy

² Szerz}oje ¶es tartalma letagadhatatlan

² Meg¶allap¶³that¶o, hogy mikor k¶eszÄult (keltez¶es-igazol¶as).

² Sem szerz}oje, sem m¶as nem v¶altoztathatja meg (s¶ertetlens¶eg).

² Jogtalan hozz¶af¶er}o ne tudja elolvasni (bizalmass¶ag).

² Meg lehessen gy}oz}odni arr¶ol, hogy az k¶esz¶³tette, akinek vallja mag¶at
(hiteless¶eg).

Megold¶as: s}ur¶³tm¶eny (digit¶alis lenyomat) k¶esz¶³t¶es.

1Be¶erkezett: 2005. szeptember 18. E-mail: z.ferenczi@invitel.hu.
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S}ur¶³tm¶eny (digit¶alis lenyomat)

A digit¶alis h¶³rkÄozl¶es sor¶an tÄobbnyire hosszabb dokumentumok cser¶elnek gaz-
d¶at. Ezek egy r¶esz¶eben nem kÄovetelm¶eny, hogy azok tartalma titokban
maradjon. Sokkal gyakrabban ¶es er}osebben jelenik meg az a kÄovetelm¶eny,
hogy senki ne piszk¶alhasson bele a dokumentumba, vagy ha beleny¶ulnak,
akkor az legyen gyorsan felismerhet}o. Erre a c¶elra hossz¶u dokumentumokb¶ol
rÄovid lenyomatokat ¶all¶³tanak el}o, amelyek nagyon er}osen fÄuggnek az ere-
deti dokumentumokt¶ol. Ezek a rÄovid stringek olyanok, hogy gyakorlatilag
lehetetlen hozz¶ajuk olyan ¶uj dokumentumot konstru¶alni, amelyiknek ugyanez
a lenyomata. Ily m¶odon lehetetlen k¶et olyan dokumentumot konstru¶alni,
amelyeknek azonos a lenyomata. Ha a dokumentumban legal¶abb egy bitet
megv¶altoztatunk, akkor a megfelel}o lenyomatok sok bitben fognak kÄulÄonbÄozni.
A lenyomatokat ¶ugy de¯ni¶alj¶ak, hogy el}o¶all¶³t¶asuk kÄonny}u feladat legyen. Azt
a lek¶epez¶est, amely egy ilyen lek¶epez¶est el}o¶all¶³t, hash fÄuggv¶enynek nevezik.
A hash fÄuggv¶eny l¶enyeg¶eben v¶eve egy olyan transzform¶aci¶o, amely egy tet-
sz}oleges hossz¶u szÄoveg digit¶alis ujjlenyomat¶at k¶esz¶³ti el. Az ujjlenyomat ¯x
hossz¶u bitsorozat, amely jellemz}o az adott szÄovegre, ¶es amely digit¶alis al¶a¶³r¶as
protokoll szerves alkot¶or¶esze.

A hash fÄuggv¶enyeket eredetileg adatt¶arol¶asra ¶es adatbankokban val¶o ke-
res¶esre dolgozt¶ak ki. L¶enyeg¶eben az ott el¶ert eredm¶enyeket haszn¶alj¶ak fel a
kriptogr¶a¯¶aban is, ahol azonban tov¶abbi felt¶etelekre is ¯gyelemmel kell lenni.

A hash fÄuggv¶ennyel szembeni elv¶ar¶asokat a kÄovetkez}o kÄovetelm¶enyek Äosz-
szegezik:

1. Gyakorlatilag lehetetlen egy adott outputhoz olyan dokumentumot kon-
stru¶alni, amelyikhez a hash fÄuggv¶eny ugyanazt az outputot rendeli.

2. Gyakorlatilag lehetetlen 2 olyan dokumentumot konstru¶alni, amelyek
azonos hash ¶ert¶eket eredm¶enyeznek.

3. Ha legal¶abb egy bitet egy dokumentumban megv¶altoztatunk, akkor a
megfelel}o hash ¶ert¶ekek tÄobb bitben kÄulÄonbÄoznek.

4. Elegend}o hossz¶us¶ag¶u bementi dokumentum eset¶en a s}ur¶³tm¶eny v¶elet-
lenszer}uen viselkedik. 5-6 darab 32 bites sz¶ob¶ol ¶all¶o bemenet m¶ar ,,ele-
gend}oen" hossz¶unak tekinthet}o.

A 4. tulajdons¶ag, a v¶eletlenszer}us¶eg kÄulÄon komment¶art ig¶enyel. Az iroda-
lomban nem tal¶alhat¶o ,,sz¶ep" hivatkoz¶as arra, hogy ez a tulajdons¶ag val¶oban
teljesÄul. A konkr¶et alkalmaz¶ashoz arra van szÄuks¶eg, hogy a s}ur¶³tm¶eny b¶armi-
lyen eloszl¶as¶u bemeneti string eset¶en is egyenletes eloszl¶as¶u stringnek legyen
tekinthet}o. Igaz¶ab¶ol enn¶el kevesebb is elegend}o, el¶eg ¶ugynevezett felcser¶el-
het}o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okb¶ol ¶all¶o bemeneti v¶altoz¶okra igazolni (teh¶at egy
adott sorozatnak ugyanakkora a val¶osz¶³n}us¶ege, mint a sorrend b¶armely per-
mut¶al¶as¶aval ad¶od¶o sorozatoknak). E mÄogÄott az ¶all¶³t¶as mÄogÄott egy hat¶ar¶ert¶ek-
t¶etel ¶all: Ha (majdnem) fÄuggetlen, (majdnem) azonos eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶o sorozatot n¶ezÄunk egy modulusban, ¶es egy blokkon belÄuli val¶osz¶³n}us¶egi
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v¶altoz¶okat modulo aritmetik¶aban Äosszeadunk, akkor enyhe (mindig teljesÄul}o)
felt¶etelek mellett az Äosszeg hat¶ar¶ert¶ekben (a blokkhossz nÄoveked¶ese eset¶en)
egyenletes eloszl¶as¶u lesz.

V¶eletlensz¶amok gener¶al¶asa

A kriptogr¶a¯¶aban v¶eletlensz¶am alatt heurisztikusan a kÄovetkez}ot szok¶as ¶erte-
ni. Valamilyen k eg¶esz sz¶am mellett tekintsÄuk a f0; 1; . . . ; k¡1g ¶ert¶ekk¶eszletet.
TekintsÄuk ebbe a halmazba tartoz¶o sz¶amok olyan sorozat¶at, amelyeknek
mindegyike l¶enyeg¶eben ugyanannyiszor fordul el}o a sorozatban, m¶egpedig
b¶armelyik helyen b¶armelyik sz¶am egyenl}o es¶ellyel fordul el}o (egyenletess¶eg),
fÄuggetlenÄul att¶ol, hogy mi volt el}otte, vagy mik jÄonnek ut¶ana (fÄuggetlens¶eg).
Az ilyen sorozatokat v¶eletlensz¶amok sorozat¶anak nevezik. Az ¶ert¶ekk¶eszlet k
sz¶amoss¶ag¶anak szok¶asos megv¶alaszt¶asa k = 2, amikor bin¶aris v¶eletlensz¶amok-
r¶ol besz¶elÄunk. Ezek kÄozponti jelent}os¶eg¶et az inform¶aci¶oelm¶eletben ¯gyel-
hetjÄuk meg. Ugyancsak gyakori a k = 10 v¶alaszt¶as, amikor decim¶alis v¶eletlen-
sz¶amokr¶ol besz¶elÄunk. A f0; 1; . . . ; k¡1g ¶ert¶ekk¶eszlet helyett egy nyelv ¶ab¶ec¶e-
j¶et is lehet ¶ert¶ekk¶eszletnek tekinteni. Ekkor is v¶eletlensz¶amokr¶ol besz¶elnek.

V¶eletlensz¶amok manu¶alis el}o¶all¶³t¶as¶ahoz kock¶at, p¶enz¶erm¶et, k¶arty¶at, sor-
sol¶ast szoktak haszn¶alni. Ez azonban egy rendk¶³vÄul lass¶u folyamat. Ez¶ert
keresnek m¶as lehet}os¶egeket is. A 20. sz¶azad elej¶en a statisztikai kÄovetkezte-
t¶esekhez a v¶eletlensz¶amokat manu¶alisan ¶all¶³tott¶ak el}o ¶es t¶abl¶azatolt¶ak. Az
els}o ,,nagy" t¶abl¶azatot az angol Tippet k¶esz¶³tette 1927-ben: 40 ezer v¶eletlen
sz¶amjegyet ¶all¶³tott el}o n¶epsz¶aml¶al¶asi adatokb¶ol.

V¶eletlensz¶amok ¯zikai gener¶al¶asa

Kriptogr¶a¯ai kulcsok gener¶al¶asakor a pszeud¶o v¶eletlen sz¶amgener¶atorok el}o-
nyei rendk¶³vÄuli h¶atr¶anyokk¶a v¶alnak. Ilyenkor kÄulÄonÄosen fontos, hogy

² az elk¶eszÄult sorozat ne legyen reproduk¶alhat¶o

² ,,inform¶aci¶otartalma" megegyezzen a m¶eret¶evel.

Fentiek miatt puszt¶an ¯zikai v¶eletlensz¶am gener¶atorokat haszn¶alnak a
rejtjelkulcsok k¶esz¶³t¶es¶ere. A ¯zikai v¶eletlensz¶am gener¶atorok alapj¶aul v¶eletlen
jeleket ad¶o term¶eszeti jelens¶eg szolg¶al.

A gyakorlatban legtÄobbszÄor valamilyen r¶adi¶otechnikai eszkÄoz a jelforr¶as.
Seg¶³ts¶eg¶evel ¶ep¶³thet}o olyan sz¶am¶³t¶og¶epes b}ov¶³t}ok¶artya, amelyben a ¯zikai
folyamatot er}os¶³tik, mintav¶etelezik ¶es amely a kapott digit¶alis jeleket ¶atadja
egy sz¶am¶³t¶og¶epnek. A gener¶alt sorozatot folyamatosan ellen}orizni kell, mert
a ¯zikai folyamatot befoly¶asolja a kÄornyezete, amely enyh¶ebb esetben az
eloszl¶as megv¶altoz¶as¶at, s¶ulyosabb esetben degener¶aci¶ot okoz.

A kÄovetkez}okben le¶³rjuk egy PC-be illeszthet}o ¯zikai gener¶atork¶artya fel-
¶ep¶³t¶es¶et. Ennek a ¯zikai v¶eletlensz¶am gener¶atornak az alapja, a zajforr¶as
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egy ¶un. Zener di¶oda . Az ezen ¶atfoly¶o ¶aram feszÄults¶ege alapvet}o ¯zikai tÄor-
v¶enyszer}us¶egek miatt kism¶ert¶ekben ugyan, de v¶eletlenszer}uen ingadozik. Az
ingadoz¶as ,,frekvenci¶aja" 0 ¶es n¶eh¶any sz¶az (200) kHz kÄozÄott v¶altozik (1. ¶abra).

A k¶arty¶ara ¶ep¶³tett elektronika ezt az ingadoz¶ast tÄobb fokozatban er}os¶³ti,
majd a jel ,,kÄozep¶en" szimmetrikusan kijelÄol egy intervallumot, amelynek k¶et
sz¶els}o ¶ert¶eke lesz a 0 ¶es az 1 ¶ert¶ek (2. ¶abra).

A jelet ezut¶an n¶egyszÄoges¶³tjÄuk. Ezut¶an kerÄul sor a mintav¶etelez¶esre,
amelynek frekvenci¶aja n¶eh¶any ezer bit m¶asodpercenk¶ent, vagyis a mintav¶ete-
lez¶es frekvenci¶aja nagys¶agrendekkel kisebb a kiindul¶o jel frekvenci¶aj¶an¶al, ami
a szomsz¶edos mint¶ak fÄuggetlens¶eg¶et biztos¶³tja.

1. ¶abra.

2. ¶abra.
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A gener¶atork¶arty¶an k¶et fÄuggetlen jelforr¶as ¶es mintavev}o rendszer m}ukÄodik,
a k¶et forr¶asb¶ol sz¶armaz¶o biteket modul 2 (xor) Äosszeadva kapjuk azt a bitet,
amely a gener¶ator outputja lesz. A PC-be illesztett k¶arty¶ahoz egy, a PC
oper¶aci¶os rendszer¶en fut¶o driver tartozik, amely statisztikai ellen}orz¶eseket
is v¶egez az outputra, s sz¶els}os¶eges esetben riaszt. SzÄuks¶eges m¶eg egy app-
lik¶aci¶o, amely seg¶³ti a k¶artya install¶al¶as ut¶ani kalibr¶al¶as¶at, ¶es statisztikai
teszteket v¶egez, amelyek eredm¶eny¶et a felhaszn¶al¶o sz¶am¶ara meg is jelen¶³ti.
TÄobbszÄorÄosen hangs¶ulyozzuk statisztikai tesztek folyamatos elv¶egz¶es¶enek szÄuk-
s¶egess¶eg¶et, l¶asd [3].

Pszeudo-v¶eletlensz¶amok gener¶al¶asa

Az atombomba gy¶art¶as¶an¶al felmerÄult nagyon nagy mennyis¶eg}u v¶eletlensz¶am
el}o¶all¶³t¶as¶anak az ig¶enye. F¶ab¶ol vaskarika k¶³v¶analomk¶ent az is felmerÄult, hogy
ezek reproduk¶alhat¶ok legyenek. Neumann J¶anos 1944-ben javasolta azt,
hogy erre a c¶elra ¶alv¶eletlen sz¶amokat haszn¶aljanak. Val¶odi v¶eletlensz¶amok
helyett determinisztikus sz¶amsorozatot ¶all¶³tsanak el}o, amelyek statisztikailag
ugyan¶ugy viselkednek, mintha val¶odi v¶eletlen sorozatok lenn¶enek. Ezeket a
sz¶amsorozatokat ism¶etelten el}o lehet ¶all¶³tani, reproduk¶alni, ami a sz¶am¶³t¶o-
g¶epek h}oskor¶aban rendk¶³vÄul fontos kÄovetelm¶eny volt. Az algoritmikusan el}o-
¶all¶³that¶o, v¶eletlenszer}uen viselked}o determinisztikus sz¶amsorozatokat pszeu-
dov¶eletlen (¶alv¶eletlen) sorozatoknak nevezik.

A Neumann J¶anos ¶altal javasolt elj¶ar¶as nagyon egyszer}u volt. Kiindu-
l¶ask¶ent v¶alasztott egy n jegy}u sz¶amot kezd}o¶ert¶eknek. A pszeudo-v¶eletlen
sorozat kÄovetkez}o sz¶am¶anak el}o¶all¶³t¶as¶ahoz az utols¶onak gener¶alt n jegy}u
sz¶amot n¶egyzetre emelte, majd az ¶³gy nyert n¶egyzet kÄoz¶eps}o n jegy¶eb}ol ¶all¶o
sz¶am lett a sorozat ¶uj sz¶ama. (Az n jegy szÄuks¶eg eset¶en null¶akkal kezd}odhet.)

A n¶egyzetkÄoz¶ep m¶odszernek ma m¶ar csak tÄort¶enelmi jelent}os¶ege van.
Pszeudo v¶eletlen sz¶amsorozatok el}o¶all¶³t¶as¶ara a leggyakrabban a line¶aris kon-
gruencia gener¶atorokat haszn¶alj¶ak. Ezt a m¶odszert D. A. Lehmer javasolta
1949-ben. Ehhez v¶alasztanak egy R(0) eg¶esz kezd}o¶ert¶eket, egy A multiplikat¶³v
¶es egy B addit¶³v konstanst , valamint egy nagy M modulust. Ezek seg¶³ts¶eg¶evel
az utols¶onak el}o¶all¶³tott R(N) sz¶amb¶ol kisz¶am¶³tj¶ak az

R(N + 1) = A ¤ R(N) + B (mod M)

eg¶esz sz¶amot. Ebb}ol egy tov¶abbi U(N) ¶alv¶eletlen sz¶amot M-mel val¶o oszt¶assal
kapunk. Ez az oszt¶as egy bizonyos fajta standardiz¶al¶ast szolg¶al: az U(N)
sz¶amok mindig 0 ¶es 1 kÄoz¶e esnek. A sz¶am¶³t¶og¶epek RND gener¶atora ilyen
sz¶amok sorozat¶at szolg¶altatja. Innen a f0; 1; . . . ; k ¡ 1g halmazba es}o egyen-
letes eloszl¶as¶u eg¶esz sz¶amokat az

[X(N) = k ¤ U(N)]

k¶eplet ad meg (adja vissza).
A param¶eterek megv¶alaszt¶as¶aval ¶es az el}o¶all¶³tott sorozat statisztikai vizs-

g¶alat¶aval kapcsolatos k¶erd¶esekr}ol D. Knuth (1987) 2. kÄotete ad kimer¶³t}o t¶a-
j¶ekoztat¶ast.
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Az algoritmikus elj¶ar¶asok gyors v¶egrehajt¶as¶ara kÄulÄonbÄoz}o c¶elg¶epeket szer-
kesztettek, melyek val¶odi v¶eletlen sorozatok helyett determinisztikus, de v¶e-
letlenszer}uen viselked}o sorozatokat alkalmaznak. Gyors hardver megold¶ast
tesznek lehet}ov¶e a maxim¶alis peri¶odus¶u line¶aris visszacsatolt shift regiszte-
rek (angol rÄovid¶³t¶essel LFSR).

Hibrid gener¶atorok

M¶ar a v¶eletlensz¶amok tÄomeges el}o¶all¶³t¶as¶anak h}oskor¶aban megszÄuletett az az
Äotlet, hogy b¶armilyen nagy munk¶aval is, de c¶elszer}u egyszer nagymennyis¶e-
g}u v¶eletlensz¶amot el}o¶all¶³tani, ¶es ezeket kÄozkinccs¶e t¶eve bel}olÄuk b¶arki, b¶ar-
mikor tetsz}olegesen sokat felhaszn¶alhat, l¶asd [2]. Term¶eszetesen ez nem egy
megb¶³zhat¶o megold¶as a kriptogr¶afusok sz¶am¶ara. Hiszen ¶eppen a legfontosabb
kÄovetelm¶eny, a kiismerhetetlens¶eg s¶erÄul meg. Ezt kell orvosolni ahhoz, hogy
ilyen t¶³pus¶u megold¶as sz¶amukra is haszn¶alhat¶ov¶a v¶aljon. Ezt tÄobb lehet}os¶eg
is seg¶³theti:

² A CD-ROM t¶arol¶ok megjelen¶ese az ¶altal¶aban egyetlen alkalmaz¶ashoz
szÄuks¶eges v¶eletlensz¶am mennyis¶eg rendk¶³vÄul sokszoros¶anak meg}orz¶es¶et
teszi lehet}ov¶e.

² A CD-ROM-okat abszol¶ut biztons¶agos kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott lehet tele¶³rni
val¶odi v¶eletlen (¯zikai) gener¶atorok seg¶³ts¶eg¶evel, mikÄozben a tele¶³r¶as
tÄort¶enhet szubjekt¶³v (szem¶elyi) beavatkoz¶as n¶elkÄul.

² V¶eletlenszer}u kezdettel kis blokkokat ¶ugy lehet kiemelni a CD-ROM-
r¶ol, hogy m¶eg a kezel}o sem k¶epes felismerni, honnan sz¶armaznak, teh¶at
v¶edelmet lehet biztos¶³tani a saj¶at kezel}o szem¶elyzettel szemben.

Billenty}uleÄut¶essel gener¶alt v¶eletlensz¶am

Javaslunk egy olyan ¯zikai v¶eletlensz¶am gener¶atort, amely az internett}ol fÄug-
getlenÄul, ,,k¶ezi" munk¶aval, a feladat megengedte sebess¶eg (lass¶us¶ag) mellett
¶all¶³t el}o v¶eletlensz¶amokat. Az ¶ujdons¶agot az adja meg, hogy az alkalmaz¶ast
igyekszÄunk az ad-hoc elemekt}ol megszabad¶³tva, lehet}os¶eg szerint szabatoss¶a
tenni. Ez¶ert ez ¶ujnak tekintend}o gener¶al¶asi m¶odszert is eredm¶enyez.

Ebben az elj¶ar¶asban a v¶eletlenszer}us¶eget a klaviat¶ur¶an k¶et egym¶as ut¶an
leÄutÄott billenty}u leÄut¶ese kÄozÄott eltelt id}o adja meg. Ezt az eltelt id}ot m¶erjÄuk
meg a sz¶am¶³t¶og¶ep be¶ep¶³tett ¶or¶aja ¶altal megengedett pontoss¶aggal. A nyert
sz¶amot elosztjuk 16-tal, marad¶ekos oszt¶assal. A marad¶ekot tekintjÄuk gener¶alt
(hexadecim¶alis) v¶eletlensz¶amnak.

Kiss¶e form¶alisabban a kÄovetkez}o lesz az algoritmusunk (amelyben a sz¶a-
m¶³t¶og¶ep pszeudo-v¶eletlensz¶am gener¶ator¶at is felhaszn¶aljuk).
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Algoritmus

1. l¶ep¶es. Megadunk egy nyomtathat¶o (k¶eperny}ore ¶³rhat¶o) karakterekb}ol
¶all¶o ABC$ stringet (vagy m¶atrixot). Legyen a stringben (m¶atrixban)
szerepl}o jelek sz¶ama M , ami a program param¶etere. A stringben szerep-
l}o karakterek ismeret¶en k¶³v}ul bizonytalans¶agi faktort jelenthet a benne
szerepl}o jelek sorrendje is.

2. l¶ep¶es. A program deklar¶alja, hogy csak windos alatt futtathat¶o. KÄozli,
hogy a gener¶alt v¶eletlensz¶amokat mindig az rndout.doc f¶ajlba menti.
Felsz¶ol¶³tja a felhaszn¶al¶ot, hogy gondoskodjon az esetleges ilyen nev}u
f¶ajl tartalm¶anak a ment¶es¶er}ol, mert ezt a program felÄul¶³rja.

3. l¶ep¶es. A program r¶ak¶erdez a gener¶aland¶o hexadecim¶alis jegyek N sz¶a-
m¶ara. Ez a sz¶am 1 ¶es 500 kÄozti tetsz}oleges eg¶esz lehet.

4. l¶ep¶es. ¶All¶³tsuk be a PC pszeudov¶eletlen gener¶ator¶at egy v¶eletlen kez-
d}o¶ert¶ekre, ¶es gener¶aljunk egym¶as ut¶an N pszeudov¶eletlen sz¶amot az
1; 2; . . . ;M eg¶esz sz¶amok kÄozÄul.

5. l¶ep¶es. Minden egyes gener¶alt pszeudov¶eletlen eg¶esz eset¶en ¶³rjuk ki a
k¶eperny}ore az ABC$ string ennyiedik bet}uj¶et. (Ez szervezhet}o N = 280
eset¶en p¶eld¶aul 4 darab 70 bet}us sorba). Ezzel kezd}odik a v¶eletlen-hexa
gener¶al¶as.

6. l¶ep¶es. ÄUssÄuk le a billenty}uzeten egym¶as ut¶an a k¶eperny}on lev}o N karak-
tert, mikÄozben a PC m¶eri ¶es k¶odolja az egym¶as ut¶ani leÄut¶esek kÄozti id}ot,
¶es le¶³rja (feljegyzi, t¶arolja) a gener¶alt hexadecim¶alis sz¶amot. A ki¶³r¶as
megint szervezhet}o 4 £ 70-es m¶atrixba, ahogy ezt a konkr¶et p¶eld¶ank
teszi is.

Teljesen l¶enyegtelen, hogy a sz¶am¶³t¶og¶ep milyen pszeudo-v¶eletlensz¶am ge-
ner¶atort alkalmaz. A program m}ukÄod¶es¶enek bemutat¶as¶ara N = 4 £ 70
param¶eter mellett megadunk egy leÄutend}o sorozatot , majd a ki¶³rt sorozat
leÄut¶esekor l¶etrejÄov}o v¶eletlensz¶am sorozatot.

3gkmh%g7wl g%zi3$6e=, wl3jz-bpfm t6ibcbp8nt 2=a,%p4=ma 24hrcrcp08 ym7yms5x59

ecx4d-tpzn 3$@h5tpa60 37pfakprwu a34-yx@0pv 0jh68$#e7! bbizueg,kw cynu.%r6$8

mesw%wxubn w6b3phq9pz d!a$%ny,x0 kwkzl!%=rf 03ap4xz9%3 za4yrct3o@ xmg0bu@d!1

su=a%cyv!2 .,9uton6yx oo9@x$zcph gmazktp3q3 t1zhw%!t-j ok,t$dp8,v r4wzg8%,xo

A leÄut¶essel gener¶alt v¶eletlensz¶am sorozat:

82E5F343C5 687D4A1574 F2D60BE321 5B105D9595 70551049C7 65D2EF56BB 9D1A8E27A7

7264AA6BC8 5E906AD00C C6BF053066 7012CC702A C0B118E671 A35D4EDED6 C0EB221A4C

9BBBE0043F 13272E40B2 8781BCCBC9 AF3294E75D 32086A97B2 145276860C 65EB2B9161

96CE07F282 427882DB76 DBC9E59E11 DCB0956BF8 CBF5559E5C 37CFB0CE5D 6ABB3668E0

A gener¶alt sorozat elemeinek gyakoris¶ag-eloszl¶asa:
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
22 17 22 11 12 24 23 19 14 15 12 25 21 14 19 10

1. t¶abl¶azat.

A Â2 pr¶oba-statisztika ¶ert¶eke: 21,4857. A 15 szabads¶agi fokhoz tartoz¶o
kritikus ¶ert¶ekek

P 0;1 0;05 0;01
Â2 ¶ert¶ek 22;3 25;0 30;6

2. t¶abl¶azat.

Az Excel program seg¶³ts¶eg¶evel adatainkat gra¯kusan szeml¶eltethetjÄuk is.
Illusztr¶aci¶ok¶ent megadunk egy tov¶abbi 4 £ 70-es ,,val¶odi" v¶eletlen ,,leÄut¶eses"
m¶atrixnak megfelel}o gyakoris¶agi gra¯kont.

Az N = 280 elem}u minta gyakoris¶ag-eloszl¶asa a 3. t¶abl¶azatban, gra¯konja
pedig a 3. ¶abr¶an l¶athat¶o.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F

16 15 20 17 19 19 16 18 17 16 19 19 19 15 15 20

3. t¶abl¶azat.

3. ¶abra. Gyakoris¶agi poligon

Az empirikusan gener¶alt v¶eletlen sorozatokat kÄotelez}o felhaszn¶al¶as el}ott
statisztikailag ellen}orizni. Erre a szok¶asos tesztek megfelelnek, de a gener¶al¶as
m¶odj¶at ¯gyelembe vev}o speci¶alis tesztek is szÄuks¶egesek lehetnek.

Ellen}orizend}ok a kÄovetkez}o felt¶etelez¶esek:

² Egyenletess¶eg: B¶armely id}opontban a 0-k ¶es 1-ek addigi el}ofordul¶asi
sz¶ama v¶arhat¶oan megegyezik.

² Sk¶al¶azhat¶os¶ag : Minden univerz¶alisan kiv¶alasztott r¶eszsorozat is kiel¶eg¶³ti
a statisztikai teszteket.

² Konzisztencia : Egy pszeudo v¶eletlen gener¶ator statisztikailag nem fÄugg-
het az algoritmus kezd}o¶ert¶ek¶et}ol.
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ÄOsszefoglal¶as

Digit¶alis dokumentumok azonos¶³t¶as¶ara haszn¶alt algoritmusok v¶eletlensz¶amo-
kat alkalmaznak. Ezek a v¶eletlensz¶amok az alkalmaz¶ot¶ol ¶es a dokumentumt¶ol
fÄuggenek. Ez¶ert az alkalmaz¶onak mag¶anak kell gener¶alni ezeket. A dolgozat
erre javasol egy olyan m¶odszert, amely semmilyen eszkÄozt nem ig¶enyel. A
m¶odszer azt haszn¶alja ki, hogy egy PC billenty}uzet¶en k¶et billenty}u leÄut¶ese
kÄozt eltelt id}o v¶eletlenszer}uen v¶altozik.
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GENERATING PERSONAL RANDOM NUMBERS

Algorithms for the identi¯cation of digital documents apply random numbers.
These random numbers depend on the user and the document hence the user him-
self must generate them. In this paper we suggest an algorithm to this task which
does not require any other tools. Our method exploits the observation that the
length of the time interval between two presses of keys on a keyboard of a PC
varies randomly.
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KRIT¶ERIUMOK P¶AROS ÄOSSZEHASONL¶IT¶AS
M¶ATRIXOKRA1

K¶ERI GERZSON
MTA SZTAKI

1 Bevezet¶es

TÄobbszempont¶u dÄont¶esi probl¶em¶ak kezel¶es¶enek egyik kulcsk¶erd¶ese a p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok elemz¶ese, melynek eredm¶enyek¶eppen egy p¶aros Äosz-
szehasonl¶³t¶as m¶atrixot vagy elfogadunk, vagy pedig annak korrekci¶oj¶at k¶erjÄuk
az ¶ert¶ekel}ot}ol. Az elemz¶es sor¶an alkalmas krit¶eriumok alapj¶an vizsg¶alhatjuk
a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok kÄovetkezetess¶eg¶enek a m¶ert¶ek¶et. A legel-
terjedtebb elj¶ar¶as a Saaty [3] ¶altal javasolt m¶odszer a CR kÄovetkezetlens¶egi
h¶anyados kisz¶am¶³t¶as¶an alapul, s e m¶odszer szerint a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
m¶atrixot akkor fogadjuk el j¶onak, ha CR ¶ert¶eke 0.1-n¶el kisebb. E m¶odszert
haszn¶alja p¶eld¶aul az Expert Choice szoftver.

Gass [1] m¶ar ¶evekkel ezel}ott felh¶³vta a ¯gyelmet arra, hogy p¶aros Äossze-
hasonl¶³t¶asokkal v¶egzett rangsorol¶as sor¶an c¶elszer}u tÄorekedni arra, hogy h¶arom
elemb}ol ¶all¶o intranzit¶³v ciklusok lehet}oleg ne, vagy min¶el kisebb sz¶amban for-
duljanak el}o. E gondolathoz kapcsol¶odva Gass leszÄogezi, hogy ¶altal¶anosan
elfogadott elv a fell¶ep}o intranzitivit¶asok elemz¶es¶enek ¶es lehet}os¶eg szerinti
kikÄuszÄobÄol¶es¶enek a k¶³v¶analma. Ezut¶an az id¶ezett [1] cikk a p¶aros Äosszehason-
l¶³t¶as m¶atrixokkal, az intranzitivit¶asok vizsg¶alat¶aval ¶es kezel¶es¶evel foglalkozik
azon megszor¶³t¶o felt¶etel mellett, hogy minden p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as dÄont¶est
eredm¶enyez valamelyik Äosszehasonl¶³tott objektum jav¶ara, teh¶at nem fordul-
nak el}o azonos ¶ert¶ek}unek vagy Äosszehasonl¶³thatatlannak tal¶alt objektumok.
A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix¶ara vonatkoz¶oan ez a felt¶etel ¶ugy fogalmazhat¶o
meg, hogy a f}o¶atl¶on k¶³vÄul a m¶atrixban nem lehetnek 1 ¶ert¶ek}u m¶atrixelemek.

A dÄont¶esi rendszerek gyakorlati alkalmaz¶as¶aban j¶artas szak¶ert}ok ¶altal¶aban
abban is egyet¶ertenek, hogy a gyakorlatban el}ofordul¶o dÄont¶esi probl¶em¶ak
eset¶en a tranzitivit¶as biztos¶³t¶asa, vagyis az intranzit¶³v h¶armasok teljes meg-
szÄuntet¶ese, ¶altal¶aban nem kÄovetelhet}o meg. Gass ¶es Standard [2] kifejti ¶es
indokolja, hogy tÄobbszempont¶u dÄont¶esek ¶es kvalitat¶³v szempontok eset¶en az
Äosszehasonl¶³t¶asoknak nem felt¶etlenÄul kell tranzit¶³vnak lenniÄuk. A szerz}ok
megvizsg¶alj¶ak ¶es a tranzitivit¶as szempontj¶ab¶ol elemzik tÄobb gyakorlati fela-
dat p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix¶at.

V¶elem¶enyem szerint a kir¶³v¶o m¶ert¶ek}u intranzitivit¶asokat nem okvetlenÄul
kell elfogadni, ez¶ert tÄorekedni kell arra, hogy az ¶ert¶ekel}ok k¶epesek legyenek a
durv¶abb intranzitivit¶asokat ¶eszrevenni ¶es korrig¶alni az ¶ert¶ekel¶es sor¶an. Ez¶ert
fordult ¯gyelmem az objektumh¶armasok vizsg¶alat¶ara. A dolgozatban Gass

1Be¶erkezett: 2005. augusztus 21.



140 K¶eri Gerzson

[1] cikk¶ehez hasonl¶oan a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok gr¶af reprezent¶aci¶oja
seg¶³ts¶eg¶evel vizsg¶alom e m¶atrixokat ¶es de¯ni¶alom azok kÄulÄonbÄoz}o t¶³pusait a
3x3 m¶eret}u r¶eszm¶atrixok tulajdons¶agai alapj¶an. Az elv¶egzett elemz¶esek ¶es az
azok alapj¶an megfogalmazott eredm¶enyek jellegÄukben teljesen elt¶ernek az [1]
cikk eredm¶enyeit}ol, ¶es az is l¶enyeges elt¶er¶es, hogy Gasst¶ol elt¶er}oen nem teszem
fel, hogy minden p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as dÄont¶est eredm¶enyez, teh¶at megenge-
dek 1 ¶ert¶ek}u elemeket a m¶atrix f}o¶atl¶oj¶an k¶³vÄul is. Az AHP m¶odszertant
[3] nem elvetve, hanem azt kieg¶esz¶³tve, megfogalmazok n¶eh¶any |egym¶ast¶ol
tÄobb¶e-kev¶esb¶e elt¶er}o| krit¶eriumot, vizsg¶alom azok teljesÄul¶es¶enek felt¶etel¶et,
tov¶abb¶a ¶utmutat¶asi javaslatot adok a krit¶eriumok alapj¶an kÄovetkezetlennek
tal¶alt p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok jav¶³t¶as¶ara.

2 ¶Ert¶ekel¶es p¶aros Äosszehasonl¶³t¶assal

TekintsÄunk v¶eges sz¶am¶u azonos t¶³pus¶u

O1;O2; . . . ; On

objektumot. Ezek lehetnek p¶eld¶aul egy dÄont¶esi probl¶ema alternat¶³v¶ai. Az ob-
jektumok meghat¶arozott szempont szerinti, p¶aros Äosszehasonl¶³t¶assal v¶egzett
¶ert¶ekel¶ese sor¶an az ¶ert¶ekel}o minden lehets¶eges i; j 2 f1; 2; . . . ; ng p¶arra meg-
¶allap¶³tja, hogy az Oi; Oj objektumok kÄozÄul a vizsg¶alt szempontb¶ol melyik
el}onyÄosebb, mint a m¶asik. A teljes kÄor}uen v¶egrehajtott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
eredm¶enye egy

A = (aij)i;j=1;2;...;n

m¶atrix, ahol aij = u(> 1), ha az Oi objektum u-szor el}onyÄosebb, mint Oj ,
illetve aij = v(< 1), ha az Oi objektum v-szer kev¶esb¶e el}onyÄos, mint Oj. Ha
az ¶ert¶ekel}o nem tudja megmondani, hogy Oi ¶es Oj kÄozÄul melyik el}onyÄosebb,
akkor aij = 1.

Egy A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixra nyilv¶anval¶oan teljesÄulnie kell az
aij > 0 ¶es aji = 1=aij (i; j = 1; 2; . . . ; n) rel¶aci¶oknak. Az ilyen tulajdons¶ag¶u
A m¶atrixokat pozit¶³v reciprok m¶atrixoknak nevezzÄuk.

De¯n¶³ci¶o. Az A m¶atrix pozit¶³v reciprok m¶atrix, ha minden eleme pozit¶³v, a
f}o¶atl¶ora szimmetrikus elemek pedig egym¶as reciprokai.

A fenti de¯n¶³ci¶ob¶ol m¶ar kÄovetkezik, hogy a f}o¶atl¶oban ¶all¶o elemek ¶ert¶eke
1. Az is nyilv¶anval¶o, hogy egy pozit¶³v m¶atrix akkor ¶es csak akkor pozit¶³v
reciprok, ha a m¶atrixelemek logaritmusaib¶ol ¶all¶o m¶atrix antiszimmetrikus.

3 P¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok gr¶afja

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrix gr¶afj¶anak nevezzÄuk azt az n szÄog-
pont¶u GA ir¶any¶³tott gr¶afot, melynek i-edik cs¶ucs¶ab¶ol a j-edik cs¶ucs¶aba akkor
¶es csak akkor vezet ir¶any¶³tott ¶el, ha aij > 1.
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A GA gr¶af A1;A2; . . . ;An cs¶ucsai az O1;O2; . . . ; On objektumoknak felel-
nek meg, abban az ¶ertelemben, hogy Ai-b¶ol Aj -be akkor ¶es csak akkor vezet
¶el, ha az Oi objektum el}onyÄosebb, mint az Oj objektum.

Pozit¶³v reciprok A m¶atrixb¶ol kiindulva mindig olyan GA gr¶afhoz jutunk,
melynek egyik cs¶ucspontj¶ab¶ol sem vezet ¶el Äonmag¶ahoz, tov¶abb¶a az i-edik
cs¶ucspontb¶ol a j-edikbe vezet}o ¶es a j-edik cs¶ucspontb¶ol a i-edikbe vezet}o
lehets¶eges ¶elek kÄozÄul legfeljebb egy lehet GA-nak ¶ele.

Az A m¶atrix a GA gr¶afot egy¶ertelm}uen meghat¶arozza, ennek megford¶³t¶asa
azonban nem igaz, mert m¶ar 2 £ 2-es vagy 3 £ 3-as m¶eretben is kÄonny}u
konstru¶alni olyan kÄulÄonbÄoz}o pozit¶³v reciprok m¶atrixokat, melyekhez ugyanaz
a gr¶af tartozik, ilyenek p¶eld¶aul 2 £ 2-es m¶eretben az

µ
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1=2 1

¶
¶es

µ
1 3

1=3 1

¶

m¶atrixok, 3 £ 3-as m¶eretben pedig az
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m¶atrixok. A kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u megfeleltet¶est ¶ugy tudjuk biztos¶³tani,
ha a GA gr¶af ¶eleihez s¶ulyokat rendelÄunk: a gr¶af tetsz}oleges ir¶any¶³tott ¶el¶enek
a s¶ulya az ¶el i; j v¶egpontjaihoz tartoz¶o aij ¶es aji kÄozÄul az 1-n¶el nagyobb
¶ert¶ek}u mennyis¶eg. Most tekintsÄuk ¶at a 2 £ 2-es ¶es 3 £ 3-as m¶eret}u p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok gr¶afj¶anak lehets¶eges eseteit, az ¶elek s¶ulyait egyel}ore
¯gyelmen k¶³vÄul hagyva.

2 £ 2-es m¶eret eset¶en csak 2 lehet}os¶eg van; az egyik esetben a GA gr¶af
Äures (a12 = 1), a m¶asik esetben egyetlen ¶ele van (a12 6= 1).

3 £ 3-as-as m¶eret eset¶en a GA gr¶afra a kÄovetkez}o esetek lehets¶egesek:

a) 3 ir¶any¶³tott ¶el { 2 eset: G1 ¶es G2 az 1. ¶abr¶an;

b) 2 ir¶any¶³tott ¶el { 3 eset: G3, G4 ¶es G5 az 1. ¶abr¶an;

c) 1 ir¶any¶³tott ¶el { 1 eset: G6 az 1. ¶abr¶an;

d) 0 ir¶any¶³tott ¶el { 1 eset: G7 az 1. ¶abr¶an.

Enn¶el nagyobb m¶eretekre az esetek sz¶ama nagyon gyorsan nÄovekszik,
ez¶ert nagyobb m¶eret}u dÄont¶esi probl¶em¶ak eset¶en a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi m¶at-
rixok gr¶afj¶aban a 3 cs¶ucsb¶ol ¶all¶o r¶eszgr¶afok vizsg¶alat¶at javasoljuk a m¶atrixok
elemz¶ese sor¶an.

Itt, ¶es a tov¶abbi t¶argyal¶as sor¶an is, r¶eszgr¶af alatt mindig fesz¶³tett r¶eszgr¶afot
¶ertÄunk, vagyis egy r¶eszgr¶af ¶elei kÄoz¶e tartoz¶onak tekintjÄuk a kiindul¶asul vett
gr¶af mindazon ¶eleit, melyeknek mindk¶et cs¶ucsa a r¶eszgr¶afhoz tartozik.
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1. ¶abra.

4 Konzisztens ¶es kv¶azi-konzisztens p¶aros Äosz-
szehasonl¶³t¶as m¶atrixok

Ide¶alis esetben a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as eredm¶enye konzisztens, ami alatt azt
¶ertjÄuk, hogy az eredm¶enyÄul kapott pozit¶³v reciprok m¶atrix konzisztens a
kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶o ¶ertelm¶eben.

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok m¶atrix konzisztens, ha minden i; j 2 f1; 2; . . . ; ng
p¶arra { alkalmas pozit¶³v p1; p2; . . . ; pn s¶ulyokkal { teljesÄul aij = pi=pj .

A fenti de¯n¶³ci¶ob¶ol l¶atszik, hogy konzisztens m¶atrix eset¶en az e m¶atrixot
eredm¶enyez}o preferencia rel¶aci¶o aszimmetrikus, tranzit¶³v ¶es r¶aad¶asul negat¶³-
van is tranzit¶³v: pi > pj , pj > pk eset¶en mindig pi > pk, illetve pi · pj ,
pj · pk eset¶en mindig pi · pk.

Kis n eset¶en (n = 2; 3, esetleg 4) m¶eg kÄonny}u az n objektumot egyÄuttesen,
ezek teljes rendszer¶et ¶attekintve \m¶erlegelni", s ennek alapj¶an konzisztens
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix el}o¶all¶³t¶as¶at biztos¶³tani, n nÄovel¶es¶evel azonban ez egyre
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nehezebb¶e v¶alik. Az eml¶³tettn¶el nagyobb m¶eretek eset¶en teh¶at m¶as m¶odsze-
rekre van szÄuks¶eg.

P¶eld¶ak konzisztens m¶atrixokra n = 3 eset¶en: Az 1. ¶abr¶an felsorolt gr¶afok
kÄozÄul G2, G5 ¶es G6 kiv¶etel¶evel mindegyik tartozhat konzisztens m¶atrixhoz,
p¶eld¶aul az

0
@

1 2 6
1=2 1 3
1=6 1=3 1

1
A ;

0
@

1 2 2
1=2 1 1
1=2 1 1

1
A ;

0
@

1 1=3 1=3
3 1 1
3 1 1

1
A ¶es

0
@

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1
A

m¶atrixhoz rendre a G1, G3, G4, illetve G7 ir¶any¶³tott gr¶af tartozik.

KÄonny}u bel¶atni, hogy egy p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix akkor ¶es csak
akkor konzisztens, ha annak minden f}o¶atl¶ora szimmetrikus harmadrend}u
szubm¶atrixa konzisztens. Egy harmadrend}u pozit¶³v reciprok m¶atrix pedig {
mint l¶attuk { akkor ¶es csak akkor konzisztens, ha annak gr¶afja a G1, G3, G4,
G7 gr¶afok valamelyik¶evel izomorf. KÄovetkez¶esk¶eppen tetsz}oleges konzisztens
m¶atrixhoz tartoz¶o GA gr¶af minden h¶arom szÄogpont¶u r¶eszgr¶afja G1, G3, G4 ¶es
G7 valamelyik¶evel izomorf. J¶o lenne ezt ford¶³tva is tudni, vagyis felvet}odik a
k¶erd¶es: Igaz-e, hogy ha egy G ir¶any¶³tott gr¶af minden harmadrend}u r¶eszgr¶afja
G1, G3, G4, G7 valamelyik¶evel izomorf, akkor tal¶alhat¶o olyan konzisztens
pozit¶³v reciprok m¶atrix, melynek gr¶afja az adott G gr¶af? A k¶erd¶esre ,,igen"
a v¶alasz, mert bebizony¶³tjuk a kÄovetkez}o t¶etelt.

T¶etel. Ha G egy olyan ir¶any¶³tott gr¶af, melynek b¶armely k¶et cs¶ucspontja
kÄozÄott legfeljebb egy ir¶any¶³tott ¶el van ¶es G minden harmadrend}u r¶eszgr¶afja az
1. ¶abr¶an megadott G1, G3, G4, G7 valamelyik¶evel izomorf, akkor a G gr¶af
A1; A2; . . . ; An cs¶ucsaihoz lehet olyan pozit¶³v p1; p2; . . . ; pn s¶ulyokat rendelni,
hogy ezekre pi > pj akkor ¶es csak akkor ¶all fenn, ha a G gr¶afban Ai-b}ol Aj-be
vezet ir¶any¶³tott ¶el.

Bizony¶³t¶as. A cs¶ucsok sz¶am¶ara vonatkoz¶o teljes indukci¶ot alkalmazunk.
Ha a G gr¶afnak 3 cs¶ucsa van, akkor a t¶etel ¶all¶³t¶asa nyilv¶anval¶o. Ha a G
gr¶af cs¶ucsainak sz¶ama n > 3, akkor tekintsÄuk a G-b}ol egy tetsz}oleges cs¶ucs
¶es az e cs¶ucsba ¶erkez}o vagy e cs¶ucsb¶ol indul¶o ¶elek elhagy¶as¶aval keletkez}o G0

r¶eszgr¶afot.

Az indukci¶os feltev¶es szerint l¶eteznek olyan p1; p2; . . . ; pn¡1 pozit¶³v sz¶amok,
hogy ezekre pi > pj akkor ¶es csak akkor ¶all fenn, ha a G0 gr¶afban Ai-b}ol Aj -be
vezet ir¶any¶³tott ¶el.

A G0 gr¶af A1; A2; . . . ; An¡1 cs¶ucsainak a halmaz¶at bontsuk fel h¶arom disz-
junkt halmaz: S1; S2 ¶es S3 egyes¶³t¶es¶ere a G-ben An-b}ol vagy An -be vezet}o
¶elek l¶etez¶ese ¶es ir¶anya alapj¶an, ¶es legyen Ai 2 S1, ha An-b}ol Ai-be vezet ¶el,
Ai 2 S2, ha Ai-b}ol An-be vezet ¶el, Ai 2 S3, ha sem An-b}ol Ai-be, sem Ai-b}ol
An-be nem vezet ¶el (l. 2. ¶abra).

Az ¶³gy meghat¶arozott S1; S2, S3 halmazok b¶armelyike lehet Äures halmaz
is. A bizony¶³t¶ast folytatva pontokba szedjÄuk az egyes mozzanatokat.
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2. ¶abra

1. Ha Ai 2 S3 ¶es Aj 2 S3, akkor pi = pj . Ellenkez}o esetben ugyanis a G
gr¶af Ai;Aj ;An cs¶ucsaihoz tartoz¶o r¶eszgr¶af G6-tal izomorf lenne.

2. Ha Ai 2 S1 ¶es Aj 2 S2, akkor pj > pi. Ellenkez}o esetben a G gr¶af
Ai; Aj; An cs¶ucsaihoz tartoz¶o r¶eszgr¶af G2-vel vagy G5-tel izomorf lenne.

3. Ha Ai 2 S1 ¶es Aj 2 S3, akkor pj > pi. Ellenkez}o esetben a G gr¶af
Ai; Aj; An cs¶ucsaihoz tartoz¶o r¶eszgr¶af G5-tel vagy G6-tal izomorf lenne.

4. Ha Ai 2 S2 ¶es Aj 2 S3, akkor pi > pj . Ez az ¶all¶³t¶as az el}obbihez
hasonl¶o m¶odon bizony¶³that¶o.

5. Az el}obbieket Äosszefoglalva:
a) ha S3 nem Äures, akkor valamennyi S3-beli cs¶ucshoz azonos pi s¶uly

tartozik;
b) b¶armely S1-beli cs¶ucs s¶ulya hat¶arozottan kisebb b¶armely S2-beli ¶es

S3-beli cs¶ucs s¶uly¶an¶al.
c) b¶armely S2-beli cs¶ucs s¶ulya hat¶arozottan nagyobb b¶armely S1-beli ¶es

S3-beli cs¶ucs s¶uly¶an¶al.
6. Ha az S3 halmaz nem Äures, akkor csak abban az esetben kapunk

a t¶etel kÄovetelm¶eny¶enek megfelel}o p1; p2; . . . ; pn s¶ulyrendszert, ha pn = pk,
ahol Ak 2 S3.

7. Ha S3 Äures halmaz, de S1 ¶es S2 nem Äures, akkor An-hez olyan pn

s¶ulyra van szÄuks¶eg, melyre

pn > maxfpi : Ai 2 S1g

¶es

pn < minfpi : Ai 2 S2g:

Ilyen pn ¶ert¶ek l¶etezik, mivel 5. szerint maxfpi : Ai 2 S1g < minfpi : Ai 2
S2g.

An

S1

S3

S2
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8. Ha S3 ¶es S2 Äures halmaz, akkor legyen

pn > maxfpi : Ai 2 S1g;

egy¶ebk¶ent tetsz}oleges, ha pedig S3 ¶es S1 Äures halmaz, akkor legyen

pn < minfpi : Ai 2 S2g;

egy¶ebk¶ent tetsz}oleges pozit¶³v ¶ert¶ek}u sz¶am.
A gondolatmenetb}ol l¶athat¶o, hogy az indukci¶os feltev¶es alapj¶an megha-

t¶arozott p1; p2; . . . ; pn¡1 s¶ulyokat a 6., 7. vagy 8. szerint v¶alasztott pn-nel
kieg¶esz¶³tve a t¶etel kÄovetelm¶eny¶enek megfelel}o s¶ulyrendszerhez jutunk.

A bizony¶³t¶asb¶ol az is l¶atszik, hogy a G gr¶af cs¶ucsainak ezek s¶ulya alapj¶an
tÄort¶en}o rendez¶ese sor¶an az An cs¶ucs egy¶ertelm}uen sorol¶odik be vagy az S3-hoz
tartoz¶o cs¶ucsok mell¶e, ezekkel azonos s¶uly¶unak (amennyiben az S3 halmaz
nem Äures), vagy pedig az S2-hÄoz tartoz¶o cs¶ucsok ut¶an, de az S1-hez tartoz¶o
cs¶ucsok el¶e (ha az S3 halmaz Äures).

A kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶oval bevezetjÄuk a kv¶azi-konzisztens pozit¶³v reciprok
m¶atrix fogalm¶at, ami logikailag kapcsol¶odik az el}obb bizony¶³tott t¶etelhez.

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrix kv¶azi-konzisztens, ha tal¶alhat¶o
ugyanolyan m¶eret}u konzisztens A? m¶atrix ¶ugy, hogy tetsz}oleges i; j indexp¶arra
teljesÄul, hogy aij > 1 (illetve aij = 1; aij < 1) eset¶en a?

ij > 1 (illetve
a?

ij = 1; a?
ij < 1).

Nyilv¶anval¶o, hogy a 3£3-as m¶eret}u pozit¶³v reciprok m¶atrixok kÄozÄul azok
¶es csak azok kv¶azi-konzisztensek, melyek gr¶afja G1, G3, G4 vagy G7 t¶³pus¶u.
Ez¶ert a fenti t¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy ha egy pozit¶³v reciprok m¶atrixban
minden, a f}o¶atl¶ora szimmetrikusan elhelyezked}o, 3£ 3-as m¶eret}u szubm¶atrix
kv¶azi-konzisztens, akkor a teljes m¶atrix is kv¶azi-konzisztens.

5 Tranzit¶³v ¶es er}osen tranzit¶³v p¶aros Äossze-
hasonl¶³t¶as m¶atrixok

A kÄovetkez}okben bevezetjÄuk a konzisztencia k¶et laz¶abb v¶altozat¶at. KÄozÄulÄuk
az els}ot puszt¶an a GA ir¶any¶³tott gr¶af alapj¶an ¶ertelmezzÄuk, ez teh¶at csak egy
kvalitat¶³v jellemz}oje az A m¶atrix kÄovetkezetess¶egi fok¶anak, a m¶asodikhoz
viszont ¯gyelembe vesszÄuk a GA gr¶af ir¶any¶³tott ¶eleihez rendelt s¶ulyokat is.

Ha a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶ast v¶egz}o ¶ert¶ekel}o azt mondja, hogy az Oi objek-
tum el}onyÄosebb, mint az Oj , ez ut¶obbi pedig el}onyÄosebb, mint az Ok, akkor
a logika szerint elv¶arhatjuk t}ole, hogy az Oi ¶es Ok objektumokat hasonl¶³tva
Oi-t is el}onyÄosebbnek ¶³t¶eli Ok-n¶al. Az ezen elv¶ar¶asnak eleget tev}o ¶ert¶ekel¶esek
p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix¶at tranzit¶³vnek nevezzÄuk.

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrix tranzit¶³v, ha tetsz}oleges i; j; k in-
dexh¶armasra teljesÄul, hogy aij > 1 ¶es ajk > 1 eset¶en mindig fenn¶all aik > 1
is.
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Tranzit¶³v m¶atrixoknak a de¯n¶³ci¶ob¶ol kÄovetkez}o tov¶abbi nyilv¶anval¶o tulaj-
dons¶agai:

aij < 1 ¶es ajk < 1 eset¶en mindig aik < 1;
aij = 1 ¶es ajk > 1 eset¶en mindig aik ¸ 1;
aij = 1 ¶es ajk < 1 eset¶en mindig aik · 1;
aij > 1 ¶es ajk = 1 eset¶en mindig aik ¸ 1;
aij < 1 ¶es ajk = 1 eset¶en mindig aik · 1.

A logika alapj¶an elv¶arhat¶o az is, hogy ha az ¶ert¶ekel¶est v¶egz}o szem¶ely
¶³t¶elete szerint az Oi objektum el}onyÄosebb, mint Oj, ez pedig u-szor el}onyÄosebb,
mint Ok, akkor Oi is legal¶abb u-szor el}onyÄosebb, mint Ok, vagyis aij > 1 -b}ol
kÄovetkezik, hogy aik ¸ ajk. Ennek alapj¶an bevezetjÄuk a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶ot:

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrix er}osen tranzit¶³v, ha tetsz}oleges
olyan i; j indexek eset¶en, melyekre aij > 1, minden k-ra fenn¶all az aik ¸ ajk

egyenl}otlens¶eg.

Az er}osen tranzit¶³v m¶atrix fogalma m¶ar nem tiszt¶an kvalitat¶³v tulaj-
dons¶agot fejez ki, ez¶ert a m¶atrix gr¶afj¶ara tÄort¶en}o ekvivalens ¶atfogalmaz¶as
most Äonmag¶aban a GA gr¶afra nem ¶ertelmezhet}o, hanem csak a |3. szakasz-
ban le¶³rt m¶odon| ¶el-s¶ulyokkal ell¶atott gr¶afra.

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrixb¶ol sz¶armaztathat¶o GA gr¶af (illetve
¶el-s¶ulyokkal ell¶atott GA gr¶af) tranzit¶³v (illetve er}osen tranzit¶³v), ha maga az
A m¶atrix tranzit¶³v (illetve er}osen tranzit¶³v).

A de¯nici¶o folyt¶an nyilv¶anval¶o, hogy egy pozit¶³v reciprok m¶atrix akkor
¶es csak akkor tranzit¶³v (er}osen tranzit¶³v), ha minden harmadrend}u, f}o¶atl¶ora
szimmetrikus r¶eszm¶atrixa tranzit¶³v (er}osen tranzit¶³v).

Az is nyilv¶anval¶o a h¶arom m¶atrixoszt¶aly (konzisztens, tranzit¶³v, illetve
er}osen tranzit¶³v m¶atrixok) de¯n¶³ci¶oja alapj¶an, hogy minden konzisztens m¶at-
rix er}osen tranzit¶³v, ¶es minden er}osen tranzit¶³v m¶atrix tranzit¶³v.

A harmadrend}u pozit¶³v reciprok m¶atrixokhoz tartoz¶o, az 1. ¶abr¶an felsorolt
gr¶afokat v¶egign¶ezve l¶atjuk, hogy kÄozÄulÄuk a G1, G3, G4, G6 ¶es G7 gr¶afok
tranzit¶³v, a G2, ¶es G5 gr¶afok nem tranzit¶³v m¶atrixhoz tartoznak. Kimondhat¶o
teh¶at a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as:

T¶etel. Egy GA ir¶any¶³tott gr¶af akkor ¶es csak akkor tranzit¶³v, ha a gr¶af h¶arom
cs¶ucsb¶ol ¶all¶o r¶eszgr¶afjai kÄozÄott nem fordul el}o sem G2-vel, sem G5-tel topo-
l¶ogiai ¶ertelemben ekvivalens gr¶af.

Eszerint a konzisztens, illetve tranzit¶³v m¶atrixok gr¶afjai kÄozÄotti elt¶er¶es ¶ugy
is megfogalmazhat¶o, hogy az ut¶obbiak eset¶en megengedjÄuk a h¶arom cs¶ucsb¶ol
¶all¶o r¶eszgr¶afok kÄozÄott G6 el}ofordul¶as¶at is, az el}obbiek eset¶en nem engedjÄuk
meg.

Az A m¶atrixhoz tartoz¶o ¶el-s¶ulyozott GA gr¶af er}os tranzitivit¶asa is kife-
jezhet}o a h¶arom cs¶ucsb¶ol ¶all¶o ¶el-s¶ulyozott r¶eszgr¶afok seg¶³ts¶eg¶evel. Az 1. ¶abra
esetein v¶egigfutva, rÄovid diszkusszi¶o elv¶egz¶es¶evel azt l¶atjuk, hogy a G2 ¶es G5

gr¶af semmilyen s¶ulyoz¶assal nem lehet er}osen tranzit¶³v, a G6 ¶es G7 gr¶afok
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viszont eleve er}osen tranzit¶³vak, a s¶ulyoz¶ast¶ol fÄuggetlenÄul. A G3, illetve
G4 gr¶af akkor ¶es csak akkor er}osen tranzit¶³v, ha a bennÄuk l¶ev}o 2 ¶el s¶ulya
azonos. V¶egÄul, a G1 gr¶af akkor ¶es csak akkor er}osen tranzit¶³v, ha az ¶elek
s¶ulyaira teljesÄul a13 ¸ maxfa12; a23g. Az fentiekb}ol kÄovetkezik az al¶abbi
¶all¶³t¶as helyess¶ege:

T¶etel. Egy pozit¶³v reciprok m¶atrixhoz tartoz¶o, ¶el-s¶ulyokkal ell¶atott GA ir¶a-
ny¶³tott gr¶af akkor ¶es csak akkor er}osen tranzit¶³v, ha a gr¶af h¶arom cs¶ucsb¶ol ¶all¶o
r¶eszgr¶afjai kÄozÄott nem fordul el}o sem G2, sem G5 t¶³pus¶u gr¶af, az Äosszes G3

¶es G4 t¶³pus¶u r¶eszgr¶af 2-2 ¶el¶enek s¶ulya azonos (a12 = a13, illetve a21 = a23),
az Äosszes G1 t¶³pus¶u r¶eszgr¶af ¶el-s¶ulyaira pedig teljesÄul a13 ¸ maxfa12; a23g.

MegjegyezzÄuk, hogy konzisztens m¶atrixok eset¶en a tranzitivit¶as nemcsak
a \>", hanem a \¸" rel¶aci¶ora n¶ezve is fenn¶all, azaz tetsz}oleges i; j; k in-
dexh¶armasra teljesÄul, hogy aij ¸ 1 ¶es ajk ¸ 1 eset¶en mindig aik ¸ 1.
A konzisztens m¶atrix fogalm¶aban teh¶at egy er}osebb tranzitivit¶as testesÄul
meg, mint a tranzit¶³v m¶atrix fogalm¶aban. Mivel azonban az el}obbieket a
konzisztens jelz}o m¶ar kategoriz¶alja, a tranzit¶³v sz¶o szabad marad az el}obbi
de¯n¶³ci¶o szerinti gyeng¶ebb tranzitivit¶as jellemz¶es¶ere.

Az ¶ert¶ekel¶esi elj¶ar¶as sor¶an a \¸" rel¶aci¶ora vonatkoz¶o tranzitivit¶as tel-
jes¶³t¶es¶et nem volna helyes elv¶arni az ¶ert¶ekel}okt}ol, amit a kÄovetkez}o gondo-
latmenettel indokolhatunk:

Mivel az Äosszehasonl¶³t¶asok sz¶amszer}us¶³t¶ese ¶altal¶aban diszkr¶et (gyakran
csak verb¶alisan kifejezett) sk¶al¶an tÄort¶enik, nem z¶arhatjuk ki az olyan eseteket,
amikor objektumok valamely O1; O2; . . . ;Ok l¶anc¶ara ennek szomsz¶edos ele-
mei kÄozÄott az ¶ert¶ekel}o nem l¶at kÄulÄonbs¶eget a vizsg¶alt szempont alapj¶an, ha
tÄort¶enetesen a l¶anc minden tagja csak picivel el}onyÄosebb az el}oz}on¶el, azonban
kÄonnyen lehets¶eges, hogy ugyanakkor a k¶et sz¶els}o elem (O1 ¶es Ok) kÄozÄott m¶ar
egy¶ertelm}uen ¶es mark¶ansan ¶eszlelhet}o a kÄulÄonbs¶eg. Term¶eszetesen sok m¶as
(tÄobbnyire szubjekt¶³v) oka is lehet annak, hogy a tranzitivit¶as nem mindig
teljesÄul az ¶ert¶ekel¶esi folyamat sor¶an.

6 Konkl¶uzi¶o

P¶aros Äosszehasonl¶³t¶as alapj¶an k¶esz¶³tett pozit¶³v reciprok m¶atrixok eset¶en ezek
elemz¶es¶ere haszn¶alhatjuk a cikkben bevezetett h¶arom m¶asik konzisztencia
t¶³pust. Az elemz¶es sor¶an azt vizsg¶alhatjuk, hogy a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
eredm¶enyek¶ent kapott m¶atrix megfelel-e az enyh¶ebb konzisztencia t¶³pusok
valamelyik¶enek, ha nem, akkor hol ¶es milyen m¶ert¶ekben t¶er el azokt¶ol? A
bevezetett fogalmak haszna lehet az is, hogy { m¶³g diszkr¶et pontoz¶asi sk¶ala
eset¶en a klasszikus konzisztencia elvileg nem biztos¶³that¶o { a h¶arom enyh¶ebb
konzisztencia t¶³pus eset¶en viszont ¶altal¶aban biztos¶³that¶o.

FelvetjÄuk megfontol¶asra a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as mellett tri¶ok (objektum-
h¶armasok) Äosszehasonl¶³t¶as¶anak a m¶odszer¶et (amit l¶enyeg¶eben m¶ar Gass [1]
is felvetett): B¶armely X;Y;Z objektum-h¶armas eset¶en az ¶ert¶ekel}o v¶alasszon
a kÄovetkez}o lehet}os¶egek kÄozÄott: 1. X;Y;Z mindegyike egyform¶an el}onyÄos;
2. kett}o kÄozÄulÄuk, pl. X ¶es Y egyform¶an el}onyÄos, Z azonban m¶eg el}onyÄosebb
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mindkett}on¶el; 3. X ¶es Y egyform¶an el}onyÄos, Z azonban kev¶esb¶e el}onyÄos
mindkett}on¶el; 4. X; Y ¶es Z sorrendbe ¶all¶³that¶o, pl. X el}onyÄosebb, mint Y ¶es
Z, Y pedig el}onyÄosebb, mint Z.

Irodalom

1. S. I. Gass, Tournaments, transitivity and pairwise comparison, J. Op. Res.
Soc., 49(1998) 616{624.

2. S. I. Gass and S.M. Standard, Characteristics of positive reciprocal matrices
in the analytic hierarchy process, J. Op. Res. Soc., 53(2002) 1385{89.

3. T. L. Saaty, The analytic hierarchy process. Planning, priority setting, re-
source allocation. McGraw-Hill, New York, 1980.

CRITERIA FOR PAIRWISE COMPARISON MATRICES

The aim of the paper is to give a small contribution to the methodology of analyzing
pairwise comparison matrices. For this purpose, we de¯ne several suitable classes
of positive reciprocal matrices based on mainly the qualitative feature of triads of
a pairwise comparison matrix. Using a graph representation of a pairwise compar-
ison matrix, graph theoretic approach is applied for the argumentation. This is
especially useful for proving the theorem in Section 4.
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LEXIKOGRAFIKUS DÄONT¶ESEK EGY ¶ALTAL¶ANOS
DÄONT¶ESI MODELLBEN1

DOMBI J¶OZSEF { VINCZE N¶ANDOR
Szegedi Tudom¶anyegyetem

A dolgozatban a lexikogra¯kus dÄont¶esi elj¶ar¶ast egy olyan ¶altal¶anos dÄont¶esi
modell keret¶ebe illesztjÄuk bele, amelynek seg¶³ts¶eg¶evel modellezhet}ok a PRO-
METHEE, ELECTRE, illetve a utility elj¶ar¶asok. Egy lexikogra¯kus dÄont¶esi
fÄuggv¶enyt konstru¶alunk meg, preferenciafÄuggv¶eny ¶es un¶aris oper¶ator seg¶³ts¶e-
g¶evel.

1 Bevezet¶es

A dÄont¶eselm¶elet tÄort¶enete sor¶an nagyon sok elj¶ar¶ast fejlesztettek ki. A kezde-
teket Condorcet valamint Cramer ¶es Bernoulli modellje jelentette, ezt kÄovette
a dÄont¶eselm¶elet fejl}od¶es¶enek legnagyobb lÄok¶est ad¶o Neumann-Morgenstern-
f¶ele axiomatiz¶alt modell, valamint hasznoss¶ag-fÄuggv¶eny reprezent¶aci¶ok. Ide
tartoznak a kÄulÄonbÄoz}o addit¶³v illetve nem-tranzit¶³v modellek, mint a Fishburn-
f¶ele SSB modell, Fishburn[4], valamint az outranking m¶odszerek, az ELEC-
TRE, a PROMEETHE vagy a Saaty ¶altal kidolgozott AHP m¶odszer, Temesi
[9], Olson [6]. A gyakorlati alkalmaz¶as sor¶an felmerÄult a k¶erd¶es, hogy ezek a
modellek megfogalmazhat¶ok-e egy olyan egys¶eges keretrendszerben, amely-
ben a param¶eterek v¶altoztat¶as¶aval megkaphat¶ok az egyes speci¶alis dÄont¶esi
elj¶ar¶asok? Ennek jelent}os¶ege abban ¶all, hogy sz¶amos dÄont¶esi szitu¶aci¶oban
tÄobb m¶odszer egym¶as melletti alkalmaz¶as¶aval hat¶arozhat¶o meg a kimenetek
kÄozÄotti sorrend. Ezt a keretrendszert adja meg Dombi [1, 2].

Dolgozatunk c¶elja a lexikogra¯kus dÄont¶es egy olyan numerikus reprezent¶a-
ci¶oj¶anak megad¶asa, mellyel beleilleszthet}o ebbe a keretbe. Ennek tudhat¶o be,
hogy a dolgozatban l¶atsz¶olag bonyolult reprezent¶aci¶ot adunk a lexikogra¯kus
dÄont¶esre. Legyen a = (x1; x2; . . . ; xn) ¶es b = (y1; y2; . . . ; yn) alternat¶³va, az
xk; yk hasznoss¶agi ¶ert¶ekekkel megadva, ¶es w1; w2; . . . ; wn s¶ulyok. Adjuk meg
a preferenci¶at a kÄovetkez}o m¶odon:

p(a; b) =
nX

i=1

wi¿i(pi(xi; yi))

ahol a preferenciafÄuggv¶eny

p(x; y) =
y ¡ x + 1

2

1Be¶erkezett: 2005. ¶aprilis 24.
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¶es ¿i : [0; 1] ! [0; 1] egyv¶altoz¶os monoton fÄuggv¶eny. Dolgozat¶anak els}o
r¶esz¶eben Dombi [1] megmutatta, hogy ha ¿i(x) = x, akkor a preferenci¶ak
s¶ulyozott ¶atlag¶at kapjuk, m¶asr¶eszt a s¶ulyozott ¶atlag szerinti dÄont¶es felcser¶el-
het}o a preferenci¶akon alapul¶o dÄont¶essel, azaz a utilit¶as jelleg}u modellt ez a
modell tartalmazza. Tov¶abb¶a bizony¶³t¶asra kerÄul az al¶abbi:

T¶etel. Az ELECTRE ¶es PROMETHEE m¶odszerek pEL, pP R preferen-
ciafÄuggv¶enyeihez l¶eteznek olyan ¿EL

i ¶es ¿P R
i egyv¶altoz¶os fÄuggv¶enyek, hogy

pEL(a; b) =
nX

i=1

wi¿i(pi(xi; yi))

pP R(a; b) =
nX

i=1

wi¿i(pi(xi; yi))

¶es line¶aris esetben p¶eld¶aul:

¿EL(x) =

8
><
>:

0 ha x · pi ;
x¡pi

qi¡pi
ha pi < x < qi ;

1 ha qi · x ;

ahol 0 · pi · qi · 1
2
, ¶es

¿P R(x) =

8
><
>:

0 ha x · pi ;
x¡pi

qi¡pi
ha pi < x < qi ;

1 ha qi · x ;

ahol 1
2 · pi · qi · 1.

FelmerÄul a k¶erd¶es, hogy ebbe a csal¶adba beilleszthet}o-e a lexikogra¯kus
dÄont¶esi elj¶ar¶as? Jelen dolgozatban megmutatjuk, hogy ha wi s¶ulyokat illetve
¿(x) fÄuggv¶enyt speci¶alisan v¶alasztjuk, akkor az ¶altal¶anos modell a lexiko-
gra¯kus dÄont¶est is mag¶aban foglalja. Mivel a lexikogra¯kus dÄont¶es nem kom-
penzatorikus, ez¶ert egy nem folytonos ¿(x) fÄugggv¶enyt kell alkalmazni:

¿

Ã
nX

i=1

wi¿i(pi(xi; yi))

!

Ez azonban nem csorb¶³tja a modell ¶ert¶ek¶et, mert a PROMETHEE ¶es ELEC-
TRE is beilleszthet}o ebbe az ¶uj modellbe, ¿(x) = x alkalmaz¶as¶aval. En-
nek az¶ert van jelent}os¶ege, mert a konkr¶et xi; yi ¶ert¶ekek ismerete n¶elkÄul,
ak¶armilyen kicsi is lehet a kÄoztÄuk lev}o elt¶er¶es. Ez azt jelenti, hogy elj¶ar¶asunkat
¶ugy konstru¶aljuk meg, hogy alkalmazhat¶o legyen on-line m¶odon ¶erkez}o ada-
tok eset¶eben is. Ekkor nem t¶amaszkodhatunk arra, hogy a bejÄov}o adatok
kÄozÄott mekkora a legkisebb elt¶er¶es, ily m¶odon el}ore adott s¶ulyokkal kell dol-
goznunk. Ha adataink kÄozÄott tetsz}olegesen kis kÄulÄonbs¶eg lehet, felmerÄul a
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k¶erd¶es, hogy alkalmass¶a tehet}o-e a modell az indi®erenciakÄuszÄob ¯gyelem-
bev¶etel¶ere? Az eml¶³tett ¶altal¶anos modellben ¿(x) m¶odos¶³t¶as¶aval ez el¶erhet}o,
p¶eld¶aul:

¿(x) =

½
0 ha 0 · x < 1

2 ¡ ±;
1 ha 1

2 + ± < x · 1.

A v¶eges lexikogra¯kus rendez¶es ¶altal¶anos koncepci¶oj¶anak alapja |kÄo-
vetve Fishburn [3] terminol¶ogi¶aj¶at| egy v¶eges I = f1; 2; . . . ; ng halmaz, ¶es
egy Ái rendez¶esi rel¶aci¶o a nemÄures Xi halmazon minden i 2 I-re. JelÄolje
Xi elemeit xli, ahol minden i 2 I-re l 2 f1; 2; . . . ; mg. JelÄolje »i a Ái

rel¶aci¶o szimmetrikus komplementer¶et, azaz b¶armely xji »i xki akkor ¶es csak
akkor, ha sem xji Ái xki, sem xki Ái xji rel¶aci¶o nem teljesÄul. Ekkor
aj = (xj1; xj2; . . . ; xjn) ¶es ak = (xk1; xk2; . . . ; xkn)-ra azt mondjuk, hogy
ak lexikogra¯kusan megel}ozi aj-t az I-n ¶ertelmezett term¶eszetes < rendez¶es
mellett Ái rel¶aci¶okra vonatkoz¶oan, vagy jelÄol¶esben rÄoviden: aj <L ak akkor
¶es csak akkor, ha

fi : i 2 I ¶es (xji Ái xki vagy xki Ái xji)g

halmaz nemÄures, ¶es xji Ái xki az els}o (legkisebb) i-re ebben a halmazban.
Pontosan ez¶ert nevezhetjÄuk a lexikogra¯kus rendez¶est az els}o di®erencia alap-
j¶an val¶o rendez¶esnek is. A rendez¶esek lexikogra¯kus aggreg¶aci¶oja sor¶an fontos
a tulajdons¶agok ÄorÄokl}od¶es¶enek vizsg¶alata, Solymosi [8]. Gyenge rendez¶esek
illetve line¶aris rendez¶esek aggreg¶aci¶oja gyenge rendez¶es illetve line¶aris ren-
dez¶es. Parci¶alis rendez¶esek lexikogra¯kus aggreg¶aci¶oja viszont nem felt¶etlenÄul
parci¶alis rendez¶es, ciklus is kialakulhat, Fishburn [3].

A lexikogra¯kus rendez¶esre egyik legismertebb p¶elda az abc szerinti ren-
dez¶es a sz¶ot¶arakban vagy lexikonokban. A lexikogra¯kus rendez¶es ¶altal¶anos
koncepci¶oj¶anak megfelel}oen ekkor I = f1; 2; . . . ; ng, ahol n a leghosszabb, a
sz¶ot¶arban le¶³rt sz¶o hossza. Legyen Xi = A = f;; a; b; . . . ; zg, ; Ái a Ái b Ái

. . . Ái z mellett minden i-re. Egy ®1®2 . . .®r sz¶o, ahol nyilv¶an r · n, az
An halmaz egy (®1; ®2; . . . ; ®m; ;; . . . ; ;) eleme lesz. Ekkor <L az An azon
r¶eszhalmazain, amely a ,,val¶odi" szavakat jelenti, a szavak term¶eszetes abc-
beli rendez¶es¶et adja.

A tÄobbt¶enyez}os csoportos dÄont¶esek elm¶elet¶eben a lexikogra¯kus dÄont¶esi
elj¶ar¶as az attrib¶utumok vagy krit¶eriumok egy hierarchi¶aj¶an, vagy rendezett
halmaz¶an alapul, ahol az els}o kÄulÄonbs¶eg alapj¶an val¶o Äosszehasonl¶³t¶as elve
azt mondja ki, hogy egy alternat¶³va ,,jobb" mint egy m¶asik, akkor ¶es csak
akkor, ha az els}o ,,jobb" mint a m¶asodik a legfontosabb krit¶eriumon, amelyen
kÄulÄonbÄoznek. A bevezet}oben eml¶³tett koncepci¶o szemantikus ¶ertelmez¶esek¶ent
legyen teh¶at aj ¶es ak k¶et alternat¶³va ¶es c1; c2; . . . ; cn kÄulÄonbÄoz}o krit¶eriumok,
xji ¶es xki pedig jelents¶ek az aj ¶es ak alternat¶³v¶ak ci krit¶erium szerinti hasz-
noss¶ag¶at (ki¶ert¶ekel¶es¶et). Ekkor aj ¶es ak alternat¶³v¶akat azonos¶³thatjuk a
ki¶ert¶ekel¶es vektoraikkal, azaz mondhatjuk, hogy aj = (xj1; xj2; . . . ; xjn) ¶es
ak = (xk1; xk2; . . . ; xkn):

Ekkor Áia ci krit¶erium ¶altal az alternat¶³v¶akon megval¶os¶³tott rendez¶esi
rel¶aci¶o. xji »i xki akkor ¶es csak akkor, ha aj ¶es ak indi®erensek ci krit¶erium
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szerint, ¶es x <L y akkor ¶es csak akkor, ha xji »i xki i 2 f1; 2; . . . ; l ¡ 1g ¶es
xjl Ái xkl.

A lexikogra¯kus dÄont¶esi szab¶aly sz¶amos helyen hat¶ekonyan alkalmazhat¶o,
p¶aly¶azatok ki¶ert¶ekel¶es¶eben, Rapcs¶ak [7], vagy szavaz¶asi rendszerekben a holt-
verseny elkerÄul¶es¶ere. Ahogyan fentebb is eml¶³tettÄuk, dolgozatunkban a prefe-
renciafÄuggv¶enyt egy s¶ulyoz¶as seg¶³ts¶eg¶evel val¶os¶³tjuk meg. Itt a s¶ulyokat ¶ugy
v¶alasztottuk meg, hogy a nem kompenzatorikuss¶ag miatt egy krit¶erium ¶altal
fel¶all¶³tott sorrendet fontoss¶agi sorrendben ut¶ana kÄovetkez}o krit¶eriumok nem
v¶altoztathatnak meg egyÄuttesen sem. Az alternat¶³vahalmazr¶ol feltesszÄuk,
hogy nem l¶etezik benne k¶et lexikogra¯kusan azonos elem. Vagyis, ha tetsz}o-
leges A alternat¶³vahalmazon E jelÄoli azt az ekvivalenciarel¶aci¶ot, mely szerint
ajEak, ha aj ¶es ak lexikogra¯kusan azonos, akkor alternat¶³vahalmaznak az
A=E faktorhalmazt tekintjÄuk.

2 A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny konstruk-
ci¶oja

A lexikogra¯kus dÄont¶esi m¶odszerrel kev¶es publik¶aci¶o foglalkozik, numerikus
reprezent¶aci¶oj¶ara pedig alig tal¶alunk p¶eld¶at. Ezt indokolhatj¶ak az erre vonat-
koz¶o negat¶³v eredm¶enyek, p¶eld¶aul a s¶³k lexikogra¯kus rendez¶es¶ere vonatkoz¶o
(de tetsz}oleges n-dimenzi¶os line¶aris t¶erre is igaz):

T¶etel. Nem l¶etezik olyan folytonos f(x; y) val¶os fÄuggv¶eny, amelyre (x; y) <L

(v; z) () f(x; y) < f(v; z):

Bizony¶³t¶as. Legyen x; x1; x2; y1; y2 olyan, hogy x1 < x < x2; ¶es y1 < y2.
TegyÄuk fel, hogy van olyan f(x; y) fÄuggv¶eny, amelyre

(x; y) <L (v; z) () f(x; y) < f(v; z) :

A fentiekre ekkor igaz a kÄovetkez}o:

(x; y2) <L (x2; y1) <L (x2; y2) () f(x; y2) <L f(x2; y1) <L f(x2; y2) :

Mivel f(x; y) (x2; y2)-ben is folytonos, ¶³gy legyen " tetsz}oleges olyan rÄogz¶³tett
pozit¶³v ¶ert¶ek, hogy " < f(x2; y2) ¡ f(x2; y1): Ekkor van olyan ±, hogy ha

j(x2; y2) ¡ (x; y2)j < ± =) f(x2; y2) ¡ f(x; y2) < " :

Azonban legyen x tetsz}oleges, a de¯n¶³ci¶o szerinti, akkor

f(x2; y2) ¡ f(x; y2) > f(x2; y2) ¡ f(x2; y1) > " ;

ami ellentmond¶as. ¶Igy ilyen folytonos fÄuggv¶eny nem l¶etezik.
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2.1 PreferenciafÄuggv¶eny ¶es m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶eny

A bevezet¶esben bemutattuk a lexikogra¯kus dÄont¶esi elvet. Ebben a fejezetben
megkonstru¶alunk egy lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶enyt. A konstrukci¶ohoz
¶altal¶anos p(x; y) preferenciafÄuggv¶enyt ¶es ¿(x) m¶odos¶³t¶o vagy m¶as n¶even v¶a-
g¶ofÄuggv¶enyt, vagy kÄuszÄob¶ert¶ek fÄuggv¶enyt haszn¶alunk, melyek a kÄovetkez}ok:

p(x; y) =
y ¡ x + 1

2

¿(x) =

8
><
>:

0 ha 0 · x < 1
2 ;

1
2 ha x = 1

2 ;

1 ha 1
2 < x · 1 :

Legyen A = fa1; a2; ¢ ¢ ¢ ; amg az alternat¶³v¶ak halmaza, C = fc1; c2; ¢ ¢ ¢ ; cng
a krit¶eriumok halmaza, fontoss¶agi sorrend szerint. JelÄolje xij az ai alter-
nat¶³va cj krit¶erium szerinti ki¶ert¶ekel¶es¶et (hasznoss¶ag¶at), ¶es tegyÄuk fel, hogy
a ki¶ert¶ekel¶es ¶ert¶ekei norm¶altak, azaz 0 · xij · 1. Egy dÄont¶esi helyzetet
ezut¶an m¶atrix alakban, a dÄont¶esi m¶atrixszal ¶³rhatunk fel,

c1 c2 . . . cn

a1 x11 x12 . . . x1n

a2 x21 x22 . . . x2n

...
...

...
...

...
am xm1 xm2 . . . xmn

2.1.1 A preferenciafÄuggv¶eny tulajdons¶agai

A bevezet}oben eml¶³tettek alapj¶an az alternat¶³v¶akat azonos¶³thatjuk a ki¶ert¶eke-
l¶es n-eseikkel, azaz legyen ai = (xi1; xi2; . . . ; xin) ¶es aj = (xj1; xj2; . . . ; xjn).
Ha a p(x; y) preferenciafÄuggv¶enyben az x = xik, y = xjk helyettes¶³t¶eseket
elv¶egezzÄuk, megkapjuk a ck krit¶erium ¶altal az (ai; aj) alternat¶³v¶ak kÄozÄott
fel¶all¶³tott preferencia-sorrendet. Ekkor

0 · p(xik; xjk) < 1
2 ha xik > xjk

p(xik; xjk) = 1
2 ha xik = xjk

1
2 < p(xik; xjk) · 1 ha xik < xjk

2.1.2 A preferenciafÄuggv¶eny ¶es a m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶eny kompoz¶³ci¶oja

1. De¯n¶³ci¶o. Minden (ai; aj) p¶arra de¯ni¶alhatjuk a p¤(ai; aj) krit¶eriumon-

k¶enti preferencia n-est a kÄovetkez}o m¶odon: p¤(ai; aj) = ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ),

"ij
k = ¿(p(xik; xjk), amelyekre teljesÄul:

¿(p(xik; xjk)) =

8
<
:

0 ha xik > xjk ;
1
2 ha xik = xjk ;
1 ha xik < xjk :
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Mivel az alternat¶³vahalmazban nem l¶etezik k¶et lexikogra¯kusan azonos elem,
¶³gy minden (ai; aj) p¶arra, ai = (xi1; xi2; . . . ; xin), aj = (xj1; xj2; . . . ; xjn),
van olyan k1 ¶es k2, hogy xik1 < xjk1 ¶es xjk2 < xik2 .

2.2 A lexikogra¯kus dÄont¶esi elj¶ar¶as

A dolgozat legfontosabb eredm¶eny¶et az al¶abbiakban foglalhatjuk Äossze:

1. T¶etel. Legyen A = fa1; a2; ¢ ¢ ¢ ; amg az alternat¶³v¶ak halmaza, C =
fc1; c2; ¢ ¢ ¢ ; cng a krit¶eriumok halmaza, a dÄont¶eshoz¶o ¶altal megadott fontoss¶agi
sorrend szerint. JelÄolje xij az ai alternat¶³va cj krit¶erium szerinti ki¶ert¶ekel¶es¶et
(hasznoss¶ag¶at), ¶es feltesszÄuk, hogy a ki¶ert¶ekel¶es ¶ert¶ekei norm¶altak, azaz 0 ·
xij · 1. Azaz a dÄont¶esi m¶atrix:

c1 c2 . . . cn

a1 x11 x12 . . . x1n

a2 x21 x22 . . . x2n

...
...

...
...

...
am xm1 xm2 . . . xmn

A p(x; y) preferenciafÄuggv¶eny ¶es ¿(x) m¶odos¶³t¶o vagy kÄuszÄob¶ert¶ek fÄuggv¶eny
legyen olyan, ahogyan azt 2.1 alatt megadtuk. Ekkor l¶eteznek olyan wk

k = 1; 2; . . . ; n s¶ulyok, hogy az m elem}u

li =
1

n

nX

j=1
j 6=i

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!

pozit¶³v val¶os sz¶amhalmazra teljesÄul: li > lj pontosan akkor, ha ai <L aj .

A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny konstrukci¶oj¶ahoz teh¶at a bevezet}oben
eml¶³tett |a nem kompenzatorikuss¶ag elv¶et megtart¶o| s¶ulyoz¶as megval¶os¶³-
t¶as¶aval jutunk el. Ezt a kÄovetkez}ok¶ent val¶os¶³tjuk meg: Legyen a ci krit¶erium
fontoss¶agi s¶ulya:

wi =
1

2i
+

1

n2n
:

Ellen}orizhet}o, hogy teljesÄul a

nX

k=1

wk = 1

felt¶etel. A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶enyt ekkor a kÄovetkez}o fÄuggv¶eny-
kompoz¶³ci¶o val¶os¶³tja meg:

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!
=

½
0 ha ai >L aj ;

1 ha ai <L aj :
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Ennek seg¶³ts¶eg¶evel de¯ni¶alhat¶o val¶os sz¶amok egy [0; 1]-re norm¶alt sorozata:

li =
1

n

nX

j=1
j 6=i

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!

melyre li > lj pontosan akkor, ha ai >L aj.
Ezt a lexikogra¯kus dÄont¶esi sorrendet reprezent¶al¶o sorozatot oly m¶odon

konstru¶altuk meg, hogy egy adott ai alternat¶³va eset¶en aggreg¶altuk az ai

alternat¶³va ¶es minden j = 1; 2; . . . ; i ¡ 1; i + 1; . . . ; n-re az aj alternat¶³va
kÄozÄotti preferenci¶at. Ezen a gondolaton alapszik a PROMETHEE m¶odszer
glob¶alis preferenciakonstrukci¶oja is.

A konstrukci¶o helyess¶eg¶enek bizony¶³t¶as¶ahoz el}oszÄor a s¶ulyoz¶as helyess¶eg¶et
l¶atjuk be.

1. Lemma. Legyen "ij
k = ¿(p(xik; xjk)). Ekkor igaz a kÄovetkez}o k¶et ¶all¶³t¶as:

(1) min
i;j

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
+

1

n2n
ha ai <L aj, ¶es minimum¶at ("ij

1 ; "ij
2 ; . . . ; "ij

n ) =

(1; 0; . . . ; 0) helyen veszi fel.

(2) max
i;j

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
¡ 1

n2n
ha ai <L aj , ¶es maximum¶at ("ij

1 ; "ij
2 ; . . . ; "ij

n ) =

(0; 1; . . . ; 1) helyen veszi fel.

Az 1. lemma bizony¶³t¶asa: (1) Ha ai < aj ¶es "ij
k = ¿(p(xik; xjk)),

akkor az ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) preferencia n-esek kÄozÄul a kÄovetkez}o alak¶u tar-

talmaz minim¶alis sz¶am¶u nem 0 elemet:
µ

1

2
;
1

2
; . . . ;

1

2| {z }
k

; 1; 0; . . . ; 0

¶
ahol 0 · k < n :

Ekkor a s¶ulyozott Äosszeg ¶ert¶eke:

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
+

µ
k

2
+ 1

¶
1

n2n
;

ami nyilv¶anval¶oan akkor lesz minim¶alis, ha k = 0. Ekkor

("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) = (1; 0; . . . ; 0) ¶es min

i;j

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
+

1

n2n
:

(2) Ha ai > aj , akkor az ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) preferencia n-esek kÄozÄul a

kÄovetkez}o alak¶u tartalmaz maxim¶alis nem 0 elemet:
µ

1

2
;
1

2
; . . . ;

1

2| {z }
k

; 0; 1; . . . ; 1

¶
ahol 0 · k < n :
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Ekkor
nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
¡

µ
k

2
+ 1

¶
1

n2n
;

Ez a kifejez¶es maximum¶at k = 0 esetben veszi fel. Ekkor

("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) = (0; 1; . . . ; 1) ¶es max

i;j

nX

k=1

wk"ij
k =

1

2
¡ 1

n2n
:

Ezzel bel¶attuk a lemma ¶all¶³t¶as¶at, ¶³gy a s¶ulyoz¶as helyess¶eg¶et bizony¶³tottuk.

A t¶etel bizony¶³t¶asa. Ekkor a s¶ulyozott Äosszeg ¶ert¶ek¶ere igaz:

1

2
<

nX

k=1

wk"ij
k · 1 ha ai <L aj ;

0 ·
nX

k=1

wk"ij
k <

1

2
ha ai >L aj :

Ekkor erre a s¶ulyozott Äosszegre alkalmazva a ¿ m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶enyt, kapjuk,
hogy

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!
=

½
0 ha ai >L aj ;
1 ha ai <L aj ;

¶³gy ¿(
Pn

k=1 wk¿(p(xik; xjk))) a lexikogra¯kus preferenciarendez¶est adja k¶et
alternat¶³va kÄozÄott. Ily m¶odon ezzel a konstrukci¶oval egy lexikogra¯kus dÄont¶esi
fÄuggv¶enyt adtunk meg. Az ebben szerepl}o ¿(x) kÄuszÄob¶ert¶ek fÄuggv¶eny nem
folytonos, ¶³gy a lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny sem az. A m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶eny
¶altal¶anos alakja:

¿piqi(x) =

8
><
>:

0 ha 0 · x < pi ;
x¡pi

qi¡pi
ha pi < x < qi ;

1 ha qi < x · 1 :

Innen ad¶odik, hogy ha pi ¶es qi param¶eterek ¶ert¶eke 1
2 -hez tart, akkor a lexiko-

gra¯kus dÄont¶esi elj¶ar¶ast dÄont¶esi elj¶ar¶asok hat¶ar¶ert¶ekek¶ent kapjuk meg. V¶eve

nX

j=1
j 6=i

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!

Äosszeget, azon aj alternat¶³v¶ak sz¶am¶at adja meg, melyek ai-n¶el lexikogra¯ku-
san nagyobbak. [0,1]-re transzform¶alva ezeket az ¶ert¶ekeket kapjuk

li =
1

n

nX

j=1
j 6=i

¿

Ã
nX

k=1

wk¿(p(xik; xjk))

!
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norm¶alt ¶ert¶ekeket, melyekre teljesÄul, hogy

li > lj () ai < aj ;

azaz a kapott ¶ert¶ekeken a val¶osakon ¶ertelmezett rendez¶es szerinti sorrend
megegyezik az alternat¶³v¶akon vett lexikogra¯kus sorrenddel. ¶Igy a t¶etel
¶all¶³t¶as¶at bel¶attuk.

3 A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny tulajdon-
s¶agai

Ebben a fejezetben megvizsg¶aljuk a lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶enyt a leg-
fontosabb ¶es a dÄont¶esi fÄuggv¶enyt}ol leggyakrabban megk¶³v¶ant tulajdons¶agok,
a dÄont}os¶eg, a neutralit¶as, a monotonit¶as, a gyenge ¶es er}os Pareto optimalit¶as
tulajdons¶agok teljesÄul¶ese szempontj¶ab¶ol Hwang, Lin [5].

Ahogyan fentebb¶³rtuk, minden ai; aj alternat¶³vap¶arhoz hozz¶a tudunk ren-
delni egy krit¶eriumonk¶enti preferenci¶akb¶ol el}o¶all¶o preferencia n-est, amelyet
jelÄoljÄon

"ij = ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ); "ij

k = ¿(p(xik; xjk)) ;

¶es amelyekre teljesÄul:

"ij
k =

8
><
>:

0 ha xik > xjk ;
1
2

ha xik = xjk ;

1 ha xik < xjk ;

¶³gy "ij
k 2

©
0; 1

2 ; 1
ª
. Legyen most E =

©
0; 1

2 ; 1
ªn

, ekkor "ij 2 E. JelÄolje

ekkor F az ("ij
1 ; "ij

2 ; . . . ; "ij
n ) 7¡! ¿ (

Pn
k=1 wk¿(p(xik; xjk))) hozz¶arendel¶est.

¿ (
Pn

k=1 wk¿(p(xik; xjk))) fentebbi tulajdons¶agai miatt a lexikogra¯kus dÄon-
t¶esi fÄuggv¶eny fel¶³rhat¶o ezzel a jelÄol¶essel:

F ("ij) =

½
0 ha ai >L aj

1 ha ai <L aj :

3.1 A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny fontosabb tulaj-
dons¶agai

3.1.1 DÄont}os¶eg

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny F : E ! ©
0; 1

2
; 1

ª
dÄont}o, ha

"ij 6= (
1

2
;
1

2
; . . . ;

1

2
) =) F ("ij) 6= 1

2
;

gyeng¶en dÄont}o, ha
½

"ij : F ("ij) =
1

2

¾
= (

1

2
;
1

2
; . . . ;

1

2
) ;
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szigor¶uan dÄont}o, ha ½
"ij : F ("ij) =

1

2

¾
= ; :

3.1.2 Neutralit¶as

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny neutr¶alis, ha

f(1 ¡ "ij
1 ; 1 ¡ "ij

2 ; . . . ; 1 ¡ "ij
n ) = 1 ¡ f("ij

1 ; "ij
2 ; . . . ; "ij

n ) ;

azaz, ha krit¶eriumonk¶ent komplementer¶ere v¶altozik k¶et alternat¶³va kÄozÄott a
preferencia, akkor a dÄont¶esi fÄuggv¶eny ¶ert¶eke (vagyis az aggreg¶alt preferencia)
is komplementer¶ere v¶altozik.

3.1.3 Monotonit¶as (pozit¶³v v¶alaszad¶as)

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny monoton, ha "ij ¸L "kl, akkor F ("ij) ¸ F ("kl).

3.1.4 Gyenge Pareto optimalit¶as (az egybehangz¶o v¶elem¶enyek ¶er-
v¶enyesÄul¶ese)

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny teljes¶³ti a gyenge Pareto optimalit¶as tulajdons¶ag¶at, ha
b¶armely (ai; aj) alternat¶³vap¶arra teljesÄul, hogy ha

8k "ij
k = 1 =) F ("ij

k ) = 1; vagy ha 8k "ij
k = 0 =) F ("ij

k ) = 0 :

3.1.5 Szigor¶u Pareto optimalit¶as

Egy dÄont¶esi fÄuggv¶eny teljes¶³ti a szigor¶u Pareto optimalit¶as tulajdons¶ag¶at, ha

8k : "ij
k 2 ©1

2
; 1

ª
¶es 9l : "ij

l = 1 =) F ("ij) = 1 ;

¶es ha 8k : "ij
k =

1

2
=) F ("ij) =

1

2
:

2. Lemma. A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny teljes¶³ti a kÄovetkez}o tulajdon-
s¶agokat:

1. szigor¶u dÄont}os¶eg
2. neutralit¶as
3. monotonit¶as
4. gyenge Pareto optimalit¶as
5. szigor¶u Pareto optimalit¶as.

Bizony¶³t¶as. 1. DÄont}os¶eg. Mivel feltettÄuk, hogy alternat¶³v¶aink Pareto
optim¶alis halmazt alkotnak, ¶³gy minden ai; aj p¶arra van olyan k eg¶esz, hogy

xik 6= xjk ; ¶³gy f"ij : F ("ij) =
1

2
g = ; ;

ez¶ert kapjuk, hogy lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny szigor¶uan dÄont}o.
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2. Neutralit¶as. A lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶enyn¶el ez azt jelenti, hogy ha
krit¶eriumonk¶ent megfordul k¶et alternat¶³va kÄozÄott a preferenciair¶any, akkor az
k¶et alternat¶³va kÄozÄotti preferencia is ellentettj¶ere fordul. Ez pedig a lexiko-
gra¯kus dÄont¶es szab¶alyai miatt bel¶athat¶o, hogy igaz. Vagyis a lexikogra¯kus
dÄont¶esi fÄuggv¶eny teljes¶³ti a neutralit¶as felt¶eteleit, ha "ij

k = ¿(p(xik; xjk))-ra:

¿

Ã
nX

k=1

wk"ij
k

!
= 1 ¡ ¿

Ã
nX

k=1

wk(1 ¡ "ij
k )

!
:

Mivel
nX

k=1

wk(1 ¡ "ij
k ) =

nX

k=1

wk ¡
nX

k=1

wk"ij
k = 1 ¡

nX

k=1

wk"ij
k ;

¶es ¿(x)-re de¯n¶³ci¶oja miatt teljesÄul a

¿(®) = 1 ¡ ¿(1 ¡ ®)

fÄuggv¶enyegyenlet, ¶³gy a lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny neutr¶alis.

3. Monotonit¶as (pozit¶³v v¶alaszad¶as). Legyen "ij az ai ¶es aj, "kl pedig
az ak ¶es al alternat¶³v¶akhoz rendelt krit¶eriumonk¶enti preferenci¶ak n-ese. Ha
ai >L aj , akkor F ("ij) = 1, ¶³gy F ("ij) ¸ F ("kl) tetsz}oleges "kl eset¶en. Ha
ai <L aj , akkor F ("ij) = 0. Ekkor

"ij = (
1

2
; . . . ;

1

2| {z }
k

; 0; . . .) ahol 0 · k < n ;

¶³gy, ha "ij ¸L "kl, akkor "kl olyan, hogy ha egy krit¶erium szerinti preferencia
¶ert¶eke "ij -ben 1

2 akkor ugyanezen krit¶erium szerint "kl-ben 0 van, vagy pedig

"kl = (
1

2
; . . . ;

1

2| {z }
k

; 0; . . .) ahol 0 · k < n :

Ekkor mindk¶et esetben F ("kl) = 0; ¶³gy a monotonit¶as teljesÄul.

4. Gyenge Pareto optimalit¶as. Mivel a m¶odos¶³t¶o fÄuggv¶enyre de¯n¶³ci¶oja
miatt teljesÄul, hogy

¿

Ã
nX

k=1

wk ¢ 1

!
= ¿

Ã
nX

k=1

wk

!
= ¿(1) = 1 ;

¶³gy a gyenge Pareto optimalit¶as felt¶etel m¶asodik fele teljesÄul a lexikogra¯kus
dÄont¶esi fÄuggv¶enyre, azaz

¿

Ã
nX

k=1

wk ¢ 1

2

!
= ¿

Ã
1

2
¢

nX

k=1

wk

!
= ¿

µ
1

2

¶
=

1

2
;
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azonban dolgozatunkban feltettÄuk, hogy az alternat¶³v¶ak kÄozÄott nincs k¶et
lexikogra¯kusan azonos, emiatt ¶³gy a gyenge Pareto optimalit¶as teljesÄul.

5. Szigor¶u Pareto optimalit¶as. A szigor¶u Pareto otpimalit¶as felt¶etele tel-
jesÄul, ha

8k : "ij
k 2 f1

2
; 1g ¶es 9l : "ij

l = 1 =) F ("ij) = 1 :

A felt¶etel m¶asodik fel¶ere ugyanaz igaz, amit az el}obbi pontban megfogalmaz-
tunk, azaz, ha 8k : "ij

k = 1
2
, akkor F ("ij) = 1

2
val¶oban teljesÄul, ebben a dol-

gozatban viszont lexikogra¯kus azonoss¶agot az alternat¶³v¶ak kÄozÄott kiz¶artuk,
¶³gy 8k : "ij

k = 1
2 nem fordulhat el}o. ¶Igy a lexikogra¯kus dÄont¶esi fÄuggv¶eny

szigor¶uan Pareto optim¶alis. ¶Igy a lemma ¶all¶³t¶as¶at bizony¶³tottuk.

KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as

KÄoszÄonettel tartozunk dolgozatunk lektor¶anak, aki ¶ert¶ekes ¶eszrev¶eteleivel
lehet}ov¶e tette a kÄozÄolt dÄont¶esi elj¶ar¶as gondolatmenet¶enek pontos kifejt¶es¶et,
r¶amutatva a modell l¶enyeges ¶es r¶eszletesebb kifejt¶est ig¶enyl}o elemeire, mint
amilyen p¶eld¶aul az adatok folytonoss¶aga, vagy az ¶altal¶anos keretrendszerben
a param¶eterek v¶alaszt¶as¶anak k¶erd¶ese.
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LEXICOGRAPHIC DECISION MODEL IN A GENERAL FRAMEWORK

In this paper the lexicographic decision process is presented in a uni¯ed way. We
construct a lexicographic decision function using a universal preference function
and a unary function. This construction incorporates the di®erent outranking ap-
proaches, the lexicographic decision process and the utility based decision making
models. Finally we show some properties of the lexicographic decision function.
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A CRISS-CROSS ALGORITMUS ¶UJ V¶ALTOZATAI
LINE¶ARIS KOMPLEMENTARIT¶ASI FELADATOKRA1

CSIZMADIA ZSOLT { ILL¶ES TIBOR
ELTE Oper¶aci¶okutat¶asi Tansz¶ek

¶Uj t¶³pus¶u criss-cross m¶odszereket ¶altal¶anos¶³tunk el¶egs¶eges m¶atrix¶u line¶aris
komplementarit¶asi feladatokra (LCP). A legtÄobb LCP megold¶o algoritmus
el}ore felt¶etelez bizonyos tulajdons¶agokat a feladat m¶atrix¶ar¶ol. Egy m¶atrix
el¶egs¶egess¶ege nehezen ellen}orizhet}o tulajdons¶ag (nem ismert r¶a polinomi¶alis
elj¶ar¶as). Algoritmusunk Zhang line¶aris programoz¶asi illetve Akkele»s-Balogh-
Ill¶es LCP-QP feladatra adott criss-cross t¶³pus¶u algoritmus¶aval rokon. A mi
algoritmusunk abban t¶er el a line¶aris komplementarit¶asi feladatokat megold¶o
kor¶abbi m¶odszerekt}ol, hogy sz¶amunkra nem szÄuks¶eges a priori inform¶aci¶o
a m¶atrix tulajdons¶agair¶ol. Algoritmusunk le¶all¶asi krit¶eriumai: megoldja az
LCP feladatot, megoldja az LCP feladat du¶alj¶at illetve kijelzi azt, hogy a
feladat m¶atrixa nem el¶egs¶eges ¶es ez¶ert cikliz¶al¶asra kerÄul(het)ne sor. Annak
ellen¶ere, hogy algoritmusunk ¶altal¶anosabb felt¶etelek mellett dolgozik, mint
Akkele»s¶ek m¶odszere, m¶egis sikerÄult az algoritmus v¶egess¶eg¶et egyszer}ubben
bizony¶³tani. Az algoritmus v¶egess¶ege egyben ¶uj, konstrukt¶³v bizony¶³t¶ast je-
lent a Fukuda ¶es Terlaky ¶altal LCP dualit¶as t¶etelnek nevezett eredm¶enyre.

Kulcsszavak: Line¶aris komplementarit¶asi feladat, el¶egs¶eges m¶atrixok, criss-
cross t¶³pus¶u algoritmus, alternat¶³va ¶es EP{t¶etelek.

Mathematics Subject Classi¯cation 2000: 49M35, 90C20.

1 Bevezet¶es

A line¶aris komplementarit¶asi feladatot (LCP) a kÄovetkez}o m¶odon fogalmaz-
hatjuk meg: keresÄunk olyan u;v 2 IRn vektorokat, amelyekre

¡Mu + v = q; u v = 0; u; v ¸ 0 ; (1)

ahol M 2 IRn£n, q 2 IRn ¶es uv = (u1v1; . . . ; unvn).
A line¶aris komplementarit¶asi feladat a matematikai programoz¶as egyik

legtÄobbet kutatott terÄulete. Kiterjedt a gyakorlati felhaszn¶al¶asa, sokr¶et}u
elm¶eleti probl¶em¶ai, algoritmusainak hat¶ekonys¶aga ¶es egyszer}us¶ege mind-mind
olyan t¶enyez}o, amely sok kutat¶o sz¶am¶ara vonz¶ov¶a teszi ezt a terÄuletet.

A line¶aris komplementarit¶asi feladat NP-teljes, s}ot m¶eg akkor is NP-
teljes marad, ha az M m¶atrixot megszor¶³tjuk a negat¶³v szemide¯nit m¶atrixok

1Be¶erkezett: 2005. szeptember 8. E-mail: csisza@math.elte.hu, illes@math.elte.hu.
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oszt¶aly¶ara [4], vagy a P0 m¶atrixok oszt¶aly¶ara [14]. A P0 m¶atrixok oszt¶alynak
r¶esze az ¶un. el¶egs¶eges m¶atrixok oszt¶alya.

Az LCP feladat megold¶as¶ara tÄobbf¶ele pivot t¶³pus¶u algoritmus l¶etezik. A
criss{cross algoritmust egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul |de kÄulÄonbÄoz}o optimaliz¶al¶asi
feladatra kÄozel egyid}oben| fejlesztett¶ek ki Chang, Terlaky illetve Wang.
Az¶ota a criss{cross m¶odszer alatt algoritmusok egy csal¶adj¶at ¶ertjÄuk, amelyek
az indexv¶alaszt¶asi szab¶alyban kÄulÄonbÄoznek egym¶ast¶ol, ¶es kÄozÄos bennÄuk az,
hogy prim¶al-du¶al t¶³pus¶u algoritmusok, a b¶azisok ¯zibilit¶as¶at nem kÄovetelik
meg, ¶es az indexv¶alaszt¶as biztos¶³tja az algoritmusok v¶egess¶eg¶et.

Line¶aris komplementarit¶asi feladat ad¶odik kvadratikus programoz¶asi fe-
ladat Karush{Kuhn{Tucker felt¶eteleib}ol is. Konvex kvadratikus c¶elfÄuggv¶eny
eset¶en az LCP feladat M m¶atrixa biszimmetrikus. Ilyen LCP feladatra
fogalmazt¶ak meg ¶uj t¶³pus¶u criss{cross algoritmusaikat Akkele»s, Balogh ¶es
Ill¶es [1]. Az ¶altaluk alkalmazott indexv¶alaszt¶asi szab¶aly a LIFO (utolj¶ara
b¶azisba bekerÄult v¶altoz¶o els}onek t¶avozik onnan) illetve a leggyakrabban moz-
gott v¶altoz¶o kiv¶alaszt¶asi szab¶alya. ¶Erdekes k¶erd¶es az, hogy melyik a legb}ovebb
m¶atrixoszt¶aly, amelyre a criss{cross t¶³pus¶u algoritmus az el}obbiekben eml¶³tett
pivot¶al¶asi szab¶allyal ¶altal¶anos¶³that¶o ¶ugy, hogy cikliz¶al¶as ne l¶epjen fel.

Az el¶egs¶eges m¶atrixok fogalm¶at el}oszÄor Cottle, Pang ¶es Venkateswaran
[7] vezett¶ek be. Az el¶egs¶eges m¶atrixokat a P ¶es PSD m¶atrixok ¶altal¶anos¶³t¶a-
sainak foghatjuk fel. VÄaliaho [20] megmutatta, hogy az el¶egs¶eges m¶atrixok
val¶oj¶aban megegyeznek a P¤ m¶atrixokkal. Hertog, Roos ¶es Terlaky [10] bi-
zony¶³tott¶ak, hogy az el¶egs¶eges m¶atrixok ¶eppen azon m¶atrixok, amelyekre a
minim¶alindexes criss{cross algoritmus tetsz}oleges jobb oldal eset¶en megoldja
az LCP feladatot.

Els}o c¶elunk, a LIFO ¶es a leggyakrabban mozgott v¶altoz¶o pivot szab¶allyal
ell¶atott criss{cross algoritmust el¶egs¶eges m¶atrix¶u LCP feladatokra ¶altal¶ano-
s¶³tani. Az ¶altal¶anos¶³t¶as mellett az [1] cikkben kÄozÄolt v¶egess¶eg bizony¶³t¶ast
is leegyszer}us¶³tjÄuk. Ezen v¶alaszt¶asi szab¶alyok egy el}onye, hogy els}osorban
az algoritmus elej¶en jelent}os szabads¶agot biztos¶³tanak a v¶altoz¶o kiv¶alaszt¶asa
ter¶en, ¶³gy gyakran lehet}os¶eget k¶³n¶alnak a numerikusan instabil b¶aziscser¶ek
elkerÄul¶es¶ere is.

Jelenleg nem ismeretes hat¶ekony algoritmus annak eldÄont¶es¶ere, hogy egy
adott m¶atrix el¶egs¶eges-e. (VÄaliaho [19] kifejlesztett egy indukt¶³v m¶odszert
el¶egs¶egess¶eg ellen}orz¶es¶ere, de a m¶odszer nem polinomi¶alis.) A kor¶abban
el¶egs¶eges m¶atrix¶u LCP feladatokra adott algoritmusok gyakorlati szempont-
b¶ol h¶atr¶anyos tulajdons¶aga volt, hogy el}ore kellett ismerniÄuk az M m¶atrix
el¶egs¶egess¶eg¶et. Fukuda, Namiki ¶es Tamura [8] adtak el}oszÄor olyan algorit-
must, amely Fukuda ¶es Terlaky [9] LCP dualit¶as t¶etel¶enek EP form¶aban
val¶o megfogalmaz¶as¶ara ¶epÄult, ¶es nem ig¶enyelt el}ozetes inform¶aci¶ot a m¶atrix
el¶egs¶egess¶eg¶er}ol. Ha az algoritmus ennek hi¶anya miatt nem tudott tov¶abb
l¶epni, vagy cikliz¶alni kezdett, akkor a m¶atrix nem el¶egs¶eges volt¶anak poli-
nomi¶alis m¶eret}u bizony¶³t¶ek¶at szolg¶altatta.

M¶asodik c¶elunk az el¶egs¶eges m¶atrixokra ¶altal¶anos¶³tott algoritmust ¶ugy
kieg¶esz¶³teni, hogy tetsz}oleges M m¶atrix ¶es q jobb oldal vektor eset¶en vagy
megoldja a feladatot, vagy pedig polinomi¶alis m¶eret}u bizony¶³t¶ek¶at adja an-
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nak, hogy az M m¶atrix nem el¶egs¶eges. Ez jelent}osen megnÄoveli az algoritmus
¶ert¶ek¶et, hiszen az LCP feladatok igen sz¶eles kÄor¶ere alkalmazhat¶ov¶a teszi az
algoritmust an¶elkÄul, hogy a m¶atrix tulajdons¶agair¶ol a priori inform¶aci¶ora
lenne szÄuks¶egÄunk. S}ot, a pivot poz¶³ci¶o megv¶alaszt¶as¶anak az eredeti minim¶al
indexes criss{cross algoritmushoz k¶epest megnÄovekedett szabads¶aga sz¶amos
esetben lehet}ov¶e teszi numerikusan instabil pivot¶al¶asok elkerÄul¶es¶et, nÄovelve
a criss{cross m¶odszer gyakorlati alkalmazhat¶os¶ag¶at.

Az ¶³gy m¶odos¶³tott algoritmus v¶egess¶eg¶enek a bizony¶³t¶asa egyben ¶uj, kon-
strukt¶³v bizony¶³t¶ast jelent a line¶aris komplementarit¶asi feladat dualit¶as t¶ete-
l¶enek az er}osebb, EP{t¶etel alakj¶aban megfogalmazott v¶altozat¶ara is.

V¶egezetÄul t¶erjÄunk ki a cikkÄunkben haszn¶alatos jelÄol¶esekre:
x; xi vektorokat vastag bet}u, skal¶arokat norm¶al bet}u jelzi
vu a v ¶es az u vektorok koordin¶at¶ank¶enti (Hadamard) szor-

zata
M az LCP feladat egyÄutthat¶om¶atrixa, M 2 IRn£n

B b¶azis, a [¡M;I ] 2 IR2n£2n egy n £ n-es nemszingul¶aris
r¶eszm¶atrixa

¹M egy adott b¶azishoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla m¶atrixa
MB egy adott b¶azishoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla m¶atrixa, ha

c¶elszer}u kiemelni, hogy a B b¶azishoz tartozik
¹mj az ¹M m¶atrix j-edik oszlopvektora
¹{ = n + i ha i 2 f1; . . . ; ng ¶es = i ¡ n ha i 2 fn + 1; . . . ; 2ng

JB a B b¶azishoz tartoz¶o v¶altoz¶ok indexhalmaza
JN := JB a B b¶azison k¶³vÄuli v¶altoz¶ok indexhalmaza

©, ª, +, ¡ nemnegat¶³v, nempozit¶³v, pozit¶³v ill. negat¶³v elemet jelÄol
< . . . > jelÄoli a gener¶alt alteret

2 El¶egs¶eges m¶atrixok

A line¶aris komplementarit¶asi feladatok vizsg¶alat¶at ¶es megold¶asi m¶odszereinek
a hat¶ekonys¶ag¶at jelent}osen befoly¶asolj¶ak az M m¶atrix tulajdons¶agai. A kÄo-
vetkez}okben ¶attekintjÄuk az LCP feladatok megfogalmaz¶asakor haszn¶alatos,
fontosabb m¶atrixoszt¶alyokat.

SzÄuks¶egÄunk lesz a kÄovetkez}o, technikai jelleg}u de¯n¶³ci¶ora.

2.1 De¯n¶³ci¶o. Az M 2 IRn£n m¶atrix egy ® = f®1; . . . ; ®kg µ f1; . . . ; ng
indexhalmazhoz tartoz¶o n¶egyzetes r¶eszm¶atrix¶at, az M®® m¶atrixot, diagon¶alis
menti n¶egyzetes r¶eszm¶atrixnak nevezzÄuk.

KÄovetkezzen az el¶egs¶eges m¶atrixok [7] ¶ertelmez¶ese.

2.2 De¯n¶³ci¶o. Egy M 2 IRn£n m¶atrixot oszlop el¶egs¶egesnek nevezÄunk, ha
nem l¶etezik x 2 IRn vektor, amelyre

½
xi (Mx)i · 0 minden i 2 f1; . . . ; ng indexre
xj (Mx)j < 0 valamely j 2 f1; . . . ; ng indexre

(2)

¶es sor el¶egs¶egesnek nevezzÄuk, ha a transzpon¶altja oszlop el¶egs¶eges. Az M
m¶atrix el¶egs¶eges m¶atrix, ha egyszerre oszlop ¶es sor el¶egs¶eges is.
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Megmutathat¶o, hogy az oszlop el¶egs¶eges m¶atrixok pontosan azok a m¶at-
rixok, melyekre az LCP megold¶ashalmaza konvex [7].

Az el¶egs¶eges m¶atrixokat el}oszÄor Cottle ¶es t¶arsszerz}oi [7] vezett¶ek be. Meg-
mutatt¶ak, hogy ezek a P -m¶atrixok ¶es a pozit¶³v szemide¯nit m¶atrixok ¶al-
tal¶anos¶³t¶asai. Az el¶egs¶eges m¶atrixokr¶ol azt is megmutatt¶ak, hogy speci¶alis
strukt¶ur¶aj¶u P0-m¶atrixok.

K¶es}obb Hertog ¶es t¶arsszerz}oi [10] igazolt¶ak, hogy az el¶egs¶eges m¶atrixok
¶eppen azok a m¶atrixok, melyekre a szok¶asos minim¶alindex szab¶aly¶u criss{
cross m¶odszer b¶armely jobb oldali q vektor eset¶en v¶eges l¶ep¶esben vagy tal¶al
egy megold¶ast, vagy kimutatja, hogy az LCP nem megoldhat¶o.

Az el¶egs¶eges m¶atrixok n¶eh¶any fontos tulajdons¶ag¶anak a bemutat¶as¶ahoz
szÄuks¶egÄunk lesz a szigor¶uan el}ojelford¶³t¶o, illetve szigor¶uan el}ojeltart¶o vek-
torok fogalm¶ara, [8].

2.3 De¯n¶³ci¶o. Egy x 2 IR2n vektort szigor¶uan el}ojelford¶³t¶onak nevezÄunk, ha

xix¹{ · 0 minden i = 1; . . . ; n indexre
xix¹{ < 0 valamely i 2 f1; . . . ; ng indexre.

Egy x 2 IR2n vektort szigor¶uan el}ojeltart¶onak nevezÄunk, ha

xix¹{ ¸ 0 minden i = 1; . . . ; n indexre
xix¹{ > 0 valamely i 2 f1; . . . ; ng indexre.

VezessÄuk be a

V :=
©
(u;v) 2 IR2n j [¡M; I](u;v) = 0

ª

illetve a

V ? :=
©
(x;y) 2 IR2n j [I;MT ](x;y) = 0

ª

altereket. Nyilv¶anval¶o, hogy a V illetve V ? IR2n alterek egym¶as ortogon¶alis
kieg¶esz¶³t}o alterei.

2.1 Lemma. Egy M 2 IRn£n m¶atrixot pontosan akkor nevezÄunk el¶egs¶eges
m¶atrixnak, ha a V alt¶erben nincs szigor¶uan el}ojelford¶³t¶o vektor, illetve a V ?

alt¶erben nincs szigor¶uan el}ojeltart¶o vektor.

VezessÄuk be a rÄovid pivot t¶abla fogalm¶at, amely lehet}ov¶e teszi a k¶es}obbiek
sor¶an bizony¶³t¶asaink egyszer}u szeml¶eltet¶es¶et.

2.4 De¯n¶³ci¶o. Legyen adott egy v¶eges S vektorhalmaz, melynek tagjait a
J halmazzal indexeltÄuk. Legyen tov¶abb¶a a JB µ J olyan, hogy az elemeivel
indexelt vektorok az S egy b¶azis¶at alkotj¶ak. JelÄolje JN = JnJB a nem b¶azisbeli
vektorok indexhalmaz¶at. Ekkor a JB b¶azishoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla az
M 2 IRjJBj£jJN j m¶atrix, amelyre mij a j 2 JN index ¶altal jelÄolt vektor JB

szerinti el}o¶all¶³t¶as¶anak i 2 JB index ¶altal jelÄolt b¶azisvektor egyÄutthat¶oj¶at adja
meg.
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A kÄovetkez}o lemm¶ara a m¶atrixok el}ojelszerkezet¶enek vizsg¶alatakor lesz
szÄuks¶egÄunk, mely el}ojelszerkezet val¶oj¶aban az el¶egs¶eges m¶atrixok ¶altalunk
felhaszn¶alt minden tulajdons¶ag¶at tartalmazza.

2.2 Lemma. (Cottle, Pang ¶es Venkateswaran [7].) Legyen M el¶egs¶eges
m¶atrix, B b¶azis,

¹M = [ ¹mij : i 2 JB; j 2 JN ]

a hozz¶a tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla. Ekkor a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok teljesÄulnek:

(a) ¹mi¹{ ¸ 0 minden i 2 JB indexre, tov¶abb¶a

(b) minden i 2 JB indexre, ha ¹mi¹{ = 0 akkor ¹mi¹j = ¹mj¹{ = 0
vagy ¹mi¹j ¢ ¹mj¹{ < 0 minden j 2 JB; j 6= i eset¶en.

Meg kell eml¶³teni, hogy a lemma bizony¶³t¶asa konstrukt¶³v, teh¶at ha valahol
s¶erÄul a k¶³v¶ant el}ojelszerkezet, akkor az ¹M t¶abl¶aj¶ab¶ol kÄonnyen kiolvashat¶o a
bizony¶³t¶ek, hogy M nem el¶egs¶eges.

Egy M 2 IRn£n m¶atrix ¶atrendez¶es¶en a P T MP m¶atrixot ¶ertjÄuk, ahol P
egy permut¶aci¶om¶atrix. A kÄovetkez}o eredm¶enyek bizony¶³t¶asa megtal¶alhat¶o
Cottle [5] dolgozat¶aban.

2.3 Lemma. Legyen M 2 IRn£n egy tetsz}oleges sor (oszlop) el¶egs¶eges
m¶atrix. Ekkor az M m¶atrix

1. tetsz}oleges ¶atrendez¶ese is sor (oszlop) el¶egs¶eges,

2. DMD alak¶u szorzata is sor (oszlop) el¶egs¶eges, ahol D 2 IRn diagon¶alis
m¶atrix,

3. tetsz}oleges diagon¶alis menti n¶egyzetes r¶eszm¶atrixa is sor (oszlop) el¶eg-
s¶eges.

KÄonnyen igazolhat¶o, hogy ha az M el¶egs¶eges, akkor bel}ole tetsz}oleges
pivot sorozat ut¶an kapott ¹M m¶atrix is az, vagyis az el¶egs¶eges m¶atrixok
oszt¶alya pivot m}uveletre z¶art, ¶³gy a criss{cross t¶³pus¶u algoritmusok sor¶an
a t¶abla el¶egs¶egess¶ege meg}orz}odik.

Egy M 2 IRn£n m¶atrix ¶es ® µ f1; . . . ; ng eset¶en ha M®® nemszingul¶aris,
akkor az ® indexhalmazhoz tartoz¶o blokkpivot¶al¶asi m}uveletet (mely sor¶an az
® index}u v¶altoz¶okon egyszerre v¶egzÄunk b¶aziscser¶et [15]) jelÄolje ´®.

2.4 Lemma. Legyen M®® az M oszlop (sor) el¶egs¶eges m¶atrix egy nemszin-
gul¶aris, diagon¶alis menti n¶egyzetes r¶eszm¶atrixa. Ekkor az M

0
= ´®(M) is

oszlop (sor) el¶egs¶eges [5].

Teh¶at az el¶egs¶eges m¶atrixok oszt¶alya a blokkpivot¶al¶asra n¶ezve is z¶art.

3 Line¶aris komplementarit¶asi feladatok alter-
nat¶³va t¶etele

Annak eldÄont¶ese, hogy egy tetsz}oleges LCP feladatnak van-e megold¶asa, NP -
beli feladat, ¶es nem felt¶etlen co-NP -beli, de bizonyos m¶atrixoszt¶alyokra az.
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Ilyen m¶atrixoszt¶aly az el¶egs¶eges m¶atrixok oszt¶alya is. Fogalmazzuk ¶at az (1)
feladatot egy kiss¶e, ehhez de¯ni¶aljuk a

V (M;q) =
©
(u;v) 2 IR2n : ¡Mu + v = q

ª

V (M;q)? =
©
(x;y) 2 IR2n : x + MTy = 0; qTy = ¡1

ª

a±n altereket. Az (1) line¶aris komplementarit¶asi feladatot ekkor a kÄovetkez}o
alakban fogalmazhatjuk meg,

(P ¡LCP ) : keresend}o az (u;v) 2 V (M;q)\IR2n
© ; melyre u¢v = 0 teljesÄul.

Az optimaliz¶al¶as elm¶eletben felmerÄul}o igen term¶eszetes k¶erd¶es, hogy ha a
(P ¡ LCP ) feladatnak nincsen megold¶asa, akkor az adataival megadhat¶o-e
egy olyan feladat, amelynek van megold¶asa.

Fukuda ¶es Terlaky [9] v¶alaszolta meg ezt a k¶erd¶est egy igen ¶altal¶anos
form¶aban, ir¶any¶³tott matroidokon de¯ni¶alt line¶aris komplementarit¶asi prob-
l¶em¶ak eset¶en. Fukuda ¶es Terlaky elj¶ar¶as¶at kÄovetve de¯ni¶aljuk a (D ¡ LCP )
feladatot.

(D¡LCP ) : keresend}o az (x;y) 2 V (M;q)?\IR2n
© ; melyre x¢y = 0 teljesÄul.

Az al¶abbiakban megmutatjuk, hogy az ¶³gy de¯ni¶alt rendszerek kÄozÄul legfel-
jebb az egyik oldhat¶o meg.

3.1 Lemma. B¶armely M 2 IRn£n el¶egs¶eges m¶atrix ¶es q 2 IRn vektor eset¶en
legfeljebb az egyik teljesÄul:

(1) az LCP feladatnak van (u;v) megengedett komplement¶aris megold¶asa,
(2) a D-LCP feladatnak van (x;y) megengedett komplement¶aris megold¶asa.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy mindkett}o megoldhat¶o, ¶es legyen (u;v) a
(P ¡ LCP ) ¶es az (x;y) a (D ¡ LCP ) feladat egy-egy megold¶asa. Ekkor a

¡Mu + v = q

felt¶etelb}ol az yT vektorral balr¶ol val¶o szorz¶as ut¶an

¡yT Mu + yTv = yTq = ¡1

ad¶odik. A (D ¡ LCP ) els}o felt¶etel¶et haszn¶alva, az egyenlet bal oldal¶at
¶atalak¶³tva, ¶es a v¶altoz¶ok nemnegativit¶as¶at is ¯gyelembe v¶eve

0 · xTu + yT v = ¡1

ÄosszefÄugg¶est kapjuk, ami ellentmond¶as.

3.1 Megjegyz¶es. 3.1 fejezetben az ott bevezet¶esre kerÄul}o ¶uj t¶³pus¶u criss{
cross algoritmus seg¶³ts¶eg¶evel megmutatjuk, hogy a (P ¡LCP ) ¶es (D ¡LCP )
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feladatok kÄozÄul valamelyik mindig megoldhat¶o (3.2 T¶etel), ha az M m¶atrix
el¶egs¶eges.

Ez egyben azt is jelenti, hogy ha az M m¶atrixunk el¶egs¶eges ¶es racion¶alis,
akkor a (P ¡LCP ) feladat nem megoldhat¶os¶aga j¶ol jellemzett, ¶es polinomi¶alis
m¶eret}u bizony¶³t¶ek adhat¶o r¶a, ¶espedig a (D ¡ LCP ) feladat egy megold¶asa.

A 3.1 lemma ¶altal¶anos¶³t¶as¶aval a 4. fejezetben foglalkozunk.

3.1 A criss-cross t¶³pus¶u algoritmus

Els}ok¶ent Akkele»s, Balogh ¶es Ill¶es [1] algoritmus¶anak ¶altal¶anos¶³t¶as¶aval fog-
lalkozunk el¶egs¶eges m¶atrixokra. JelÄolje I := fu1; u2; :::; un; v1; v2; :::; vng [
fqg a v¶altoz¶ok halmaz¶at, m¶³g I := f1; 2; :::; n; ¹1; ¹2; :::; ¹ng [ fqg a megfelel}o
indexhalmazt, ahol jIj = jIj = 2 n+1. A jelÄol¶es egyszer}us¶³t¶es¶enek ¶erdek¶eben
legyen ¹¹® = ® minden ® 2 Infqg indexre, vagyis az ¹® komplement¶aris p¶arja az
®. Felh¶³vjuk a ¯gyelmet azonban, hogy a rÄovid pivot t¶abl¶at minden esetben
az f1; . . . ; ng koordin¶at¶akkal indexeljÄuk ¶ertelemszer}uen.

A line¶aris komplementarit¶asi feladat, (1), kiindul¶o, komplement¶aris meg-
old¶asa az u = 0, v = q. A pivot t¶abla m¶atrix¶at ¹M jelÄoli.

A kezdeti komplement¶aris megold¶asb¶ol, pivot¶al¶assal, megengedett kom-
plement¶aris megold¶as el}o¶all¶³t¶asa a c¶elunk. A 2.3 ¶es a 2.4 lemm¶ak biztos¶³tj¶ak,
hogy a feladat m¶atrix¶anak az el¶egs¶egess¶ege a pivot¶al¶asok sor¶an meg}orz}odik.

K¶etfajta, diagon¶alis ¶es felcser¶el}os pivot m}uveletet fogunk v¶egezni, melyek
mindegyike meg}orzi az aktu¶alis megold¶as komplement¶aris volt¶at.

Legyen az algoritmus egy l¶ep¶es¶eben a vj v¶altoz¶o ¶ert¶eke nem megengedett.
Ha ¹mjj < 0, akkor diagon¶alis pivotot v¶egzÄunk, mely sor¶an uj bel¶ep a b¶azisba,
m¶³g vj elhagyja azt.

Ha azonban ¹mjj = 0, akkor olyan k indexen kell pivot¶alni, melyre ¹mjk <
0. Az ¶³gy kapott megold¶as azonban nem lesz komplement¶aris, ¶³gy ennek
vissza¶all¶³t¶as¶ara pivot¶alni kell a (k; j) poz¶³ci¶on. A 2.2 lemma alapj¶an ¹mkj > 0.
A k¶et pivotot egyÄutt felcser¶el}os pivotnak nevezzÄuk.

uj

...
vj . . . ¡ . . . ¡

...

Diagon¶alis pivot

uj uk

...
vj +

...
vk . . . ¡ . . . 0 . . . ¡

...

Felcser¶el}os pivot

A felcser¶el}os pivot ¶abr¶aja szerinti helyzetben uj ¶es uk bel¶ep a b¶azisba, m¶³g
vj ¶es vk elhagyja azt. Azt mondjuk, hogy ekkor az uk; vk v¶altoz¶okat akt¶³van,
m¶³g az uj; vj v¶altoz¶okat passz¶³van v¶alasztottuk ki.

A LIFO pivot¶al¶asi szab¶alyt az [1] cikkben a szerz}ok egy sr : I ! IN2N
0
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sz¶aml¶al¶o vektor seg¶³ts¶eg¶evel kezelik:

sr(®) =

½
r; ha az ® 2 I index}u v¶altoz¶o mozog az r-edik iter¶aci¶oban
sr¡1(®); egy¶ebk¶ent.

Legyen tov¶abb¶a s0(®) = 0 minden ® 2 I indexre. KÄonny}u bel¶atni, hogy
sr ¸ sr¡1 ¶es sr 6= sr¡1.

Az algoritmust a kÄovetkez}ok¶eppen fogalmazhatjuk meg.

Input:
Adott az (1) feladat az M el¶egs¶eges m¶atrixszal ¶es legyen
¹M := ¡M; ¹q := q, r := 1:

Begin
J := f® 2 I : ¹q® < 0g
While (J 6= ;) do

Jmax := f¯ 2 J : sr¡1(¯) ¸ sr¡1(®); b¶armely ® 2 Jg
Legyen k 2 Jmax tetsz}oleges
If ( ¹mkk < 0) then

diagon¶alis pivot ¹mkk elemen
s modos¶³t¶asa
r := r + 1

Else
K := f® 2 I : ¹mk® < 0g
If (K = ;) then

Stop: Az LCP-nek nincs megengedett megold¶asa
Else

Kmax = f¯ 2 K : sr¡1(¯) ¸ sr¡1(®); b¶armely ® 2 Kg
Legyen l 2 Kmax tetsz}oleges
Felcser¶el}os pivot az ¹mkl ¶es ¹mlk elemeken
s m¶odos¶³t¶asa
r := r + 2

Endif
Endif

EndWhile
Stop: Megengedett ¶es komplement¶aris megold¶ast ¶all¶³tottunk el}o
End

Criss{cross t¶³pus¶u algoritmus

Az algoritmus a trivi¶alis komplement¶aris megold¶asb¶ol indul, ¶es mivel csak
diagon¶alis illetve felcser¶el}o pivotokat csin¶al, ez¶ert a komoplementarit¶ast meg
is }orzi. L¶ev¶en a m¶atrix el¶egs¶eges, a 2.2 lemma biztos¶³tja, hogy ha felcser¶el}o
pivotra kerÄul sor, akkor a m¶atrix kiv¶alasztott elemeinek az el}ojele megfelel}o
lesz. Az algoritmus csak olyan esetben ¶all le, ha vagy nincs megold¶as, vagy
megtal¶alta azt. El¶eg teh¶at azt igazolni, hogy az algoritmus v¶eges. Figyelembe
v¶eve azt, hogy a lehets¶eges b¶azisok sz¶ama v¶eges, ez¶ert azt kell megmutatnunk,
hogy a criss-cross t¶³pus¶u algoritmus nem cikliz¶al.
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1. ¶abra. A criss{cross t¶³pus¶u algoritmus folyamat¶abr¶aja

3.2 Az ortogonalit¶asi tulajdons¶ag

Akkele»s, Balogh ¶es Ill¶es [1] bizony¶³t¶as¶at ¶altal¶anos¶³tjuk el¶egs¶eges m¶atrixokra,
mikÄozben egyben le is egyszer}us¶³tjÄuk azt, lehet}ov¶e t¶eve az algoritmus m¶odo-
s¶³t¶as¶at az EP{t¶etelek szellem¶eben. Bizony¶³t¶asunk jelent}os r¶esze a j¶ol ismert
ortogonalit¶asi t¶etelen alapszik.

De¯ni¶aljuk a t(i), i 2 JB illetve a tj , j 2 JN [ fqg vektorokat [11] a
kÄovetkez}ok¶eppen:

³
t(i)

´
k

=

8
<
:

¹mik; ha k 2 JN [ fqg
1; ha k = i
0; ha k 2 JBn fig
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illetve

(tj)k =

8
<
:

¹mkj ; ha k 2 JB

¡1; ha k = j
0; ha k 2 (JN [ fqg)nfjg

Ezek ut¶an az ortogonalit¶asi t¶etelt [12,11] az al¶abbi form¶aban mondhatjuk
ki:

3.1 T¶etel. B¶armely M 2 IRn£n m¶atrix ¶es tetsz}oleges B0 illetve B00 b¶azisok
eset¶en az MB0 m¶atrixhoz tartoz¶o t

0(i) vektorok mer}olegesek az MB00 m¶atrixhoz
tartoz¶o t00

j vektorokra.

3.3 Majdnem le¶all¶asi t¶abl¶ak

R¶at¶erhetÄunk az algoritmus v¶egess¶eg¶enek bizony¶³t¶as¶ara. TegyÄuk fel, hogy van
olyan p¶elda, amelyre az algoritmus nem v¶eges. Mivel a lehets¶eges komple-
ment¶aris b¶azisok sz¶ama v¶eges, legfeljebb

¡
2n
n

¢
, ¶³gy ez csak ¶ugy lehets¶eges, ha

cikliz¶al¶as l¶ep fel. A cikliz¶al¶ast mutat¶o p¶eld¶ak kÄozÄul vegyÄunk egy minim¶alis
m¶eret}ut. Egy ilyen probl¶ema eset¶en a minimalit¶as miatt egy ciklus sor¶an
minden v¶altoz¶o mozog.

TekintsÄunk azt a pillanatot, amikor m¶ar minden v¶altoz¶o legal¶abb egyszer
mozgott. Ekkor m¶ar jJmaxj = jKmaxj = 1 minden iter¶aci¶oban, mivel minden
pivot¶al¶asn¶al a mozg¶o v¶altoz¶okhoz olyan s sz¶aml¶al¶o ¶ert¶eket rendelÄunk, mely
m¶eg nem szerepelt, ¶es azonos ¶ert¶ek}u v¶altoz¶oknak mindig az egyike ¶es csak az
egyike van b¶azisban.

TekintsÄuk az r-edik iter¶aci¶ot. Az aktu¶alis b¶azisbeli v¶altoz¶ok kÄozÄul az s
szerinti rendez¶es alapj¶an legkisebb sorsz¶am¶u vp v¶altoz¶o index¶ere igaz, hogy

p = argmin fi 2 JB : sr(i) · sr(j); 8 j 2 JBg :

Figyelembe v¶eve, hogy a vp v¶altoz¶onak az s szerinti ¶ert¶eke mindaddig nem
m¶odosul, am¶³g a b¶azisban van, ez¶ert a pivot¶al¶asi szab¶aly szerint, ha a sor¶aban
kezdem¶enyezÄunk pivot¶al¶ast valamely r0 > r iter¶aci¶oban, akkor (i) nem megen-
gedettnek kell lennie, ¶es (ii) a nem megengedett v¶altoz¶ok kÄozÄott az s szerinti
rendez¶esben maxim¶alis kell, hogy legyen az sr0(p) ¶ert¶eke. Az (ii) felt¶etel
kiz¶ar¶olag ¶ugy teljesÄulhet, hogy a vp az egyetlen nem megengedett v¶altoz¶o az
r0 iter¶aci¶oban. Ehhez az ¶allapothoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abl¶ak a kÄovetkez}ok
lehetnek:

1. Az algoritmus kiv¶alasztotta a vp v¶altoz¶ot a b¶azisb¶ol val¶o t¶avoz¶asra.

Az ¹mpp < 0, vagyis diagon¶alis pivot [(a) t¶abla] lehets¶eges: up bekerÄul
a b¶azisba, m¶³g vp elhagyja azt.
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up uj up

(a) ©
©
...
...
©
©

vp ¡ ¡

(b) ©
vj + ©

...

...
©
©

vp ¡ 0 ¡

A diagon¶alis pivot ut¶an az s ¶ert¶ekei az al¶abbi szab¶aly szerint m¶odosulnak

sr0(®) =

½
r0; ha ® 2 fp; ¹pg ;
sr0¡1(®); egy¶ebk¶ent :

2. Az algoritmus kiv¶alasztja vp v¶altoz¶ot a b¶azisb¶ol val¶o t¶avoz¶asra, de
¹mpp = 0, vagyis felcser¶el}os pivot [(b) t¶abla] szÄuks¶eges. Az up ¶es uj

v¶altoz¶ok bel¶epnek a b¶azisba, m¶³g a vp ¶es vj v¶altoz¶ok elhagyj¶ak azt.

A q oszlopa azonos az el}oz}o eset¶evel. Ebben az esetben nem l¶enyeges,
hogy uj vagy vj v¶altoz¶o van-e a b¶azisban. Mi azt az esetet vizsg¶aljuk,
mikor vj van a b¶azisban. A m¶asik esetben csup¶an az sr0+1(®) de¯n¶³-
ci¶oj¶aban kell a j ¶es ¹j szerep¶et felcser¶elni.

sr0+1(®) =

8
<
:

r0; ha ® 2 f¹p; jg ;
r0 + 1; ha ® 2 fp; ¹jg ;
sr0¡1(®); egy¶ebk¶ent :

3. Az algoritmus egy uj v¶altoz¶ot v¶alaszt a b¶azisba val¶o bel¶ep¶esre, de ¹mjj =
0, ¶³gy felcser¶el}os pivotra van szÄuks¶eg, ¶es az algoritmus kiv¶alasztja az up

v¶altoz¶ot is.

up uj

(c) ª
...
ª

vp +
ª
...
ª

vj © ¢ ¢ ¢ © ¡ © ¢ ¢ ¢ © 0 ¡

A v¶alaszt¶asi szab¶aly ¶ertelm¶eben vj sor¶aban csak az up ¶es a q oszlop¶aban
lehet negat¶³v elem, ¶es l¶ev¶en ¹mjj = 0, ¶³gy a 2.2 lemma alapj¶an az
uj oszlopa a vj sor¶anak seg¶³ts¶eg¶evel kitÄolthet}o. Ebben az esetben
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sem l¶enyeges, hogy uj vagy vj van-e a b¶azisban. Mi azt az esetet
vizsg¶aljuk, mikor vj van a b¶azisban, a m¶asik esetben csup¶an az sr0+1(®)
de¯n¶³ci¶oj¶aban kell a j ¶es ¹j szerep¶et felcser¶elni.

sr0+1(®) =

8
<
:

r0; ha ® 2 fp; ¹jg ;
r0 + 1; ha ® 2 f¹p; jg ;
sr0¡1(®); egy¶ebk¶ent :

A k¶es}obbiek miatt ¶erdemes meg¯gyelni, hogy az 1. ¶es 2. esetekben csak az
algoritmus v¶alaszt¶asi szab¶alya befoly¶asolta a dÄont¶esÄunket, m¶³g a 3. esetben
kihaszn¶altuk a m¶atrixunk el¶egs¶egess¶eg¶et az uj oszlop¶anak kitÄolt¶esekor.

Most pedig tekintsÄuk azt a pillanatot, mikor az up ¶ujra elhagyja a b¶azist.
Ez legyen az r00 > r0 iter¶aci¶oban, ¶es a hozz¶atartoz¶o b¶azist jelÄolje B00: Az r00

iter¶aci¶ohoz tartoz¶o rÄovid pivot t¶abla a kÄovetkez}o h¶aromf¶ele form¶at Äoltheti fel:

A. A pivot¶al¶asi szab¶aly alapj¶an az up v¶altoz¶ot v¶alasztjuk ki a b¶azis elha-
gy¶as¶ara, ¹mpp < 0; vagyis diagon¶alis pivot¶al¶asra kerÄul sor.

vp vl vp

(A) ©
...
©
¡
...
¡

up ¡ ¡

(B)

ul +

up ¡ 0 ¡

B. A pivot¶al¶asi szab¶aly alapj¶an up v¶altoz¶ot v¶alasztjuk ki a b¶azis elhagy¶a-
s¶ara, de ¹mpp = 0, vagyis felcser¶el}os pivotra van szÄuks¶eg: vl (vagy ul)
bel¶ep a b¶azisba, m¶³g ul (vagy vl) elhagyja azt.

C. A algoritmus az ul(vagy vl) v¶altoz¶ot v¶alasztja, de ¹mll = 0, ¶³gy felcser¶e-
l}os pivotra van szÄuks¶eg, ¶es vp bel¶ep a b¶azisba, m¶³g ul elhagyja azt. A
m¶asodik pivot¶al¶asn¶al up t¶avozik a b¶azisb¶ol ¶es vl bel¶ep.

vp vl

(C)

up +

ul ¡ 0 ¡

A kÄovetkez}okben megmutatjuk, hogy ha az M el¶egs¶eges m¶atrix, akkor
az (a) ¡ (c) t¶abl¶ak egyik¶et sem kÄovetheti az (A) ¡ (C) t¶abl¶ak valamelyike.
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A kÄovetkez}o fejezetben de¯ni¶alt algoritmus elemz¶es¶enek ¶erdek¶eben kÄulÄon ¯-
gyelmet ford¶³tunk arra, hogy az esetek vizsg¶alat¶aban milyen szerepet j¶atszik
a m¶atrix el¶egs¶egess¶ege.

3.4 Seg¶edt¶etelek

A kÄovetkez}okben megmutatjuk, hogy az (a)¡(c) t¶abl¶ak egyik¶et sem kÄovetheti
az (A) ¡ (C) t¶abl¶ak egyike sem. El}obb azokat az eseteket vizsg¶aljuk meg,
amelyek nem haszn¶alj¶ak a line¶aris komplementarit¶asi feladat m¶atrix¶anak
el¶egs¶egess¶eg¶et.

El}oszÄor azt mutatjuk meg, hogy a (c) t¶abl¶at nem kÄovetheti az (A) illetve
(B) t¶abl¶ak egyike sem.

3.2 Lemma. JelÄolje MB0 a (c) esethez, m¶³g MB00 az (A) (illetve a (B))

esethez tartoz¶o b¶azis t¶abl¶akat. TekintsÄuk a t0(¹j) ¶es t00
q vektorokat, amelyek

rendre a vj b¶azis v¶altoz¶o MB0 t¶abl¶ab¶ol kiolvashat¶o sor¶ahoz, illetve az MB00

t¶abl¶ab¶ol kiolvashat¶o q vektor oszlop¶ahoz tartoznak. Ekkor

(t0(¹j))T t00
q > 0:

Bizony¶³t¶as. Legyen J 00 := f® 2 JB00 : ¹q00
i < 0 g. Az (A) (illetve a

(B)) t¶abla ¶ertelmez¶ese miatt p 2 J 00, ¶es mivel az up v¶altoz¶ot v¶alasztottuk a
b¶azisb¶ol val¶o t¶avoz¶asra, ez¶ert az indexv¶alaszt¶asi szab¶aly alapj¶an a J 00 elemei
kÄozÄul ez ¶erkezett legk¶es}obb a b¶azisba, azaz egyik ® 2 J 00nfpg index}u v¶altoz¶o
sem mozgott az MB0 b¶azis ¶ota, ¶es ¶³gy J 00nfpg ½ JB0 teljesÄul, ¶es ¶³gy t0

¹ji
= 0

minden i 2 J 00n f¹j; pg indexre, vagyis

X

i2J00nf¹j;pg
t¹jit

00
iq = 0 ; (3)

Figyelembe v¶eve, hogy sr0(¹j) = sr0(p) ¶es sr00¡1(j) > sr00¡1(p) tudjuk, hogy
t00jq ¶es t00¹jq

nemnegat¶³vak. A (c) t¶abl¶ab¶ol kiolvashatjuk, hogy t0¹jj
= 0; t0¹j¹j =

1; t0¹j¹p
= 0; t0¹jp

< 0 ¶es t0¹jq
< 0, ¶³gy

t0¹j¹j t00¹jq + t0¹jjt
00
jq + t0¹j ¹pt

00
¹pq + t0¹jp t00pq + t0¹jq t00qq ¸ t0¹jpt

00
pq ¡ t0¹jq > 0 ; (4)

l¶ev¶en t00qq = ¡1 de¯n¶³ci¶o szerint, ¶es t00pq < 0 az algoritmus v¶alaszt¶asi szab¶aly¶a-
nak ¶ertelm¶eben ((A) ¶es (B) t¶abl¶ak).

Ha tov¶abb¶a l =2 J 00 [ fj; ¹j; p; ¹p; qg, akkor ism¶et a (c) ¶abr¶ab¶ol kiolvashat¶o,
hogy t0¹jl

¸ 0 ¶es J 00 de¯n¶³ci¶oja szerint t00lq ¸ 0, vagyis

X

l 62J[fj;¹j;p;¹p;qg
t0¹jl t00lq ¸ 0 : (5)

ÄOsszeadva a (3)-(5) egyenl}otlens¶egeket ¶eppen az ¶all¶³t¶asunkat kapjuk.

FigyeljÄuk meg, hogy a (c) t¶abl¶ab¶ol a vj v¶altoz¶o sor¶at tekintettÄuk, m¶³g
az (A) ¶es (B) t¶abl¶akn¶al a q oszlop¶at, teh¶at nem haszn¶altuk ki a m¶atrix
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el¶egs¶egess¶eg¶et, ¶es ¶³gy a lemma csak a pivot¶al¶asi szab¶alyt¶ol fÄugg: a (c) ¶es (A)
(illetve (B)) esetek, az ortogonalit¶asi t¶etel miatt, az el}oz}o lemm¶at ¯gyelembe
v¶eve kiz¶ar¶oak, fÄuggetlenÄul a m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶et}ol.

A kÄovetkez}o lemm¶ank ¶ertelm¶eben az (a) ¶es a (b) t¶abl¶akat nem kÄovetheti
a (C) t¶abla.

3.3 Lemma. JelÄolje MB0 az (a) (illetve (b)) esethez, m¶³g MB00 a (C) esethez
tartoz¶o b¶azis t¶abl¶akat. TekintsÄuk a t0

q ¶es t00(l) vektorokat, melyek rendre az
MB0 t¶abla q oszlop¶ahoz, illetve az MB00 t¶abla ul b¶azisv¶altoz¶oj¶anak a sor¶ahoz
tartoznak. Ekkor

(t00(l))T t0
q > 0 :

Bizony¶³t¶as. Az el}oz}o lemm¶ahoz hasonl¶oan J 00
l := fi 2 IN00 : t00li < 0g ½

IN0 , ¶³gy t0iq = 0 teljesÄul b¶armely i 2 J 00
l indexre, ¶es emiatt

X

i2J00
l

t00li t0iq = 0 : (6)

Tov¶abb¶a, minden j =2 J2 := J 00
l [ f¹l; l; ¹p; p; qg indexre t00lj ¸ 0 ¶es t0jq ¸ 0, ¶³gy

X

j 62J2

t00ljt
0
jq ¸ 0 : (7)

Az MB0 ¶es MB00 t¶abl¶akb¶ol kiolvashat¶o, hogy t0qq = ¡1; t00ll = 1; t00
l¹l

= t00lp =
t0pq = 0, tov¶abb¶a t00l¹p < 0; t00lq < 0; t0¹pq < 0; t0¹lq ¸ 0 ¶es t0lq ¸ 0 ¶³gy

t00l¹lt
0
¹lq + t00ll t0lq + t00l¹p t0¹pq + t00lpt

0
pq + t00lq t0qq = t0lq + t00l¹p t0¹pq ¡ t00lq ¸ t00l¹pt

0
¹pq ¡ t00lq > 0 :

ÄOsszeadva a (6) ¡ (7) ÄosszefÄugg¶eseket, a k¶³v¶ant ¶all¶³t¶ast kapjuk.

Az el}oz}o lemm¶aban sem haszn¶altuk ki az M m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶et. R¶a-
t¶erhetÄunk azoknak az eseteknek a t¶argyal¶as¶ara, amikor a feladat m¶atrix¶anak
az el¶egs¶egess¶ege l¶enyeges lesz.

A kÄovetkez}o lemm¶aban igazoljuk, hogy az (a) (illetve (b)) t¶abl¶akat nem
kÄovetheti sem az (A), sem pedig a (B) t¶abla.

3.4 Lemma. Legyen adott az (u0;v0) ¶es (u00;v00), komplement¶aris megold¶a-
sok, amelyek rendre az (a) ¶es (b), illetve az (A) ¶es (B) t¶abl¶akhoz tartoznak.
Ekkor

(u0 ¡ u00) M (u0 ¡ u00) · 0 :

Bizony¶³t¶as. Mind a n¶egy esetet egyszerre bizony¶³tjuk.

(u0 ¡ u00) M (u0 ¡ u00) = (u0 ¡ u00) (q + M u0 ¡ q ¡ M u00)

= (u0 ¡ u00) (v0 ¡ v00)

= u0 v0 ¡ u0 v00 ¡ u00 v0 + u00 v00

= ¡u0 v00 ¡ u00 v0;
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ahol az utols¶o egyenl}os¶eg a megold¶asok komplementarit¶as¶anak a kÄovetkezm¶e-
nye. JelÄolje J 00 := f ® 2 JB00 : ¹q00

i < 0 g: A pivot¶al¶asi szab¶aly miatt sr00(p) >
sr00(®), b¶armely ® 2 J 00n fpg indexre, ¶³gy ezen indexek nem mozogtak B0

b¶azis ¶ota, vagyis ® 2 JB0 , ¶es ¶³gy b¶armely i 2 J 00n fpg indexre

u0
i v00

i + u00
i v0

i = 0 (8)

teljesÄul, hiszen az u0
i vagy v00

i , illetve u00
i vagy v0

i ¶ert¶eke nulla. Az (a) ¶es (b)
illetve az (A) ¶es (B) t¶abl¶akb¶ol kiolvashat¶o, hogy u0

p = 0, v0
p < 0 ¶es u00

p < 0,
v00

p = 0, vagyis
u0

p v00
p + u00

p v0
p > 0 :

Tov¶abb¶a b¶armely j =2 J 00 indexre u0
j; v

0
j; u

00
j ; v00

j ¸ 0, ¶es emiatt

u0
j v00

j + u00
j v0

j ¸ 0 : (9)

ÄOsszefoglalva, az (u0 ¡ u00) vektor olyan, hogy (u0 ¡ u00) M (u0 ¡ u00) · 0.

Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy a bizony¶³t¶asunk konstrukt¶³v, azaz a
B0 illetve a B00 b¶azisokb¶ol az M m¶atrix nem el¶egs¶egess¶eg¶et bizony¶³t¶o u0 ¡u00

vektor kÄonnyed¶en meghat¶arozhat¶o.
A utols¶o lemm¶ankban azt az esetet vizsg¶aljuk meg, amikor a (c) t¶abl¶at a

(C) t¶abla kÄovetn¶e.

3.5 Lemma. JelÄolje MB0 a (c), m¶³g MB00 a (C) esethez tartoz¶o b¶azis
t¶abl¶akat. TekintsÄuk a t0

j ¶es t00(l) vektorokat, amelyek az MB0 b¶azis t¶abla uj

nem b¶azis v¶altoz¶oj¶anak az oszlop¶ahoz, illetve az MB00 b¶azis t¶abla ul b¶azis
v¶altoz¶oj¶anak a sor¶ahoz tartoznak. Ekkor

(t00(l))T t0
j < 0 :

Bizony¶³t¶as. Legyen J 00
l = fi 2 IN 00 : t00li < 0gn fjg. Mivel t¶abl¶aink komp-

lement¶arisak, ¶es a pivot¶al¶asi szab¶aly szerint mindig azt a v¶altoz¶ot v¶alasztjuk a
lehets¶egesek kÄozÄul, amelyik a legutolj¶ara mozgott, ¶³gy a J 00

l indexeihez tartoz¶o
v¶altoz¶ok az MB0 ¶ota nem mozogtak, ez¶ert ¹J 00

l ½ IB0 ¶es J 00
l ½ IN0 , ¶es¶³gy t0ij = 0

teljesÄul, b¶armely i 2 J 00
l eset¶en. ÄOsszefoglalva

X

i2J00
l

[fqg
t00li t0ij = 0 : (11)

M¶asfel}ol, ha i =2 J1 := J 00
l [

©
q; p; ¹p; j;¹j; l; ¹l

ª
, akkor t0ij · 0 a (c) ¶abra alapj¶an.

A J 00
l de¯n¶³ci¶oja miatt t00li ¸ 0, ¶es ¶³gy

X

i62J1

t00li t0ij · 0 ; (12)

Az MB0 ¶es MB00 t¶abl¶akb¶ol, a t vektorok de¯n¶³ci¶oj¶at is ¯gyelembe v¶eve

t0pj = t00l¹l = t0¹jj = t0qj = t00lp = 0; t00ll = 1; t0jj = ¡1 ¶es t0lj · 0; t00l¹p < 0; t0¹pj > 0
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¶³gy

t00lq t0qj + t00lp t0pj + t00l¹p t0¹pj + t00lj t0jj + t00l¹j t0¹jj + t00llt
0
lj + t00l¹l t0¹lj < ¡t00lj : (13)

H¶atra van m¶eg, hogy megmutassuk, t00lj ¸ 0. A B0 b¶azis t¶abl¶an a (c)

eset¶en felcser¶el}os pivotot hajtunk v¶egre. Ekkor sr0(¹j) = sr0(p) = r0 ¶es
sr0+1(j) = sr0+1(¹p) = r0 + 1. Az MB00 t¶abla eset¶en J 00

max = f¹pg. Mivel a
t¶abla komplement¶aris, ¶³gy k¶et eset lehets¶eges:

1. Ha j 2 IN00 , akkor az uj az (r
0
+ 1) ¶es a r

00
iter¶aci¶ok kÄozÄott mozog, ¶³gy

sr00(j) > sr00(¹p), ¶es ez a pivot¶al¶asi szab¶aly szerint csak ¶ugy lehets¶eges,
ha t00lj ¸ 0.

2. Ha j 2 IB00 , akkor t00lj = 0.

ÄOsszeadva a (11) ¡ (13) egyenl}otlens¶egeket, a k¶³v¶ant ¶all¶³t¶ast kapjuk.

Az el}oz}o lemma bizony¶³t¶asakor a (c) t¶abla szerkezet¶en¶el kihaszn¶altuk a
t¶abla el¶egs¶egess¶eg¶et.

3.5 A criss{cross t¶³pus¶u algoritmus v¶egess¶ege

Ebben a r¶eszben igazoljuk a criss{cross algoritmus v¶egess¶eg¶et, majd ennek
seg¶³ts¶eg¶evel ¶uj, konstrukt¶³v bizony¶³t¶ast adunk a line¶aris komplementarit¶asi
feladatok dualit¶ast¶etel¶ere is.

3.2 T¶etel. A criss{cross t¶³pus¶u algoritmus v¶eges az el¶egs¶eges m¶atrixszal
adott line¶aris komplementarit¶asi feladatra.

Bizony¶³t¶as. Bizony¶³t¶asunk indirekt, azaz tegyÄuk fel, hogy az algoritmus
nem v¶eges. Tekintettel arra, hogy a line¶aris komplementarit¶asi feladatnak
v¶eges sok kÄulÄonbÄoz}o b¶azisa van, ¶es az algoritmus egy¶ertelm}uen meghat¶arozza
pivot¶al¶askor a kÄovetkez}o b¶azist, ez¶ert abb¶ol, hogy az algoritmus nem v¶eges,
kÄovetkezik az algoritmus cikliz¶al¶asa.

TekintsÄuk a fejezet elej¶en eml¶³tett minim¶alis ellenp¶eld¶at. Ebben minden
v¶altoz¶o mozog egy ciklus sor¶an. A lemm¶ak tanuls¶aga szerint az utols¶ok¶ent a
b¶azisba bel¶ep}o up v¶altoz¶o m¶ar nem l¶ephet ki a b¶azisb¶ol:

{ Ha az (a) vagy a (b) esetben l¶ep be, majd pedig az (A) vagy a (B) esetek
valamelyik¶en¶el t¶avozik a b¶azisb¶ol, akkor a 3.4 Lemma ellentmond az M
m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶enek.

{ Ha a (c) esetben l¶ep be, majd az (A) vagy (B) esetek valamelyik¶eben
t¶avozik a b¶azisb¶ol, akkor a 3.2 Lemma ellentmond az ortogonalit¶asi
tulajdons¶agnak.

{ Ha a (c) esetben l¶ep be, majd a (C) esetben t¶avozik a b¶azisb¶ol, akkor
a 3.5 Lemma ellentmond az ortogonalit¶asi tulajdons¶agnak.

{ Ha a (b) vagy a (c) esetben l¶ep be, majd a (C) esetben t¶avozik a
b¶azisb¶ol, akkor a 3.2 Lemma ellentmond az ortogonalit¶asi tulajdon-
s¶agnak.
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Minden lehets¶eges eset ellentmond¶asra vezet, ¶³gy ¶all¶³t¶asunkat bel¶attuk.

A kÄovetkez}o t¶abl¶azat mutatja, hogy mely esetekben haszn¶altuk ki az M
m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶et:

(a) (b) (c)
(A) ¤ ¤
(B) ¤ ¤
(C) ¤

Az el¶egs¶eges m¶atrix¶u LCP feladatok megoldhat¶os¶ag¶anak jellemz¶es¶ere Fu-
kuda ¶es Terlaky [9] t¶etel¶et az al¶abbi alternat¶³va t¶etelk¶ent fogalmazhatjuk
meg.2

3.3 T¶etel. B¶armely M 2 IRn£n el¶egs¶eges m¶atrix ¶es q 2 IRn vektor eset¶en
pontosan az egyik teljesÄul:

(1) az LCP feladatnak van (u;v) megengedett komplement¶aris megold¶asa,
(2) a D-LCP feladatnak van (x;y) megengedett komplement¶aris megold¶asa.

Bizony¶³t¶as. KÄovetkezik a 3.1 Lemm¶ab¶ol ¶es a 3.2 T¶etelb}ol.

Mivel a 3.1 Lemma csup¶an azt biztos¶³tja, hogy a t¶etel k¶et esete egyszerre
nem ¶allhat fenn, m¶³g az egyik eset mindig fenn¶all¶as¶at a 3.2 Lemma algorit-
mikus bizony¶³t¶as¶aval igazoltuk, ¶³gy a 3.3 T¶etel konstrukt¶³v.

4 EP-t¶etelek

Ebben a fejezetben szeretn¶enk a criss{cross t¶³pus¶u algoritmust alkalmass¶a
tenni tetsz}oleges line¶aris komplementarit¶asi feladat megold¶as¶ara. Term¶e-
szetesen nem v¶arhatjuk el, hogy b¶armilyen t¶³pus¶u m¶atrixszal adott line¶aris
komplementarit¶asi feladatot megoldhassunk a criss{cross t¶³pus¶u algoritmus-
sal. Azt azonban fontosnak tartjuk, hogy ha egy feladatot nem tudunk meg-
oldani ezzel az algoritmussal, akkor annak az ok¶at meg tudjuk mutatni, ¶es
a bizony¶³t¶ekunkat arra, hogy a m¶atrixunk nem el¶egs¶eges, polinom id}oben
leellen}orizhessÄuk.

GondolatmenetÄunknek megfelel}o elm¶elet alapjait Cameron ¶es Edmonds
alapozta meg [2] dolgozatukban. }Ok bevezett¶ek az ¶un. EP{t¶eteleket.

Egy EP (Existentially Polynomial time) t¶etel form¶aja a kÄovetkez}o:

[8x : F1(x) vagy F2(x) vagy . . . vagy Fk(x)] ;

ahol Fi(x) olyan ¶all¶³t¶as, melynek form¶aja

Fi(x) = [9yi amelyre kyik · kxkni ¶es fi(x;yi)] :

2Fukuda ¶es Terlaky [9] cikkÄukben eredm¶enyÄuket dualit¶as t¶etelnek h¶³vj¶ak, hab¶ar szerin-
tÄunk az alternat¶³va t¶etel pontosabban tÄukrÄozi a t¶etel mondanival¶oj¶at.
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Itt ni 2 IN , kzk jelÄoli a z k¶odol¶asi hossz¶at, f(x;y) pedig olyan ¶all¶³t¶as, melynek
teljesÄul¶es¶ere van polinomi¶alis bizony¶³t¶ek.

Miel}ott r¶at¶ern¶enk a line¶aris komplementarit¶asi feladat dualit¶as t¶etel¶enek
az EP-t¶etel form¶aj¶aban tÄort¶en}o megfogalmaz¶as¶ara, szÄuks¶egÄunk lesz n¶eh¶any
fogalom ¶es ¶all¶³t¶as kimond¶as¶ara.

Egy x vektor tart¶oj¶anak az f i j xi 6= 0g halmazt nevezzÄuk. Egy adott
vektorhalmazb¶ol egy minim¶alis tart¶oj¶u vektort elemi vektornak nevezÄunk.
SzÄuks¶egÄunk lesz a vektorok konform [8] el}o¶all¶³t¶as¶ara.

4.1 De¯n¶³ci¶o Legyen V µ IRn tetsz}oleges line¶aris alt¶er, x;x1; . . . ;xk vek-
torok a V alt¶erb}ol. Azt mondjuk, hogy az x vektor konform m¶odon felbomlik
x1; . . . ;xk vektorokra, ha x = x1 + . . . + xk, ¶es

xi = 0 =) x1
i = . . . = xk

i = 0;
xi > 0 =) x1

i ; . . . ; x
k
i ¸ 0;

xi < 0 =) x1
i ; . . . ; x

k
i · 0

b¶armely i = 1; . . . ; n indexre.

Tetsz}oleges line¶aris alt¶er eset¶en teljesÄul a kÄovetkez}o:

4.1 Lemma. [16] Legyen V line¶aris alt¶er az IRn t¶erben. Ekkor b¶armely x 2
V felbonthat¶o konform m¶odon a V line¶aris alt¶er c1; . . . ; ck elemi vektoraira.

A fenti lemma seg¶³ts¶eg¶evel megmutathat¶o, hogy ha M nem el¶egs¶eges,
akkor ennek bizony¶³t¶eka megadhat¶o egy elemi, vagy k¶et elemi vektor Äossze-
gek¶ent [8].

4.2 Lemma. Ha M nem oszlop el¶egs¶eges (sor el¶egs¶eges), akkor l¶etezik egy
szigor¶uan el}ojelv¶alt¶o (szigor¶uan el}ojeltart¶o) elemi vektor a V alt¶erben (V ?

alt¶erben), vagy l¶etezik egy szigor¶uan el}ojelv¶alt¶o (szigor¶uan el}ojeltart¶o) x vek-
tor a V alt¶erben, (y a V ? alt¶erben) mely fel¶³rhat¶o k¶et komplement¶aris, elemi
vektor Äosszegek¶ent.

Az eddigi eredm¶enyekb}ol kiindulva igazolhat¶o a kÄovetkez}o t¶etel.

4.1 T¶etel. [8] Legyen M 2 IRn£n nem el¶egs¶eges m¶atrix. Ekkor l¶etezik M
nem el¶egs¶eges volt¶ara olyan bizony¶³t¶ek, amelynek a m¶erete polinomi¶alisan
korl¶atozott az M input m¶eret¶enek a fÄuggv¶eny¶eben.

A line¶aris komplementarit¶asi feladat dualit¶ast¶etel¶et EP{form¶aban szeret-
n¶enk fel¶³rni. Ehhez el}obb olyan alakra kell hoznunk a t¶etelt, amelyben a
m¶atrix el¶egs¶egess¶ege m¶ar nem felt¶etele az ¶all¶³t¶asnak.

4.2 T¶etel. B¶armely M 2 0Qn£n racion¶alis m¶atrix ¶es q 2 0Qn eset¶en legal¶abb
az egyik teljesÄul:

(1) a (P-LCP) feladatnak van (u;v) megengedett komplement¶aris megol-
d¶asa,

(2) a (D-LCP) feladatnak van (x;y) megengedett komplement¶aris megol-
d¶asa,

(3) az M m¶atrix nem el¶egs¶eges.
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A t¶etel m¶eg nincs EP{form¶aban. Az (1) ¶es (2) r¶esz teljesÄul¶ese eset¶en
maga a megold¶as m¶erete polinomi¶alis m¶eret}u. A (3) r¶eszhez azonban meg
kell m¶eg mutatni, hogy ha az M m¶atrix nem el¶egs¶eges, akkor ennek van egy
polinomi¶alis m¶eret}u bizony¶³t¶eka.

Most m¶ar megfogalmazhatjuk az LCP dualit¶ast¶etelt EP-form¶aban [8],
felhaszn¶alva a 4.1 T¶etelt.

4.3 T¶etel. B¶armely M 2 0Qn£n m¶atrix, ¶es q 2 0Qn eset¶en legal¶abb az egyik
teljesÄul:

(1) a (P-LCP) feladatnak van (u;v) megengedett komplement¶aris megold¶asa,
amelynek a k¶odol¶asi m¶erete az M ¶es q k¶odol¶asi m¶eret¶evel polinomi¶alisan
korl¶atozott;

(2) a (D-LCP) feladatnak van (x;y) megengedett komplement¶aris megold¶asa,
amelynek a k¶odol¶asi m¶erete az M ¶es q k¶odol¶asi m¶eret¶evel polinomi¶alisan
korl¶atozott;

(3) az M m¶atrix nem el¶egs¶eges, ¶es ennek van olyan bizony¶³t¶eka, amelynek
a k¶odol¶asi m¶erete az M k¶odol¶asi m¶eret¶evel polinomi¶alisan korl¶atozott.

Fontos kiemelni, hogy az (1) ¶es (2) esetek kiz¶ar¶oak, m¶³g a (3) egyszerre
teljesÄulhet ak¶ar az (1), ak¶ar a (2) esettel egyÄutt is. M¶asfel}ol, term¶eszetes
felt¶etelk¶ent jelentkezik az, hogy a m¶atrix elemei racion¶alis sz¶amok legyenek.

A t¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz m¶odos¶³tani kell az algoritmusunkat ¶es igazolni a
m¶odos¶³tott algoritmus v¶egess¶eg¶et.

Az algoritmust ¶ugy m¶odos¶³tjuk, hogy vagy megoldja a (P ¡LCP ) felada-
tot vagy a du¶alis¶at, vagy kimutatja, hogy a bemeneti m¶atrix nem el¶egs¶eges3,
¶es ennek polinomi¶alis m¶eret}u bizony¶³t¶ek¶at szolg¶altatja.

A 2.2 Lemma biztos¶³tja, hogy ha a m¶atrix el¶egs¶eges, akkor a pivot¶al¶asi
m}uveletek mindig elv¶egezhet}ok, ha pedig nem, akkor megadja a k¶³v¶ant bi-
zony¶³t¶ekot arra, hogy az M m¶atrix nem el¶egs¶eges.

H¶atra van annak vizsg¶alata, hogyan kÄovetjÄuk nyomon a cikliz¶al¶as elkerÄu-
l¶es¶et. A cikliz¶al¶as elkerÄul¶es¶enek a vizsg¶alatakor vegyÄuk ¶eszre, hogy az ere-
deti algoritmus v¶egess¶eg¶enek bizony¶³t¶as¶aban val¶oj¶aban nem igaz¶an l¶enyeges,
hogy a cikliz¶al¶o p¶elda minim¶alis. TekintsÄunk ugyanis egy tetsz}oleges cikliz¶al¶o
p¶eld¶at. Legyen a ciklusban r¶eszt vev}o v¶altoz¶ok indexeinek halmaza R. Fi-
gyeljÄunk meg egy olyan pillanatot, mikor m¶ar elkezd}odÄott a cikliz¶al¶as, minden
a cikliz¶al¶asban r¶esztvev}o v¶altoz¶o m¶ar mozgott, ¶es a ciklus sor¶an az algoritmus
olyan v¶altoz¶ot v¶alaszt a b¶azisba val¶o bel¶ep¶esre, melynek az R b¶azison k¶³vÄuli
v¶altoz¶oi kÄozÄul a legkisebb az s ¶ert¶eke. Ehhez a pillanathoz tartoz¶o b¶azist
jelÄolje B0, ¶es legyen a legkisebb s ¶ert¶ek}u, az R halmazbeli bel¶ep}o v¶altoz¶o az
up. JelÄolje B00 azt a b¶azist, mikor az up legkÄozelebb mozog.

Ekkor az MB0 , illetve az MB00 pivot t¶abl¶ak szerkezete, az R index}u v¶alto-
z¶okra illetve a q vektorra megszor¶³tva, pontosan az (a)¡ (c) illetve (A)¡ (B)
t¶abl¶ak¶e lehet. A k¶et ¶allapot kÄozÄott olyan v¶altoz¶o, amelynek az indexe nem az

3Egy m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶enek az eldÄont¶es¶ere jelenleg nem ismert hat¶ekony, polinomi¶alis
algoritmus.
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R halmazba tartozik, nem mozgott. ¶Igy a 3.2, 3.3, 3.5 lemm¶ak eset¶eben a fun-
dament¶alis elemi vektorok szorzat¶aban az R illetve q indexein k¶³vÄul pontosan
az egyik tag van a b¶azisban, teh¶at ezen indexekhez a szorzatban mindig nulla
tartozik. Ugyanezen okb¶ol a 3.4 lemma ¡u

0 ¢v00 ¡u
00 ¢v0

szorzat¶aban az R hal-
mazon k¶³vÄuli indexeken null¶ak lesznek. Vagyis a bizony¶³t¶asok ¶atmenthet}ok
¶altal¶anos cikliz¶al¶o p¶eld¶ara is.

Input
Adott az (1) feladat. ¹M = ¡M; ¹q = q, r = 1; Q inicializ¶al¶asa

Begin
While ((J := f® 2 I : ¹q® < 0g) 6= ;) do

Jmax := f¯ 2 J : sr¡1(¯) ¸ sr¡1(®), b¶armely ® 2 J- reg
Legyen k 2 Jmax tetsz}oleges.

Ellen}orizend}o a ¡u
0 ¢ v00 ¡ u

00 ¢ v0
az elmentett Q(k) seg¶³ts¶eg¶evel:

If (¡u
0 ¢ v00 ¡ u

00 ¢ v0 ·6= 0) then

Stop: M nem el¶egs¶eges, bizony¶³t¶ek az u
0 ¡ u

00
.

Endif
If ( ¹mkk < 0) then

diagon¶alis pivot az ¹mkk ¶ert¶eken
Q(k) = [JB; ¹mq ], r := r + 1

ElseIf ( ¹mkk > 0)
Stop: M nem el¶egs¶eges, bizony¶³t¶ek mint a 2.2 lemm¶aban.

Else /* ¹mkk = 0 */
K := f® 2 I : ¹mk® < 0g
If (K = ;) then

Stop: D-LCP megold¶as
Else

Kmax = f¯ 2 K : sr¡1(¯) ¸ sr¡1(®), b¶armely ® 2 K- rag
Legyen l 2 Kmax tetsz}oleges.
If (mk ¶es mk vagy ml ¶es ml el}ojelszerkezete s¶er}ul) then

Stop: M nem el¶egs¶eges, bizony¶³t¶ek mint a 2.2 lemm¶aban.
Endif
Felcser¶el}os pivot az ¹mkl ¶es az ¹mlk sz¶amokon, s m¶odos¶³t¶asa
Q(k) = [JB ; ¹mq], Q(l) = [;; 0], r := r + 2

Endif
Endif

EndWhile
Stop: Megengedett ¶es komplement¶aris megold¶ast ¶all¶³tottunk el}o.
End

M¶odos¶³tott criss{cross t¶³pus¶u algoritmus ¶altal¶anos (LCP) feladatra

Az el¶egs¶egess¶eg hi¶any¶anak a kezel¶esekor id¶ezzÄuk fel, hogy az el¶egs¶egess¶eget
a 3.4 lemma, illetve a 3.5 lemma eset¶eben haszn¶altuk ki. Ez ut¶obbi az
el¶egs¶egess¶eggel j¶ar¶o, a 2.2 lemm¶ara alapul¶o el}ojelszerkezetet haszn¶alta. Teh¶at
ha az algoritmus minden felcser¶el}os pivot eset¶en ((c) ¶es (C) ilyen esetekhez
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tartoznak) ellen}orzi az el}ojelszerkezet megl¶et¶et, akkor az ortogonalit¶asi t¶etel
miatt a (c) t¶abl¶at nem kÄovetheti a (C) t¶abla. Ha b¶arhol s¶erÄul az el}ojelszerkezet,
az M nem el¶egs¶eges volt¶ara a k¶³v¶ant bizony¶³t¶ekot ugyanez a lemma biztos¶³tja.

Marad az (a) ¶es a (b), illetve az (A) ¶es a (B) t¶abl¶ak esete. A 3.4 lemma a

¡u
0 ¢ v00 ¡ u

00 ¢ v0
(14)

alak¶u vektorok nem szigor¶uan el}ojelford¶³t¶o volt¶an alapul, olyan MB0 ¶es MB00

t¶abl¶ak eset¶en, ahol ugyanazon v¶altoz¶o mozog mindk¶et pivot sor¶an, ¶es mindk¶et
esetben a vizsg¶alt v¶altoz¶o az akt¶³van v¶alasztott (vagyis nem a felcser¶el}os
pivot m¶asodik v¶altoz¶oja). ¶Erdemes meg¯gyelni, hogy nincs szÄuks¶eg a teljes
t¶abl¶ara, elegend}o annak a q vektorhoz tartoz¶o oszlopa (vagyis az aktu¶alis
megold¶as), illetve a b¶azisban lev}o indexek halmaza. Amennyiben a (14) vek-
tor szigor¶uan el}ojelford¶³t¶o, akkor a 3.4 lemma ut¶ani megjegyz¶es ¶ertelm¶eben
a line¶aris komplementarit¶asi feladat m¶atrix¶anak nem el¶egs¶eges volt¶ara a bi-
zony¶³t¶ek az u

0 ¡ u
00

vektor.

VezessÄunk be egy Q(p) (p = 1; . . . ; n) list¶at. A lista minden index¶ehez
k¶et n dimenzi¶os vektor tartozik. Egy Q(j) = [fIg; fhg] alak¶u ¶ert¶ekad¶as alatt
azt ¶ertjÄuk, hogy a j indexhez tartoz¶o Q ¶ert¶ekben a b¶azisv¶altoz¶ok indexeinek
hely¶ere az I indexeket, a q vektorhoz tartoz¶o ¶ert¶ekek hely¶ere pedig a h vektort
¶³rjuk. Indul¶askor legyen minden p indexre:

Q(p) :=

·
[1; . . . ; n]
[0; . . . ; 0]

¸
p = 1; . . . ; n:

Mikor egy ul vagy vl v¶altoz¶o egy olyan pivot sor¶an t¶avozik a b¶azisb¶ol, mely
sor¶an vagy diagon¶alis pivothoz tartozik, vagy olyan felcser¶el}oshÄoz, melyben }o
akt¶³v (az }o s ¶ert¶ek¶et vizsg¶alta az algoritmus), a Q(l) ¶ert¶ek¶et ¶ugy m¶odos¶³tjuk,
hogy az els}o vektorba az ul vagy vl v¶altoz¶o b¶azisb¶ol val¶o kil¶ep¶ese el}otti b¶azis
v¶altoz¶ok indexeit, m¶³g a m¶asodik vektorba az ul vagy vl v¶altoz¶o b¶azisb¶ol val¶o
kil¶ep¶ese el}otti b¶azis v¶altoz¶ok ¶ert¶ek¶et ¶³rjuk, vagyis

Q(l) :=

·
[b¶azisv¶altoz¶ok indexei]
[b¶azisv¶altoz¶ok aktu¶alis ¶ert¶eke]

¸
:

Ha az ul vagy vl v¶altoz¶o passz¶³v m¶odon (felcser¶el}os pivot eset¶en, a diagon¶alis
¶ert¶ek nulla volta miatt) l¶ep be a b¶azisba, akkor a Q(l) ¶ert¶eket m¶odos¶³tsuk a
kÄovetkez}ok¶eppen:

Q(l) :=

·
[1; . . . ; n]
[0; . . . ; 0]

¸
:
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2. ¶abra. A m¶odos¶³tott criss{cross t¶³pus¶u algoritmus folyamat¶abr¶aja

Az algoritmus, mikor a b¶aziscser¶ehez ¶er, megn¶ezi, hogy az akt¶³van bel¶ep}o
v¶altoz¶ot el}oz}o kil¶ep¶esekor is akt¶³van v¶alasztotta, vagy sem. Ha igen, a Q lista
seg¶³ts¶eg¶evel ellen}orzi a (14) vektort, majd csak ezut¶an m¶odos¶³tja a Q list¶at.
Mivel a komplement¶aris v¶altoz¶ok pivot m}uveletek sor¶an egyszerre mozognak,
¶³gy nem szÄuks¶eges kÄulÄon helyet fenntartani sz¶amukra a Q list¶aban.

¶Erdemes meg¯gyelni, hogy a Q kezdeti, illetve a felcser¶el}os pivot eset¶en
a passz¶³v v¶altoz¶okra be¶all¶³tott ¶ert¶eke miatt elegend}o b¶armely pivot eset¶en
ellen}orizni a (14) szorzatot. Ha nem az (a) (vagy a (b)) t¶abl¶at kÄoveti az (A)
(vagy a (B)) t¶abla, akkor a szorzat mindig nulla lesz.

A Q list¶at nem lenne szÄuks¶eges minden esetben kitÄolteni. ¶Igy az algorit-
mus minim¶alis m¶odos¶³t¶as¶aval t¶arhelyet lehet megtakar¶³tani. Meg¯gyelhet}o
tov¶abb¶a, hogy ekkor a legrosszabb esetben a Q lista t¶arig¶enye n2 eg¶esz ¶es n2

lebeg}opontos sz¶am t¶arig¶eny¶evel azonos.

Meg kell m¶eg vizsg¶alnunk azt az esetet, mikor a (P ¡ LCP ) feladatnak
nincs megold¶asa. Ez akkor fordulhat el}o, ha az algoritmus azt tal¶alja, hogy
K = ;. Ehhez az esethez tartoz¶o pivot t¶abla a kÄovetkez}o:
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3. ¶abra.

De¯ni¶aljuk a kÄovetkez}o vektort:

(x0;y0) = t(k) jJN [JB
:

Az ortogonalit¶asi t¶etelb}ol ad¶odik, hogy a fenti vektor az [¡MT j ¡I ] m¶atrix
Äosszes sor¶ara mer}oleges, vagyis MTx0 +y0 = 0. Ugyancsak az ortogonalit¶ast
haszn¶alva, de a jobb oldali q vektor oszlop¶ara (a kiindul¶asi b¶azisban) ad¶odik,
hogy

(x0;y0)T (tq jJN [JB
) = (x0;y0)T (q;0) = x0Tq = qk :

Vagyis a (x;y) = (x0;y0)=(¡qk) vektor a (D ¡ LCP ) feladat egy megold¶asa,
mivel a nemnegativit¶as ¶es a komplementarit¶as a t¶abla szerkezet¶eb}ol ad¶od¶oan
teljesÄul.

5 ÄOsszefoglal¶as

Akkele»s, Balogh ¶es Ill¶es [1] ¶uj t¶³pus¶u, line¶aris felt¶eteles, konvex kvadratikus
c¶elfÄuggv¶enyes feladatra megfogalmazott, criss{cross algoritmusait ¶altal¶anos¶³-
tottuk el¶egs¶eges m¶atrixok eset¶ere. A v¶egess¶eg bizony¶³t¶as¶at, az ¶altal¶anos¶³t¶as
mellett, leegyszer}us¶³tettÄuk.

Az el¶egs¶eges m¶atrixokra ¶altal¶anos¶³tott algoritmust a jobb gyakorlati alkal-
mazhat¶os¶ag ¶erdek¶eben kieg¶esz¶³tettÄuk ¶ugy, hogy ne kelljen el}ore felt¶etelezni
a bemeneti m¶atrix el¶egs¶egess¶eg¶et. Ha az el¶egs¶egess¶eg hi¶anya miatt az al-
goritmus nem tudja biztos¶³tani a v¶egess¶eget, akkor le¶all ¶es polinomi¶alisan
korl¶atozott m¶eret}u bizony¶³t¶ekot ad az adott m¶atrix nem el¶egs¶eges volt¶ara.

C¶elunkat a line¶aris komplementarit¶asi feladatok dualit¶as t¶etel¶enek [9], az
EP-t¶etel [8] form¶aj¶anak a felhaszn¶al¶as¶aval ¶ertÄuk el. Az algoritmus Akkele»s¶ek
¶uj t¶³pus¶u pivot¶al¶asi szab¶alyainak kÄoszÄonhet}oen, f}oleg az els}o b¶aziscser¶ek eset¶en
jelent}os v¶alaszt¶asi szabads¶agot biztos¶³t, lehet}ov¶e t¶eve esetlegesen felmerÄul}o
numerikusan instabil b¶aziscser¶ek elkerÄul¶es¶et. Ez nyilv¶anval¶oan jav¶³tan¶a a
criss{cross t¶³pus¶u algoritmusok gyakorlati alkalmazhat¶os¶ag¶at.

Hasonl¶oan a le¶³rt LIFO (last in { ¯rst out: utolj¶ara bekerÄul}o { el}oszÄor
kikerÄul}o) pivot¶al¶asi szab¶alyhoz, ugyan¶³gy bizony¶³that¶o, illetve ¶altal¶anos¶³that¶o
a leggyakrabban v¶alasztott v¶altoz¶o (most{often{selected{variable) pivot¶al¶asi
szab¶aly is. Ehhez mindÄossze az s vektort kell m¶ask¶ent de¯ni¶alni, p¶eld¶aul
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sr(®) =

½
sr¡1(®) + 1; ha ® 2 I mozog az r-edik iter¶aci¶oban;
sr¡1(®); egy¶ebk¶ent.

Az algoritmus elej¶en jelent}os szabads¶agunk van a nem megengedett v¶alto-
z¶ok kiv¶alaszt¶asakor. Ez az algoritmus numerikus viselked¶ese szempontj¶ab¶ol
mindenf¶elek¶eppen el}onyÄosnek tekinthet}o, azonban mag¶aban rejti a cikliz¶al¶as
lehet}os¶eg¶et is. K¶es}obb azonban rÄogzÄul a v¶altoz¶ok egym¶ashoz viszony¶³tott
sorrendje. Ezt a sorrendet az adatokon t¶ul az is befoly¶asolja, hogy el}oz}oleg
milyen pivot poz¶³ci¶okat v¶alasztottunk.

A v¶altoz¶ok sorrendj¶enek egy¶ertelm}uv¶e v¶al¶asa biztos¶³tja az algoritmus v¶e-
gess¶eg¶et, a pivot poz¶³ci¶o kiv¶alaszt¶asi szabads¶ag¶anak a rov¶as¶ara.

¶Erdekess¶egk¶eppen megeml¶³tjÄuk, hogy az s vektor seg¶³ts¶eg¶evel a minim¶al-
indexes v¶alaszt¶asi szab¶aly, mint speci¶alis eset le¶³rhat¶o, ¶es a bizony¶³t¶asok v¶al-
tozatlanul m}ukÄodnek. RÄogz¶³tsÄuk ehhez az s vektort a kÄovetkez}o m¶odon:
sr(i) = i minden iter¶aci¶oban, b¶armely i 2 I indexre. Ekkor a bizony¶³t¶asok
jelent}osen leegyszer}usÄodnek.
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NEW VARIANTS OF THE CRISS-CROSS METHOD FOR LINEAR

COMPLEMENTARITY PROBLEMS

The su±cient matrix class is the widest class, for which the usual criss-Cross al-
gorithm is proved to be ¯nite (Hertog, Roos and Terlaky, 1993). There is no
polynomial algorithm known to check wether a matrix is su±cient or not. Follow-
ing the results of Akkele»s, Balogh and Ill¶es (2003), the criss-cross algorithm with
LIFO and most-often-selected pivot rules are extended for general linear comple-
mentarity problems (LCP). While most algorithms require a priori information on
some properties of the input matrix, our new, criss-cross type algorithms work for
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every matrix, and either solves the problem, or provides a polynomial sized cer-
ti¯cate that the input matrix does not belong to the class of su±cient matrices.
The ¯niteness of our algorithm provides a new, constructive proof for the duality
theorem of LCP, developed by Fukuda and Terlaky (1992) for oriented matroids.
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