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KRIT¶ERIUMOK P¶AROS ÄOSSZEHASONL¶IT¶AS
M¶ATRIXOKRA1

K¶ERI GERZSON
MTA SZTAKI

1 Bevezet¶es

TÄobbszempont¶u dÄont¶esi probl¶em¶ak kezel¶es¶enek egyik kulcsk¶erd¶ese a p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok elemz¶ese, melynek eredm¶enyek¶eppen egy p¶aros Äosz-
szehasonl¶³t¶as m¶atrixot vagy elfogadunk, vagy pedig annak korrekci¶oj¶at k¶erjÄuk
az ¶ert¶ekel}ot}ol. Az elemz¶es sor¶an alkalmas krit¶eriumok alapj¶an vizsg¶alhatjuk
a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok kÄovetkezetess¶eg¶enek a m¶ert¶ek¶et. A legel-
terjedtebb elj¶ar¶as a Saaty [3] ¶altal javasolt m¶odszer a CR kÄovetkezetlens¶egi
h¶anyados kisz¶am¶³t¶as¶an alapul, s e m¶odszer szerint a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
m¶atrixot akkor fogadjuk el j¶onak, ha CR ¶ert¶eke 0.1-n¶el kisebb. E m¶odszert
haszn¶alja p¶eld¶aul az Expert Choice szoftver.

Gass [1] m¶ar ¶evekkel ezel}ott felh¶³vta a ¯gyelmet arra, hogy p¶aros Äossze-
hasonl¶³t¶asokkal v¶egzett rangsorol¶as sor¶an c¶elszer}u tÄorekedni arra, hogy h¶arom
elemb}ol ¶all¶o intranzit¶³v ciklusok lehet}oleg ne, vagy min¶el kisebb sz¶amban for-
duljanak el}o. E gondolathoz kapcsol¶odva Gass leszÄogezi, hogy ¶altal¶anosan
elfogadott elv a fell¶ep}o intranzitivit¶asok elemz¶es¶enek ¶es lehet}os¶eg szerinti
kikÄuszÄobÄol¶es¶enek a k¶³v¶analma. Ezut¶an az id¶ezett [1] cikk a p¶aros Äosszehason-
l¶³t¶as m¶atrixokkal, az intranzitivit¶asok vizsg¶alat¶aval ¶es kezel¶es¶evel foglalkozik
azon megszor¶³t¶o felt¶etel mellett, hogy minden p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as dÄont¶est
eredm¶enyez valamelyik Äosszehasonl¶³tott objektum jav¶ara, teh¶at nem fordul-
nak el}o azonos ¶ert¶ek}unek vagy Äosszehasonl¶³thatatlannak tal¶alt objektumok.
A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix¶ara vonatkoz¶oan ez a felt¶etel ¶ugy fogalmazhat¶o
meg, hogy a f}o¶atl¶on k¶³vÄul a m¶atrixban nem lehetnek 1 ¶ert¶ek}u m¶atrixelemek.

A dÄont¶esi rendszerek gyakorlati alkalmaz¶as¶aban j¶artas szak¶ert}ok ¶altal¶aban
abban is egyet¶ertenek, hogy a gyakorlatban el}ofordul¶o dÄont¶esi probl¶em¶ak
eset¶en a tranzitivit¶as biztos¶³t¶asa, vagyis az intranzit¶³v h¶armasok teljes meg-
szÄuntet¶ese, ¶altal¶aban nem kÄovetelhet}o meg. Gass ¶es Standard [2] kifejti ¶es
indokolja, hogy tÄobbszempont¶u dÄont¶esek ¶es kvalitat¶³v szempontok eset¶en az
Äosszehasonl¶³t¶asoknak nem felt¶etlenÄul kell tranzit¶³vnak lenniÄuk. A szerz}ok
megvizsg¶alj¶ak ¶es a tranzitivit¶as szempontj¶ab¶ol elemzik tÄobb gyakorlati fela-
dat p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix¶at.

V¶elem¶enyem szerint a kir¶³v¶o m¶ert¶ek}u intranzitivit¶asokat nem okvetlenÄul
kell elfogadni, ez¶ert tÄorekedni kell arra, hogy az ¶ert¶ekel}ok k¶epesek legyenek a
durv¶abb intranzitivit¶asokat ¶eszrevenni ¶es korrig¶alni az ¶ert¶ekel¶es sor¶an. Ez¶ert
fordult ¯gyelmem az objektumh¶armasok vizsg¶alat¶ara. A dolgozatban Gass

1Be¶erkezett: 2005. augusztus 21.
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[1] cikk¶ehez hasonl¶oan a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok gr¶af reprezent¶aci¶oja
seg¶³ts¶eg¶evel vizsg¶alom e m¶atrixokat ¶es de¯ni¶alom azok kÄulÄonbÄoz}o t¶³pusait a
3x3 m¶eret}u r¶eszm¶atrixok tulajdons¶agai alapj¶an. Az elv¶egzett elemz¶esek ¶es az
azok alapj¶an megfogalmazott eredm¶enyek jellegÄukben teljesen elt¶ernek az [1]
cikk eredm¶enyeit}ol, ¶es az is l¶enyeges elt¶er¶es, hogy Gasst¶ol elt¶er}oen nem teszem
fel, hogy minden p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as dÄont¶est eredm¶enyez, teh¶at megenge-
dek 1 ¶ert¶ek}u elemeket a m¶atrix f}o¶atl¶oj¶an k¶³vÄul is. Az AHP m¶odszertant
[3] nem elvetve, hanem azt kieg¶esz¶³tve, megfogalmazok n¶eh¶any |egym¶ast¶ol
tÄobb¶e-kev¶esb¶e elt¶er}o| krit¶eriumot, vizsg¶alom azok teljesÄul¶es¶enek felt¶etel¶et,
tov¶abb¶a ¶utmutat¶asi javaslatot adok a krit¶eriumok alapj¶an kÄovetkezetlennek
tal¶alt p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok jav¶³t¶as¶ara.

2 ¶Ert¶ekel¶es p¶aros Äosszehasonl¶³t¶assal

TekintsÄunk v¶eges sz¶am¶u azonos t¶³pus¶u

O1;O2; . . . ; On

objektumot. Ezek lehetnek p¶eld¶aul egy dÄont¶esi probl¶ema alternat¶³v¶ai. Az ob-
jektumok meghat¶arozott szempont szerinti, p¶aros Äosszehasonl¶³t¶assal v¶egzett
¶ert¶ekel¶ese sor¶an az ¶ert¶ekel}o minden lehets¶eges i; j 2 f1; 2; . . . ; ng p¶arra meg-
¶allap¶³tja, hogy az Oi; Oj objektumok kÄozÄul a vizsg¶alt szempontb¶ol melyik
el}onyÄosebb, mint a m¶asik. A teljes kÄor}uen v¶egrehajtott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
eredm¶enye egy

A = (aij)i;j=1;2;...;n

m¶atrix, ahol aij = u(> 1), ha az Oi objektum u-szor el}onyÄosebb, mint Oj ,
illetve aij = v(< 1), ha az Oi objektum v-szer kev¶esb¶e el}onyÄos, mint Oj. Ha
az ¶ert¶ekel}o nem tudja megmondani, hogy Oi ¶es Oj kÄozÄul melyik el}onyÄosebb,
akkor aij = 1.

Egy A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixra nyilv¶anval¶oan teljesÄulnie kell az
aij > 0 ¶es aji = 1=aij (i; j = 1; 2; . . . ; n) rel¶aci¶oknak. Az ilyen tulajdons¶ag¶u
A m¶atrixokat pozit¶³v reciprok m¶atrixoknak nevezzÄuk.

De¯n¶³ci¶o. Az A m¶atrix pozit¶³v reciprok m¶atrix, ha minden eleme pozit¶³v, a
f}o¶atl¶ora szimmetrikus elemek pedig egym¶as reciprokai.

A fenti de¯n¶³ci¶ob¶ol m¶ar kÄovetkezik, hogy a f}o¶atl¶oban ¶all¶o elemek ¶ert¶eke
1. Az is nyilv¶anval¶o, hogy egy pozit¶³v m¶atrix akkor ¶es csak akkor pozit¶³v
reciprok, ha a m¶atrixelemek logaritmusaib¶ol ¶all¶o m¶atrix antiszimmetrikus.

3 P¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok gr¶afja

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrix gr¶afj¶anak nevezzÄuk azt az n szÄog-
pont¶u GA ir¶any¶³tott gr¶afot, melynek i-edik cs¶ucs¶ab¶ol a j-edik cs¶ucs¶aba akkor
¶es csak akkor vezet ir¶any¶³tott ¶el, ha aij > 1.
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A GA gr¶af A1;A2; . . . ;An cs¶ucsai az O1;O2; . . . ; On objektumoknak felel-
nek meg, abban az ¶ertelemben, hogy Ai-b¶ol Aj -be akkor ¶es csak akkor vezet
¶el, ha az Oi objektum el}onyÄosebb, mint az Oj objektum.

Pozit¶³v reciprok A m¶atrixb¶ol kiindulva mindig olyan GA gr¶afhoz jutunk,
melynek egyik cs¶ucspontj¶ab¶ol sem vezet ¶el Äonmag¶ahoz, tov¶abb¶a az i-edik
cs¶ucspontb¶ol a j-edikbe vezet}o ¶es a j-edik cs¶ucspontb¶ol a i-edikbe vezet}o
lehets¶eges ¶elek kÄozÄul legfeljebb egy lehet GA-nak ¶ele.

Az A m¶atrix a GA gr¶afot egy¶ertelm}uen meghat¶arozza, ennek megford¶³t¶asa
azonban nem igaz, mert m¶ar 2 £ 2-es vagy 3 £ 3-as m¶eretben is kÄonny}u
konstru¶alni olyan kÄulÄonbÄoz}o pozit¶³v reciprok m¶atrixokat, melyekhez ugyanaz
a gr¶af tartozik, ilyenek p¶eld¶aul 2 £ 2-es m¶eretben az
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m¶atrixok, 3 £ 3-as m¶eretben pedig az
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m¶atrixok. A kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u megfeleltet¶est ¶ugy tudjuk biztos¶³tani,
ha a GA gr¶af ¶eleihez s¶ulyokat rendelÄunk: a gr¶af tetsz}oleges ir¶any¶³tott ¶el¶enek
a s¶ulya az ¶el i; j v¶egpontjaihoz tartoz¶o aij ¶es aji kÄozÄul az 1-n¶el nagyobb
¶ert¶ek}u mennyis¶eg. Most tekintsÄuk ¶at a 2 £ 2-es ¶es 3 £ 3-as m¶eret}u p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok gr¶afj¶anak lehets¶eges eseteit, az ¶elek s¶ulyait egyel}ore
¯gyelmen k¶³vÄul hagyva.

2 £ 2-es m¶eret eset¶en csak 2 lehet}os¶eg van; az egyik esetben a GA gr¶af
Äures (a12 = 1), a m¶asik esetben egyetlen ¶ele van (a12 6= 1).

3 £ 3-as-as m¶eret eset¶en a GA gr¶afra a kÄovetkez}o esetek lehets¶egesek:

a) 3 ir¶any¶³tott ¶el { 2 eset: G1 ¶es G2 az 1. ¶abr¶an;

b) 2 ir¶any¶³tott ¶el { 3 eset: G3, G4 ¶es G5 az 1. ¶abr¶an;

c) 1 ir¶any¶³tott ¶el { 1 eset: G6 az 1. ¶abr¶an;

d) 0 ir¶any¶³tott ¶el { 1 eset: G7 az 1. ¶abr¶an.

Enn¶el nagyobb m¶eretekre az esetek sz¶ama nagyon gyorsan nÄovekszik,
ez¶ert nagyobb m¶eret}u dÄont¶esi probl¶em¶ak eset¶en a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi m¶at-
rixok gr¶afj¶aban a 3 cs¶ucsb¶ol ¶all¶o r¶eszgr¶afok vizsg¶alat¶at javasoljuk a m¶atrixok
elemz¶ese sor¶an.

Itt, ¶es a tov¶abbi t¶argyal¶as sor¶an is, r¶eszgr¶af alatt mindig fesz¶³tett r¶eszgr¶afot
¶ertÄunk, vagyis egy r¶eszgr¶af ¶elei kÄoz¶e tartoz¶onak tekintjÄuk a kiindul¶asul vett
gr¶af mindazon ¶eleit, melyeknek mindk¶et cs¶ucsa a r¶eszgr¶afhoz tartozik.
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1. ¶abra.

4 Konzisztens ¶es kv¶azi-konzisztens p¶aros Äosz-
szehasonl¶³t¶as m¶atrixok

Ide¶alis esetben a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as eredm¶enye konzisztens, ami alatt azt
¶ertjÄuk, hogy az eredm¶enyÄul kapott pozit¶³v reciprok m¶atrix konzisztens a
kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶o ¶ertelm¶eben.

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok m¶atrix konzisztens, ha minden i; j 2 f1; 2; . . . ; ng
p¶arra { alkalmas pozit¶³v p1; p2; . . . ; pn s¶ulyokkal { teljesÄul aij = pi=pj .

A fenti de¯n¶³ci¶ob¶ol l¶atszik, hogy konzisztens m¶atrix eset¶en az e m¶atrixot
eredm¶enyez}o preferencia rel¶aci¶o aszimmetrikus, tranzit¶³v ¶es r¶aad¶asul negat¶³-
van is tranzit¶³v: pi > pj , pj > pk eset¶en mindig pi > pk, illetve pi · pj ,
pj · pk eset¶en mindig pi · pk.

Kis n eset¶en (n = 2; 3, esetleg 4) m¶eg kÄonny}u az n objektumot egyÄuttesen,
ezek teljes rendszer¶et ¶attekintve \m¶erlegelni", s ennek alapj¶an konzisztens
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix el}o¶all¶³t¶as¶at biztos¶³tani, n nÄovel¶es¶evel azonban ez egyre
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nehezebb¶e v¶alik. Az eml¶³tettn¶el nagyobb m¶eretek eset¶en teh¶at m¶as m¶odsze-
rekre van szÄuks¶eg.

P¶eld¶ak konzisztens m¶atrixokra n = 3 eset¶en: Az 1. ¶abr¶an felsorolt gr¶afok
kÄozÄul G2, G5 ¶es G6 kiv¶etel¶evel mindegyik tartozhat konzisztens m¶atrixhoz,
p¶eld¶aul az
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m¶atrixhoz rendre a G1, G3, G4, illetve G7 ir¶any¶³tott gr¶af tartozik.

KÄonny}u bel¶atni, hogy egy p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix akkor ¶es csak
akkor konzisztens, ha annak minden f}o¶atl¶ora szimmetrikus harmadrend}u
szubm¶atrixa konzisztens. Egy harmadrend}u pozit¶³v reciprok m¶atrix pedig {
mint l¶attuk { akkor ¶es csak akkor konzisztens, ha annak gr¶afja a G1, G3, G4,
G7 gr¶afok valamelyik¶evel izomorf. KÄovetkez¶esk¶eppen tetsz}oleges konzisztens
m¶atrixhoz tartoz¶o GA gr¶af minden h¶arom szÄogpont¶u r¶eszgr¶afja G1, G3, G4 ¶es
G7 valamelyik¶evel izomorf. J¶o lenne ezt ford¶³tva is tudni, vagyis felvet}odik a
k¶erd¶es: Igaz-e, hogy ha egy G ir¶any¶³tott gr¶af minden harmadrend}u r¶eszgr¶afja
G1, G3, G4, G7 valamelyik¶evel izomorf, akkor tal¶alhat¶o olyan konzisztens
pozit¶³v reciprok m¶atrix, melynek gr¶afja az adott G gr¶af? A k¶erd¶esre ,,igen"
a v¶alasz, mert bebizony¶³tjuk a kÄovetkez}o t¶etelt.

T¶etel. Ha G egy olyan ir¶any¶³tott gr¶af, melynek b¶armely k¶et cs¶ucspontja
kÄozÄott legfeljebb egy ir¶any¶³tott ¶el van ¶es G minden harmadrend}u r¶eszgr¶afja az
1. ¶abr¶an megadott G1, G3, G4, G7 valamelyik¶evel izomorf, akkor a G gr¶af
A1; A2; . . . ; An cs¶ucsaihoz lehet olyan pozit¶³v p1; p2; . . . ; pn s¶ulyokat rendelni,
hogy ezekre pi > pj akkor ¶es csak akkor ¶all fenn, ha a G gr¶afban Ai-b}ol Aj-be
vezet ir¶any¶³tott ¶el.

Bizony¶³t¶as. A cs¶ucsok sz¶am¶ara vonatkoz¶o teljes indukci¶ot alkalmazunk.
Ha a G gr¶afnak 3 cs¶ucsa van, akkor a t¶etel ¶all¶³t¶asa nyilv¶anval¶o. Ha a G
gr¶af cs¶ucsainak sz¶ama n > 3, akkor tekintsÄuk a G-b}ol egy tetsz}oleges cs¶ucs
¶es az e cs¶ucsba ¶erkez}o vagy e cs¶ucsb¶ol indul¶o ¶elek elhagy¶as¶aval keletkez}o G0

r¶eszgr¶afot.

Az indukci¶os feltev¶es szerint l¶eteznek olyan p1; p2; . . . ; pn¡1 pozit¶³v sz¶amok,
hogy ezekre pi > pj akkor ¶es csak akkor ¶all fenn, ha a G0 gr¶afban Ai-b}ol Aj -be
vezet ir¶any¶³tott ¶el.

A G0 gr¶af A1; A2; . . . ; An¡1 cs¶ucsainak a halmaz¶at bontsuk fel h¶arom disz-
junkt halmaz: S1; S2 ¶es S3 egyes¶³t¶es¶ere a G-ben An-b}ol vagy An -be vezet}o
¶elek l¶etez¶ese ¶es ir¶anya alapj¶an, ¶es legyen Ai 2 S1, ha An-b}ol Ai-be vezet ¶el,
Ai 2 S2, ha Ai-b}ol An-be vezet ¶el, Ai 2 S3, ha sem An-b}ol Ai-be, sem Ai-b}ol
An-be nem vezet ¶el (l. 2. ¶abra).

Az ¶³gy meghat¶arozott S1; S2, S3 halmazok b¶armelyike lehet Äures halmaz
is. A bizony¶³t¶ast folytatva pontokba szedjÄuk az egyes mozzanatokat.
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2. ¶abra

1. Ha Ai 2 S3 ¶es Aj 2 S3, akkor pi = pj . Ellenkez}o esetben ugyanis a G
gr¶af Ai;Aj ;An cs¶ucsaihoz tartoz¶o r¶eszgr¶af G6-tal izomorf lenne.

2. Ha Ai 2 S1 ¶es Aj 2 S2, akkor pj > pi. Ellenkez}o esetben a G gr¶af
Ai; Aj; An cs¶ucsaihoz tartoz¶o r¶eszgr¶af G2-vel vagy G5-tel izomorf lenne.

3. Ha Ai 2 S1 ¶es Aj 2 S3, akkor pj > pi. Ellenkez}o esetben a G gr¶af
Ai; Aj; An cs¶ucsaihoz tartoz¶o r¶eszgr¶af G5-tel vagy G6-tal izomorf lenne.

4. Ha Ai 2 S2 ¶es Aj 2 S3, akkor pi > pj . Ez az ¶all¶³t¶as az el}obbihez
hasonl¶o m¶odon bizony¶³that¶o.

5. Az el}obbieket Äosszefoglalva:
a) ha S3 nem Äures, akkor valamennyi S3-beli cs¶ucshoz azonos pi s¶uly

tartozik;
b) b¶armely S1-beli cs¶ucs s¶ulya hat¶arozottan kisebb b¶armely S2-beli ¶es

S3-beli cs¶ucs s¶uly¶an¶al.
c) b¶armely S2-beli cs¶ucs s¶ulya hat¶arozottan nagyobb b¶armely S1-beli ¶es

S3-beli cs¶ucs s¶uly¶an¶al.
6. Ha az S3 halmaz nem Äures, akkor csak abban az esetben kapunk

a t¶etel kÄovetelm¶eny¶enek megfelel}o p1; p2; . . . ; pn s¶ulyrendszert, ha pn = pk,
ahol Ak 2 S3.

7. Ha S3 Äures halmaz, de S1 ¶es S2 nem Äures, akkor An-hez olyan pn

s¶ulyra van szÄuks¶eg, melyre

pn > maxfpi : Ai 2 S1g

¶es

pn < minfpi : Ai 2 S2g:

Ilyen pn ¶ert¶ek l¶etezik, mivel 5. szerint maxfpi : Ai 2 S1g < minfpi : Ai 2
S2g.

An

S1

S3

S2
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8. Ha S3 ¶es S2 Äures halmaz, akkor legyen

pn > maxfpi : Ai 2 S1g;

egy¶ebk¶ent tetsz}oleges, ha pedig S3 ¶es S1 Äures halmaz, akkor legyen

pn < minfpi : Ai 2 S2g;

egy¶ebk¶ent tetsz}oleges pozit¶³v ¶ert¶ek}u sz¶am.
A gondolatmenetb}ol l¶athat¶o, hogy az indukci¶os feltev¶es alapj¶an megha-

t¶arozott p1; p2; . . . ; pn¡1 s¶ulyokat a 6., 7. vagy 8. szerint v¶alasztott pn-nel
kieg¶esz¶³tve a t¶etel kÄovetelm¶eny¶enek megfelel}o s¶ulyrendszerhez jutunk.

A bizony¶³t¶asb¶ol az is l¶atszik, hogy a G gr¶af cs¶ucsainak ezek s¶ulya alapj¶an
tÄort¶en}o rendez¶ese sor¶an az An cs¶ucs egy¶ertelm}uen sorol¶odik be vagy az S3-hoz
tartoz¶o cs¶ucsok mell¶e, ezekkel azonos s¶uly¶unak (amennyiben az S3 halmaz
nem Äures), vagy pedig az S2-hÄoz tartoz¶o cs¶ucsok ut¶an, de az S1-hez tartoz¶o
cs¶ucsok el¶e (ha az S3 halmaz Äures).

A kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶oval bevezetjÄuk a kv¶azi-konzisztens pozit¶³v reciprok
m¶atrix fogalm¶at, ami logikailag kapcsol¶odik az el}obb bizony¶³tott t¶etelhez.

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrix kv¶azi-konzisztens, ha tal¶alhat¶o
ugyanolyan m¶eret}u konzisztens A? m¶atrix ¶ugy, hogy tetsz}oleges i; j indexp¶arra
teljesÄul, hogy aij > 1 (illetve aij = 1; aij < 1) eset¶en a?

ij > 1 (illetve
a?

ij = 1; a?
ij < 1).

Nyilv¶anval¶o, hogy a 3£3-as m¶eret}u pozit¶³v reciprok m¶atrixok kÄozÄul azok
¶es csak azok kv¶azi-konzisztensek, melyek gr¶afja G1, G3, G4 vagy G7 t¶³pus¶u.
Ez¶ert a fenti t¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy ha egy pozit¶³v reciprok m¶atrixban
minden, a f}o¶atl¶ora szimmetrikusan elhelyezked}o, 3£ 3-as m¶eret}u szubm¶atrix
kv¶azi-konzisztens, akkor a teljes m¶atrix is kv¶azi-konzisztens.

5 Tranzit¶³v ¶es er}osen tranzit¶³v p¶aros Äossze-
hasonl¶³t¶as m¶atrixok

A kÄovetkez}okben bevezetjÄuk a konzisztencia k¶et laz¶abb v¶altozat¶at. KÄozÄulÄuk
az els}ot puszt¶an a GA ir¶any¶³tott gr¶af alapj¶an ¶ertelmezzÄuk, ez teh¶at csak egy
kvalitat¶³v jellemz}oje az A m¶atrix kÄovetkezetess¶egi fok¶anak, a m¶asodikhoz
viszont ¯gyelembe vesszÄuk a GA gr¶af ir¶any¶³tott ¶eleihez rendelt s¶ulyokat is.

Ha a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶ast v¶egz}o ¶ert¶ekel}o azt mondja, hogy az Oi objek-
tum el}onyÄosebb, mint az Oj , ez ut¶obbi pedig el}onyÄosebb, mint az Ok, akkor
a logika szerint elv¶arhatjuk t}ole, hogy az Oi ¶es Ok objektumokat hasonl¶³tva
Oi-t is el}onyÄosebbnek ¶³t¶eli Ok-n¶al. Az ezen elv¶ar¶asnak eleget tev}o ¶ert¶ekel¶esek
p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrix¶at tranzit¶³vnek nevezzÄuk.

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrix tranzit¶³v, ha tetsz}oleges i; j; k in-
dexh¶armasra teljesÄul, hogy aij > 1 ¶es ajk > 1 eset¶en mindig fenn¶all aik > 1
is.
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Tranzit¶³v m¶atrixoknak a de¯n¶³ci¶ob¶ol kÄovetkez}o tov¶abbi nyilv¶anval¶o tulaj-
dons¶agai:

aij < 1 ¶es ajk < 1 eset¶en mindig aik < 1;
aij = 1 ¶es ajk > 1 eset¶en mindig aik ¸ 1;
aij = 1 ¶es ajk < 1 eset¶en mindig aik · 1;
aij > 1 ¶es ajk = 1 eset¶en mindig aik ¸ 1;
aij < 1 ¶es ajk = 1 eset¶en mindig aik · 1.

A logika alapj¶an elv¶arhat¶o az is, hogy ha az ¶ert¶ekel¶est v¶egz}o szem¶ely
¶³t¶elete szerint az Oi objektum el}onyÄosebb, mint Oj, ez pedig u-szor el}onyÄosebb,
mint Ok, akkor Oi is legal¶abb u-szor el}onyÄosebb, mint Ok, vagyis aij > 1 -b}ol
kÄovetkezik, hogy aik ¸ ajk. Ennek alapj¶an bevezetjÄuk a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶ot:

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrix er}osen tranzit¶³v, ha tetsz}oleges
olyan i; j indexek eset¶en, melyekre aij > 1, minden k-ra fenn¶all az aik ¸ ajk

egyenl}otlens¶eg.

Az er}osen tranzit¶³v m¶atrix fogalma m¶ar nem tiszt¶an kvalitat¶³v tulaj-
dons¶agot fejez ki, ez¶ert a m¶atrix gr¶afj¶ara tÄort¶en}o ekvivalens ¶atfogalmaz¶as
most Äonmag¶aban a GA gr¶afra nem ¶ertelmezhet}o, hanem csak a |3. szakasz-
ban le¶³rt m¶odon| ¶el-s¶ulyokkal ell¶atott gr¶afra.

De¯n¶³ci¶o. Egy pozit¶³v reciprok A m¶atrixb¶ol sz¶armaztathat¶o GA gr¶af (illetve
¶el-s¶ulyokkal ell¶atott GA gr¶af) tranzit¶³v (illetve er}osen tranzit¶³v), ha maga az
A m¶atrix tranzit¶³v (illetve er}osen tranzit¶³v).

A de¯nici¶o folyt¶an nyilv¶anval¶o, hogy egy pozit¶³v reciprok m¶atrix akkor
¶es csak akkor tranzit¶³v (er}osen tranzit¶³v), ha minden harmadrend}u, f}o¶atl¶ora
szimmetrikus r¶eszm¶atrixa tranzit¶³v (er}osen tranzit¶³v).

Az is nyilv¶anval¶o a h¶arom m¶atrixoszt¶aly (konzisztens, tranzit¶³v, illetve
er}osen tranzit¶³v m¶atrixok) de¯n¶³ci¶oja alapj¶an, hogy minden konzisztens m¶at-
rix er}osen tranzit¶³v, ¶es minden er}osen tranzit¶³v m¶atrix tranzit¶³v.

A harmadrend}u pozit¶³v reciprok m¶atrixokhoz tartoz¶o, az 1. ¶abr¶an felsorolt
gr¶afokat v¶egign¶ezve l¶atjuk, hogy kÄozÄulÄuk a G1, G3, G4, G6 ¶es G7 gr¶afok
tranzit¶³v, a G2, ¶es G5 gr¶afok nem tranzit¶³v m¶atrixhoz tartoznak. Kimondhat¶o
teh¶at a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as:

T¶etel. Egy GA ir¶any¶³tott gr¶af akkor ¶es csak akkor tranzit¶³v, ha a gr¶af h¶arom
cs¶ucsb¶ol ¶all¶o r¶eszgr¶afjai kÄozÄott nem fordul el}o sem G2-vel, sem G5-tel topo-
l¶ogiai ¶ertelemben ekvivalens gr¶af.

Eszerint a konzisztens, illetve tranzit¶³v m¶atrixok gr¶afjai kÄozÄotti elt¶er¶es ¶ugy
is megfogalmazhat¶o, hogy az ut¶obbiak eset¶en megengedjÄuk a h¶arom cs¶ucsb¶ol
¶all¶o r¶eszgr¶afok kÄozÄott G6 el}ofordul¶as¶at is, az el}obbiek eset¶en nem engedjÄuk
meg.

Az A m¶atrixhoz tartoz¶o ¶el-s¶ulyozott GA gr¶af er}os tranzitivit¶asa is kife-
jezhet}o a h¶arom cs¶ucsb¶ol ¶all¶o ¶el-s¶ulyozott r¶eszgr¶afok seg¶³ts¶eg¶evel. Az 1. ¶abra
esetein v¶egigfutva, rÄovid diszkusszi¶o elv¶egz¶es¶evel azt l¶atjuk, hogy a G2 ¶es G5

gr¶af semmilyen s¶ulyoz¶assal nem lehet er}osen tranzit¶³v, a G6 ¶es G7 gr¶afok
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viszont eleve er}osen tranzit¶³vak, a s¶ulyoz¶ast¶ol fÄuggetlenÄul. A G3, illetve
G4 gr¶af akkor ¶es csak akkor er}osen tranzit¶³v, ha a bennÄuk l¶ev}o 2 ¶el s¶ulya
azonos. V¶egÄul, a G1 gr¶af akkor ¶es csak akkor er}osen tranzit¶³v, ha az ¶elek
s¶ulyaira teljesÄul a13 ¸ maxfa12; a23g. Az fentiekb}ol kÄovetkezik az al¶abbi
¶all¶³t¶as helyess¶ege:

T¶etel. Egy pozit¶³v reciprok m¶atrixhoz tartoz¶o, ¶el-s¶ulyokkal ell¶atott GA ir¶a-
ny¶³tott gr¶af akkor ¶es csak akkor er}osen tranzit¶³v, ha a gr¶af h¶arom cs¶ucsb¶ol ¶all¶o
r¶eszgr¶afjai kÄozÄott nem fordul el}o sem G2, sem G5 t¶³pus¶u gr¶af, az Äosszes G3

¶es G4 t¶³pus¶u r¶eszgr¶af 2-2 ¶el¶enek s¶ulya azonos (a12 = a13, illetve a21 = a23),
az Äosszes G1 t¶³pus¶u r¶eszgr¶af ¶el-s¶ulyaira pedig teljesÄul a13 ¸ maxfa12; a23g.

MegjegyezzÄuk, hogy konzisztens m¶atrixok eset¶en a tranzitivit¶as nemcsak
a \>", hanem a \¸" rel¶aci¶ora n¶ezve is fenn¶all, azaz tetsz}oleges i; j; k in-
dexh¶armasra teljesÄul, hogy aij ¸ 1 ¶es ajk ¸ 1 eset¶en mindig aik ¸ 1.
A konzisztens m¶atrix fogalm¶aban teh¶at egy er}osebb tranzitivit¶as testesÄul
meg, mint a tranzit¶³v m¶atrix fogalm¶aban. Mivel azonban az el}obbieket a
konzisztens jelz}o m¶ar kategoriz¶alja, a tranzit¶³v sz¶o szabad marad az el}obbi
de¯n¶³ci¶o szerinti gyeng¶ebb tranzitivit¶as jellemz¶es¶ere.

Az ¶ert¶ekel¶esi elj¶ar¶as sor¶an a \¸" rel¶aci¶ora vonatkoz¶o tranzitivit¶as tel-
jes¶³t¶es¶et nem volna helyes elv¶arni az ¶ert¶ekel}okt}ol, amit a kÄovetkez}o gondo-
latmenettel indokolhatunk:

Mivel az Äosszehasonl¶³t¶asok sz¶amszer}us¶³t¶ese ¶altal¶aban diszkr¶et (gyakran
csak verb¶alisan kifejezett) sk¶al¶an tÄort¶enik, nem z¶arhatjuk ki az olyan eseteket,
amikor objektumok valamely O1; O2; . . . ;Ok l¶anc¶ara ennek szomsz¶edos ele-
mei kÄozÄott az ¶ert¶ekel}o nem l¶at kÄulÄonbs¶eget a vizsg¶alt szempont alapj¶an, ha
tÄort¶enetesen a l¶anc minden tagja csak picivel el}onyÄosebb az el}oz}on¶el, azonban
kÄonnyen lehets¶eges, hogy ugyanakkor a k¶et sz¶els}o elem (O1 ¶es Ok) kÄozÄott m¶ar
egy¶ertelm}uen ¶es mark¶ansan ¶eszlelhet}o a kÄulÄonbs¶eg. Term¶eszetesen sok m¶as
(tÄobbnyire szubjekt¶³v) oka is lehet annak, hogy a tranzitivit¶as nem mindig
teljesÄul az ¶ert¶ekel¶esi folyamat sor¶an.

6 Konkl¶uzi¶o

P¶aros Äosszehasonl¶³t¶as alapj¶an k¶esz¶³tett pozit¶³v reciprok m¶atrixok eset¶en ezek
elemz¶es¶ere haszn¶alhatjuk a cikkben bevezetett h¶arom m¶asik konzisztencia
t¶³pust. Az elemz¶es sor¶an azt vizsg¶alhatjuk, hogy a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
eredm¶enyek¶ent kapott m¶atrix megfelel-e az enyh¶ebb konzisztencia t¶³pusok
valamelyik¶enek, ha nem, akkor hol ¶es milyen m¶ert¶ekben t¶er el azokt¶ol? A
bevezetett fogalmak haszna lehet az is, hogy { m¶³g diszkr¶et pontoz¶asi sk¶ala
eset¶en a klasszikus konzisztencia elvileg nem biztos¶³that¶o { a h¶arom enyh¶ebb
konzisztencia t¶³pus eset¶en viszont ¶altal¶aban biztos¶³that¶o.

FelvetjÄuk megfontol¶asra a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as mellett tri¶ok (objektum-
h¶armasok) Äosszehasonl¶³t¶as¶anak a m¶odszer¶et (amit l¶enyeg¶eben m¶ar Gass [1]
is felvetett): B¶armely X;Y;Z objektum-h¶armas eset¶en az ¶ert¶ekel}o v¶alasszon
a kÄovetkez}o lehet}os¶egek kÄozÄott: 1. X;Y;Z mindegyike egyform¶an el}onyÄos;
2. kett}o kÄozÄulÄuk, pl. X ¶es Y egyform¶an el}onyÄos, Z azonban m¶eg el}onyÄosebb



148 K¶eri Gerzson

mindkett}on¶el; 3. X ¶es Y egyform¶an el}onyÄos, Z azonban kev¶esb¶e el}onyÄos
mindkett}on¶el; 4. X; Y ¶es Z sorrendbe ¶all¶³that¶o, pl. X el}onyÄosebb, mint Y ¶es
Z, Y pedig el}onyÄosebb, mint Z.
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CRITERIA FOR PAIRWISE COMPARISON MATRICES

The aim of the paper is to give a small contribution to the methodology of analyzing
pairwise comparison matrices. For this purpose, we de¯ne several suitable classes
of positive reciprocal matrices based on mainly the qualitative feature of triads of
a pairwise comparison matrix. Using a graph representation of a pairwise compar-
ison matrix, graph theoretic approach is applied for the argumentation. This is
especially useful for proving the theorem in Section 4.


