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A DALANG-MORTON-WILLINGER TETEL!

MEDVEGYEV PETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A dolgozatban roviden megvizsgaljuk a Dalang-Morton—Willinger tétel bi-
zonyitasat és ramutatunk arra, hogy a véges allapottérre, illetve a tetszoleges
allapottérre kimondott tételek azonossiga a sztochasztikus konvergencia sa-
jatos és némiképpen meglep6 tulajdonsagai miatt esnek egybe.

1 Bevezetés

A matematikai pénziigyek talan legszebb &llitasa, a Dalang—Morton—Willinger
tétel szerint véges és diszkrét idohorizont esetén a nincs arbitrazs tulajdonsag
sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy létezzen ekvivalens martingdl
mérték. A tétel tobb szempontbdl is figyelmreméltd: egyrészt rendkiviil
elegans, masrészt végso soron a legaltaldnosabb ilyen irdanyu &llitas, ugya-
nis a tételben szereplé egyetlen lényegi megkotés, a lehetséges idépontok
végességének megkotése, nem ejthetd el. Ugyancsak érdekes, hogy a tétel
sziiletésekor az eredeti bizonyitas meglehetésen bonyolult volt. Jellemzo6 a
helyzetre, hogy az egyébként kivdls [4] kényv els6 kiaddsa nem adja meg
a tétel bizonyitasat és a kozolt bizonyitas vazlat sok mindennek mondhato,
csak megvilagiténak vagy értelmezhetonek nem. Hogyan lehet az, hogy egy
ilyen egyszeri és elegans tételnek ilyen bonyolult legyen a bizonyitasa? Nem
meglepo, hogy evvel a kérdéssel és a tétel bizonyitasaval, pontosabban annak
egyszerlisitésével, a teriilet legjobbjai foglalkoztak [2,13]. Szdmos prébalkozas
utdn az attorést a [8] dolgozat hozta. A dolgozatban a szerzék egy igen révid
és elegans bizonyitast adtak a tételre. Ugyanakkor feltehet&en ,,sportot”
csinaltak abbdl, hogy a bizonyitast leroviditsék és a kozolt gondolatmenet en-
nek kovetkeztében vézlatos és némiképpen homalyos. Ennek kévetkeztében
példdul az [5] vagy a [6] szdmos ponton jelentésen eltér az eredeti gondo-
latmenettol, és megitélésem szerint tovabbra is tilbonyolitja a bizonyitast.
A Dalang—Morton—Willinger tétel, illetve bizonyitasdanak legfébb sajatos-
sdga, hogy szinte majdnem azonos a joval egyszeriibb, idonként Harrison—
Pliska tételnek is mondott elemi &llitds igazoldsaval, amikor a lehetséges
kimenetelek tere véges [7]. A két &llitds igazoldsa kozotti eltérés nagyrészt a
tételben szereplo feltételekbol ered, ugyanis a Dalang—Morton—Willinger tétel
indoklasaban, az allitas természetébdl eredéen, néhany elemi mértékelméleti
megfontolds nem keriilhetd el. A jelen dolgozat f6 mondanivaldja, hogy a

1Szeretnék koszonetet mondani Badics Tamdsnak, Résonyi Miklésnak és a dolgozat
ismeretlen birdléjanak a dolgozat figyelmes elovasidsaért és a segitOkész megjegyzéseikért.
Beérkezett: 2006. februar 4. E-mail: medvegyev@math.bke.hu.
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két allitas kozotti analogia a véges dimenzids terek és az Gsszes valdszintségi
valtozékat tartalmazé tigynevezett LO tér kozotti meglepd hasonlésagokra
vezethetd vissza.

2 A tétel kimondasa

Feltessziik, hogy az olvasé ismeri az eszkozarazassal kapcsolatos legfontosabb
fogalmakat, v.6. [11], és csak a tétel rovid és vazlatos ismertetésére szorit-
kozunk. Legyen (2, A, P) egy éltaldnos valésziniiségi mez6 és F = (ft),fT:O
véges id6 horizont, de minden mas szempontbdl tetszoleges filtracié. Legyen
(S (t))tT:O tetszbleges m-dimenziés F-adaptalt folyamat. Miként kozismert,
az adaptéltsidg csak annyit jelent, hogy minden t-re az S (t) vektor értékil
valészintiségi valtozo F;-mérhetl. Vezessiik be az

RZ {H:H:i[S(t)—S(t—l)]H(t)}

halmazt, ahol 6 az elérejelezheté stratégidkon fut keresztiil, vagyis ahol a
0 (t) minden t-re F;_j-mérhets. Az R az S (t) drfolyamok megvéltozdsabdl
szarmaz6 lehetséges arfolyamnyereségek halmaza. Az analizisben megszokott
modon Lﬂ_ jelolje a nem negativ valdoszinliségi valtozdk halmazat. Vezessiik
be az i

A=R-LY,

valamint a cl (A) halmazokat, ahol a lezérés a sztochasztikus konvergencidban
értendd, és az A definicidjdban a kivonds jel a komplexus kivondst jelent.
Diszkrét, véges idOhorizont esetén az ugynevezett eszkozarazas els6 alaptéte-
lének legaltalanosabb alakja a kovetkezo:

Tétel 1 (Dalang-Morton-Willinger). A kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. AnLY. ={o0}.

ANLY ={0} és A=cl(A).

cl(4)n LY ={0}.

e

Megadhato olyan Q valdszinidség, amely ekvivalens az eredeti P valdszi-
niiségi mértékkel, amelyre a dQ/dP Radon—Nikodym derivdlt korldtos,
és amely mellett az S m-dimenzids martingdl.

Erdemes hangstlyozni, hogy a tételben szereplo els6 allitds azt jelenti,
hogy nincsen olyan (0 (t))tT:l elérejelezhetd stratégia, amelyre

i[s(f)—s(t—l)]ﬁ(t)zo

t=1

és egy pozitiv mértékli halmazon az egyenlétlenség szigori. Masképpen fo-
galmazva az els6 allitds szerint nincsen arbitrazs.
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3 Az L° tér elemi tulajdonsagai

Emlékeztetiink, hogy az L° (2, F,P) téren egy adott F o-algebrdra mérhetd
valdsziniiségi valtozok halmazat értjik. A tovabbiakban az (2, F,P) pa-
ramétert elhagyjuk, és a valamivel egyszertibb L° jelélést fogjuk hasznalni.
A valészintiségi véltozokat a szokdsos médon a P valdszintiségi mérték sze-
rint ekvivalencia osztélyokba soroljuk. Az L° téren a konvergencidt a szto-
chasztikus konvergencia definidlja. Emlékeztetiink, hogy a sztochasztikus
konvergencia metrizalhat6, igy az L részhalmazainak zartsidgat elegendd
szekvencidlis okoskodéssal igazolni, vagyis egy Z C L° halmaz pontosan
akkor zart, ha minden a Z halmazbdl vett konvergens sorozat hatarértéke
is a Z halmazban van. A sztochasztikus konvergencia alapvetéen fontos
tulajdonsaga, amely a kés6bbi gondolatmenet alapjaul szolgdl, hogy min-
den sztochasztikusan konvergens sorozat tartalmaz egy majdnem mindenhol
konvergens részsorozatot, illetve, hogy a majdnem mindenhol valé konver-
genciabdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia [10]. Ennek megfeleléen
egy Z C L° halmaz pontosan akkor zart, ha a Z-bdl vett minden majdnem
mindenhol konvergens sorozatnak a hatarértéke is Z-be esik. Masképpen
fogalmazva az LY térben a zdrtsdgot szekvencidlis gondolatmenettel tudjuk
igazolni, mikozben az egyébként nem metrizdlhaté majdnem mindenhol valé
konvergenciat? hasznaljuk. Az L tér szamunkra kules tulajdonsdgat a ko-
vetkezé kompaktsagi lemma tartalmazza [8]:

Lemma 2. Legyen (n,) IR™ értékii mérhetd figguények sorozata és tegyiik
fel, hogy a sorozat minden kimenetelre korldtos. Ekkor megadhatd olyan (o)
egész értéki, szigorian monoton novd, mérhetd fligguényekbdl dllo sorozat,
amelyre az (ne,) sorozat minden kimenetelre konvergens. Mdsrészrél, ha

sup,, ||nn|| = oo, akkor van olyan (o) egész értéki, szigorian monoton névd,
mérhetd fiigguényekbdl alld sorozat, amelyre limg_,o0 |15, ]| = 00 minden
kimenetelre.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy a Bolzano—Weierstrass tétel miatt a ki-
menetelenkénti korlatossag miatt minden w esetén trividlisan taldlhato olyan
(o) (w)) szigordan monoton novekedd sorozat, amelyre az (1, (o) (w)) sorozat
konvergens. A lényeges észrevétel, hogy a o indexsorozat mérhetének vé-
laszthatd. Legyen el6szor (n,) skaldr értékii sorozat. A feltétel szerint az
Neo = lim inf, 77, minden kimenetelre 1étezik és véges. Az () mérhetbsége
miatt az 7. is mérhetd. Legyen oy = 0, és vezessiik be a

o . 1
Ok :Hlf{n > Of—1: |77n _77<>o| < E}

fliggvényeket. Elemi megfontoldsokkal azonnal belathatd, hogy a oj minden
k-ra mérhetd, illetve 1y, — no. Kovetkezésképpen a lemma 4allitasa ilyenkor
teljesiil. Tébbdimenzids esetben eloszor az elsé koordinatahoz készitsik el a

2Erdemes megjegyezni, bar ennek nincsen jelentGsége, hogy a majdnem mindenhol valé
konvergencia nem is topologizalhatdé.
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részsorozatot, majd a mar megritkitott sororozat masodik koordinatajahoz
keressiik meg a konvergencidt biztosité indexsorozatot. Az eljirdst egymaés
utdn az Osszes koordindtdkra megismételve a (o}) indexsorozatot egyszerti,
véges 1épésbdl 4ll6 iterdcidval megkaphatjuk. Az &llitds masodik felének in-
doklasédhoz elegendé a

or =inf {n > op_1: |l > Kk}

sorozatot venni.
O

A lemma kozvetlen kévetkezménye, hogy a véges szdmi elem &dltal generalt
kupok zartsagara vonatkozé kozismert tétel atviheto véges dimenzids terekbol
az L° (F,P) térbe.

Lemma 3. Legyenek f1, fo,..., fm tetszéleges valamely A o-algebra szerint
mérhetd fiigguények. Tegyik fel, hogy F C A és tekintsiik az

L= {fifZZfi%a% ELO(fap)}
=1

linedris teret. Az L az LY (A, P) zdrt altere.

Bizonyitas. Vegylink egy [,, € L sorozatot, és tegytik fel, hogy l,, — I,
ahol a konvergencidn a majdnem mindenhol valé konvergencidt értjitk. Az
l, € L feltételbol meg kell mutatnunk, hogy I, € L. Vektor jelolésre attérve
az L definicigja szerint

l'rL é (gay'rb) 3

ahol g = (f1, fas- ey fim) €S Un = ((p(l”)) 90(2”), e, (pﬁ;’j)) valamint minden n-re

az y, F-mérhetd. Vegyik észre, hogy a bizonyitas nehézsége pusztan abbol
4ll, hogy az (l,,) konvergencidjdbdl nem kovetkezik az (y,,) konvergencidja.
Ugyancsak vegyiik észre, hogy elegendé beldtni, hogy az (y,) sorozatnak
van az elsé lemma értelmében konvergens részsorozata, ugyanis ha alkalmas
részsorozatra Y,, — Yoo, akkor az y., F-mérhetd, ugyanis a lemma altal
biztositott (y,, ) részsorozat tagjai F-mérhetSek, és

(g7y0'k) - (gayoo) =l -

A konvergens részsorozat 1étezéséhez elegend6 beldtni, hogy az (y,) sorozat
megvalaszthato ugy, hogy a sorozat majdnem minden kimenetelre pontonként
korlatos. Legyen € az {2 azon részhalmaza, ahol ez nem teljestil. Mivel (yy)
F-mérhetd ezért Q; szintén F-mérhetd. A részsorozat megkonstrudlasanak
céljabdl az €7 halmazon

bn (W) = (9 (@), yn (@)

3Erdemes hangsilyozni, hogy pontosan ez a probléma lép fel akkor, amikor a véges
dimenzids terekben azt kell igazolni, hogy minden véges kup, vagy egy altér zart. Az
alabbi bizonyitds ezen az igen fontos &llitas bizonyitdsdnak kozismert Gtletére épiil.
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egyenldséget osszuk végig az ||y, (w)]|| sorozattal:

In (W) _ w Yn (W)
Ton @1 <g( ) Tym (@ >|>

Az (yn, (w) / ||yn (w)]]) sorozat korldtos, igy az el6z6 lemma szerint van mérhetd
modon indexelt konvergens részsorozata. Természetesen eléfordulhat, hogy
a kivalasztott részsorozat bizonyos kimenetelekre korlatos. Ezen kimenetelek
halmaza ismételten F-mérhet6. Ezeket a kimeneteleket toroljiik az €2; hal-
mazbdl, és térjiink 4t a lemma mésodik felében szerepld részsorozatra. A meg-
maradt kimenetelekre ||y, (w)|| — oo. Erre a részsorozatra az ;-halmazon

lon(w)
Toon @) 0

ugyanis a szamldlé konvergens, a nevezd pedig végtelenbe tart. Az Q € F
halmazon ez azt jelenti, hogy van egy olyan véltozd, nevezetesen uo,, amely
F-mérheto és amelyre

(9 (W), U (W) =0, we.

Az uy (w) € IR™ vektor egységnyi hosszi vektorok hatdrértéke, {gy nem
lehet azonosan nulla egyetlen w € ; esetén sem. Igy minden w € ;-re az

gW) = (i), f2 @),y fn (W)

egyik koordinatéja, természetesen minden w-ra mas és mas, kifejezhetd a tob-
bi segitségével. A lényeges gondolat az, hogy amikor a g valamelyik koordiné-
tdjat Qi-en kifejezziik a tobbivel, a silyok F-mérhetéek. A kifejtéseket az

o, (W) = (9 (@) 90, (W)

egyenléségbe visszahelyettesitve feltehetd, hogy az £2; halmazon minden w-ra
az Yo, (w) silyok koziil csak m — 1 sily nem nulla, mikézben az €y komple-
menterén az y,,, korldtos és az w — Y, (o) () fliggvények F-mérhetéek. Ha
az igy kapott silyok halmaza még mindig nem korlatos, akkor az eljarast
megismételjik. Vagyis 1étezik egy Qo C Qy pozitiv mértéki halmaz, amely-
hez mér van olyan (y,, ) részsorozat, amely az 22 komplementerén korldtos
és amelynek az (2-6n mar legfeljebb m — 2 koordinataja nem nulla. Utolso
lépésként mar csak egyetlen koordinata marad, vagyis feltehet6 példaul, hogy

=h <P1n) .

Tlyenkor a ¢\ (w) csak akkor lehet nem korlatos, ha az f; (w) nulla. Ha €,
jeloli azt az F-mérhetd halmazt, ahol az ((p(ln)) nem korlatos, akkor a ((p(ln))

sorozat helyett a <p( )xgsn ) sorozatot véve a (y,,) sorozat F-mérheté marad

és korlatos lesz. Mivel az eljaras véges lépésben befejezodik, ezért felteheto,
hogy az (y,) sorozat korldtos, amivel az L zartsagat igazoltuk.
O
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A nincsen arbitrazs feltétel a kovetkez6 lemméban jatszik szerepet:

Lemma 4. Jelolje Lﬂ_ (A, P) az el6z6 lemmdban szerepld A o-algebrdn nem
negativ valtozok halmazdt. Ha az el6z6 lemmdban szerepld L altérre

LNLY (A P)={0},

akkor az
A=L-L% (AP)

kip zdrt az L° (A, P) térben.

Bizonyitds. A lemma bizonyitdsa az el6z6 lemma bizonyitdsdnak érte-
lemszerti médositésaval kaphat6. Az I, = (g,y.) egyenléség helyett az

Qn, é (ga y’rb) —Tn

egyenldségbél kell kiindulni, ahol r,, > 0. A végigosztas, illetve a konvergens
részsorozatra valé attérés utdn az (r,,/||ys, (w)||) sorozat sziikségszeriien
konvergens és az §2 el6z6 lemmaban szereplé megfelel6 €2, részhalmazan
érvényes az

Oz(gayoo)_rooa Toozo

felbontés, ahol értelemszertien roo jeloli az (75, / ||ys, (w)]|) sorozat hatdrér-
tékét. Ertelemszertien

(gayooxﬂk) = Too XQp -

Ebbdl, felhasznélva, hogy az yooXq,, valtozé F-mérhetd az L N LY (A, P) =
{0} feltétel miatt rooxq,, = 0, amibdl az &llitds indokldsa az el6z6 lemma
gondolatmenetét megismételve mar evidens.

O

4 A tétel igazolasa

A tétel bizonyitdsa a végtelen dimenzids szepardcios tételre épiil. A véges
dimenzids esetben, [11,12] a tétel bizonyitdsakor elegend6 az

RZ {H:H:i[S(t)—S(t—l)]H(t)}

és az IR konvex halmazokat elvalasztani. Az dltaldnos esetben a nehézségek
abbdl erednek, hogy két konvex halmaz csak akkor valaszthato el, ha az
egyiknek van belsé pontja. Az L' térben a nem negativ valtozék halmazdnak
azonban nincsen belsé pontja. Ezt orvosolja a kovetkez6 lemma. V.0.:
[9,13,15].

Lemma 5 (Kreps-Yan). Legyen (Q, A, P) tetszdleges valdszindiségi mezd.
Legyen K a mezén értelmezett integrdlhatd fiigguényekbdl dllé L' (9, A, P)
tér olyan zdrt, konvex kipja, amelyre K O (—LY) és K N LY = {0}. Ekkor
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az (2, A) téren létezik olyan Q wvaldszindiségi mérték, amely ekvivalens® az
eredett P valoszinidségi mértékkel, és amelyre

aQ
3

Q (k) = /de /k—dP MP<Z§><0, Vke K .

Bizonyitds. Az L' dudlisa L> [10], tehdt az L' téren értelmezett foly-
tonos, linearis funkcionalok alkalmas L fiiggvény segitségével integralként
reprezentalhatéak, vagyis minden az L' téren értelmezett z folytonos, linedris
funkcionalnak egyértelmiilen megfeleltetheté egy olyan, szintén z-vel jelolt
L>-beli elem, amelyre tetszéleges | € L' esetén

(z,l)z/ﬂzldP.

Legyen Z az olyan z folytonos, linearis funkciondlok halmaza, amelyekre
(2, K) < 0. Mivel K D (—Li_) ezért z > 0 majdnem mindenhol. Mivel
0 € Z, ezért Z # 0. Jelolje Y a Z elemeinek tartéhalmazaibdl 4116 halmazt,
vagyis Y € ), ha van olyan z € Z, hogy Y = {z > 0}. Trividlisan az ) zért
a megszamlalhatd egyesitésre, ugyanis ha z,, € Z, akkor alkalmas a,, pozitiv
konstansokkal > a,z, € Z. Ha

X =sup{P(Y):Y e},

e L™

valamint

akkor van olyan (Y,), sorozat, amelyre P (Y,,) / Ao. Az éltaldnossdg meg-
szoritasa nélkiil feltehetd, hogy az (Y,,) monoton né, és miként az imént
megjegyeztitk, Yy = U, Y, € ), tehét P (Yy) = Xo. Az allitdst beldtjuk,
ha megmutatjuk, hogy A\g = 1, ugyanis akkor talaltunk egy olyan 2z, € Z
elemet, vagyis egy olyan zg € L™ fliggvényt, amelyre (zp, K) < 0, és amelyre
P (20 > 0) = 1. Ilyenkor a

o dQ

P
valasztds mellett a lemma &llitasa teljestil.

Tegyiik fel, hogy P (Yy) < 1, és vegyiik az » = Xvg € LY\ {0} fiiggvényt.
Mivel a K zért, konvex halmaz és a lemma K N L, = {0} feltétele miatt
x ¢ K, ezért a végtelen dimenzids szepardcids tétel, a Hahn—Banach-tétel
szerint taldlhaté az L' téren értelmezett olyan z, folytonos, linedris funkcio-
nal, amelyre

20 =

(2, ) > (25, k), keK. (1)

4Emlékeztetiink, hogy a P és a Q ekvivalencidja definicié szerint azt jelenti, hogy
P (A) = 0 pontosan akkor, ha Q (A) = 0, vagyis a nulla valésziniliségii események halmaza
a két mérték esetében egybeesik. Természetesen a P és a Q pontosan akkor ekvivalens, ha
a dQ/dP létezik és pozitiv. A dQ/dP mindig normalizalhaté, vagyis feletehetd, hogy a Q
is valészinliségi mérték.
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A K kip, igy ha (z;,k) > 0 valamely k € K elemre, akkor (z,,sk) /" oo
ha s / oo, igy az (1) szeparicids egyenl6tlenség nem teljesiilhet. Ebbdl
kovetkezben

(2:,k) <0, keK.

Tetszéleges B € A esetén xp € L}s-a ezért z, > 0, ugyanis ha egy pozitiv
mértéki B halmazon z, < 0, akkor a —syp € —Li_ C K halmazon

(24, —8XB) = —s/ Ze dP >0,
B

ami az s novelésével ismét tetszblegesen naggya teheté. Kovetkezésképpen az
(1) szeparécids egyenlStlenség ismét nem teljesiilhetne. Mivel 0 € K, ezért
(zg,x) > 0, vagyis [, zz@dP > 0, tehdt a z, tartéja egy pozitiv mértékii
halmazon belemetsz az x = Xyg tartéjaba, vagyis a z, az Y halmaz egy
pozitiv valdszinlségu részhalmazan pozitiv. Ebbol kovetkezden egyrészt

(20 + 22, K) = (20, K) + (22, K) <0,

masrészt zg + z, > 0 és a zp + 2, tartéja nagyobb mint Yy, ami ellentmond
a P (Y)) maximalitdsanak.
O

Végezetiil ratérhetiink a tétel bizonyitdsira. V.5.: [8]

1. Meg kell mutatni, hogy a megadott feltételek teljesiilése esetén az
A= R— LY halmaz zért>. A bizonyitds a T id8periédus szerinti indukciéra
épil. Ha T =1, akkor a Lemma 4 szerint az A halmaz zdrt. Tegyiik fel, hogy
az allitast mar T — 1 id6pont esetén belattuk, és legyen

an =D [S(t) =St —1)]0, (t) = rn — oo -

Vezessiik be a

bn = [S (1) - S(O)] 6” (1)

(e}
Cp = GQp — b'rL

jeloléseket. Vegytik észre, hogy a problémat az jelenti, hogy abbdl, hogy
az (a,) konvergens még nem kovetkezik, hogy a (b,) és a (c,) is konver-
gens. Ha a (0, (1)) sorozat korldtos, akkor részsorozatra attérve feltchetd,
hogy a (6, (1)) konvergens. A részsorozatot megadé indexek Fp-mérhetbek,
igy a tobbi (6, (15));2 stratégia a részsorozatra valé 4ttérés utan is mérhetd
marad a sajit o-algebrajira nézve, vagyis a megritkitott (6, (t))tT:l stratégia
is elérejelezhetd marad. Ha a (6, (1)) nem korldtos, akkor a méar bemutatott

5A sztochasztikus, illetve a majdnem mindenhol valé konvergencidban.
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modon eljarva és a

b o 0,, (1)
e or - WO (”wmm

B an T 0., (t) T
- (t ) [S(t — 1) 16, D] |6 (1)|>

egyenl6ségben hatarértéket véve feltehetjiik, hogy a

T _ _ arb(t) _ /rl”/
(Z[S(t) S(t—1)] 16, ()] |0n(1)|>

t=2

sorozat konvergens. Az indukcids feltétel miatt a hatarérték eléallithatd

[S(t) =S (t=1)]6" () -

t=2

mddon, ahol természetesen a (6* (t))tT:l eldrejelezhetd. Kovetkezésképpen

S(1) -5 W +DSH =S E—1)]0" () —r"=0.

t=2

A nincs arbitrazs feltétel miatt * = 0. Ha valamely H pozitiv valésziniiségii
Fo-mérheté halmazon [S (1) — S (0)] 05 > 0, akkor az

[S(1) = S(0)] 61 xn

egy arbitrazs stratégiat realizdl, ami lehetetlen. Ha valamely H pozitiv
val6szinliségli Fo-mérhetd halmazon [S (1) — S (0)] 87 < 0, akkor pedig az

Z t_ 1)] 6’t*XH

t=2

realizal arbitrazs stratégiat. Ebbol kovetkez6en majdnem mindenhol
[S(1)=5(0)]67 =0,

A mér bemutatott médon az ,,effektiv”’ koordinatdkat csokkentve véges eli-
mindciés 1épés utan feltehetjiik, hogy a (6, (1)) korlatos. Ebbol kovetkezéen
alkalmas részsorozatra éttérve a (by,) és a (c,) sorozatok konvergensek, és az
indukcids feltétel szerint a hatarértékiik a megfelelé kupban helyezkedik el.

2. A mdsodik 4llitdsbdl trividlisan kovetkezik a harmadik.

3. Megjegyezzik, hogy tetszoleges 1 valtozo esetén a P valdszinlségi
mez6 megvalaszthatd ugy, hogy az n integralhatd lesz. Elég példaul a P
helyett a

P%@écﬁwm—www
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P-vel ekvivalens teret venni®. Mivel a tételben szerepld allitdsok érvényben
maradnak, ha ekvivalens valészintiségre tériink at7, ezért az altaldnossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az S folyamat minden idészakban in-
tegralhaté. Mivel az L'-ben valé konvergencidbdl kivetkezik a sztochasztikus
konvergencia, ezért a K = cl(A) N L' kiip zért az L' térben, és a feltétel sze-
rint K N LY = {0}. Az el6z8 lemméban szerepld szepardcids tétel alapjén
van olyan Q ekvivalens mérték, amelyre a dQ/dP € L, és amelyre

MQ (k) <0, keK.

Specidlisan, ha vessziik a k = £[S (t) — S (t — 1)] 8 (t) elemeket, ahol a 6 (t)
Fi_1-mérhetd, akkor

MR ([S(t)—S(t—1)]6(t)=0.

Ha 0(t) = xr ahol F € F;_;, akkor a feltételes varhaté érték definiciGja
szerint

MRS (t) — S(t—1) | Fimi) =0,
vagyis az S martingal a Q alatt kdvetkezésképpen a harmadik allitasbdl ko-

vetkezik a negyedik.

4. Végezetiil tegyiik fel, hogy teljesiil a negyedik allitas, vagyis van olyan
Q a P-vel ekvivalens mérték, amely mellett az S martingdl. Ha h € ANLY,
akkor van olyan 0 elérejelezheto startégia, amelyre

O_hgi[S(t)—S(t—l)]H(t). (1)

Elegend6 megmutatnunk, hogy

0<M® (h) < M® (i[sa)—sa—m]a@)) =0.

t=1

Amibdl a h > 0 felhasznaldsaval a h Q-majdnem minden kimenetelre nulla.
Mivel a P és a Q ekvivalensek, ezért a h P-majdnem mindenhol nulla, igy
teljestil az elso allitas.

A bizonyitdsban némi technikai bonyodalmat jelent, hogy a 6 (t) stratégidk
nem feltétleniil korlatosak, igy a feltételes varhato értékben a kiemelési sza-
bély kozvetleniil nem hasznalhatd, s6t még azt sem tudjuk, hogy az egyes

[S(t) =S E-1]6()

6 Az z exp (— |z|) fiiggvény korlatos, vagyis integralhaté, az attérést biztosité exp (— [|n]|)
Radon—Nikodym-derivalt korlatos.

7A sztochasztikusan konvergens sorozatok pontosan azok a sorozatok, amelyek barmely
részsorozata rendelkezik ugyanahhoz a valtozéhoz konvergalé, majdnem mindenhol konver-
gens részsorozattal. Ekvivalens mértékek esetén a majdnem mindenhol konvergens soroza-
tok halmaza nyilvan azonos.
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szorzatok integralhatoak, igy azt sem tudjuk, hogy az Gsszeg integralja ve-
heté-e tagonként vagy sem. Ugyanakkor, v.6. [4,5], ez a kovetkezd gondo-
latmentettel orvosolhatd: Legyen € > 0 tetszdleges. A (2) sort szorozzuk be
x (16 (1)|| < n)-nel. Az egyszeriibb jelolés kedvéért legyenek h és @ a mar
beszorzott kifejezések. fgy feltehetd, hogy a 6 (1) korldtos. Tetszbleges n-re
a x (|0 (1)]] <n) figgvény Fo-mérhetd, igy az 0j 0 stratégia el6rejelezhetd
marad. Az S Q-martingdl tulajdonsiga szerint

M5 (1) - S(0)]-6(1)) =
M (MR([5 (1) = S (0)]-0(1) | Fo) ) =
M2 (MQ([5 (1) - 5 (0)] | ) -0(1)) =
MQ(0-0(1)) =0.

Vegyiik észre, hogy a kiemelési szabalyt azért haszndlhattuk, mert a 6 (1)
fliggvény az el6rejelezhet6ség miatt Fo-mérhetd és természetesen korlatos
[10]. Ebbél kivetkezéen az MQ szerinti varhaté értékben az Osszeg szét-
szedheto és

0 <M (h)

IN

M=

SMQ([S(l)—S(O)]H(l))JrMQ( [S(t)—S(t—l)]H(t)> )

t

Il
)

ahol az els6 varhaté érték nulla. Tekintsik tehat az
T
0 <M (h) < M® (Z[S(t) —S(t— 1)]9@))
t=2

egyenlStlenséget. Szorozzuk be a (2) sort most x (|6 (2)|| < n)-nel. A ma-
joralt konvergencia tétel miatt van olyan n, hogy

M€ (hx (16 (2)I] < n)) < MRS (1) = 5(0)]6 (1) x (16 )] <)) +

+M9 (Z [S@) =S =10 @) x (6] Sn)> <

< %H\/IQ (Z[S(t) = SE=10@) x (10 (2 Sn)) =
= % +MR(S5(2) -5 D)]6@) x (18] <n)+
+MQ (Z [S@) =S =10 @) x (6 )] Sn)) =

=7 +MQ (Z[S(t) = SE=D]0@) x (16 (2 < n)) :

t=3
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Az eljérast folytatva megmutathatd, hogy alkalmas n-re

MQ (thao(m sm) <e.

t=1

A monoton konvergencia tétel miatt

MR (n) <e,

amibél MQ (h) = 0.
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ON THE THEOREM OF DALANG-MORTON-WILLINGER

In the article we shortly discuss the proof of the theorem of Dalang—Morton—
Willinger. We show that the proof of the theorem depends on some interesting
general properties of the stochastic convergence.



