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A HARROD MODELL STRUKTURALIS STABILITASA!
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Ebben a tanulmanyban megmutatjuk, hogy az adaptiv varakozasok segitsé-
gével megfogalmazott nemlinedris dinamikai rendszerbdl nyert hiperbolikus
nemtrividlis fixpont megfelel a harrodi instabil egyensilyi helyzetnek. Be-
bizonyitjuk, hogy ez a harrodi értelemben dinamizalt nemlineédris modell, a
megfeleld kozgazdasagi feltételek mellett, strukturalisan stabil. Strukturalis
stabilitds mellett a tOkekoefficiensek varhaté és tényleges idobeli alakuldsat
lefré fiiggvények kis véltoztatdsa (a vektormezé Cl-es perturbdcidja) nem
érinti az endogén valtozdk kvalitativ tulajdonsdgait, vagyis a trajektéridik
ugyan kis mértékben megvaltozhatnak, de szerkezetiikk megegyezik a per-
turbalatlanéval, s ezzel elérejelzésekre alkalmasak. Ebben az esetben érvényét
vesziti az in. Lucas vagy még pontosabban az Engel kritika. Az idéparamé-
tert atskalazza a perturbalt modell, vagyis nem teljesiil a topolégiai konjugé-
cid; a novekedési iitem bizonyos szintre torténé emelkedése vagy csokkenése
eltér6 idot vehet igénybe az eredeti modellbelitol.

Kulcsszavak: Harrod modell, akcelerator-elv, stacionarius egyenstlyi
allapot, topoldgiai ekvivalencia, strukturalis stabilitas, topoldgiai konjugacié.

1 Bevezetés

Keynes nem fejlesztette tovabb a kereslet-determinalt elméletét egy explicit
egyensulyi novekedési modellbe, annak kidolgozasat a cambridgei keynesianu-
sokra hagyta. Elséként Sir Roy Harrod rukkolt el6 egy kiterjesztéssel, amely
bevezette a késébbiekben réla elnevezett Harrod modellt. Harrod keynesi no-
vekedéselmélete (ldsd Harrod (1939, 1973)) nagyban befolydsolta az egymést
kovetd gazdasagi novekedési elméleteket és a novekedési kozgazdasagtan olyan
hozzajarulasait, mint Kaldor (1957), Robinson (1962) és Passinetti (1962)
cambridgei ihletésti modelljeit, Solow (1956) neoklasszikus vagy Sidrauski
(1967), Hadjimichalakis (1971) stb. monetaris modelljeit. De ide sorolhaté
a tobbszektoros kiterjesztése is, a zart dinamikus Leontief-modell (ldsd Zalai
(2000), Méczar (1991)).2

IBeérkezett: 2006. prilis 21. E-mail: jozsef.moczar@uni-corvinus.hu, krisztin@
math.u-szeged.hu.

2A fejlédé orszagok Vildgbank-os és IMF-es pénziigyi tdmogatdsa ma is Harrod
névekedéselmélete alapjin torténik, de ennek ellenére Easterly (1997) egyenesen napjaink
kriptaszokevényének tekinti a modellt. Domar, aki 1946-ban Harrodéhoz hasonlé modellt
vizsgdlt, s amely erdsen emlékeztet a Feldmann (1928) modellre, 11 évvel késébb ”6rok
biintudattal” (with ever-guilty conscience) tagadta meg munkdjit (ldsd in Domar (1957,
7-8. 0.)), amit itt most tiszteletben tartunk.
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A strukturalis stabilitas fogalmédt a modern topoldgia eszkozeivel And-
ronov és Pontrjagin definidltdk (ldsd in Andronov és Pontrjagin (1937)).
A fogalom magdnak a dinamikus rendszernek egy bizonyos tulajdonsiga,
ami leglatvanyosabban gy jelenik meg, hogy egy strukturdlisan stabil mo-
dell fazisdiagramjanak kvalitativ tulajdonsiagai nem véltoznak, ha a modell
feltételrendszerét kissé perturbaljuk. Még ha egy modell dinamikusan insta-
bil egyensulyi allapottal is rendelkezik, a strukturalis stabilitisa még mindig
tekintheto egy elégséges feltételnek a tudoményos jelenségek megfigyelheto-
ségére és eldrejelezhetdségére, vagyis a mi esetiinkben most a Harrod altal
megfogalmazott keynesi stacionarius gazdasdgi novekedésre. Ugyanakkor,
tekinthet6 ugy is, mint Harrodnak egy gyengébb "kés-él” instabilitasrdl ki-
fejtett (lasd in Harrod (1973)) fogalménak az ujraértelmezése, ami elvezet
Leijonhufvud (1968) un. folyosé stabilitds fogalméhoz, ami azért is kiillonésen
érdekes, mert az nem egy matematikailag formalizalt értelmezése a keynesi
alapokon nyugvé stacionarius névekedéselméletnek.

A Harrod modell egyenlete egy statikus egyensilyi helyzetet definial,
amit most az adaptiv varakozasok segitségével megfogalmazott és a tokéletes
elorelatas feltevésével egydimenzidsra redukalt dinamikus nemlinedris modell
staciondarius egyensulyi allapotaként szarmaztatunk. Megmutatjuk, hogy a
harrodi egyensilyi allapot instabil, de a nemlineéris modelliink strukturalisan
stabil. Ez utébbi tulajdonsidg megengedi, hogy az empirikus vizsgélatokban
a paraméterek kissé torzitottak legyenek és megengedjlink mas természetii
kisebb valtozasokat is a vektormezoben. Ez kozgazdasagi szempontbdl azért
rendkiviil jelentés, mert strukturalis stabilitds mellett a tékekoefficiensek
varhato és tényleges idObeli alakulasat leird fliggvények piciny valtoztatasa
(a vektormezd C'-es perturbaciéja) nem érinti az endogén valtozék kvali-
tativ tulajdonsigait, vagyis a perturbalt és a perturbdlatlan vektormezoék
topologikusan ekvivalensek, azaz palyaik szerkezete azonos, s ezzel elorejel-
zésekre alkalmasak. Vagyis ebben az esetben érvényét vesziti az Gn. Lucas
(1976), vagy még pontosabban az Engel kritika (Engle et al., 1983). Az
idoparamétert atskdlazza a perturbalt modell, vagyis nem teljestl a topoldgiai
konjugacio; a novekedési titem bizonyos szintre torténd emelkedése vagy csok-
kenése eltér6 idot vehet igénybe, mint az eredeti modellben.

A tanulmény egyes pontjaiban a kovetkezd kérdésekkel foglalkozunk.

A 2. pontban bebizonyitjuk, hogy az adaptiv vérakozasok segitségével
megfogalmazott nemlinearis folytonos ideji dinamikus modell nemtrivialis
egyensulyi pontja, tokéletes elérelatas mellett, megfelel a harrodi instabil
egyensilyi allapotnak. A 3. pontban az egy- és kétdimenzids specidlis di-
namikai rendszerek globalis strukturalis stabilitasanak bizonyitasahoz sziik-
séges fogalmakat és tételeket (Poincaré-Perko, Peixoto, Kotus-Krych-Nitecki)
targyaljuk. Itt az algoritmusok szempontjabdl érdekesek lehetnek az in. kon-
struktiv tételek bizonyitdsai. A 4. pontban pedig bebizonyitjuk azoknak a
dinamikus nemlinearis modelleknek a strukturalis stabilitasiat, amelyeknek
egyensulyi pontjai megegyeznek a harrodi egyensilyi helyzettel. Ez utobbi
eredmény bizonyitja a Harrod modell robusztussidgat, vagyis felhasznalhato-
sagat a keynesi stacionarius gazdasagi novekedés elorejelezhetoségére.



A Harrod modell strukturdlis stabilitdsa 3

2 A Harrod modell és nemlinearis dinamikaja

A Harrod modell megfogalmazédsahoz tekintsiik a tékefelhalmozési folyamat-
ban rogzitett téke-kibocsatds ardnyt (k/x), vagy ezzel ekvivalensen, egy staci-
onarius tokekoefficienst, a b-t, és egy rogzitett megtakaritas-kibocsatas aranyt
(S/z), vagy ezzel ismét ekvivalensen, egy staciondrius megtakaritdsi koef-
ficienst, az s-t. Az elébbi kizdrja a solowi sima tényezOhelyettesitést®, az
utébbi pedig a stacionarius jovedelemeloszldst implikélja. A téke egy egysége
1/b egységnyi kibocsitast fog eredményezni, ami viszont s/b egységnyi meg-
takaritast, azaz potlolagos tékedllomanyt gy, hogy a tokeallomany névekedési
iiteme egyenl lesz s/b-vel. Mivel az output ardnyos a t6kével, az lesz a ki-
bocsatds novekedési iiteme is.

A fenti tékefelhalmozéasi folyamat egy lehetséges megfogalmazdsaban most
a b tékekoefficienst gy kezeljiik, mint egy ’akcelerator koefficienst’. Mivel az
akceleraciés koefficiens tekinthet6 egy kivdnatos t0ke/kibocsitds ardnynak is,
ezért az azt a tOkenovekményt mutatja, ami sziikséges ahhoz, hogy elérjik a
kivént t6ke/kibocsatéds ardnyt. Az ;1 netté beruhdzés a t — 1 periédusban
egyenld lesz a varhaté pétlélagos kibocsitasnak a b-szeresével?. A varhaté
potlolagos kibocsatast a kovetkezd periddusbeli varhaté kibocsataskereslet,
x§, és a tényleges kibocsatas, az xy—1 kozotti kiilonbség definidlja. Azaz,

i1 = b(xy — x41). (1)

A multiplikdtor hatdson keresztiil a tényleges kibocsatédskereslet a ¢ — 1
évben egyenlé lesz a nettd beruhazasi szint, ;1 , szorozva a multiplikatorral,
azaz az s megtakaritasi hanyad reciprokaval:

1.
Ti—1 = ;Zt—l- (2)

Mas szavakkal, a potldlagos hatékony keresletvarakozast a beruhazasi szint
hatarozza meg a Harrod modellben, amely beruhdzast, a megtakaritasi ara-
nyon keresztiil, a tényleges kereslet egy bizonyos szintje generalja keynesi
keretekben. Ekkor az (1) és (2) alapjdn, a vdrhaté keresletnek a ténylegeshez
valé ardnya a t periddusban a kévetkezSképpen adhaté meg:

g (8/b)Ti—1 + x4

(3)

Tt Tt
A vérhat6 novekedési iitem, amelyet p§—vel jeloliink, a kévetkezé:

TP — Tp1

(4)

A (3) és (4) alapjan konnyen beldthatd, hogy a varhat6 névekedési titem gy
is definialhaté, mint a megtakaritési koefficiens és a tOkekoefficiens hanyadosa.

3Staciondrius allapotban azonban ez nem szamit, mivel a tSkeintenzitds allandé, ha-
sonlbéan a téke-kibocsdtas ardnyhoz.

4Ennek az akcelerdcids elvnek a gydkerei Thomas Nixon Carver (1903), Albert Aftalion
(1909), C. F. Bickerdike (1914) and John Maurice Clark (1917) munkdiban taldlhaték meg.
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Az s/b névekedési ttemet, a varakozdsok realizaléddsa (tokéletes eldre-
ldtds), vagyis az x§ = x; teljesiilése esetén, Harrod ’garantélt’ novekedési
iitemnek nevezte és p,,-vel jelolte, azaz,

puw = /b (5)

ahol b" a kitiintetett egyensilyi novekedéshez tartozé tékekoefficienst, vagy
mésképpen, a kibocsétdsegységre jutd ex ante beruhdzast jeloli. Az (5),
Keynes szellemében egy egyszert tautoldgidt fogalmaz meg: a megtakaritas
sziikségszeriien megegyezik az exr post beruhazassal. Viszont nem sziikség-
szerll megegyeznie az ex ante beruhdzéassal, ami —mint az aldbbiakban lat-
juk— tokefelesleghez vagy tékehidanyhoz vezethet.

Harrod a statikdban az egyensilyt, mig a dinamikdban a névekedési
litemet és valtozasait tekintette kozponti fogalmakként, és a statika egyen-
sulyfogalmanak a dinamika teriiletén a folyamatos, egyensilyi névekedés fo-
galmét feleltette meg. Az (5) egyenlet statikus (dllandd) egyenstlyi néveke-
dést fejez ki, amit idében kiterjesztve, azaz tekintve az a (s/b" — pw) = Puw
differenciélegyenletet, ahol o > 0, p,, = s/b" staciondrius (minden idépilla-
natban azonos) egyensilyi novekedési iitemként is értelmezhetd.

Definidlva a tényleges novekedési iitemet, a pi-t, mint (s — x¢—1)/z¢—1,
hasonléan pf-hez, az alabbi kovetkeztetésekre juthatunk. Ha a beruhazok a
garantalt p,, novekedési iitemnél nagyobbat anticipalnak, akkor a tényleges
novekedési litem, p; meg fogja haladni még a magas varhaté noévekedési
iitemet is Ugy, hogy azon érzés helyett, hogy tul sokat vartak, valészintileg,
inkabb azt fogjdk érezni, hogy tiul keveset vartak. A ndvekedési litem és
a beruhézas ellentétes iranytd mozgasaibol kovetkezik, hogy a tékealloméany
nem elégséges a stacionarius névekedés eléréséhez. Hasonldéan, ha a garantalt
novekedési iitemnél alacsonyabbat anticipalnak, akkor a tényleges novekedési
iitem esni fog, még a varhatd novekedési itemnél is jobban, és a beruhdzdk
ugy vélekedhetnek, hogy inkabb tul sokat vartak, mint tul keveset. Ekkor
tékefelesleg van a gazdasigban®.

Tekintstik most a Harrod-féle névekedési modell alapjan végzett alabbi
szamitasainkat, ami a fentieket szdmszerien is bemutatja:

Evek T6ke- Nemzeti Kivant téke- | Beruhazas
allomény jovedelem allomany
t ki =ki—1+id—1 | zf = (1 + pf) Ty 1 bzt it = s
1 400.00 100.00 400.00 12.00
2 412.00 102.00 408.00 12.24
3 424.24 104.04 416.16 12.48
4 436.72 106.12 400.48 12.73

1. tabldzat. py = 2%, pw = 3%, b =4, s = 12%.

5A fentiek szerint a staciondrius névekedés instabilitdsa nyilvanvalé. Ez Harrod hires
’kés-él’ problémadja, egy legaldbb lokalisan instabil disequilibriumi dinamika, amelyet egy
statikus multiplikdtornak a varhaté eladasokon alapulé akcelerdtorral valé mechanizmuson
keresztiil generdltunk, amint itt megmutattuk.
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Az 1. tdbldzat szdmitdsaibdl lathatd, hogy felesleges tkedllomény kép-
z0dik a garantaltndl alacsonyabb tényleges novekedési iitem mellett, amibol
Harrod arra kovetkeztetett, hogy a névekedési iitemnek, p;-nek még tovabb
kell csokkennie. Megmutathatd, hogy ha, példdul, pf = 4% (> py), akkor
tokehidny keletkezik, ami viszont —kévetve a Harrod modell logikajat— p;
tovabbi novekedését eredményezi!

A tovébbiakban vizsgdljuk a vérakozdsok fenti, meglehetésen ortodox
kozelitéseit, a Harrod modell lokalis és globalis stabilitasait, valamint a nem-
linearis dinamikus modell strukturalis stabilitasat, felhasznédlva a nemlinearis
kozgazdasagi dinamika modern matematikai eszkozeit.

A tékekoefficienst eddig gy definidltuk, hogy az 1j t6két elosztottuk azzal
a teljes kibocsatas-névekménnyel, ami sziikséges volt az 1j toke eloallitasahoz.
Feltételeztiik, hogy az s megtakaritasi koefficiens egy olyan paraméter, amely-
nek mértéke a gazdasig pszicholdgiai és tarsadalmi karakterisztikumaitol
figg. Kénnyen belathatd, hogy a beruhazasok semlegessége és konstans real-
kamatlab feltételezése mellett a stacionarius egyensilyhoz sziikséges b tOke-
koefficiens szintén egy paraméter.

Statisztikai adatok igazoljak Harrodot, amikor a megtakaritasi koefficienst
révid tavon, sokkok nélkiili disequilibrium dllapotban dllandénak vette®. A
staciondrius egyensulyi allapoton kiviil a tokekoefficiensek azonban valtoznak,
mégpedig a tékedllomany tényleges keresletétdl fliggben, ami tiikkrozi a real-
kamatlab rugalmassagat, valamint a tényleges vagy a vart kibocsatast a ¢
id6ben, azaz,

by = ki/x; — a tényleges téke/kibocséatds ardny

by = k:/xy — a vart t6ke/kibocsétéds ardny,
és legyenek
b" =k,/xz, — akivint (egyensilyi) t6ke/kibocsétéds ardny, amely konstans
pr=8/b; — novekedési iitem, ahol az s konstans.

Feltesziink tovabba egyféle disequilibriumot a tokekoefficiensekre, ami a
kovetkezo igazodasi egyenletet eredményezi:

A (log py) = (0" = bF) (6)

ahol v > 0. Az igazodési folyamat megfelel Harrod &llitdsanak, csak itt most
a kibocsdtas novekedését a novekedési titem logaritmikus differencidjaként
specifikdltuk’, amelyet dtalakitva:

A (log py) ~ 2L P
Pt

SEnnek indoklasét 1asd Szakolczai (1963, 183-84. o.). (Megjegyezziik, hogy Harrod egy
kicsit atirta az 1939-es cikkét a magyar forditdshoz, amelyben s adllandésdga mar sokkal
nagyobb hangstlyt kapott.)

7.Ha az ez post beruhézés kisebb, mint az ex ante beruhdzds, ez azt jelenti, hogy a
t6kedllomany egy nem kivant csOkkenése kovetkezett be, vagyis a termelé berendezésbdl
elégtelen volt az elldtas, és ez 6sztonodzni fog a kibocsatds tovabbi bovitésére; forditva, ha
az ex post beruhdzds meghaladja az ex ante beruhdzédst.” (Harrod, 1939, 19. o.) Harrod
4llitdsat, a maga altaldnossdgaban, Okishio (1964) formalizélta els6ként.




6 Moéczar Jozsef — Krisztin Tibor

Elfogadva Harrod megjegyzését, miszerint a jobb oldalon a nevezében p;
helyett frhatunk p.y1-t, kapjuk

~—

Pt+1 — Pt S S bt+1 _ Ab,
S bt

- — — 7
Pt+1 b1 by (

Behelyettesitve ezt (6)-ba, és egyenldséget irva = helyett, kapjuk

Abt =7 (bf — b,) bt, v > 0. (8)

Ezen feliil feltessziik még, hogy a vart tékekoefficiens, bf, osztott késleltetési,
azaz, bf fiigg a tényleges tokekoeflicienstdl, és nemcsak az el6z6 periédusbe-
litél, hanem a teljes multbéli periédus-sorozatbelitol:

bf = B1bi—1 + Bobi—o + B3b—3+ ... (9)

ah0151+52+ﬂg+...:1ésﬂi 20

Az egyszeriiség kedvéért tekintsiik most azt az esetet, amikor a késleltetés
geometriai haladvany szerint osztott. A koefficiensek a (9)-ben a rogzitett
g hényados szerint csokkennek, ahol a ¢ egy pozitiv tort (0 < ¢ < 1), és
végtelen sorozatot alkotnak; a sorozat tagjai: 3, 8¢, 8¢, 3¢, ..., ahol 8 >
0 az els6 koefficiens. Minthogy azok osszege egy, 8 + Bq + Bq¢® +...=1,
ezért felhaszndlva a végtelen geometriai sorozat Osszegz6 képletét, kapjuk:
B/(1—q)=1,vagy q=1— 0. Mivel 0 < g <1, ezért 0 < g < 1.

fgy a varhato tokekoefficiens:

bf =p (bt—l + qbt—2 + q2bt_3 + .. ) . (10)

Az egyszertiség kedvéért legyen S = {(s;);2_ . } a —oo-t6l +oo-ig inde-
xezett valds sorozatok halmaza. s € S esetén s = (..., $-1,380, 51,82, - .)
s(t) = 8. F: S — S a balra tolds operatora, azaz (Es)(t) = sty1. E
inverze, E=! : S — S a jobbra tolds operdtora, azaz (E~'s) (t) = s;_1. Ezért
(10) igy is irhaté:

b =BE' (I+qE "+ (¢E™")*+...)b,

ahol I : S — S az identikus operator.

Az T+ qE™' + (¢E71)? + (¢E71)® + ... egy olyan S-bSl S-be képezd
operatort definidl, amelynek az I — gE~' : § — S az inverze. Ezért

b =BE " (I—qE) b
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Ab;  =bg, — b _(qu()_be(t)
= B(EE (I — qE~ ) b) (t) —
= B((I - E "I — qBE~) 1) (1)
= B((I —qE™) (I gE™) ) (1)~ B(1- ) BT (I —qE™Y)”
=Bb(t) — (1 —q)b° (1)
=B(b(t)—b°(t))
= B (b — b5)

Ezért a (9) geometriai osztott késleltetés végiil is:

BET (I —qE™) b) (1)

b) (1)

Abg =B (b —b), 1>8>0, (11)

amely az adaptiv varakozésok hipotézisének® megfogalmazasa diszkrét idé-
ben. Itt 3 egy pozitiv és 1-nél kisebb koefficiens, és a késleltetett varhatéd
tokekoefficiensnek a tényleges tokekoefficiensre vonatkozd reakcidsebességét
mutatja. Masképpen, 3 a késleltetés idOkonstansanak a reciproka.
Folytonos id6ben legyen a Be™®7 az exponencidlisan osztott késleltetés

sulyfuggvénye. Ekkor
t) = / Be PTh(t — 1) dT
0
Helyettesitve a (t — 7)-t s-sel, kapjuk

t)y=-p /t—oo e Pt=)p(s)ds ,

ahonnan

Lsigery— [ o9
ﬂe b()—/ e’?b(s)ds .

— 00

Mindkét oldal ¢ szerinti differencidldsa utdn kapjuk a (11) folytonos alak-
janak megfelel6 differencidlegyenletet:

b (t) = B(b(t) — b°(1)) - (11)
Hasonléképpen a (8)-at is atirjuk folytonos alakba:
b(t) = (b° (t) = )b (t) . (&)

Itt és a tovabbiakban egy szimboélum feletti pont az id6 szerinti derivéltat
jeloli.

8Ezt kiterjedten hasznéltédk a varhaté inflacié (14sd példdul Cagan (1956)) és a perma-
nens jovedelem (ldsd Friedmann (1957)) modellezésére.
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1. Tétel. Tekintsik a (8') és (11') dltal definidlt
b =~y (b —b")b
. ( ) (12)
b = [ (b —5b°%)
autondm differencidlegyenlet-rendszert, ahol b és b ismeretlen figguények.
Allitjuk, hogy:

(i) a rendszernek két egyensilyi pontja van: az origd, amely stabil csomd-
pont, és a (b",b") pont, amely instabil nyeregpont;

(ii) a (b",b") nyeregpont stabil sokasdga két részre osztja a fdzissikot, a
jobb oldali Tészbdl indulo trajektoridk a plusz végtelenbe, a bal oldali Tészbdl
indulok pedig az origoba tartanak;

(iti) a rendszer strukturdlisan stabil.

(A bizonyitdsokat 1dsd kés6bb.) A vérakozdsokkal megfogalmazott nem-
linedris modell dinamikdjanak fazisdiagramja az 1. dbrdn lathatd, 1:10 mé-
retaranyosan.

0.26

0.22

-
¥

0.1a

L Y

0.14

T e

ol

1. dbra. Adaptiv viarakozasti Harrod modell fazisdiagramja

A (b7,b7) pontban p = p¢ = p,,; ha b” > b¢, akkor p/p = —b/b > 0, és az
(AB) alsé részén, porzitiv relativ sebességgel utazunk az egyenstlyi pontba,
ha viszont b" < b¢, akkor p/p < 0, és igy az (AB) fels6 részén, negativ relativ
sebességgel kozelitiink a (b",b") pontba. A (AB) stabil halmaz a ”harrodi”
késél, ettdl balra az Gsszes trajektéria a (0,0)-ba, a téle jobbra levok pedig
a oo-be tartanak. A valds szektort ezért a multiplikdtor-akcelerdtor inter-
akciok és az adaptiv varakozasok mechanizmusa altal krealt késél helyzet
jellemzi. Hangsulyozandé azonban, hogy ezek az instabil novekedési di-
namikak tiikrozik a redlkamatlab rugalmassagat is a valtozo tokeallomanyon
keresztiil.
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Nézzik most a tokéletes elérelatas esetét. Tekintsiik a b = b° egyenletet,
ami a (11") egyenlet elhagydsdt vonja maga utdn és csak a (8) mutatja a
megfeleld dinamikat a b = b¢ helyettesitéssel:

b
b
Ebbél a b= s/p és b" = s/p,, helyettesitések utan kapjuk:

=~(0" -0, v>0. (13)

(loizp) = 57 (i - 1) . (14)

Pw P

Ez a folytonos idejii nemlinearis dinamikus rendszer egy kumulativ folyam-

atot tiikroz; azaz, egy tetszéleges pillanatnyi diszkrepancia p,, és p kozott a

novekedési titem novekedését vagy csokkenését eredményezi, amit a 2. dbra
mutat.

2. Tétel. A tokéletes elérelatas mellett
(1) a harrodi egyensilyi dllapot mind lokdlisan, mind globdlisan instabil;
(1) a (14)-re redukdlt modell strukturdlisan stabil.

Bizonyitds. (i) Az egyensilyi dinamika lokalis instabilitdsa kénnyen
igazolhaté a (14)-hez tartozé Jacobi matrix segitségével, minthogy a p,,
egyenstlynal értékelve J,—, = vs/pZ > 0. A globlis instabilitds bizonyitdsa
trivialis.

(73) Lésd késébb.

Q.ED.

A 2. Tétel kdvetkezményei kompatibilisek az el6bbiekben mondott ”kés-
élen” torténdé Harrodi mozgasokkal.

ow

2. dbra. A novekedési litem valtozasa tokéletes el6relatdsi Harrod modellben
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3 Strukturalis stabilitas specialis dinamikai
rendszerekre

Ebben a pontban az egy- és kétdimenzids specidlis dinamikai rendszerek
globalis strukturalis stabilitdsanak bizonyitasdhoz sziikséges fogalmakat és
tételeket targyaljuk, hogy bebizonyithassuk az 1. Tételt és a 2. Tétel (i7)
allitasat.

Az M jeldljon vagy egy nyitott halmazt az R™-ben, vagy pedig egy n-
dimenziés kompakt differencidlhaté sokasdgot, amely legaldbb C2-sima, és az
RN -nek részhalmaza valamely N € [n,2n + 1] egészre. Specidlisan itt ele-
gendd azt az esetet tekinteni, amikor M az R' vagy R? nyitott részhalmaza,
vagy pedig M = 52 = {(x1,x2,23) € R®: 27 4+ 23 + 23 = 1} a 3-dimenzids
egységgomb 2-dimenzids feliilete, de az aldbbiak altalanosabban is igazak.

Legyen f egy C'-vektormezd M-en. Ha M C R™ nyitott, akkor ez azt je-
lenti, hogy egy f € C! (M, R") fiiggvény adott. Ha pedig M egy n-dimenzids
sokasag, akkor f : M — RY tgy, hogy f (p) € T,M minden p € M-re,
ahol T, M az M érintdtere p-ben. Ha {(Uj,h;)}'_, az M egy atlasza, és
V; = h; (U;), akkor vannak f; : V; — R" fiiggvények gy, hogy

f(h7 (@) = Dhy* () f; (@)

minden z € V; esetén, és az f; : V; — R" fiiggvények C'-simasdga esetén
mondjuk, hogy f egy C'-vektormezd M-en.

Tekintsiik az

o' = f(z) (15)

differencidlegyenletet az M-en. Barmely 2¥ € M-hez van egyetlen ¢ (-, 7o) :
I(z9) — M megolddsgorbe, amelynek az I (z9) a maximélis létezési in-
tervalluma, I (xg) C R nyitott intervallum, 0 € I (xo), az I (x9) > t —
o (t,xg) € M gorbe érintéje a t pontban a vektormezd f (p(t,z0)) eleme.
Tovébbé teljesiil, hogy ¢ (0,x2) = z, ¢ (t+s,2) = @ (t,(p(s,2))), és az
Q= {(t,z) e Rx M :teI(x)} definiciéval ¢ : @ — M folytonosan dif-
ferencidlhaté, azaz ¢ egy C'-sima dinamikai rendszer M-en.

Legyen ¢ egy mésik C'-vektormezd M-en, és tekintsiik az

¥ =g(x) (16)

differencidlegyenletet, amely a 1-vel jelolt C'-sima dinamikai rendszert de-
finidlja. A ¢ és ¢ dinamikai rendszereket (azaz a (15) és (16) egyenleteket)
topologikusan ekvivalensnek nevezziik, ha létezik egy h : M — M homeomor-
fizmus (azaz folytonos rdképezés, amelynek van inverze, és az is folytonos),
amely ¢ palydit atviszi a ¢ pdlydiba, azaz a {¢(t,z):t € I(x)} halma-
zokat a {¢ (t,x) : t € I (h(x))} halmazokba, mikézben a ¢ iddparaméter altal
definidlt iranyitast valtozatlanul hagyja.

A ¢ dinamikai rendszert strukturdlisan stabilnak nevezziik, ha topologiku-
san ekvivalens minden hozzd elegendden kozeli dinamikai rendszerrel valamely
topoldgiaban. Az aldbbiakban, amikor strukturdlis stabilitdasrél beszéliink,
specifikdlni fogjuk a topoldgiat, amelyben a kozelséget definialjuk.
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Jol ismert, hogy ha M kompakt sokasag, akkor az M-en definidlt f, azaz
Cl-vektormezd éltal generalt ¢ dinamikai rendszerre I (z) = (—o00,00) min-
den z € M esetén.

Ha M C R" nyitott, akkor a ¢-re I(z) = (—o00,00) nem feltétleniil
teljesiil. Van azonban egy standard technika az id6 &atskaldzasaban ugy,
hogy I (x) = (—00,0) legyen minden = € M-re. Ha M C R™ nyitott és
feCt(M,R"), akkor létezik egy F' € C' (M, R") fiiggvény tigy, hogy az

' = F(x)

egyenlet olyan ® : R x M — M dinamikai rendszert definidl, amelyre ® (¢, x)
minden ¢t € (—o0, 00) esetén értelmezett, tovabbd ® és ¢ topologikusan ekvi-
valensek. Ha M = R", akkor pl.

[f(x)
F(z)=——F—"—
=T
N 1/2
j6 vélasztés, ahol |f (x)] = (Z (fi (x)) ) .
Igy a fentiek alapjén a tovabbiakban mindig feltehetjiik, hogy I (x) =
(—00,00) minden x € M-re.

(A) A kétdimenzids eset
(Al) Kompakt kétdimenzids sokasdgok

Ha f egy C'-vektormezd a 2-dimenziés, kompakt, differencialhaté M soka-
sagon, és {(Uj, hJ)};”:1 egy atlasz M-en, akkor az f vektormezd C''-norméajat
az
Hf”l = ma‘XjE{l,...,'rrL} HfJHl

formuldval definidlhatjuk, ahol V; = h(U;) C R? és f; : V; — R* C'-
beli fiiggvények, |f;ll; = sup,ey, (|f; (2)|+[Dfj (z)]). Az f vektormezd
strukturalisan stabil, ha 1étezik € > 0 gy, hogy minden olyan M-en definialt
és g-vel jelolt C'-vektormezdre, amelyre

If =gl <e

teljesiil, a g topologikusan ekvivalens f-fel.
Legyen
Per (p) = {x | 3t > 0 tigy, hogy ¢ (t,z) = =}

a periodikus pontok halmaza;
Q (90) = {JJ | dz, — x,ﬂt” — &0 ﬁgya hOgy <p(t”,x”) - JJ}

a nem-vandorlé pontok halmaza.

A Per (p)-beli pélydk két tipusa kiilonboztetheté meg: egyenstlyi pon-
tok és periodikus palydk. A p hiperbolikus egyensilyi pont egy olyan pont,
amelyre ¢ (t,p) = p minden t-re, tovdbbd a Df (p) sajatértékeinek valds
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része nem nulla. Ha mindkét sajétérték valds része negativ (pozitiv), akkor
minden p-hez kozeli pont p felé mozog az idé elére haladtdval (hatra halad-
taval), és p egy nyel6 (forrds). Azon pontok Osszességét az M-ben, ame-
lyek tartanak a nyeld (forrds) felé az id6 elére haladtdval (hétra haladtdval),
vonzasi (taszitdsi) medencének nevezziik. Ha a hiperbolikus nyugalmi pont
se nem nyelO, se nem forras, akkor egy nyeregpont. Ebben az esetben két
kitiintetett palya-par van, a p stabil (instabil) szeparatrixei, mindkettének
megfeleld irdnyitdsa van. A p és ¢ fix nyeregpontok kozotti Gsszekottetés
(p = q is lehetséges) olyan pélya, amely egyidejlileg a g-nak stabil és a p-nek
instabil szeparatrixe.

A Per (¢)-beli periodikus pdlya hiperbolikus, ha a pélya folott a div f
integraljaként definidlt (Floquet vagy Ljapunov-féle) karakterisztikus kitevé
nem zérus. Ha a kitev6 negativ (pozitiv), akkor a palya periodikus nyeld (for-
rés), s a nyugalmi ponttal analég definidljuk a vonzdsi (taszitdsi) medencéket.

Peixoto tétele teljesen jellemzi a strukturalisan stabil C'-vektormezéket
a kompakt 2-dimenzids sokasagokon.

A.1 Tétel (Peixoto, 1962). Az M kompakt, kétdimenzids, differencidlhato
sokasdgon definidlt ¢ dinamikai rendszer strukturdlisan stabil pontosan akkor,
ha a kovetkezdé hdarom feltétel teljestil:

(1) Q(p) = Per(p);
(13)  minden Per(p)-beli pdlya hiperbolikus;

(73i) nincsenek nyereg-dsszekottetések.

Bizonyos sikbeli vektormezdkre is alkalmazhaté a Peixoto tétel. Ebben
az esetben vehetjiik a végtelen stk (R?) Poincaré-féle sztereografikus leképe-
76sét a gomb felszinére, ami a végtelen sikot (egyiitt a dinamikai rendszer
fazisportréjdval) kompakt sokasdgba transzformaélja.

Egy végtelen sik pontjainak az egységsugari gémb
SP={(XY,2) e R’ | X’ +Y*+7° =1}

felszinére torténd leképezéséhez a kdzéppontos vetitést hasznaljuk. A végtelen
xy-sik pontjainak a leképezése az S? felszinre 1igy torténik, hogy a sik origdjat
a gomb északi pdlusara helyezziik és az érint6 sik minden egyes pontjit a
gbmb koézéppontjan athaladd egyenessel Osszekotjik. Az egyenes a gémb
felszinén kétszer megy keresztiil, mégpedig ellentétes pontokon. Az xy-sik
origojat az északi és déli pdélusokra, az Gsszes végtelenbeli pontjat pedig az
S? egyenlitéjére képezziik le (ldsd a 3. dbrdt). Ha az xy-stk pontjait ezzel
a technikdval vetitjiikk az S2-re, az igy eléallitott gdmbot Poincaré gémbnek
nevezzik.
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x # (X,Y,2)
y

3. dbra.

Ett6]l megkiilonboztetjiikk a Bendixson gombot, amikor az xy-sik origéjat
a déli polusra helyezziik és az északi polusbdl kiindul6 egyenesekkel kotjitk
Ossze a sik egyes pontjait, ami a sik pontjainak megfeleltet egy pontot az S2-
en, a végtelenben levs pontjai pedig mind az északi pélusra kertilnek (ldsd a
4. dbrat).

(XY, 2)

/z,: y)

z

4. dbra.

Az zy-siknak az S? fels6 félgombre torténd kozéppontos vetitésének ke-
resztmetszete (14sd az 5. dbrdt) alapjén az aldbbi Gsszefliggést irhatjuk fel a
sik és a gomb tetszOleges pontjainak koordinatai kozott:

X Y

A _r 17
Z V=7 (17)

xr =

amelyeket behelyettesitve a gomb egyenletébe, kapjuk:

(@2 +(y2)* +2* =1
+1

V1422 +y?

7 =
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5. dbra.

Igy az egy-egy értelmii megfeleltetés a felss félgémb (Z > 0) (XY, Z)
pontjai és az xy-sik pontjai kézott a kovetkezo:

z Y 1

S S , S —
/1+x2+y2 /1+x2+y2 /1+x2+y2

Megjegyezziik, hogy a (0,0) € R? origd megfelel a (0,0,1) € S? északi
pélusnak, a végtelenbeli pontjai pedig az S? egyenlitéjének. Igy barmely két
ellentétes pont az S? egyenlitéjén az R?-nek ugyanazon végtelenbeli pontjat
mutatja. Ez a megfeleltetés lehetévé teszi, hogy megjelenitsik egy sikbeli
dinamikai rendszer éltal indukélt aramldst a Poincaré gombén. Az ellentétes
pontok kornyezetében az aramlasok topoldgiailag ekvivalensek lesznek, el-
tekintve attdl, hogy az aramlasok irdnya megfordulhat.

A tétel megfogalmazdsihoz sziikségiink lesz bizonyos kikotésekre. Tekint-
stik most az

&= P(z,y)

egyenletrendszer altal definidlt dinamikai rendszert, és tegytiik fel, hogy mind
a P(x,y), mind a Q (z,y) az z,y valtozéknak maximum m-ed fokd polino-
midlis fliggvényei. Azaz,

(18)

P(z,y) =Py (z,y) + ...+ Pn (x,y) ,
Qr,y) = Q1 (z,y) + ...+ Qm (2,y) ,

ahol P; és ; homogén j-ed fokd polinomok z-ben és y-ban. Az A.2 Tétel azt
irja le, hogy hogyan hatdrozhatok meg a fenti dinamikai rendszer egyensulyi
pontjai az S? egyenlitdjén. Az &tlet Poincarétdl ered (ldsd még Lefschetz
(1962), Perko (1991) és Andronov et al. (1966)).

A.2 Tétel. A végtelenbeli egyensilyi pontok az m-ed foku polinomialis rend-
szerre a Poincaré gomb egyenlitdjének (X,Y,0) pontjaiban jelennek meg, ahol
X2+Y?2=1¢s

XQ‘H’L (X, Y) -YP, (X, Y) =0,
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vagy ezzel ekvivalensen, a
Gm+1 (0) = cos0Qyy, (cosb,sinf) — sinf Py, (cosf,sinf) =0

egyenletet kielégito 0; és 0;+m poldris szogekben. Ennek az egyenletnek legfel-
jebb m+1 szdmai 6; és 0; +7 gydkpdrja van, hacsak Gu,41 (0) nem azonosan
zérus. Ha Gp,41 (0) nem azonosan zérus, akkor az aramlds a Poincaré gomb
egyenlitdjén az oramutato jardsdval ellentétes irdnyd azon pontokban, ame-
lyek megfelelnek az olyan 0 poldris szogeknek, amelyekre G411 (0) > 0, és
megegyezd irdnyiak azokban, ahol G,,11 (0) < 0.

Bizonyitas. Az (17)-bdl a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

ZdX — XdZ ZdY —YdZ
dr = — & dy = —
A (18) 4trendezésével kapjuk a
dy _ Q(x,y)
i Py & Q@ydi—Ply)dy=0 (19)

egyenleteket. Megjegyezziik, hogy ezaltal eltint az id6fliggéség. Behelyette-
sitve a (17)-et a (18)-ba, kapjuk:

Q(ZdX — XdZ) — P(ZdY —YdZ) =0, (20)

ahol P = P (£,%) és Q = Q (£, %). Tavolitsuk most el a térteket a (20)-
bél Z™—mel torténd beszorzassal:

(Q*dX — P*dY)Z + (YP* — XQ*)dZ =0, (21)

ahol P* (X,Y,Z) = Z™P (%,%) Q" (X,Y,Z) = Z™Q (%, %) polinomislis
fliggvények X,Y és Z-ben. Az egyenlet determinans-egyenlet alakjiban is
felirhato:

dX dYy dz
X Y Z|=0.
P ZQ* 0

A (21) az R%-en 16v6 (18) sikbeli rendszer 4ltal definidlt S2-beli dinamikai
rendszert képviseli. fgy ahhoz, hogy a (18)-at a végtelenben tanulményozzuk,
elegendd a (21)-et vizsgdlnunk az S? egyenlitéjének kornyezetében. Vegyiik
a Z = 0 esetet, ami (21)-b6l az

(YP"—XQ")dZ =0
egyenletet adja. Az Y P* — X@Q* # 0-ra igaznak kell lennie, hogy a dZ = 0,
ami azt implikalja, hogy az egyenlitén levd trajektoéridknak az S? egyenlit6jén

kell maradniuk. Igy az egyensilyi pontok az egyenliton az

YP*—XQ* =0
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egyenlettel adottak. Figyelembe véve, hogy P (z,y) = Pi(x,y) + ... +
P (z,y) és Q (x,y) = Q1 (z,y) + ... + Qum (z,y), kapjuk

= ZTTLYPI ( Z) + + Z"LYP’” (%’ §)
_ Z'rrLXQ (% %) — ... Z"LXQ‘"L (%’ %)

X Y
vZ) = = XQu (7 7)
Az S? egyenlitéjén Z = 0, ami az A.2 Tétel els6 allitasat adja,
XQ‘H’L (X, Y) - YPrrL (Xa Y) =0. (22)

Vagyis az S? egyenlitéjén 16v6 egyensiilyi pontok meghatérozdsa az X2+Y?2 =
1 és a (22) egyenletrendszer megoldédsaval lehetséges. Polérkoordindtdkban,
r = 1 mellett, az aldbbi egyenlet adja az A.2 Tétel masodik allitasat:

cos 0 @Q,, (cosf,sin ) — sinf P, (cosf,sinf) =0 .

Ez a
XQ-YP

0= 5

r
egyenletbdl szarmaztathato, amely a sikbeli koordindtékat polarkoordindtak-
ba transzformalja. 6-ben a legmagasabb fokd tagokat zérusnak valasztva,
meghatarozhatjuk az egyensulyi pontokat a végtelenben. Végiil, az aramlas
irdnyét a végtelenben a 0 legmagasabb foki tagjénak eldjele hatdrozza meg,
azaz, hogy 6 novekveé vagy csokkeno-e.

Q.E.D.

Ahhoz, hogy az dramlds viselkedését elemezziik az S? egyenlit6jén 1év6
egyensulyi pontok kozelében, a legkonnyebben gy jarhatunk el, ha az aram-
last kivetitjik a Poincaré gombrol a megfelel6 érint6 sikokra, ahol alkalmaz-
haté az R?-beli dinamikai rendszerekre vonatkozé elmélet.

A.3 Tétel. Az S? Poincaré gomb egyenlitéjén a (21) tetszbleges, kivéve a
(0,£1,0) pontokat, egyensilyi pontjinak kérnyezetében a (21) dltal definidlt
dinamikai rendszer topoldgiailag ekvivalens a

, 1
:ty _ yzrnP <_)Q> _ mQ < >
z z 2’z

Li—miip (LYY
2’z

rendszer dltal definidlt dinamikai rendszerrel, ahol az eldjeleket az S? egyen-
litéjén lévé dinamikai rendszer irdanya hatdrozza meg, amit az A.2 Tétel
hatdroz meg. Hasonldan, a (21) dltal definidlt dinamikai rendszer a (21)
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tetsz6leges kritikus pontjdnak kornyezetében az S? egyenlitéjén, a (£1,0,0)
pontok kivételével, topologiailag ekvivalens a

, 1 , 1
+4 = -erQ <£)_> —,mp <£) _>
zZ Z zZ Z

, 1
:t Z — erL+1Q <£ _>

)
z Z

rendszer dltal meghatdrozott dinamikai rendszerrel, ahol az elbjeleket az S?
egyenlitdjén lévd dinamikai rendszer irdnya pontositja, amit ugyancsek az
A.2 Tétel hatdroz meg.

Bizonyitds. Az egyenlitén 1évé egyensilyi pont kozelében tekintsiik a
(21) altal definidlt S?-n 16v6 egyenletet:

(Q*dX — P*dY) Z + (YP* — XQ*)dZ =0

Ahhoz, hogy meghatdrozzuk a palydk viselkedését az S? egyenlitéjén 1év6
egyensilyi pontjainak kornyezetében az X > 0 félgdmbon, kivéve a (0, £1,0)
pontokban, elegendé lesz az X = 1 sikra torténé vetités. A kdzéppontos
vetl'té?‘/ keresztme;szetén a hasonl6é haromszogek felhaszndlasaval kapjuk az

y = ¥ 6és z = % Osszefiiggéseket. Az X = 1 mellett Y = y és Z = z.

Felhasznélva ezt a vetitést dX = 0-val (21)-b6l az aldbbiakat kapjuk:

1 1 1
o o (12)- (42
2z z z z 2z z
1 1 1
<yz"”P <—, Q) —2"Q <—, 2)) dz — zz™P <—, Q) dy=20.
z z z' z z z

Megjegyezziik, hogy ez a leképezés vetiti le az X > 0 félgombon az S?
egyenlitojétol tavol 1éve egyensilyi allapotokat az y tengelyre az yz-sikon.
Azt is megjegyezziik, hogy ez a kifejezés a (19)-hez hasonlé alakban van, és
hogy ez az alak nem fiigg az idét6l. Az eredmény az, hogy az dramlas iranya
ismeretlen. Visszarendezve az utolsé egyenletet az id6tdl fiiggd differencidl-
egyenlet-rendszerbe, az A.3 Tétel allitasat kapjuk:

, 1 , 1
iy — yZmP <_) 2) _ ZH'LQ <_) 2)
Z Z Z Z

izzzWHP<lg>.

)
z z

vagyis

Itt a + jelet hasznaljuk annak jel6lésére, hogy az dramlds irdnya pontosan
nem ismert, a helyes elGjelet az A.2 Tétel alkalmazdsdval hatdrozhatjuk meg.
Hasonléan, az Y = 1 sikra torténé vetités eredményezi az A.3 Tétel

masodik allitasat.
Q.E.D.
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A (18) egyenletbdl kiindulva kapunk egy ¢ dinamikai rendszert az S2
gomb-feliileten, amelynek az egyenlitére es6, ill. annak kozelében levd di-
namikédjit az A.2 és A.3 Tételek alapjan vizsgalhatjuk. Ha p-nek az S?-en
nincs nyereg-osszekottetése, akkor az S2-re vonatkozé Poincaré-Bendixson
tétel (1asd pl. Perko, 1991) alapjan Q () = Per () kovetkezik. Igy a Peixoto
tétel kovetkezménye az alabbi:

A.4 Tétel. Ha (18)-ban a P és Q polinomok, akkor a (P,Q)T vektormezd
strukturdlisan stabil, ha a fenti médon az S? gombfelileten kapott ¢ dinami-
kai rendszerre teljesil az alabbi két feltétel:

(1) Per(p) csak véges sok pdlydt tartalmaz, és azok mindegyike hiperbolikus;

(i) nincsenek nyereg-osszekdttetések.

Az A.4 Tételben a vektormez6k kozelségét az erds (vagy Whitney) C-
topoldgia értelmében definidljuk. Azaz az f € C! (RQ,RQ) sikbeli vektor-
mez6t (vagy az éltala definidlt ¢ dinamikai rendszert) strukturédlisan stabil-
nak nevezziik, ha létezik ¢ : R? — R folytonos és pozitiv fiiggvény gy, hogy
minden olyan g € C! (RQ, RQ) vektormezdére, amelyre

If (x) — g ()] +|Df (z) — Dg (z)| <e(z) (Va € R?)

teljesiil, a ¢ (és a g altalt definidlt) ¢ dinamikai rendszerek topoldgiailag ek-
vivalensek, tovabba az ekvivalenciat biztosité h : R? — R? homeomorfizmus
kozel van az identikus leképezéshez (a minden kompakt halmazon egyenletes
konvergencia topoldgidjdban).

Megjegyezziik, hogy az A.4 Tétel csak elegendd feltételt ad a strukturalis
stabilitdsra. El6fordulhat, hogy ¢ nem strukturdlisan stabil, de (P, Q)T igen.
Az ok: az S? gombfeliiletre vetités 1étrehozhat nem hiperbolikus egyenstlyi
helyzeteket az egyenlitén.

(A2) Nem kompakt sokasigokon értelmezett dinamikai rendszerek

Bizonyos esetekben, mint most a miénkben is, a végtelen sik gombfelszinre
torténo vetitése biztositja a kompakt sokasagot, de ez létrehozhat az egyenliton
nem hiperbolikus egyensilyi helyzeteket is. Az ilyen degeneralt esetekre dol-
goztak ki a Kotus-Krych-Nitecki tételt, amely 2-dimenziés nem kompakt
sokasdgokon értelmezett dinamikai rendszerek strukturalis stabilitasira ad
elégséges feltételeket. Mi itt az altalanosabb tételnek csak az egész sikra
értelmezett vektormezokre vonatkozo specidlis esetét targyaljuk, amikor is a
feltételek sziikségesek és elegendbek. A strukturdlis stabilitdst az (Al) szakasz
végén bevezetett médon értelmezziik, azaz az erés (Whitney) C! topoldgidt
hasznéljuk.

A tovédbbiakban a ¢ dinamikai rendszerre vonatkozéan bevezetiink né-
hany fogalmat.

Az x € R?-n 4tmend pélya, pozitiv palya, negativ palya az alabbi:

O(zx)={p(t,x):t € R},
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O™ () (t,z):t >0},
O™ (z t

(z) (t,x): 1 <0} .

Az M C R? halmaz pozitiv (negativ) invaridns, ha z € M-bdl Ot (z) ¢ M
(O~ (x) € M ) kovetkezik. M invaridns, ha pozitiv és negativ invaridns.

Az M C R? halmaz minimélis, ha M kompakt és invaridns, tovdbba nincs
olyan valddi részhalmaza, amely kompakt és invarians. Trividlis minimalis
halmazok az egyenstlyi pontok és a nemtrivialis periodikus palyak.

Az o (x) és w(x) limeszhalmazok definicidi:

={p
={yp

a(x) ={y : 3 (t,)sorozat gy, hogy t, — —c0 és ¢ (t,,x) — y}
w (z) = {y : 3(t,) sorozat gy, hogy t, — +oo és ¢ (t,,z) — y}

Azt mondjuk, hogy az O (z) palya oszcillald, ha a (z)Uw (x) nem kompakt.
A

Jt(z) ={y: 3(t, — +00),I(a™ — z) sorozatok tigy, hogy ¢(t,,z") — y}

halmaz az z els6 pozitiv prolongicios limeszhalmaza.

Tegytik fel, hogy xo egyensulyi helyzet és nyeregpont. Jél ismert, hogy
ekkor létezik stabil és instabil halmaza. A stabil (instabil) halmazt két-két
palya alkotja. Az zo nyeregpont stabil (instabil) szeparatrixeinek nevezziik
a stabil (instabil) halmazt alkot6 2 palyat.

Azt mondjuk, hogy z,y € R? esetén az OF () és O~ (y) félpalydk nyerget
alkotnak a co-ben, ha w(z) = 0, a(y) =0 és y € J* (x). A nyeregnek az
O™ (x) stabil, az O~ (y) instabil szeparatrixe.

Jelolje W (W) a végesben 1év6 nyeregpontok stabil (instabil) szeparat-
rixeinek és a co-ben 1év§ stabil (instabil) szeparatrixeinek egyesitését. Ekkor
érvényes az alabbi tétel:

A.5 Tétel (Kotus, Krych and Nitecki, 1982). A ¢ dinamikai rendszer pon-
tosan akkor strukturdlisan stabil, ha

(¢)  minden minimdlis halmaza trividlis;

1) nincs oszcilldlé pdlydja;
ii) Per(p)-ben minden pdlya hiperbolikus;
iv) WTNW- CPer(p).

(B) Egydimenzids eset
Tekintsiik az aldbbi halmazokat:
CY((0,00)) = {f : (0,00) — R : f folytonos}
C* ((0,00)) = {f : (0,00) — R : f folytonosan differencialhaté}

Az f € C°((0,00)) esetén legyen ||flg = sup(g o) | f], az f € C* ((0,00))

esetén pedig || fll; = [Ifllo + [[/1lo -
Most legyenek adottak az f,g € C1((0,00)) fiiggvények. Az i = f(x) és

az § = g(y) differencidlegyenletek, illetve az f és g fiiggvények topologikusan
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ekvivalensek, ha létezik olyan h : (0,00) — (0, 00) homeomorfizmus, amely a
palyakat egymasba képezi az iranyitas megtartasaval.

Az & = f(x) differencidlegyenlet, illetve az f fiiggvény strukturalisan
stabil, ha létezik olyan ¢ > 0, hogy

If =gl <e

esetén az & = f(x) és az y = g(y) differencidlegyenletek topologikusan ekvi-
valensek.

B1. Tétel. Legyen f € C'((0,00)) olyan, amelyre | f| minimuma egy kom-
pakt intervallumon kivil pozitiv. Ekkor az & = f(x) differencidlegyenlet pon-
tosan akkor strukturdlisan stabil, ha az f fligguénynek legfeljebb véges sok
egyensulyi pontja van és mindegyik hiperbolikus.

Most bebizonyitjuk a B.1 Tételt, ami egyuttal a Harrod modell egydi-
menziés valtozatanak strukturdlis stabilitdsat adja, és teljessé teszi a 2. Tétel
bizonyitasat.

Csak azt igazoljuk, hogy ha egy hiperbolikus egyensilyi pont van, amelyet
p-vel jeloliink, akkor az egyenlet strukturdlisan stabil. (Véges sok hiperbo-
likus egyensiilyi pont esetén hasonlé gondolatmenet alkalmazhatd.)

Legyen 6 € (0,p), amelyre z € (p — 6,p + 6) esetén |f'(z)| > |f' (p)] /2.
Legyen

m =min{|f (z)]:xz € (0,p—6]U[p+600)} .

A feltevés miatt m > 0. Legyen

m /" ()l
e< 5 e< 9 .

Legyen g € C*((0,00)) olyan, amelyre ||f — g||, < . Ekkor minden z > 0
mellett | f (z) — g (z)], <&, gy« ¢ (p— 6,p +6) esetén |g (z)| > | f ()| —¢ >
|f ()| —m/2 > 0. Azaz, g-nek nem lehet zérushelye a (p — 6,p + ) interval-
lumon kiviil, sét elgjele ott megegyezik f elGjelével. Most megmutatjuk,
hogy a (p — é,p+ 6) intervallumban g-nek is pontosan egy zérushelye van.
Ugyanis, ha két gyoke lenne, akkor kozotte a derivéltjanak is lenne egy z*
gyoke. Ekkor |f'(z*)—g' (z*)] = |f ()| > |f' (p)|/2 > € lenne, ami el-
lentmond annak, hogy || f — ¢|l; < . Mivel g-nek is pontosan egy zérushelye
van, jelolje ezt g, azért a topologikus ekvivalenciat biztosité homeomorfizmus
legyen h (z) = %x, amely a két rendszer egyensilyi pontjait, és igy a tobbi
palyait is egymasba képezi.

Igazoljuk most a forditott irdnyu allitast. Azaz, tegyiik fel, hogy f struk-
turdlisan stabil, és vdlasszuk meg e-t a definicié szerint. A Sard Lemma sze-
rint egy folytonosan differencidlhatéd leképezés kritikus értékeinek halmaza
nullmértékii. (y reguldris érték, ha y = f(x) esetén igaz, hogy f'(z) # 0;
y kritikus érték, ha nem reguldris érték.) Igy van olyan a € (0,¢), hogy a
g (x) = f () + « jobb oldalnak csak hiperbolikus egyenstlyi pontjai vannak.
Mivel a feltétel szerint ezek mind egy kompakt intervallumban vannak, és nem
torlédhatnak (mert a torlédasi pontjuk egy nem hiperbolikus egyensilyi pont
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lenne), azért g-nek véges sok egyensiilyi pontja van. fgy g és f topologikus
ekvivalenciaja miatt f-nek is véges sok egyensilyi pontja van. Ha f-nek lenne
egy nem hiperbolikus p egyensilyi pontja (ahol f/ (p) = 0 lenne), akkor lenne
olyan g fiiggvény, amely p egy kornyezetében azonosan 0 lenne, és fennallna
lf —gll; < e Eza g fiiggvény nem lenne topologikusan ekvivalens az f
fliggvénnyel, ami ellentmond f strukturélis stabilitasanak.

4 A Harrod modell strukturalis stabilitasanak
bizonyitasa

Az egydimenziés Harrod modell esetét a tokéletes eléreldtdssal mar tisztaztuk.
Most tekintsiik a kétdimenzids esetet, a Harrod modellt adaptiv varakoza-
sokkal.

Az egyszerliség kedvéért frjuk 4t a (8') és (11’) egyenleteket a kovetkezd
alakba:

& =az(y—b)

aholz =0, y=0b%a=a,c=0,ésb=10".

El6szor megmutatjuk, hogy a fenti rendszer vektormezejének Poincaré-
féle sztereografikus leképezéssel a gdbmbfeliiletre torténé transzformécidja nem
biztositja a Peixoto tétel kritériumait, vagyis ezzel nem bizonyithaté a di-
namikai rendszer strukturalis stabilitdsa.

Legyen

dx

_— = P = —

o (z,y) = az(y — b)

d—Z =Qz,y) =clz—y).
Alkalmazzuk az A.2 Tételt:

~Z2Q*dX + ZP*dY + (ZXQ* - YP*)dZ =0

P (X,Y,Z)_ZQP<Z, Z> =aX(Y —bZ)
Q'(X.Y,2) = 2Q(5,5) = e(X ).

A behelyettesitések utan kapjuk:
—cZ*(X-Y)dX+aZX(Y-bZ)dY +[cZX(X - Y) —aXY (Y —bZ)|dZ = 0.
A kritikus pontokat az alabbi egyenletrendszer megoldésa adja:
~-7°Q* =0, ZP* =0, ZXQ*-YP* =0
1. eset: Z#0,Q*=0,P*=0
X=0Y=0,7Z=1 — (0,0,1)
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b b 1
X=Y=bZ+#0 , )
70 - <¢1+2W V14 2b2 ¢1+2m>

(Az zy sikon a (0,0) és a (b, b) pontoknak felelnek meg.)
2. eset: Z =0,aXY?=0 — (1,0,0) és (0,1,0). A goémbfeliileten az
aldbbi egyensilyi helyzeteket kapjuk:

(0,0,1) (0,0,1)

b b 1 b b -1
<\/1 +202" V1 +202° 1+ 2b2> <\/1 +202 V1 +202° 1+ 2b2>
(1,0,0) (—1,0,0)

(0,1,0) (0,—1,0)

Most az A.3 Tételt alkalmazzuk az egyenlitén 1évé egyensilyi pontokra.
Az (1,0,0) pont vizsgalata:
Y

X=1, dX =0, yzizY, z=

Z
Z_7
X

az(y—bz)dy+ (cz(1 —y) —ay (y —bz))dz =0.
dy

i ay(y —bz) —cz(1 —y) = —cz +ay* + (c — ab)yz
% = az(y — bz) = ayz — abz”

Linearizélds (0, 0)-ban:

()= ) ()

Mivel a 0 kétszeres sajatérték, ezért az (1,0,0) nem hiperbolikus egyensilyi
helyzet.
A (0,1,0) pont vizsgélata:
X

Z
Y=1, dY = ==X —— _Z
s 0, e s z

—cz?(x —1)dx + (czx (x — 1) —ax (1 —bz))dz =0 .

—f =ar(l—b2) —cxz(r —1) = azx + (c — ab) vz — cx’z
= = 1—2)= —
7 = % (1—x)=cz"—cxz

Linerizalés a (0, 0)-ban:

()= 0) ()
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Mivel a sajatértékek a és 0, ezért a (0,1,0) sem hiperbolikus egyensilyi
helyzet. Mindkét egyensiilyi pont degenerdlt (ldsd in Perko, 1991, 148-
149. o.). Lathatd, hogy mind az yz-sikon, mind az zz-sikon a vektormezdk
kvadratikus illetve harmadfoku tagokkal kezdodnek, és ebben az esetben még
a nem hiperbolikus kritikus pontok részletes vizsgalata sem elégséges a vég-
telenbeli viselkedés meghatédrozdséhoz (v.6. Perko, 1991, 258. o.).

Tehat Peixoto tétele nem alkalmazhato, ezért a gyengébb feltételeket ma-
gaba foglalé Kotus-Krych-Nitecki tételt alkalmazzuk.

Tegytik fel, hogy az a, b, c adott pozitiv dllandok, és f a kovetkezo:

Floras) = <a1;1(x2 — b)> )

c(xy — x2)

ahol most 1 = x és x9 = y, a paraméterek pedig valtozatlanok. Ekkor ¢
egyensulyi helyzetei:

A=(0,0) és B=(bb).

Df(o)o):<_ab 0>

Cc —C

sajatértékei —ab < 0 és —c < 0, ab = c esetén a —c kétszeres multiplicitasa.

A
0 ab
prss=(° )
sajatértékei
—c =+ V2 + 4abc
)\i = y
2
sajatvektorai

At
=(1,— )] .
v <’ab>

Vegyiik észre, hogy A\_ < 0 < Ay és ){;—}: < 1. Tehat mindkét egyensilyi
helyzet hiperbolikus, az A stabil egyenstilyi helyzet (nyelé), B nyeregpont.
Az f: R? — R? vektormez6 a 6. dbrdn lathaté. (Az 4tskdlazott f vek-
tormez6 elemei ugyanolyan irdnydak, mint az f vektormez6é, csak a hosszuk
kiilénbozé. )
Az 2o = 21, T3 = b, 11 = 0 egyenesek a sikot a T%,T2,...,T7 nyitott és
Osszefiiggd tartomanyokra bontjak.
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€2

6. dbra.

.%‘120 To = T

T3 T°
Tl

T7 l'QZb

T6

T5

7. dbra.
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Az x; = 0 egyenest harom pélya alkotja: {(0,0)}, {(0,e~*":t € R)},
{(0,€) : t € R}. Ezért az 1 = 0 egyenes invaridns. Igy a 6. dbra alapjan

T', T T7 pozitiv invaridnsak ,
T2, T3, TS negativ invaridnsak .

J6l ismert, hogy a B = (b, b) nyeregpontnak van 1-dimenzids lokalis stabil és
instabil sokasdga: Sior €s Uiok- Az Sior (Usor) pozitiv (negativ) invaridns és
érint6je a B pontban a B-n dtmend v_ (v) irdnyu egyenes. Mivel

A . A
v_ = <1’E> és E<O’

valaszthatunk y' € T2 N Sk és y2 € T® N S, pontokat. Ekkor
ot,y") €T?* NStk és (t,y*) € TN S, (minden ¢ > 0)
és
e(t,y') = B, ¢t,y’) =B (t—o0).

Az St = {<p (t,yl) it € R} és S% = {<p (t,yQ) it € R} halmazok a B
nyeregpont stabil szeparatrixei. Az S = S1US?U{B} halmaz a B nyeregpont
stabil halmaza (8. dbra).

(L‘1:O

8. dbra.

Mivel y* € T?, tovdbba a vektormezd minden T?-beli v = (v1, v5) elemére
v1 >0, vy <0, és T? negativ invarians, ezért a

(—00,0] 5t — <p(t,y1) eT?
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gorbe elsé komponense monoton névekvsd, a mésodik monoton csokkend. T2
hatdrdn a B az egyetlen egyensilyi helyzet, amelyhez ¢(¢,y') nem tarthat
t — —oo esetén, igy

o (ty')| =00 (t——00).
Hasonléan kapjuk, hogy o(t,4%) € TS, t € R, és
o (ty?)] =00 (= —00).

Az is kénnyen beldthato, hogy a ¢ (t,y*) komponenseire ¢1(t,y*) — oo,
0a(t,y?) — —oo (t — —o0) teljesiil.
Analég médon, vy = (1,2—}:) és 0 < ){;—}: < 1 miatt van olyan 2! €

T'N Uk, és 22eT™N Ujok, hogy
o(t, 2 €T N Uk,  @(t,2%) € T N Uy, (Vt <0)
és
o(t,z') = B, (t,2*)— B (t— —00).

Az
U'={p(tz"), te R}, U?={¢t2?),teR}

halmazok a B instabil szeparatrixei (8. dbra). Az U = U'UU? = { B} halmaz
a B instabil halmaza. Mivel T és T7 pozitiv invaridnsok, ezért

ot,2Y)yeT', ot,22)eT” (Vt>0).

Innen az kévetkezik, hogy ¢ (¢, 2') (¢ (¢, 22)) mindkét komponense szigorian
monoton névekvé (cstkkend) ¢ € [0, co)-re, és

lo (t,2")] = o0, ¢ (t,2°) = A=(0,0) (t — o) .
A fentiek alapjan léteznek olyan
o:R—(0,00), u:(0,00) — R

folytonos fliggvények, hogy o (b) = b, u (b) = b, o szigoriian monoton csékkend,
u szigordan monoton névekvd, u (x1) < z1 minden x1 > bre, u(x1) > 1
minden z; € (0,b)-re, és

S={(o(zx2),z2):z2€ R}, U={(z,u(z1)):21>0}.

Most megmutatjuk, hogy a ¢-nek nincs nemtrivialis periodikus palyéja.
Ha valamely p € R? esetén ¢ (¢, p) periodikus a T' > 0 minimalis periédussal,
akkor a

I:[0, 7] 3t — ¢(t,p) € R?

egyszerl zart gorbe belsejében van egyensulyi helyzet, azaz az A vagy a B
pont. Mivel A, B € UUS, ezért II belseje U U S-beli pontokat is tartal-
maz. De U U S nem korldtos, igy van olyan pontja is, amely a II-n kiviil
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van. A folytonossdg és az U U S Osszefiiggésége miatt U U S tartalmaz olyan
pontot is, amely eleme II-nek. Ez ellentmonddas, mert az U U S pontjai nem
periodikusak.

Az R%\ (S U Ul) halmaznak 3 6sszefiiggd nyitott komponense van: H',
H?, H? (9. dbra). A H', H? és H? invariansak.

T2
Tg = X1
S s
ul
T = b
H3 Hl
Z1
9. dbra.

Ha z € H', akkor ¢ (¢, 2) komponenseire az aldbbi érvényes: van egyetlen
olyan tg € R, amelyre s (to,x) = b, és

(—00,t9) Dt — ¢y (t,x) € R szigorian monoton csékkend;
(to,00) 2t — @1 (t,z) € R szigorian monoton névekvo;
(—00,00) 3t — g (t,x) € R szigortian monoton névekvo.
Ha ¢(t,x) véges hatdrértékhez tart, amint ¢ — oo vagy t — —oo, akkor a
hatdrérték egyensulyi helyzet. H Lban B az egyetlen egyensulyi helyzet, és
¢ (t,x) nem tart B-hez. Igy ¢1 (t,2) és ¢ (t,2) monotonitédsi tulajdonsdga
alapjan
lp(t,z)| =00 (t— 400) .
Tehdt a(z) = w(z) = 0. Analég médon kapjuk, hogy « (z) = w(z) = 0

minden x € H? esetén.
Minden n > 1 egész szamra definidljuk a

r,=rlu...urd
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gorbét (10. dbra), ahol vy, = £n (b+n) és
I, ={(z1,b+n):0<x <o(b+n)},

F?LZ{(JJl,iJJl‘Fb“‘n):_’Yng‘r1<0} ’
an

F?L = {(_’YTba-rQ) P =Y S a2 < 0} ,
Férlb = {(.131,—.171 - 2’)/”) T Tn S T < 0} 3
F?L = {(.171, _2’7%) :0 <z < O'(—2’)/,,L)} R
FS = {(0 (132) 71;2) : _2’7% S T S b+7’l} .
L2 To = I
Fl
b+n
1—12
o1 B
— Tn A )
rs o
- Yn
1-\4

S ={(o(x2),x2) : x2 € R}
10. dbra.
Alh’tjuk, hogy a T, egyszerii zart gorbe V,, belseje pozitiv invaridns. 'S
az S invarians halmaz része. lgy V,, pozitiv invariancidja kovetkezik, ha a

Il ..., T2 gorbék pontjaibél az f vektormezd elemei V,,-be mutatnak. Ez a
6. abra alapjan nyilvanval6 az

{(1:1,i1:1+b+n) c—2In? <y <0} cr?
an C

halmaz pontjainak kivételével. Az utébbi pontokra elegendé6 megmutatni,
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hogy
5

!
T

a(z)c(ry — x2) ‘ _
a(x)azy (x2 —b)

c(zy — x9) 5 £
axy (x2 —b) an

Ha —%n2<x1<0ésxgzix1+b+n, akkor 0 < x9 — b < n. fgy

c(z1 —x2) ‘ _ c(xa— 1) c(—z1) _c 1 c
axy (xe — b) a(—x1) (x2 —b) ~ a(—z1)(xe—b) a x—b  an

Tehat I',, belseje pozitiv invarians.

Legyen x € H?. Ekkor létezik olyan n > 1 egész szam, hogy = € V.
A Poincaré-Bendixson tétel alkalmazédsaval, figyelembe véve a V,, pozitiv in-
variancidjat és nemtrivialis periodikus palydk nemlétezését, azt kapjuk, hogy

w(r) c{A,B}UU?.

Ha A € w(x), akkor az A stabilitdsa miatt w (x) = {A}. Ha A ¢ w (z), akkor
csak w () = {B} fordulhat el6, ami lehetetlen, mert csak x € S esetén lehet
w (z) = {B}. Tehat w(x) = {A}.

Allitjuk, hogy minden = € H3\ (52 U {A}) esetén |p(t,z)] — oo, ha
t — —o0, azaz a(x) = (. Ha {¢(¢,x): ¢t <0} korldtos, akkor a Poincaré-
Bendixson tétel alkalmazasdval és A stabilitdsdnak, nemtrividlis periodikus
pélydk nemlétezésének figyelembe vételével adédik, hogy csak o (x) = {B}
lehet. De ekkor sziikségképpen = € U, ami ellentmondas. Tehét

{p(t,x) 1 <0}

nem korldtos. Igy van olyan (t),) sorozat, amelyre t;, — —oco és | (£, x)| — oo
teljesiil. Vegyiik észre, hogy a H? \ V,, halmazok negativ invaridnsak. Mivel
V,, korldtos, minden n > 1 egész szdmhoz van olyan k = k(n) > 1 egész
szdm, hogy ¢ (ty,z) € H® \'V,,. Ekkor H?3 \ V,, negativ invariancidja miatt

o(t,z) e H3\ 'V, (Yt <tp) .

Ebbdl kovetkezik, hogy |¢ (¢, z)| — o0 (t — —00).

A fentiek alapjan a ¢ kompakt, invaridns részhalmazai éppen az { A}, { B},
{A, B} UU? halmazok. Ezek koziil az {A} és {B} a miniméalis halmazok.
p-nek nincs oszcillalé palydja, mert minden x € R2-re a(z) és w(x) vagy
iresek, vagy egyetlen pontot tartalmaznak, azaz kompaktak. Mivel nincs
nemtrividlis palya, ezért

Per (¢) = {A, B} .

Az A és B egyensulyi helyzetek hiperbolikusak.

Legyen x € R? olyan, hogy w (z) = (). Ekkor sziikségképpen x € H'UH?U
Ul. Azt allitjuk, hogy J* (z) = 0. Mar lattuk olyan 79 = 7o (z) létezését,
hogy ¢ (10,x) € T'. A T* porzitiv invariancidja miatt ¢ (t,2) € T minden
t > 1p-ra. A vektormez6é T'-beli irdnya miatt

[10,00) 3¢ = [p(t,2) € R
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szigorian monoton né. Azt is tudjuk, hogy |¢ (¢,z)] — oo, ha t — oc.
Legyen most y € R? adott. A fentiek alapjan van olyan 7, > 0, amelyre
lo (r1,2)] > |y| + 1. A megolddsoknak a kezdeti adatoktdl valé folytonos
fliggése miatt van az z-nek olyan K, kornyezete, hogy minden z € K, -re

|§0(7—1,Z)|>|y|+1/2, @(Tl?Z)ETl'

A fentiekhez hasonléan innen minden z € K,-re és minden ¢ > 7-re

lo (t,2)] > | (m1,2)] > |y| +1/2

kovetkezik. Legyen (z™) egy olyan sorozat R%-ben, és (t,,) pedig R-ben, hogy
" — =z, t, — oo. Minden elég nagy n-re " € K, és 7, > 7. Igy az elég
nagy n-ckre | (t,,2")| > |y| + 1/2, azaz

o (tn,2™) Ay (n — o00) .

Mivel y € R? tetszdleges volt, JT (z) = () adédik. Ebbél az is kovetkezik,
hogy (-nek nincs nyerge a oo-ben. Tehat

wt=5'uUs? wW-=U'"uU?.

Igy
WHNW- ={B} C Per(y) .
Ezzel belattuk, hogy a Kotus-Krych-Nitecki tétel feltételei teljesiilnek,
azaz @ strukturdlisan stabil. Ez egytuttal bizonyitja a Harrod modell struk-
turalis stabilitdsat is a sikon.

Irodalom

1. Aftalion, A. (1909): 'La Réalité des surproductions générales: Essai d’une
théorie des crises générales et périodiques’, Revue d’économie politique.

2. Andronov, A. A. and L. Pontrjagin (1937): 'Structurally Stable Systems’,
Doklady Akademii Nauk SSSR 14, 247-251. o.

3. Andronov, A., A. A. Vitt and S. E. Khaikin (1966): Theory of Oscillators,
Pergamon Press, New York.

4. Bickerdike, C. F. (1914): ’A Non-Monetary Cause of Fluctuations in Employ-
ment’, Economic Journal, No. 3. 357-370. o.

5. Cagan, P. (1956): 'The monetary dynamics of hyperinflation.” In Studies in
the Quantity Theory of Money, ed. by M. Friedman. University of Chicago
Press, Chicago.

6. Carver, T. M. (1903): *The Relation of Abstinence to Interest’, Quarterly
Journal of Economics, Vol. 18. No. 1. 142-145. o.

7. Clark, J. M. (1917): 'Business Acceleration and the Law of Demand: A Tech-
nical Factor in Economic Cycles’, Journal of Political Economy, Vol. 25.
No. 1. 217-235. o.

8. Domar, E. (1946): *Capital Expansion, Rate of Growth, and Employment’,
Econometrica, Vol. 14. 137-147. o.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

A Harrod modell strukturalis stabilitdsa 31

. Domar, E. (1957): Essays in the Theory of Economic Growth, Oxford Uni-

versity Press, Oxford.

Easterly, W. (1997): 'The Ghost of Financing Gap, (How the Harrod-Domar
Model Still Haunts Development Economics)’, Policy Research Working Pa-
pers, World Bank, Washington.

Engle, R. F. — Hendry, D. F. — Richard, J. F. (1983): ’Exogenity’, Economet-
rica, b1, 277-304. o.

Feldman, G. A. (1928): ’K teorii tempov narodnogo dohoda’, Planovoe Hoz-
jagsztvo, No. 11. 148-170. o. és No. 12. 151-178. o.

Friedman, M. (1957): A Theory of Consumption Function, Princeton Univer-
sity Press, Princeton.

Hadjimichalakis, M. G.(1971): 'Equilibrium and Disequilibrium Growth with
Money — Tobin Models’, Review of Economic Studies, 457-479. o.

Hahn, F.(1985): Money, growth and stability, MIT Press, Cambridge, Mas-
sachusetts.

Harrod, R. F. (1939): ’An essay in dynamic theory’, Economic Journal,
vol. 49, 13-33. o. Magyarul: Egy esszé a dinamikus elméletrdl, in: Szakol-
czai(szerk.) (1963), 169-192. o.

Harrod, R. F. (1973): Economic Dynamics, London and Basingstoke.
Kaldor, N. (1957): ’A Model of Economic Growth’, Economic Journal, Vol. 67.
No. 268., 591-624. o.

Kotus, J., M. Krych, and Z. Nitecki (1982): 'Global structural stability of
flows on open surfaces, Memoirs A.M.S., 37, 1-108. o.

Lefschetz, S. (1962): Differential Equations: Geometric Theory, Interscience,
New York.

Leijonhofvud, A. (1968): On Keynesian Economics and the Economics of
Keynes, Oxford University Press, Oxford.

Lucas, R. E. (1976): "Econometric policy evaluation: a critique.” In Lucas, R.
E. (1995): Studies in Business Cycle Theory, MIT Press, Cambridge, Mass.

Moczar Jézsef (1991): ’Irreducible balanced and unbalanced growth paths
(Business cycles and structural changes)’, Structural Change and Economic
Dynamics, 2, 159-176. o.

Okishio, N. (1964): "Instability of Harrod-Domar’s steady growth’, Kobe Uni-
versity Review, 10, 19-27. o.

Pasinetti, L. L. (1962): 'Rate of profit and income distribution in relation to
the rate of economic growth’, Review of Economic Studies, 29, 267-27. o.

Perko, L. (1991): Differential Equations and Dynamical Systems, Springer-
Verlag, New York

Robinson, J. (1962): Essays in the Theory of Economic Growth, London:
Macmillan.

Sidrauski, M.(1967): ’Inflation of Economic Growth’, Journal of Political
Economy, 796-810. o.

Solow, R. (1956): "A Contribution to the Theory of Economic Growth’, Quar-
terly Journal of FEconomics, 70, 65-94. o.

Szakolczai Gyorgy (szerk.): (1963): A gazdasdgi fejlédés feltételei, Kozgazda-
sagi és Jogi Konyvkiadd, Budapest

Zalai Erné (2000): Matematikai kézgazdasdgtan, KIK-Kerszov, Budapest



32 Moéczar Jozsef — Krisztin Tibor

STRUCTURAL STABILITY OF THE HARROD MODEL

In this study it is shown that the nontrivial hyperbolic fixed point of a nonlin-
ear dynamical system, which is formulated by means of the adaptive expectations,
corresponds to the unstable equilibrium of Harrod. We prove that this nonlinear
dynamical (in the sense of Harrod) model is structurally stable under suitable eco-
nomic conditions. In the case of structural stability, small changes of the functions
(C'-perturbations of the vector field) describing the expected and the true time
variation of the capital coefficients do not influence the qualitative properties of
the endogenous variables, that is, although the trajectories may slightly change,
their structure is the same as that of the unperturbed one, and therefore these
models are suitable for long-time predictions. In this situation the critique of Lu-
cas or Engel is not valid. There is no topological conjugacy between the perturbed
and unperturbed models; the change of the growth rate between two levels may
require different times for the perturbed and unperturbed models.



