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A HARROD MODELL STRUKTUR¶ALIS STABILIT¶ASA1

M¶OCZ¶AR J¶OZSEF { KRISZTIN TIBOR
BCE { SZTE

Ebben a tanulm¶anyban megmutatjuk, hogy az adapt¶³v v¶arakoz¶asok seg¶³ts¶e-
g¶evel megfogalmazott nemline¶aris dinamikai rendszerb}ol nyert hiperbolikus
nemtrivi¶alis ¯xpont megfelel a harrodi instabil egyens¶ulyi helyzetnek. Be-
bizony¶³tjuk, hogy ez a harrodi ¶ertelemben dinamiz¶alt nemline¶aris modell, a
megfelel}o kÄozgazdas¶agi felt¶etelek mellett, struktur¶alisan stabil. Struktur¶alis
stabilit¶as mellett a t}okekoe±ciensek v¶arhat¶o ¶es t¶enyleges id}obeli alakul¶as¶at
le¶³r¶o fÄuggv¶enyek kis v¶altoztat¶asa (a vektormez}o C1-es perturb¶aci¶oja) nem
¶erinti az endog¶en v¶altoz¶ok kvalitat¶³v tulajdons¶agait, vagyis a trajekt¶ori¶aik
ugyan kis m¶ert¶ekben megv¶altozhatnak, de szerkezetÄuk megegyezik a per-
turb¶alatlan¶eval, s ezzel el}orejelz¶esekre alkalmasak. Ebben az esetben ¶erv¶eny¶et
vesz¶³ti az ¶un. Lucas vagy m¶eg pontosabban az Engel kritika. Az id}oparam¶e-
tert ¶atsk¶al¶azza a perturb¶alt modell, vagyis nem teljesÄul a topol¶ogiai konjug¶a-
ci¶o; a nÄoveked¶esi Äutem bizonyos szintre tÄort¶en}o emelked¶ese vagy csÄokken¶ese
elt¶er}o id}ot vehet ig¶enybe az eredeti modellbelit}ol.

Kulcsszavak: Harrod modell, akceler¶ator-elv, stacion¶arius egyens¶ulyi
¶allapot, topol¶ogiai ekvivalencia, struktur¶alis stabilit¶as, topol¶ogiai konjug¶aci¶o.

1 Bevezet¶es

Keynes nem fejlesztette tov¶abb a kereslet-determin¶alt elm¶elet¶et egy explicit
egyens¶ulyi nÄoveked¶esi modellbe, annak kidolgoz¶as¶at a cambridgei keynesi¶anu-
sokra hagyta. Els}ok¶ent Sir Roy Harrod rukkolt el}o egy kiterjeszt¶essel, amely
bevezette a k¶es}obbiekben r¶ola elnevezett Harrod modellt. Harrod keynesi nÄo-
veked¶eselm¶elete (l¶asd Harrod (1939, 1973)) nagyban befoly¶asolta az egym¶ast
kÄovet}o gazdas¶agi nÄoveked¶esi elm¶eleteket ¶es a nÄoveked¶esi kÄozgazdas¶agtan olyan
hozz¶aj¶arul¶asait, mint Kaldor (1957), Robinson (1962) ¶es Passinetti (1962)
cambridgei ihlet¶es}u modelljeit, Solow (1956) neoklasszikus vagy Sidrauski
(1967), Hadjimichalakis (1971) stb. monet¶aris modelljeit. De ide sorolhat¶o
a tÄobbszektoros kiterjeszt¶ese is, a z¶art dinamikus Leontief-modell (l¶asd Zalai
(2000), M¶ocz¶ar (1991)).2

1Be¶erkezett: 2006. ¶aprilis 21. E-mail: jozsef.moczar@uni-corvinus.hu, krisztin@
math.u-szeged.hu.

2A fejl}od}o orsz¶agok Vil¶agbank-os ¶es IMF-es p¶enzÄugyi t¶amogat¶asa ma is Harrod
nÄoveked¶eselm¶elete alapj¶an tÄort¶enik, de ennek ellen¶ere Easterly (1997) egyenesen napjaink
kriptaszÄokev¶eny¶enek tekinti a modellt. Domar, aki 1946-ban Harrod¶ehoz hasonl¶o modellt
vizsg¶alt, s amely er}osen eml¶ekeztet a Feldmann (1928) modellre, 11 ¶evvel k¶es}obb "ÄorÄok
b}untudattal" (with ever-guilty conscience) tagadta meg munk¶aj¶at (l¶asd in Domar (1957,
7-8. o.)), amit itt most tiszteletben tartunk.
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A struktur¶alis stabilit¶as fogalm¶at a modern topol¶ogia eszkÄozeivel And-
ronov ¶es Pontrjagin de¯ni¶alt¶ak (l¶asd in Andronov ¶es Pontrjagin (1937)).
A fogalom mag¶anak a dinamikus rendszernek egy bizonyos tulajdons¶aga,
ami legl¶atv¶anyosabban ¶ugy jelenik meg, hogy egy struktur¶alisan stabil mo-
dell f¶azisdiagramj¶anak kvalitat¶³v tulajdons¶agai nem v¶altoznak, ha a modell
felt¶etelrendszer¶et kiss¶e perturb¶aljuk. M¶eg ha egy modell dinamikusan insta-
bil egyens¶ulyi ¶allapottal is rendelkezik, a struktur¶alis stabilit¶asa m¶eg mindig
tekinthet}o egy el¶egs¶eges felt¶etelnek a tudom¶anyos jelens¶egek meg¯gyelhet}o-
s¶eg¶ere ¶es el}orejelezhet}os¶eg¶ere, vagyis a mi esetÄunkben most a Harrod ¶altal
megfogalmazott keynesi stacion¶arius gazdas¶agi nÄoveked¶esre. Ugyanakkor,
tekinthet}o ¶ugy is, mint Harrodnak egy gyeng¶ebb "k¶es-¶el" instabilit¶asr¶ol ki-
fejtett (l¶asd in Harrod (1973)) fogalm¶anak az ¶ujra¶ertelmez¶ese, ami elvezet
Leijonhufvud (1968) ¶un. folyos¶o stabilit¶as fogalm¶ahoz, ami az¶ert is kÄulÄonÄosen
¶erdekes, mert az nem egy matematikailag formaliz¶alt ¶ertelmez¶ese a keynesi
alapokon nyugv¶o stacion¶arius nÄoveked¶eselm¶eletnek.

A Harrod modell egyenlete egy statikus egyens¶ulyi helyzetet de¯ni¶al,
amit most az adapt¶³v v¶arakoz¶asok seg¶³ts¶eg¶evel megfogalmazott ¶es a tÄok¶eletes
el}orel¶at¶as feltev¶es¶evel egydimenzi¶osra reduk¶alt dinamikus nemline¶aris modell
stacion¶arius egyens¶ulyi ¶allapotak¶ent sz¶armaztatunk. Megmutatjuk, hogy a
harrodi egyens¶ulyi ¶allapot instabil, de a nemline¶aris modellÄunk struktur¶alisan
stabil. Ez ut¶obbi tulajdons¶ag megengedi, hogy az empirikus vizsg¶alatokban
a param¶eterek kiss¶e torz¶³tottak legyenek ¶es megengedjÄunk m¶as term¶eszet}u
kisebb v¶altoz¶asokat is a vektormez}oben. Ez kÄozgazdas¶agi szempontb¶ol az¶ert
rendk¶³vÄul jelent}os, mert struktur¶alis stabilit¶as mellett a t}okekoe±ciensek
v¶arhat¶o ¶es t¶enyleges id}obeli alakul¶as¶at le¶³r¶o fÄuggv¶enyek piciny v¶altoztat¶asa
(a vektormez}o C1-es perturb¶aci¶oja) nem ¶erinti az endog¶en v¶altoz¶ok kvali-
tat¶³v tulajdons¶agait, vagyis a perturb¶alt ¶es a perturb¶alatlan vektormez}ok
topologikusan ekvivalensek, azaz p¶aly¶aik szerkezete azonos, s ezzel el}orejel-
z¶esekre alkalmasak. Vagyis ebben az esetben ¶erv¶eny¶et vesz¶³ti az ¶un. Lucas
(1976), vagy m¶eg pontosabban az Engel kritika (Engle et al., 1983). Az
id}oparam¶etert ¶atsk¶al¶azza a perturb¶alt modell, vagyis nem teljesÄul a topol¶ogiai
konjug¶aci¶o; a nÄoveked¶esi Äutem bizonyos szintre tÄort¶en}o emelked¶ese vagy csÄok-
ken¶ese elt¶er}o id}ot vehet ig¶enybe, mint az eredeti modellben.

A tanulm¶any egyes pontjaiban a kÄovetkez}o k¶erd¶esekkel foglalkozunk.

A 2. pontban bebizony¶³tjuk, hogy az adapt¶³v v¶arakoz¶asok seg¶³ts¶eg¶evel
megfogalmazott nemline¶aris folytonos idej}u dinamikus modell nemtrivi¶alis
egyens¶ulyi pontja, tÄok¶eletes el}orel¶at¶as mellett, megfelel a harrodi instabil
egyens¶ulyi ¶allapotnak. A 3. pontban az egy- ¶es k¶etdimenzi¶os speci¶alis di-
namikai rendszerek glob¶alis struktur¶alis stabilit¶as¶anak bizony¶³t¶as¶ahoz szÄuk-
s¶eges fogalmakat ¶es t¶eteleket (Poincar¶e-Perko, Peixoto, Kotus-Krych-Nitecki)
t¶argyaljuk. Itt az algoritmusok szempontj¶ab¶ol ¶erdekesek lehetnek az ¶un. kon-
strukt¶³v t¶etelek bizony¶³t¶asai. A 4. pontban pedig bebizony¶³tjuk azoknak a
dinamikus nemline¶aris modelleknek a struktur¶alis stabilit¶as¶at, amelyeknek
egyens¶ulyi pontjai megegyeznek a harrodi egyens¶ulyi helyzettel. Ez ut¶obbi
eredm¶eny bizony¶³tja a Harrod modell robusztuss¶ag¶at, vagyis felhaszn¶alhat¶o-
s¶ag¶at a keynesi stacion¶arius gazdas¶agi nÄoveked¶es el}orejelezhet}os¶eg¶ere.
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2 A Harrod modell ¶es nemline¶aris dinamik¶aja

A Harrod modell megfogalmaz¶as¶ahoz tekintsÄuk a t}okefelhalmoz¶asi folyamat-
ban rÄogz¶³tett t}oke-kibocs¶at¶as ar¶anyt (k=x), vagy ezzel ekvivalensen, egy staci-
on¶arius t}okekoe±cienst, a b-t, ¶es egy rÄogz¶³tett megtakar¶³t¶as-kibocs¶at¶as ar¶anyt
(S=x), vagy ezzel ism¶et ekvivalensen, egy stacion¶arius megtakar¶³t¶asi koef-
¯cienst, az s-t. Az el}obbi kiz¶arja a solowi sima t¶enyez}ohelyettes¶³t¶est3, az
ut¶obbi pedig a stacion¶arius jÄovedelemeloszl¶ast implik¶alja. A t}oke egy egys¶ege
1/b egys¶egnyi kibocs¶at¶ast fog eredm¶enyezni, ami viszont s=b egys¶egnyi meg-
takar¶³t¶ast, azaz p¶otl¶olagos t}oke¶allom¶anyt ¶ugy, hogy a t}oke¶allom¶any nÄoveked¶esi
Äuteme egyenl}o lesz s=b-vel. Mivel az output ar¶anyos a t}ok¶evel, az lesz a ki-
bocs¶at¶as nÄoveked¶esi Äuteme is.

A fenti t}okefelhalmoz¶asi folyamat egy lehets¶eges megfogalmaz¶as¶aban most
a b t}okekoe±cienst ¶ugy kezeljÄuk, mint egy 'akceler¶ator koe±cienst'. Mivel az
akceler¶aci¶os koe±ciens tekinthet}o egy k¶³v¶anatos t}oke/kibocs¶at¶as ar¶anynak is,
ez¶ert az azt a t}okenÄovekm¶enyt mutatja, ami szÄuks¶eges ahhoz, hogy el¶erjÄuk a
k¶³v¶ant t}oke/kibocs¶at¶as ar¶anyt. Az it¡1 nett¶o beruh¶az¶as a t ¡ 1 peri¶odusban
egyenl}o lesz a v¶arhat¶o p¶otl¶olagos kibocs¶at¶asnak a b-szeres¶evel4. A v¶arhat¶o
p¶otl¶olagos kibocs¶at¶ast a kÄovetkez}o peri¶odusbeli v¶arhat¶o kibocs¶at¶askereslet,
xe

t ; ¶es a t¶enyleges kibocs¶at¶as, az xt¡1 kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg de¯ni¶alja. Azaz,

it¡1 = b(xe
t ¡ xt¡1): (1)

A multiplik¶ator hat¶ason keresztÄul a t¶enyleges kibocs¶at¶askereslet a t ¡ 1
¶evben egyenl}o lesz a nett¶o beruh¶az¶asi szint, it¡1, szorozva a multiplik¶atorral,
azaz az s megtakar¶³t¶asi h¶anyad reciprok¶aval:

xt¡1 =
1

s
it¡1: (2)

M¶as szavakkal, a p¶otl¶olagos hat¶ekony keresletv¶arakoz¶ast a beruh¶az¶asi szint
hat¶arozza meg a Harrod modellben, amely beruh¶az¶ast, a megtakar¶³t¶asi ar¶a-
nyon keresztÄul, a t¶enyleges kereslet egy bizonyos szintje gener¶alja keynesi
keretekben. Ekkor az (1) ¶es (2) alapj¶an, a v¶arhat¶o keresletnek a t¶enylegeshez
val¶o ar¶anya a t peri¶odusban a kÄovetkez}ok¶eppen adhat¶o meg:

xe
t

xt
=

(s=b)xt¡1 + xt¡1

xt
: (3)

A v¶arhat¶o nÄoveked¶esi Äutem, amelyet ½e
t¡vel jelÄolÄunk, a kÄovetkez}o:

½e
t =

xe
t ¡ xt¡1

xt¡1
: (4)

A (3) ¶es (4) alapj¶an kÄonnyen bel¶athat¶o, hogy a v¶arhat¶o nÄoveked¶esi Äutem ¶ugy
is de¯ni¶alhat¶o, mint a megtakar¶³t¶asi koe±ciens ¶es a t}okekoe±ciens h¶anyadosa.

3Stacion¶arius ¶allapotban azonban ez nem sz¶am¶³t, mivel a t}okeintenzit¶as ¶alland¶o, ha-
sonl¶oan a t}oke-kibocs¶at¶as ar¶anyhoz.

4Ennek az akceler¶aci¶os elvnek a gyÄokerei Thomas Nixon Carver (1903), Albert Aftalion
(1909), C. F. Bickerdike (1914) and John Maurice Clark (1917) munk¶aiban tal¶alhat¶ok meg.
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Az s=b nÄoveked¶esi Äutemet, a v¶arakoz¶asok realiz¶al¶od¶asa (tÄok¶eletes el}ore-
l¶at¶as), vagyis az xe

t = xt teljesÄul¶ese eset¶en, Harrod 'garant¶alt' nÄoveked¶esi
Äutemnek nevezte ¶es ½w-vel jelÄolte, azaz,

½w = s=br (5)

ahol br a kitÄuntetett egyens¶ulyi nÄoveked¶eshez tartoz¶o t}okekoe±cienst, vagy
m¶ask¶eppen, a kibocs¶at¶asegys¶egre jut¶o ex ante beruh¶az¶ast jelÄoli. Az (5),
Keynes szellem¶eben egy egyszer}u tautol¶ogi¶at fogalmaz meg: a megtakar¶³t¶as
szÄuks¶egszer}uen megegyezik az ex post beruh¶az¶assal. Viszont nem szÄuks¶eg-
szer}u megegyeznie az ex ante beruh¶az¶assal, ami |mint az al¶abbiakban l¶at-
juk| t}okefelesleghez vagy t}okehi¶anyhoz vezethet.

Harrod a statik¶aban az egyens¶ulyt, m¶³g a dinamik¶aban a nÄoveked¶esi
Äutemet ¶es v¶altoz¶asait tekintette kÄozponti fogalmakk¶ent, ¶es a statika egyen-
s¶ulyfogalm¶anak a dinamika terÄulet¶en a folyamatos, egyens¶ulyi nÄoveked¶es fo-
galm¶at feleltette meg. Az (5) egyenlet statikus (¶alland¶o) egyens¶ulyi nÄoveke-
d¶est fejez ki, amit id}oben kiterjesztve, azaz tekintve az ® (s=br ¡ ½w) = _½w

differenci¶alegyenletet, ahol ® > 0; ½w = s=br stacion¶arius (minden id}opilla-
natban azonos) egyens¶ulyi nÄoveked¶esi Äutemk¶ent is ¶ertelmezhet}o.

De¯ni¶alva a t¶enyleges nÄoveked¶esi Äutemet, a ½t-t, mint (xt ¡ xt¡1)=xt¡1,
hasonl¶oan ½e

t -hez, az al¶abbi kÄovetkeztet¶esekre juthatunk. Ha a beruh¶az¶ok a
garant¶alt ½w nÄoveked¶esi Äutemn¶el nagyobbat anticip¶alnak, akkor a t¶enyleges
nÄoveked¶esi Äutem, ½t meg fogja haladni m¶eg a magas v¶arhat¶o nÄoveked¶esi
Äutemet is ¶ugy, hogy azon ¶erz¶es helyett, hogy t¶ul sokat v¶artak, val¶osz¶³n}uleg,
ink¶abb azt fogj¶ak ¶erezni, hogy t¶ul keveset v¶artak. A nÄoveked¶esi Äutem ¶es
a beruh¶az¶as ellent¶etes ir¶any¶u mozg¶asaib¶ol kÄovetkezik, hogy a t}oke¶allom¶any
nem el¶egs¶eges a stacion¶arius nÄoveked¶es el¶er¶es¶ehez. Hasonl¶oan, ha a garant¶alt
nÄoveked¶esi Äutemn¶el alacsonyabbat anticip¶alnak, akkor a t¶enyleges nÄoveked¶esi
Äutem esni fog, m¶eg a v¶arhat¶o nÄoveked¶esi Äutemn¶el is jobban, ¶es a beruh¶az¶ok
¶ugy v¶elekedhetnek, hogy ink¶abb t¶ul sokat v¶artak, mint t¶ul keveset. Ekkor
t}okefelesleg van a gazdas¶agban5.

TekintsÄuk most a Harrod-f¶ele nÄoveked¶esi modell alapj¶an v¶egzett al¶abbi
sz¶am¶³t¶asainkat, ami a fentieket sz¶amszer}uen is bemutatja:

¶Evek T}oke- Nemzeti K¶³v¶ant t}oke- Beruh¶az¶as
¶allom¶any jÄovedelem ¶allom¶any

t kt = kt¡1 + it¡1 xet =
¡
1 + ½et

¢
xt¡1 brxt it = sxet

1 400.00 100.00 400.00 12.00
2 412.00 102.00 408.00 12.24
3 424.24 104.04 416.16 12.48
4 436.72 106.12 400.48 12.73

1. t¶abl¶azat. ½e
t = 2%, ½w = 3%, br = 4, s = 12%.

5A fentiek szerint a stacion¶arius nÄoveked¶es instabilit¶asa nyilv¶anval¶o. Ez Harrod h¶³res
'k¶es-¶el' probl¶em¶aja, egy legal¶abb lok¶alisan instabil disequilibriumi dinamika, amelyet egy
statikus multiplik¶atornak a v¶arhat¶o elad¶asokon alapul¶o akceler¶atorral val¶o mechanizmuson
keresztÄul gener¶altunk, amint itt megmutattuk.
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Az 1. t¶abl¶azat sz¶am¶³t¶asaib¶ol l¶athat¶o, hogy felesleges t}oke¶allom¶any k¶ep-
z}odik a garant¶altn¶al alacsonyabb t¶enyleges nÄoveked¶esi Äutem mellett, amib}ol
Harrod arra kÄovetkeztetett, hogy a nÄoveked¶esi Äutemnek, ½t-nek m¶eg tov¶abb
kell csÄokkennie. Megmutathat¶o, hogy ha, p¶eld¶aul, ½e

t = 4% (> ½w), akkor
t}okehi¶any keletkezik, ami viszont |kÄovetve a Harrod modell logik¶aj¶at| ½t

tov¶abbi nÄoveked¶es¶et eredm¶enyezi!
A tov¶abbiakban vizsg¶aljuk a v¶arakoz¶asok fenti, meglehet}osen ortodox

kÄozel¶³t¶eseit, a Harrod modell lok¶alis ¶es glob¶alis stabilit¶asait, valamint a nem-
line¶aris dinamikus modell struktur¶alis stabilit¶as¶at, felhaszn¶alva a nemline¶aris
kÄozgazdas¶agi dinamika modern matematikai eszkÄozeit.

A t}okekoe±cienst eddig ¶ugy de¯ni¶altuk, hogy az ¶uj t}ok¶et elosztottuk azzal
a teljes kibocs¶at¶as-nÄovekm¶ennyel, ami szÄuks¶eges volt az ¶uj t}oke el}o¶all¶³t¶as¶ahoz.
Felt¶eteleztÄuk, hogy az s megtakar¶³t¶asi koe±ciens egy olyan param¶eter, amely-
nek m¶ert¶eke a gazdas¶ag pszichol¶ogiai ¶es t¶arsadalmi karakterisztikumait¶ol
fÄugg. KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy a beruh¶az¶asok semlegess¶ege ¶es konstans re¶al-
kamatl¶ab felt¶etelez¶ese mellett a stacion¶arius egyens¶ulyhoz szÄuks¶eges b t}oke-
koef¯ciens szint¶en egy param¶eter.

Statisztikai adatok igazolj¶ak Harrodot, amikor a megtakar¶³t¶asi koef¯cienst
rÄovid t¶avon, sokkok n¶elkÄuli disequilibrium ¶allapotban ¶alland¶onak vette6. A
stacion¶arius egyens¶ulyi ¶allapoton k¶³vÄul a t}okekoe±ciensek azonban v¶altoznak,
m¶egpedig a t}oke¶allom¶any t¶enyleges kereslet¶et}ol fÄugg}oen, ami tÄukrÄozi a re¶al-
kamatl¶ab rugalmass¶ag¶at, valamint a t¶enyleges vagy a v¶art kibocs¶at¶ast a t
id}oben, azaz,

bt = kt=xt { a t¶enyleges t}oke/kibocs¶at¶as ar¶any

be
t = kt=xe

t { a v¶art t}oke/kibocs¶at¶as ar¶any,

¶es legyenek

br = kr=xr { a k¶³v¶ant (egyens¶ulyi) t}oke/kibocs¶at¶as ar¶any, amely konstans

½t = s=bt { nÄoveked¶esi Äutem, ahol az s konstans :

FelteszÄunk tov¶abb¶a egyf¶ele disequilibriumot a t}okekoe±ciensekre, ami a
kÄovetkez}o igazod¶asi egyenletet eredm¶enyezi:

¢ (log ½t) = ° (br ¡ be
t ) ; (6)

ahol ° > 0. Az igazod¶asi folyamat megfelel Harrod ¶all¶³t¶as¶anak, csak itt most
a kibocs¶at¶as nÄoveked¶es¶et a nÄoveked¶esi Äutem logaritmikus di®erenci¶ajak¶ent
speci¯k¶altuk7, amelyet ¶atalak¶³tva:

¢ (log ½t) ¼ ½t+1 ¡ ½t

½t
:

6Ennek indokl¶as¶at l¶asd Szakolczai (1963, 183-84. o.). (MegjegyezzÄuk, hogy Harrod egy
kicsit ¶at¶³rta az 1939-es cikk¶et a magyar ford¶³t¶ashoz, amelyben s ¶alland¶os¶aga m¶ar sokkal
nagyobb hangs¶ulyt kapott.)

7,,Ha az ex post beruh¶az¶as kisebb, mint az ex ante beruh¶az¶as, ez azt jelenti, hogy a
t}oke¶allom¶any egy nem k¶³v¶ant csÄokken¶ese kÄovetkezett be, vagyis a termel}o berendez¶esb}ol
el¶egtelen volt az ell¶at¶as, ¶es ez ÄosztÄonÄozni fog a kibocs¶at¶as tov¶abbi b}ov¶³t¶es¶ere; ford¶³tva, ha
az ex post beruh¶az¶as meghaladja az ex ante beruh¶az¶ast." (Harrod, 1939, 19. o.) Harrod
¶all¶³t¶as¶at, a maga ¶altal¶anoss¶ag¶aban, Okishio (1964) formaliz¶alta els}ok¶ent.
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Elfogadva Harrod megjegyz¶es¶et, miszerint a jobb oldalon a nevez}oben ½t

helyett ¶³rhatunk ½t+1-t, kapjuk

½t+1 ¡ ½t

½t+1
=

µ
s

bt+1
¡ s

bt

¶
bt+1

s
= ¡¢bt

bt
: (7)

Behelyettes¶³tve ezt (6)-ba, ¶es egyenl}os¶eget ¶³rva ¼ helyett, kapjuk

¢bt = ° (be
t ¡ br) bt; ° > 0: (8)

Ezen felÄul feltesszÄuk m¶eg, hogy a v¶art t}okekoe±ciens, be
t ; osztott k¶esleltet¶es}u,

azaz, be
t fÄugg a t¶enyleges t}okekoe±cienst}ol, ¶es nemcsak az el}oz}o peri¶odusbe-

lit}ol, hanem a teljes m¶ultb¶eli peri¶odus-sorozatbelit}ol:

be
t = ¯1bt¡1 + ¯2bt¡2 + ¯3bt¡3 + . . . (9)

ahol ¯1 + ¯2 + ¯3 + . . . = 1 ¶es ¯i ¸ 0.

Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert tekintsÄuk most azt az esetet, amikor a k¶esleltet¶es
geometriai haladv¶any szerint osztott. A koe±ciensek a (9)-ben a rÄogz¶³tett
q h¶anyados szerint csÄokkennek, ahol a q egy pozit¶³v tÄort (0 < q < 1); ¶es
v¶egtelen sorozatot alkotnak; a sorozat tagjai: ¯; ¯q; ¯q2; ¯q3; . . . ; ahol ¯ >
0 az els}o koe±ciens. Minthogy azok Äosszege egy, ¯ + ¯q + ¯q2 +. . . =1,
ez¶ert felhaszn¶alva a v¶egtelen geometriai sorozat Äosszegz}o k¶eplet¶et, kapjuk:
¯=(1 ¡ q) = 1; vagy q = 1 ¡ ¯: Mivel 0 < q < 1, ez¶ert 0 < ¯ < 1:

¶Igy a v¶arhat¶o t}okekoe±ciens:

be
t = ¯

¡
bt¡1 + qbt¡2 + q2bt¡3 + . . .

¢
: (10)

Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert legyen S =
©
(st)

1
t=¡1

ª
a ¡1-t}ol +1-ig inde-

xezett val¶os sorozatok halmaza. s 2 S eset¶en s = (. . . ; s¡1; s0; s1; s2; . . .)
s (t) = st. E : S ! S a balra tol¶as oper¶atora, azaz (Es) (t) = st+1. E
inverze, E¡1 : S ! S a jobbra tol¶as oper¶atora, azaz (E¡1s) (t) = st¡1. Ez¶ert
(10) ¶³gy is ¶³rhat¶o:

be = ¯E¡1
¡
I + qE¡1 + (qE¡1)2 + . . .

¢
b ;

ahol I : S ! S az identikus oper¶ator.

Az I + qE¡1 + (qE¡1)2 + (qE¡1)3 + . . . egy olyan S-b}ol S-be k¶epez}o
oper¶atort de¯ni¶al, amelynek az I ¡ qE¡1 : S ! S az inverze. Ez¶ert

be = ¯E¡1
¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b
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¶es

¢be
t = be

t+1 ¡ be
t = (Ebe) (t) ¡ be (t)

= ¯(EE¡1
¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b) (t) ¡ ¯(E¡1

¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b) (t)

= ¯((I ¡ E¡1)(I ¡ qE¡1)¡1b) (t)

= ¯(
¡
I ¡ qE¡1

¢ ¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b) (t) ¡ ¯((1 ¡ q)E¡1

¡
I ¡ qE¡1

¢¡1
b) (t)

= ¯b (t) ¡ (1 ¡ q) be (t)

= ¯ (b (t) ¡ be (t))

= ¯ (bt ¡ be
t )

Ez¶ert a (9) geometriai osztott k¶esleltet¶es v¶egÄul is:

¢be
t = ¯ (bt ¡ be

t ) ; 1 > ¯ > 0; (11)

amely az adapt¶³v v¶arakoz¶asok hipot¶ezis¶enek8 megfogalmaz¶asa diszkr¶et id}o-
ben. Itt ¯ egy pozit¶³v ¶es 1-n¶el kisebb koe±ciens, ¶es a k¶esleltetett v¶arhat¶o
t}okekoe±ciensnek a t¶enyleges t}okekoe±ciensre vonatkoz¶o reakci¶osebess¶eg¶et
mutatja. M¶ask¶eppen, ¯ a k¶esleltet¶es id}okonstans¶anak a reciproka.

Folytonos id}oben legyen a ¯e¡¯¿ az exponenci¶alisan osztott k¶esleltet¶es
s¶ulyfÄuggv¶enye. Ekkor

be(t) =

Z 1

0

¯e¡¯¿ b(t ¡ ¿) d¿ :

Helyettes¶³tve a (t ¡ ¿)-t s-sel, kapjuk

be(t) = ¡¯

Z ¡1

t

e¡¯(t¡s)b(s) ds ;

ahonnan
1

¯
e¯tbe(t) =

Z t

¡1
e¯sb(s) ds :

Mindk¶et oldal t szerinti di®erenci¶al¶asa ut¶an kapjuk a (11) folytonos alak-
j¶anak megfelel}o di®erenci¶alegyenletet:

_be(t) = ¯(b(t) ¡ be(t)) : (110)

Hasonl¶ok¶eppen a (8)-at is ¶at¶³rjuk folytonos alakba:

_b(t) = ° (be (t) ¡ br) b (t) : (80)

Itt ¶es a tov¶abbiakban egy szimb¶olum feletti pont az id}o szerinti deriv¶altat
jelÄoli.

8Ezt kiterjedten haszn¶alt¶ak a v¶arhat¶o in°¶aci¶o (l¶asd p¶eld¶aul Cagan (1956)) ¶es a perma-
nens jÄovedelem (l¶asd Friedmann (1957)) modellez¶es¶ere.
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1. T¶etel. TekintsÄuk a (80) ¶es (110) ¶altal de¯ni¶alt

_b = ° (be ¡ br) b

_be = ¯ (b ¡ be)
(12)

auton¶om di®erenci¶alegyenlet-rendszert, ahol be ¶es b ismeretlen fÄuggv¶enyek.
¶All¶³tjuk, hogy:

(i) a rendszernek k¶et egyens¶ulyi pontja van: az orig¶o, amely stabil csom¶o-
pont, ¶es a (br ; br) pont, amely instabil nyeregpont;

(ii) a (br ; br) nyeregpont stabil sokas¶aga k¶et r¶eszre osztja a f¶aziss¶³kot, a
jobb oldali r¶eszb}ol indul¶o trajekt¶ori¶ak a plusz v¶egtelenbe, a bal oldali r¶eszb}ol
indul¶ok pedig az orig¶oba tartanak;

(iii) a rendszer struktur¶alisan stabil.

(A bizony¶³t¶asokat l¶asd k¶es}obb.) A v¶arakoz¶asokkal megfogalmazott nem-
line¶aris modell dinamik¶aj¶anak f¶azisdiagramja az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o, 1:10 m¶e-
retar¶anyosan.

1. ¶abra. Adapt¶³v v¶arakoz¶as¶u Harrod modell f¶azisdiagramja

A (br; br) pontban ½ = ½e = ½w; ha br > be; akkor _½=½ = ¡_b=b > 0; ¶es az
(AB) als¶o r¶esz¶en, pozit¶³v relat¶³v sebess¶eggel utazunk az egyens¶ulyi pontba,
ha viszont br < be, akkor _½=½ < 0; ¶es ¶³gy az (AB) fels}o r¶esz¶en, negat¶³v relat¶³v
sebess¶eggel kÄozel¶³tÄunk a (br; br) pontba. A (AB) stabil halmaz a "harrodi"
k¶es¶el, ett}ol balra az Äosszes trajekt¶oria a (0; 0)-ba, a t}ole jobbra lev}ok pedig
a 1-be tartanak. A val¶os szektort ez¶ert a multiplik¶ator-akceler¶ator inter-
akci¶ok ¶es az adapt¶³v v¶arakoz¶asok mechanizmusa ¶altal kre¶alt k¶es¶el helyzet
jellemzi. Hangs¶ulyozand¶o azonban, hogy ezek az instabil nÄoveked¶esi di-
namik¶ak tÄukrÄozik a re¶alkamatl¶ab rugalmass¶ag¶at is a v¶altoz¶o t}oke¶allom¶anyon
keresztÄul.
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N¶ezzÄuk most a tÄok¶eletes el}orel¶at¶as eset¶et. TekintsÄuk a b = be egyenletet,
ami a (110) egyenlet elhagy¶as¶at vonja maga ut¶an ¶es csak a (80) mutatja a
megfelel}o dinamik¶at a b = be helyettes¶³t¶essel:

¡
_b

b
= ° (br ¡ b) ; ° > 0 : (13)

Ebb}ol a b = s=½ ¶es br = s=½w helyettes¶³t¶esek ut¶an kapjuk:

_(log ½) = s°

µ
1

½w
¡ 1

½

¶
: (14)

Ez a folytonos idej}u nemline¶aris dinamikus rendszer egy kumulat¶³v folyam-
atot tÄukrÄoz; azaz, egy tetsz}oleges pillanatnyi diszkrepancia ½w ¶es ½ kÄozÄott a
nÄoveked¶esi Äutem nÄoveked¶es¶et vagy csÄokken¶es¶et eredm¶enyezi, amit a 2. ¶abra
mutat.

2. T¶etel. A tÄok¶eletes el}orel¶at¶as mellett
(i) a harrodi egyens¶ulyi ¶allapot mind lok¶alisan, mind glob¶alisan instabil;
(ii) a (14)-re reduk¶alt modell struktur¶alisan stabil.

Bizony¶³t¶as. (i) Az egyens¶ulyi dinamika lok¶alis instabilit¶asa kÄonnyen
igazolhat¶o a (14)-hez tartoz¶o Jacobi m¶atrix seg¶³ts¶eg¶evel, minthogy a ½w

egyens¶ulyn¶al ¶ert¶ekelve J½=½w
= °s=½2

w > 0: A glob¶alis instabilit¶as bizony¶³t¶asa
trivi¶alis.

(ii) L¶asd k¶es}obb.
Q.E.D.

A 2. T¶etel kÄovetkezm¶enyei kompatibilisek az el}obbiekben mondott "k¶es-
¶elen" tÄort¶en}o Harrodi mozg¶asokkal.

2. ¶abra. A nÄoveked¶esi Äutem v¶altoz¶asa tÄok¶eletes el}orel¶at¶as¶u Harrod modellben
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3 Struktur¶alis stabilit¶as speci¶alis dinamikai
rendszerekre

Ebben a pontban az egy- ¶es k¶etdimenzi¶os speci¶alis dinamikai rendszerek
glob¶alis struktur¶alis stabilit¶as¶anak bizony¶³t¶as¶ahoz szÄuks¶eges fogalmakat ¶es
t¶eteleket t¶argyaljuk, hogy bebizony¶³thassuk az 1. T¶etelt ¶es a 2. T¶etel (ii)
¶all¶³t¶as¶at.

Az M jelÄoljÄon vagy egy nyitott halmazt az Rn-ben, vagy pedig egy n-
dimenzi¶os kompakt di®erenci¶alhat¶o sokas¶agot, amely legal¶abb C2-sima, ¶es az
RN -nek r¶eszhalmaza valamely N 2 [n; 2n + 1] eg¶eszre. Speci¶alisan itt ele-
gend}o azt az esetet tekinteni, amikor M az R1 vagy R2 nyitott r¶eszhalmaza,
vagy pedig M = S2 =

©
(x1; x2; x3) 2 R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1
ª

a 3-dimenzi¶os
egys¶eggÄomb 2-dimenzi¶os felÄulete, de az al¶abbiak ¶altal¶anosabban is igazak.

Legyen f egy C1-vektormez}o M -en. Ha M ½ Rn nyitott, akkor ez azt je-
lenti, hogy egy f 2 C1 (M;Rn) fÄuggv¶eny adott. Ha pedig M egy n-dimenzi¶os
sokas¶ag, akkor f : M ! RN ¶ugy, hogy f (p) 2 TpM minden p 2 M -re,
ahol TpM az M ¶erint}otere p-ben. Ha f(Uj ; hj)gm

j=1 az M egy atlasza, ¶es

Vj = hj (Uj), akkor vannak fj : Vj ! Rn fÄuggv¶enyek ¶ugy, hogy

f
¡
h¡1

j (x)
¢

= Dh¡1
j (x) fj (x)

minden x 2 Vj eset¶en, ¶es az fj : Vj ! Rn fÄuggv¶enyek C1-simas¶aga eset¶en
mondjuk, hogy f egy C1-vektormez}o M -en.

TekintsÄuk az
x0 = f (x) (15)

di®erenci¶alegyenletet az M-en. B¶armely x0 2 M -hez van egyetlen ' (¢; x0) :
I (x0) ! M megold¶asgÄorbe, amelynek az I (x0) a maxim¶alis l¶etez¶esi in-
tervalluma, I (x0) ½ R nyitott intervallum, 0 2 I (x0), az I (x0) 3 t !
' (t; x0) 2 M gÄorbe ¶erint}oje a t pontban a vektormez}o f (' (t; x0)) eleme.
Tov¶abb¶a teljesÄul, hogy ' (0; x) = x, ' (t + s; x) = ' (t; (' (s; x))), ¶es az
 = f(t; x) 2 R £ M : t 2 I (x)g de¯n¶³ci¶oval ' :  ! M folytonosan dif-
ferenci¶alhat¶o, azaz ' egy C1-sima dinamikai rendszer M -en.

Legyen g egy m¶asik C1-vektormez}o M -en, ¶es tekintsÄuk az

x0 = g (x) (16)

di®erenci¶alegyenletet, amely a Ã-vel jelÄolt C1-sima dinamikai rendszert de-
¯ni¶alja. A ' ¶es Ã dinamikai rendszereket (azaz a (15) ¶es (16) egyenleteket)
topologikusan ekvivalensnek nevezzÄuk, ha l¶etezik egy h : M ! M homeomor-
¯zmus (azaz folytonos r¶ak¶epez¶es, amelynek van inverze, ¶es az is folytonos),
amely ' p¶aly¶ait ¶atviszi a Ã p¶aly¶aiba, azaz a f' (t; x) : t 2 I (x)g halma-
zokat a fÃ (t; x) : t 2 I (h (x))g halmazokba, mikÄozben a t id}oparam¶eter ¶altal
de¯ni¶alt ir¶any¶³t¶ast v¶altozatlanul hagyja.

A ' dinamikai rendszert struktur¶alisan stabilnak nevezzÄuk, ha topologiku-
san ekvivalens minden hozz¶a elegend}oen kÄozeli dinamikai rendszerrel valamely
topol¶ogi¶aban. Az al¶abbiakban, amikor struktur¶alis stabilit¶asr¶ol besz¶elÄunk,
speci¯k¶alni fogjuk a topol¶ogi¶at, amelyben a kÄozels¶eget de¯ni¶aljuk.
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J¶ol ismert, hogy ha M kompakt sokas¶ag, akkor az M -en de¯ni¶alt f , azaz
C1-vektormez}o ¶altal gener¶alt ' dinamikai rendszerre I (x) = (¡1; 1) min-
den x 2 M eset¶en.

Ha M ½ Rn nyitott, akkor a '-re I (x) = (¡1;1) nem felt¶etlenÄul
teljesÄul. Van azonban egy standard technika az id}o ¶atsk¶al¶az¶as¶aban ¶ugy,
hogy I (x) = (¡1; 1) legyen minden x 2 M -re. Ha M ½ Rn nyitott ¶es
f 2 C1 (M;Rn) ; akkor l¶etezik egy F 2 C1 (M;Rn) fÄuggv¶eny ¶ugy, hogy az

x0 = F (x)

egyenlet olyan © : R £M ! M dinamikai rendszert de¯ni¶al, amelyre © (t; x)
minden t 2 (¡1; 1) eset¶en ¶ertelmezett, tov¶abb¶a © ¶es ' topologikusan ekvi-
valensek. Ha M = Rn, akkor pl.

F (x) =
f (x)

1 + jf (x)j

j¶o v¶alaszt¶as, ahol jf (x)j =
³P

(fi (x))2
´1=2

.

¶Igy a fentiek alapj¶an a tov¶abbiakban mindig feltehetjÄuk, hogy I (x) =
(¡1; 1) minden x 2 M -re.

(A) A k¶etdimenzi¶os eset

(A1) Kompakt k¶etdimenzi¶os sokas¶agok

Ha f egy C1-vektormez}o a 2-dimenzi¶os, kompakt, di®erenci¶alhat¶o M soka-
s¶agon, ¶es f(Uj ; hj)gm

j=1 egy atlasz M -en, akkor az f vektormez}o C1-norm¶aj¶at
az

kfk1 = maxj2f1;...;mg kfjk1

formul¶aval de¯ni¶alhatjuk, ahol Vj = h (Uj) ½ R2 ¶es fj : Vj ! R2 C1-
beli fÄuggv¶enyek, kfjk1 = supx2Vj

(jfj (x)j + jDfj (x)j). Az f vektormez}o
struktur¶alisan stabil, ha l¶etezik " > 0 ¶ugy, hogy minden olyan M -en de¯ni¶alt
¶es g-vel jelÄolt C1-vektormez}ore, amelyre

kf ¡ gk1 < "

teljesÄul, a g topologikusan ekvivalens f-fel.
Legyen

Per (') = fx j 9 t > 0 ¶ugy, hogy ' (t; x) = xg
a periodikus pontok halmaza;

 (') = fx j 9xn ! x; 9 tn ! 1 ¶ugy, hogy ' (tn; xn) ! xg

a nem-v¶andorl¶o pontok halmaza.
A Per (')-beli p¶aly¶ak k¶et t¶³pusa kÄulÄonbÄoztethet}o meg: egyens¶ulyi pon-

tok ¶es periodikus p¶aly¶ak. A p hiperbolikus egyens¶ulyi pont egy olyan pont,
amelyre ' (t; p) = p minden t-re, tov¶abb¶a a Df (p) saj¶at¶ert¶ekeinek val¶os
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r¶esze nem nulla. Ha mindk¶et saj¶at¶ert¶ek val¶os r¶esze negat¶³v (pozit¶³v), akkor
minden p-hez kÄozeli pont p fel¶e mozog az id}o el}ore haladt¶aval (h¶atra halad-
t¶aval), ¶es p egy nyel}o (forr¶as). Azon pontok Äosszess¶eg¶et az M -ben, ame-
lyek tartanak a nyel}o (forr¶as) fel¶e az id}o el}ore haladt¶aval (h¶atra haladt¶aval),
vonz¶asi (tasz¶³t¶asi) medenc¶enek nevezzÄuk. Ha a hiperbolikus nyugalmi pont
se nem nyel}o, se nem forr¶as, akkor egy nyeregpont. Ebben az esetben k¶et
kitÄuntetett p¶alya-p¶ar van, a p stabil (instabil) szeparatrixei, mindkett}onek
megfelel}o ir¶any¶³t¶asa van. A p ¶es q ¯x nyeregpontok kÄozÄotti ÄosszekÄottet¶es
(p = q is lehets¶eges) olyan p¶alya, amely egyidej}uleg a q-nak stabil ¶es a p-nek
instabil szeparatrixe.

A Per (')-beli periodikus p¶alya hiperbolikus, ha a p¶alya fÄolÄott a div f
integr¶aljak¶ent de¯ni¶alt (Floquet vagy Ljapunov-f¶ele) karakterisztikus kitev}o
nem z¶erus. Ha a kitev}o negat¶³v (pozit¶³v), akkor a p¶alya periodikus nyel}o (for-
r¶as), s a nyugalmi ponttal anal¶og de¯ni¶aljuk a vonz¶asi (tasz¶³t¶asi) medenc¶eket.

Peixoto t¶etele teljesen jellemzi a struktur¶alisan stabil C1-vektormez}oket
a kompakt 2-dimenzi¶os sokas¶agokon.

A.1 T¶etel (Peixoto, 1962). Az M kompakt, k¶etdimenzi¶os, di®erenci¶alhat¶o
sokas¶agon de¯ni¶alt ' dinamikai rendszer struktur¶alisan stabil pontosan akkor,
ha a kÄovetkez}o h¶arom felt¶etel teljesÄul:

(i) (') = Per(');

(ii) minden Per(')-beli p¶alya hiperbolikus;

(iii) nincsenek nyereg-ÄosszekÄottet¶esek.

Bizonyos s¶³kbeli vektormez}okre is alkalmazhat¶o a Peixoto t¶etel. Ebben
az esetben vehetjÄuk a v¶egtelen s¶³k (R2) Poincar¶e-f¶ele sztereogra¯kus lek¶epe-
z¶es¶et a gÄomb felsz¶³n¶ere, ami a v¶egtelen s¶³kot (egyÄutt a dinamikai rendszer
f¶azisportr¶ej¶aval) kompakt sokas¶agba transzform¶alja.

Egy v¶egtelen s¶³k pontjainak az egys¶egsugar¶u gÄomb

S2 =
©
(X;Y;Z) 2 R3 j X2 + Y 2 + Z2 = 1

ª

felsz¶³n¶ere tÄort¶en}o lek¶epez¶es¶ehez a kÄoz¶eppontos vet¶³t¶est haszn¶aljuk. A v¶egtelen
xy-s¶³k pontjainak a lek¶epez¶ese az S2 felsz¶³nre ¶ugy tÄort¶enik, hogy a s¶³k orig¶oj¶at
a gÄomb ¶eszaki p¶olus¶ara helyezzÄuk ¶es az ¶erint}o s¶³k minden egyes pontj¶at a
gÄomb kÄoz¶eppontj¶an ¶athalad¶o egyenessel ÄosszekÄotjÄuk. Az egyenes a gÄomb
felsz¶³n¶en k¶etszer megy keresztÄul, m¶egpedig ellent¶etes pontokon. Az xy-s¶³k
orig¶oj¶at az ¶eszaki ¶es d¶eli p¶olusokra, az Äosszes v¶egtelenbeli pontj¶at pedig az
S2 egyenl¶³t}oj¶ere k¶epezzÄuk le (l¶asd a 3. ¶abr¶at). Ha az xy-s¶³k pontjait ezzel
a technik¶aval vet¶³tjÄuk az S2-re, az ¶³gy el}o¶all¶³tott gÄombÄot Poincar¶e gÄombnek
nevezzÄuk.
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3. ¶abra.

Ett}ol megkÄulÄonbÄoztetjÄuk a Bendixson gÄombÄot, amikor az xy-s¶³k orig¶oj¶at
a d¶eli p¶olusra helyezzÄuk ¶es az ¶eszaki p¶olusb¶ol kiindul¶o egyenesekkel kÄotjÄuk
Äossze a s¶³k egyes pontjait, ami a s¶³k pontjainak megfeleltet egy pontot az S2-
en, a v¶egtelenben lev}o pontjai pedig mind az ¶eszaki p¶olusra kerÄulnek (l¶asd a
4. ¶abr¶at).

4. ¶abra.

Az xy-s¶³knak az S2 fels}o f¶elgÄombre tÄort¶en}o kÄoz¶eppontos vet¶³t¶es¶enek ke-
resztmetszete (l¶asd az 5. ¶abr¶at) alapj¶an az al¶abbi ÄosszefÄugg¶est ¶³rhatjuk fel a
s¶³k ¶es a gÄomb tetsz}oleges pontjainak koordin¶at¶ai kÄozÄott:

x =
X

Z
; y =

Y

Z
(17)

amelyeket behelyettes¶³tve a gÄomb egyenlet¶ebe, kapjuk:

(xZ)2 + (yZ)2 + Z2 = 1

Z =
§1p

1 + x2 + y2
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5. ¶abra.

¶Igy az egy-egy ¶ertelm}u megfeleltet¶es a fels}o f¶elgÄomb (Z > 0) (X; Y; Z)
pontjai ¶es az xy-s¶³k pontjai kÄozÄott a kÄovetkez}o:

X =
xp

1 + x2 + y2
; Y =

yp
1 + x2 + y2

; Z =
1p

1 + x2 + y2
:

MegjegyezzÄuk, hogy a (0; 0) 2 R2 orig¶o megfelel a (0; 0; 1) 2 S2 ¶eszaki
p¶olusnak, a v¶egtelenbeli pontjai pedig az S2 egyenl¶³t}oj¶enek. ¶Igy b¶armely k¶et
ellent¶etes pont az S2 egyenl¶³t}oj¶en az R2-nek ugyanazon v¶egtelenbeli pontj¶at
mutatja. Ez a megfeleltet¶es lehet}ov¶e teszi, hogy megjelen¶³tsÄuk egy s¶³kbeli
dinamikai rendszer ¶altal induk¶alt ¶araml¶ast a Poincar¶e gÄombÄon. Az ellent¶etes
pontok kÄornyezet¶eben az ¶araml¶asok topol¶ogiailag ekvivalensek lesznek, el-
tekintve att¶ol, hogy az ¶araml¶asok ir¶anya megfordulhat.

A t¶etel megfogalmaz¶as¶ahoz szÄuks¶egÄunk lesz bizonyos kikÄot¶esekre. Tekint-
sÄuk most az

_x = P (x; y)

_y = Q (x; y)
(18)

egyenletrendszer ¶altal de¯ni¶alt dinamikai rendszert, ¶es tegyÄuk fel, hogy mind
a P (x; y), mind a Q (x; y) az x; y v¶altoz¶oknak maximum m-ed fok¶u polino-
mi¶alis fÄuggv¶enyei. Azaz,

P (x; y) = P1 (x; y) + . . . + Pm (x; y) ;

Q(x; y) = Q1 (x; y) + . . . + Qm (x; y) ;

ahol Pj ¶es Qj homog¶en j-ed fok¶u polinomok x-ben ¶es y-ban. Az A.2 T¶etel azt
¶³rja le, hogy hogyan hat¶arozhat¶ok meg a fenti dinamikai rendszer egyens¶ulyi
pontjai az S2 egyenl¶³t}oj¶en. Az Äotlet Poincar¶et¶ol ered (l¶asd m¶eg Lefschetz
(1962), Perko (1991) ¶es Andronov et al. (1966)).

A.2 T¶etel. A v¶egtelenbeli egyens¶ulyi pontok az m-ed fok¶u polinomi¶alis rend-
szerre a Poincar¶e gÄomb egyenl¶³t}oj¶enek (X; Y; 0) pontjaiban jelennek meg, ahol
X2 + Y 2 = 1 ¶es

XQm (X;Y ) ¡ Y Pm (X; Y ) = 0 ;
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vagy ezzel ekvivalensen, a

Gm+1 (µ) ´ cos µ Qm (cos µ; sin µ) ¡ sin µ Pm (cos µ; sin µ) = 0

egyenletet kiel¶eg¶³t}o µj ¶es µj +¼ pol¶aris szÄogekben. Ennek az egyenletnek legfel-
jebb m+1 sz¶am¶u µj ¶es µj +¼ gyÄokp¶arja van, hacsak Gm+1 (µ) nem azonosan
z¶erus. Ha Gm+1 (µ) nem azonosan z¶erus, akkor az ¶araml¶as a Poincar¶e gÄomb
egyenl¶³t}oj¶en az ¶oramutat¶o j¶ar¶as¶aval ellent¶etes ir¶any¶u azon pontokban, ame-
lyek megfelelnek az olyan µ pol¶aris szÄogeknek, amelyekre Gm+1 (µ) > 0, ¶es
megegyez}o ir¶any¶uak azokban, ahol Gm+1 (µ) < 0.

Bizony¶³t¶as. Az (17)-b}ol a kÄovetkez}o egyenleteket kapjuk:

dx =
ZdX ¡ XdZ

Z2
¶es dy =

ZdY ¡ Y dZ

Z2
:

A (18) ¶atrendez¶es¶evel kapjuk a

dy

dx
=

Q (x; y)

P (x; y)
vagy Q (x; y) dx ¡ P (x; y) dy = 0 (19)

egyenleteket. MegjegyezzÄuk, hogy ez¶altal elt}unt az id}ofÄugg}os¶eg. Behelyette-
s¶³tve a (17)-et a (18)-ba, kapjuk:

Q (ZdX ¡ XdZ) ¡ P (ZdY ¡ Y dZ) = 0 ; (20)

ahol P = P
¡

X
Z ; Y

Z

¢
¶es Q = Q

¡
X
Z ; Y

Z

¢
. T¶avol¶³tsuk most el a tÄorteket a (20)-

b¶ol Zm¡mel tÄort¶en}o beszorz¶assal:

(Q¤dX ¡ P¤dY )Z + (Y P ¤ ¡ XQ¤) dZ = 0 ; (21)

ahol P¤ (X;Y; Z) = ZmP
¡

X
Z ; Y

Z

¢
¶es Q¤ (X;Y;Z) = ZmQ

¡
X
Z ; Y

Z

¢
polinomi¶alis

fÄuggv¶enyek X;Y ¶es Z-ben. Az egyenlet determin¶ans-egyenlet alakj¶aban is
fel¶³rhat¶o: ¯̄

¯̄
¯̄

dX dY dZ
X Y Z
P¤ ZQ¤ 0

¯̄
¯̄
¯̄ = 0 :

A (21) az R2-en l¶ev}o (18) s¶³kbeli rendszer ¶altal de¯ni¶alt S2-beli dinamikai
rendszert k¶epviseli. ¶Igy ahhoz, hogy a (18)-at a v¶egtelenben tanulm¶anyozzuk,
elegend}o a (21)-et vizsg¶alnunk az S2 egyenl¶³t}oj¶enek kÄornyezet¶eben. VegyÄuk
a Z = 0 esetet, ami (21)-b}ol az

(Y P ¤ ¡ XQ¤) dZ = 0

egyenletet adja. Az Y P¤ ¡ XQ¤ 6= 0-ra igaznak kell lennie, hogy a dZ = 0,
ami azt implik¶alja, hogy az egyenl¶³t}on lev}o trajekt¶ori¶aknak az S2 egyenl¶³t}oj¶en
kell maradniuk. ¶Igy az egyens¶ulyi pontok az egyenl¶³t}on az

Y P¤ ¡ XQ¤ = 0
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egyenlettel adottak. Figyelembe v¶eve, hogy P (x; y) = P1 (x; y) + . . . +
Pm (x; y) ¶es Q (x; y) = Q1 (x; y) + . . . + Qm (x; y), kapjuk

0 = Y P¤ ¡ XQ¤

= ZmY P1

¡
X
Z ; Y

Z

¢
+ . . . + ZmY Pm

¡
X
Z ; Y

Z

¢

¡ ZmXQ1

¡
X
Z ; Y

Z

¢ ¡ . . . ¡ ZmXQm

¡
X
Z ; Y

Z

¢

= Zm¡1Y P1

¡
X
Z ; Y

Z

¢
+ . . . + Y Pm

¡
X
Z ; Y

Z

¢

¡ Zm¡1XQ1

¡
X
Z

; Y
Z

¢ ¡ . . . ¡ XQm

¡
X
Z

; Y
Z

¢
:

Az S2 egyenl¶³t}oj¶en Z = 0, ami az A.2 T¶etel els}o ¶all¶³t¶as¶at adja,

XQm (X;Y ) ¡ Y Pm (X; Y ) = 0 : (22)

Vagyis az S2 egyenl¶³t}oj¶en l¶ev}o egyens¶ulyi pontok meghat¶aroz¶asa az X2+Y 2 =
1 ¶es a (22) egyenletrendszer megold¶as¶aval lehets¶eges. Pol¶arkoordin¶at¶akban,
r = 1 mellett, az al¶abbi egyenlet adja az A.2 T¶etel m¶asodik ¶all¶³t¶as¶at:

cos µ Qm (cos µ; sin µ) ¡ sin µ Pm (cos µ; sin µ) = 0 :

Ez a
_µ =

XQ ¡ Y P

r2

egyenletb}ol sz¶armaztathat¶o, amely a s¶³kbeli koordin¶at¶akat pol¶arkoordin¶at¶ak-
ba transzform¶alja. _µ-ben a legmagasabb fok¶u tagokat z¶erusnak v¶alasztva,
meghat¶arozhatjuk az egyens¶ulyi pontokat a v¶egtelenben. V¶egÄul, az ¶araml¶as
ir¶any¶at a v¶egtelenben a _µ legmagasabb fok¶u tagj¶anak el}ojele hat¶arozza meg,
azaz, hogy µ nÄovekv}o vagy csÄokken}o-e.

Q.E.D.

Ahhoz, hogy az ¶araml¶as viselked¶es¶et elemezzÄuk az S2 egyenl¶³t}oj¶en l¶ev}o
egyens¶ulyi pontok kÄozel¶eben, a legkÄonnyebben ¶ugy j¶arhatunk el, ha az ¶aram-
l¶ast kivet¶³tjÄuk a Poincar¶e gÄombr}ol a megfelel}o ¶erint}o s¶³kokra, ahol alkalmaz-
hat¶o az R2-beli dinamikai rendszerekre vonatkoz¶o elm¶elet.

A.3 T¶etel. Az S2 Poincar¶e gÄomb egyenl¶³t}oj¶en a (21) tetsz}oleges, kiv¶eve a
(0; §1; 0) pontokat, egyens¶ulyi pontj¶anak kÄornyezet¶eben a (21) ¶altal de¯ni¶alt
dinamikai rendszer topol¶ogiailag ekvivalens a

§ _y = yzmP

µ
1

z
;
y

z

¶
¡ zmQ

µ
1

z
;
y

z

¶

§ _z = zm+1P

µ
1

z
;
y

z

¶
;

rendszer ¶altal de¯ni¶alt dinamikai rendszerrel, ahol az el}ojeleket az S2 egyen-
l¶³t}oj¶en l¶ev}o dinamikai rendszer ir¶anya hat¶arozza meg, amit az A.2 T¶etel
hat¶aroz meg. Hasonl¶oan, a (21) ¶altal de¯ni¶alt dinamikai rendszer a (21)
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tetsz}oleges kritikus pontj¶anak kÄornyezet¶eben az S2 egyenl¶³t}oj¶en, a (§1; 0; 0)
pontok kiv¶etel¶evel, topol¶ogiailag ekvivalens a

§ _x = xzmQ

µ
x

z
;
1

z

¶
¡ zmP

µ
x

z
;
1

z

¶

§ _z = zm+1Q

µ
x

z
;
1

z

¶

rendszer ¶altal meghat¶arozott dinamikai rendszerrel, ahol az el}ojeleket az S2

egyenl¶³t}oj¶en l¶ev}o dinamikai rendszer ir¶anya pontos¶³tja, amit ugyancsak az
A.2 T¶etel hat¶aroz meg.

Bizony¶³t¶as. Az egyenl¶³t}on l¶ev}o egyens¶ulyi pont kÄozel¶eben tekintsÄuk a
(21) ¶altal de¯ni¶alt S2-n l¶ev}o egyenletet:

(Q¤dX ¡ P ¤dY )Z + (Y P¤ ¡ XQ¤) dZ = 0 :

Ahhoz, hogy meghat¶arozzuk a p¶aly¶ak viselked¶es¶et az S2 egyenl¶³t}oj¶en l¶ev}o
egyens¶ulyi pontjainak kÄornyezet¶eben az X > 0 f¶elgÄombÄon, kiv¶eve a (0; §1; 0)
pontokban, elegend}o lesz az X = 1 s¶³kra tÄort¶en}o vet¶³t¶es. A kÄoz¶eppontos
vet¶³t¶es keresztmetszet¶en a hasonl¶o h¶aromszÄogek felhaszn¶al¶as¶aval kapjuk az
y = Y

X
¶es z = Z

X
ÄosszefÄugg¶eseket. Az X = 1 mellett Y = y ¶es Z = z:

Felhaszn¶alva ezt a vet¶³t¶est dX = 0-val (21)-b}ol az al¶abbiakat kapjuk:

¡zP¤
µ

1

z
;
y

z

¶
dy +

µ
yP¤

µ
1

z
;
y

z

¶
¡ Q¤

µ
1

z
;
y

z

¶¶
dz = 0 ;

vagyis
µ

yzmP

µ
1

z
;
y

z

¶
¡ zmQ

µ
1

z
;
y

z

¶¶
dz ¡ zzmP

µ
1

z
;
y

z

¶
dy = 0 :

MegjegyezzÄuk, hogy ez a lek¶epez¶es vet¶³ti le az X > 0 f¶elgÄombÄon az S2

egyenl¶³t}oj¶et}ol t¶avol l¶ev}o egyens¶ulyi ¶allapotokat az y tengelyre az yz-s¶³kon.
Azt is megjegyezzÄuk, hogy ez a kifejez¶es a (19)-hez hasonl¶o alakban van, ¶es
hogy ez az alak nem fÄugg az id}ot}ol. Az eredm¶eny az, hogy az ¶araml¶as ir¶anya
ismeretlen. Visszarendezve az utols¶o egyenletet az id}ot}ol fÄugg}o differenci¶al-
egyenlet-rendszerbe, az A.3 T¶etel ¶all¶³t¶as¶at kapjuk:

§ _y = yzmP

µ
1

z
;
y

z

¶
¡ zmQ

µ
1

z
;
y

z

¶

§ _z = zm+1P

µ
1

z
;
y

z

¶
:

Itt a § jelet haszn¶aljuk annak jelÄol¶es¶ere, hogy az ¶araml¶as ir¶anya pontosan
nem ismert, a helyes el}ojelet az A.2 T¶etel alkalmaz¶as¶aval hat¶arozhatjuk meg.

Hasonl¶oan, az Y = 1 s¶³kra tÄort¶en}o vet¶³t¶es eredm¶enyezi az A.3 T¶etel
m¶asodik ¶all¶³t¶as¶at.

Q.E.D.



18 M¶ocz¶ar J¶ozsef { Krisztin Tibor

A (18) egyenletb}ol kiindulva kapunk egy ' dinamikai rendszert az S2

gÄomb-felÄuleten, amelynek az egyenl¶³t}ore es}o, ill. annak kÄozel¶eben lev}o di-
namik¶aj¶at az A.2 ¶es A.3 T¶etelek alapj¶an vizsg¶alhatjuk. Ha '-nek az S2-en
nincs nyereg-ÄosszekÄottet¶ese, akkor az S2-re vonatkoz¶o Poincar¶e-Bendixson
t¶etel (l¶asd pl. Perko, 1991) alapj¶an (') = Per (') kÄovetkezik. ¶Igy a Peixoto
t¶etel kÄovetkezm¶enye az al¶abbi:

A.4 T¶etel. Ha (18)-ban a P ¶es Q polinomok, akkor a (P; Q)T vektormez}o
struktur¶alisan stabil, ha a fenti m¶odon az S2 gÄombfelÄuleten kapott ' dinami-
kai rendszerre teljesÄul az al¶abbi k¶et felt¶etel:

(i) Per (') csak v¶eges sok p¶aly¶at tartalmaz, ¶es azok mindegyike hiperbolikus;

(ii) nincsenek nyereg-ÄosszekÄottet¶esek.

Az A.4 T¶etelben a vektormez}ok kÄozels¶eg¶et az er}os (vagy Whitney) C1-
topol¶ogia ¶ertelm¶eben de¯ni¶aljuk. Azaz az f 2 C1

¡
R2;R2

¢
s¶³kbeli vektor-

mez}ot (vagy az ¶altala de¯ni¶alt ' dinamikai rendszert) struktur¶alisan stabil-
nak nevezzÄuk, ha l¶etezik " : R2 ! R folytonos ¶es pozit¶³v fÄuggv¶eny ¶ugy, hogy
minden olyan g 2 C1

¡
R2; R2

¢
vektormez}ore, amelyre

jf (x) ¡ g (x)j + jDf (x) ¡ Dg (x)j < " (x)
¡
8x 2 R2

¢

teljesÄul, a ' (¶es a g ¶altalt de¯ni¶alt) Ã dinamikai rendszerek topol¶ogiailag ek-
vivalensek, tov¶abb¶a az ekvivalenci¶at biztos¶³t¶o h : R2 ! R2 homeomor¯zmus
kÄozel van az identikus lek¶epez¶eshez (a minden kompakt halmazon egyenletes
konvergencia topol¶ogi¶aj¶aban).

MegjegyezzÄuk, hogy az A.4 T¶etel csak elegend}o felt¶etelt ad a struktur¶alis
stabilit¶asra. El}ofordulhat, hogy ' nem struktur¶alisan stabil, de (P;Q)T igen.
Az ok: az S2 gÄombfelÄuletre vet¶³t¶es l¶etrehozhat nem hiperbolikus egyens¶ulyi
helyzeteket az egyenl¶³t}on.

(A2) Nem kompakt sokas¶agokon ¶ertelmezett dinamikai rendszerek

Bizonyos esetekben, mint most a mi¶enkben is, a v¶egtelen s¶³k gÄombfelsz¶³nre
tÄort¶en}o vet¶³t¶ese biztos¶³tja a kompakt sokas¶agot, de ez l¶etrehozhat az egyenl¶³t}on
nem hiperbolikus egyens¶ulyi helyzeteket is. Az ilyen degener¶alt esetekre dol-
gozt¶ak ki a Kotus-Krych-Nitecki t¶etelt, amely 2-dimenzi¶os nem kompakt
sokas¶agokon ¶ertelmezett dinamikai rendszerek struktur¶alis stabilit¶as¶ara ad
el¶egs¶eges felt¶eteleket. Mi itt az ¶altal¶anosabb t¶etelnek csak az eg¶esz s¶³kra
¶ertelmezett vektormez}okre vonatkoz¶o speci¶alis eset¶et t¶argyaljuk, amikor is a
felt¶etelek szÄuks¶egesek ¶es elegend}oek. A struktur¶alis stabilit¶ast az (A1) szakasz
v¶eg¶en bevezetett m¶odon ¶ertelmezzÄuk, azaz az er}os (Whitney) C1 topol¶ogi¶at
haszn¶aljuk.

A tov¶abbiakban a ' dinamikai rendszerre vonatkoz¶oan bevezetÄunk n¶e-
h¶any fogalmat.

Az x 2 R2-n ¶atmen}o p¶alya, pozit¶³v p¶alya, negat¶³v p¶alya az al¶abbi:

O (x) = f' (t; x) : t 2 Rg ;
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O+ (x) = f' (t; x) : t > 0g ;

O¡ (x) = f' (t; x) : t < 0g :

Az M ½ R2 halmaz pozit¶³v (negat¶³v) invari¶ans, ha x 2 M -b}ol O+ (x) ½ M
(O¡ (x) ½ M ) kÄovetkezik. M invari¶ans, ha pozit¶³v ¶es negat¶³v invari¶ans.

Az M ½ R2 halmaz minim¶alis, ha M kompakt ¶es invari¶ans, tov¶abb¶a nincs
olyan val¶odi r¶eszhalmaza, amely kompakt ¶es invari¶ans. Trivi¶alis minim¶alis
halmazok az egyens¶ulyi pontok ¶es a nemtrivi¶alis periodikus p¶aly¶ak.

Az ® (x) ¶es ! (x) limeszhalmazok de¯n¶³ci¶oi:

® (x) = fy : 9 (tn) sorozat ¶ugy, hogy tn ! ¡1 ¶es ' (tn; x) ! yg
! (x) = fy : 9 (tn) sorozat ¶ugy, hogy tn ! +1 ¶es ' (tn; x) ! yg

Azt mondjuk, hogy az O (x) p¶alya oszcill¶al¶o, ha ® (x)[! (x) nem kompakt.
A

J+(x) = fy : 9(tn ! +1);9(xn ! x) sorozatok ¶ugy, hogy '(tn; xn) ! yg

halmaz az x els}o pozit¶³v prolong¶aci¶os limeszhalmaza.
TegyÄuk fel, hogy x0 egyens¶ulyi helyzet ¶es nyeregpont. J¶ol ismert, hogy

ekkor l¶etezik stabil ¶es instabil halmaza. A stabil (instabil) halmazt k¶et-k¶et
p¶alya alkotja. Az x0 nyeregpont stabil (instabil) szeparatrixeinek nevezzÄuk
a stabil (instabil) halmazt alkot¶o 2 p¶aly¶at.

Azt mondjuk, hogy x; y 2 R2 eset¶en az O+ (x) ¶es O¡ (y) f¶elp¶aly¶ak nyerget
alkotnak a 1-ben, ha ! (x) = ;, ® (y) = ; ¶es y 2 J+ (x). A nyeregnek az
O+ (x) stabil, az O¡ (y) instabil szeparatrixe.

JelÄolje W+ (W¡) a v¶egesben l¶ev}o nyeregpontok stabil (instabil) szeparat-
rixeinek ¶es a 1-ben l¶ev}o stabil (instabil) szeparatrixeinek egyes¶³t¶es¶et. Ekkor
¶erv¶enyes az al¶abbi t¶etel:

A.5 T¶etel (Kotus, Krych and Nitecki, 1982). A ' dinamikai rendszer pon-
tosan akkor struktur¶alisan stabil, ha

(i) minden minim¶alis halmaza trivi¶alis;
(ii) nincs oszcill¶al¶o p¶aly¶aja;
(iii) Per(')-ben minden p¶alya hiperbolikus;
(iv) W+ \ W¡ ½ Per (') :

(B) Egydimenzi¶os eset

TekintsÄuk az al¶abbi halmazokat:

C0 ((0;1)) = ff : (0; 1) ! R : f folytonosg
C1 ((0;1)) = ff : (0; 1) ! R : f folytonosan di®erenci¶alhat¶og

Az f 2 C0 ((0; 1)) eset¶en legyen kfk0 = sup(0;1) jf j, az f 2 C1 ((0;1))
eset¶en pedig kfk1 = kfk0 + kf 0k0 :

Most legyenek adottak az f; g 2 C1 ((0; 1)) fÄuggv¶enyek. Az _x = f(x) ¶es
az _y = g(y) di®erenci¶alegyenletek, illetve az f ¶es g fÄuggv¶enyek topologikusan



20 M¶ocz¶ar J¶ozsef { Krisztin Tibor

ekvivalensek, ha l¶etezik olyan h : (0;1) ! (0; 1) homeomor¯zmus, amely a
p¶aly¶akat egym¶asba k¶epezi az ir¶any¶³t¶as megtart¶as¶aval.

Az _x = f(x) di®erenci¶alegyenlet, illetve az f fÄuggv¶eny struktur¶alisan
stabil, ha l¶etezik olyan " > 0, hogy

kf ¡ gk1 < "

eset¶en az _x = f(x) ¶es az _y = g(y) di®erenci¶alegyenletek topologikusan ekvi-
valensek.

B1. T¶etel. Legyen f 2 C1 ((0; 1)) olyan, amelyre jfj minimuma egy kom-
pakt intervallumon k¶³vÄul pozit¶³v. Ekkor az _x = f(x) di®erenci¶alegyenlet pon-
tosan akkor struktur¶alisan stabil, ha az f fÄuggv¶enynek legfeljebb v¶eges sok
egyens¶ulyi pontja van ¶es mindegyik hiperbolikus.

Most bebizony¶³tjuk a B.1 T¶etelt, ami egy¶uttal a Harrod modell egydi-
menzi¶os v¶altozat¶anak struktur¶alis stabilit¶as¶at adja, ¶es teljess¶e teszi a 2. T¶etel
bizony¶³t¶as¶at.

Csak azt igazoljuk, hogy ha egy hiperbolikus egyens¶ulyi pont van, amelyet
p-vel jelÄolÄunk, akkor az egyenlet struktur¶alisan stabil. (V¶eges sok hiperbo-
likus egyens¶ulyi pont eset¶en hasonl¶o gondolatmenet alkalmazhat¶o.)

Legyen ± 2 (0; p), amelyre x 2 (p ¡ ±; p + ±) eset¶en jf 0(x)j > jf 0 (p)j =2:
Legyen

m = min fjf (x)j : x 2 (0; p ¡ ±] [ [p + ±;1)g :

A feltev¶es miatt m > 0. Legyen

" <
m

2
; " <

jf 0 (p)j
2

:

Legyen g 2 C1 ((0; 1)) olyan, amelyre kf ¡ gk1 < ". Ekkor minden x > 0
mellett jf (x) ¡ g (x)j1 < ", ¶³gy x =2 (p ¡ ±; p + ±) eset¶en jg (x)j > jf (x)j¡" >
jf (x)j ¡ m=2 > 0: Azaz, g-nek nem lehet z¶erushelye a (p ¡ ±; p + ±) interval-
lumon k¶³vÄul, s}ot el}ojele ott megegyezik f el}ojel¶evel. Most megmutatjuk,
hogy a (p ¡ ±; p + ±) intervallumban g-nek is pontosan egy z¶erushelye van.
Ugyanis, ha k¶et gyÄoke lenne, akkor kÄozÄotte a deriv¶altj¶anak is lenne egy x¤

gyÄoke. Ekkor jf 0 (x¤) ¡ g0 (x¤)j = jf 0 (x¤)j ¸ jf 0 (p)j =2 > " lenne, ami el-
lentmond annak, hogy kf ¡ gk1 < ": Mivel g-nek is pontosan egy z¶erushelye
van, jelÄolje ezt q, az¶ert a topologikus ekvivalenci¶at biztos¶³t¶o homeomor¯zmus
legyen h (x) = q

p
x; amely a k¶et rendszer egyens¶ulyi pontjait, ¶es ¶³gy a tÄobbi

p¶aly¶ait is egym¶asba k¶epezi.
Igazoljuk most a ford¶³tott ir¶any¶u ¶all¶³t¶ast. Azaz, tegyÄuk fel, hogy f struk-

tur¶alisan stabil, ¶es v¶alasszuk meg "-t a de¯n¶³ci¶o szerint. A Sard Lemma sze-
rint egy folytonosan di®erenci¶alhat¶o lek¶epez¶es kritikus ¶ert¶ekeinek halmaza
nullm¶ert¶ek}u. (y regul¶aris ¶ert¶ek, ha y = f(x) eset¶en igaz, hogy f 0(x) 6= 0;
y kritikus ¶ert¶ek, ha nem regul¶aris ¶ert¶ek.) ¶Igy van olyan ® 2 (0; "), hogy a
g (x) = f (x) + ® jobb oldalnak csak hiperbolikus egyens¶ulyi pontjai vannak.
Mivel a felt¶etel szerint ezek mind egy kompakt intervallumban vannak, ¶es nem
torl¶odhatnak (mert a torl¶od¶asi pontjuk egy nem hiperbolikus egyens¶ulyi pont
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lenne), az¶ert g-nek v¶eges sok egyens¶ulyi pontja van. ¶Igy g ¶es f topologikus
ekvivalenci¶aja miatt f-nek is v¶eges sok egyens¶ulyi pontja van. Ha f -nek lenne
egy nem hiperbolikus p egyens¶ulyi pontja (ahol f 0 (p) = 0 lenne), akkor lenne
olyan g fÄuggv¶eny, amely p egy kÄornyezet¶eben azonosan 0 lenne, ¶es fenn¶allna
kf ¡ gk1 < ". Ez a g fÄuggv¶eny nem lenne topologikusan ekvivalens az f
fÄuggv¶ennyel, ami ellentmond f struktur¶alis stabilit¶as¶anak.

4 A Harrod modell struktur¶alis stabilit¶as¶anak
bizony¶³t¶asa

Az egydimenzi¶os Harrod modell eset¶et a tÄok¶eletes el}orel¶at¶assal m¶ar tiszt¶aztuk.
Most tekintsÄuk a k¶etdimenzi¶os esetet, a Harrod modellt adapt¶³v v¶arakoz¶a-
sokkal.

Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert ¶³rjuk ¶at a (80) ¶es (110) egyenleteket a kÄovetkez}o
alakba:

_x = ax (y ¡ b)

_y = c (x ¡ y) ;

ahol x = b, y = be, a = ®, c = ¯, ¶es b = br:
El}oszÄor megmutatjuk, hogy a fenti rendszer vektormezej¶enek Poincar¶e-

f¶ele sztereogra¯kus lek¶epez¶essel a gÄombfelÄuletre tÄort¶en}o transzform¶aci¶oja nem
biztos¶³tja a Peixoto t¶etel krit¶eriumait, vagyis ezzel nem bizony¶³that¶o a di-
namikai rendszer struktur¶alis stabilit¶asa.

Legyen
dx

dt
= P (x; y) = ax(y ¡ b)

dy

dt
= Q(x; y) = c(x ¡ y) :

Alkalmazzuk az A.2 T¶etelt:

¡Z2Q¤dX + ZP¤dY + (ZXQ¤ ¡ Y P ¤)dZ = 0

P¤(X;Y;Z) = Z2P

µ
X

Z
;
Y

Z

¶
= aX(Y ¡ bZ)

Q¤(X;Y;Z) = ZQ(
X

Z
;
Y

Z
) = c(X ¡ Y ) :

A behelyettes¶³t¶esek ut¶an kapjuk:

¡cZ2(X¡Y )dX+aZX(Y ¡bZ)dY +[cZX(X ¡ Y ) ¡ aXY (Y ¡ bZ)]dZ = 0 :

A kritikus pontokat az al¶abbi egyenletrendszer megold¶asa adja:

¡Z2Q¤ = 0 ; ZP¤ = 0 ; ZXQ¤ ¡ Y P¤ = 0

1. eset: Z 6= 0; Q¤ = 0; P¤ = 0

X = 0; Y = 0; Z = 1 ! (0; 0; 1)
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X = Y = bZ 6= 0 !
µ

bp
1 + 2b2

;
bp

1 + 2b2
;

1p
1 + 2b2

¶

(Az xy s¶³kon a (0; 0) ¶es a (b; b) pontoknak felelnek meg.)

2. eset: Z = 0, aXY 2 = 0 ! (1; 0; 0) ¶es (0; 1; 0). A gÄombfelÄuleten az
al¶abbi egyens¶ulyi helyzeteket kapjuk:

(0; 0; 1) (0; 0; 1)µ
bp

1 + 2b2
;

bp
1 + 2b2

;
1p

1 + 2b2

¶ µ
bp

1 + 2b2
;

bp
1 + 2b2

;
¡1p

1 + 2b2

¶

(1; 0; 0) (¡1; 0; 0)

(0; 1; 0) (0; ¡1; 0)

Most az A.3 T¶etelt alkalmazzuk az egyenl¶³t}on l¶ev}o egyens¶ulyi pontokra.
Az (1; 0; 0) pont vizsg¶alata:

X = 1 ; dX = 0 ; y =
Y

X
= Y ; z =

Z

X
= Z

az (y ¡ bz) dy + (cz (1 ¡ y) ¡ ay (y ¡ bz)) dz = 0 :

dy

dt
= ay(y ¡ bz) ¡ cz(1 ¡ y) = ¡cz + ay2 + (c ¡ ab)yz

dz

dt
= az(y ¡ bz) = ayz ¡ abz2

Lineariz¶al¶as (0; 0)-ban:

µ
_y
_z

¶
=

µ
0 ¡c
0 0

¶µ
y
z

¶
:

Mivel a 0 k¶etszeres saj¶at¶ert¶ek, ez¶ert az (1; 0; 0) nem hiperbolikus egyens¶ulyi
helyzet.

A (0; 1; 0) pont vizsg¶alata:

Y = 1 ; dY = 0 ; x =
X

Y
= X ; z =

Z

Y
= Z

¡cz2 (x ¡ 1) dx + (czx (x ¡ 1) ¡ ax (1 ¡ bz)) dz = 0 :

dx

dt
= ax (1 ¡ bz) ¡ cxz (x ¡ 1) = ax + (c ¡ ab)xz ¡ cx2z

dz

dt
= cz2 (1 ¡ x) = cz2 ¡ cxz2

Lineriz¶al¶as a (0; 0)-ban:

µ
_x
_z

¶
=

µ
a 0
0 0

¶µ
x
z

¶
:
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Mivel a saj¶at¶ert¶ekek a ¶es 0, ez¶ert a (0; 1; 0) sem hiperbolikus egyens¶ulyi
helyzet. Mindk¶et egyens¶ulyi pont degener¶alt (l¶asd in Perko, 1991, 148{
149. o.). L¶athat¶o, hogy mind az yz-s¶³kon, mind az xz-s¶³kon a vektormez}ok
kvadratikus illetve harmadfok¶u tagokkal kezd}odnek, ¶es ebben az esetben m¶eg
a nem hiperbolikus kritikus pontok r¶eszletes vizsg¶alata sem el¶egs¶eges a v¶eg-
telenbeli viselked¶es meghat¶aroz¶as¶ahoz (v.Äo. Perko, 1991, 258. o.).

Teh¶at Peixoto t¶etele nem alkalmazhat¶o, ez¶ert a gyeng¶ebb felt¶eteleket ma-
g¶aba foglal¶o Kotus-Krych-Nitecki t¶etelt alkalmazzuk.

TegyÄuk fel, hogy az a; b; c adott pozit¶³v ¶alland¶ok, ¶es f a kÄovetkez}o:

f(x1;x2) =

µ
ax1(x2 ¡ b)
c(x1 ¡ x2)

¶
;

ahol most x1 = x ¶es x2 = y, a param¶eterek pedig v¶altozatlanok. Ekkor '
egyens¶ulyi helyzetei:

A = (0; 0) ¶es B = (b; b) :

A

Df(0; 0) =

µ
¡ab 0
c ¡c

¶

saj¶at¶ert¶ekei ¡ab < 0 ¶es ¡c < 0, ab = c eset¶en a ¡c k¶etszeres multiplicit¶as¶u.

A

Df(b; b) =

µ
0 ab
c ¡c

¶

saj¶at¶ert¶ekei

¸§ =
¡c §

p
c2 + 4abc

2
;

saj¶atvektorai

v§ =

µ
1;

¸§
ab

¶
:

VegyÄuk ¶eszre, hogy ¸¡ < 0 < ¸+ ¶es ¸+

ab < 1: Teh¶at mindk¶et egyens¶ulyi
helyzet hiperbolikus, az A stabil egyens¶ulyi helyzet (nyel}o), B nyeregpont.

Az f : R2 ! R2 vektormez}o a 6. ¶abr¶an l¶athat¶o. (Az ¶atsk¶al¶azott f vek-
tormez}o elemei ugyanolyan ir¶any¶uak, mint az f vektormez}o¶e, csak a hosszuk
kÄulÄonbÄoz}o.)

Az x2 = x1, x2 = b, x1 = 0 egyenesek a s¶³kot a T 1; T 2; . . . ; T 7 nyitott ¶es
ÄosszefÄugg}o tartom¶anyokra bontj¶ak.
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6. ¶abra.

7. ¶abra.
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Az x1 = 0 egyenest h¶arom p¶alya alkotja: f(0; 0)g, f(0; e¡ct : t 2 R)g,
f(0; ect) : t 2 Rg. Ez¶ert az x1 = 0 egyenes invari¶ans. ¶Igy a 6. ¶abra alapj¶an

T 1; T 5; T 7 pozit¶³v invari¶ansak ;
T 2; T 3; T 6 negat¶³v invari¶ansak :

J¶ol ismert, hogy a B = (b; b) nyeregpontnak van 1-dimenzi¶os lok¶alis stabil ¶es
instabil sokas¶aga: Slok ¶es Ulok. Az Slok (Ulok) pozit¶³v (negat¶³v) invari¶ans ¶es
¶erint}oje a B pontban a B-n ¶atmen}o v¡ (v+) ir¶any¶u egyenes. Mivel

v¡ =

µ
1;

¸¡
ab

¶
¶es

¸¡
ab

< 0 ;

v¶alaszthatunk y1 2 T 2 \ Slok ¶es y2 2 T 6 \ Slok pontokat. Ekkor

'(t; y1) 2 T 2 \ Slok ¶es '(t; y2) 2 T 6 \ Slok (minden t ¸ 0)

¶es
'(t; y1) ! B ; '(t; y2) ! B (t ! 1) :

Az S1 =
©
'

¡
t; y1

¢
: t 2 R

ª
¶es S2 =

©
'

¡
t; y2

¢
: t 2 R

ª
halmazok a B

nyeregpont stabil szeparatrixei. Az S = S1[S2[fBg halmaz a B nyeregpont
stabil halmaza (8. ¶abra).

8. ¶abra.

Mivel y1 2 T 2, tov¶abb¶a a vektormez}o minden T 2-beli v = (v1; v2) elem¶ere
v1 > 0, v2 < 0, ¶es T 2 negat¶³v invari¶ans, ez¶ert a

(¡1; 0] 3 t ! '(t; y1) 2 T 2
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gÄorbe els}o komponense monoton nÄovekv}o, a m¶asodik monoton csÄokken}o. T 2

hat¶ar¶an a B az egyetlen egyens¶ulyi helyzet, amelyhez '(t; y1) nem tarthat
t ! ¡1 eset¶en, ¶³gy

¯̄
'

¡
t; y1

¢¯̄
! 1 (t ! ¡1) :

Hasonl¶oan kapjuk, hogy '(t; y2) 2 T 6, t 2 R, ¶es
¯̄
'

¡
t; y2

¢¯̄ ! 1 (t ! ¡1) :

Az is kÄonnyen bel¶athat¶o, hogy a '
¡
t; y2

¢
komponenseire '1(t; y

2) ! 1,
'2(t; y

2) ! ¡1 (t ! ¡1) teljesÄul.

Anal¶og m¶odon, v+ =
³
1; ¸+

ab

´
¶es 0 < ¸+

ab < 1 miatt van olyan z1 2
T 1 \ Ulok ¶es z2 2 T 7 \ Ulok, hogy

'(t; z1) 2 T 1 \ Ulok ; '(t; z2) 2 T 7 \ Ulok (8 t · 0)

¶es
'(t; z1) ! B ; '(t; z2) ! B (t ! ¡1) :

Az
U1 = f'(t; z1); t 2 R g; U2 = f '(t; z2); t 2 R g

halmazok a B instabil szeparatrixei (8. ¶abra). Az U = U1[U2 = fBg halmaz
a B instabil halmaza. Mivel T 1 ¶es T 7 pozit¶³v invari¶ansok, ez¶ert

'(t; z1) 2 T 1 ; '(t; z2) 2 T 7 (8 t ¸ 0) :

Innen az kÄovetkezik, hogy '
¡
t; z1

¢
('

¡
t; z2

¢
) mindk¶et komponense szigor¶uan

monoton nÄovekv}o (csÄokken}o) t 2 [0; 1)-re, ¶es
¯̄
'

¡
t; z1

¢¯̄ ! 1 ; '
¡
t; z2

¢ ! A = (0; 0) (t ! 1) :

A fentiek alapj¶an l¶eteznek olyan

¾ : R ! (0;1) ; u : (0; 1) ! R

folytonos fÄuggv¶enyek, hogy ¾ (b) = b, u (b) = b, ¾ szigor¶uan monoton csÄokken}o,
u szigor¶uan monoton nÄovekv}o, u (x1) < x1 minden x1 > b-re, u (x1) > x1

minden x1 2 (0; b)-re, ¶es

S = f (¾(x2); x2) : x2 2 R g ; U = f (x1; u(x1)) : x1 > 0 g :

Most megmutatjuk, hogy a '-nek nincs nemtrivi¶alis periodikus p¶aly¶aja.
Ha valamely ½ 2 R2 eset¶en ' (t; ½) periodikus a T > 0 minim¶alis peri¶odussal,
akkor a

¦ : [0; T ] 3 t ! '(t; ½) 2 R2

egyszer}u z¶art gÄorbe belsej¶eben van egyens¶ulyi helyzet, azaz az A vagy a B
pont. Mivel A, B 2 U [ S, ez¶ert ¦ belseje U [ S-beli pontokat is tartal-
maz. De U [ S nem korl¶atos, ¶³gy van olyan pontja is, amely a ¦-n k¶³vÄul
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van. A folytonoss¶ag ¶es az U [ S ÄosszefÄugg}os¶ege miatt U [ S tartalmaz olyan
pontot is, amely eleme ¦-nek. Ez ellentmond¶as, mert az U [ S pontjai nem
periodikusak.

Az R2 n ¡
S [ U1

¢
halmaznak 3 ÄosszefÄugg}o nyitott komponense van: H1;

H2; H3 (9. ¶abra). A H1, H2 ¶es H3 invari¶ansak.

9. ¶abra.

Ha x 2 H1, akkor ' (t; x) komponenseire az al¶abbi ¶erv¶enyes: van egyetlen
olyan t0 2 R, amelyre '2 (t0; x) = b, ¶es

(¡1; t0) 3 t ! '1 (t; x) 2 R szigor¶uan monoton csÄokken}o;

(t0; 1) 3 t ! '1 (t; x) 2 R szigor¶uan monoton nÄovekv}o;

(¡1; 1) 3 t ! '2 (t; x) 2 R szigor¶uan monoton nÄovekv}o:

Ha '(t; x) v¶eges hat¶ar¶ert¶ekhez tart, amint t ! 1 vagy t ! ¡1, akkor a
hat¶ar¶ert¶ek egyens¶ulyi helyzet. H1-ban B az egyetlen egyens¶ulyi helyzet, ¶es
' (t; x) nem tart B-hez. ¶Igy '1 (t; x) ¶es '2 (t; x) monotonit¶asi tulajdons¶aga
alapj¶an

j' (t; x)j ! 1 (t ! §1) :

Teh¶at ® (x) = ! (x) = ;. Anal¶og m¶odon kapjuk, hogy ® (x) = ! (x) = ;
minden x 2 H2 eset¶en.

Minden n ¸ 1 eg¶esz sz¶amra de¯ni¶aljuk a

¡n = ¡1
n [ . . . [ ¡6

n
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gÄorb¶et (10. ¶abra), ahol °n = a
c n (b + n) ¶es

¡1
n = f(x1; b + n) : 0 · x1 < ¾(b + n)g ;

¡2
n =

n³
x1;

c

an
x1 + b + n

´
: ¡°n · x1 < 0

o
;

¡3
n = f(¡°n; x2) : ¡°n · x2 < 0g ;

¡4
n = f(x1;¡x1 ¡ 2°n) : ¡°n · x1 < 0g ;

¡5
n = f(x1;¡2°n) : 0 · x1 < ¾ (¡2°n)g ;

¡6
n = f(¾ (x2) ; x2) : ¡2°n · x1 · b + ng :

10. ¶abra.

¶All¶³tjuk, hogy a ¡n egyszer}u z¶art gÄorbe Vn belseje pozit¶³v invari¶ans. ¡6
n

az S invari¶ans halmaz r¶esze. ¶Igy Vn pozit¶³v invarianci¶aja kÄovetkezik, ha a
¡1

n, . . ., ¡5
n gÄorb¶ek pontjaib¶ol az f vektormez}o elemei Vn-be mutatnak. Ez a

6. ¶abra alapj¶an nyilv¶anval¶o az

n³
x1;

c

an
x1 + b + n

´
: ¡a

c
n2 < x1 < 0

o
½ ¡2

n

halmaz pontjainak kiv¶etel¶evel. Az ut¶obbi pontokra elegend}o megmutatni,
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hogy ¯̄
¯̄x

0
2

x0
1

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄ ® (x) c (x1 ¡ x2)

® (x)ax1 (x2 ¡ b)

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄ c (x1 ¡ x2)

ax1 (x2 ¡ b)

¯̄
¯̄ >

c

an
:

Ha ¡a
c n2 < x1 < 0 ¶es x2 = c

anx1 + b + n, akkor 0 < x2 ¡ b < n. ¶Igy

¯̄
¯̄ c (x1 ¡ x2)

ax1 (x2 ¡ b)

¯̄
¯̄ =

c (x2 ¡ x1)

a(¡x1) (x2 ¡ b)
>

c(¡x1)

a(¡x1) (x2 ¡ b)
=

c

a
¢ 1

x2 ¡ b
>

c

an
:

Teh¶at ¡n belseje pozit¶³v invari¶ans.
Legyen x 2 H3. Ekkor l¶etezik olyan n ¸ 1 eg¶esz sz¶am, hogy x 2 Vn.

A Poincar¶e-Bendixson t¶etel alkalmaz¶as¶aval, ¯gyelembe v¶eve a Vn pozit¶³v in-
varianci¶aj¶at ¶es nemtrivi¶alis periodikus p¶aly¶ak neml¶etez¶es¶et, azt kapjuk, hogy

! (x) ½ fA; Bg [ U2 :

Ha A 2 ! (x), akkor az A stabilit¶asa miatt ! (x) = fAg. Ha A =2 ! (x), akkor
csak ! (x) = fBg fordulhat el}o, ami lehetetlen, mert csak x 2 S eset¶en lehet
! (x) = fBg. Teh¶at ! (x) = fAg.

¶All¶³tjuk, hogy minden x 2 H3 n
¡
S2 [ fAg

¢
eset¶en j' (t; x)j ! 1, ha

t ! ¡1, azaz ® (x) = ;. Ha f' (t; x) : t · 0g korl¶atos, akkor a Poincar¶e-
Bendixson t¶etel alkalmaz¶as¶aval ¶es A stabilit¶as¶anak, nemtrivi¶alis periodikus
p¶aly¶ak neml¶etez¶es¶enek ¯gyelembe v¶etel¶evel ad¶odik, hogy csak ® (x) = fBg
lehet. De ekkor szÄuks¶egk¶eppen x 2 U , ami ellentmond¶as. Teh¶at

f' (t; x) : t · 0g

nem korl¶atos. ¶Igy van olyan (tk) sorozat, amelyre tk ! ¡1 ¶es j' (t; x)j ! 1
teljesÄul. VegyÄuk ¶eszre, hogy a H3 n Vn halmazok negat¶³v invari¶ansak. Mivel
Vn korl¶atos, minden n ¸ 1 eg¶esz sz¶amhoz van olyan k = k (n) ¸ 1 eg¶esz
sz¶am, hogy ' (tk; x) 2 H3 n Vn. Ekkor H3 n Vn negat¶³v invarianci¶aja miatt

' (t; x) 2 H3 n Vn (8 t · tk) :

Ebb}ol kÄovetkezik, hogy j' (t; x)j ! 1 (t ! ¡1).
A fentiek alapj¶an a ' kompakt, invari¶ans r¶eszhalmazai ¶eppen az fAg, fBg,

fA; Bg [ U2 halmazok. Ezek kÄozÄul az fAg ¶es fBg a minim¶alis halmazok.
'-nek nincs oszcill¶al¶o p¶aly¶aja, mert minden x 2 R2-re ® (x) ¶es ! (x) vagy
Äuresek, vagy egyetlen pontot tartalmaznak, azaz kompaktak. Mivel nincs
nemtrivi¶alis p¶alya, ez¶ert

Per (') = fA; Bg :

Az A ¶es B egyens¶ulyi helyzetek hiperbolikusak.
Legyen x 2 R2 olyan, hogy ! (x) = ;. Ekkor szÄuks¶egk¶eppen x 2 H1[H2[

U1. Azt ¶all¶³tjuk, hogy J+ (x) = ;. M¶ar l¶attuk olyan ¿0 = ¿0 (x) l¶etez¶es¶et,
hogy ' (¿0; x) 2 T 1. A T 1 pozit¶³v invarianci¶aja miatt ' (t; x) 2 T 1 minden
t ¸ ¿0-ra. A vektormez}o T 1-beli ir¶anya miatt

[¿0;1) 3 t ! j' (t; x)j 2 R
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szigor¶uan monoton n}o. Azt is tudjuk, hogy j' (t; x)j ! 1, ha t ! 1.
Legyen most y 2 R2 adott. A fentiek alapj¶an van olyan ¿1 > 0, amelyre
j' (¿1; x)j > jyj + 1. A megold¶asoknak a kezdeti adatokt¶ol val¶o folytonos
fÄugg¶ese miatt van az x-nek olyan Kx kÄornyezete, hogy minden z 2 Kx-re

j' (¿1; z)j > jyj + 1=2; ' (¿1; z) 2 T 1 :

A fentiekhez hasonl¶oan innen minden z 2 Kx-re ¶es minden t ¸ ¿1-re

j' (t; z)j ¸ j' (¿1; z)j ¸ jyj + 1=2

kÄovetkezik. Legyen (xn) egy olyan sorozat R2-ben, ¶es (tn) pedig R-ben, hogy
xn ! x, tn ! 1. Minden el¶eg nagy n-re xn 2 Kx ¶es ¿n ¸ ¿1: ¶Igy az el¶eg
nagy n-ekre j' (tn; xn)j ¸ jyj + 1=2, azaz

' (tn; xn) 6! y (n ! 1) :

Mivel y 2 R2 tetsz}oleges volt, J+ (x) = ; ad¶odik. Ebb}ol az is kÄovetkezik,
hogy '-nek nincs nyerge a 1-ben. Teh¶at

W+ = S1 [ S2 W¡ = U1 [ U2 :

¶Igy
W+ \ W¡ = fBg ½ Per (') :

Ezzel bel¶attuk, hogy a Kotus-Krych-Nitecki t¶etel felt¶etelei teljesÄulnek,
azaz ' struktur¶alisan stabil. Ez egy¶uttal bizony¶³tja a Harrod modell struk-
tur¶alis stabilit¶as¶at is a s¶³kon.
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STRUCTURAL STABILITY OF THE HARROD MODEL

In this study it is shown that the nontrivial hyperbolic ¯xed point of a nonlin-
ear dynamical system, which is formulated by means of the adaptive expectations,
corresponds to the unstable equilibrium of Harrod. We prove that this nonlinear
dynamical (in the sense of Harrod) model is structurally stable under suitable eco-
nomic conditions. In the case of structural stability, small changes of the functions
(C1-perturbations of the vector ¯eld) describing the expected and the true time
variation of the capital coe±cients do not in°uence the qualitative properties of
the endogenous variables, that is, although the trajectories may slightly change,
their structure is the same as that of the unperturbed one, and therefore these
models are suitable for long-time predictions. In this situation the critique of Lu-
cas or Engel is not valid. There is no topological conjugacy between the perturbed
and unperturbed models; the change of the growth rate between two levels may
require di®erent times for the perturbed and unperturbed models.


