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AZ L-NASH MEGOLDAS IMPLEMENTACIOJAROL
KETSZEMELYES ALKUPROBLEMAK ESETEN!

FORGO FERENC
Budapesti Corvinus Egyetem

A | Nash program” célkitiizése, hogy minden axiomatikusan meghatdrozott
kooperativ jaték megolddsat egy megfelel6 nemkooperativ alkujaték részjaték
tokéletes Nash egyenstulypontjaként is el6 tudjuk allitani. Ebben a cikkben az
dgynevezett L-Nash megoldast vizsgdljuk ebbdl a szempontbdl. A kétszemé-
lyes alkuproblémak egy széles osztalya esetén bebizonyitjuk, hogy az L-Nash
megoldas kooperativ alkujaték egyensulyi kifizetéseként valé elGallitasara min-
den olyan implementalas alkalmas, amely magat a Nash alkumegoldast is eld
tudja dllitani. A problémé&k egy masik osztalya esetében az L-Nash megolddst
aszimptotikusan allitja el6 Rubinstein valtakozé ajanlattételes alkujatékanak
megfeleld modositésa.

1 Bevezetés

T6bb, mint 6tven év telt el Nash irdnymutaté munkdinak (Nash (1950),
(1953)) megjelenése 6ta, de az a kutatasi irdny, amelyet meghirdetett, és
amely Nash-program néven valt kozismertté, még mindig wjabb és ujabb
eredményeket produkdl és mintegy irdnytiil szolgdl azok szamara, akik ja-
tékelméleti kutatdsaikban egy modellt, vagy megoldaskoncepciét két oldalrol
is meg szeretnének kozeliteni. Ennek a vizsgalati médszernek a legkitiinGbb
példajat maga Nash adta, aki a kétszemélyes kooperativ jatékok axiomatikus
és alkumodellként valé elemzését Osszekapcsolta, ezzel példat mutatva a ko-
operativ és nemkooperativ jatékelmélet egyiittes alkalmazasara.

A Nash éltal vizsgalt modell egyszerti, minden sallangtdl megtisztitott és
csak a lényegre koncentral: hogyan egyezhet meg két jatékos abban, hogy
a lehetséges kimenetelek halmazabdl (a hasznossigi térben) mely elemet vé-
lasszak ki kozos megegyezéssel. Tudvan azt, hogy ez a megegyezés valami-
lyen alkufolyamat eredménye lehet, a problémat alkumegolddsnak (bargaining
solution) nevezte.

Jeloljiik F-fel a lehetséges kimenetelek (kifizetések) halmazat és d =
(d1,dz)-vel az egyet nem értési (disagreement) kifizetést. Az (F,d) pérost,
ahol F C IR%, d € IR?, kétszemélyes alkuproblémdnak nevezziik. Feltessziik,
hogy F' konvex, kompakt és van olyan x € F, hogy x > d. Ez egy ki-
csit kevésbé altalanos megfogalmazas, mint Nashé, de a lényeget nem érinti.
A (kooperativ) jaték abbdl &ll, hogy a két jatékos térgyal egymdssal arrdl,
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hogy F' melyik elemét vélasszak. Ha sikeriil megegyezni, és a valasztas
x* € F, akkor az els6 jatékos megkapja az xj kifizetést, a masodik pedig
x3-ot. Ha nem sikeriil megallapodniuk, akkor az els6 jatékos a dq, a masodik
a dg ,,bintetd” kifizetést kapja. Ha adott az (F,d) alkuprobléma, akkor
mit tekintsiink megoldasnak? Jeloljiik A-val az alkuproblémdk halmazat.
Egy ¢ : A — IR? fiiggvényt megolddsfiiggvénynek vagy roviden megolddsnak
neveziink.

Az axiomatikus megkozelités igyekszik kovetelményeket megfogalmazni,
amelyek intuitiven elfogadhatok, és egyértelmiien meghataroznak egy megol-
dést. Nash axiémai (kovetelményei) a kovetkezdek:

1. Lehetségesség: minden (F,d) alkuproblémaéra ¢ (F,d) € F.

2. Racionalitds: minden (F,d)-re ¢(F,d)> d.

3. Pareto-optimalitds: ha £ €F és £ > (F,d), akkor f = ¢(F,d).
4. Skdla figgetlenség: ha a1, as > 0, 81, B2 tetszoOleges, és

d = (oudy + B, 0ds + (o)
F' = {(aaz1 + B, a9z + fa) @ (21, 72) € F},

akkor Y(F',d") = (a11(F,d) + B1, agtha(F,d) + Ba).

5. Kedvezdtlen alternativiktdl vald figgetlenség: ha F' C F,(F',d) € A,
és Y(F,d) € F', akkor ¢(F’,d) = ¢(F,d).

6. Szimmetria: ha (x1,25) € F akkor és csak akkor, ha (xq,21) € F és
dy = da, akkor ¥n(F,d) = ¢o(F,d).

Tekintstik a kovetkezé maximum feladatot, amelynek célfiiggvényét Nash
szorzatnak nevezzik:

(1 — di)(x2 — dz) — max
(z1,20) € F
r1 > dy
To > do .

Ennek a feladatnak pontosan egy megolddsa van, melyet Nash-alkumegol-
dasnak (NAM) neveziink. Legyen ¢ az a megoldasfiiggvény, amely minden
alkuproblémédhoz a NAM-ot rendeli.

1. Tétel (Nash 1950). ¢ az egyetlen megolddsfiggvény, amely az 1-6. kove-
telményeket kielégiti.

Ez a megkozelités semmit sem mond a konkrét alkufolyamatrdl, csak a
végeredményt karakterizdlja az axiomak segitségével. Nash eredeti gondo-
lata volt, hogy minden alkuproblém&ahoz konstrudljunk egy nem-kooperativ,
az alkufolyamatot részletesebben modellez6 jatékot gy, hogy lehetoleg en-
nek a jatéknak egyetlen részjaték tokéletes Nash egyensilypontja (NEP)
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legyen és ebben az egyensulypontban a jatékosok kifizetése egyezzék meg
az axiémakkal egyértelmiien meghatdrozott NAM-mal. A jatékot ugy kell
megkonstrudlni, hogy a kooperativ megoldds expliciten semmi esetre sem
szerepeljen a jaték leirdsaban és lehetoleg magat a megoldast ne hasznéljuk
a jaték paramétereinek meghatarozasahoz.

Egy ilyen nemkooperativ jatékra maga Nash mutatott példét (Nash (1953)),
amelyet tobb més kévetett (pl. Rubinstein (1982), Howard (1992)). Ezt
a vizsgalati mddszert, az axiomatizdlas és a nem-kooperativ implementacio
harmonizaldsét egyéb megolddsok (példaul a Kalai-Smorodinsky megoldés,
Moulin (1984), a Shapley érték, Dasgupta és Chiu (1998) esetére is alkalmaz-
tak a Nash program irdnymutatdsat kovetve. Nem célunk a Nash program
teljes dttekintése, Binmore, K. et al. (1992) és Serrano (2005) munkdi ezt
megteszik.

Ebben a cikkben egy olyan kooperativ megoldas nemkooperativ imple-
mentdcidjaval foglalkozunk, amely elszor Forgé (1983) munkdjiban jelent
meg, majd Forgd és Szidarovszky (2003) az axiématizédldssal és a tObbkrité-
riumu dontésekkel valé kapcsolatdanak kimutatasaval egészitette ki. Ebben a
dolgozatban hasznéltak a szerzék az L-Nash megoldds (LNAM) elnevezést.
Az LNAM azt a megoldést jelenti, amelyet a NAM-ok hatarértékeként ka-
punk akkor, ha az egyet nem értés biintetésének mértéke egy adott rogzitett
irdnyban a végtelenhez tart.

Az LNAM nemkooperativ alkujatékkal valé implementacidjaval foglalko-
zunk ebben a cikkben. Megmutatjuk, hogy bizonyos esetekben elég nagy,
de véges biintetés kilatasba helyezésével is el lehet érni az LNAM-ot és igy
mindazok a modellek kozvetlentil alkalmazhatdk, amelyek a NAM-ot imple-
mentdljdk. Amennyiben ilyen véges biintetés nincs, akkor Rubinstein (1982)
valtakozd ajanlattételes alkumodelljének megfelel6 adaptaciéjaval megmu-
tatjuk, hogy ez a modell ugyanigy, mint a NAM-ot, az LNAM-ot is aszimp-
totikusan implementalja.

2 Poliedrikus lehetséges tartomany

Legyen C(a) = (F,—ar) egy kétszemélyes alkuprobléma, ahol r > 0, a>0.
Az F C Bf_ a lehetséges kimenetelek konvex, kompakt halmaza, r az egyet
nem értési (disagreement) irdny, « az egyet nem értés biintetésének mértéke.
Minden a-ra, a C(«) alkuproblémahoz tartozé Nash-féle alkumegolddsnak
(NAM) nevezziik a b(a) € IR% kimenetelt, ha b(a) az egyetlen megoldésa
az alabbi problémanak:

P(a): (x1 + ary)(zg + ary) — max
(131,132) cF.

Legyen

M= max (rizo+rewy).
(x1,22)€EF

M a feltételek miatt mindig létezik. Tekintsiik most a kévetkezd problémat
(amely nem fiigg a-t6l):
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Q:  r3z? +r?r3 — min
(131,132) cF

1Ty + 1oy = M .

@-nak egyetlen megoldédsa van, amelyet L-Nash alkumegolddsnak neveziink.
(Az L betd a limit széra utal). Az LNAM fogalom el6szér Forgd (1983)-ban
szerepel, részletes elemzése és kiilonboz6é tulajdonsagai pedig Forgd és Szi-
darovszky (2003)-ban taldlhaték meg. Ugyanitt szerepel a kovetkezd tétel,
amely a P(a) és a @) feladat megoldasai kozott 1étesit kapcsolatot:

2. Tétel. Ha b(a) a C(a) alkuprobléma NAM-ja, akkor lim,_.., b(a) = z,
ahol z az LNAM (a Q feladat megolddsa).

Megjegyezziik, hogy Forgd és Szidarovszky (2003)-ban &ltaldnosabban
szerepel ez a tétel (n-személyes alkuprobléméra), de ebben a cikkben csak
a kétszemélyes alkuproblémakkal foglalkozunk.

Fontos specialis eset, amikor az F politép. Ez a helyzet példaul akkor,
amikor F-et egy bimatrix jatékbol vagy egy tobbkritériumu dontési problé-
m&bdl szarmaztatjuk (lasd az 1. és 2. példdkat késGbb).

Forgé és Szidarovszky (2003)-ban erre vonatkozik a kovetkezd tétel:

3. Tétel. Ha F politop, akkor van olyan ag > 0, hogy minden o > o esetén
b(a) = z, vagyis a NAM megegyezik az LNAM-mal.

Ez a tétel akkor fontos, ha az LNAM-ot olyan nemkooperativ alkuji-
tékokkal akarjuk ezen jatékok NEP-jeként el6allitani, amelyeket a NAM-
ra dolgoztak ki. Ha azonban az LNAM nemkooperativ alkujatékként vald
realizaciéjara ezt az utat akarjuk kovetni, akkor az alkuprobléma primer
adataibdl elére kell tudnunk becsiilni azt az g kiiszobértéket, amely f6lé
emelve az egyet nem értés biintetésének mértékét, a NAM mar nem véltozik.

A 3. Tétel bizonyitésa Forgé és Szidarovszky (2003)-ban lényegében egzisz-
tencia bizonyitds és igy ebbdl kozvetlenill nem tudunk ap-ra becslést (felsd
korlatot) adni. Kétszemélyes alkuprobléma esetében azonban viszonylag egy-
szerlen, a probléma primer adataibdl tudunk ilyen becslést konstrudlni. Ezt
fogjuk most megtenni.

Tegyiik fel, hogy az F' politép cstcspontjai p1,...,pk és z az LNAM (a
Q feladat megolddsa). A P(«) feladat célfiggvénye igy is irhaté:

2129 + a(rize + rexy) + a?riry — max

Legyen p = (p1,p2),q4 = (q1,92) az F két Pareto-optimalis csicspontja.
Mivel a NAM mindig Pareto-optimélis feliileten van (ez az egyik axiémal),
ezért a P(a) feladat megolddsa vagy Pareto-optimélis csticspontban, vagy két
ilyen csicspont altal meghatarozott szakaszon van, amelyet Pareto-optimdlis
szakasznak fogunk nevezni. Legyen

T={x:x=XAp+(1-XN)q, 0< <1}



Az L-Nash megoldés implementdciéjardl . . . 117

a p és q pontok altal meghatarozott szakasz. A Nash-szorzat (P(«) célfiige-
vénye) a konstans tag elhagydsa utdn a T szakaszon a kovetkezd:

FO) =1+ (1 =Naq)(Ap2 + (1 = A)ga) + ari(Apz2 + (1 — N)ga) +
+ary(Apr + (1= Naq) -

Ha a NAM a [p, q] szakasz belsejébe esik, akkor ott

F'N) =2(p1 —q1)(p2 — @2)A+ (01 — @1)a2 + (P2 — @2) a1 +

+Oé(7‘1(p2 _q2)+7‘2(p1 _QI)) =0. (1)

Ez csak akkor dllhat fenn minden elég nagy a-ra, és ezéltal minden o > 0-
ra, ha

r1(p2 —q2) +72(p1 —q1) =0. (2)

Ez azt jelenti, hogy abban az esetben, amikor az LNAM egy Pareto-optimalis
szakasz belsejébe esik, akkor oy = 0. Mivel 11,75 > 0, p # q és [p, q] Pareto-
optiméalis szakasz, ezért (p1 — ¢1)(p2 — ¢2) < 0. fgy minden elég nagy a-ra a
NAM csak akkor eshet a [p, q] szakasz belsejébe, ha a

(P1 — @)@ + (P2 — @2)

) —w)

<1 (3)

egyenlStlenségek teljesiilnek. Ha (2) és (3) fenndllnak, akkor a [p, q] szakaszt
elfogadhatdonak nevezziikk. Ha a [p, q] szakasz elfogadhatd, akkor a Ap + (1 —
A)q pontot, ahol
(P11 —@1)g2 + (P2 — @2) 01

2(p1 — q1) (P2 — @2)

a [p, q] szakasz kritikus pontjdnak nevezziik. Konnyti 14tni, hogy ebbdl legfel-
jebb egy van. Legyen K a Pareto-optimalis csticspontok és a legfeljebb egy
Pareto-optimalis elfogadhatd szakasz kritikus pontjanak véges halmaza.

Az el6bbiek alapjan vildgos, hogy az LNAM a K halmaz pontjainak egyike
és meghatarozhaté az alabbi egyszeri algoritmussal:

Szamoljuk ki az rixo + roxifiiggvény értékét az F' csicspontjaiban. Ha
a maximum csak egyetlen pontban vétetik fel, akkor ez az LNAM. Ha kettd
pontban (ennél tobb nem lehet, mivel két dimenziéban vagyunk), akkor ezen
két pont altal meghatarozott szakasznak a kritikus pontja az LNAM, ameny-
nyiben ez 1étezik, vagy pedig a két csticspont koziil az, amelyikben a @) feladat
célfiiggvényértéke kisebb.

A NAM meghatérozisdra Kaneko (1992) adott egyszerti és hatékony véges
algoritmust.

Ezeket az eredményeket is fel fogjuk hasznalni arra, hogy egy fels6 becslést
adjunk arra az «q értékre, amelyre fennall, hogy minden a > ag esetén a
NAM és az LNAM egybeesik.

A fentiek alapjdn a K halmazbdl most mér kihagyhatjuk a kritikus pontot
(maradnak az F' Pareto-optimdlis csiicspontjai), mivel arra mar megvan az
egzakt ag = 0 als6 korlat.

A=—
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Legyen b(a) a NAM az a paraméter fiiggvényében, z az LNAM és tegyiik
fel, hogy b(a) # z. Ekkor fennéllnak az aldbbi egyenlétlenségek:

M =1r129 + 1021 > leg(a) + roby (a)

2122 + a(r12z2 + roz1) = 2120 + aM < bi(a)ba (@) + a(ribe(a) + r2bi(ar)) .
A miésodik egyenlétlenség azért szigord, mert barmely o > 0-ra a NAM az

egyetlen maximalizaldja a Nash szorzatnak. Ezekbdl az egyenlGtlenségekbdl
azt kapjuk, hogy

(M — (riba(a) + rabi () < by(a)ba(@) — 2122 (4)

g(b(@)) := M —(r1ba() +r2b1(a)) nem lehet 0, mert akkor a jobb oldalnak
pozitivnak kellene lenni, ami ellentmond annak, hogy z a @ feladat egyetlen
megoldésa.

Ha b(a) € K, akkor legyen

= i M — >0,
s yeKrgl(T}l,)w( (r1y2 + r2y1))
S = ;Ileal}({ Y1Y2 -
Ekkor (4)-bél az aldbbi egyenlétlenséget kapjuk:
S — S
S S

mivel z > 0.
Nézziik most azt az esetet, amikor b(a) ¢ K. Ez akkor fordulhat el6, ha

C:=ri(ps—q)+7r2lp1 —q1) #0.

(Ha C = 0, akkor azt mér lattuk, hogy ha (3) nem &ll fenn, akkor a NAM
a [p,q] szakasz egyik végpontjiba esik, ezek pedig definicié szerint benne
vannak a K halmazban.)
Legyen A =2(p1 — q1)(p2 — @2), B = (p1 — q1)¢2 + (2 — q2)q1- Ekkor az
(1) egyenl8ség igy néz ki:
AN+ B+Ca=0.
Ebbdl
—-A\N—B
a=——.
C
Mivel azt mar lattuk, hogy A <0és 0 < A < 1, ezért
—AN—B - —A+|B|
o =
c C]
Ezt (5)-tel 6sszevetve azt kapjuk, hogy ha a NAM és az LNAM kiilénboznek,
akkor abban az esetben, ha C' # 0, és b(a) € [p, q, akkor

< max {2 ZA+IBl
«Q a. S, |C| s
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ha pedig C = 0, akkor
S
o< —.
S
Ha tehat
C¥|

a — ClB értékek maximuma az F' Pareto-optimalis szakaszain (C # 0), és

S —A'+|B"|
ap = max{;,w}, C#O
2, C=0

S

akkor a > ag esetben a NAM egybeesik az LNAM-mal.

Lathattuk, hogy aq kiszamitasahoz csak eredeti adatok, F' csucspontjai,
valamint az r egyet nem értési irdany sziikségesek. Ha a problémat egy
bimatrix jatékbdl szarmaztatjuk, akkor az F' csucspontjai kifizetésparosokbol
keriilnek ki és eleve rendelkezésre allnak.

1. Példa. Tekintsiik a kozismert Gydva nyul bimatrix jatéknak azt a
valtozatat, amelyben a jatékosok aszimmetridja abban nyilvanul meg, hogy
az egyet nem értés az egyiknek Otszor jobban ,,f4j”, mint a mésiknak. Az A
és B jatékos kifizetOmatrixa a ,,kitér, nem tér ki’ tiszta stratégiaparosokra

az alabbi:
6 1 6 7
a=(74) ==(V0)

A kimenetelek sikjan hirom Pareto-optimalis pont van:

pP= (177)7 q= (676)7 t = (73 1)

és két Pareto-optimalis szakasz: [p,q] és [q,t]. Tegyiik fel, hogy az egyet
nem értési irdny: r = (5,1). Ekkor a Pareto-optimalis csicspontokban az
r122 + rowy fiiggvény értéke rendre 36,36 és 12. Sem a [p,q] sem a [q, t]
szakaszon nincs kritikus pont. A [p, q] szakasz esetében C = 0, igy csak az S
és s értékeket kell kiszamolni. Ezek az értékek rendre: S = 36, s = 24, amely-
bél az ag = 1.5 értéket kapjuk. A [q,t] szakasz esetében C' = 24, A = —10,
B =34, amibsl 5P = 1.83. Tgy az ag-ra a max{1.5,1.83} = 1.83 értcket
kapjuk. Ez elég j6 becslés, mert a legkisebb ag, amely mellett a NAM és
LNAM egybeesik, 0.

2. Példa. A tobbkritériumi dontési problémét (TKDP) el lehet helyezni
jatékelméleti kornyezetben is (14sd Forgé (1983), Forgé és Szidarovszky (2003).
Ekkor az egyes kritériumokhoz rendeljik a jatékosokat, akik valasztanak
egyet az alternativak kozil. Kifizetés csak akkor van, ha mindenki ugyanazt
az alternativat vélasztotta, ellenkez6 esetben a kifizetés tart a —oo-hez, egy
adott egyet nem értési irdny mentén. Mint azt Forgd és Szidarovszky (2003)
bebizonyitotta, a tobbkritériumd dontési probléma, amennyiben az egyes
kritériumokat pozitiv stulyokkal latjuk el és linearis silyozas alapjan valasztjuk
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ki a legjobb alternativét, ekvivalens a hozzarendelt jaték LNAM-jdnak meg-
hatarozasaval, ahol az egyet nem értési irany komponensei az egyes silyok
reciprokai. Ha a linearis silyozas alapjan tobb alternativa kozott holtverseny
alakul ki, akkor koziiliik a @ feladat megoldasaval valasztjuk ki a TKDP
megolddsdt. Nagyon sok esetben az egyes kritériumokat egyének és/vagy
szervezetek testesitik meg, akiknek az alkuja révén alakul ki a kompromisszu-
mos megoldds. Természetes modon adddik, miutan a silyokbdl kiszamoltuk
az egyet nem értési irdnyt, hogy kiszamitsunk az elobbiek szerint egy fels
korlatot arra a kiiszobértékre, amelyen feliil az igy kapott egyet nem értési
pontot hasznalva a nem-kooperativ Nash alkumodellek egyensilypontként
allitjak el6 a TKDP egyszeri stilyozassal kivalasztott ,,megoldasat”. Mi most
is természetesen csak a kétszemélyes (két kritériumi) esettel foglalkozunk.

Nézziink egy egyszerii esetet, ahol az egyes alternativakat az alabbi vek-
torok jellemzik:

a=1(2,3), b=(1,6), c=(3,2)

A kritériumokhoz a (£, %) sulyvektort rendeljiik, amely azt jelenti, hogy a
jatékelméleti modellben az egyet nem értési irdny r = (2,3), az F halmaz
cstcspontjai pedig a,b,c. Ezekbél b és ¢ Pareto-optimélis pontok, a [b, c]
szakasz pedig az egyetlen Pareto-optimélis szakasz. Az LNAM a z = b pont.
Most C =2#0, A=—16, B=28, S =6, s =8 és fgy ag = —atlBl — 12,

IC]
A legkisebb g, amely mellett a NAM és LNAM egybeesik, 4.

3 Sima Pareto-hatar

Ha a lehetséges kimenetelek halmaza nem poliedrikus, akkor nem feltétleniil
van olyan «g , hogy minden o > ag-ra a NAM és az LNAM egybeesik. Az
alabbi alkuprobléma egy példa erre az esetre.

3. Példa. Legyen az F = {(z,y) € IRY : 2° +y? < 1} a lehetséges kime-
netelek halmaza, az r = (1, 3) pedig az egyet nem értési irdny. Az LNAM a
3x + y linedris fliggvény maximumpontja, ami a (%, \/;1_0) pont. Rogzitett
a > 0 egyet nem értési blintetés mérték mellett a NAM az

(z + a)(y + 3a) — max

(z,y) € F

feladat megolddsa. Mivel a NAM az 2% +y? = 1 4ltal meghatdrozott Pareto-
hataron van, a fenti feladat ekvivalens az

(z + a)(y + 3a) — max

sz 4 yQ -1
Lagrange-feladattal. Kénny{i beldtni, hogy a ( \/km, \/;1_0) pont semmilyen A
ia

Lagrange-multiplikator érték mellett sem elégiti z

y+3a—2 =0
r4+a—2\y=0
x2+y2:1
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elsérendu feltételeket egyetlen o > 0 mellett sem.

Mint ebbél a példabdl latszik, az LNAM implementédlasdhoz vagy a NAM
implementalasait kell médositani, vagy esetleg teljesen ujakat konstrudlni
abban az esetben, amikor nincs olyan g, hogy minden a > «ag-ra a NAM és
az LNAM egybeesik.

Mi a kovetkez6kben Rubinstein wdltakozd ajdnlattételes (VA) modelljét,
Rubinstein (1982), hasznaljuk fel kiindulépontnak az LNAM implementala-
sara az alkuproblémak egy specidlis osztalyanak esetében.

Legyen C(a) = (F,—ar) egy kétszemélyes alkuprobléma, ahol r > 0
az egyet nem értési irdny, a > 0 az egyet nem értés buntetésének mértéke,
F={(z,y) € R% : y < g(v)} a lehetséges kimenetelek halmaza. Feltessziik,
hogy ¢ : IR; — IR monoton csckkend, folytonosan differencialhato, szigorian
konkav fiiggvény. Az igy definidlt alkuprobléma osztélyt (o minden lehetséges
értékére) nevezziik roviden C alkuprobléménak.

Az F halmaz gy konvex, kompakt, és az y = g(z) éltal meghatarozott
Pareto-hatdra ,,sima”. Legyen a = ¢g~1(0), b = g(0) (¢~ 1étezik g mono-
tonitdsa miatt). Az F-et igy az aldbbi egyenlétlenség rendszer lehetséges
megoldasaiként is lehet definidlni:

0<zr<a
0<y<b (6)
y<g(z).

C(a)-nak minden a-ra létezik NAM-ja, amelyet az (z + ary)(y + ary) Nash
szorzat egyértelmii maximumpontjaként kapunk. Ezeknek a hatérértéke, ha
a — 0o az LNAM, amelyet viszont az reox + r1y linedris fliggvény szintén
egyértelmii maximumpontjaként nyerhetiink. Az egyértelmiiséget a g fiigg-
vény szigori konkavitdsa biztositja. Mivel mind a NAM, mind az LNAM a
Pareto hataron van, ezért (6)-ban az y = g(z)-szel lehet az y < g(z) egyenlét-
lenséget helyettesiteni, és igy mind a NAM, mind az LNAM meghatarozésa-
kor a [0, a] zart intervallumon egy egyvaltozds fiiggvényt kell maximalizélni.
Adott a-ra a NAM-ot az

f(z) = (z + ari)(g(z) + arz) — max
0<zr<a

(7)
feladat megolddsaval kapjuk. A célfiiggvény elsé derivaltja:
f'(@) = g(z) + g (2) + a(r1g'(x) + 12)

£1(0) = g(0) + a(r1g'(0) + 72) -

Hag'(0) < -2 ésa>ag= —ﬁ%, akkor f'(0) < 0, ésigy a (7) feladat
megolddsa © = 0, y = ¢(0), ami egyuttal az LNAM is.
Vegyiik most a célfiiggvény derivaltjat az x = a pontban

f'(a) = g(a) + ag'(a) + a(r1g'(a) + r2) = ag'(a) + a(r1g'(a) + r2) .
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Ha f’(a) > 0, akkor = a a (7) feladat optimélis megolddsa. Ez tetszélegesen
nagy a-ra akkor és csak akkor allhat fenn, ha r;¢'(a) + r2 > 0. Ekkor, ha

—ag'(a)

>0 = ———"
« (&7s) Tlgl(a)+7‘2

akkor a NAM és az LNAM egybeesnek. Ezt az eredményt tétel forméjaban
is megfogalmazzuk.

4. Tétel. Ha a C alkuprobléma osztdlyra fenndll, hogy vagy ¢'(0) < —32,
vagy pedig g'(a) > —%, akkor van olyan véges agp, hogy minden o > «g

esetében az LNAM egybeesik a NAM-al.

Kovetkezmény. Ha a 4. Tétel feltételei fennallnak, akkor minden olyan
implementécié, amely eldéallitja a NAM-ot, kelléen nagy egyet nem értési
,,biintetés” mellett az LNAM-ot is elééllitja.

A tovébbiakban tehdt csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a C-
be tartozé alkuproblémék LNAM-ja a Pareto-felilet (relativ) bels6 pontja.
Ekkor az LNAM az

ToX + T1Y — max
y=g(z)
Lagrange-feladat megolddsa. Ha (a*, y*) az LNAM, akkor az elsérendii
feltételbdl a kovetkezo egyenldségeket kapjuk:

g'(a") = — ®
y*=g(z").

Ennek az egyenletnek a megoldédsa egyértelmi (mivel ¢ monoton csékkend),
és az pontosan z*.

A VA modell diszkrét idével dolgozik: t = 1,2,.... Ajanlatnak nevezziik
az F egy pontjat. A jatékosok felvéltva tesznek ajanlatokat, minden pératlan
idopontban az elsé jatékos, minden paros idopontban a masodik. Ha az egyik
jatékos ajanlatat a masik elfogadja, akkor ez lesz a kifizetés, és a jatéknak
vége. Ha nem, akkor 6 > 0 valdsziniséggel az alkufolyamat megszakad, a
jatéknak vége, a jatékosok rendre a —ar; és —ars ,,biintet6” kifizetéseket
kapjdk. Az alkufolyamat 1— ¢ valdszintiséggel folytatddik, és ijabb ajanlatot
tesz valaki, aki éppen soron van.

Ebben a jatékban egy stratégia az a terv (fiiggvény), amely barmely id6-
pontban egy ajanlatot rendel a korabbi ajanlatok alkotta barmely lehetséges
torténethez. A NEP-et és a részjaték tokéletes NEP-et ebben a jatékban a
szokéasos médon definidljuk. Azt a specidlis stratégidt, amelyben az ajanlat-
tételek nem fiiggnek (konstansok) a korabbi torténettdl, stacioner stratégidnak
nevezzik.

Rubinstein alapveto tétele a kovetkez6, amelyet rogzitett egyet nem értési
pont (« rogzitett) esetére bizonyitott.

5. Tétel (Rubinstein (1982), Osborne és Rubinstein (1994)). A VA jdtéknak
egyetlen részjaték tokéletes NEP-je van, amely stacioner stratégiakbol dll.
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fgy a jaték lefolydsa, ha a jatékosok az egyetlen (x*, y*) stacioner stratégidt
jatsszak, igen rovid. Az els6 jatékos a t = 1 id6pontban megteszi az (x*,y*)
ajanlatat, amit a masodik jatékos elfogad, megtorténnek a kifizetések és a
jaték véget ér. Jegyezzilk meg, hogy (x*,y*) fiigg a ¢ valdsziniiségtol.
Szamunkra fontos még a kovetkezo tétel is.

6. Tétel (Rubinstein (1982), Osborne és Rubinstein (1994)). Ha 6 > 0,
akkor a VA jaték egyetlen stacioner stratégidjiban a kifizetések tartanak a
NAM-hoz, ha 6 — 0.

A VA jaték tehdt a NAM aszimptotikus implementédcidja és igy ha 6-t
elég kicsinek vélasztjuk, akkor tetszélegesen kozel keriilhetiink a NAM-hoz.

Mi a helyzet az LNAM-al? Ha olyan aszimptotikus implementéciét sze-
retnénk, amely a 6. Tételen nyugszik, akkor az a és ¢ paraméterek értékét
egyszerre kellene a végtelenhez illetve a nulldhoz tartatni, és még a két kon-
vergencia egymashoz valé viszonyaval is torédni kell. FEzt dgy csindljuk
meg, hogy vesziink egy 0 < B < 1 paramétert, és definidlunk egy olyan
VA jatékot, amelyben a biintetés mértéke a = %, a targyalasok megsza-
kadésanak valdsziniisége pedig § = 32. Az ezekkel a paraméterekkel definidlt
VA jétékot jeloljik VA(B)-val.

7. Tétel. Bdrmely A > 0 szdmhoz van olyan By, hogy minden 0 < 3 < By
esetén a VA(B) jaték egyetlen részjiték tokéletes NEP-jénck kifizetésvektora
A-ndl kisebb tdvolsagra van az LNAM-tdl.

Bizonyitds. Rogzitett 3 esetén az 5. Tétel értelmében a VA(S) jatéknak
van egyértelmiien meghatarozott részjaték tokéletes NEP-je. Konnyt beldtni
(ldsd példdul Forgd et al. (1999), hogy ennek az egyensilypontnak olyan
stacioner stratégiakbol kell allni, hogy barmelyik jatékos szdmara kézombos
legyen, hogy a masik ajanlatat elfogadja-e vagy visszautasitja-e.

Ha tehat (21, y') az elsé jatékos ajanlata, akkor a masodik jétékos (22, y?)
ajanlatara fenn kell allni az aldbbi egyenloségeknek:

y' =g(a')
y* = g(a®)
22 = §(—ar) + (1 — §)z?
v = 8(-ars) +(1- o)
Egyensilyban ' = 22, y' = 32. Az indexeket elhagyva azt kapjuk, hogy
(x,y) € F akkor és csak akkor egyenstlyi ajanlat, ha x kielégiti a

g9(x) + bary — (1 = 6)g(—bary + (1 —6)z) =0

egyenletet. Ha rogzitjiik az x* egyensilyi ajanlatot, és o = 1, § = 32, akkor

08 > 0-ra a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

f(B) = g(a*) + Bra — (1= B*)g(— Bri+ (1 - 5%)z") = 0.
Mindkét oldal ( szerinti derivéltjat véve kapjuk a
F'(B) =r2 +2Bg(=Pr1 + (1 = p*)2") + (1 = 82)g'(=fr1 + (1 = %)2") =0

1
ﬁ)
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egyenletet, ami szintén minden 3 > 0 esetén fennall. Rogzitett [S-ra a
fenti egyenletnek egyetlen x(/3) megolddsa van (lasd Forgd et al. (1999),
310. oldal). Minden 8 > O-ra x(8) € F, és mivel F' kompakt, ¢’ folytonos,
igy minden {f;} nullsorozatra {x(5;)} minden torlédési pontja kielégiti az

f(0)=ra+mg'(x)=0

egyenletet. A ¢’ fliggvény monoton csokkend, ezért a

) = 12
g'(x) = -
egyenletnek egyetlen megolddsa van, ami (8) miatt megegyezik az x*-gal, ami
pontosan az elsé jatékos kifizetése az LNAM-ban.
A 7. Tétel allitdsat ugy is meg lehet fogalmazni, hogy a VA jaték aszimp-
totikus implementdcidja az LNAM-nak, az adott feltételek mellett.

4 Osszefoglalas

Megmutattuk, hogy kétszemélyes jatékok esetében az LNAM megolddst asz-
imptotikusan el6 lehet allitani a Rubinstein-féle VA jaték részjaték tokéletes
NEP-jeként mind sima, mind szakaszonként linedris (a lehetséges kimenetelek
halmaza politép) Pareto-hatar esetében. Politép lehetséges kimenetelek hal-
maza és bizonyos nem-politép esetben az alkuprobléma primer adataibdl
becsiilve tudunk olyan g szamot megadni, hogy minden o > «g esetén az
LNAM megoldéds egybeesik az a biintetés-mértékii Nash-féle alkuprobléma
megoldasaval. Ezekben az esetekben minden olyan implementécid, amely
elééllitja a NAM-ot, egyuttal az LNAM-ot is eléallitja, ha az « ,,biintets”
paraméter elég nagy.

Az eredmények kétszemélyes alkuproblémékra vonatkoznak. A kiter-
jesztés n-személyes alkuproblémakra nem trivialis, és tovabbi kutatast igényel.
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ON IMPLEMENTING THE L-NASH SOLUTION IN TWO-PERSON
BARGAINING GAMES

According to the ,,Nash program” every axiomatically determined cooperative so-
lution to a game should also be obtained as a noncooperative Nash outcome of a
reasonable noncooperative bargaining game. The L-Nash solution defined by Forgé
(1983) can be characterized as the limiting point of the Nash bargaining solution
when the disagreement point goes to negative infinity in a fixed direction. In Forgé
and Szidarovszky (2003), the L-Nash solution was related to the solution of multi-
citeria decision making problems and two different axiomatizations of the L-Nash
solution were also given in this context. In this paper, finite bounds are established
for certain special two-person bargaining problems, making it possible to apply all
the implementation models designed for the Nash bargaining problem to obtain the
L-Nash solution as well. For another set of problems where this method does not
work, a version of Rubinstein’s alternative offer game is shown to asymptotically
implement the L-Nash solution.
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IRANYITASELMELET ES AZ ASZIMMETRIKUS
INFORMACIOS JATEKOK ELMELETE!

BADICS JUDIT - GOMORI ANDRAS
Pannon Egyetem (Veszprém) — Budapesti Corvinus Egyetem

Kozgazdasagi alkalmazasait tekintve az optimalis irdnyitasok elmélete, vagy
réviden irdnyitdselmélet (optimal control theory) a dinamikus optimalizélds
jOl ismert eszkoze. SOt, attdl tartunk, hogy a kozgazdéaszok fejében és gyakor-
lataban az iranyitaselmélet tilsdgosan is, csaknem elvalaszthatatlanul 6ssze-
fonddott az idSbeli déntési problémak kezelésével.? Ezt az Osszefondédast
kivanjuk oldani, amikor igyeksziink rairanyitani a figyelmet egy olyan alkal-
mazasi teriiletre, amelynek semmi koze az id6beli dontésekhez, anndl tobb a
jatékelmélethez, pontosabban az aszimmetrikus informacids jatékok elméle-
téhez. Igy frasunkban —a végén bemutatott illusztrativ példatdl eltekintve—
semmi 1j sincs. Ismertetésiinket azoknak az olvaséknak (kozgazddszoknak,
hallgatéknak) szénjuk, akik tobbé-kevésbé, vagy akédr j6l ismerik az irdnyi-
taselmélet szokasos alkalmazasait, és érdeklédnek egy ettol eltéro alkalmazas
irdnt. El6szor a hagyomanyos alkalmazést idézziik fel réviden a —minden
bizonnyal— legismertebb példan, majd az aszimmetrikus informécios jaték-
elméleti alkalmazast mutatjuk be, végiil ez utobbit illusztraljuk egy példaval.

1 Az iranyitaselmélet klasszikus alkalmazasa

Az optimalis irdnyitdsok elméletét Pontrjagin dolgozta ki munkatédrsaival az
Otvenes években. 1961-ben, tanitvanyaival kozosen publikalta eredményeit,
a konyv a kovetkezd évben angol forditasban is megjelent, igy a hatvanas
években ismertté valt.> Amellett, hogy szdmos tudomanyteriileten (a fizika
kiilénbozé teriiletei, miiszaki tudoményok, stb.) alkalmazzak, méar az emlitett
évtizedben felkeltette a kozgazddszok érdeklédését is. A kozgazdasdgi alkal-
mazas alapgondolata minden jel szerint Arrow nevéhez fiizédik, azonban az
egyik els6 és mindmaig alighanem legtobbet idézett alkalmazast Dorfman-

1Beérkezett: 2006. szeptember 6. Az els6 szerzé munkajat a T17 48680 sz. OTKA palya-
zat tdmogatta. E-mail: badicsj@gtk.uni-pannon.hu, andras.gomori@uni-corvinus.hu.

2Péld4ul egy kozgazdaszoknak irt matematika kézikonyv irdnyitaselméleti alfejezetének
elsé mondata igy szdl: ,,Az iranyitaselméletb&l megtanulhatjuk, hogyan oldjunk meg foly-
tonos idébeli maximalizaldsi feladatokat, ha a célfiiggvényben integrél, a korldtban pedig
differencidlegyenlet szerepel.” Klein [2002], 469. oldal. Egy mdsik, hasonlé kényv irdnyi-
taselméleti fejezetének pedig ez a cime: ,,Eréforrasallokacié az idében: irdnyitdselmélet.”
Silberberg — Suen [2001], 617. oldal.

3Legismertebb valtozata a kényv 1986-os kiaddsa, ldsd: Potrjagin et al. [1986]. Si-
monovits Andras szives kozlésébdl tudjuk, hogy magyarul is olvashaté: Potrjagin et al.
[1968]. Az irdnyitdselmélet torténetérdl ldsd: McShane [1989)].
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nak koszonhetjiik.* A klasszikus kozgazdaségi alkalmazds illusztraciéjaként
idézziik fel mi is Dorfman példajat roviden!®

Egy véllalat a [0, 7] folytonos id6intervallumban dolgozik és minden ¢ €
[0, T] id6pontban megvélasztja @ dontési véltozdjdnak x(t) értékét. z lehet
a vallalat termékének ara, az output mennyisége, a befektetett téke mennyi-
sége, vagy barmi, amitdl célfiiggvényének értéke (mondjuk profitja) fligg.
Ugyanakkor a véllalatnak minden ¢ id6pontban rendelkezésére 4ll a téke k(t)
mennyisége, amely kordbbi tevékenységétdl (dontéseitdl) fiigg. Ezt a kapcso-

latot a .
k(t) = f(k(t),(t),t)

differencidlegyenlet irja le. A vallalat célfiiggvényének értéke (ha tetszik,
,,pillanatnyi profitja”) a t idépontban

u(t) = ulk(t), z(t), 1) .

Ugyanakkor a véllalat célfiiggvényének a [0,7] idSintervallumon vett teljes
Osszegét maximalizalja, igy optimumfeladata

T(EB{/O w(k(r), (1), 7)dr

feltéve, ho
v k(t) = f(k(t),2(t),1) -

Ezzel eléttiink &all a legegyszertibb irdnyitaselméleti feladat, amelyben z-et
irdnyitasi véltozénak (control variable), k-t llapotvéaltozénak (state variable)
szokas nevezni.

Esszer(i feltenni, hogy a folyamat elején a vallalat méar rendelkezik a téke
egy adott mennyiségével, legyen ez ky. Ekkor frhatjuk, hogy k(0) = k. De
—a feladat jellegétdl fliggben— megkovetelhetjiik, hogy a vallalat ugy zarja
a folyamatot, hogy rendelkezésére alljon a téke egy adott —mondjuk kpr—
mennyisége, azaz legyen k(T) = kr, vagy el6irhatjuk, hogy ez a tékemennyi-
ség ne legyen kisebb (vagy nagyobb) egy adott értéknél, azaz k(T) > kr. A
feladatot —természetétdl figgben— még ennél bonyolultabb peremfeltételek
mellett is megfogalmazhatjuk.

A megoldashoz sziikség van a Hamilton-fiiggvényre

H = u(k(t), (), ) + A(0) f(k(t), 2(1),t) ,

4L4sd: Arrow [1968], Arrow — Kurz [1970], Dorfman [1969].

5Természetesen itt nem kivinunk bevezetést adni az irdnyitdselméletbe, a példat csak
annyira részletezziikk, amennyire ahhoz sziikséges, hogy majd Osszehasonlitsuk azzal az
alkalmazéssal, amit valéban be kivdnunk mutatni. Az irdnyitdselmélet irdnt érdeklédé
olvasé szamos, kozgazddszoknak irt matematika konyv kozil véalogathat, példdul: Chi-
ang [1992], Dixit [1990], Fuente [2000], Klein [2002], Léonard — Long [1992], Kamien —
Schwartz [1991], Seierstad — Sydsaeter [1987], Silberberg — Suen [2000], Sydsaeter — Ham-
mond [2005], Takayama [1994]. Magyar nyelven: Tallos [1998], Simonovits [1998]. Megol-
datlan problémakat targyal Blondel — Megretski [2004]. Egy érdekesség: az emlitett tipusd
konyvek koziil taldn Allen hires miive (Allen [1962]) az egyik utolsé, amely a varidci6-
szamitdssal véget ér.
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ahol \(t) az tigynevezett Pontrjagin-multiplikator (co-state variable).5
A megoldas sziikséges feltételei egyrészt az elsérendii feltételek

oOH
o
oOH
ok
oOH
oA
masrészt a transzverzalitasi feltétel

AT) =0.

A modellben A(t) az dllapotvéltozé margindlis novekedésének a célfiige-
vény optimadlis értékére tett hatdsat adja meg (a tke drnyékara). Ebbol rog-
ton kovetkezik, hogy mivel ez a hatés a folyamat végén zérus, igy A(T) =0,
ami éppen a transzverzalitasi feltétel.

A feladat az elsérendii feltételekbél és a transzverzalitasi feltételb6l meg-
oldhatd.”

Dorfman modelljét végelathatatlan sorban koévették a hasonlé megfonto-
lasokra épilé kozgazdasagi alkalmazasok. Taldn az egyik legnagyobb alkal-
mazési teriilet a novekedéselmélet.® De alkalmazzak az irdnyitdselméletet a
megujithatd eroforrdsok, illetve a korlatozottan rendelkezésre allé és kornye-
zetszennyezd energiaforrasok felhasznalasanak leirdsaban, a politikai tizleti
ciklusok, vagy a specidlis technolégiai fejlesztések elemzésében és még szamos
més teriileten.? Valamennyi alkalmazds kozds vondsa azonban, hogy folytonos
id6beli dontési problémaékat kezelnek, azaz dinamikus optimalizalasi modellek.
A kovetkezékben bemutatandé modell nem ilyen.

2 Az iranyitaselmélet alkalmazasa az aszim-
metrikus informacios jatékok elméletében

Miel6tt a szoban forgd alkalmazast bemutatnank, helyesnek latszik az alkal-
mazési teriiletet nagyjabdl lokalizdlni, kornyezetében elhelyezni.!® Elkerii-

6Az angol nyelvii irodalomban mis megnevezése: auxiliary variable. Taldlkozhatunk
még a dinamikus Lagrange-multiplikdtor megjeldléssel is.

"Minthogy 6 célunk egy alkalmazas bemutatasa, nem foglalkozunk itt a megoldas léte-
zésének kérdésével, tovabba mindvégig feltessziik, hogy a sziikséges feltételek elégségesek
és nem foglalkozunk ennek feltételeivel sem. E kérdéseket illetéen a kordbban hivatkozott
irodalomban tdjékozédhat az érdekl6ds.

8A szinte minden tankényvben idézett példa a Ramsey — Cass — Koopmans modell.
Eredeti valtozata (Ramsey [1928]) nem haszndlt irdnyitdselméleti eszk6zoket. Cass altal
konstruélt valtozata (Cass [1965]) mar igen, a Koopmans-féle véltozat (Koopmans [1965])
azonban szintén nem.

llusztraciéként az emlitettekhez ldsd példaul: Plourde [1970], Forster [1980], Nordhaus
[1975], Arrow [1962], Shell [1966].

10 Az iranyitaselmélet legkézenfekvSbb és legelsé jatékelméleti alkalmazdsa a differencidl-
jatékok elmélete, e teriileten maga Pontrjagin is jelentés eredményeket ért el.
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lendo, hogy a jatékelmélet torténetének —itt foloslegesnek latszé— részletei-
ben elvessziink,'! mintegy a kozepébe vagva kezdjiik ott, hogy az informacié
kozgazdasagtanaban alkalmazott jaték-modell legegyszeriibb alakja egy két-
szereplOs, kétlépéses, szekvencidlis jaték, amelyben az egyik szerepld teljesen
informalt'?, a mdsik nem. Ha a rosszul inform4lt szereplé nem tudja megfi-
gyelni a mésik dontési valtozdjat, akkor mordlis kockdzati probléméval allunk
szemben. Ha azonban nem ismeri a mésik fél (vagy a helyzet) valamely tulaj-
donsagét, akkor a jelenség a kontraszelekcid.'> Az informacidhidny mindkét
helyzetben hatékonysdgveszteséghez vezet (az azonos, teljes informécids eset-
hez képest). Azonban ismeriink eszkozdket, amelyek kontraszelekcié esetén
alkalmasak e veszteség csokkentésére. Ha az emlitett jatékban a jol in-
forméalt fél 1ép elészor, akkor ez az eszkOz a szigndlozds (szignél-hasznélat,
vagy jelzés).'* Ha azonban az elsé dontést a rosszul informdlt jatékos hozza,
akkor ez az eszkoz a sziirés'®. A szlirésmodell felirdsdban és megolddsdban
az iranyitdselmélet van segitségiinkre. Az alkalmazdst egy elemi példdn mu-
tatjuk be.'6

Egy szereplé megbiz egy véllalatot egy termék ¢ mennyiségének el6alli-
tasdval és ezért ¢ Osszeget (transzfert) fizet a termelének. Feltessziik, hogy
t és g mennyisége megfigyelhetd és bizonyithaté. A megbizd a ¢ termék-
mennyiségen S(q) tobbletet élvez (S' > 0, S” < 0, S(0) = 0). A termeld
allandé mérethozadék mellett dolgozik, koltségfiiggvénye C'(q) = g, ahol 0
a termelés hatarkoltsége. A megbizd célfiiggvénye

V==5S(q) —t,
a termel6é pedig
U=t—10q.

Az informdciés aszimmetria abban all, hogy a termeld ismeri 0 értékét (6
tehdt a jol informdlt fél, iigyvive, agent), a megbizé (aki a rosszul informélt
fél, principal) azonban errél csak annyit tud, hogy 6 valészintiségi valtozd

Hlsmert médon Harsinyi nem teljes informdciés jatékra adott elsé megolddsa
(Harsanyi [1967-68]) nyitott utat a széban forgé teriilet fejlédésének, amelyben elva-
laszthatatlanul Osszefonédott az aszimmetrikus informdéciés jatékok elmélete és az erre
épiils kozgazdasigi elmélet, amelyet szokds az informécié (vagy az informdcids aszim-
metria) kozgazdasdgtandnak, szerz6déselméletnek, Osztonzéselméletnek, vagy megbizé-
igyvivé (principal-agent) modellnek nevezni. A teriiletrfl —az ismert jétékelmélet és
mikroSkonémia konyveken kiviil— &ttekintést ad példdul Hillier [1997], Molho [1997],
Macho-Stadler — Pérez-Castrillo [2001], Bolton — Dewatripont [2005], Salanié [1997], Laf-
font — Martimort [2002], Laffont [1993], magyar nyelven Géméri [2001].

12 Azaz birtokdban van a jaték megadédsaban foglalt Gsszes informéciénak.

13 A moralis kockdzat kozgazdasigi elemzésének gondolata elészér Arrow [1963] cikkében
jelenik meg, még nem minden etikai konnotacié nélkiill. Mar ilyen Gsszefiiggésektsl
mentesen targyalja Pauly [1968]. A kontraszelekcié elsd leirdsa Akerlof [1970], a szerzd
eredményeiért 2001-ben Nobel-dijat kapott. A kett6 kozotti, itt haszndlt megkiilénboztetés
kissé felszines, valdjadban két kiillonbo6zé struktirardl van szé.

14 A szignélozés (signaling) Stlete Spence nevéhez fiiz6dik (Spence [1973, 1974]), aki ezért
2001-ben kapott Nobel-dijat.

15A sziirés (screening) Stiglitz nevéhez kotddik (Rothschild — Stiglitz [1976], Stiglitz
[1977], Wilson [1977]), aki 2001-ben kapott eredményeiért Nobel-dijat.

16 A kordbban hivatkozott irodalom szdmos véltozatban targyalja.
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F(0) eloszlas- és f(0) = F'(0) stirtiségfiiggvénnyel a [0, 6] intervallumon
(f(0) >0, V0 € [0,0]). Szokés 0 értékét a jél informalt fél tipusénak nevezni.
A szereplék szerzédést kotnek, amely rogziti, hogy a megbizé a termelének
milyen ¢ termékmennyiségért, milyen ¢ 6sszeget fizet. Ha példaul a szerzodés
t = (14 7)0q alakid (0 < 7 < 1), ez azt jelenti, hogy a megbizé altal ki-
fizetett Osszeg fedezi a termel6 koltségeit és tartalmaz egy ,,koltségaranyos”
nyereséget. Ez azonban a termelot abban teszi érdekeltté, hogy minél na-
gyobb koltséget ismertessen el a megrendelével, a megrendeld ezzel szemben
nem tud hatékonyan védekezni, mivel nem ismeri 6 valédi értékét, ugyanakkor
hasonlé okbdl a termel6 sem tud barmely 6 érték mellett hatékonyan érvelni.
gy minden alapot nélkiiloz6 —a gyakorlatbdl jél ismert— alkudozds kez-
dodhet. Ezért olyan szerzodést keresiink, amely megkeriili ezt a zsdkutcat.
Rendeljiink minden 6 tipushoz egy ¢(f) mennyiséget, és egy t(0) Osszeget.
Igy a szerzédés egy (t(0),q(0)) fuggvénypar, szokds ezt szerzddésmeniinek is
nevezni.

A jaték forgatékényve a kovetkezd. A rosszul informélt fél 16p els6ként,
meghataroz egy szerzédésmeniit. A jél informdlt szereplé ezt megfigyeli és
vagy elfogadja, vagy elutasitja. Ha elutasitja, a jatéknak vége, a szereplok
célfﬁggvényértéke zérus. Ha elfogadja, kivdlaszt —a reveldcios elv szellemé-
ben!'” — egy tetszoleges 0 tipust (azaz a szerzédésmenti egy ,,meniipontjat”),
megtermeli a q(@) mennyiséget és megkapja érte a t(@) osszeget. A feladat a
(t(0),q(0)) szerz6désmenii megkonstrudldsa.

Vizsgaljuk meg milyen feltételeknek kell eleget tennie a keresett szerzo-
désmeniinek! Ha a termeld € tipusi és 0 tipust valaszt ki, vagy jelent be,
akkor célfiiggvény-értéke

U(8,0) = t(6) — 0q(d) .

A szerzédésmeniinek azonban olyannak kell lennie, hogy egy 6 tipust ter-
meld akkor jarjon a legjobban, ha a szerzédésmentibdl valasztott 6 tipus
megegyezik valodi tipusaval, azaz 6 = 0. Ez teljesiil, ha

ou (6,6
% =1(0)=04'(6)=0. (1)

Ez az Gsszefliggés a termel dsztonzési korldtja. Ha a szerzodés eleget tesz
a mondott feltételnek, akkor Gsztonzéskompatibilis, vagy igazmondasra 0sz-
t6nz6. (Szokds szepardld szerzddésmeninek is mondani.) Ekkor a termeld
optimalis célfiiggvény-értéke

U*(0) = U(0,0) = t(6) — 09(0) ,

innen

t(0) = 09(0) + U™(0) . (2)

L7A revelaciés elvrél lasd példdul: Myerson [1979], Dasgupta — Hammond — Maskin
[1979], Myerson [1991], 258-263., 294-299.
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Allitsuk most el a termeld optimalis célfiiggvényértékének 0 szerinti totalis
derivaltjat
dU*(9) oU(0,0) n ou(6,0)

do 2% g = [£'(0) =04 ()] — a(6)

A jobb oldalon a szogletes zéardjelben 1évé kifejezés azonban az 6sztonzési
korlat teljesiilése esetén zérus, igy

dU*(6)
do

Miel6tt megvizsgdlnank, hogy a szerzédésnek milyen tovabbi feltételnek
kell eleget tennie, irjuk fel a meghizé célfiiggvényét! A megbizé a V(0) =
S(q(8)) —t(9) fuiggvény @ szerinti varhaté értékét maximalizélja, igy célfiigg-
vénye

=—q(0) . 3)

0
/9 (S(a(6)) — 1(0)] £(6) 6,

ebben (2)-t felhasznélva

(4
/9 (S(q(0)) — 0q(0) —U*(0)] £(6)d6 .

A szerzédésnek olyannak kell lennie, hogy minden tipusu véllalat elfogadja,
azaz teljestiljon a termeld
U*(0) >0

részvételi korldtja. De (3)-bdl

dU*(6)
do

<0,

igy, ha a részvételi korlat a legmagasabb (legkevésbé hatékony) 6 tipusra
teljesiil, akkor minden tipusra teljesiil, ezért elég megkdvetelni, hogy

U*(6)>0

legyen. Ugyanakkor a megbizé célfiiggvénye U*(0)-ban csokkend, ezért csak
ott lehet maximaélis, ahol az utobbi minimalis, ezért a fenti korlatnak effek-
tivnek kell lennie:

U*(8) =0.

Most mar felirhatjuk az irdnyitédsi feladatot!
7
max | [S(q(6)) — 0q(0) — U (0)] £(0)d6 ,

av=(9) _
5 = a0,
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U*(0)=0.

A feladat irdnyitdsi véltozdja q, allapotvéltozdja U*. Az elsd feltétel irja
le az allapotvaltozo véltozasat az irdnyitasi valtozo fiiggvényében, az utolsd
Osszefiiggés a részvételi korlatot megfogalmazo peremfeltétel.

A feladat Hamilton-fiiggvénye

H =[5(q(0)) — 0q(0) — U™ (0)] f(0) — A(0)q(0) -

Az elsbrendii sziikséges feltételek

2L [8'0) ~ 0170) - NO) =0,
q
OH /
S5 = 10 =-X0),
a6
- = —q(0).

Tovabba sziikséges a transzverzalitdsi feltétel

@) =0,
amelynek magyarazata az, hogy a Pontrjagin-multiplikator ellentettje, tehat
—X\(0), az allapotvéltozé margindlis cstkkenésének a célfiiggvény optimalis
értékére tett hatdsit adja meg, és ez a hatds a [0, 0] intervallum alsé hatérén
nulla.
Az S(q) fiiggvény altaldnos alakja mellett is tehetiink néhdny megéllapi-
tdst. Az elsd sziikséges feltételbol

A masodik feltételbdl integralassal
A0)=F@0)+C .
Az utolsé, transzverzalitési feltétellel egybevetve
AO)=F(@)+C=0.
Mivel F(0) =0, igy C =0 és A(0) = F(0). Ezt felhasznélva

F(6)
S'(q(0) =0+ —==,
(@(0) =0+ 75
ahonnan ¢(f) meghatdrozhaté. A jobb oldal mdsodik tagja a kockézati

hényad. Ha a kockdzati hdnyad monoton'®, azaz d_de (1;_((99)2) > 0, akkor ¢(0)

18Fz a feltétel a leggyakrabban hasznélt eloszlas-tipusokra teljesiil.
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nyilvan csokkeno. Ekkor azonban, ha létezik a feladat megoldasaként ad6do
(t(0),q(0)) par, akkor létezik olyan T'(q) fliggvény is, amely ugyanezt a fel-
adatot elldtja. A (¢(0),q(¢)) mechanizmus esetén a jél informédlt fél egy 6
tipust valaszt, dontése kijelol szdmara egy ¢(f) termelt mennyiséget és egy
ezért kapott ¢(0) Osszeget. Mig a T(q) fiiggvény esetén egy ¢ mennyiséget
valaszt és ehhez kap egy T Gsszeget.

Ha ¢(0) csokkené, akkor létezik inverze 6(q), ekkor legyen

T(q) =t(0(q)) -

Beldthaté, hogy a j6l informalt dontéshozé a (¢(6),¢(d)) mechanizmussal
szemben ugyanigy viselkedik, mint az emlitett fiiggvény esetén. Az el6bbi
esetben, mint lattuk az igazmondé dontés elsérendi feltétele

t'(0)—04(0) =0,
mig a masodik esetben az elsérendi feltétel

d

2q (@) = 00) = T'(q) —0=1(0)0"(q) —0=0.

Ezt ¢'(0)-val szorozva

t'(0)0'(q)q'(0) — 0q'(0) = 0.

Mivel 6(q) a q(0) inverze, ezért a két feltétel ugyanaz.

Erdemes egybevetni a bemutatott klasszikus iranyitdselméleti alkalmazdast
az iménti szirésmodellel. Formaélisan nyilvan ugyanarrdl a feladatrol van szo,
egy integralt maximalizalé fiiggvényt keresiink egy differencidlegyenlet, mint
korldtozé feltétel mellett. A dinamikus optimalizdlds esetén a dontéshozd
,,pillanatnyi” dontésével meghatarozza célfiiggvényének , pillanatnyi” értékét,
azonban ezen értékek egy idéintervallum feletti Gsszegét maximalizdlja, innen
a célfiiggvényben az integral. Ugyanakkor pillanatnyi dontései nem fiiggetle-
nek egymdstdl, ezt a kapcsolatot az dllapotvéltozé teremti meg. A korldtozd
feltétel éppen azt irja le, hogy hogyan fiigg az allapotvaltozé valtozasa az
irdnyitasi valtozotol. Tovabba az irdnyitasi valtozo értékét keressiik minden
idopontban, azaz olyan fliggvényt kerestink, amely id6beli ,,palyajat” irja le.

A szilirési feladatban a rosszul informadlt fél célfiiggvény-értéke fiigg a jol
informalt fél tipusatdl, amelynek értékét az elobbi szereplé nem ismeri. fgy a
célfiiggvényben szerepld integral a tipus szerinti varhaté érték. A feladatban
azt keressiik, hogy a szerz6dés —legalabbis egyik— értéke hogyan filiggjon
a tipustdl, vagyis az irdnyitasi valtozd egy tipus-fliggvény. Ugyanakkor a
korlatozé feltétel differencidlegyenlete azt irja le, hogy hogyan valtozzon a jol
informalt fél optimalis célfliggvény-értéke a tipus szerint (ha tetszik, ,,tipusrdl-
tipusra”) ahhoz, hogy egyik tipusnak se érje meg a madsik tipusnak sz6lé
meniipontot valasztani, vagyis valédi tipusatol eltérd tipust szinlelni. fgy
a korlatozé feltétel a jol informdlt fél Gszténzési korlatja (vagy tartalmazza
azt). Nem hidnyozhat a feladatbdl egy peremfeltétel, ami abbdl adédik, hogy
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a jol informalt fél visszautasithatja a szerzédést. Ha tehat azt akarjuk, hogy
elfogadja, akkor teljestilnie kell, hogy a szerzédéssel legalabb olyan jol jarjon,
mint annak elutasitasaval. Ez a korlat a jol informalt fél részvételi korlatja
(amelyet célfiiggvényének monotonitdsa miatt elég az egyik szélsé tipusra
felfrni).1®

A sziirési eljards kozgazdasigi alkalmazédsa igen széles korti. Legismer-
tebb taldn a nemlinedris arképzés.?® De haszniljdk a kozbeszerzésben, a
vallalati szabalyozds elméletében,?! s6t, sziirési eljards a jol ismert aukei6 is.?2
Az alkalmazési lehet6ségek sokszinfiségét?? illusztralandd a kovetkezékben
igyeksziink egy eléggé specialis alkalmazast bemutatni.

3 Egy példa: a valsagmenedzser dijazasa

Ha egy vallalat rossz allapotban van, tobb m&s megoldds mellett az egyik
lehetdség, hogy tulajdonosa szakértét (vagy szakértd céget) kér fel a probléma
megoldédsara. A szakérté atvilagitja a véllalatot, javaslatokat tesz mitkodésé-
nek megvaltoztatasdra. A tulajdonos kifizeti a szakértd jaranddsagat, meg-
teszi a sziikségesnek vélt 1épéseket, a vallalat pedig vagy sikeres lesz, vagy
nem. Feltételezve, hogy a szakérté —foként munkaja elvégzése utan— jobban
ismeri a véllalatot, mint a tulajdonos, tovabba a munkaban tantsitott igye-
kezetérdl elsésorban maganak vannak informacioi, az emlitett dijazési feladat
pontos megfogalmazasa valdszinlileg moralis kockézati problémahoz vezetne.
Mi azonban megoldasként egy sziirési eljardst mutatunk be.2*

Egy véllalat a ¢t = 0 idopontban profitot nem termel, tokepiaci értéke
zérus. Ezért tulajdonosa megbiz egy szakértét, akivel szerzédést kot a kovet-
kez6k szerint. A t = 0 idépontban a szakérté V' Gsszeget fizet a tulajdonosnak
és dtveszi a vallalat miikodtetését (de az nem valik tulajdondvd). Egy a
szerzodésben meghatarozott, késébbi T' > 0 idopontban megfigyelik a vallalat
értékét. Ha a vallalat értéke nagyobb, mint egy —szintén a szerzédésben el6-
re rogzitett— X Osszeg, akkor a szakértd kap X Osszeget (és munkéja véget
ért). Ha kisebb, megkapja a véllalatot.

19A bemutatott sziirési eljards méasfelSl egy specidlis mechanizmus. A mechanizmus-
tervezés nyelvén szdlva, egy adott dontési szabalyt, szeparald, tokéletes Bayes-i egyensily-
ban implementalé mechanizmust targyaltunk. A mechanizmus-tervezésrél lasd példaul:
Fudenberg — Tirole [1991], 7. fejezet.

20L4sd Wilson [1993].

21 Az alapmii Baron — Myerson [1982], egy igen érdekes modell Laffont — Tirole [1986],
amely alapjdul szolgél egy sok alkalmazist bemutaté kényvnek: Laffont — Tirole [1993].

22L4sd példdul Wilson [1992]. Egy specislis alkalmazés a hazai irodalomban Es6 — Si-
monovits [2003].

23E sokszinfiség természetes, ha meggondoljuk, hogy az &ltalunk bemutatott modell
specialis esete egy &altaldnosabb modellnek. Altaldnosan ugyanis két szerepld cseréli ki
két jészag t, ill. g mennyiségeit, mikozben egyikiik rosszul informalt. Az armérce-jészag
megvialasztisdval jelolhetjiik ki a vevot és eladot, igy killonbozé vételi és eladasi eljarasok-
hoz jutunk (ldsd az emlitett példdkat). A szereplSk dontési sorrendjének megvalasztasa
pedig a szigndl-jatékhoz, illetve a szliréshez vezet. A modell altaldnos leirdsat ldsd példaul
Gomori [2001], 126-135. oldal.

24Az eljsras alapotlete Hongbin Li [2003] cikkébdl szarmazik, a modell felirdsa és
megoldédsa azonban —véleményiink szerint— silyosan hibds, ezért jelentGsen dtalakitottuk.
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Tegytk fel, hogy a szakérté tevékenysége vagy sikeres, ekkor a vallalat
értéke a T id6pontban S > 0, vagy sikertelen, ekkor ez az érték zérus. A
sikeresség a szakért$ erdfeszitésétol fligg, legyen ez utdbbi a szakérté dontési
valtozdja a, értékét a tulajdonos nem tudja megfigyelni. Az eréfeszitésnek a
szakértd szamara koltségei vannak, legyen az eréfeszités haszonaldozat-fligg-
vénye C(a,0) (C, > 0, Cy < 0), ahol 0 a vallalat azon jellemzéit foglalja Gssze,
amelyeket a szakért6 pontosan ismer, de a tulajdonos nem. A tulajdonos csak
annyit tud, hogy 6 egy valészintiségi valtozé a [g, 6] intervallumon, ismert
F(0) eloszlés-, ill. f(0) stirtiségfiiggvénnyel. 0 a véllalat, vagy a szakértd
tipusa.

A jaték forgatékonyve a kovetkezd. A tulajdonos meghataroz egy

(V(6), X(0))

szerz8désmeniit, ezt a szakért vagy elfogadja, vagy elutasitja. Utobbi eset-
ben mindkét szerepld kifizetése zérus. Ha elfogadja, kivalaszt egy 6 tipust és
kifizet egy ehhez tartozé V (0) Osszeget, de ezzel kivélaszt egy ehhez tartozd
X (5) Osszeget is. Ezutan megvalasztja az erdfeszités a értékét, majd megfi-
gyelik a vallalat értékét és megkapjak a szerzodésnek megfelel6 kifizetéseket.
Feladatunk a (V' (9), X (0)) szerzédésmenti meghatarozasa.

Azért, hogy konkrét eredményeket kaphassunk, adjunk néhany osszefiig-
gésnek konkrét alakot. Tudjuk, hogy a sikeresség valdszinlisége az erdfeszités
novekvo fliggvénye. Legyen az egyszertiség kedvéért a sikeresség valdszinlisége
maga az erbfeszités, igy a € [0,1] és a vallalat értéke a valdsziniiséggel S,
(1 — a) valdszintiséggel zérus lesz. Legyen a szakértd eréfeszitésének haszon-
aldozat-figgvénye C(a, 0) = ;—; alakd. Legyen tovabba 6 egyenletes eloszlasu
a [0, 0] intervallumon, gy, hogy @ > 0 és —késébb tisztazandé okbdl— 0 < %

A megoldds soran a visszagdngyolités szellemének megfeleléen haladha-
tunk. A szakérté célfiiggvénye

2

~ ~ ~ a

U(a,8,0)=-V(0)+aX(0) — %

Ha barmely 6-hoz célfiiggvényét maximalizalé a értéket valasztja, akkor tel-
jestl, hogy

innen

a(0,0) = 6X(0) .
Ha bejelentett tipusa megegyezik valédi tipusaval, azaz 0= 0, akkor a(0,0) =
0X(0), ezt célfiiggvényébe helyettesitve, célfiiggvényének optimélis értéke

0X(0)?

U*(0) = U(a(0,0),0,0) = =V (0) + —— .

innen
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A tulajdonos bevételi fiiggvénye
R(0) = V(0) +a(0)(S - X(0)),

aki ennek 6 szerinti varhaté értékét maximalizdlja, igy célfiiggvénye

0
/9 V(6) + a(6)(S — X (8))] £(6) db

A kordbban kapott a(6,0) és V() értékét felhasznalva

/9 [HX(H)S _OXO® ] poyan
y 2

A szakérté optimalis célfliggvény-értékének 0 szerinti totalis derivéltja

dU*(6) _ 9U(0.6) , 9U(0.0)
do 20 20

A jobb oldal elsé tagja az 6sztonzési korlat miatt nulla, igy

du=(0) ou(0,0) . X(0)2  X(0)?
L R S

Szamitasba kell még venniink a szakérto részvételi korlatjat, azaz minden 6
esetén fenn kell alljon, hogy
U*0) >0.

De —mint l4ttuk— % = X—(gﬁ > 0, azaz U*(#) nemcsdkkend, igy, ha a
,,Jlegrosszabb” tipusra, azaz a legalacsonyabb @ értékre teljesiil, akkor minden
f-ra teljestl, igy elég megkovetelni, hogy

Us(@) =0

legyen. Azonban azt is ldttuk, hogy a tulajdonos célfiiggvénye U*(6)-ban
csokkend, ezért ott lehet maximalis, ahol ez utébbi minimalis, vagyis a fenti
korlat effektiv:

Ut(0) =0.

Az elbzbeket felhaszndlva felirhatjuk az irdanyitési feladatot:

v X .
s /9 [HX(H)S L v 100,

dU*(0) X (0)2
do 2
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U*(8)=0.
A feladat irdnyitési valtozdja X, dllapotvaltozdja U*. Az elsé feltétel tartal-
mazza a szakértd Osztonzési korlatjat, a masodik pedig a részvételi korlatja.
A feladat Hamilton-fiiggvénye

0X(0)2

i = |0x(0)s — 2 (o) £60) 2022

2

Az elsérendi feltételek

OH
o2 =0SF(0) ~ X (6)1(6) + NOX(0) =0,

OH ,

=) =-X(0),

dU*(0)  X(0)?
o 2
tovabba felhasznaljuk az
U*@) =0,
AO#) =0

feltételeket. Az utolsé dsszefliggés abbdl adédik, hogy A(0) jeloli azt a hatést,
amelyet a szakért6 optimalis célfiiggvényértékének 6 szerinti marginalis nove-
kedése jelent a tulajdonos optimalis célfiiggvény-értékére. A 0 értéke azonban
#-nal mar nem néhet, gy itt ez a hatds zérus.

Az els6 feltételbdl

S5601(0)
X)) = —r—"—.
) 0f(0) — A(0)
A masodik feltételbdl integralassal

AO) = F(0) +C .

Ezt egybevetve az utolsé feltétellel \(0) = F(0) + C = 1+ C = 0, innen
C =-1, azaz

AO)=F@®)—1.
Ezt felhasznalva S6£(6)
X(0) = .
() 0f(0)+1— F(0)
Most felhasznélva, hogy 6 egyenletes eloszlasu, azaz F(6) = % és f(0) =
) 8
=
St
0—9 o0
X0 =F—r57-57
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Ugyanakkor
62
a(0,0) =0X(0) = S?
Az X (0)-ra kapott eredményt felhasznélva a harmadik feltételben

au() S 2
df 2@2
Innen integréalassal
SQ
U*(0) = —6’3 +C; .
60

A részvételi korlatot felhasznélva

SQ
U*(9) = TQQS +C1 =0,
60

fey 203
540
Cy=— — >
60
tehat a szakérté optimdlis célfiiggvényértéke
52 5%9°
U (0) = =0 - —.
60" 60

Az eddigi eredményeket felhaszndlva kapjuk V() értékét:

2 203 203 203 3 3
v =B e -2 (G D) s
2 20 60 60 300 60

Nyilvanval6, hogy mind V' (#), mind X(6), mind pedig a(f) névekvs. Ez
azt jelenti, hogy minél magasabb tipusi a szakértd, vagy a véllalat (azaz
minél ,tehetségesebb” a szakérto, vagy minél jobbak a vallalat csak altala
ismert lehetéségei), anndl magasabb értékii (V, X) part vélaszt a szerzédés-
meniibol, tovdbba anndl magasabb erdfeszitést tanusit a véllalat sikeressé
tétele érdekében, igy anndl nagyobb valdszinliséggel lesz a vallalat magas
értékii. Tekintsiik példaul a legmagasabb, @ tipust. Erofeszrcese a(@) = S0.
(Mindenekel6tt azonnal v11agossa valik, hogy a 6 < + < megszoritdsra azért
volt sziikség, hogy a < 1 1egyen %) Ugyanakkor a legmagasabb tipus esetén
S = X. Ha specidlisan § = 5, akkor ez azt jelenti, hogy a legmagasabb tipusi
szakérté egy V(0) osszeg elleneben, valamint eréfeszitésének haszonaldozata
révén hozzijutott egy S = X értéki vagyonhoz, a tulajdonos pedig a V(@)
Osszeghez.

Az eljaras taldn igy interpretalhatd, hogy a szakértd a szerzédésmeniibol
valé vélasztdssal mintegy ,,véllaldst tesz” a véllalat elérhet6 értékére (ezt a

25Ha e megszoritassal nem éliink, akkor minden 6 > % esetén a = 1 és igy a szlirési

eljaras bonyolultabbd véalna.
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véllalast képviseli X (0) értéke), ugyanakkor a véllalast ,hitelesiti” a V(6)
Osszeg kifizetésével. Trlzott véllalast nem érdemes tenni, mert ekkor a ki-
fizetendd V(0) Gsszeg is magas és a véllalat értéke nagyobb valdsziniiséggel
lesz kisebb, mint X (0) és a szakértd a kisebb értékii véllalatot kapja. De
alulvéllalni sem érdemes, mert ekkor a vallalat értéke nagyobb valdszintiséggel
lesz nagyobb, mint a til alacsony X () és a szakért6 az utébbi dsszeget kapja.
Az eljaras lényege azonban az, hogy a jol informalt szerepl6t nemcsak arra
Osztonzi, hogy tipusdnak megfelel6é optimalis erdfeszitést tanisitsa, hanem
arra is, hogy a szerzédésmeniibdl valo valasztassal a csak maga altal ismert
valdédi tipuséat kinyilvanitsa.
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OPTIMAL CONTROL THEORY AND THE THEORY OF GAMES
WITH ASYMMETRIC INFORMATION

Optimal control theory is a well-known tool for dynamic optimization. The paper
presents one of it’s lesser-known non-dynamic applications in asymmetric infor-
mation economics, especially in screening. It gives an example of this type of
application.
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0OSZTOZKODASI JATEKOK!

TASNADI ATTILA
Budapesti Corvinus Egyetem

Egy osztozkodasi jatékban a szereplok egy joszagbol mar rendelkezésre allo
mennyiséget osztanak el egymas kozott, meghatarozott szabdlyok szerint.
Erdekes feladat olyan osztozkodasi jatékok konstrudlasa, amelyek egy a sze-
replok szamdara bizonyos igazsagossagi kritériumoknak eleget tevé elosztast
biztositanak.

KétszereplGs osztozkodasi problémara egy megoldés a kozismert ,,az egyik
felez, a masik vélaszt” eljaras, amely szerint az egyik szerepld sajat értékitélete
szerint két egyenld részre osztja az elosztandd mennyiséget, majd a masik sz-
erepld valaszthat egyet a két rész koziil. Mar Hésiodos (kb. i.e. VII. évszazad)
,,Theogonia” eposzaban Prométheusz és Zeusz az egyik felez masik valaszt
eljdrdssal osztozkodtak a kozosen elfogyasztandé hison. Steinhaus [16] dlta-
lanositotta az eljarast harom szereplére és tanitvanyai, Banach és Knaster,
pedig tetszbleges n-re. Az dltaluk adott eljardsok egy tgynevezett ardnyos
eredményt garantalnak, ami alatt az értend6, hogy barmely szerepl6 a tobbi
szereplo cselekedeteitol fliggetlentil képes az aranyos részesedését biztositania.
Egy osztozkodasi jaték megoldasaval szembeni erésebb igazsagossagi elvaras
az irigységmentesség, amely kovetelmény szerint sajat értékitélete alapjan
mindenki 1gy érzi, hogy 6 jart a legjobban. Ebben a dolgozatban attekintjiik
az aranyos és az irigységmentes osztozkodési eljarasokat, tovabba ismertetiink
néhany érdekes nyitott kérdést.

1 Osztozkodasi jaték

Kezdjik az altalunk vizsgdland6 osztozkoddsi problémduval. Jelolje a tovab-
biakban N az osztozkodasban résztvevd szereplOk véges halmazat, ) az
egész elosztandd targyat (a tovdbbiakban tortdt), A a lehetséges tortasze-
letek halmazét (egy §2 f6l6tti algebra), u; : A — [0,1] az i € N személy tor-
taszelet értékeld fiiggvényét (egy A f6lotti normalt végesen additiv mérték).
A tovédbbiakban csak folytonos osztozkodési problémékkal foglalkozunk: min-
den ¢ € N szerepld esetén minden A € A szeletnek van barmely A € [0, 1]
ardnyd B € A, B C A és p;(B) = Au;(A) részszelete. Feltessziik még, hogy
a szereplOk csak sajat értékeld fliggvényeiket ismerik.

Egy osztozkoddsi eljdrds a szereplOket meghatarozott szabdlyok szerint
felszolithatja vagasok végrehajtdsara és tortaszeletek kiértékelésére. Az elébbi

1Beérkezett: 2006. oktéber 10. A szerzd kifejezi kiszonetét egy anonim biralé hasznos
megjegyzéseiért. A kutatds a Bolyai Janos Kutatési 6sztondij tdmogatasaval készilt. E-
mail: attila.tasnadi@uni-corvinus.hu. URL: www.uni-corvinus.hu/~tasnadi.
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egy A € A halmaz megaddsat jelenti, mig az utébbi a megkérdezett ¢ szereplé
wi(A) értékelésének megismerésére irdnyul. Az elvégzett végdsok, illetve
valaszok fliggvényében az eljaras ujabb vagasok és értékelések elvégzésére
szolitja fel a szereploket, amig még van elosztandd tortaszelet. Egy eljaras
véges, ha az emlitett 1épések véges sokszor torténd végrehajtdasa utan felosztja
a tortat tetszéleges osztozkodasi probléma esetén. Egy osztozkoddsi eljaras
segitségével meghatdrozhat6 a torta egy (A;)ien (ahol A; € A) felosztdsa,
amely az ) torta egy particiéja. Adott osztozkoddsi probléma mellett egy
adott osztozkodasi eljaras egy olyan jatékot hataroz meg, amelyben a szerep-
16k (jatékosok) akcidi a végdsok és az értékelések, és amelynek kimenetele a
torta egy particiéja a vele jaro értékelésekkel.

Az osztozkodasi eljardsokat szamos kritérium segitségével jellemezhetjiik.
Mivel egy alkalmazott eljaras szamara ismeretlenek az egyes szereplék tor-
taszelet értékel6 fiiggvényei, ezért elvarjuk, hogy az eljarasok igazmonddsra
osztonozzenek, azaz egy tortaszelet kiértékelése esetén a szereplok valddi
értékitéleteiket adjak meg, tovabba egy adott a € (0, 1) méretii vdgds meg-
kovetelése esetén a felszélitott szereplo sajat értékitélete szerint valdéban egy
a méretli szeletet vagjon le. Az igazmonddsra Osztonzést azzal érheti el
egy eljaras, hogy minden egyes szereplo ,hazudozasaval” csak onmagénak
arthat. Egy nagyon egyszeri igazmondasra 6sztonzé eljaras a ,,diktatérikus”,
azaz amelyik az egész tortat egy elére kiszemelt személynek adja. Mi a
,,diktatorikus” eljarassal szemben valamilyen igazsdgossigi kritériumnak is
eleget tevo eljarasokat keresiink. A legegyszeriibb igazsidgossdgi kritérium
az ardnyossdg kritériuma, amely megkoveteli, hogy minden egyes szerepld
megfelel6 dontések esetén garantdlni tudja 6nmaga szdmara (a tobbi szerepld
cselekedeteitdl fliggetleniil) sajét értékitélete szerint a torta ardnyos részét
(n szerepl6 esetén egy 1/n-ed értékii részt). Ennél erdsebb igazsdgossdgi
kritérium az irigységmentesség kritériuma, amely azt koveteli meg, hogy min-
den egyes szerepl6 sajat értékitélete szerint a torta egyik legértékesebb részét
kapja (Vi,j € N : u;(Ai) > pi(A;), ahol (A4;)en a torta egy felosztasa).

2 Aranyos osztozkodasi eljarasok

Ebben a szakaszban harom aranyos és véges osztozkodasi eljarast; tovabba
egy aranyos, de nem véges eljarast ismertetiink.

2.1 Fink eljarasa

Taldn Fink eljérdsa [11] 4ll szellemében a legkdzelebb ,az egyik felez, a
masik valaszt” kétszemélyes eljardshoz. Két személy esetén ,,az egyik felez,
a masik valaszt” eljaras alkalmazand6. Harom személy esetén kérjitkk meg
az A személyt a torta felezésére, majd B-t a két szelet koziil a nagyobbik
kivalasztasara. Ezek utan kérjiik meg kiilon-kiilon A-t és B-t a sajat szeletiik
felharmadoldsara. Végil C' mindkét részbol valaszthat egy-egy harmadot.
Ekkor C mint utolsé vélaszté garantdlhatja maganak (sajat értékitélete sze-
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rint)? a torta 1/3-4t. Ha A és B a sajit felét valéban harmadolta, akkor a
torta felének kétharmada garantalt szamukra, ehhez persze az is kell, hogy
az elején A valéban felezzen, majd B a nem kisebbik felet vdlassza. Tehét az
eljaras igazmondasra 0szténoz, aranyos és véges.

Az eljérast az n szereplés esetre rekurzivan definidljuk. Tegyiik fel, hogy
n — 1 szereplé mar aranyosan elosztotta a tortat az n — 1 személyes Fink-
eljarassal. Kérjik most az n — 1 személyt arra, hogy az altaluk legaldbb
1/(n — 1)-re értékelt résziiket n egyenld részre osszak. Ezek utdn valasszon
az n-edik személy minden egyes személy részébdl egy szeletet. Mint utolsod
valaszto szamara garantalt az aranyos része; tovabbé, ha az els6é n—1 személy
valéban n egyenlé részre vagta az addigi sajat részét, akkor garantalt szamara
a torta ”,—_LlrL%l = % része.

Fink eljarasanak elonye, mint ez a rekurziv definiciébdl lathatd, hogy egy
az osztozkodashoz kés6bb csatlakozd személy nem okoz problémat az eljaras
szamdra. Megjegyzend6 még, hogy Fink eljdrasa n! — 1 vagast igényel, ha
a mar jelenlev6é személyek minden egyes szeletiiket ¢ egyenld részre osztjak
az i-edik személy (i = 2,...n) ,érkezésekor”. Egy hasonlé nagysdgrendii
végdst igényl6 egyszerti ardnyos eljarast illetéen ldsd [17]. Fink eljérdsdnak
vagasigénye csokkenthet6 azzal, hogy az i-edik személy megjelenésekor a mar
jelenlevé ¢ — 1 személy (kiilon-kiilon) az addigi részesedését osztja i egyenld
részre. Ekkor 20" i% = n(n + 1)(2n + 1)/6 vagas szitkséges.

2.2 Banach és Knaster eljarasa

Az elsb n személyes ardnyos osztozkodasi eljardst Banach és Knaster (14sd
Steinhaus [16]) adta. Az n = 2 esetre az eljards az egyik felez és a mdsik
valaszt eljarast hasznalja. Han > 2, akkor elsé 1épésként 1 levag egy szeletet
a tortabdl, majd tovabb adja a levagott szeletet 2-nek. 2 megnézi a szeletet,
és ha ugy gondolja, a szeletet egy vagassal kiigazithatja. Dontésétol fliggben
az eredeti kiigazitatlan vagy a kiigazitott szeletet adja tovabb 3-nak. Az
eljaras igy ismétlédik, amig egy szelet n-hez nem ér. Ekkor n eldontheti,
hogy elfogadja-e a szeletet vagy elutasitja. Ha n elfogadja, akkor n tavozik
a szelettel és 1,...,n — 1 osztozkodnak az Gsszes megmaradt részen. Ha
n elutasitja a szeletet, akkor a szeletet annak kell elvinnie, aki legutoljara
vagott. A legutolsé vagd tavozik, mig a tobbi n — 1 személy osztozkodik a
megmaradt Osszes tortaszeleten.

Még azt kell meggondolnunk, hogy Banach és Knaster eljardsa valoban
mindenkinek garantdlja az ardnyos részét. Az n = 2 esetben ez nyilvan igaz.
Tegyiik fel, hogy Banach és Knaster eljarasa n — 1 személy esetén mindenki
szamadra biztositja a tortabdl az ardnyos részesedést. Az n személyes esetet
vizsgalva kezd6lépésként 1-nek sajat értékitélete alapjan legalabb a torta n-ed
részét kell levagnia, mivel ha 1/n-nél kisebb részt vdg, megkockdztatja, hogy
az 1/n-nél kisebb szeletet neki kelljen elvinnie, hiszen az utolsé vagé szerepébe
keriilhet. Ha pedig 1 egy 1/n-nél nagyobb részt vég le, akkor eléfordulhat,

2A tovabbiakban nem irjuk ki, hogy egy adott hidnyadot mindig az adott személy
értékitélete szerint értjik.
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hogy az utolsé vagd vagy n egy, az 1 értékitélete szerint 1/n-nél nagyobb
szeletet visz el. Ekkor viszont 1 egy olyan n—1 személyes osztozkodasban fog
részt venni, amelyben szdméra mar csak a torta n£1 ”T_Ll = % részénél kisebb
hanyada biztositott. Az 1-re vonatkozé érvelést ismételve a t&bbi szereplének
is le kell végnia a hozza keriilé darabbdl a sajét értékitélete szerinti 1/n értékil
szeletet, ha az szerinte 1/n-nél tébbet ér. Az els§ kor utdn egy személy
eltdvozik legaldbb 1/n-nel, és visszamarad egy, a tobbiek altal kiilon-kiilon
legaldbb (n—1)/n-re értékelt rész, amelyet mér egy n— 1 személyes eljardssal
osztanak el egymas kozott.

Banach és Knaster eljarasa els6 korében legfeljebb n — 1-en vagnak. Ezek
utan a masodik korben mar csak n — 1-en osztozkodnak a megmaradt részen,
ami a legrosszabb esetben n — 2 vigashoz vezethet. Most mar csak n — 2-
en vesznek részt a megmaradt részek elosztasaban. Ezt a gondolatmenetet
folytatva adddik, hogy legfeljebb (n — 1)n/2 vigas sziikséges, ami nyilvin
kedvezébb Fink mdédszerénél.

2.3 Even és Paz eljarasa

Az ismert véges osztozkoddsi eljarasok koziil a nagysdgrendileg legkevesebb
végést igényld eljardst Even és Paz [10] adta meg, amely az oszd meg és
uralkodj elven alapul. Az n = 2 esetben ,,az egyik felez és a masik vélaszt”
eljarast alkalmazza, mig az n = 3 esetre Banach és Knaster eljarasat.

Tegyiik fel az egyszerliség kedvéért, hogy a tortat csak parhuzamos va-
gasokkal oszthatjuk f6l. Képzeljiink mondjuk egy téglalap alakd tortat és
térjink ra a négyszemélyes esetre. Kérjlink fel hdrom személyt arra, hogy
parhuzamos vagasokkal kiilon-kiilon osszdk fel két egyenld részre. Nevezziik
a medidn vagénak? azt a személyt, aki a kozépsé vagast végezte el. Kérjik
meg a negyedik, mondjuk ¢, személyt arra, hogy jelolje meg a k6zépso vagastol
balra és jobbra 1évé részek koziil a szamara értékesebbet. Ha ¢ a bal oldali
részt valasztja, akkor a bal oldali részen a medidn vagotol balra vago személlyel
osztozkodik, mig a jobb oldali részen a fennmaradé két személy osztozkodik.
Mindkét részen a két-két személy ,,az egyik felez és a masik vélaszt” eljarassal
osztozkodik. Hasonldéan jarhatunk el, ha ¢ a jobboldali részt valasztja.

Ha mindenki igazmondé, akkor konnyen lathatd, hogy mind a négy személy
szaméra biztositott a torta egynegyede. A negyedik személy nyilvan igaz-
mondé, azaz kijeloli a szdméara értékesebb oldalt. A harom felezd személy
hamis felez6pont megadasaval gy kertilhet a median vagé szerepébe, hogy
ezek utdn egy a szadméra csak a torta felénél kevesebbet éré tortarészen kell-
jen majd osztozkodnia. Tehat egy ,hazudozd” személy megkockéaztatja az
aranyos részesedésének elvesztését.

Az Otszemélyes eset a négyszemélyes eljaras kisebb modositasat igényli.
Most négy személyt arra kértink fel, hogy balrél jobbra nézve osszak fel
a tortat parhuzamos vagasokkal 2 : 3 ardnyban. Nevezzilk most median
vagénak azt a személyt, aki balrdl jobbra nézve a masodik vagast végezte
el. Az 6t6dik, mondjuk 4, személytdl megkérdezziik, hogy a medidn vagastol

3Ha a medidn vigé személye nem egyértelmii, akkor valasszuk valamelyikiiket.
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balra 1év6 rész ér-e szdmdara 2/5-6t. Ha igen, akkor a medidn vdg6tdl balra
vagd személlyel osztozkodjanak a median vagastdl bal oldali részen; kiillonben
pedig a medidan vagotdl jobbra 1évé részen osztozkodjon a medidn vagdtol
jobbra vagé két személlyel. A fennmaradé részen a maradék harom, illetve
két személy osztozkodjon. A négyszemélyes esethez hasonléan ellendrizhetd,
hogy az eljaras igazmondasra 0sztonoz és aranyos.

A péros szereplés eset a négyszemélyes esethez hasonléan megadhaté.
Nevezetesen, egy szerepl6 kivételével mindenki felez, majd a nem felez6 sze-
replo kijeloli a median vagas dltal elvalasztott két rész koziil az értékesebbiket.
Ezek utdn két fele annyi szerepldés osztozkodas végzendd el. A pératlan sze-
replGs eset az OtszereplGs esettel analég. Ha n = 2k + 1, akkor 2k személy
parhuzamos vagasokkal felosztja a tortat balrdl jobbra nézve k : k+ 1 ardny-
ban. A 2k + 1-edik személy pedig eldonti, hogy a medidn vagé dltal megha-
tarozott két rész melyikének osztozkoddsaban kivan részt venni k — 1, illetve
k személlyel.

Bizonyithato, hogy Even és Paz eljarasanak a vagasigénye n log, n nagy-
ségrendben névekszik. Sgall és Woeginger [14] igazolta, hogy az olyan aranyos
osztozkodasi eljarasok korében, amelyek az egyes szereploknek egymas mel-
letti intervallumokat juttatnak, nem taldlhaté nagysagrendileg nlog, n-nél
kevesebb vagast igényld eljaras. Nyitott kérdés azonban, hogy ha a szereplék
nem szomszédos szeleteket is kaphatnak, akkor konstrualhaté-e olyan véges
aranyos eljaras, amely nagysigrendileg kevesebb vagassal is beéri.

2.4 Dubins és Spanier mozgo6 késes eljarasa

Dubins és Spanier eljardsa [9] az eddig ismertetett eljardsokkal ellentétben
egy nem véges aranyos elosztasi eljaras, ugyanis a szereploknek egy a torta
folott balrdl jobbra mozgo kés elhelyezkedésének barmely pillanataban ki kell
értékelnitik a késtdl balra elhelyezkedd tortaszeletet.

Kezdetben helyezziink el egy kést a torta bal szélén, amelyet elinditunk a
torta jobb széle felé. A kést az osztozkodasban résztvevé n személy barmelyike
megallithatja, és ekkor a kés levagja a torta bal szélétol a pillanatnyi elhe-
lyezkedéséig terjedo szeletet, amelyet a kést megéllitd személy koteles elvinni.
A visszamarad6 szeleten méar csak n — 1 személy osztozkodik az eljardst
ismételve, elinditva a kést a megmaradt szelet bal szélét6l. Az eljards ad-
dig ismétlédik, amig mar csak egy személy marad hétra.

Dubins és Spanier eljardsa arra 6sztonoz egy személyt, hogy pontosan
akkor allitsa meg a kést, amikor eléri az aranyos részesedését. Nyilvan
nem érdemes a kést az aranyos részesedés elott megallitani, hiszen ekkor az
aranyos részesedésnél kevesebb jut a kést ledllité személynek. Ha az arédnyos
részesedésénél tovabb engedi egy személy a kést, akkor pedig megkockaztatja,
hogy valaki més el6tte megéllitja a kést, és igy egy (n — 1)/n-nél kisebb
szeleten kénytelen osztozkodni n — 1 személlyel. Ezek utdn mar koénnyen
lathatd, hogy az eljaras altalaban is aranyos.

Dubins és Spanier eljarasa nyilvan csak n — 1 vagast igényel, ami kedve-
z6bb az Even és Paz eljardsanal emlitett nlog, n nagysdgrendnél. Ez a javu-
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las azonban csak gy érheto el, hogy a szereplok kontinuum sok kiértékelést
végeznek.

3 Irigységmentes osztozkodasi eljarasok

Ebben a szakaszban egy véges harom személyes irigységmentes eljarast és egy
nem véges irigységmentes eljarast ismertetink.

3.1 Selfridge és Conway eljarasa

Selfridge és Conway [4] eljardsa haromszemélyes osztozkoddsi problémékra
szolgéltat egy irigységmentes felosztast.

Kérjiik {6l A-t arra, hogy harmadolja el a tortat. Jeloljiikk a hdrom ad6dé
I, J és K szeletet tgy, hogy pup(I) > pp(J) > pup(K), azaz B szdmara I
a legértékesebb, J a masodik legértékesebb és K a harmadik legértékesebb
szelet. Kérjik fel B-t arra, hogy igazitsa le I-t J-vel azonos értékiire. Jelolje
L a leigazitott szeletet és M = I \ L a levagott darabot.? Valasszon most a
hérom személy a J, K és L szeletek kozil a C, B, A sorrendben, ahol ha C
nem L-et valasztja, akkor B koteles L-et elvinnie.® Két esetet kiilonboztetiink
meg,.

(a) Ha B vitte el L-et, akkor C-t megkérjiik arra, hogy ossza fel M-et
harom egyenld részre. Ezek utan valasszon a harom személy a harom
szelet kozil a B, A, C sorrendben.

(b) Ha C vitte el L-et, akkor B-t kérjiik meg arra, hogy harmadolja el
M-et. Majd C, A és B vélasszanak egymds utdn a hdrom szelet koziil.

Belatjuk, hogy a Selfridge-Conway-eljaras egy irigységmentes elosztast szol-
géltat. Nézzik az (a) esetet. Az A a B-t nem irigyelheti, hiszen B az I-nek
csak egy részét kapta. Az A a C-t sem irigyelheti, mivel az els6é korben C-
vel azonos értékli szelethez jutott és a masodik korben C' elott vélaszthat.
B senkit sem irigyelhet, mivel az els6 korben az egyik legnagyobb szeletet
vitte el és a masodik korben pedig elsének valaszthatott. C' sem irigyelhet
senkit, mert az els6 korben elGszor vélaszthat és a masodik kér harom egyenld
szeleteinek egyikét kapta. A (b) eset hasonléan igazolhaté. Tovéabbd nem
nehéz belatni, hogy az eljaras igazmondésra 0sztonoz.

Selfridge és Conway eljarasa egy véges irigységmentes eljaras, amely nem
terjesztheto ki tobb személyre. Ismertek ugyan tébbszemélyes irigységmentes
véges eljardsok is, ezek azonban nem korldtosak (1asd [4] és [13]), ami alatt az
értendd, hogy rogzitett szamu szerepld esetén is konstrualhatdk tetszolegesen
sok vagast igénylo osztozkodasi problémak.

4M = 0, ha B szdmdra I és J azonos értékii.
5Az M = () esetben mir itt véget ér az eljaras.
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3.2 Brams, Taylor és Zwicker eljarasa

Brams, Taylor és Zwicker [5] eljardsa egy négyszemélyes irigységmentes kor-
latos mozgé-késes eljards, amely Austin [1] kétszemélyes mindkét fél szamara
pontosan 50%-ot juttaté eljardsira, valamint a Selfridge és Conway eljarasa-
ban rejlé gondolatokra épit.

Austin eljardsanél az egyik szerepld, mondjuk A, két parhuzamos kést
mozgat folyamatosan balrdl jobbra gy, hogy a két kés kozotti teriilet szamara
mindig a torta felét érje. Indulaskor a bal oldali kés a torta bal szélénél
helyezkedik el, mig a jobb oldali kés A felezépontja f516tt.6 Abban a pillanat-
ban, amikor B megéllitja a két kést, A elvégzi a kések altal kijelolt helyeken a
két vigéast. Ezek utdn sorsoldssal (mondjuk érmedobdssal) eldontendd, hogy
melyik szereplé kapja a kozépso szeletet. Ekkor a méasik szereplének meg-
marad a két széls6 szelet. Ha B nem &llitand meg a késeket még mielGtt a
jobb oldali kés elérné a torta jobb szélét, akkor A a bal oldali késsel elfelezi
a tortat, majd érmedobdssal eldontik a szeletek sorsat. Nyilvan A-nak végig
iigyelnie kell arra, hogy a két kés kozotti szelet a torta felét érje szamara. B-
nek, akkor kell megallitania a késeket, amikor A-val egyezik az értékitélete.
Kérdéses még, hogy van-e ilyen pillanat. Ha B értékitélete, a két fél tortat
illet&en, induldskor megegyezik A értékitéletével, akkor mar is taldltunk egy
ilyen pillanatot. Kiilonben B szdmdra a két kés kozotti szelet (i) értékesebb
vagy (ii) értéktelenebb a masik szeletnél. Ha B elengedné a jobb oldali kést a
torta jobb oldali végpontjaig, akkor a két kés kozotti szelet (i) értéktelenebb
vagy (ii) értékesebb lesz a mésik szeletnél. Folytonossdgi megfontolasbol
létezik egy olyan kozbiils6 pillanat, amikor B szaméra a két kés kozotti szelet
azonos értékill a két szélsd szelettel.

Térjiink most r4 Brams, Taylor és Zwicker eljardsara. KEl6szor Austin
eljarasdnak kétszeri alkalmazdsdval A és B elnegyedeli a tortdt. A kapott
X1, X2, X3 és Xy részekre ekkor pia(X;) = pp(X;) minden 4,5 = 1,2,3,4-
re. Tegyiik fel, hogy pc(X1) > pe(Xz2) > pe(Xs) > pe(Xy). Ossza fel C az
X1 részt Y1 és Yo részekre tigy, hogy uc (Y1) = pe(Xz). Vélasszanak az Yy, az
Xy, az X3 és az X, részek kozil a D,C, B, A sorrendben, azzal a kikotéssel,
hogy ha D nem Yj-et vélasztotta, akkor C kdoteles Yi-et elvinni. Az els6
(vélasztasi) kor utdn senki sem irigyel senkit, mivel D az elsé vélasztd, C az
altala itélt két legnagyobb rész egyikét vitte el, és A, B szdméra maradt két
1/4 értékii rész.

Nézziik azt az esetet, amikor D viszi el Yi-et. Ossza ekkor B és C' az
Y, részt az Austin-féle eljarassal négy egyenld részre. A kapott Zi, Zs,
Z3 és Zy részekre tehdt Yo = UL, Z;, up(Z;) = pup(Ya)/4 és uc(Z;) =
e (Y2)/4 minden i = 1,2, 3, 4-re. Ezek utén a szereplék a D, A, C, B sorrend-
ben vélasztanak a 27, Zs, Z3, Z4 részek kozil. Barmelyikiik csak az elottiik
valasztot irigyelhetné, tovabba B és C' senkit sem irigyel, mivel Yo-t négy
azonos értéki részre osztottak. Végiil A nem irigyli D-t, mert D egy legfel-
jebb X értéki részhez juthat.

SAz egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy nincsenek A és B szédméara nulla értéki
tortaszeletek.
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A mésik eset, amikor C' viszi el Yi-et, hasonlé. Ossza ekkor B és D az Y-t
az Austin-féle eljardssal négy egyenld részre. A szerepldk most a C, A, D, B
sorrendben vélasztanak. Barmelyikiik csak az el6ttiik vélasztét irigyelhetné,
tovabba B és D senkit sem irigyel, mivel Y-t négy azonos értékii részre
osztottdk. Végiill A nem irigyli C-t, mert C' X;-nek egy részszeletét kapja.

Megjegyzendo, hogy négynél tobb személyre csak € > 0 kozelité vagy nem
korlatos irigységmentes eljdrdsok ismertek (lasd [4]-ben és [13]-ban).

4 (")sszefoglalés

Megismerkedtiink néhany aranyos és irigységmentes osztozkodasi eljarassal.
A térgyalt eljardsokon kiviil tovabbi eljardsok talalhatdk [4]-ben és [13]-ban.
A dolgozatban hdrom nyitott kérdést emlitettiink:

1. Talalhaté-e Even és Paz eljarasandl hatékonyabb véges osztozkodési
eljaras?

2. Talalhato-e négyszemélyes véges és korlatos irigységmentes eljaras?
3. Talalhato-e Otszemélyes korldtos mozgd-késes irigységmentes eljaras?

A mozgé6-késes eljarasokra vonatkozé frissebb eredményeket illetéen lasd
[3]. Az osztozkodasi problémdk esetén enyhitheté példaul a folytonos oszt-
hatésag feltétele vagy az azonos mértékl kovetelések feltétele (1dsd [4]-ben
és [13]-ban). A tortaszelet értékeld fliggvények véges additivitdsdnak gyen-
gitésével (telitddés) foglalkozik [8] és [12]. Mds igazsdgossagi kritériumokat
(pl. a legrosszabbul jéré jarjon a leheté legjobban) vizsgal [6], [7] és [15]. [18]
igazolja, hogy nem taldlhato egyszerre Pareto hatékony és irigységmentes
kétszemélyes eljaras. Hatékony, illetve irigységmentes elosztasok 1étezésével
foglalkozik [2].
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STABIL PAROSITASI MODELLEK ES EZEKEN ALAPULO
KOZPONTI PAROSITO PROGRAMOK!

BIRO PETER
Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem

Attekinté jellegli dolgozatom célja bemutatni a legfontosabb stabil parositasi
modelleket, és ezek {6 alkalmazési tertileteként a —bizonyos gazdasagi, tar-
sadalmi helyzetekben minden szereplonek elfogadhaté megoldast kindlo—
kozponti parosité programokat. Emellett ismertetek néhany friss kutatési
eredményt a parositds-piacok dinamikéjara, illetve a stabil parositasi prob-
lémék bonyolultsagara vonatkozoan. Végil megmutatom, hogy ez a modell-
csalad miként helyezhet6 el a kooperativ jatékelmélet targykorében.

Bevezetés

Stabilnak neveziink egy olyan egyenstlyi helyzetet, ahol nincsenek olyan sze-
replck, akiknek lehetéségilik van egy 1j egytttmiikodés 1étrehozasara, amely-
ben mindannyian jobban jarndnak (felbontva ekozben esetleg mas jelenlegi
kapcsolataikat). Gale és Shapley 1962-es, klasszikussa valt cikkében [20]
a héazassagi kapcsolatok alapmodelljén szemléltette és elemezte a problémat.
Egy természetes algoritmus segitségével megmutattak, hogy miként taldlhato
tetszblegesen megadott preferencidkra egy stabil parositas fiuk és lanyok ko-
zOtt. A stabilitds itt azt jelenti, hogy nincs olyan blokkolé péar, melyben
mindkét félnek megérné az 1ij hdzassdgot megkdtnie (elhagyva esetleg jelen-
legi hazastérsat).

A stabil péarositds probléma, és az ennek kiilonféle dltaldnositasaibdl kapott
modellcsalad a jatékelmélet és a kombinatorikus optimalizalds egyik fontos
kutatasi teriiletévé valt az elmult évtizedekben. Ennek talan legfébb magya-
razata, hogy a modellek igen hasznosnak bizonyultak gazdasagi és tarsadal-
mi problémak leirdsara, sot, az ezekre épul6 algoritmusokat egyre szélesebb
korben kezdték el alkalmazni kézponti parosité programokban. Dolgozatom
célja az alapmodellek és a legismertebb alkalmazasok bemutatasa.

A stabil pérositas problémat paros grafok esetén napjainkban is gyakran
tdrgyaljak a hézassdgi kapcsolatok kontextusaban. A példa hasznélatdahoz
azonban hallgatélagosan harom dolgot biztosan feltesziink: minden szereplo-
nek legfeljebb egy hazastarsa lehet, hazassag csak fit és lany kozott 1étestilhet,
tovabba nincs kifizetés (hozomény) a szereplék kozott. A stabil parositési
modellek legfontosabb altaldnositasai pontosan ezen feltételek feloldasaval
kaphaték meg, a dolgozat eszerint tagolodik fejezetekre.

IBeérkezett: 2006. oktéber 12. E-mail: pbiro@cs.bme.hu.
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Az els6 fejezetben Gale és Shapley klasszikus eredményeit mutatom be
az eredeti formdjdban. A stabil hizassdg megtaldldsdra —valamint a leg-
fontosabb alkalmazasok alapveto eljarasaul— szolgald ,,leanykérd algoritmus”
elemzését ismertetem és miikodését egy példan szemléltetem.

A maésodik fejezetben egy szerepl6 tobb kapcsolatot is létesithet egyszerre
egy adott kvéta erejéig. A stabil b-pdrositdas probléma szintén megoldhatd
a Gale-Shapley algorimussal, a gyakorlatban is ezt a moddszer alkalmazzak
széles korben kétoldali piacokon. A kézponti parosité programok koziil bemu-
tatom a legismertebbeket: az egyetemi felvételi rendszert —melyet hazankban
is lényegében ebben a formaban milkédtetnek— illetve a gyakornok elhe-
lyezését.

A harmadik fejezetben a kétoldali piacok helyett egyoldaliakat vizsgdlunk.
A stabil parositdas problémat itt pdros grafok helyett tetszéleges grafokon
értelmezziik és szobatdrs problémdnak nevezziik. Megmutatom, hogy ekkor
csak a stabil fél-pdrositdsok 1étezését lehet garantalni. Ismertetek néhany 1j
eredményt a piac dinamik&jat, illetve a problémak bonyolultsagat illetGen.
Alkalmazdsra példaként az oszthatatlan javak péaronkénti cseréjét hozom,
melynek egyik fontos megvaldsulasaként lehet emliteni a paronkénti vesecsere-
programokat.

Az utolsé, negyedik fejezetben megengedjiik a kifizetést a szereplék kozott.
A két modellcsalad kozti kiilonbséget a hozzdjuk szorosan kapcsol6dd jaték-
elméleti problémak bemutatasaval igyekszem megvildgitani. Megmutatom,
hogy a kifizetéses esetben a stabil megoldéds létezése paros grafon —amely
ekvivalens a hozzarendelési jatékok magjanak nemiirességével— egyszerii ko-
vetkezménye Egervary 1931-es tételének.

Az itt k6zOlt irds nagy része, bévebb terjedelemben, megtalalhaté kozgaz-
dész diplomamunkdmban [7].

1 Stabil hazassag probléma

Gale és Shapley [20] méltén hiressé vélt cikkében a stabil parositasok kétoldali
alapmodelljét hdzassagkotésekkel szemléltette. A cikk egyik kiilonlegessége,
hogy semmilyen matematikai formulat nem haszndlnak benne, allitasaikat
jozan ésszel kénnyen megértheté koznyelvi érveléssel bizonyitjak. Ennek
szellemében szeretném én is belatni két legfontosabb tételiiket, és csak ezutan
ismertetem a probléma formalis lefrasét.

Legyen adva fiiknak és lanyoknak egy-egy halmaza. Egy fiu és egy lany
kozott lehetséges a hézassagkotés, ha kolesonosen elfogadhatonak talaljak
egymast. Feltessziik, hogy mindenki szigoru rangsort tud felallitani lehetséges
partnerei kozott. Célunk egy stabil hdzasitds 1étrehozasa, vagyis gy rendezni
parokba a lanyokat a fiukkal, hogy ne legyen blokkolé par: egy olyan fiu és
lany, akik nem egymadas hazastarsai, de mindketten boldogabbak lennének
egymassal. Masképpen fogalmazva, ha egy fii és egy lany nem hazas, akkor
legalabb az egyikiiknek jobban kell szeretnie a jelenlegi hazastarsat, ezért nem
lesz elcsabithaté. Egy stabil parositas el6allithaté a lednykérd algoritmussal,
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melynek menete a kovetkezd.

Minden fii az els6 korben tegyen ajanlatot a szamara legjobban tetszé
lanynak. Ha egy lany tobb ajanlatot is kapott, akkor tartsa meg a legjobb
udvarlét, a tobbit utasitsa vissza. A visszautasitott filk tegyenek ajdnlatot
a kovetkez6 lanynak preferencidjuk szerint. Minden koérben a lanyok, akik
tobb ajanlatot is kapnak, csak a legjobbat tartsik meg feltételesen, a tobbi
kérot utasitsak vissza véglegesen.

Eszre kell venniink, hogy igy a visszautasitott fitik nekik egyre kevésbé
tetszO lanyoknak kénytelenek ajanlatot tenni, mig a lanyok helyzete mindig
csak javulhat a folyamat soran. Emiatt egy fid ugyanannak a lanynak biz-
tosan nem tehet ajanlatot kétszer az algoritmus soran, a folyamat tehat legfel-
jebb annyi kérben biztosan véget ér, ahdny lehetséges par volt. Amikor mér
senki nem akar, vagy nem tud Gj ajanlatot tenni, akkor az udvarlé fiukbol
férjek lesznek, a maradék fitkat viszont mar minden lehetséges partneriik
visszautasitotta, igy 6k agglegények maradnak.

Belatjuk, hogy az eredmény egy stabil parositds. Parositas, hiszen minden
fia egyszerre legfeljebb csak egy lanynak udvarolt, és minden lany legfeljebb
egy kérét tartott meg minden kérben. A stabilitds igazoldsdhoz vegyiink egy
fit-lany part akik nem egymas hézastarsai az algoritmus végén. Ennek két
oka lehet, vagy udvarolt a fil a lanynak, de az visszautasitotta, vagy nem
is udvarolt neki. Ha a fiit a lany visszautasitotta valamikor az algoritmus
soran, akkor abban a pillanatban volt egy jobb kéréje a lanynak, de mivel a
lany csak egyre jobb és jobb ajanlatot kapott, ezért a legvégén is kedvezobb
udvarldja (férje) lesz a fiunél. Ha viszont a fit nem is tett ajdnlatot a ldnynak,
akkor az csak azért lehetett, mert mindvégig neki jobban tetszé lanyoknak
udvarolt, igy a folyamat végén is olyan feleséget kap, akit jobban kedvel a
lanynal. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

Tétel (Gale-Shapley, 1962). A stabil hdzassdg problémdnak mindig létezik
megolddsa.

A lednykérd algoritmus altal adott eredményrdl azonban t6bb is elmond-
haté. Minden fiu olyan feleséget kap, akinél jobbat semmilyen maés stabil
parositasban nem kaphatott volna. Masképpen fogalmazva: minden fid a
legjobb stabil pdrjdt kapja, vagyis a parositas fit-optimadlis.

Tétel (Gale-Shapley, 1962). A lednykérd algoritmussal kapott megoldds op-
timalis minden fiunak.

Ennek igazoldsahoz vezessiink be egy definiciét: mondjuk azt, hogy egy
lany elérhetd egy fiu szamara, ha van olyan stabil parositas, amelyben 6k
egymads hézastdrsai. Indirekt médon tegyiik fel, hogy Andras volt az elsd
olyan fii az algoritmus soran, akit egy szamara elérhet6 lany, Kati vissza-
utasitott. Ez csak ugy torténhetett meg, hogy abban a pillanatban Katinak
volt egy jobb kéréje, mondjuk Baldzs. Baldzsnak biztosan nincs Katindl
jobb elérheté partnere, hiszen akkor nem Andrés lett volna az elsé olyan
fia, akit egy elérheto partner visszautasitott. Emiatt Balazs abban a sta-
bil pérositdsban sem kaphat jobb feleséget Katindl, amikor Andras és Kati
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egymassal hazas. Ez ellentmondas, hiszen Kati és Baldzs ekkor egy blokkold
part alkotna.

A stabil hazasitds probléma leirasa természetes médon adhaté meg graf-
elméleti nyelvezettel. A szereplket egy graf csicsainak feleltetjiilk meg, ha
két szerepl6 egymasnak kolesonosen elfogadhaté, akkor kozottiik egy él fut a
grafban. Amennyiben a csicsok halmaza kettéoszthaté oly médon (példaul
fitikra és ldnyokra), hogy élek csak a két halmaz kézott futnak, akkor a gréfot
pdrosnak nevezzik. Pdrositisnak nevezink egy élhalmazt, ha abban semelyik
két élnek nincs kozOs pontja, vagyis az élhalmaz fiiggetlen. A lehetséges
partnereken vett preferencidk szerint minden cstcsnak szigori rendezése van
a ra illeszkedo éleken. Ha példaul egy v csicsra illeszkedik f és e él, és f jobb
mint e, akkor azt f >, e-vel jeloljiik. Ezt az abrakon egy iranyitott szoggel
jelezhetjiik, ami e élb6l f élre mutat. A kapcsolatok és egyéni rangsorok
megadasara gyakran preferencia-listdkat haszndlunk. Itt az egyes szereplék
listdjaban a szamara elfogadhaté partnerek vannak felsorolva a preferencia
szerint csokkend sorrendben.

Tomor leirdast adhatunk a stabil parositasokra a karakterisztikus fliggvény
segitségével. Egy adott G = (V, E) grafban egy M C E pérositas lefrdsira
definidljunk egy x,; : B — {0, 1} karakterisztikus fliggvényt, ahol minden
e € E élre teljestil, hogy

1 haee M
u(e) = 0 hae¢ M

Ekkor az adott grafra, és az egy csucsra illeszkedd élek rendezésére (G, O)
egy M stabil parositas definidlhaté a karakterisztikus fiiggvényére megadott
egyenl6tlenségekkel:

(P) Pérositas: (S) Stabilités:

> zp(e) <1 minden v € V-re minden e ¢ M élre 1étezik egy v € e

vee csucs, hogy > xm(f) =1
vEf,fZve

Vagyis egy élhalmaz parositds, ha minden csucsot legfeljebb egy parosi-
tdsbeli él fed. A parositas pedig stabil, ha minden pédrositdsban nem szereplé
e élhez talalhato olyan v csics, amelyre e illeszkedik és amely fedve van a
csucs altal preferdlt f parositasbeli éllel.

1. Példa Végiil lassunk egy példat a stabil parositds problémara és a
Gale-Shapley algoritmusra:

Fitk Preferencia Lanyok Preferencia

A: K, L) K [B, A, C)]
B: [M,L,K] L: [A B
C: [K,M] M: [C, B]
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Esetiinkben Andrasnak példdul legjobban Kati tetszik, mdsodsorban Lau-
ra, Ménival pedig nem lehet kapcsolata (nem ismerik egymadst, vagy valame-
lyikiik inkdbb egyediil marad, mintsem ebben a hazassidgban részt venne). A
ledAnykérd algoritmus soran Andris Katinak, Baldzs Mdéninak, Csaba pedig
szintén Katinak tesz ajanlatot. Kati a két ajanlatbol a szamara kedvezébbet,
Andrasét tartja meg. A visszautasitott Csaba a mésodik kérben Mdéninak
kezd el udvarolni, melynek hatdsara Moéni kikosarazza addigi kér6jét, Baldzst.
Végiil, a harmadik korben Baldzs ajanlatot tesz Lauranak, amit ¢ elfogad.
Nincs tobb visszautasitéds, az algoritmus megdll, Andras Katival, Baldzs Lau-
raval, Csaba pedig Ménival kot hazassagot. Meggondolhatjuk, hogy ha a
lanyok tennék az ajanlatokat (fiikérd algoritmus), akkor az Andrés-Laura,
Balazs-Kati, Moni-Csaba parok jonnének létre, és igy két lany is jobban
jarna.2

A stabil pérositds problémaéjanak tanulmanyozasdhoz remek kiindulépont
Roth és Sotomayor [35], valamint Gusfield és Irving [22] kdnyve. Az elébbi
kozgazdasagi, jatékelméleti nézopontbdl, mig az utdbbi algoritmuselméleti,
kombinatorikus aspektusbdl ad atfogd leirast a témakorrdl. Ajanlom tovabba
Fleiner [17] munk§jét, a stabil parositdsokkal kapcsolatos mélyebb matema-
tikai, haldelméleti, grafelméleti Gsszefliggések megértéséhez.

2 Kapacitasos modellek, b-parositas probléma

Magyarorszagon, 1igy gondolom, hogy mindenki szdmara egy természetes
elvaras az egyetemi felvételi rendszerrel szemben, hogy ha egy didkot nem
vesznek fel egy szakra, akkor az csak két okbol kovetkezhet be: vagy egy
szamara kedvezdbb helyre vették fel a didkot, vagy a szak kvétdja lett feltoltve
jobb jelentkezékkel. A vildg sok mas helyén, példaul az Egyesiilt Allamokban
mégsem mitkodtetnek ilyen rendszert, és nem csak a stabilitds természetes
feltétele sériil, hanem a felvettek létszama is hektikusan valtozhat egyes
egyetemeken, mert a sikeres jelentkezCk egy része csak az utolsé pillanat-
ban doént arrdl, hogy hové iratkozik be. Masrészrél viszont hazankban az
iskolai felvételeken kiviil tudtommal sehol mashol nem alkalmaznak kézponti
parositd programot, mig a vilag sok mas helyén, példaul az Egyesiilt Allamok-
ban széles korben hasznalnak ilyen centralizalt eljardsokat a munkaerépiacon,
féként gyakornokok elhelyezésére mar 1952 éta.

Mi ennek az oka? Véleményem szerint, legf6képpen az, hogy a fenti piacok
szerepl6i nincsenek kelloképpen tudatidban ezen kozponti parosité rendsze-
rek tarsadalmi és gazdasagi hasznanak, és esetleg tartanak a szabad dontési

2A kutatdsok egy fontos irdnyvonala a szereplSk stratégidjanak elemzése. A kérdés
leegyszerilisitve tugy fogalmazhaté meg, hogy egy eljards sordn a szereplének érdemes-e
mindig igazat mondani, a valds preferencidjat megadni a koézponti programnak, avagy
el tud-e érni jobb végeredményt, ha néha hazudik. Megmutathat6, hogy a lednykéré
algoritmus esetén minden fiinak optimélis stratégia az igazmondas. A lanyok koziil viszont
néhdnynak érdemes hazudnia abban az esetben, ha nem csak egy stabil megolddsa van
a feladatnak. A fenti példdban mondjuk ha Kati eltitkolnd, hogy Andrast is hajlandé
elfogadni férjnek, akkor végiil Baldzst kapnd a lednykérs algoritmus eredményeként. A
kérdéskor részletes elemzése megtaldlhaté Roth és Sotomayor [35] kdnyvének 4. fejezetében.
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joguk csorbuldsatol. Alvin Roth a teriilet taldn legismertebb kézgazdasza egy
tanulmanydban [33] a kovetkezbket irta a pérosité-programokrdl: ,,Vegyiik
észre, hogy az itt vizsgdlt kozpontositott piacok nem jelentenek koézponti
tervezést, ahogyan a legtobben ezt értelmezik, mivel ezek a piacok ugy let-
tek megalkotva, hogy érzékenyek legyenek a szereplck kinyilvanitott pre-
ferencidira, ahelyett, hogy egy tervezo ezektdl fiiggetlen céljainak elérését
szolgdlndk. Ami itt kézpontositva van, az nem az elérend6 cél, hanem a
piaci mechanizmus maga.” Vagyis a kézpontositott parosito-programok olyan
szabalyozasi keretet teremtenek, amelyben a szereplék szabad vélasztésa ha-
tékonyan juthat érvényre egy vildgos, mindenki altal elfogadott automatiz-
mus révén.

A motivécié ismeretében ldssuk mi a stabil b-pédrositds probléma formalis
megadasa. Grafelméletben, ha minden v pontra adva van egy egészértékii
b(v) kvéta, amelynél tobb éllel a v csics nem lehet fedve, akkor a feltételt
teljesité élhalmazt b-pdrositdsnak nevezziik. A b-pérositas illetve a stabilitds
kritériuma hasonléképpen leirhatd tomor formulakkal a karakterisztikus fiigg-
vények segitségével. Ez esetben egy M® C F(G) b-pérositas x s karakterisz-
tikus fliggvénye ugyanigy az

1 haee M?b
are(€) = 0 haegéMb

modon definidlhaté. A b-pérositas és a stabilitas feltétele pedig a kovetkezo-
képpen médosul:

b-Parositas: Stabilitas:
> zpw(e) < b(v) minden v € V-re  minden e ¢ M? élre létezik egy v € e
vee cstics, hogy  >° @ (f) = b(v)

vEf,fZve

Gale és Shapley leanykér6 algoritmusa a didkok elhelyezésére is hasonlo-
képpen hasznélhatd, (munkijuk célja pontosan egy ilyen eljards kidolgozasa
volt). A kiilonbség csupdn annyi, hogy a kvétédkkal rendelkezd egyetemi
szakok a didkok jelentkezésébdl nem csak a legjobb ajanlatat fogadjak el,
hanem annyi darabot tartanak meg a legjobb jelentkezések koziil, amennyi a
kvétajuk volt. A visszautasitott didkok ugyanigy a listajuk szerint tesznek
djabb ajanlatokat minden egyes kérben. A megoldédsrdl hasonlé indokldssal
belathatd, hogy a jelentkezdk szaméra ad optimalis megoldast.

Erdemes megjegyezni, hogy a stabil b-parositas probléma grafelméleti
konstrukcidkkal visszavezethet6 stabil parositds probléméra (részletes leirds
talalhaté errdl Cechlarové és Fleiner [14] munkéjdban).

Egyetemi felvételi eljaras

A hazai egyetemi felvételi eljaras lényegében a Gale és Shapley éltal kidol-
gozott algoritmust koveti. Fontos kiilonbség, hogy az egyetemi szakok —
felvételi pontszamok alapjan kialakitott— rangsora nem szigoruan rendezi
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a jelentkezOket.? A mésik nem elhanyagolhaté eltérés, hogy a magyar ,,vo-
nalhiizasos médszer” 1ényegében az egyetemi szakok feldl futtatja az algorit-
must, igy a kapott eredmény a didkok szdmara mindig a lehet6 legrosszabb
megoldast adja. Habar az eredmények kozti kiillonbség nem biztos, hogy
jelentGs, —véleményem szerint, és a nemzetkozi tapasztalatok alapjan— a
hazai eljardson mar csak elvi okokbdl is érdemes lenne valtoztatni.

Végil megjegyzem, hogy Bolognai-folyamatként aposztrofalt kozosségi
kezdeményezés, melynek célja az Eurdpai Felsooktatasi Térség kialakitdsa,
maga utan vonhatja egy egységes eurdpai felvételi rendszer bevezetésének
sziikségességét. Hiszen, ha a tobbszintl képzés egyik céljaként megvaldsul a
didkok nagymértékli mobilitdsa, vagyis egyre tobb jelentkez6 adja be felvételi
kérelmét kiilonb6z6 orszagokban, akkor a nemzeti felvételi-rendszerek miiko-
désében zavar keletkezhet, amennyiben az eljarasok nincsenek sszehangolva.

Gyakornokok elhelyezése

Roth 1984-ben publikalt cikkében [32] bemutatta az amerikai orvosi rezi-
densek elhelyezésére szolgald parosito-program létrejottének torténetét. Sokak
meglepetésére kideriilt, hogy az 1952-ben bevezetett eljaras tulajdonképpen
Gale és Shapley —mintegy 10 évvel késébb kitalalt és elemzett— algoritmusat
hasznélja. A stabil eredményt adé programot a piac szerepléi érdekeiket fel-
ismerve gyorsan elfogadtak, és a program gyakorlatilag valtozatlan formaban
miikédik ma is. Az egyik, a sokasodd elemzések hatdsara bekovetkezett
valtoztatas, hogy a 90-es évek végétdl a korhazak helyett a jelentkezok felol
futtatjak az algoritmust, hogy igy az utdbbiak szdmara optimalis megoldas
lehessen a végeredmény. Habar meg kell jegyezzem, hogy ez utdbbi valtozta-
tas Roth és Peranson [34] elemzése szerint csak elhanyagolhaté kiilonbséget
hozott a gyakorlatban, minddssze minden ezredik jelentkez6 kapott maésik,
jobb gyakornoki helyet.

A sikerek hatdséra tobb més szakmdban (igy példaul tigyvéd-jeloltek ré-
szére is) hasonlé programokat inditottak be, és a vildg szdmos helyén igyekez-
tek kézponti parosito-rendszereket bevezetni tobb-kevesebb sikerrel. Tanulsé-
gosnak tartom Roth [33] cikkét, amelyben 10 kiilénb6z6 parosité-programot
hasonlit 6ssze. Ezek koziill négy algoritmus adott végeredményként stabil
megoldést, és hatban eléfordulhatott az instabilitds. A cikkben kozolt leg-
fontosabb megfigyelés szerint mind a négy stabil program valtozatlan forma-
ban hasznalatban maradt, mig a masik hat koziil, ketto6 kis volumenti program
kivételével, mindegyik megsziintetésre keriilt. A kétoldali parositds-piacok
részletesebb megismeréséhez elsésorban Roth és Sotomayor [35] konyvét ajan-
lom. Tovabba Alvin Roth honlapjat, ahol a rengeteg tanulmany mellett
szamos alkalmazas elérhet6sége is megtalalhato.

3Ebbdl adédé problémék koziil az egyik, hogy a kvétak betSltése nem lesz egyenletes.
Emiatt, tudoméasom szerint, nemrégiben egy 1j mdédositdas bevezetésérél kezdeményeztek
vitat, melynek célja, hogy a szdzalékokban kiértékelt dolgozatok eredményeit nem kerekitik,
hanem egy-az-egyben pontszamma alakitjék. Igy sokkal kevesebb jelentkezének lesz azonos
pontszama, ez lényegesen javithat az algoritmus hatékonysagan.
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Végil szeretném kiemelni, hogy a felgyiilemlett nemzetkozi tapasztalatok
alapjan valoszintisithetd, hogy még rengeteg 1j piacon lehet szamitani hasonld
parosito-programok beinditdsara. Az Egyesiilt Allamokban példaul az elmult
években a bostoni dltaldnos iskolakndl [1] és a new yorki gimndziumoknél [2]
vezettek be kozponti felvételi eljarast. Hasonloképpen nem tartandm rossz
Otletnek, ha hazankban is egy kozponti program segitené a gyakornokok el-
helyezését.

3 Egyoldali modellek, szobatars probléma

A stabil péarositdas probléma altaldanos esetét stabil szobatdrs problémdnak
nevezzilk, mert itt barmely két szereplé kozott létrejohet a péarkapcsolat.
Ekkor a feladatot leird graf tetszéleges lehet, de ettdl eltekintve a karakte-
risztikus fliggvénnyel torténé megadds ugyanazon (S) és (P) egyenlétlensé-
gekkel irhato le. A probléméat mar Gale és Shapley is felvetette alapcikkében,
st példat is adtak arra nézve, hogy nem mindig 1étezik megoldésa egy ilyen
feladatnak:

2. Példa Legyen a négy szerepl6 preferencidja a kovetkezo

Szereplé  Preferencia

A [B,C, D]
B [C, A, D]
C [A, B, D]
D tetszoleges

Itt az els6é harom szereplo ,.korbe szereti egymast”. Konnyen lathato,
hogy egyik parositds sem lehet stabil, hiszen ha harmdéjuk koziil barmely
ketto part alkotna, akkor a harmadik el tudna csabitani a par egyik tagjat.
Gondoljuk példaul azt, hogy négy teniszjatékos keres partnert maganak, min-
denki heti egy éra jatékra. Andras Baldzzsal jatszana legszivesebben, majd
Csabaval, legkevésbé pedig Dénessel. (Dénest tulajdonképpen mindenki sze-
retné elkeriilni, mert mindig késik és gyengén is jétszik.) Erre a probléma-
ra nincs stabil megoldds. Ha példdul Andras Baldzzsal alkotna part, akkor
Csaba Dénessel lenne kénytelen jatszani, de ekkor Csaba és Balazs blokkold
part alkotna, mindketten szivesebben jatszananak egymdssal, mint jelenlegi
partneriikkel.

T6bb mint két évtized elteltével Irving [23] konstrudlt elészor egy olyan
algoritmust, amely tetszOleges graf esetén megtaldl egy stabil parositast,
amennyiben ilyen létezik az adott feladatra. A megoldédsok struktirdjanak
részletes leirdsa megtaldlhaté Gusfield és Irving kényvében [22].

Tan [42] ismerte fel, hogy a stabilitdst elronté paratlan hosszi kérdkben
szerepl6 parkapcsolatokat fél-intenzitassal véve, egy olyan fél-parositast kap-
hatunk, amely teljesit bizonyos stabilitasi feltételeket.

A teniszjatékos példara gondolva Andréds, Baldzs és Csaba megegyezhet
abban, hogy heti egyszer Osszejonnek, és egy-egy félérat jatszanak egymédssal.
fgy mindhdrman egy-egy érat jatszanak és csak Dénesnek nem lesz pérja. A



Stabil parositasi modellek . .. 161

megoldas stabilitdsa itt azt jelenti, hogy mindegyik parosban van egy olyan
szereplO, aki nem szeretne tObb idOt jatszani abban a parban. Ha példaul
Andras és Dénes kapcsolatat nézziik, akkor vildgos, hogy Andras miatt nem
fognak 6k semennyit se egyméssal jatszani, mert Andrds kitolti a teniszre
forditott egy 6rdjat két jobb partnerrel vivott fél-fél éra jatékkal. Ha Andrés
és Balazs kapcsolatat nézziik, akkor a jelenlegi féléra jatékot Baldzs nem
szeretné tovabb ndvelni, hiszen ¢ a maradék félorajaban Csabaval jatszik,
akivel jobban szeret teniszezni.

Egy stabil fél-pdrositdsban a szereplék parokat és fél-pdrokat alkothatnak.
Minden szerepld legfeljebb egy parban vagy két fél-parban lehet benne. A
stabilitas feltétele, hogy ha két szereplé nincs parositva, akkor legalabb az
egyikiiknek vagy van egy jobb parja, vagy van két jobb fél-parja. Tovabba,
ha két szerepl6 fél-parban van, akkor legaldbb az egyikiiknek van egy masik,
ennél jobb fél-parja. Osszefoglaléan, egy fél-parositds stabil, ha nincs olyan
blokkolé par, amely szereplGinek lehetésége és egyben kolcsonos érdeke a
kapcsolatuk intenzitdsdnak novelése (csokkentve esetleg ezdltal més kapcso-
lataik kihasznéltsagat). Mésképpen fogalmazva, ha egy péarkapcsolat nincs
teljesen kihaszndlva, akkor az intenzitas novelése legalabb az egyik félnek
nem érdeke, mert a maradék kapacitdsa le van kotve egy vagy tobb ked-
vezObb kapcsolattal.

Egy fél-parositast altalaban hM-el jeloliink, a benne szerepl6é parok hal-
mazat M-el, a fél-parok halmazat pedig H-val. Vagyis hM = H U M.

A stabil fél-parositds pontos definidldsahoz, nem kell mést tenniink, mint
hogy a pérositast lefré fiiggvény értékkészletét {0, 1}-r8l {0, 3, 1}-re médosit-
juk ugy, hogy ha hM = H U M egy fél-parositas, akkor

1 haeeM
xpy(e) = % haee H
0 haed¢hM

Ekkor az eredeti (P) és (S) egyenlStlenségek véltozatlan formédban irjdk le a
fél-parositas illetve a stabilitds feltételét.

A fél-parositas tehdt azt jelenti, hogy minden csics legfeljebb 1 Gsszértékkel
van fedve. A stabilitdsi kritérium pedig azt mondja, hogy ha egy e él nem sze-
repel a fél-pdrositasban (e ¢ hM), akkor e egyik v pontjdban vagy egy e-nél
jobb M-beli éllel, vagy két e-nél jobb H-beli éllel van fedve. Egy fél-értéki
(H-beli) e él egyik végpontjinak maradék fél-kapacitdsa pedig egy e-nél jobb
H-beli f éllel kell hogy fedve legyen.

Az a megfigyelés, hogy minden fél-parhoz kapcsolédnia kell az egyik sze-
replGjénél egy masik, nalanal jobb fél-parnak, rogton azt eredményezi, hogy
a fél-parok koroket alkotnak, amely mentén a szereplok ,korben kedvelik
egymést”. Az ilyen preferencia-koroket ciklusoknak nevezzitk. Tan [42] a
kovetkezd tételt latta be a stabil fél-parositasokrol:*

Tétel (Tan, 1990). Minden stabil szobatdrs feladatra létezik stabil fél-pdrositds,

4Aharoni és Fleiner [4] megmutatta, hogy a tétel kdzvetleniil beldthaté Scarf [39] hires
Lemm4jabdl is.
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amely pdrokbdl és fél-pdarokbdl allo pdratlan hosszi ciklusokbdl dll. A szereplék
halmaza tehdt feloszthato

a) pdrositatlan,
b) ciklusbeli és
¢) pdrositott szerepldkre.

Tovabbd minden stabil fél-pdrositdsban ugyanazok a pdratlan ciklusok jonnek
létre és ugyanazok a szereplok maradnak pdrositatlianok.

Kérdés, hogy miért hasznos a stabil fél-parositas megkonstrualasa? Egy-
részt, ha nem tartalmaz paratlan ciklust, akkor egy stabil parositast talaltunk
a grafban, ha pedig tartalmaz pératlan ciklust, akkor tudjuk, hogy nem
létezhet stabil parositds. Mésrészt lehetnek olyan természetes feladatok (mint
példdul a fent emlitett teniszjiatékosok esete), ahol a fél-megolddsnak is van
értelme. Végiil, ha egy stabil fél-parositas minden paratlan korébdl elhagyunk
egy szereplét, és a ciklusok maradék szereploit a korok mentén parokba ren-
dezziik, akkor egy olyan parositast kapunk, amely stabil a redukalt halmazon.
Masképpen fogalmazva —erre a parositdsra nézve az eredeti feladatban—
minden blokkolé parban az egyik szerepl6 a mell6zott személyek koziil vald,
igy a stabilitds megmaradhat, ha sikeriil 6ket valahogy kompenzalnunk.

A stabil parositas modell alkalmas lehet tarsadalmi és gazdasdgi egytitt-
miikodések lefrdséra. Jackson és Watts [25] a kapcsolati hélok alakuldsat
elemezte ebben a kontextusban, mig Angelov [5] a cégek Osszeolvaddsdnak
vizsgalatara haszndlta a stabil szobatars problémat. Mindkét esetben in-
dokolt a dinamikus szemléleti megkozelités.

A parositas-piac dinamikaja

Ebben a részben Bir6, Cechlarova és Fleiner [9] munkéjdbdl ismertetem a leg-
fontosabb eredményeket. A piac dinamikéjdnak vizsgélatakor azt a kérdést
elemezziik, hogy miként valtozik meg a stabil egyenstlyi helyzet 4j szereplék
belépését kovetden. Kétoldali piacok esetében a folyamatot modellezé algo-
ritmust —egy mds kérdés kapcsdn— Roth és Vande Vate alkotta meg [36] a
kovetkezoképpen:

Erkezzen egy 1j szerepld, v a piacra, ahol jelenleg egy M, stabil parositas
all fenn. Mi torténik? Tegyiik fel, hogy az \j jatékos egyenként ajanlatot tesz
a piac szereplinek a preferencidja szerint. Amennyiben senki sem fogadja el
v ajanlatat, az azt jelenti, hogy a lehetséges partnerei mind egy-egy jobb part-
nerrel vannak kapcsolatban, vagyis az 1j szerepld senkivel sem alkot blokkold
part, igy az M, pérositds stabil marad. Amennyiben az 1j szerepld, v egy fid,
és ajanlatat egy u lany fogadja el el6szor, akkor két eset lehetséges: Amennyi-
ben u-nak nem volt pérja az M, péarositdsban, akkor az M = M, U {u,v}
egy stabil parositas lesz az 1j piacon. Ha viszont u egy w fiuval volt parban,
akkor u és w kapcsolata felbomlik, u és v Osszejon egymadssal, és most w-
nek kell 4j part keresnie maganak gy, mintha & érkezett volna be a piacra.
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Vagyis My, = M\ {u, w} U {u,v} stabil parositds lesz, a w fia nélkiili piacon.
A mechanizmus folytatédik.

Eszrevehetjiik, hogy ha a fiuk tesznek ajanlatot, akkor a lanyok helyzete
egyre csak javul a folyamat soran, mig a fitk helyzete egyre rosszabbodik.
Emiatt ugyanaz az ajanlattétel kétszer nem johet 1étre, az ajanlattevé-vissza-
utasité mechanizmus biztosan véget ér.

Egyoldali piacok esetén Tan és Hsueh [43] alkotott egy hasonl6 inkremen-
tdlé elven miikédd algoritmust. Az egyetlen kiilénbség, hogy ezen dltaldno-
sabb esetben ciklusok tiinhetnek el illetve jak formalédhatnak. Amennyiben
az utolso szerepld, aki elfogad egy ajanlatot egy ciklusbeli szerepld, akkor a
ciklus maradék része stabil parokra bomlik. Végiil, itt el6fordulhat, hogy
egy szerepld, aki korabban ajanlatot tett, késobb ajanlatot kaphat. Ebben
az esetben az ajanlattevé-visszautasité mechanizmus vég nélkiil folytatédna,
de Tan és Hsueh megmutatta, hogy ekkor az ismétlodésben részt veve sze-
replékbdl egy 1j ciklust formélva kaphatunk egy stabil fél-parositast az 1j
piacon.

Blum, Roth és Rothblum [11] a szenior-poziciék megiiresedésének-betol-
tésének kontextusaban vizsgédlta a kétoldali piacok dinamikédjat. Az ajénlat-
tevo-elfogadd mechanizmus altal kapott sorozat az ,,allaslehetGségek lancola-
taként” jelenik meg a munkaer6-piacon. Megmutattak, hogy ez a folyamat
lényegében megegyezik a leanykérd algoritmus azon valtozataval, amelyben
az ajanlattételt a fiik mindig egyenként teszik. Ebbol a megfigyelésbol egy-
szeriien adddik a kovetkezo fontos tétel:

Tétel (Blum-Roth-Rothblum, 1997). Tegyiik fel, hogy egy kétoldali pdrositds-
piacon eqy My stabil pdrositdas dll fenn és méhdny uj fit érkezik a piacra.
Ekkor az ajanlattevd-visszautasito mechanizmussal kapott uj, M stabil pdro-
sitasban minden fii vagy megmarad az My-beli pdrjival, vagy egy rosszabb
pdrt kap, aki viszont a legjobb stabil pdr szdmdra az uj piacon.

Az utolsé piacra érkez6 jatékos tehat mindig a leheté legjobb part kapja
meg. Blum és Rothblum [12] &llitdsa szerint altaldban is érdemes minél
késébb érkezni a piacra:

Tétel (Blum-Rothblum, 2002). Egy kétoldali pdrositds-piac stabil egyensilya
alakuljon ki ugy, hogy a szereplok egymds utdn lépnek be a piacra, majd az
eqyensuly az ajanlattevd-visszautasité mechanizmus dltal jojjon létre. Ameny-
nyiben két belépési sorrend csak annyiban kulonbozik, hogy két jatékos helye a
sorrendben felcserélodik: az elsében u megy be el6bb, a mdsodikban v, akkor u
jatékos az elsé sorrend alapjdn kialakult stabil pdrositasban nem kaphat jobb
pdrt, mint a mdsodik sorrend alapjdn kialakult stabil pdrositdsban.

Végiil, nem szabad elfelejteni, hogy az ajanlatot elfogadd lanyok —habar
végil a leheto legrosszabb part kapjak— helyzete javul, s6t néhanyuknak
biztosan jobb parjuk lesz az 14j fid belépése utan, mint elétte volt.

Tétel (Roth-Sotomayor, 1990). Tegyik fel, hogy egy kétoldali pdrositds-
piacon a ldny-optimdlis stabil pdrositds dll fenn, amikor belép néhdny uj fi,
és a ldnyok egy L halmaza uj pdrt kap. Ebben az esetben minden L-beli ldny
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hatdrozottan jobb pdrt kap bdarmelyik stabil pdrositasban az uj piacon, mint
kapott akdrmelyik stabil pdrositisban a régi piacon; tovdibbd az L-beli ldnyok
eredeti pdrjai hatdrozottan rosszabb pdrt kapnak bdrmely stabil pdrositdsban
az uj piacon, mint kaptak akdrmelyik stabil pdrositdsban a Tégi piacon.

A fenti kétoldali piacokra vonatkozé tételek megfeleléit sikeriilt igazol-
nunk egyoldali piacokra, a bizonyitasdhoz a kévetkezé Lemmat hasznaltuk:

3.1 Lemma (Kulcs-lemma). Tegyiik fel, hogy egy 1j szerepld, v iép be az egy-
oldali pdrositas-piacra, ahol eqy hM, stabil fél-pdrositas dll fenn. Amennyi-
ben v nem alkot blokkolo pdrt egy u szereplével hM,-re nézve, akkor v nem
alkothat stabil pdrt u-val az Uj piacon.

Stabil parositasi problémak bonyolultsaga

A stabil pérositdsi problémakat is alapvetéen két csoportba tudjuk osztani
a bonyolultsdguk szerint: vannak olyanok, amelyek megoldhaték polinom
idében, illetve olyanok, melyek NP-nehezek.® A kovetkezdkben négy szem-
pont szerint osztalyozva ismertetem Oket.

A feladatot kitlizhetjiik paros grafokra, illetve tetszélegesekre. A preferen-
cidk lehetnek szigoriak, illetve megengedhetiink preferencia-egyezéseket (ez
utobbi esetben is akkor lesz egy él blokkold, ha mindkét végpontja szigorian
preferdlja azt). A kérdésfeltevés szerint a feladat lehet egy stabil pérositas
megtaldlasa, avagy egy olyan parositas megkeresése, amelyre nézve a blokkold
élek szama minimdlis. Végiil a parositasok halmazat megszorithatjuk a maxi-
malis méretiiekre.

Adjunk egy M | ahol péros graf tetszéleges graf

M

parositast, ahol

szigoru pref

nem szigoru

szigoru pref

nem szigoru

szama M-re min

M tetsz| Polinomidlis | Polinomidlis | Polinomislis | NP-nehéz™
stabil max | Polinomidlis | NP-nehéz® | Polinomidlis (NP-nehéz)
a blokkol6 élek | tetsz| Polinomialis |Polinomidlis | NP-nehéz® | (NP-nehéz)

max

NP-nehéz™®

(NP-nehéz)

(NP-nehéz)

(NP-nehéz)

Azt, hogy NP-teljes azon kérdés eldontése, hogy 1étezik-e stabil parositas
nem-szigoru preferencidk esetén (1) elészor Ronn [30] mutatta meg, majd
késébb Irving és Manlove [24] adott ra alternativ bizonyitdst. Annak a
problémanak az NP-teljes voltat, hogy a maximalis méretl parositasok kozott
létezik-e stabil, paros grafok esetén, nem-szigori preferencidkra (2) Manlove
és tarsai [29] 1attdk be.

A blokkol6 élek minimélis szdménak meghatarozdsianak (3) nehézségét
tetszéleges grafok esetén Abraham, Bird és Manlove [3] 1attdk be. Azt pedig,

5Ha ez utébbiak koziil barmelyikrdl kideriilne, hogy megoldhaté polinom idében, akkor
az Osszes NP-teljes probléma is megoldhaté volna. Ezt az esetet a szdmitdstudomany
szakértéi nem tartjdk valdszinilinek. A pontos definicié megtaldlhaté Roényai, Ivanyos és
Szabé [31] kényvében.
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hogy ez a feladat paros grafokra is nehéz, ha megkdoveteljiik, hogy a parositas
maximédlis méretli legyen (4) Manlove bizonyitotta a kézelmultban. Sé&t,
mindkét esetben az is bebizonyitottdk, hogy az emlitett értékeknek még a
kozelitésére sincs remény.®

Egyoldali parosito-programok

A legtobbszor alkalmazott egyoldali parosité-program valésziniileg a sakk-
versenyeken hasznalt parosité-szoftver, amely a verseny minden forduléjaban
eldonti, hogy ki kivel jatsszon. Mivel a verseny végso célja a gybztes ki-
hirdetése, ezért talan érthetd, hogy a sorsoldst iranyité procedira elGszor
mindig a versenyben vezetd jatékosnak keres megfelel6 ellenfelet, majd igy
folytatja tovabb, kiilon figyelmet forditva arra, hogy a végén lehetéleg min-
denki kapjon part. Bar tortént egy kisérlet [27] annak elemzésére, hogy a
hivatalos algoritmus helyett inkabb stabil parositast keressen a program, de
véleményem szerint ennek csak akkor lenne értelme, ha a versenyzdk célja nem
a gyozelem, hanem a szamukra kedvez6 partnerekkel torténo jaték volna.

Egy masik alkalmazasi teriilet lehet az oszthatatlan javak pdaronkénti cse-
réje. Ebben az esetben minden szereplének pontosan egy dolog van a bir-
tokaban, amit kicserélhetnek egymas kozott egy lépésben. Egy relevans al-
kalmazdsi lehetéségként vizsgédlta Yuan [44] az dllami bérlakdsok cseréjét,
amely a régi szovjet-tipusu rendszerekben, és a mai Kinaban sem képezheti
piaci adas-vétel targyat. Hasonld jellegii, de a vildgon mindentitt el6forduld
probléma kezelésére szolgalnak a paronkénti vesecserék koordinalasira 1ét-
rehozott egyoldali parosité-programok. FErrél a problémakorrdl frok most
b6vebben a fejezet zarasaként.

Ha egy beteg és a potencidlis donorja (tipikusan egy hézaspar) kozott
immunoldgiai okokbdl nem lehetséges az atiiltetés, de van egy hasonlé prob-
lémékkal kiizd6 masik par, és keresztben nincs immunolégiai probléma, akkor
elképzelhetové valhat a parok kozti vesecsere. Néhany elszigetelt eset utan
az elmult években tobb fejlett orszagban hivatalos programokat inditottak a
vesecserék koordinaldsara.

A programok deklardlt céljai és az alkalmazott modellek k6z6tt azonban
jelentés kiilonbségek lehetnek. A legtobb ma miikédé programban, a veséhez
juto betegek szamat maximalizaljak. Ez egy maximalis méreti parositas fela-
dathoz vezet azon a grafon, melynek cstcsai a beteg-donor parok, és él akkor
fut kozottiik, ha lehetséges a kereszt-dondcié (l4sd a [37] és a [38] cikkeket).
Ennél kifinomultabb mddszer, ha nem csak elfogadhaté és nem elfogadhato
veséket kiilonboztetiink meg, hanem azt is vizsgaljuk, hogy egy vese ,,mennyi-
re j6” az adott betegnek. Ennek mérdszama lehet a beiiltetett szerv varhatéd
élettartama. A probléma matematikailag egy silyozott pérositds feladatra

6 Az NP-nehéz problémdk egy része kozelithetd additiv vagy multiplikativ hibdval. Az
élkromatikus szdm példdul minden graf esetén vagy egyenlé a maximalis fokszdmmal, vagy
ennél eggyel nagyobb. A lefogd pontok szdmdnak minimuma pedig feliilr6l becsiilhets a
maximalis parositds méretének kétszeresével, amely mar polinom id6ében kiszdmithaté. A
kérdéskorrdl bévebb leirdst taldlhat az Olvasé Jordan, Recski és Szeszlér [26] konyvében.
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vezet (ezt a médszert alkalmazzdk Ohio dllamban, az elméleti héttért lasd a
[40] cikkben.) Végiil nem elhanyagolhaté etikai érvek szélnak a stabil meg-
oldas alkalmazasa mellett is, ahol nincs két olyan par, akik kolcsénosen jobb
esélyeket kapndnak, ha egymdssal cserélnének a programon kiviil.”

4 Kifizetéses modellek, NTU /TU-jatékok

Kifizetéses modellekrdl akkor beszéliink, ha megengedjiik, hogy a létrejott
parok illetve tarsulasok tagjai valamilyen formaban kompenzaljdk egymast.
Két dolgot kiveteliink meg: egyrészt mindenki pontosan meg tudja hatarozni
mekkora hasznossagot jelent neki egy lehetséges partnerkapcsolatban vald
részvétel, masrészt feltessziik, hogy létezik egy olyan atvalthaté hasznossagu
aru, amely atadhaté a kapcsolatban 1év6 szereplok kozott, és a transzfer
révén ugyanannyival csokken az azt atadd fél hasznossaga, mint amennyivel
a fogadé fél hasznossaga no.

A stabil parositasi modellek kifizetéses valtozatdnak megolddsa ezért min-
dig két elemii: megadjuk, hogy mely parok alakulnak meg és mennyi hasznos-
sagot adtak at egymadsnak a szereplék. A stabilitds feltétele, hogy ne legyen
olyan megvaldsulatlan (blokkol6) par, melynek tagjai mind jobban jarndnak,
ha a partnerkapcsolatuk létrejonne és megfeleld kifizetésekkel kompenzalnak
egymast.

Az i szereplé hasznossagét egy {i,j} kapcsolatban jeloljik u; ({7, j})-vel.
Egy M pérosités esetén az atadott kifizetéseket gytijtsiik egy p(M) vektorba,
melynek i-edik koordinataja, p; (M) jelentse azt a (pozitiv vagy negativ) tran-
szfert, amelyet az i-edik jatékos kapott. Transzfert csak M-beli parok adhat-
nak egymadsnak, és egy {i,j} paron beliil a transzferek Gsszértéke természete-
sen nulla, vagyis p;(M)+p;(M) = 0. Ha egy szerepl$ nem eleme egy pérnak,
akkor értelemszeriien nem lehet kifizetése, vagyis p;(M) = 0 minden M-ben
nem szerepld i-re. Egy i jatékos dsszhaszndt hi-vel jelolve tehat h; = 0, ha 4
nincs parositva, és h; = u;({4,j}) +pi(M), ha i szerepl$ a j-vel alkot péart és
p;i(M) transzfert kap t6le.

Egy [M,p(M)] pért stabil megolddsnak neveziink, ha nem létezik olyan
megvaldsulatlan {a,b} blokkol6 pér, hogy u.({a,b}) + us({a, b}) > ha + hs.
Ekkor ugyanis a-nak és b-nek érdekében allna kilépni az M-beli kapcsolataibdl
és 1j péart alkotni, majd az a-tél b-nek juttatott wu,({a,b}) — h, és hy, —
up({a, b}) kozotti hasznossdg dtaddsdval mindketten jobban jarndnak.

Bevezetésképpen lassunk két példat egy-egy haromszemélyes stabil paro-
sitdsi problémdra kifizetéssel és kifizetés nélkiil. (Az elérhetd hasznossdgok
abrazolasanak megértéséhez segitséget nydjthat a 3. dbra és annak magyara-
zata.)

"Fontos még megemliteni, hogy a cserék nem csak paronként kivitelezheték, hanem
elvileg hosszabb koérokben is. Azonban értheté okokbdl az Gsszes miitétet egy idében
kell végrehajtani, igy ha hdrom par cserél egy korben, akkor mar 6 mitére és orvos-
csoportra van sziikség egyszerre. Ennek ellenére példdul az amerikai NEPKE programban
a harmas-cserék is megengedettek. Ekkor a megfelel6 matematikai problémak sok esetben
bizonyitottan nehézzé valhatnak (ldsd [10] és [8]).
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3. Példa. A harom szerepld hasznossiga a parkapcsolatokban legyen a
kovetkez6: wuq({a,b}) = 6, up({a,b}) = 3, up({b,c}) = 4, uc({b,c}) = 1,
u.({c,a}) =2, us({c,a}) = 1.

Az 1. dabran lathatd, hogy a kifizetés nélkiili esetben nem létezik stabil
parositds, illetve, hogy a kifizetéses esetben az {a, b} egy stabil part alkot ha
a 2 és 3 kozotti hasznossagot atad b-nek.

1. d@bra. A parok hasznossagai és a stabil megoldas a kifizetéses esetben

4. Példa. A hdrom szerepld hasznossdga a parkapcsolatokban legyen a
kovetkez6: wuq({a,b}) = 2, up({a,b}) = 3, up({b,c}) = 2, uc({b,c}) = 1,
u.({e,a}) =2, us({c,a}) = 1.

2. dbra. A parok hasznossigai és a stabil megoldés a kifizetés nélkiili esetben

A fenti dbran lathat6, hogy a kifizetés nélkiili esetben az {a, b} egy stabil
par, illetve, hogy a kifizetéses esetben nem létezik stabil megoldds. Ennek
okat a késGbbiekben részletezem.

Természetes feltevés, hogy a szereplok egy csoportja ne csak egyféleképpen
tudjon egyiittmikodni. Eletszertt Cechldrové és Ferkova példaja [13] a repii-
16gép-pilétak parositasarol. Itt ugyanis egy par beosztasakor igen eltérd le-
het a kapcsolat megitélése a pilétak részérol, attol fliggéen, hogy melyikiiket
tették meg els6- illetve masodpilotanak. Hasonloképpen két lehetséges kap-
csolat lehet két sakkjatékos kozott egy sakkverseny egy forduldjaban, attol
fliggben, hogy ki jatszik vilagossal. Szintén két lehetséges kapcsolat johet 1étre
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hazankban egy didk és az egyetem egy szakja kozott, hiszen koltségtéritéses
és allamilag finanszirozott formédban is igénybe lehet venni az oktatdst. A
jatékelmélet egy klasszikus példdja a hdzaspar esete, ahol a férj inkabb a
focimeccsre, a feleség pedig balettre menne, de persze leginkdbb egymaés téar-
sasagaban.

Meggondolhatd, hogy tobbféle egytittmiikodés johet 1étre pusztan aszerint
is, hogy az egyes szereplok mekkora erdfeszitést forditanak a kapcsolatra.
Illetve ennek egyszeriisitett valtozataként a szereplék atvalthaté hasznossagu
jO0szag atadasaval, transzferrel szintén tetszoleges mértékben modosithatjak
egymas hasznossagat egy kapcsolatban. Megjegyezziik, hogy a folytonosan
valtozé elérhetd hasznossagok halmaza jél kozelitheto diszkrét kimenetekkel.

A kovetkezd, 3. @brdn egy par lehetséges egyiittmiikodéseinek négy esetét
mutatjuk be, a kapcsol6dé személyes hasznossdgok megjelenitésével. Az elsd
esetben csak egyfajta egylittmiikodés lehet a két fél kozott. A masodikban
kétféle. A harmadikban sokféle lehet, az elérheté hasznossdgok akér foly-
tonosan is valtozhatnak, ezt kozelithetjiikk véges sok lehetséges kimenettel.
Végiil a negyedik példa az atvalthaté hasznossagu esetet mutatja, ahol a két
fél egyiittmiikodésének van egy maximalis 6sszhaszna, amelyet egymas kozott
tetszblegesen eloszthatnak. Parkapcsolatok esetén a tobbféle egytittmiikodést
parhuzamos élek behuzasaval tudjuk modellezni, ha graffal reprezentéljuk a
kapcsolati rendszereket.

5 V (ab) 5 V (ab) V (ab) 5 V (ab)
4
3 b 3 5 b b 3 b

5 3 > 3 5 +pa 3
O—=0 a0 E=D 00
a b a 4 5b a b a b

3. dbra. Hasznossagfiiggvények egy parkapcsolatban

Atvalthaté hasznossag nélkiili jatékok

Egy dtvdlthaté hasznossdg nélkili jaték, roviden NTU-jdték, megadhatd egy
(N, V) pérral, ahol N = {1,2,...,n} a jitékosok halmaza és V a kifizetés-
fiiggvény, amely minden S C N térsuldshoz hozzérendel egy IR%-beli V(S)
halmazt, igy hogy V(@) = 0 és minden S C N, S # }-re:

a) V(S) egy nemiires és zart halmaza IR®-nek
b) ha z € V(5) és y < x, akkor y € V(S)
) V(S)N RS korltos.
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Minden jétékos részt vesz a jatékban, ezért a jaték kimenete egy V(N)-
beli vektor, melynek koordinatéai az egyes jatékosok elért hasznossagat jelen-
tik. Természetesen két kimenet koziil minden jatékos azt preferalja, ame-
lyikben a hasznossiga nagyobb. A jiték egy = € V(IN) kimenete benne
van a jaték magjaban, ha nem létezik olyan (blokkold) S térsulds és a tagjai
altal elérhet§ y € V(S) kimenet, melyre y; > x; minden ¢ € S-re. Tehat
a jatékosok egyik csoportjanak sem éri meg kilépni a nagykoaliciobdl, mert
onmagukban nem tudndnak olyan kimenetet elérni, amelyben minden sze-
replGjiikk nagyobb haszonra tehet szert.

Természetes feltételként jelentkezhet a szuperadditivitds, amely egy NTU-
jatékra megkoveteli, hogy tetszéleges két S, T C N, SNT = ) tarsuldsra
V(S)uV(T) CV(SUT) teljesiiljon.

Tovabbi specializdlas utan definidlhatjuk a particiondldsi jatékot. Itt
feltessziik, hogy adva van a lehetséges alaptdrsuldsoknak egy B C 2V hal-
maza, melynek része minden {i}, i € N egyszereplds tarsulds (mindenkinek
meghagyjuk a jogot, hogy egyedill maradjon). Egy tetsz6leges S tarsulds
4ltal legyen elérhetd egy = € IR® kifizetés, akkor és csak akkor ha létezik az
S halmaznak egy olyan B; € B alaptarsulasokbdl all6 ByU By U...UB =S
particiéja, hogy minden ebben résztvevé B; tarsuldsra az x kimenetbdl B;
szereplbinek juté kifizetés V(B;)-ben legyen. Ha S C N-re II5(.5)-el jeloljik
a B alaptarsulasokbdl elGallithaté particiok halmazat az S szerepléin, akkor
tomorebb kifejezéssel:

V(S)={r € R®:3r €1, B; € m,x € V(B1) x V(Ba) x ... x V(By,)}

//////

vizsgalatakor elég csak az alaptarsulasokra ellenérizni a stabilitasi feltételt.
Igaz ugyanis a kovetkezo tétel:

//////

beli, ha nem létezik blokkold B alaptdrsulds (vagyis eqy B € B és eqy y €
V(B), hogy y; > x; minden i € B-re).

A bizonyitashoz azt kell csak megmutatni, hogy ha az adott x kimenetre
van egy tetszoleges S blokkolo tarsulas, akkor van egy B blokkold alaptarsulas
is. Ez viszont nyilvdnvald, hiszen az S tdrsulds &ltal elért y € V(S) egy
alapkoaliciokbdl 4llé6 particioval valdsithaté meg, tehat az ebben szereplo
barmelyik B alaptarsulds is blokkolé lesz.

Az alaptarsuldsok altal elérhetd kifizetésekre tett erés megkotéssel kap-
Feltessziik, hogy minden B € B térsuldsra létezik egy v(B) € R kifizetés,
hogy a B altal elérheté mas kifizetésekben egyik B-beli jatékos sem kaphat
tobbet. Vagyis

V(B) ={z € R? :x <u(B)}

A tarsulasi jatékokban tehdt nem kérdés, hogy egy tarsulds, ha megalakul,
akkor mekkora kifizetést kapnak bel6le a tagok. (Ezt értelmezhetjik ugy is,
hogy csak egy lehetséges formdja van minden koaliciés egytittmitkodésnek.)
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Igy a jaték kimenetén elég mér csak azt érteniink, hogy mely alaptérsuldsok
jottek létre, a tényleges kifizetések ebbdl egyértelmiien meghatarozédnak. A
tarsulasi jaték kimenetelét ezért hivhatjuk egyszertien particiénak.

Ebbdl kifolydlag viszont az egyes szereplok természetes médon tudnak egy
rangsort felallitani az alaptarsulasok kozott, amelyben tagok lehetnek: min-
denki azt a tarsulast preferalja, ahol a tarsulds megvaldsuldsa esetén nagyobb
lesz a kifizetése. Formalisan: ha i € By és i € By, akkor By, <; B, <—
v;(Br) < v (B).

A tarsuldsi jaték kimenete, egy m particié pontosan akkor lesz benne a
jaték magjaban, ha nincs blokkold alaptarsulds, vagyis egy olyan létre nem
jott tarsulds, melynek tagjai egyértelmiien jobban jarnanak a tarsulds meg-
valésulasaval, mint a jelenlegi particioban. Precizebben fogalmazva, jeloljiik
B [i]-vel azt a tdrsuldst, amelynek az ¢ jatékos tagja a 7 particiéban. Definici6
szerint akkor és csakis akkor blokkolja egy B € B tarsulds a kimenetet, ha
minden ¢ € B-re v,(B[i]) < v;(B), ami a fentick szerint ekvivalens azzal,
hogy Bi[i] <; B.

A tarsuldsi jatékokat a fentiek miatt definidlhatjuk gy is, hogy minden
szereplének csupéan a preferencidit adjuk meg azon alaptarsuldsok felett, ame-
lyeknek tagja lehet. A jaték mag-beli kimenetét pedig egyszeriien nevezhetjiik
stabil particionak. Amennyiben minden alapkoalicié csak kételemii lehet,
akkor specidlis esetként megkapjuk a stabil parositas problémat.

Atvalthaté hasznossagui jatékok

Egy jaték dtvalthatd hasznossdagi, roviden TU-jdték, ha megadhaté egy (N, v)
parral, ahol v most egy hasznossdg-fiiggvény, amely minden S C N téarsuldshoz
egy v(S) € IR értéket rendel hozzd, amely a térsulds dltal elérhetd osszkifizetést
jelenti. Ezen osztozhatnak a tarsulds tagjai. Meggondolhaté, hogy minden
TU-jaték felirhaté NTU-jatékként is a kovetkezd hozzdrendeléssel: V(.S) =
{z e RY: Yics i <v(S)} minden S C N, S # (-re.

Atvélthaté hasznosségi jatékoknal, ha az 2(S) = > icg x(i) jelolést hasz-
naljuk, akkor a jaték kimenete egy x(N) < v(N) megvaldsithatd kifizetés. Ha
2(N) > v(N) és minden i szereplére teljesiil a x; > v({i}) feltétel (vagyis
senki sem kap kevesebb kifizetést, mint amit egyediil is el tud érni), akkor a
kimenetet elosztdsnak nevezziik. Egy elosztas benne van a jaték magjaban, ha
2(S) > v(S) minden S térsuldsra. A szuperadditivitési feltétel TU-jétékokra
a v(S) +v(T) <v(SUT) egyenlbtlenségnek felel meg,.

A mag-megoldéds létezésének sziikséges és elégséges feltételét pontosan
meg lehet hatdrozni. A tarsuldsok egy S C 2V rendszerét kiegyensilyozottnak
nevezziik, ha léteznek olyan 0 < A\g < 1 (S € §) silyok, melyekkel

Y As=1

i€SES

teljestil minden ¢ jatékosra. Egy jdték kiegyensilyozott, ha minden kiegyen-
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sulyozott tarsuldsra és sulyrendszerre fennall a

Z Asv(S) < v(NV)

Ses
egyenl6tlenség. A témakor taldn leghiresebb allitdsa a kdvetkezd tétel:

Tétel (Bondareva-Shapley). Eqgy TU-jaték magja akkor és csakis akkor nem
tres, ha a jdték kiegyensilyozott.

A particiondlasi TU-jatékokra egy S térsulas értéke megegyezik a benne
szereplo jatékosokbdl kialakitott legnagyobb Osszértéki alaptarsuldsokbol allo
partici6 értékével:

v(S) = max{v(B1) + v(B2) + ...+ v(Bg) : 7 € lIg,B; € 7}

Itt is igaz, hogy egy x elosztds pontosan akkor mag-megoldds, ha nincs
blokkolé alaptérsulds (vagyis, ha x(B) > v(B) minden B € B-re). Ez vi-
szont azt jelenti, hogy ha 7 egy olyan particiéja N-nek, amelyre a maximum
felvétetik, akkor minden B; € w-re z(B;) = v(B;). Tehdt, ha a jiték magja
nem {iires, akkor egy magbeli = elosztds megvalGsithatd, gy is hogy az x(N)
Osszértékil 7 particiéo minden egyes B; alaptarsuldsanak tagjai egymast kozott
—a tarsulasokon beliil— osztjak fel az altaluk 1étrehozott hasznossagot.

Hasonloképpen, meg lehet mutatni, hogy egy particiondlasi jaték kiegyen-
stlyozottsdgdhoz elég csak az alaptrsuldsokbdl 416 S’ C B kiegyenstilyozott
tarsulds-rendszereket vizsgalni, hiszen minden S C 2V -re létezik egy S’ C B,
hogy

S Aso(S) = ZAS[ 3 U(B,-)] -y [ 3 )\S]U(Bi):

SeSs SeSs B,€ns B;eS' -B;ens
Ses
2 : /
= )\BZU(BL)
B;eS’

ahol &’ szintén kiegyenstilyozott a Ny silyokkal. A jaték magjdnak létezésének
sziikséges és elégséges feltétele tehat értelemszertien egyszeriisodik.

Ha az alaptarsuldsok legfeljebb csak kételemiiek, akkor a particiondlasi
TU-jaték természetes modon megfeleltetheté egy stabil parositds probléma
kifizetéses valtozatdnak. Ugyanis, ha egy {7, j} lehetséges par értéke v({i,j}) =
w;({7,7}) +u; ({7, 5}), és az x elosztasbdl az i-edik jatékos részesedése termé-
szetes médon megfelel a jatékos Osszhasznossdgénak, x; = h; = u; + p;i(M),
akkor, ha (V) egy mag-elosztés az el6bbiben, akkor az 2(N) = v(N) értéket
megvaldsité M pérositds stabil lesz p;(M) = x; — v(Bm[i]) kifizetés mellett
az utébbiban.

Amennyiben a kételemii alaphalmazokbdl képzett graf paros, akkor a
—stabil hézassdg probléma kifizetéses véltozatanak megfelelo— feladatot
hozzdrendelési jatéknak nevezziik. Errdl Shapley és Shubik [41] 1atta be 1972-
ben, hogy kiegyensilyozott, ezért a magja nem iires. Lassuk végiil ennek egy
ekvivalens bizonyitasat Egervary 1931-es tétele szerint.
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Legyen adva a G graf minden e éléhez egy w(e) sily. Egy pérositds dssz-
stilyan a péarositasban szerepl6 élek silyainak Osszegét értjiikk. A maximélis
Osszstilyd parositds osszsilyat jeloljiik v, (G)-vel. Egy ¢ : V == RY érték-
adést a csicsokon nevezziink fedésnek, ha minden e = {u,v} élre c(u)+c(v) >
w(e) teljestil. Egy fedés értéke a csticsok értékeinek Gsszege. A minimalis ér-
tékii fedés értékét jeloljik 7.5 (G)-vel.

Nyilvanvald, hogy ha M egy maximalis Gsszsulyu parositas, akkor akar
csak az M éleinek fedésére is kell egy ekkora értékii fedés, ezért v, (G) <
75 (QG) teljesiil minden G gréfra. Egervary Jend [15] —Kénig tételének alta-
lanositasaként— belatta, hogy a két paraméter kozott egyenléség all fenn, ha
a graf paros.

Tétel (Egervary, 1931). Ha G pdros grdf, akkor v,(G) = 75 (G).

A grafelméleti és jatékelméleti megfontolasok kozott a kbvetkez6 megfelel-
tetés adhaté: Minden e = {i,j} élen legyen akkora w(e) sily, amekkora
az adott {i,j} par v({i,j}) értéke. A jéték v(N) értéke ebben az eset-
ben egyenld v, (G)-vel, vagyis a maximélis Gsszsilyu parositds értékével.
Egervéry tétele szerint paros grafban mindig van ugyanekkora értékii fedés
is. Ennek kovetkezménye, hogy egy ¢ minimélis értékii fedésnek kolesonosen
egyértelmiien megfelel egy = mag-elosztds (hiszen a c(i) + ¢(j) > w({i, j})
fedés-feltétel az x(i) + z(j) > v({4, j}) mag-feltétellel ekvivalens). Egervary
tétele tehat pontosan a hozzarendelési jaték kiegyensulyozottsagat igazolja.
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Ha a stabil szobatars probléma kifizetéses véaltozatat tekintjik, akkor an-
nak megoldhatdsaga a fentiekhez hasonléképpen azon milik, hogy a megfeleld
sulyozott grafban a maximalis Gsszsulyu parositas értéke eléri-e a minimalis
fedés értékét. Ez utébbirdl beldthatéd (14sd bévebben [28]), hogy értéke meg-
egyezik a maximélis Gsszsulyu fél-pdrositds értékével.® Végiil a 4. dbrdn egy
Osszegzo tablazatot lathatunk az ismertetett kooperativ jatékokrol.
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TECHNOLOGIAI KIZARAS A TAVKOZLES PIACAN!

BAKO BARNA - BERDE EVA
Budapesti Corvinus Egyetem

Cikkiinkben egy vertikalisan integralédott ipardg forrasvidéki inkumbens val-
lalatanak kizérast eredményezé stratégiai magatartasara hivjuk fel a figyel-
met. Bemutatjuk az inkumbens vallalat motivacidit, és viselkedésének hatdsat
a piaci struktirara. Bebizonyitjuk, hogy a kizdras nem csak a torkolatvidéki
vallalat szamara nélkiilozhetetlen input aranak felemelésével, hanem a ter-
melési technolégia alkalmas kivalasztasaval is megvaldsithatd. Egy egyszert
modell kapcsan megvizsgaljuk, hogy a szabdlyozo hatdsdg milyen mozgastérrel
rendelkezik, ha el akarja keriilni a kizarast. Mindez kiilonos aktualitdst nyer
napjainkban, amikor az internet alapt telefonalas (Voice over Internet Proto-
col) egyre nagyobb részesedést harcol ki maganak a telekommunikécié piacan.

1 Bevezetés

Az internetes telefonélds alkalmazdsanak lehet&sége nem kis mértékben ren-
dezheti 4t a kozeljovo telekommunikécids piacdt. A hagyomédnyosan mono-
polista, illetve napjainkban mar oligopolista piacstruktiraval jellemezheto
hangtovabbitas teriiletén az alternativ szolgaltatok az 1j technolégiai leheto-
ségeket kihasznélva, egyre nagyobb fenyegetettséget jelentenek az inkumbens
vallalatok szamara. Majdnem teljes biztonsdggal megjésolhato, hogy a hang
adatcsomagonként valoé tovabbitasa mar rovid tavon kizardlagos jelleggel fel
fogja valtani az analég technoldgiat, ezért a hagyoméanyos szolgédltatok is az
4j médszerek alkalmazoi, esetleg tovabbfejlesztoi lesznek. Mindez az internet
vildigdban ma mér egyértelmiien realitds. Nem lényegtelen azonban, hogy
a jelenlegi telekommunikacids infrastruktirat birtokld tobbi vallalat milyen
technoldgiai megvaldsitasokhoz folyamodik a meglévé haldzatok Gsszekapcso-
l6dasat és hasznédlhatosagat illetéen. SzélsGséges esetben az is felmertilhet
—Dbar ennek nem til nagy az esélye—, hogy a technolégiai Gjitdsok a régi
infrastrukturat kikeriilve, teljesen a sajat maguk altal kiépitett halézatokra
tdmaszkodnak. Mindenesetre e kérdéskorben nem kisebb szerep jut a sza-
bélyozé hatdsdgnak, mint a nemrégiben felszabdalt telekommunikaciés piac
visszarendezodésének megakadalyozasa, a régi vagy egy 1j monopolista piac-
szerkezet kialakuldsédnak elkeriilése, és egy versenyz6i(bb) ipardg kialakitédsa.

A jelenlegi infrastruktirat birtoklé inkumbens vallalatok az Gsszekapcso-
16dast lehet6vé tevo technoldgia megvélasztasaval befolyassal lehetnek a pi-
acra belépni szandékozé véllalatok koltségszerkezetére. Olyan technolégiai

1Beérkezett: 2006. szeptember 18. E-mail: barna.bako@uni-corvinus.hu, eva.berde@
uni-corvinus.hu.
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megoldasok alkalmazasaval, amelyek novelik az Gsszekapcsolddas koltségeit,
tovabba nehezitik a szamhordozhatosiag megvaldsitasat, a telekommunikacios
héalézatot birtokld forrdsvidéki tradiciondlis véllalat gétolhatja a VoIP (Voice
over Internet Protocol, azaz hangtovabbités interneten keresztiil) technoldgidt
alkalmazo alternativ szolgaltatok torkolatvidéki piacra vald belépését.

Az aldbbiakban egy egyszer(i modell keretében arra a kérdésre keressiik a
vélaszt, hogy a szabdlyozd hat6sig a helyi halézat (local loop) hozzéférheté-
ségének arszabalyozasi stratégiajaval hogyan hat az inkumbens vallalat tech-
nolégiai valasztdsara. A piaci belépés elrettentése ugyanis megvalésulhat erre
alkalmas technologia valasztdsaval is, ezt nevezziik technoldgiai kizarasnak.
(Az e témaval kapcsolatos kiillonb6zd megkozelitéseket 1ldsd pl. Bowman
[1957], Bork [1978], Hart and Tirole [1990], Sibley and Weisman [1998],
Economides [2000], Lessig [2000]-ben.) A technoldgiai kizdras alkalmazaséra
akkor keriilhet pl. sor az inkumbens vallalat részér6l, amikor a piaci kizards
nem célszerli, vagy nem lehetséges, éppen a szabalyozoi hatésag darmeghata-
rozasa miatt.

Amennyiben a forrasvidéki monopolista a torkolatvidéki piacot teljes mér-
tékben ellenérzése alatt tartja, és nem kényszeriil valamilyen szabalyozott
aron a torkolatvidéki piac termékének eléallitasahoz nélkiilozhetetlen eréforras
értékesitésére, akkor a monopolista a technolégiailag leghatékonyabb, pon-
tosabban a sajat profitjat maximalizal6 infrastruktira kialakitdsa mellett
kotelezi el magat. Egyben korldtozza a széban forgd termelési tényezd (ese-
tiinkben a hélézat) versenytérsak altali igénybevételét (drral torténé, azaz
piaci kizéras).

Amennyiben a forrdsvidéki monopolista nem rendelkezik teljes mértékii
ellenorzéssel a torkolatvidéki piacon, példaul a szabalyozé hatdség tevékeny-
ségének eredményeképp, akkor a monopolista 0sztonozve lehet kizard tech-
nolégia alkalmazasara a torkolatvidéki piacon. Természetesen 1éteznek olyan
esetek, amikor a forrasvidéki monopolista ilyen koriilmények kozt sem érdekelt
a torkolatvidéki versenytars kizardsaban, mert a torkolatvidéki eladas se-
gitségével sajat profitjat is novelheti. Ez utébbi véleményt elsésorban a
chicagéi iskola hivei (Bork [1978], Posner [1976]) osztjak. Ma mdar azon-
ban a szakirodalom is egyre inkabb azt a nézetet vallja, miszerint hatosagi
arszabdlyozéas esetén, a forrasvidéki vallalat termékére utalt torkolatvidéki
vallalat szamithat a forrasvidéki vallalat technolégiai jitasokon keresztiil
megvaldsuld kizarasi stratégidgjara (Rey and Tirole [2006]). Ennek hatdsira
a torkolatvidéki piacra vald belépés, s6t a mar ott levo vallalat egyszerii
miikodése is koltségesebbé valik. Amennyiben a szabalyozd hatdsig kizardlag
a monopolium &ltal birtokolt, a torkolatvidéki piac termékéhez nélkiilozhetet-
len termelési tényezo6 drara vonatkozoan hozhat déntéseket, akkor a kévetkezd
dilemméval kénytelen szembesiilni: alacsony (esetleg hatarkoltség-alapt) drat
eldirva kozvetve a technolégiai kizérdst, magas drat (drplafont) megengedve
pedig kozvetlentil a piaci kizarast idézheti el6.

Természetesen ezt a dilemmat arnyalhatja az egyes modellekben, hogy az
egymassal egylittmiikodo, illetve versenyzé véllalatok stratégiai valtozdja a
mennyiség, vagy az ar, illetve a jaték tobb fazisat tekintve, esetleg mindkét
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véltozé lehet dontési kategdria (mds Osszefliggésben erre vonatkozdan 1dsd
Tasnadi [2006]).

Cikkiinkben a technolégiai kizaras lehet&ségével foglalkozunk. Megmutat-
juk, hogy amennyiben egy vertikélisan kapcsolodé forrasvidéki vallalat sajat
technoldgiai fejlesztésével csokkentheti torkolatvidéki vetélytarsa profitjat,
tovabbd ha az altala kinalt iivegnyak? eréforras, illetve szolgaltatds nagyke-
reskedelmi dra nem kell6en magas, akkor a forrasvidéki vallalat érdeke, hogy
technoldgiai uton zarja ki vetélytarsat a piacrol. Tovabbfejlesztjiik Sadowski
és Straathof (2005) Cournot-piaci modelljét, és Stackelberg-piacon is meg-
vizsgaljuk, hogy a VoIP technoldgidk esetében milyen arszabalyozas mellett
keriilhet6 el mind a piaci, mind a technoldgiai kizaras. Végiil osszefoglaljuk
a szabalyozd hatosdg szamara hasznos kovetkeztetéseinket.

2 A technolégia kizarast 0sztonzo koriilmények

Egy vertikalisan integralédott iparag piaci kizarasa alatt egy nélkiilozhetetlen
er6forrds (iivegnyak eréforrds) piacdn meglévd piaci eréfolény kiterjesztését
értjiik, egy tovabbi, kiegészité piacra. A nélkiilézhetetlen eréforrast termeld
vallalat ugy képes piaci hatalmat kiterjeszteni a termékét, mint inputot fel-
hasznalo6 piacra, hogy kozben mas vallalatokat korlatoz az adott eréforrashoz
valé hozzaférésben. Egy eréforrast akkor tekintiink nélkulézhetetlennek, ha
annak a kizart vallalatok altali eléallitasa, illetve helyettesitése nem, vagy
csak nagyon driagan lehetséges, ugyanakkor az er6forras felhasznaldsa a vizs-
galt termeléshez elengedhetetlen. Ilyen nélkiilozhetetlen eréforras a telekom-
munikécids szektorban a helyi hurok (local loop), amelynek igénybevétele
nélkiil az egyes végso felhasznalokat nem lehetne Gsszekapcsolni.

A kizérés kiilonbozé formai képzelheték el.? Egy piacrdl valé kizérds a
monopolista piacstruktira megérzését, illetve megszerzését eredményezheti,
ha a nélkiilozhetetlen eréforrast birtokld vallalat megtagadja az adott in-
puthoz valé hozzaférést mas vallalatok szamara. Ez torténik, pl. akkor, ha a
monopolista egy kelléen magas ar meghatarozasaval kizarélag egyetlen, vagy
néhany vele integralédott vallalat szamara teszi elérhet6vé az adott input fel-
hasznalasat. Hasonl6 eredményre vezetnek a kizardlagos kereskedéi szerzédé-
sek, vagy a franchise megallapodasok is. Az integralédott vallalat tehdt meg-
tagadhatja a potencidlis versenyzok szamara az adott eroforras értékesitését,
de a kizaras arnyaltabb formdit is alkalmazhatja. Példaul technolégiailag
Osszeférhetetlenné (inkompatibilissé) teheti az adott er6forrdst a potenciélis
versenytarsak szamara, vagy akar arukapcsoldst alkalmazva érheti el az adott
er6forrashoz valé eredménytelen hozzéférést (Katz [1989] és Perry [1989]).

Legyen U a forrasvidéki piac egyetlen szerepldje, mely a torkolatvidéki
piac szamara nélkilozhetetlen eréforrast termel. Tegyiik tovabba fel, hogy
a torkolatvidéki piac versenyzoi tulajdonsagokkal jellemezhetd, amennyiben

2Az iivegnyak (bottleneck) eréforras olyan nélkiilozhetetlen és nem helyettesithetd,
szlikosen rendelkezésre allé eréforras, amelyet &dltaldban a forrdsvidéki vallalat nyuijt a
torkolatvidéki vallalatok részére. Bévebben lasd pl. Rey—Tirole [2006]-ban.

3 A kiilonbozd kizarasi forméak csoportositdsat ldasd Rey-Tirole [2006]-ban.
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a torkolatvidéki piac szerepléi termelésiik sordn akadédlytalanul (ki-ki a sajat
profit-maximalizaldsi feladatdbdl szarmaztathaté mértékben) hasznédlhatjak
a forrdsvidéki piac termékét. A forrdsvidéki monopolista az adott feltételek
mellett befolydssal lehet a végtermék (a torkolatvidéki piac) piacdnak szer-
kezetére, azaltal, hogy valamely torkolatvidéki szereplé —példaul lednyval-
lalata— szaméra biztositja az altala a forrasvidéken készitett terméket, a
tObbi szereplotél pedig megtagadja a hozzaférést. Az U véllalat erre 6szton-
zést érezhet, hiszen igy ki tudja terjeszteni a forrasvidéki piaci monopdliumat
a szoban forgd végtermék piacara is.

Rey és Tirole [2006] szerint ahhoz, hogy a forrasvidéki véallalat a torko-
latvidéki piacon monopolista profitra tehessen szert, a torkolatvidéki piacon
is valamilyen, kizardst eredményez6 stratégiat kell alkalmaznia. Példaként a
szabadalom &atadasat, illetve a franchise szerzodéseket emlitik. Egy licenc-
tulajdonos csak abban az esetben tudja megfeleléen magas aron értékesiteni
az adott licencet, ha egyben képes hihetéen elkotelezni magat amellett, hogy
nem fogja licencét tovabbi véllalatoknak is értékesiteni. Hasonld elkotele-
z0dési problémaval szembestil a franchise jogot értékesité vallalat is, hisz az
eladési jogot megvasarolni szandékozo partnere csak akkor hajlandé megfeleld
dijat fizetni, ha nem kell tovabbi versenytarsaktol tartania.

A vertikélis integracié megoldhatja az elkotelezédési problémat. Egy
olyan szabdlyozdi kérnyezetben azonban, mely tiltja a vertikdlis integraciot
—annak versenyt korlatozé hatdsai miatt— a kizardlagos termeldi, ill. forgal-
mazdi szerzodés helyettesitheti az integraciot. Egy ilyen szerzédéssel szintén
elérhet6 a monopol erd torkolatvidéki piacra valo kiterjesztése, és az elkotele-
z0dési probléma megkeriilése. Létezhet azonban olyan szabalyozo6i kornyezet,
ill. piaci szituacié, amikor a kizarélagos termel6i vagy forgalmazoi szerzodés
se valdsithaté meg. Ilyen pl. a helyi telefonhédlézatok esete Eurépaban. Az
ezekhez val6 hozzaférést, a nagy telefonmonopoliumok lebontésa utan, a tu-
lajdonos koteles minden més telefonszolgaltato részére biztositani —méghozza
szabdlyozott dron—, hogy a hivdsok Osszekapcsolédhassanak. A technikai
kizarast azonban ebben az esetben csak nagyon mérsékelten tudja kikiiszobolni
a szabalyozé hatdség.

Gilbert és Riordan [2003] cikkiikben azt vizsgéljak, hogy egy nélkiiloz-
hetetlen eréforrast birtoklé monopdliumnak milyen 0szténz6i vannak sajat
termékének fejlesztésére, pusztan abbdl a célbdl, hogy a torkolatvidéki ver-
senytarsak koltségeit novelje. Elemzik tovabba, hogy a fenti tipusu fejlesztés
hatasara, ex post milyen piaci szerkezet alakul ki a torkolatvidéki piacon.
A forrasvidéki monopolista termékfejlesztésével a versenytarsra két hatdst
generdlhat. Egyrészt a versenytdrs(ak) koltségének novelésével képes a vég-
termék piaci versenyének intenzitdsat csokkenteni, mésrészt esetleg akadé-
lyozza az adott er6forrds mas céli, hatékonyabb igénybevételét. Ez annal
szembet{in6bb, minél nagyobb a torkolatvidéki konkurens(ek) koltséghaté-
konysaga. A monopdlium ilyen irdnyt déntése erésen fiigg a nélkiilézhetetlen
eroforras aratol. Magas ar esetén a monopdliumnak érdekében all hatékony
hozzaférést biztositani a nélkiilozhetetlen eréforrdshoz. Alacsony dr mellett
azonban késztetést érezhet olyan termékfejlesztésre, mely noveli a verseny-
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tdrsak koltségét, és igy kizdrja éket a piacrdl. A tovabbiakban egy meghaté-
rozott piacforma keretei kozt, egy ilyen jellegii Gsszefliggést vizsgalunk.

3 Piaci és technoldgiai kizaras Stackelberg-
duopdliumban

Az aldbbi modellben Sadowski és Straathof [2005]-6s, Cournot-piaci modell-
jének eredményeit vizsgaljuk meg egy Stackelberg-duopdliummal jellemezhe-
t6 piaci struktiraban. Tegyiik fel, hogy az adott piacon két vallalat verseng
egymassal, mindketto6 az altala termelt mennyiségre vonatkozéan hoz dontést,
oly médon, hogy az inkumbens véallalat —U— mennyiségi dontése a belépni
szandékozo vallalat szdmdara annak dontéshozatala soran ismert. Tegyiik fel
tovabba, hogy az U vallalat a forrasvidéki piacon monopdliumként tevékeny-
kedik és a forrasvidéki piacon értékesitett terméke nélkiilozhetetlen a torko-
latvidéki piac termékének elééllitdsahoz. Legyen a torkolatvidéki piacon az U
vallalat versenytarsa az E vallalat, mellyel teljesen azonos, homogén terméket
termel az adott végtermék piacan. A forrasvidéki piacon értékesitett termék
termelési koltsége k, tovabba az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy az
adott termelési tényez6 koltségmentesen alakithaté at a torkolatvidéki piac
végtermékévé.

Szabélyoz6i beavatkozas nélkiil az U véllalat megtagadja az adott ter-
melési tényezd értékesitését az E vallalat szamdara. A szabdlyoz6 hatésdg an-
nak érdekében, hogy elejét vegye a piaci kizaras lehet0ségének, egy c arplafont
hataroz meg az adott termelési tényez6 értékesitését illetoen, amely mellett az
E véllalat belép a torkolatvidéki piacra. A torkolatvidéki piacon értékesitett
mennyiségek, x és y, ahol x jeloli az U vallalat termelését, y pedig az E
vallalatét. A végtermék piacdn a vallalatok altal piacra vitt mennyiségek
fliggvényében kialakuld piaci ar az alabbi fliggvény altal adott:

p(z,y) =a—b(x +y) (1)

Az U viéllalat profitja, IIy a torkolatvidéki piacrdl szarmazé bevétel (az
inkumbens véllalat is telefonszolgaltaté sajét iigyfelei szdmadra), valamint a
forrasvidéki termelési tényez6 értékesitésébol szdrmazé bevétel (az inkumbens
vallalat sziikség esetén Osszekapcsolja, ill. atengedi halézatat mas telefon-
szolgéltatdknak) Gsszegének, és a forrdsvidéki termék termelési koltségének,
tovabba az 1j technoldgiara vald attérés m-mel jelolt koltségének a kiillonbsé-
gébdl adédik. Az E vallalat profitja, Il g, megegyezik a torkolatvidéki termék
eladasabdl szarmazo bevétel, és az ennek el6allitasdhoz sziikséges forrasvidéki
termék koltségének, valamint a piacra valé belépés koltségének (jelolje ezt e)
a kiilonbségével:

My = p(z,y)z+cy —k(z +y) —m
Op =p(r,y)y —cy —e

(2)
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3.1 Szabalyozott Stackelberg-duopdlium

Legyen a szabalyozé hatdsag altal meghatarozott forrasvidéki termék rogzitett
ara c, amely mellett az E véllalat belép a torkolatvidéki piacra. Tegyiik még
fel, hogy a c nagysagara egyetlen vallalatnak sincs hatasa, tehdt a ¢ exogén.

A Stackelberg-duopdlium egyenstlyahoz tartozd piaci ar, illetve a vélla-
latok altal termelt mennyiségek:

x=(a—k)/2b
y=(a—2c+k)/4b (3)
p=(a+Fk+2)/4

Az egyensilyi dr-mennyiség felhasznalasidval meghatdrozhatok a vallalatok
altal egyensilyban realizalt profitnagysagok

Iy = [(a+2c+ k)(a— k)/8b] + c[(a — 2¢ + k) /4b] — k[(Ba — 2¢ — k)/4b] — m.
Ilg = [(a —2c+ k)(a — 2c + k) — 16be] /16b
(4)

3.2 Piaci kizaras
Szabalyozott ar hianydban a forrasvidéki monopdlium a torkolatvidéki piacra
belépni szandékozd potencidlis versenytars belépését korlatozhatna a végter-
mék termeléséhez nélkiilozhetetlen termelési tényez6 értékesitési ardanak no-
velésével. Az adott termelési tényezé mennyiségét optimélisan megvélaszt-
va, meghatarozhaté az a c¢ ar, amely mellett a belépni szandékozé viéllalat
profitmaximuma az y = 0 mennyiség mellett valésulna meg, azaz nem lépne
be a piacra.

Amennyiben a szabélyozd hatdsag is ezt a ¢ értéket adja meg, akkor az
FE vallalat optimélis termelési nagysaga zérus. Ez egyben azt jelenti, hogy
az U vallalat monopdliumként az egyediili profitmaximalizalé a piacon. A
monopolista profitot M indexszel jelolve, a véllalat altal termelt mennyiség
és elért profit, illetve a torkolatvidéki piaci ar a kovetkezo értékeket veszi fel:

x=(a—k)/2b
Iy = [(a— k)(a — k) /4b] —m (5)
p(x) = (a + k) /2

3.3 Technolégiai kizaras

Tegyiik fel, hogy a forrdsvidéki monopolista két kiillonb6z6 —A és B— tech-
nolégia megvalasztisa mellett donthet, mely technoldgidk mas és mas lehetd-
ségeket és koltségeket biztositanak a torkolatvidéki piacra belépni szandékozd
vallalat szdméara. Az dltaldnossag megsértése nélkiil tegyiik fel, hogy a belépni
szandékozo vallalat az A technolégia esetén alacsonyabb belépési koltséggel
szembesiil, mint a B technoldgia esetén. A torkolatvidéki piacra val6 belépés,
ha a monopolista az A technolégidt alkalmazza, legyen e4, a B technoldgia
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mellett pedig legyen ep. A fenti kikdtések alapjan e4 < ep. Tegyiik tovabba
fel, hogy a monopdlium fixkoltsége az A technolégia esetén ma, a B tech-
nolégia esetén mp, ahol m 4 < mp —ellenkez6 esetben a monopdlium mindig
a B technoldgidt vélasztand— és legyen (mp — ma)/2 < e, mely feltétel
a kiilonb6z6 technolégidk esetén felmeriilo fixkoltségek kozti indokolatlanul
nagy koltségbeli eltérés kikiiszobolését szolgalja.

Amennyiben a szabalyozé hatésdg nem szabdlyozza az iivegnyak szolgél-
tatds arat, akkor a monopdlium mindig az A technolégidt valasztja annak ér-
dekében, hogy elkeriilje a technoldgiai valtas magas fix koltségét. Ez esetben
a monopdlium a technoldgiai kizards helyett a piaci kizaras stratégidjat alkal-
mazza. Amennyiben a szabdlyozé hatdsdg beavatkozik a torkolatvidéki pi-
acra, a forrasvidéki piac termékének arszabdlyozéasa altal, akkor az U véllalat
érdekelt lehet a magasabb fix koltséggel jaré B technoldgia valasztdasaban,
hogy megelézze az E véllalat torkolatvidéki piacra valé belépését. Az E vél-
lalat belépési dontése ennek értelmében az U véllalat technoldgiara vonatko-
76 dontésétdl, valamint a szabalyozd hatosag altal meghatarozott ¢ arplafon
nagysagatdl fiigg. Az E vallalat mindaddig belép a piacra, amig az aldbbi
egyenl6tlenség teljesiil:

Mg(T,c) =[(a —2c+ k)(a — 2¢+ k) — 16ber]/16b > 0, T=AB. (6)

A legmagasabb ¢, amely mellett az F véllalat belép a torkolatvidéki piacra
a fenti egyenlOtlenség c-re valé megoldasabol adédik:

E(T) =[a+ Kk —4(ber)*®)/2, T=ADB, (7)

ahol a ¢ (T) a nélkiilozhetetlen eréforras legmagasabb ara, amely mellett
az F vallalat a T technologia esetén belép a torkolatvidéki piacra. Lathato,
hogy az A technoldgia esetén ez alacsonyabb, mint a B technolégia esetén.

Amennyiben a ¢ arplafon oly médon meghatérozott, hogy az E vallalat
csak az A technoldgia esetén 1ép be a piacra, akkor az U véllalat 6sztonzést
érezhet arra, hogy a B technolégiat valassza, és viselje az ezzel jard relative
magas fix koltségeket. Ezzel az esettel szembesiiliink akkor, ha

H]\[(B) — HU(A,C) >0. (8)

A maximalis ¢, amely mellett a monopdliumnak elényos a B technoldgia
valasztasa, a fenti egyenlétlenség c-re valé megoldasdbdl adédik.* A kiiszdb-
értéket cTF-fel jelolve

" = (a—[8b(mp —ma)]”® + k) /2. 9)

Ha ¢ > c¢T'F, akkor az U véllalat szdméra elényosebb, ha az alacsonyabb
koltségii A technolégia mellett egy duopdlium tevékenykedik a torkolatvidéki

4Az egyenlétlenség megoldasabsl két olyan intervallumot kapunk, amelyek esetén
az inkumbens véllalatnak érdekében &ll a driagdbb technolégia alkalmazisa, jelesiil a

(—o0,[a+k—+/8b(mB —ma)]/2) és az ([a+k+ /8b(mp — ma)]/2, 00) intervallumokat,
viszont mivel a ¢ (A) szigortian kisebb az [a + k + /8b(mp — ma)]/2 értéknél, az utébbi

intervallum nem relevans elemzésiink tekintetében.
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piacon, mintha monopdéliumként termelne a magasabb fix koltségi B tech-
nolégiaval.

A technolégiai kizédras lehetésége az alabbi dilemma elé dllitja a szabédlyozd
hatdsagot: egy tilsdgosan magasra allitott c arplafon elrettenti az E véllalatot
a piacra valé belépéstdl, mig egy tulzottan alacsony ¢ mellett az U véllalat a
B technoldgia valasztdsa mellett donthet. A szabdlyozé hatdsdg szamara két
lehetséges alternativa all rendelkezésre, amelyek alkalmazasaval megelGzheti
mind a piaci, mind a technoldgiai kizérast. Az els6 lehetOsége alapjan ugy
kell megvélasztania a ¢ nagysagat, hogy az kelloképpen magas legyen, igy
az U vallalat ne a B technoldgia alkalmazisa mellett dontson. Ugyanakkor
c-nek elegendGen alacsonynak kell lennie ahhoz, hogy az E véllalat belépjen
a torkolatvidéki piacra. Azaz a c-t az aldbbi intervallumbdl kell valasztani:®

cF<c<cf(A). (10)

Amennyiben a ¢ drplafon meghatédrozasa lehetséges oly médon, hogy az a
fenti intervallumba essen, akkor egy ilyen ar megvélasztasaval a szabdlyozo
hatdsag megel6zheti igy a piaci, mint a technolégiai kizarast. A fenti médon
megvalasztott arplafonnal ugyan mindkét kizarasi forma elkeriilhetd, mégis
a megoldas szuboptimalis, hiszen az U vallalat még mindig kelléen magas
arat igényelhet a forrasvidéki termékéért az E vallalattol. Ebben az esetben
részleges piaci kizarasrol beszéliink.

A misodik lehetséges alternativa, amellyel a szabalyozé hatésdg mindkét
tipusu kizarast megelozheti, ha szélsGségesen alacsony, esetleg valamilyen
gazdasiagpolitikai cél altal vezérelve negativ értéken (ekkor persze elenged-
hetetlen a szubvencid) éllapitja meg a ¢ nagysigéat. Egy kell6képpen alacsony
c esetén az E vallalat 6sztonozve lehet a piacra vald belépésre, még akkor is,
ha az U véllalat a B technolégia valasztdsa mellett dont. Ekkor ¢ < ¢®(B).
Tekintettel arra, hogy ilyen feltételek mellett a technoldgiai kizaras nem ki-
fizetédd alternativa, az U véllalat mindig az A technolégiat vélasztja.

Végil egy, a fentieknél esetenként realisabb szabdlyozasi lehetéség az
olyan arplafon meghatarozasa, amely alacsonyabb c értéket rendel a B tech-
nolégidhoz, mint az A-hoz. Ily médon barmely technolégia vélasztdsa esetén
az E vallalat 6sztonozve van a piacra valé belépésre. Ebben az esetben azon-
ban tobb aszimmetrikus informéaciés probléma meriilhet fel, amelyek az U
vallalat informécids elonyének kovetkeztében végiil is a belépés megakada-
lyozasat eredményezhetik.

Az alabbi tablazatban Osszegezziik a szabdlyozd hatdsag dltal vélasztandd
alternativdk esetén kialakulé piacformékat. A tébldzat els6 oszlopa a szabé-
lyozo hatosag lehetséges alternativait mutatja, mig a masodik oszlop az ezen
alternativéak alkalmazasdhoz sziikséges feltételeket tartalmazzdk. A harmadik
és a negyedik oszlopban az inkumbens vallalat dltal vélasztott technoldgia,
illetve a megvaldsult kizaras formaja lathato.

5Az adott egyenlStlenségrendszer megoldhatésdganak feltétele (mp — ma)/2 < ea.
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Szabdlyozas médja Feltétel Alkalmazott Kizaras
technolégia formé&ja
Nincs cPA) <e A Piaci
Magas arplafon cTF < c<cB(A) A Részleges piaci
Alacsony arplafon cB(B)<e<cTF B Technoldgiai
Nagyon alacsony arplafon c < cP(B) A Nincs
Technolégiatdl fiiged arplafon | ¢ < {EEE;})) }ﬁz g A Nincs

1. tablazat

4 Kovetkeztetések

A fenti tablazat jol mutatja, hogy a szabdlyozé hatésdg mindennemt kizaras-
ellenes intézkedése mellett, sét, esetleg épp annak kovetkeztében, kialakul-
hat a kizaras. Ha ugyanis a hatdsag tulzottan alacsony &arat ir el6 a for-
rasvidéki infrastruktira, vagy barmilyen forrasvidéki termék igénybevétele
ellenértékeként, akkor konnyen el6fordulhat a technoldgiai kizaras. Ilyenkor
a forrasvidéki vallalat érdekében allhat, hogy —akar a hasznélhatosag szem-
pontjabdl értelmetlen— technikai fejlesztéssel zarja ki a torkolatvidéki vélla-
latot a piacrél. Az ebbdl a célbdl végrehajtott beruhdzds megtériil a mono-
polium tébbletprofitjabol.

Nagyon alacsony arplafon esetén ugyan nincs értelme a technoldgiai kiza-
rasnak, de ilyenkor kérdés, hogy az ar fedezi-e a forrasvidéki vallalat szolgal-
tatdsdnak (drujanak) koltségét. Amennyiben nem, akkor szubvencié nélkiil
hosszi tavon a forrasvidéki vallalat egyszertien abbahagyja a szolgaltatast.
Minden alaposabb joléti elemzés nélkiil belathatd, hogy ez nem érdeke a tar-
sadalomnak. Létezhet még a technolégiatol fiiggs arplafon, aminek viszont az
a buktatdja, hogy az arat a technoldgia kivalasztasa utan kell meghatarozni.
Modelliink logikaja ezzel ellentétes, mivel épp az ar miatt valasztja a forras-
vidéki vallalat a magasabb koltségli technolégiat. Ha a dragabb technoldgia
esetén a szabdlyozd hatésag lecsokkenti a forrasvidéki vallalat altal nydjtott
szolgéltatds (termék) arat, akkor a forrdsvidéki vallalat mindent elkovet, hogy
elfedje a hatdsag eldl technikai fejlesztését. Ez az aszimmetrikus informacios
helyzet miatt esetenként sikeriilhet is neki.

Cikkiink tanulsdga szerint nincsen egyértelmi recept arra, hogy egy for-
rasvidéki szolgaltatét miként kényszeritsenek ra a torkolatvidéki vallalattal
(véllalatokkal) torténd kooperdciéra. A koopericié megtagaddsa esetén vi-
szont elképzelheto, hogy a torkolatvidéki vallalat kiépiti a sajat onalld infra-
struktirgjat (6nallé inputtermelését), és fiiggetleniti magét a forrdsvidéki
vallalattél. Az ilyen helyzet elemzése azonban méar tovabbi vizsgédlatot igényel.
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TECHNOLOGICAL FORECLOSURE IN THE TELECOMMUNICATIONS

MARKET

In this article we bring notice to the strategic behavior of a downstream incumbent
company in a vertically integrated industry resulting in foreclosure. We introduce
the motivations of the incumbent company and the result of its behavior on the
market structure. We prove that foreclosure can be realized not only through in-
creasing the price of the input good necessary for the downstream company but
through the appropriate selection of the production technology. Using a simple
model we investigate what are the possibilities for the regulating authority if it
wants to avoid foreclosure. These are particularly actual questions nowadays when
Voice over Internet Protocol (VoIP) gains greater and greater share in the telecom-
munications market.
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