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STABIL PAROSITASI MODELLEK ES EZEKEN ALAPULO
KOZPONTI PAROSITO PROGRAMOK!

BIRO PETER
Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetem

Attekinté jellegli dolgozatom célja bemutatni a legfontosabb stabil parositasi
modelleket, és ezek {6 alkalmazési tertileteként a —bizonyos gazdasagi, tar-
sadalmi helyzetekben minden szereplonek elfogadhaté megoldast kindlo—
kozponti parosité programokat. Emellett ismertetek néhany friss kutatési
eredményt a parositds-piacok dinamikéjara, illetve a stabil parositasi prob-
lémék bonyolultsagara vonatkozoan. Végil megmutatom, hogy ez a modell-
csalad miként helyezhet6 el a kooperativ jatékelmélet targykorében.

Bevezetés

Stabilnak neveziink egy olyan egyenstlyi helyzetet, ahol nincsenek olyan sze-
replck, akiknek lehetéségilik van egy 1j egytttmiikodés 1étrehozasara, amely-
ben mindannyian jobban jarndnak (felbontva ekozben esetleg mas jelenlegi
kapcsolataikat). Gale és Shapley 1962-es, klasszikussa valt cikkében [20]
a héazassagi kapcsolatok alapmodelljén szemléltette és elemezte a problémat.
Egy természetes algoritmus segitségével megmutattak, hogy miként taldlhato
tetszblegesen megadott preferencidkra egy stabil parositas fiuk és lanyok ko-
zOtt. A stabilitds itt azt jelenti, hogy nincs olyan blokkolé péar, melyben
mindkét félnek megérné az 1ij hdzassdgot megkdtnie (elhagyva esetleg jelen-
legi hazastérsat).

A stabil péarositds probléma, és az ennek kiilonféle dltaldnositasaibdl kapott
modellcsalad a jatékelmélet és a kombinatorikus optimalizalds egyik fontos
kutatasi teriiletévé valt az elmult évtizedekben. Ennek talan legfébb magya-
razata, hogy a modellek igen hasznosnak bizonyultak gazdasagi és tarsadal-
mi problémak leirdsara, sot, az ezekre épul6 algoritmusokat egyre szélesebb
korben kezdték el alkalmazni kézponti parosité programokban. Dolgozatom
célja az alapmodellek és a legismertebb alkalmazasok bemutatasa.

A stabil pérositas problémat paros grafok esetén napjainkban is gyakran
tdrgyaljak a hézassdgi kapcsolatok kontextusaban. A példa hasznélatdahoz
azonban hallgatélagosan harom dolgot biztosan feltesziink: minden szereplo-
nek legfeljebb egy hazastarsa lehet, hazassag csak fit és lany kozott 1étestilhet,
tovabba nincs kifizetés (hozomény) a szereplék kozott. A stabil parositési
modellek legfontosabb altaldnositasai pontosan ezen feltételek feloldasaval
kaphaték meg, a dolgozat eszerint tagolodik fejezetekre.
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Az els6 fejezetben Gale és Shapley klasszikus eredményeit mutatom be
az eredeti formdjdban. A stabil hizassdg megtaldldsdra —valamint a leg-
fontosabb alkalmazasok alapveto eljarasaul— szolgald ,,leanykérd algoritmus”
elemzését ismertetem és miikodését egy példan szemléltetem.

A maésodik fejezetben egy szerepl6 tobb kapcsolatot is létesithet egyszerre
egy adott kvéta erejéig. A stabil b-pdrositdas probléma szintén megoldhatd
a Gale-Shapley algorimussal, a gyakorlatban is ezt a moddszer alkalmazzak
széles korben kétoldali piacokon. A kézponti parosité programok koziil bemu-
tatom a legismertebbeket: az egyetemi felvételi rendszert —melyet hazankban
is lényegében ebben a formaban milkédtetnek— illetve a gyakornok elhe-
lyezését.

A harmadik fejezetben a kétoldali piacok helyett egyoldaliakat vizsgdlunk.
A stabil parositdas problémat itt pdros grafok helyett tetszéleges grafokon
értelmezziik és szobatdrs problémdnak nevezziik. Megmutatom, hogy ekkor
csak a stabil fél-pdrositdsok 1étezését lehet garantalni. Ismertetek néhany 1j
eredményt a piac dinamik&jat, illetve a problémak bonyolultsagat illetGen.
Alkalmazdsra példaként az oszthatatlan javak péaronkénti cseréjét hozom,
melynek egyik fontos megvaldsulasaként lehet emliteni a paronkénti vesecsere-
programokat.

Az utolsé, negyedik fejezetben megengedjiik a kifizetést a szereplék kozott.
A két modellcsalad kozti kiilonbséget a hozzdjuk szorosan kapcsol6dd jaték-
elméleti problémak bemutatasaval igyekszem megvildgitani. Megmutatom,
hogy a kifizetéses esetben a stabil megoldéds létezése paros grafon —amely
ekvivalens a hozzarendelési jatékok magjanak nemiirességével— egyszerii ko-
vetkezménye Egervary 1931-es tételének.

Az itt k6zOlt irds nagy része, bévebb terjedelemben, megtalalhaté kozgaz-
dész diplomamunkdmban [7].

1 Stabil hazassag probléma

Gale és Shapley [20] méltén hiressé vélt cikkében a stabil parositasok kétoldali
alapmodelljét hdzassagkotésekkel szemléltette. A cikk egyik kiilonlegessége,
hogy semmilyen matematikai formulat nem haszndlnak benne, allitasaikat
jozan ésszel kénnyen megértheté koznyelvi érveléssel bizonyitjak. Ennek
szellemében szeretném én is belatni két legfontosabb tételiiket, és csak ezutan
ismertetem a probléma formalis lefrasét.

Legyen adva fiiknak és lanyoknak egy-egy halmaza. Egy fiu és egy lany
kozott lehetséges a hézassagkotés, ha kolesonosen elfogadhatonak talaljak
egymast. Feltessziik, hogy mindenki szigoru rangsort tud felallitani lehetséges
partnerei kozott. Célunk egy stabil hdzasitds 1étrehozasa, vagyis gy rendezni
parokba a lanyokat a fiukkal, hogy ne legyen blokkolé par: egy olyan fiu és
lany, akik nem egymadas hazastarsai, de mindketten boldogabbak lennének
egymassal. Masképpen fogalmazva, ha egy fii és egy lany nem hazas, akkor
legalabb az egyikiiknek jobban kell szeretnie a jelenlegi hazastarsat, ezért nem
lesz elcsabithaté. Egy stabil parositas el6allithaté a lednykérd algoritmussal,
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melynek menete a kovetkezd.

Minden fii az els6 korben tegyen ajanlatot a szamara legjobban tetszé
lanynak. Ha egy lany tobb ajanlatot is kapott, akkor tartsa meg a legjobb
udvarlét, a tobbit utasitsa vissza. A visszautasitott filk tegyenek ajdnlatot
a kovetkez6 lanynak preferencidjuk szerint. Minden koérben a lanyok, akik
tobb ajanlatot is kapnak, csak a legjobbat tartsik meg feltételesen, a tobbi
kérot utasitsak vissza véglegesen.

Eszre kell venniink, hogy igy a visszautasitott fitik nekik egyre kevésbé
tetszO lanyoknak kénytelenek ajanlatot tenni, mig a lanyok helyzete mindig
csak javulhat a folyamat soran. Emiatt egy fid ugyanannak a lanynak biz-
tosan nem tehet ajanlatot kétszer az algoritmus soran, a folyamat tehat legfel-
jebb annyi kérben biztosan véget ér, ahdny lehetséges par volt. Amikor mér
senki nem akar, vagy nem tud Gj ajanlatot tenni, akkor az udvarlé fiukbol
férjek lesznek, a maradék fitkat viszont mar minden lehetséges partneriik
visszautasitotta, igy 6k agglegények maradnak.

Belatjuk, hogy az eredmény egy stabil parositds. Parositas, hiszen minden
fia egyszerre legfeljebb csak egy lanynak udvarolt, és minden lany legfeljebb
egy kérét tartott meg minden kérben. A stabilitds igazoldsdhoz vegyiink egy
fit-lany part akik nem egymas hézastarsai az algoritmus végén. Ennek két
oka lehet, vagy udvarolt a fil a lanynak, de az visszautasitotta, vagy nem
is udvarolt neki. Ha a fiit a lany visszautasitotta valamikor az algoritmus
soran, akkor abban a pillanatban volt egy jobb kéréje a lanynak, de mivel a
lany csak egyre jobb és jobb ajanlatot kapott, ezért a legvégén is kedvezobb
udvarldja (férje) lesz a fiunél. Ha viszont a fit nem is tett ajdnlatot a ldnynak,
akkor az csak azért lehetett, mert mindvégig neki jobban tetszé lanyoknak
udvarolt, igy a folyamat végén is olyan feleséget kap, akit jobban kedvel a
lanynal. Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

Tétel (Gale-Shapley, 1962). A stabil hdzassdg problémdnak mindig létezik
megolddsa.

A lednykérd algoritmus altal adott eredményrdl azonban t6bb is elmond-
haté. Minden fiu olyan feleséget kap, akinél jobbat semmilyen maés stabil
parositasban nem kaphatott volna. Masképpen fogalmazva: minden fid a
legjobb stabil pdrjdt kapja, vagyis a parositas fit-optimadlis.

Tétel (Gale-Shapley, 1962). A lednykérd algoritmussal kapott megoldds op-
timalis minden fiunak.

Ennek igazoldsahoz vezessiink be egy definiciét: mondjuk azt, hogy egy
lany elérhetd egy fiu szamara, ha van olyan stabil parositas, amelyben 6k
egymads hézastdrsai. Indirekt médon tegyiik fel, hogy Andras volt az elsd
olyan fii az algoritmus soran, akit egy szamara elérhet6 lany, Kati vissza-
utasitott. Ez csak ugy torténhetett meg, hogy abban a pillanatban Katinak
volt egy jobb kéréje, mondjuk Baldzs. Baldzsnak biztosan nincs Katindl
jobb elérheté partnere, hiszen akkor nem Andrés lett volna az elsé olyan
fia, akit egy elérheto partner visszautasitott. Emiatt Balazs abban a sta-
bil pérositdsban sem kaphat jobb feleséget Katindl, amikor Andras és Kati
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egymassal hazas. Ez ellentmondas, hiszen Kati és Baldzs ekkor egy blokkold
part alkotna.

A stabil hazasitds probléma leirasa természetes médon adhaté meg graf-
elméleti nyelvezettel. A szereplket egy graf csicsainak feleltetjiilk meg, ha
két szerepl6 egymasnak kolesonosen elfogadhaté, akkor kozottiik egy él fut a
grafban. Amennyiben a csicsok halmaza kettéoszthaté oly médon (példaul
fitikra és ldnyokra), hogy élek csak a két halmaz kézott futnak, akkor a gréfot
pdrosnak nevezzik. Pdrositisnak nevezink egy élhalmazt, ha abban semelyik
két élnek nincs kozOs pontja, vagyis az élhalmaz fiiggetlen. A lehetséges
partnereken vett preferencidk szerint minden cstcsnak szigori rendezése van
a ra illeszkedo éleken. Ha példaul egy v csicsra illeszkedik f és e él, és f jobb
mint e, akkor azt f >, e-vel jeloljiik. Ezt az abrakon egy iranyitott szoggel
jelezhetjiik, ami e élb6l f élre mutat. A kapcsolatok és egyéni rangsorok
megadasara gyakran preferencia-listdkat haszndlunk. Itt az egyes szereplék
listdjaban a szamara elfogadhaté partnerek vannak felsorolva a preferencia
szerint csokkend sorrendben.

Tomor leirdast adhatunk a stabil parositasokra a karakterisztikus fliggvény
segitségével. Egy adott G = (V, E) grafban egy M C E pérositas lefrdsira
definidljunk egy x,; : B — {0, 1} karakterisztikus fliggvényt, ahol minden
e € E élre teljestil, hogy

1 haee M
u(e) = 0 hae¢ M

Ekkor az adott grafra, és az egy csucsra illeszkedd élek rendezésére (G, O)
egy M stabil parositas definidlhaté a karakterisztikus fiiggvényére megadott
egyenl6tlenségekkel:

(P) Pérositas: (S) Stabilités:

> zp(e) <1 minden v € V-re minden e ¢ M élre 1étezik egy v € e

vee csucs, hogy > xm(f) =1
vEf,fZve

Vagyis egy élhalmaz parositds, ha minden csucsot legfeljebb egy parosi-
tdsbeli él fed. A parositas pedig stabil, ha minden pédrositdsban nem szereplé
e élhez talalhato olyan v csics, amelyre e illeszkedik és amely fedve van a
csucs altal preferdlt f parositasbeli éllel.

1. Példa Végiil lassunk egy példat a stabil parositds problémara és a
Gale-Shapley algoritmusra:

Fitk Preferencia Lanyok Preferencia

A: K, L) K [B, A, C)]
B: [M,L,K] L: [A B
C: [K,M] M: [C, B]
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Esetiinkben Andrasnak példdul legjobban Kati tetszik, mdsodsorban Lau-
ra, Ménival pedig nem lehet kapcsolata (nem ismerik egymadst, vagy valame-
lyikiik inkdbb egyediil marad, mintsem ebben a hazassidgban részt venne). A
ledAnykérd algoritmus soran Andris Katinak, Baldzs Mdéninak, Csaba pedig
szintén Katinak tesz ajanlatot. Kati a két ajanlatbol a szamara kedvezébbet,
Andrasét tartja meg. A visszautasitott Csaba a mésodik kérben Mdéninak
kezd el udvarolni, melynek hatdsara Moéni kikosarazza addigi kér6jét, Baldzst.
Végiil, a harmadik korben Baldzs ajanlatot tesz Lauranak, amit ¢ elfogad.
Nincs tobb visszautasitéds, az algoritmus megdll, Andras Katival, Baldzs Lau-
raval, Csaba pedig Ménival kot hazassagot. Meggondolhatjuk, hogy ha a
lanyok tennék az ajanlatokat (fiikérd algoritmus), akkor az Andrés-Laura,
Balazs-Kati, Moni-Csaba parok jonnének létre, és igy két lany is jobban
jarna.2

A stabil pérositds problémaéjanak tanulmanyozasdhoz remek kiindulépont
Roth és Sotomayor [35], valamint Gusfield és Irving [22] kdnyve. Az elébbi
kozgazdasagi, jatékelméleti nézopontbdl, mig az utdbbi algoritmuselméleti,
kombinatorikus aspektusbdl ad atfogd leirast a témakorrdl. Ajanlom tovabba
Fleiner [17] munk§jét, a stabil parositdsokkal kapcsolatos mélyebb matema-
tikai, haldelméleti, grafelméleti Gsszefliggések megértéséhez.

2 Kapacitasos modellek, b-parositas probléma

Magyarorszagon, 1igy gondolom, hogy mindenki szdmara egy természetes
elvaras az egyetemi felvételi rendszerrel szemben, hogy ha egy didkot nem
vesznek fel egy szakra, akkor az csak két okbol kovetkezhet be: vagy egy
szamara kedvezdbb helyre vették fel a didkot, vagy a szak kvétdja lett feltoltve
jobb jelentkezékkel. A vildg sok mas helyén, példaul az Egyesiilt Allamokban
mégsem mitkodtetnek ilyen rendszert, és nem csak a stabilitds természetes
feltétele sériil, hanem a felvettek létszama is hektikusan valtozhat egyes
egyetemeken, mert a sikeres jelentkezCk egy része csak az utolsé pillanat-
ban doént arrdl, hogy hové iratkozik be. Masrészrél viszont hazankban az
iskolai felvételeken kiviil tudtommal sehol mashol nem alkalmaznak kézponti
parositd programot, mig a vilag sok mas helyén, példaul az Egyesiilt Allamok-
ban széles korben hasznalnak ilyen centralizalt eljardsokat a munkaerépiacon,
féként gyakornokok elhelyezésére mar 1952 éta.

Mi ennek az oka? Véleményem szerint, legf6képpen az, hogy a fenti piacok
szerepl6i nincsenek kelloképpen tudatidban ezen kozponti parosité rendsze-
rek tarsadalmi és gazdasagi hasznanak, és esetleg tartanak a szabad dontési

2A kutatdsok egy fontos irdnyvonala a szereplSk stratégidjanak elemzése. A kérdés
leegyszerilisitve tugy fogalmazhaté meg, hogy egy eljards sordn a szereplének érdemes-e
mindig igazat mondani, a valds preferencidjat megadni a koézponti programnak, avagy
el tud-e érni jobb végeredményt, ha néha hazudik. Megmutathat6, hogy a lednykéré
algoritmus esetén minden fiinak optimélis stratégia az igazmondas. A lanyok koziil viszont
néhdnynak érdemes hazudnia abban az esetben, ha nem csak egy stabil megolddsa van
a feladatnak. A fenti példdban mondjuk ha Kati eltitkolnd, hogy Andrast is hajlandé
elfogadni férjnek, akkor végiil Baldzst kapnd a lednykérs algoritmus eredményeként. A
kérdéskor részletes elemzése megtaldlhaté Roth és Sotomayor [35] kdnyvének 4. fejezetében.
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joguk csorbuldsatol. Alvin Roth a teriilet taldn legismertebb kézgazdasza egy
tanulmanydban [33] a kovetkezbket irta a pérosité-programokrdl: ,,Vegyiik
észre, hogy az itt vizsgdlt kozpontositott piacok nem jelentenek koézponti
tervezést, ahogyan a legtobben ezt értelmezik, mivel ezek a piacok ugy let-
tek megalkotva, hogy érzékenyek legyenek a szereplck kinyilvanitott pre-
ferencidira, ahelyett, hogy egy tervezo ezektdl fiiggetlen céljainak elérését
szolgdlndk. Ami itt kézpontositva van, az nem az elérend6 cél, hanem a
piaci mechanizmus maga.” Vagyis a kézpontositott parosito-programok olyan
szabalyozasi keretet teremtenek, amelyben a szereplék szabad vélasztésa ha-
tékonyan juthat érvényre egy vildgos, mindenki altal elfogadott automatiz-
mus révén.

A motivécié ismeretében ldssuk mi a stabil b-pédrositds probléma formalis
megadasa. Grafelméletben, ha minden v pontra adva van egy egészértékii
b(v) kvéta, amelynél tobb éllel a v csics nem lehet fedve, akkor a feltételt
teljesité élhalmazt b-pdrositdsnak nevezziik. A b-pérositas illetve a stabilitds
kritériuma hasonléképpen leirhatd tomor formulakkal a karakterisztikus fiigg-
vények segitségével. Ez esetben egy M® C F(G) b-pérositas x s karakterisz-
tikus fliggvénye ugyanigy az

1 haee M?b
are(€) = 0 haegéMb

modon definidlhaté. A b-pérositas és a stabilitas feltétele pedig a kovetkezo-
képpen médosul:

b-Parositas: Stabilitas:
> zpw(e) < b(v) minden v € V-re  minden e ¢ M? élre létezik egy v € e
vee cstics, hogy  >° @ (f) = b(v)

vEf,fZve

Gale és Shapley leanykér6 algoritmusa a didkok elhelyezésére is hasonlo-
képpen hasznélhatd, (munkijuk célja pontosan egy ilyen eljards kidolgozasa
volt). A kiilonbség csupdn annyi, hogy a kvétédkkal rendelkezd egyetemi
szakok a didkok jelentkezésébdl nem csak a legjobb ajanlatat fogadjak el,
hanem annyi darabot tartanak meg a legjobb jelentkezések koziil, amennyi a
kvétajuk volt. A visszautasitott didkok ugyanigy a listajuk szerint tesznek
djabb ajanlatokat minden egyes kérben. A megoldédsrdl hasonlé indokldssal
belathatd, hogy a jelentkezdk szaméra ad optimalis megoldast.

Erdemes megjegyezni, hogy a stabil b-parositas probléma grafelméleti
konstrukcidkkal visszavezethet6 stabil parositds probléméra (részletes leirds
talalhaté errdl Cechlarové és Fleiner [14] munkéjdban).

Egyetemi felvételi eljaras

A hazai egyetemi felvételi eljaras lényegében a Gale és Shapley éltal kidol-
gozott algoritmust koveti. Fontos kiilonbség, hogy az egyetemi szakok —
felvételi pontszamok alapjan kialakitott— rangsora nem szigoruan rendezi
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a jelentkezOket.? A mésik nem elhanyagolhaté eltérés, hogy a magyar ,,vo-
nalhiizasos médszer” 1ényegében az egyetemi szakok feldl futtatja az algorit-
must, igy a kapott eredmény a didkok szdmara mindig a lehet6 legrosszabb
megoldast adja. Habar az eredmények kozti kiillonbség nem biztos, hogy
jelentGs, —véleményem szerint, és a nemzetkozi tapasztalatok alapjan— a
hazai eljardson mar csak elvi okokbdl is érdemes lenne valtoztatni.

Végil megjegyzem, hogy Bolognai-folyamatként aposztrofalt kozosségi
kezdeményezés, melynek célja az Eurdpai Felsooktatasi Térség kialakitdsa,
maga utan vonhatja egy egységes eurdpai felvételi rendszer bevezetésének
sziikségességét. Hiszen, ha a tobbszintl képzés egyik céljaként megvaldsul a
didkok nagymértékli mobilitdsa, vagyis egyre tobb jelentkez6 adja be felvételi
kérelmét kiilonb6z6 orszagokban, akkor a nemzeti felvételi-rendszerek miiko-
désében zavar keletkezhet, amennyiben az eljarasok nincsenek sszehangolva.

Gyakornokok elhelyezése

Roth 1984-ben publikalt cikkében [32] bemutatta az amerikai orvosi rezi-
densek elhelyezésére szolgald parosito-program létrejottének torténetét. Sokak
meglepetésére kideriilt, hogy az 1952-ben bevezetett eljaras tulajdonképpen
Gale és Shapley —mintegy 10 évvel késébb kitalalt és elemzett— algoritmusat
hasznélja. A stabil eredményt adé programot a piac szerepléi érdekeiket fel-
ismerve gyorsan elfogadtak, és a program gyakorlatilag valtozatlan formaban
miikédik ma is. Az egyik, a sokasodd elemzések hatdsara bekovetkezett
valtoztatas, hogy a 90-es évek végétdl a korhazak helyett a jelentkezok felol
futtatjak az algoritmust, hogy igy az utdbbiak szdmara optimalis megoldas
lehessen a végeredmény. Habar meg kell jegyezzem, hogy ez utdbbi valtozta-
tas Roth és Peranson [34] elemzése szerint csak elhanyagolhaté kiilonbséget
hozott a gyakorlatban, minddssze minden ezredik jelentkez6 kapott maésik,
jobb gyakornoki helyet.

A sikerek hatdséra tobb més szakmdban (igy példaul tigyvéd-jeloltek ré-
szére is) hasonlé programokat inditottak be, és a vildg szdmos helyén igyekez-
tek kézponti parosito-rendszereket bevezetni tobb-kevesebb sikerrel. Tanulsé-
gosnak tartom Roth [33] cikkét, amelyben 10 kiilénb6z6 parosité-programot
hasonlit 6ssze. Ezek koziill négy algoritmus adott végeredményként stabil
megoldést, és hatban eléfordulhatott az instabilitds. A cikkben kozolt leg-
fontosabb megfigyelés szerint mind a négy stabil program valtozatlan forma-
ban hasznalatban maradt, mig a masik hat koziil, ketto6 kis volumenti program
kivételével, mindegyik megsziintetésre keriilt. A kétoldali parositds-piacok
részletesebb megismeréséhez elsésorban Roth és Sotomayor [35] konyvét ajan-
lom. Tovabba Alvin Roth honlapjat, ahol a rengeteg tanulmany mellett
szamos alkalmazas elérhet6sége is megtalalhato.

3Ebbdl adédé problémék koziil az egyik, hogy a kvétak betSltése nem lesz egyenletes.
Emiatt, tudoméasom szerint, nemrégiben egy 1j mdédositdas bevezetésérél kezdeményeztek
vitat, melynek célja, hogy a szdzalékokban kiértékelt dolgozatok eredményeit nem kerekitik,
hanem egy-az-egyben pontszamma alakitjék. Igy sokkal kevesebb jelentkezének lesz azonos
pontszama, ez lényegesen javithat az algoritmus hatékonysagan.
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Végil szeretném kiemelni, hogy a felgyiilemlett nemzetkozi tapasztalatok
alapjan valoszintisithetd, hogy még rengeteg 1j piacon lehet szamitani hasonld
parosito-programok beinditdsara. Az Egyesiilt Allamokban példaul az elmult
években a bostoni dltaldnos iskolakndl [1] és a new yorki gimndziumoknél [2]
vezettek be kozponti felvételi eljarast. Hasonloképpen nem tartandm rossz
Otletnek, ha hazankban is egy kozponti program segitené a gyakornokok el-
helyezését.

3 Egyoldali modellek, szobatars probléma

A stabil péarositdas probléma altaldanos esetét stabil szobatdrs problémdnak
nevezzilk, mert itt barmely két szereplé kozott létrejohet a péarkapcsolat.
Ekkor a feladatot leird graf tetszéleges lehet, de ettdl eltekintve a karakte-
risztikus fliggvénnyel torténé megadds ugyanazon (S) és (P) egyenlétlensé-
gekkel irhato le. A probléméat mar Gale és Shapley is felvetette alapcikkében,
st példat is adtak arra nézve, hogy nem mindig 1étezik megoldésa egy ilyen
feladatnak:

2. Példa Legyen a négy szerepl6 preferencidja a kovetkezo

Szereplé  Preferencia

A [B,C, D]
B [C, A, D]
C [A, B, D]
D tetszoleges

Itt az els6é harom szereplo ,.korbe szereti egymast”. Konnyen lathato,
hogy egyik parositds sem lehet stabil, hiszen ha harmdéjuk koziil barmely
ketto part alkotna, akkor a harmadik el tudna csabitani a par egyik tagjat.
Gondoljuk példaul azt, hogy négy teniszjatékos keres partnert maganak, min-
denki heti egy éra jatékra. Andras Baldzzsal jatszana legszivesebben, majd
Csabaval, legkevésbé pedig Dénessel. (Dénest tulajdonképpen mindenki sze-
retné elkeriilni, mert mindig késik és gyengén is jétszik.) Erre a probléma-
ra nincs stabil megoldds. Ha példdul Andras Baldzzsal alkotna part, akkor
Csaba Dénessel lenne kénytelen jatszani, de ekkor Csaba és Balazs blokkold
part alkotna, mindketten szivesebben jatszananak egymdssal, mint jelenlegi
partneriikkel.

T6bb mint két évtized elteltével Irving [23] konstrudlt elészor egy olyan
algoritmust, amely tetszOleges graf esetén megtaldl egy stabil parositast,
amennyiben ilyen létezik az adott feladatra. A megoldédsok struktirdjanak
részletes leirdsa megtaldlhaté Gusfield és Irving kényvében [22].

Tan [42] ismerte fel, hogy a stabilitdst elronté paratlan hosszi kérdkben
szerepl6 parkapcsolatokat fél-intenzitassal véve, egy olyan fél-parositast kap-
hatunk, amely teljesit bizonyos stabilitasi feltételeket.

A teniszjatékos példara gondolva Andréds, Baldzs és Csaba megegyezhet
abban, hogy heti egyszer Osszejonnek, és egy-egy félérat jatszanak egymédssal.
fgy mindhdrman egy-egy érat jatszanak és csak Dénesnek nem lesz pérja. A
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megoldas stabilitdsa itt azt jelenti, hogy mindegyik parosban van egy olyan
szereplO, aki nem szeretne tObb idOt jatszani abban a parban. Ha példaul
Andras és Dénes kapcsolatat nézziik, akkor vildgos, hogy Andras miatt nem
fognak 6k semennyit se egyméssal jatszani, mert Andrds kitolti a teniszre
forditott egy 6rdjat két jobb partnerrel vivott fél-fél éra jatékkal. Ha Andrés
és Balazs kapcsolatat nézziik, akkor a jelenlegi féléra jatékot Baldzs nem
szeretné tovabb ndvelni, hiszen ¢ a maradék félorajaban Csabaval jatszik,
akivel jobban szeret teniszezni.

Egy stabil fél-pdrositdsban a szereplék parokat és fél-pdrokat alkothatnak.
Minden szerepld legfeljebb egy parban vagy két fél-parban lehet benne. A
stabilitas feltétele, hogy ha két szereplé nincs parositva, akkor legalabb az
egyikiiknek vagy van egy jobb parja, vagy van két jobb fél-parja. Tovabba,
ha két szerepl6 fél-parban van, akkor legaldbb az egyikiiknek van egy masik,
ennél jobb fél-parja. Osszefoglaléan, egy fél-parositds stabil, ha nincs olyan
blokkolé par, amely szereplGinek lehetésége és egyben kolcsonos érdeke a
kapcsolatuk intenzitdsdnak novelése (csokkentve esetleg ezdltal més kapcso-
lataik kihasznéltsagat). Mésképpen fogalmazva, ha egy péarkapcsolat nincs
teljesen kihaszndlva, akkor az intenzitas novelése legalabb az egyik félnek
nem érdeke, mert a maradék kapacitdsa le van kotve egy vagy tobb ked-
vezObb kapcsolattal.

Egy fél-parositast altalaban hM-el jeloliink, a benne szerepl6é parok hal-
mazat M-el, a fél-parok halmazat pedig H-val. Vagyis hM = H U M.

A stabil fél-parositds pontos definidldsahoz, nem kell mést tenniink, mint
hogy a pérositast lefré fiiggvény értékkészletét {0, 1}-r8l {0, 3, 1}-re médosit-
juk ugy, hogy ha hM = H U M egy fél-parositas, akkor

1 haeeM
xpy(e) = % haee H
0 haed¢hM

Ekkor az eredeti (P) és (S) egyenlStlenségek véltozatlan formédban irjdk le a
fél-parositas illetve a stabilitds feltételét.

A fél-parositas tehdt azt jelenti, hogy minden csics legfeljebb 1 Gsszértékkel
van fedve. A stabilitdsi kritérium pedig azt mondja, hogy ha egy e él nem sze-
repel a fél-pdrositasban (e ¢ hM), akkor e egyik v pontjdban vagy egy e-nél
jobb M-beli éllel, vagy két e-nél jobb H-beli éllel van fedve. Egy fél-értéki
(H-beli) e él egyik végpontjinak maradék fél-kapacitdsa pedig egy e-nél jobb
H-beli f éllel kell hogy fedve legyen.

Az a megfigyelés, hogy minden fél-parhoz kapcsolédnia kell az egyik sze-
replGjénél egy masik, nalanal jobb fél-parnak, rogton azt eredményezi, hogy
a fél-parok koroket alkotnak, amely mentén a szereplok ,korben kedvelik
egymést”. Az ilyen preferencia-koroket ciklusoknak nevezzitk. Tan [42] a
kovetkezd tételt latta be a stabil fél-parositasokrol:*

Tétel (Tan, 1990). Minden stabil szobatdrs feladatra létezik stabil fél-pdrositds,

4Aharoni és Fleiner [4] megmutatta, hogy a tétel kdzvetleniil beldthaté Scarf [39] hires
Lemm4jabdl is.



162 Biro Péter

amely pdrokbdl és fél-pdarokbdl allo pdratlan hosszi ciklusokbdl dll. A szereplék
halmaza tehdt feloszthato

a) pdrositatlan,
b) ciklusbeli és
¢) pdrositott szerepldkre.

Tovabbd minden stabil fél-pdrositdsban ugyanazok a pdratlan ciklusok jonnek
létre és ugyanazok a szereplok maradnak pdrositatlianok.

Kérdés, hogy miért hasznos a stabil fél-parositas megkonstrualasa? Egy-
részt, ha nem tartalmaz paratlan ciklust, akkor egy stabil parositast talaltunk
a grafban, ha pedig tartalmaz pératlan ciklust, akkor tudjuk, hogy nem
létezhet stabil parositds. Mésrészt lehetnek olyan természetes feladatok (mint
példdul a fent emlitett teniszjiatékosok esete), ahol a fél-megolddsnak is van
értelme. Végiil, ha egy stabil fél-parositas minden paratlan korébdl elhagyunk
egy szereplét, és a ciklusok maradék szereploit a korok mentén parokba ren-
dezziik, akkor egy olyan parositast kapunk, amely stabil a redukalt halmazon.
Masképpen fogalmazva —erre a parositdsra nézve az eredeti feladatban—
minden blokkolé parban az egyik szerepl6 a mell6zott személyek koziil vald,
igy a stabilitds megmaradhat, ha sikeriil 6ket valahogy kompenzalnunk.

A stabil parositas modell alkalmas lehet tarsadalmi és gazdasdgi egytitt-
miikodések lefrdséra. Jackson és Watts [25] a kapcsolati hélok alakuldsat
elemezte ebben a kontextusban, mig Angelov [5] a cégek Osszeolvaddsdnak
vizsgalatara haszndlta a stabil szobatars problémat. Mindkét esetben in-
dokolt a dinamikus szemléleti megkozelités.

A parositas-piac dinamikaja

Ebben a részben Bir6, Cechlarova és Fleiner [9] munkéjdbdl ismertetem a leg-
fontosabb eredményeket. A piac dinamikéjdnak vizsgélatakor azt a kérdést
elemezziik, hogy miként valtozik meg a stabil egyenstlyi helyzet 4j szereplék
belépését kovetden. Kétoldali piacok esetében a folyamatot modellezé algo-
ritmust —egy mds kérdés kapcsdn— Roth és Vande Vate alkotta meg [36] a
kovetkezoképpen:

Erkezzen egy 1j szerepld, v a piacra, ahol jelenleg egy M, stabil parositas
all fenn. Mi torténik? Tegyiik fel, hogy az \j jatékos egyenként ajanlatot tesz
a piac szereplinek a preferencidja szerint. Amennyiben senki sem fogadja el
v ajanlatat, az azt jelenti, hogy a lehetséges partnerei mind egy-egy jobb part-
nerrel vannak kapcsolatban, vagyis az 1j szerepld senkivel sem alkot blokkold
part, igy az M, pérositds stabil marad. Amennyiben az 1j szerepld, v egy fid,
és ajanlatat egy u lany fogadja el el6szor, akkor két eset lehetséges: Amennyi-
ben u-nak nem volt pérja az M, péarositdsban, akkor az M = M, U {u,v}
egy stabil parositas lesz az 1j piacon. Ha viszont u egy w fiuval volt parban,
akkor u és w kapcsolata felbomlik, u és v Osszejon egymadssal, és most w-
nek kell 4j part keresnie maganak gy, mintha & érkezett volna be a piacra.
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Vagyis My, = M\ {u, w} U {u,v} stabil parositds lesz, a w fia nélkiili piacon.
A mechanizmus folytatédik.

Eszrevehetjiik, hogy ha a fiuk tesznek ajanlatot, akkor a lanyok helyzete
egyre csak javul a folyamat soran, mig a fitk helyzete egyre rosszabbodik.
Emiatt ugyanaz az ajanlattétel kétszer nem johet 1étre, az ajanlattevé-vissza-
utasité mechanizmus biztosan véget ér.

Egyoldali piacok esetén Tan és Hsueh [43] alkotott egy hasonl6 inkremen-
tdlé elven miikédd algoritmust. Az egyetlen kiilénbség, hogy ezen dltaldno-
sabb esetben ciklusok tiinhetnek el illetve jak formalédhatnak. Amennyiben
az utolso szerepld, aki elfogad egy ajanlatot egy ciklusbeli szerepld, akkor a
ciklus maradék része stabil parokra bomlik. Végiil, itt el6fordulhat, hogy
egy szerepld, aki korabban ajanlatot tett, késobb ajanlatot kaphat. Ebben
az esetben az ajanlattevé-visszautasité mechanizmus vég nélkiil folytatédna,
de Tan és Hsueh megmutatta, hogy ekkor az ismétlodésben részt veve sze-
replékbdl egy 1j ciklust formélva kaphatunk egy stabil fél-parositast az 1j
piacon.

Blum, Roth és Rothblum [11] a szenior-poziciék megiiresedésének-betol-
tésének kontextusaban vizsgédlta a kétoldali piacok dinamikédjat. Az ajénlat-
tevo-elfogadd mechanizmus altal kapott sorozat az ,,allaslehetGségek lancola-
taként” jelenik meg a munkaer6-piacon. Megmutattak, hogy ez a folyamat
lényegében megegyezik a leanykérd algoritmus azon valtozataval, amelyben
az ajanlattételt a fiik mindig egyenként teszik. Ebbol a megfigyelésbol egy-
szeriien adddik a kovetkezo fontos tétel:

Tétel (Blum-Roth-Rothblum, 1997). Tegyiik fel, hogy egy kétoldali pdrositds-
piacon eqy My stabil pdrositdas dll fenn és méhdny uj fit érkezik a piacra.
Ekkor az ajanlattevd-visszautasito mechanizmussal kapott uj, M stabil pdro-
sitasban minden fii vagy megmarad az My-beli pdrjival, vagy egy rosszabb
pdrt kap, aki viszont a legjobb stabil pdr szdmdra az uj piacon.

Az utolsé piacra érkez6 jatékos tehat mindig a leheté legjobb part kapja
meg. Blum és Rothblum [12] &llitdsa szerint altaldban is érdemes minél
késébb érkezni a piacra:

Tétel (Blum-Rothblum, 2002). Egy kétoldali pdrositds-piac stabil egyensilya
alakuljon ki ugy, hogy a szereplok egymds utdn lépnek be a piacra, majd az
eqyensuly az ajanlattevd-visszautasité mechanizmus dltal jojjon létre. Ameny-
nyiben két belépési sorrend csak annyiban kulonbozik, hogy két jatékos helye a
sorrendben felcserélodik: az elsében u megy be el6bb, a mdsodikban v, akkor u
jatékos az elsé sorrend alapjdn kialakult stabil pdrositasban nem kaphat jobb
pdrt, mint a mdsodik sorrend alapjdn kialakult stabil pdrositdsban.

Végiil, nem szabad elfelejteni, hogy az ajanlatot elfogadd lanyok —habar
végil a leheto legrosszabb part kapjak— helyzete javul, s6t néhanyuknak
biztosan jobb parjuk lesz az 14j fid belépése utan, mint elétte volt.

Tétel (Roth-Sotomayor, 1990). Tegyik fel, hogy egy kétoldali pdrositds-
piacon a ldny-optimdlis stabil pdrositds dll fenn, amikor belép néhdny uj fi,
és a ldnyok egy L halmaza uj pdrt kap. Ebben az esetben minden L-beli ldny
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hatdrozottan jobb pdrt kap bdarmelyik stabil pdrositasban az uj piacon, mint
kapott akdrmelyik stabil pdrositisban a régi piacon; tovdibbd az L-beli ldnyok
eredeti pdrjai hatdrozottan rosszabb pdrt kapnak bdrmely stabil pdrositdsban
az uj piacon, mint kaptak akdrmelyik stabil pdrositdsban a Tégi piacon.

A fenti kétoldali piacokra vonatkozé tételek megfeleléit sikeriilt igazol-
nunk egyoldali piacokra, a bizonyitasdhoz a kévetkezé Lemmat hasznaltuk:

3.1 Lemma (Kulcs-lemma). Tegyiik fel, hogy egy 1j szerepld, v iép be az egy-
oldali pdrositas-piacra, ahol eqy hM, stabil fél-pdrositas dll fenn. Amennyi-
ben v nem alkot blokkolo pdrt egy u szereplével hM,-re nézve, akkor v nem
alkothat stabil pdrt u-val az Uj piacon.

Stabil parositasi problémak bonyolultsaga

A stabil pérositdsi problémakat is alapvetéen két csoportba tudjuk osztani
a bonyolultsdguk szerint: vannak olyanok, amelyek megoldhaték polinom
idében, illetve olyanok, melyek NP-nehezek.® A kovetkezdkben négy szem-
pont szerint osztalyozva ismertetem Oket.

A feladatot kitlizhetjiik paros grafokra, illetve tetszélegesekre. A preferen-
cidk lehetnek szigoriak, illetve megengedhetiink preferencia-egyezéseket (ez
utobbi esetben is akkor lesz egy él blokkold, ha mindkét végpontja szigorian
preferdlja azt). A kérdésfeltevés szerint a feladat lehet egy stabil pérositas
megtaldlasa, avagy egy olyan parositas megkeresése, amelyre nézve a blokkold
élek szama minimdlis. Végiil a parositasok halmazat megszorithatjuk a maxi-
malis méretiiekre.

Adjunk egy M | ahol péros graf tetszéleges graf

M

parositast, ahol

szigoru pref

nem szigoru

szigoru pref

nem szigoru

szama M-re min

M tetsz| Polinomidlis | Polinomidlis | Polinomislis | NP-nehéz™
stabil max | Polinomidlis | NP-nehéz® | Polinomidlis (NP-nehéz)
a blokkol6 élek | tetsz| Polinomialis |Polinomidlis | NP-nehéz® | (NP-nehéz)

max

NP-nehéz™®

(NP-nehéz)

(NP-nehéz)

(NP-nehéz)

Azt, hogy NP-teljes azon kérdés eldontése, hogy 1étezik-e stabil parositas
nem-szigoru preferencidk esetén (1) elészor Ronn [30] mutatta meg, majd
késébb Irving és Manlove [24] adott ra alternativ bizonyitdst. Annak a
problémanak az NP-teljes voltat, hogy a maximalis méretl parositasok kozott
létezik-e stabil, paros grafok esetén, nem-szigori preferencidkra (2) Manlove
és tarsai [29] 1attdk be.

A blokkol6 élek minimélis szdménak meghatarozdsianak (3) nehézségét
tetszéleges grafok esetén Abraham, Bird és Manlove [3] 1attdk be. Azt pedig,

5Ha ez utébbiak koziil barmelyikrdl kideriilne, hogy megoldhaté polinom idében, akkor
az Osszes NP-teljes probléma is megoldhaté volna. Ezt az esetet a szdmitdstudomany
szakértéi nem tartjdk valdszinilinek. A pontos definicié megtaldlhaté Roényai, Ivanyos és
Szabé [31] kényvében.
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hogy ez a feladat paros grafokra is nehéz, ha megkdoveteljiik, hogy a parositas
maximédlis méretli legyen (4) Manlove bizonyitotta a kézelmultban. Sé&t,
mindkét esetben az is bebizonyitottdk, hogy az emlitett értékeknek még a
kozelitésére sincs remény.®

Egyoldali parosito-programok

A legtobbszor alkalmazott egyoldali parosité-program valésziniileg a sakk-
versenyeken hasznalt parosité-szoftver, amely a verseny minden forduléjaban
eldonti, hogy ki kivel jatsszon. Mivel a verseny végso célja a gybztes ki-
hirdetése, ezért talan érthetd, hogy a sorsoldst iranyité procedira elGszor
mindig a versenyben vezetd jatékosnak keres megfelel6 ellenfelet, majd igy
folytatja tovabb, kiilon figyelmet forditva arra, hogy a végén lehetéleg min-
denki kapjon part. Bar tortént egy kisérlet [27] annak elemzésére, hogy a
hivatalos algoritmus helyett inkabb stabil parositast keressen a program, de
véleményem szerint ennek csak akkor lenne értelme, ha a versenyzdk célja nem
a gyozelem, hanem a szamukra kedvez6 partnerekkel torténo jaték volna.

Egy masik alkalmazasi teriilet lehet az oszthatatlan javak pdaronkénti cse-
réje. Ebben az esetben minden szereplének pontosan egy dolog van a bir-
tokaban, amit kicserélhetnek egymas kozott egy lépésben. Egy relevans al-
kalmazdsi lehetéségként vizsgédlta Yuan [44] az dllami bérlakdsok cseréjét,
amely a régi szovjet-tipusu rendszerekben, és a mai Kinaban sem képezheti
piaci adas-vétel targyat. Hasonld jellegii, de a vildgon mindentitt el6forduld
probléma kezelésére szolgalnak a paronkénti vesecserék koordinalasira 1ét-
rehozott egyoldali parosité-programok. FErrél a problémakorrdl frok most
b6vebben a fejezet zarasaként.

Ha egy beteg és a potencidlis donorja (tipikusan egy hézaspar) kozott
immunoldgiai okokbdl nem lehetséges az atiiltetés, de van egy hasonlé prob-
lémékkal kiizd6 masik par, és keresztben nincs immunolégiai probléma, akkor
elképzelhetové valhat a parok kozti vesecsere. Néhany elszigetelt eset utan
az elmult években tobb fejlett orszagban hivatalos programokat inditottak a
vesecserék koordinaldsara.

A programok deklardlt céljai és az alkalmazott modellek k6z6tt azonban
jelentés kiilonbségek lehetnek. A legtobb ma miikédé programban, a veséhez
juto betegek szamat maximalizaljak. Ez egy maximalis méreti parositas fela-
dathoz vezet azon a grafon, melynek cstcsai a beteg-donor parok, és él akkor
fut kozottiik, ha lehetséges a kereszt-dondcié (l4sd a [37] és a [38] cikkeket).
Ennél kifinomultabb mddszer, ha nem csak elfogadhaté és nem elfogadhato
veséket kiilonboztetiink meg, hanem azt is vizsgaljuk, hogy egy vese ,,mennyi-
re j6” az adott betegnek. Ennek mérdszama lehet a beiiltetett szerv varhatéd
élettartama. A probléma matematikailag egy silyozott pérositds feladatra

6 Az NP-nehéz problémdk egy része kozelithetd additiv vagy multiplikativ hibdval. Az
élkromatikus szdm példdul minden graf esetén vagy egyenlé a maximalis fokszdmmal, vagy
ennél eggyel nagyobb. A lefogd pontok szdmdnak minimuma pedig feliilr6l becsiilhets a
maximalis parositds méretének kétszeresével, amely mar polinom id6ében kiszdmithaté. A
kérdéskorrdl bévebb leirdst taldlhat az Olvasé Jordan, Recski és Szeszlér [26] konyvében.
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vezet (ezt a médszert alkalmazzdk Ohio dllamban, az elméleti héttért lasd a
[40] cikkben.) Végiil nem elhanyagolhaté etikai érvek szélnak a stabil meg-
oldas alkalmazasa mellett is, ahol nincs két olyan par, akik kolcsénosen jobb
esélyeket kapndnak, ha egymdssal cserélnének a programon kiviil.”

4 Kifizetéses modellek, NTU /TU-jatékok

Kifizetéses modellekrdl akkor beszéliink, ha megengedjiik, hogy a létrejott
parok illetve tarsulasok tagjai valamilyen formaban kompenzaljdk egymast.
Két dolgot kiveteliink meg: egyrészt mindenki pontosan meg tudja hatarozni
mekkora hasznossagot jelent neki egy lehetséges partnerkapcsolatban vald
részvétel, masrészt feltessziik, hogy létezik egy olyan atvalthaté hasznossagu
aru, amely atadhaté a kapcsolatban 1év6 szereplok kozott, és a transzfer
révén ugyanannyival csokken az azt atadd fél hasznossaga, mint amennyivel
a fogadé fél hasznossaga no.

A stabil parositasi modellek kifizetéses valtozatdnak megolddsa ezért min-
dig két elemii: megadjuk, hogy mely parok alakulnak meg és mennyi hasznos-
sagot adtak at egymadsnak a szereplék. A stabilitds feltétele, hogy ne legyen
olyan megvaldsulatlan (blokkol6) par, melynek tagjai mind jobban jarndnak,
ha a partnerkapcsolatuk létrejonne és megfeleld kifizetésekkel kompenzalnak
egymast.

Az i szereplé hasznossagét egy {i,j} kapcsolatban jeloljik u; ({7, j})-vel.
Egy M pérosités esetén az atadott kifizetéseket gytijtsiik egy p(M) vektorba,
melynek i-edik koordinataja, p; (M) jelentse azt a (pozitiv vagy negativ) tran-
szfert, amelyet az i-edik jatékos kapott. Transzfert csak M-beli parok adhat-
nak egymadsnak, és egy {i,j} paron beliil a transzferek Gsszértéke természete-
sen nulla, vagyis p;(M)+p;(M) = 0. Ha egy szerepl$ nem eleme egy pérnak,
akkor értelemszeriien nem lehet kifizetése, vagyis p;(M) = 0 minden M-ben
nem szerepld i-re. Egy i jatékos dsszhaszndt hi-vel jelolve tehat h; = 0, ha 4
nincs parositva, és h; = u;({4,j}) +pi(M), ha i szerepl$ a j-vel alkot péart és
p;i(M) transzfert kap t6le.

Egy [M,p(M)] pért stabil megolddsnak neveziink, ha nem létezik olyan
megvaldsulatlan {a,b} blokkol6 pér, hogy u.({a,b}) + us({a, b}) > ha + hs.
Ekkor ugyanis a-nak és b-nek érdekében allna kilépni az M-beli kapcsolataibdl
és 1j péart alkotni, majd az a-tél b-nek juttatott wu,({a,b}) — h, és hy, —
up({a, b}) kozotti hasznossdg dtaddsdval mindketten jobban jarndnak.

Bevezetésképpen lassunk két példat egy-egy haromszemélyes stabil paro-
sitdsi problémdra kifizetéssel és kifizetés nélkiil. (Az elérhetd hasznossdgok
abrazolasanak megértéséhez segitséget nydjthat a 3. dbra és annak magyara-
zata.)

"Fontos még megemliteni, hogy a cserék nem csak paronként kivitelezheték, hanem
elvileg hosszabb koérokben is. Azonban értheté okokbdl az Gsszes miitétet egy idében
kell végrehajtani, igy ha hdrom par cserél egy korben, akkor mar 6 mitére és orvos-
csoportra van sziikség egyszerre. Ennek ellenére példdul az amerikai NEPKE programban
a harmas-cserék is megengedettek. Ekkor a megfelel6 matematikai problémak sok esetben
bizonyitottan nehézzé valhatnak (ldsd [10] és [8]).
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3. Példa. A harom szerepld hasznossiga a parkapcsolatokban legyen a
kovetkez6: wuq({a,b}) = 6, up({a,b}) = 3, up({b,c}) = 4, uc({b,c}) = 1,
u.({c,a}) =2, us({c,a}) = 1.

Az 1. dabran lathatd, hogy a kifizetés nélkiili esetben nem létezik stabil
parositds, illetve, hogy a kifizetéses esetben az {a, b} egy stabil part alkot ha
a 2 és 3 kozotti hasznossagot atad b-nek.

1. d@bra. A parok hasznossagai és a stabil megoldas a kifizetéses esetben

4. Példa. A hdrom szerepld hasznossdga a parkapcsolatokban legyen a
kovetkez6: wuq({a,b}) = 2, up({a,b}) = 3, up({b,c}) = 2, uc({b,c}) = 1,
u.({e,a}) =2, us({c,a}) = 1.

2. dbra. A parok hasznossigai és a stabil megoldés a kifizetés nélkiili esetben

A fenti dbran lathat6, hogy a kifizetés nélkiili esetben az {a, b} egy stabil
par, illetve, hogy a kifizetéses esetben nem létezik stabil megoldds. Ennek
okat a késGbbiekben részletezem.

Természetes feltevés, hogy a szereplok egy csoportja ne csak egyféleképpen
tudjon egyiittmikodni. Eletszertt Cechldrové és Ferkova példaja [13] a repii-
16gép-pilétak parositasarol. Itt ugyanis egy par beosztasakor igen eltérd le-
het a kapcsolat megitélése a pilétak részérol, attol fliggéen, hogy melyikiiket
tették meg els6- illetve masodpilotanak. Hasonloképpen két lehetséges kap-
csolat lehet két sakkjatékos kozott egy sakkverseny egy forduldjaban, attol
fliggben, hogy ki jatszik vilagossal. Szintén két lehetséges kapcsolat johet 1étre



168 Biro Péter

hazankban egy didk és az egyetem egy szakja kozott, hiszen koltségtéritéses
és allamilag finanszirozott formédban is igénybe lehet venni az oktatdst. A
jatékelmélet egy klasszikus példdja a hdzaspar esete, ahol a férj inkabb a
focimeccsre, a feleség pedig balettre menne, de persze leginkdbb egymaés téar-
sasagaban.

Meggondolhatd, hogy tobbféle egytittmiikodés johet 1étre pusztan aszerint
is, hogy az egyes szereplok mekkora erdfeszitést forditanak a kapcsolatra.
Illetve ennek egyszeriisitett valtozataként a szereplék atvalthaté hasznossagu
jO0szag atadasaval, transzferrel szintén tetszoleges mértékben modosithatjak
egymas hasznossagat egy kapcsolatban. Megjegyezziik, hogy a folytonosan
valtozé elérhetd hasznossagok halmaza jél kozelitheto diszkrét kimenetekkel.

A kovetkezd, 3. @brdn egy par lehetséges egyiittmiikodéseinek négy esetét
mutatjuk be, a kapcsol6dé személyes hasznossdgok megjelenitésével. Az elsd
esetben csak egyfajta egylittmiikodés lehet a két fél kozott. A masodikban
kétféle. A harmadikban sokféle lehet, az elérheté hasznossdgok akér foly-
tonosan is valtozhatnak, ezt kozelithetjiikk véges sok lehetséges kimenettel.
Végiil a negyedik példa az atvalthaté hasznossagu esetet mutatja, ahol a két
fél egyiittmiikodésének van egy maximalis 6sszhaszna, amelyet egymas kozott
tetszblegesen eloszthatnak. Parkapcsolatok esetén a tobbféle egytittmiikodést
parhuzamos élek behuzasaval tudjuk modellezni, ha graffal reprezentéljuk a
kapcsolati rendszereket.

5 V (ab) 5 V (ab) V (ab) 5 V (ab)
4
3 b 3 5 b b 3 b

5 3 > 3 5 +pa 3
O—=0 a0 E=D 00
a b a 4 5b a b a b

3. dbra. Hasznossagfiiggvények egy parkapcsolatban

Atvalthaté hasznossag nélkiili jatékok

Egy dtvdlthaté hasznossdg nélkili jaték, roviden NTU-jdték, megadhatd egy
(N, V) pérral, ahol N = {1,2,...,n} a jitékosok halmaza és V a kifizetés-
fiiggvény, amely minden S C N térsuldshoz hozzérendel egy IR%-beli V(S)
halmazt, igy hogy V(@) = 0 és minden S C N, S # }-re:

a) V(S) egy nemiires és zart halmaza IR®-nek
b) ha z € V(5) és y < x, akkor y € V(S)
) V(S)N RS korltos.
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Minden jétékos részt vesz a jatékban, ezért a jaték kimenete egy V(N)-
beli vektor, melynek koordinatéai az egyes jatékosok elért hasznossagat jelen-
tik. Természetesen két kimenet koziil minden jatékos azt preferalja, ame-
lyikben a hasznossiga nagyobb. A jiték egy = € V(IN) kimenete benne
van a jaték magjaban, ha nem létezik olyan (blokkold) S térsulds és a tagjai
altal elérhet§ y € V(S) kimenet, melyre y; > x; minden ¢ € S-re. Tehat
a jatékosok egyik csoportjanak sem éri meg kilépni a nagykoaliciobdl, mert
onmagukban nem tudndnak olyan kimenetet elérni, amelyben minden sze-
replGjiikk nagyobb haszonra tehet szert.

Természetes feltételként jelentkezhet a szuperadditivitds, amely egy NTU-
jatékra megkoveteli, hogy tetszéleges két S, T C N, SNT = ) tarsuldsra
V(S)uV(T) CV(SUT) teljesiiljon.

Tovabbi specializdlas utan definidlhatjuk a particiondldsi jatékot. Itt
feltessziik, hogy adva van a lehetséges alaptdrsuldsoknak egy B C 2V hal-
maza, melynek része minden {i}, i € N egyszereplds tarsulds (mindenkinek
meghagyjuk a jogot, hogy egyedill maradjon). Egy tetsz6leges S tarsulds
4ltal legyen elérhetd egy = € IR® kifizetés, akkor és csak akkor ha létezik az
S halmaznak egy olyan B; € B alaptarsulasokbdl all6 ByU By U...UB =S
particiéja, hogy minden ebben résztvevé B; tarsuldsra az x kimenetbdl B;
szereplbinek juté kifizetés V(B;)-ben legyen. Ha S C N-re II5(.5)-el jeloljik
a B alaptarsulasokbdl elGallithaté particiok halmazat az S szerepléin, akkor
tomorebb kifejezéssel:

V(S)={r € R®:3r €1, B; € m,x € V(B1) x V(Ba) x ... x V(By,)}

//////

vizsgalatakor elég csak az alaptarsulasokra ellenérizni a stabilitasi feltételt.
Igaz ugyanis a kovetkezo tétel:

//////

beli, ha nem létezik blokkold B alaptdrsulds (vagyis eqy B € B és eqy y €
V(B), hogy y; > x; minden i € B-re).

A bizonyitashoz azt kell csak megmutatni, hogy ha az adott x kimenetre
van egy tetszoleges S blokkolo tarsulas, akkor van egy B blokkold alaptarsulas
is. Ez viszont nyilvdnvald, hiszen az S tdrsulds &ltal elért y € V(S) egy
alapkoaliciokbdl 4llé6 particioval valdsithaté meg, tehat az ebben szereplo
barmelyik B alaptarsulds is blokkolé lesz.

Az alaptarsuldsok altal elérhetd kifizetésekre tett erés megkotéssel kap-
Feltessziik, hogy minden B € B térsuldsra létezik egy v(B) € R kifizetés,
hogy a B altal elérheté mas kifizetésekben egyik B-beli jatékos sem kaphat
tobbet. Vagyis

V(B) ={z € R? :x <u(B)}

A tarsulasi jatékokban tehdt nem kérdés, hogy egy tarsulds, ha megalakul,
akkor mekkora kifizetést kapnak bel6le a tagok. (Ezt értelmezhetjik ugy is,
hogy csak egy lehetséges formdja van minden koaliciés egytittmitkodésnek.)



170 Biro Péter

Igy a jaték kimenetén elég mér csak azt érteniink, hogy mely alaptérsuldsok
jottek létre, a tényleges kifizetések ebbdl egyértelmiien meghatarozédnak. A
tarsulasi jaték kimenetelét ezért hivhatjuk egyszertien particiénak.

Ebbdl kifolydlag viszont az egyes szereplok természetes médon tudnak egy
rangsort felallitani az alaptarsulasok kozott, amelyben tagok lehetnek: min-
denki azt a tarsulast preferalja, ahol a tarsulds megvaldsuldsa esetén nagyobb
lesz a kifizetése. Formalisan: ha i € By és i € By, akkor By, <; B, <—
v;(Br) < v (B).

A tarsuldsi jaték kimenete, egy m particié pontosan akkor lesz benne a
jaték magjaban, ha nincs blokkold alaptarsulds, vagyis egy olyan létre nem
jott tarsulds, melynek tagjai egyértelmiien jobban jarnanak a tarsulds meg-
valésulasaval, mint a jelenlegi particioban. Precizebben fogalmazva, jeloljiik
B [i]-vel azt a tdrsuldst, amelynek az ¢ jatékos tagja a 7 particiéban. Definici6
szerint akkor és csakis akkor blokkolja egy B € B tarsulds a kimenetet, ha
minden ¢ € B-re v,(B[i]) < v;(B), ami a fentick szerint ekvivalens azzal,
hogy Bi[i] <; B.

A tarsuldsi jatékokat a fentiek miatt definidlhatjuk gy is, hogy minden
szereplének csupéan a preferencidit adjuk meg azon alaptarsuldsok felett, ame-
lyeknek tagja lehet. A jaték mag-beli kimenetét pedig egyszeriien nevezhetjiik
stabil particionak. Amennyiben minden alapkoalicié csak kételemii lehet,
akkor specidlis esetként megkapjuk a stabil parositas problémat.

Atvalthaté hasznossagui jatékok

Egy jaték dtvalthatd hasznossdagi, roviden TU-jdték, ha megadhaté egy (N, v)
parral, ahol v most egy hasznossdg-fiiggvény, amely minden S C N téarsuldshoz
egy v(S) € IR értéket rendel hozzd, amely a térsulds dltal elérhetd osszkifizetést
jelenti. Ezen osztozhatnak a tarsulds tagjai. Meggondolhaté, hogy minden
TU-jaték felirhaté NTU-jatékként is a kovetkezd hozzdrendeléssel: V(.S) =
{z e RY: Yics i <v(S)} minden S C N, S # (-re.

Atvélthaté hasznosségi jatékoknal, ha az 2(S) = > icg x(i) jelolést hasz-
naljuk, akkor a jaték kimenete egy x(N) < v(N) megvaldsithatd kifizetés. Ha
2(N) > v(N) és minden i szereplére teljesiil a x; > v({i}) feltétel (vagyis
senki sem kap kevesebb kifizetést, mint amit egyediil is el tud érni), akkor a
kimenetet elosztdsnak nevezziik. Egy elosztas benne van a jaték magjaban, ha
2(S) > v(S) minden S térsuldsra. A szuperadditivitési feltétel TU-jétékokra
a v(S) +v(T) <v(SUT) egyenlbtlenségnek felel meg,.

A mag-megoldéds létezésének sziikséges és elégséges feltételét pontosan
meg lehet hatdrozni. A tarsuldsok egy S C 2V rendszerét kiegyensilyozottnak
nevezziik, ha léteznek olyan 0 < A\g < 1 (S € §) silyok, melyekkel

Y As=1

i€SES

teljestil minden ¢ jatékosra. Egy jdték kiegyensilyozott, ha minden kiegyen-
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sulyozott tarsuldsra és sulyrendszerre fennall a

Z Asv(S) < v(NV)

Ses
egyenl6tlenség. A témakor taldn leghiresebb allitdsa a kdvetkezd tétel:

Tétel (Bondareva-Shapley). Eqgy TU-jaték magja akkor és csakis akkor nem
tres, ha a jdték kiegyensilyozott.

A particiondlasi TU-jatékokra egy S térsulas értéke megegyezik a benne
szereplo jatékosokbdl kialakitott legnagyobb Osszértéki alaptarsuldsokbol allo
partici6 értékével:

v(S) = max{v(B1) + v(B2) + ...+ v(Bg) : 7 € lIg,B; € 7}

Itt is igaz, hogy egy x elosztds pontosan akkor mag-megoldds, ha nincs
blokkolé alaptérsulds (vagyis, ha x(B) > v(B) minden B € B-re). Ez vi-
szont azt jelenti, hogy ha 7 egy olyan particiéja N-nek, amelyre a maximum
felvétetik, akkor minden B; € w-re z(B;) = v(B;). Tehdt, ha a jiték magja
nem {iires, akkor egy magbeli = elosztds megvalGsithatd, gy is hogy az x(N)
Osszértékil 7 particiéo minden egyes B; alaptarsuldsanak tagjai egymast kozott
—a tarsulasokon beliil— osztjak fel az altaluk 1étrehozott hasznossagot.

Hasonloképpen, meg lehet mutatni, hogy egy particiondlasi jaték kiegyen-
stlyozottsdgdhoz elég csak az alaptrsuldsokbdl 416 S’ C B kiegyenstilyozott
tarsulds-rendszereket vizsgalni, hiszen minden S C 2V -re létezik egy S’ C B,
hogy

S Aso(S) = ZAS[ 3 U(B,-)] -y [ 3 )\S]U(Bi):

SeSs SeSs B,€ns B;eS' -B;ens
Ses
2 : /
= )\BZU(BL)
B;eS’

ahol &’ szintén kiegyenstilyozott a Ny silyokkal. A jaték magjdnak létezésének
sziikséges és elégséges feltétele tehat értelemszertien egyszeriisodik.

Ha az alaptarsuldsok legfeljebb csak kételemiiek, akkor a particiondlasi
TU-jaték természetes modon megfeleltetheté egy stabil parositds probléma
kifizetéses valtozatdnak. Ugyanis, ha egy {7, j} lehetséges par értéke v({i,j}) =
w;({7,7}) +u; ({7, 5}), és az x elosztasbdl az i-edik jatékos részesedése termé-
szetes médon megfelel a jatékos Osszhasznossdgénak, x; = h; = u; + p;i(M),
akkor, ha (V) egy mag-elosztés az el6bbiben, akkor az 2(N) = v(N) értéket
megvaldsité M pérositds stabil lesz p;(M) = x; — v(Bm[i]) kifizetés mellett
az utébbiban.

Amennyiben a kételemii alaphalmazokbdl képzett graf paros, akkor a
—stabil hézassdg probléma kifizetéses véltozatanak megfelelo— feladatot
hozzdrendelési jatéknak nevezziik. Errdl Shapley és Shubik [41] 1atta be 1972-
ben, hogy kiegyensilyozott, ezért a magja nem iires. Lassuk végiil ennek egy
ekvivalens bizonyitasat Egervary 1931-es tétele szerint.
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Legyen adva a G graf minden e éléhez egy w(e) sily. Egy pérositds dssz-
stilyan a péarositasban szerepl6 élek silyainak Osszegét értjiikk. A maximélis
Osszstilyd parositds osszsilyat jeloljiik v, (G)-vel. Egy ¢ : V == RY érték-
adést a csicsokon nevezziink fedésnek, ha minden e = {u,v} élre c(u)+c(v) >
w(e) teljestil. Egy fedés értéke a csticsok értékeinek Gsszege. A minimalis ér-
tékii fedés értékét jeloljik 7.5 (G)-vel.

Nyilvanvald, hogy ha M egy maximalis Gsszsulyu parositas, akkor akar
csak az M éleinek fedésére is kell egy ekkora értékii fedés, ezért v, (G) <
75 (QG) teljesiil minden G gréfra. Egervary Jend [15] —Kénig tételének alta-
lanositasaként— belatta, hogy a két paraméter kozott egyenléség all fenn, ha
a graf paros.

Tétel (Egervary, 1931). Ha G pdros grdf, akkor v,(G) = 75 (G).

A grafelméleti és jatékelméleti megfontolasok kozott a kbvetkez6 megfelel-
tetés adhaté: Minden e = {i,j} élen legyen akkora w(e) sily, amekkora
az adott {i,j} par v({i,j}) értéke. A jéték v(N) értéke ebben az eset-
ben egyenld v, (G)-vel, vagyis a maximélis Gsszsilyu parositds értékével.
Egervéry tétele szerint paros grafban mindig van ugyanekkora értékii fedés
is. Ennek kovetkezménye, hogy egy ¢ minimélis értékii fedésnek kolesonosen
egyértelmiien megfelel egy = mag-elosztds (hiszen a c(i) + ¢(j) > w({i, j})
fedés-feltétel az x(i) + z(j) > v({4, j}) mag-feltétellel ekvivalens). Egervary
tétele tehat pontosan a hozzarendelési jaték kiegyensulyozottsagat igazolja.

NTU-j4tékok
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4. dbra. A kooperativ jatékok rendszerezése
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Ha a stabil szobatars probléma kifizetéses véaltozatat tekintjik, akkor an-
nak megoldhatdsaga a fentiekhez hasonléképpen azon milik, hogy a megfeleld
sulyozott grafban a maximalis Gsszsulyu parositas értéke eléri-e a minimalis
fedés értékét. Ez utébbirdl beldthatéd (14sd bévebben [28]), hogy értéke meg-
egyezik a maximélis Gsszsulyu fél-pdrositds értékével.® Végiil a 4. dbrdn egy
Osszegzo tablazatot lathatunk az ismertetett kooperativ jatékokrol.
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STABLE MATCHING MODELS AND CENTRALIZED MATCHING
PROGRAMS

The goal of this survey is to introduce the most relevant stable matching models
and its applications. Centralized matching programs can preserve suitable solutions
for a wide range of social and economic problems. Beside this summary, we show
some recent results on the dynamics of matching markets, and we present the
computational complexity of a family of related problems. Finally, we explain how
these stable matching models can be described with game theoretical notions.



