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AZ L-NASH MEGOLDAS IMPLEMENTACIOJAROL
KETSZEMELYES ALKUPROBLEMAK ESETEN!

FORGO FERENC
Budapesti Corvinus Egyetem

A | Nash program” célkitiizése, hogy minden axiomatikusan meghatdrozott
kooperativ jaték megolddsat egy megfelel6 nemkooperativ alkujaték részjaték
tokéletes Nash egyenstulypontjaként is el6 tudjuk allitani. Ebben a cikkben az
dgynevezett L-Nash megoldast vizsgdljuk ebbdl a szempontbdl. A kétszemé-
lyes alkuproblémak egy széles osztalya esetén bebizonyitjuk, hogy az L-Nash
megoldas kooperativ alkujaték egyensulyi kifizetéseként valé elGallitasara min-
den olyan implementalas alkalmas, amely magat a Nash alkumegoldast is eld
tudja dllitani. A problémé&k egy masik osztalya esetében az L-Nash megolddst
aszimptotikusan allitja el6 Rubinstein valtakozé ajanlattételes alkujatékanak
megfeleld modositésa.

1 Bevezetés

T6bb, mint 6tven év telt el Nash irdnymutaté munkdinak (Nash (1950),
(1953)) megjelenése 6ta, de az a kutatasi irdny, amelyet meghirdetett, és
amely Nash-program néven valt kozismertté, még mindig wjabb és ujabb
eredményeket produkdl és mintegy irdnytiil szolgdl azok szamara, akik ja-
tékelméleti kutatdsaikban egy modellt, vagy megoldaskoncepciét két oldalrol
is meg szeretnének kozeliteni. Ennek a vizsgalati médszernek a legkitiinGbb
példajat maga Nash adta, aki a kétszemélyes kooperativ jatékok axiomatikus
és alkumodellként valé elemzését Osszekapcsolta, ezzel példat mutatva a ko-
operativ és nemkooperativ jatékelmélet egyiittes alkalmazasara.

A Nash éltal vizsgalt modell egyszerti, minden sallangtdl megtisztitott és
csak a lényegre koncentral: hogyan egyezhet meg két jatékos abban, hogy
a lehetséges kimenetelek halmazabdl (a hasznossigi térben) mely elemet vé-
lasszak ki kozos megegyezéssel. Tudvan azt, hogy ez a megegyezés valami-
lyen alkufolyamat eredménye lehet, a problémat alkumegolddsnak (bargaining
solution) nevezte.

Jeloljiik F-fel a lehetséges kimenetelek (kifizetések) halmazat és d =
(d1,dz)-vel az egyet nem értési (disagreement) kifizetést. Az (F,d) pérost,
ahol F C IR%, d € IR?, kétszemélyes alkuproblémdnak nevezziik. Feltessziik,
hogy F' konvex, kompakt és van olyan x € F, hogy x > d. Ez egy ki-
csit kevésbé altalanos megfogalmazas, mint Nashé, de a lényeget nem érinti.
A (kooperativ) jaték abbdl &ll, hogy a két jatékos térgyal egymdssal arrdl,
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hogy F' melyik elemét vélasszak. Ha sikeriil megegyezni, és a valasztas
x* € F, akkor az els6 jatékos megkapja az xj kifizetést, a masodik pedig
x3-ot. Ha nem sikeriil megallapodniuk, akkor az els6 jatékos a dq, a masodik
a dg ,,bintetd” kifizetést kapja. Ha adott az (F,d) alkuprobléma, akkor
mit tekintsiink megoldasnak? Jeloljiik A-val az alkuproblémdk halmazat.
Egy ¢ : A — IR? fiiggvényt megolddsfiiggvénynek vagy roviden megolddsnak
neveziink.

Az axiomatikus megkozelités igyekszik kovetelményeket megfogalmazni,
amelyek intuitiven elfogadhatok, és egyértelmiien meghataroznak egy megol-
dést. Nash axiémai (kovetelményei) a kovetkezdek:

1. Lehetségesség: minden (F,d) alkuproblémaéra ¢ (F,d) € F.

2. Racionalitds: minden (F,d)-re ¢(F,d)> d.

3. Pareto-optimalitds: ha £ €F és £ > (F,d), akkor f = ¢(F,d).
4. Skdla figgetlenség: ha a1, as > 0, 81, B2 tetszoOleges, és

d = (oudy + B, 0ds + (o)
F' = {(aaz1 + B, a9z + fa) @ (21, 72) € F},

akkor Y(F',d") = (a11(F,d) + B1, agtha(F,d) + Ba).

5. Kedvezdtlen alternativiktdl vald figgetlenség: ha F' C F,(F',d) € A,
és Y(F,d) € F', akkor ¢(F’,d) = ¢(F,d).

6. Szimmetria: ha (x1,25) € F akkor és csak akkor, ha (xq,21) € F és
dy = da, akkor ¥n(F,d) = ¢o(F,d).

Tekintstik a kovetkezé maximum feladatot, amelynek célfiiggvényét Nash
szorzatnak nevezzik:

(1 — di)(x2 — dz) — max
(z1,20) € F
r1 > dy
To > do .

Ennek a feladatnak pontosan egy megolddsa van, melyet Nash-alkumegol-
dasnak (NAM) neveziink. Legyen ¢ az a megoldasfiiggvény, amely minden
alkuproblémédhoz a NAM-ot rendeli.

1. Tétel (Nash 1950). ¢ az egyetlen megolddsfiggvény, amely az 1-6. kove-
telményeket kielégiti.

Ez a megkozelités semmit sem mond a konkrét alkufolyamatrdl, csak a
végeredményt karakterizdlja az axiomak segitségével. Nash eredeti gondo-
lata volt, hogy minden alkuproblém&ahoz konstrudljunk egy nem-kooperativ,
az alkufolyamatot részletesebben modellez6 jatékot gy, hogy lehetoleg en-
nek a jatéknak egyetlen részjaték tokéletes Nash egyensilypontja (NEP)
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legyen és ebben az egyensulypontban a jatékosok kifizetése egyezzék meg
az axiémakkal egyértelmiien meghatdrozott NAM-mal. A jatékot ugy kell
megkonstrudlni, hogy a kooperativ megoldds expliciten semmi esetre sem
szerepeljen a jaték leirdsaban és lehetoleg magat a megoldast ne hasznéljuk
a jaték paramétereinek meghatarozasahoz.

Egy ilyen nemkooperativ jatékra maga Nash mutatott példét (Nash (1953)),
amelyet tobb més kévetett (pl. Rubinstein (1982), Howard (1992)). Ezt
a vizsgalati mddszert, az axiomatizdlas és a nem-kooperativ implementacio
harmonizaldsét egyéb megolddsok (példaul a Kalai-Smorodinsky megoldés,
Moulin (1984), a Shapley érték, Dasgupta és Chiu (1998) esetére is alkalmaz-
tak a Nash program irdnymutatdsat kovetve. Nem célunk a Nash program
teljes dttekintése, Binmore, K. et al. (1992) és Serrano (2005) munkdi ezt
megteszik.

Ebben a cikkben egy olyan kooperativ megoldas nemkooperativ imple-
mentdcidjaval foglalkozunk, amely elszor Forgé (1983) munkdjiban jelent
meg, majd Forgd és Szidarovszky (2003) az axiématizédldssal és a tObbkrité-
riumu dontésekkel valé kapcsolatdanak kimutatasaval egészitette ki. Ebben a
dolgozatban hasznéltak a szerzék az L-Nash megoldds (LNAM) elnevezést.
Az LNAM azt a megoldést jelenti, amelyet a NAM-ok hatarértékeként ka-
punk akkor, ha az egyet nem értés biintetésének mértéke egy adott rogzitett
irdnyban a végtelenhez tart.

Az LNAM nemkooperativ alkujatékkal valé implementacidjaval foglalko-
zunk ebben a cikkben. Megmutatjuk, hogy bizonyos esetekben elég nagy,
de véges biintetés kilatasba helyezésével is el lehet érni az LNAM-ot és igy
mindazok a modellek kozvetlentil alkalmazhatdk, amelyek a NAM-ot imple-
mentdljdk. Amennyiben ilyen véges biintetés nincs, akkor Rubinstein (1982)
valtakozd ajanlattételes alkumodelljének megfelel6 adaptaciéjaval megmu-
tatjuk, hogy ez a modell ugyanigy, mint a NAM-ot, az LNAM-ot is aszimp-
totikusan implementalja.

2 Poliedrikus lehetséges tartomany

Legyen C(a) = (F,—ar) egy kétszemélyes alkuprobléma, ahol r > 0, a>0.
Az F C Bf_ a lehetséges kimenetelek konvex, kompakt halmaza, r az egyet
nem értési (disagreement) irdny, « az egyet nem értés biintetésének mértéke.
Minden a-ra, a C(«) alkuproblémahoz tartozé Nash-féle alkumegolddsnak
(NAM) nevezziik a b(a) € IR% kimenetelt, ha b(a) az egyetlen megoldésa
az alabbi problémanak:

P(a): (x1 + ary)(zg + ary) — max
(131,132) cF.

Legyen

M= max (rizo+rewy).
(x1,22)€EF

M a feltételek miatt mindig létezik. Tekintsiik most a kévetkezd problémat
(amely nem fiigg a-t6l):
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Q:  r3z? +r?r3 — min
(131,132) cF

1Ty + 1oy = M .

@-nak egyetlen megoldédsa van, amelyet L-Nash alkumegolddsnak neveziink.
(Az L betd a limit széra utal). Az LNAM fogalom el6szér Forgd (1983)-ban
szerepel, részletes elemzése és kiilonboz6é tulajdonsagai pedig Forgd és Szi-
darovszky (2003)-ban taldlhaték meg. Ugyanitt szerepel a kovetkezd tétel,
amely a P(a) és a @) feladat megoldasai kozott 1étesit kapcsolatot:

2. Tétel. Ha b(a) a C(a) alkuprobléma NAM-ja, akkor lim,_.., b(a) = z,
ahol z az LNAM (a Q feladat megolddsa).

Megjegyezziik, hogy Forgd és Szidarovszky (2003)-ban &ltaldnosabban
szerepel ez a tétel (n-személyes alkuprobléméra), de ebben a cikkben csak
a kétszemélyes alkuproblémakkal foglalkozunk.

Fontos specialis eset, amikor az F politép. Ez a helyzet példaul akkor,
amikor F-et egy bimatrix jatékbol vagy egy tobbkritériumu dontési problé-
m&bdl szarmaztatjuk (lasd az 1. és 2. példdkat késGbb).

Forgé és Szidarovszky (2003)-ban erre vonatkozik a kovetkezd tétel:

3. Tétel. Ha F politop, akkor van olyan ag > 0, hogy minden o > o esetén
b(a) = z, vagyis a NAM megegyezik az LNAM-mal.

Ez a tétel akkor fontos, ha az LNAM-ot olyan nemkooperativ alkuji-
tékokkal akarjuk ezen jatékok NEP-jeként el6allitani, amelyeket a NAM-
ra dolgoztak ki. Ha azonban az LNAM nemkooperativ alkujatékként vald
realizaciéjara ezt az utat akarjuk kovetni, akkor az alkuprobléma primer
adataibdl elére kell tudnunk becsiilni azt az g kiiszobértéket, amely f6lé
emelve az egyet nem értés biintetésének mértékét, a NAM mar nem véltozik.

A 3. Tétel bizonyitésa Forgé és Szidarovszky (2003)-ban lényegében egzisz-
tencia bizonyitds és igy ebbdl kozvetlenill nem tudunk ap-ra becslést (felsd
korlatot) adni. Kétszemélyes alkuprobléma esetében azonban viszonylag egy-
szerlen, a probléma primer adataibdl tudunk ilyen becslést konstrudlni. Ezt
fogjuk most megtenni.

Tegyiik fel, hogy az F' politép cstcspontjai p1,...,pk és z az LNAM (a
Q feladat megolddsa). A P(«) feladat célfiggvénye igy is irhaté:

2129 + a(rize + rexy) + a?riry — max

Legyen p = (p1,p2),q4 = (q1,92) az F két Pareto-optimalis csicspontja.
Mivel a NAM mindig Pareto-optimélis feliileten van (ez az egyik axiémal),
ezért a P(a) feladat megolddsa vagy Pareto-optimélis csticspontban, vagy két
ilyen csicspont altal meghatarozott szakaszon van, amelyet Pareto-optimdlis
szakasznak fogunk nevezni. Legyen

T={x:x=XAp+(1-XN)q, 0< <1}
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a p és q pontok altal meghatarozott szakasz. A Nash-szorzat (P(«) célfiige-
vénye) a konstans tag elhagydsa utdn a T szakaszon a kovetkezd:

FO) =1+ (1 =Naq)(Ap2 + (1 = A)ga) + ari(Apz2 + (1 — N)ga) +
+ary(Apr + (1= Naq) -

Ha a NAM a [p, q] szakasz belsejébe esik, akkor ott

F'N) =2(p1 —q1)(p2 — @2)A+ (01 — @1)a2 + (P2 — @2) a1 +

+Oé(7‘1(p2 _q2)+7‘2(p1 _QI)) =0. (1)

Ez csak akkor dllhat fenn minden elég nagy a-ra, és ezéltal minden o > 0-
ra, ha

r1(p2 —q2) +72(p1 —q1) =0. (2)

Ez azt jelenti, hogy abban az esetben, amikor az LNAM egy Pareto-optimalis
szakasz belsejébe esik, akkor oy = 0. Mivel 11,75 > 0, p # q és [p, q] Pareto-
optiméalis szakasz, ezért (p1 — ¢1)(p2 — ¢2) < 0. fgy minden elég nagy a-ra a
NAM csak akkor eshet a [p, q] szakasz belsejébe, ha a

(P1 — @)@ + (P2 — @2)

) —w)

<1 (3)

egyenlStlenségek teljesiilnek. Ha (2) és (3) fenndllnak, akkor a [p, q] szakaszt
elfogadhatdonak nevezziikk. Ha a [p, q] szakasz elfogadhatd, akkor a Ap + (1 —
A)q pontot, ahol
(P11 —@1)g2 + (P2 — @2) 01

2(p1 — q1) (P2 — @2)

a [p, q] szakasz kritikus pontjdnak nevezziik. Konnyti 14tni, hogy ebbdl legfel-
jebb egy van. Legyen K a Pareto-optimalis csticspontok és a legfeljebb egy
Pareto-optimalis elfogadhatd szakasz kritikus pontjanak véges halmaza.

Az el6bbiek alapjan vildgos, hogy az LNAM a K halmaz pontjainak egyike
és meghatarozhaté az alabbi egyszeri algoritmussal:

Szamoljuk ki az rixo + roxifiiggvény értékét az F' csicspontjaiban. Ha
a maximum csak egyetlen pontban vétetik fel, akkor ez az LNAM. Ha kettd
pontban (ennél tobb nem lehet, mivel két dimenziéban vagyunk), akkor ezen
két pont altal meghatarozott szakasznak a kritikus pontja az LNAM, ameny-
nyiben ez 1étezik, vagy pedig a két csticspont koziil az, amelyikben a @) feladat
célfiiggvényértéke kisebb.

A NAM meghatérozisdra Kaneko (1992) adott egyszerti és hatékony véges
algoritmust.

Ezeket az eredményeket is fel fogjuk hasznalni arra, hogy egy fels6 becslést
adjunk arra az «q értékre, amelyre fennall, hogy minden a > ag esetén a
NAM és az LNAM egybeesik.

A fentiek alapjdn a K halmazbdl most mér kihagyhatjuk a kritikus pontot
(maradnak az F' Pareto-optimdlis csiicspontjai), mivel arra mar megvan az
egzakt ag = 0 als6 korlat.

A=—
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Legyen b(a) a NAM az a paraméter fiiggvényében, z az LNAM és tegyiik
fel, hogy b(a) # z. Ekkor fennéllnak az aldbbi egyenlétlenségek:

M =1r129 + 1021 > leg(a) + roby (a)

2122 + a(r12z2 + roz1) = 2120 + aM < bi(a)ba (@) + a(ribe(a) + r2bi(ar)) .
A miésodik egyenlétlenség azért szigord, mert barmely o > 0-ra a NAM az

egyetlen maximalizaldja a Nash szorzatnak. Ezekbdl az egyenlGtlenségekbdl
azt kapjuk, hogy

(M — (riba(a) + rabi () < by(a)ba(@) — 2122 (4)

g(b(@)) := M —(r1ba() +r2b1(a)) nem lehet 0, mert akkor a jobb oldalnak
pozitivnak kellene lenni, ami ellentmond annak, hogy z a @ feladat egyetlen
megoldésa.

Ha b(a) € K, akkor legyen

= i M — >0,
s yeKrgl(T}l,)w( (r1y2 + r2y1))
S = ;Ileal}({ Y1Y2 -
Ekkor (4)-bél az aldbbi egyenlétlenséget kapjuk:
S — S
S S

mivel z > 0.
Nézziik most azt az esetet, amikor b(a) ¢ K. Ez akkor fordulhat el6, ha

C:=ri(ps—q)+7r2lp1 —q1) #0.

(Ha C = 0, akkor azt mér lattuk, hogy ha (3) nem &ll fenn, akkor a NAM
a [p,q] szakasz egyik végpontjiba esik, ezek pedig definicié szerint benne
vannak a K halmazban.)
Legyen A =2(p1 — q1)(p2 — @2), B = (p1 — q1)¢2 + (2 — q2)q1- Ekkor az
(1) egyenl8ség igy néz ki:
AN+ B+Ca=0.
Ebbdl
—-A\N—B
a=——.
C
Mivel azt mar lattuk, hogy A <0és 0 < A < 1, ezért
—AN—B - —A+|B|
o =
c C]
Ezt (5)-tel 6sszevetve azt kapjuk, hogy ha a NAM és az LNAM kiilénboznek,
akkor abban az esetben, ha C' # 0, és b(a) € [p, q, akkor

< max {2 ZA+IBl
«Q a. S, |C| s
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ha pedig C = 0, akkor
S
o< —.
S
Ha tehat
C¥|

a — ClB értékek maximuma az F' Pareto-optimalis szakaszain (C # 0), és

S —A'+|B"|
ap = max{;,w}, C#O
2, C=0

S

akkor a > ag esetben a NAM egybeesik az LNAM-mal.

Lathattuk, hogy aq kiszamitasahoz csak eredeti adatok, F' csucspontjai,
valamint az r egyet nem értési irdany sziikségesek. Ha a problémat egy
bimatrix jatékbdl szarmaztatjuk, akkor az F' csucspontjai kifizetésparosokbol
keriilnek ki és eleve rendelkezésre allnak.

1. Példa. Tekintsiik a kozismert Gydva nyul bimatrix jatéknak azt a
valtozatat, amelyben a jatékosok aszimmetridja abban nyilvanul meg, hogy
az egyet nem értés az egyiknek Otszor jobban ,,f4j”, mint a mésiknak. Az A
és B jatékos kifizetOmatrixa a ,,kitér, nem tér ki’ tiszta stratégiaparosokra

az alabbi:
6 1 6 7
a=(74) ==(V0)

A kimenetelek sikjan hirom Pareto-optimalis pont van:

pP= (177)7 q= (676)7 t = (73 1)

és két Pareto-optimalis szakasz: [p,q] és [q,t]. Tegyiik fel, hogy az egyet
nem értési irdny: r = (5,1). Ekkor a Pareto-optimalis csicspontokban az
r122 + rowy fiiggvény értéke rendre 36,36 és 12. Sem a [p,q] sem a [q, t]
szakaszon nincs kritikus pont. A [p, q] szakasz esetében C = 0, igy csak az S
és s értékeket kell kiszamolni. Ezek az értékek rendre: S = 36, s = 24, amely-
bél az ag = 1.5 értéket kapjuk. A [q,t] szakasz esetében C' = 24, A = —10,
B =34, amibsl 5P = 1.83. Tgy az ag-ra a max{1.5,1.83} = 1.83 értcket
kapjuk. Ez elég j6 becslés, mert a legkisebb ag, amely mellett a NAM és
LNAM egybeesik, 0.

2. Példa. A tobbkritériumi dontési problémét (TKDP) el lehet helyezni
jatékelméleti kornyezetben is (14sd Forgé (1983), Forgé és Szidarovszky (2003).
Ekkor az egyes kritériumokhoz rendeljik a jatékosokat, akik valasztanak
egyet az alternativak kozil. Kifizetés csak akkor van, ha mindenki ugyanazt
az alternativat vélasztotta, ellenkez6 esetben a kifizetés tart a —oo-hez, egy
adott egyet nem értési irdny mentén. Mint azt Forgd és Szidarovszky (2003)
bebizonyitotta, a tobbkritériumd dontési probléma, amennyiben az egyes
kritériumokat pozitiv stulyokkal latjuk el és linearis silyozas alapjan valasztjuk
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ki a legjobb alternativét, ekvivalens a hozzarendelt jaték LNAM-jdnak meg-
hatarozasaval, ahol az egyet nem értési irany komponensei az egyes silyok
reciprokai. Ha a linearis silyozas alapjan tobb alternativa kozott holtverseny
alakul ki, akkor koziiliik a @ feladat megoldasaval valasztjuk ki a TKDP
megolddsdt. Nagyon sok esetben az egyes kritériumokat egyének és/vagy
szervezetek testesitik meg, akiknek az alkuja révén alakul ki a kompromisszu-
mos megoldds. Természetes modon adddik, miutan a silyokbdl kiszamoltuk
az egyet nem értési irdnyt, hogy kiszamitsunk az elobbiek szerint egy fels
korlatot arra a kiiszobértékre, amelyen feliil az igy kapott egyet nem értési
pontot hasznalva a nem-kooperativ Nash alkumodellek egyensilypontként
allitjak el6 a TKDP egyszeri stilyozassal kivalasztott ,,megoldasat”. Mi most
is természetesen csak a kétszemélyes (két kritériumi) esettel foglalkozunk.

Nézziink egy egyszerii esetet, ahol az egyes alternativakat az alabbi vek-
torok jellemzik:

a=1(2,3), b=(1,6), c=(3,2)

A kritériumokhoz a (£, %) sulyvektort rendeljiik, amely azt jelenti, hogy a
jatékelméleti modellben az egyet nem értési irdny r = (2,3), az F halmaz
cstcspontjai pedig a,b,c. Ezekbél b és ¢ Pareto-optimélis pontok, a [b, c]
szakasz pedig az egyetlen Pareto-optimélis szakasz. Az LNAM a z = b pont.
Most C =2#0, A=—16, B=28, S =6, s =8 és fgy ag = —atlBl — 12,

IC]
A legkisebb g, amely mellett a NAM és LNAM egybeesik, 4.

3 Sima Pareto-hatar

Ha a lehetséges kimenetelek halmaza nem poliedrikus, akkor nem feltétleniil
van olyan «g , hogy minden o > ag-ra a NAM és az LNAM egybeesik. Az
alabbi alkuprobléma egy példa erre az esetre.

3. Példa. Legyen az F = {(z,y) € IRY : 2° +y? < 1} a lehetséges kime-
netelek halmaza, az r = (1, 3) pedig az egyet nem értési irdny. Az LNAM a
3x + y linedris fliggvény maximumpontja, ami a (%, \/;1_0) pont. Rogzitett
a > 0 egyet nem értési blintetés mérték mellett a NAM az

(z + a)(y + 3a) — max

(z,y) € F

feladat megolddsa. Mivel a NAM az 2% +y? = 1 4ltal meghatdrozott Pareto-
hataron van, a fenti feladat ekvivalens az

(z + a)(y + 3a) — max

sz 4 yQ -1
Lagrange-feladattal. Kénny{i beldtni, hogy a ( \/km, \/;1_0) pont semmilyen A
ia

Lagrange-multiplikator érték mellett sem elégiti z

y+3a—2 =0
r4+a—2\y=0
x2+y2:1
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elsérendu feltételeket egyetlen o > 0 mellett sem.

Mint ebbél a példabdl latszik, az LNAM implementédlasdhoz vagy a NAM
implementalasait kell médositani, vagy esetleg teljesen ujakat konstrudlni
abban az esetben, amikor nincs olyan g, hogy minden a > «ag-ra a NAM és
az LNAM egybeesik.

Mi a kovetkez6kben Rubinstein wdltakozd ajdnlattételes (VA) modelljét,
Rubinstein (1982), hasznaljuk fel kiindulépontnak az LNAM implementala-
sara az alkuproblémak egy specidlis osztalyanak esetében.

Legyen C(a) = (F,—ar) egy kétszemélyes alkuprobléma, ahol r > 0
az egyet nem értési irdny, a > 0 az egyet nem értés buntetésének mértéke,
F={(z,y) € R% : y < g(v)} a lehetséges kimenetelek halmaza. Feltessziik,
hogy ¢ : IR; — IR monoton csckkend, folytonosan differencialhato, szigorian
konkav fiiggvény. Az igy definidlt alkuprobléma osztélyt (o minden lehetséges
értékére) nevezziik roviden C alkuprobléménak.

Az F halmaz gy konvex, kompakt, és az y = g(z) éltal meghatarozott
Pareto-hatdra ,,sima”. Legyen a = ¢g~1(0), b = g(0) (¢~ 1étezik g mono-
tonitdsa miatt). Az F-et igy az aldbbi egyenlétlenség rendszer lehetséges
megoldasaiként is lehet definidlni:

0<zr<a
0<y<b (6)
y<g(z).

C(a)-nak minden a-ra létezik NAM-ja, amelyet az (z + ary)(y + ary) Nash
szorzat egyértelmii maximumpontjaként kapunk. Ezeknek a hatérértéke, ha
a — 0o az LNAM, amelyet viszont az reox + r1y linedris fliggvény szintén
egyértelmii maximumpontjaként nyerhetiink. Az egyértelmiiséget a g fiigg-
vény szigori konkavitdsa biztositja. Mivel mind a NAM, mind az LNAM a
Pareto hataron van, ezért (6)-ban az y = g(z)-szel lehet az y < g(z) egyenlét-
lenséget helyettesiteni, és igy mind a NAM, mind az LNAM meghatarozésa-
kor a [0, a] zart intervallumon egy egyvaltozds fiiggvényt kell maximalizélni.
Adott a-ra a NAM-ot az

f(z) = (z + ari)(g(z) + arz) — max
0<zr<a

(7)
feladat megolddsaval kapjuk. A célfiiggvény elsé derivaltja:
f'(@) = g(z) + g (2) + a(r1g'(x) + 12)

£1(0) = g(0) + a(r1g'(0) + 72) -

Hag'(0) < -2 ésa>ag= —ﬁ%, akkor f'(0) < 0, ésigy a (7) feladat
megolddsa © = 0, y = ¢(0), ami egyuttal az LNAM is.
Vegyiik most a célfiiggvény derivaltjat az x = a pontban

f'(a) = g(a) + ag'(a) + a(r1g'(a) + r2) = ag'(a) + a(r1g'(a) + r2) .
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Ha f’(a) > 0, akkor = a a (7) feladat optimélis megolddsa. Ez tetszélegesen
nagy a-ra akkor és csak akkor allhat fenn, ha r;¢'(a) + r2 > 0. Ekkor, ha

—ag'(a)

>0 = ———"
« (&7s) Tlgl(a)+7‘2

akkor a NAM és az LNAM egybeesnek. Ezt az eredményt tétel forméjaban
is megfogalmazzuk.

4. Tétel. Ha a C alkuprobléma osztdlyra fenndll, hogy vagy ¢'(0) < —32,
vagy pedig g'(a) > —%, akkor van olyan véges agp, hogy minden o > «g

esetében az LNAM egybeesik a NAM-al.

Kovetkezmény. Ha a 4. Tétel feltételei fennallnak, akkor minden olyan
implementécié, amely eldéallitja a NAM-ot, kelléen nagy egyet nem értési
,,biintetés” mellett az LNAM-ot is elééllitja.

A tovébbiakban tehdt csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a C-
be tartozé alkuproblémék LNAM-ja a Pareto-felilet (relativ) bels6 pontja.
Ekkor az LNAM az

ToX + T1Y — max
y=g(z)
Lagrange-feladat megolddsa. Ha (a*, y*) az LNAM, akkor az elsérendii
feltételbdl a kovetkezo egyenldségeket kapjuk:

g'(a") = — ®
y*=g(z").

Ennek az egyenletnek a megoldédsa egyértelmi (mivel ¢ monoton csékkend),
és az pontosan z*.

A VA modell diszkrét idével dolgozik: t = 1,2,.... Ajanlatnak nevezziik
az F egy pontjat. A jatékosok felvéltva tesznek ajanlatokat, minden pératlan
idopontban az elsé jatékos, minden paros idopontban a masodik. Ha az egyik
jatékos ajanlatat a masik elfogadja, akkor ez lesz a kifizetés, és a jatéknak
vége. Ha nem, akkor 6 > 0 valdsziniséggel az alkufolyamat megszakad, a
jatéknak vége, a jatékosok rendre a —ar; és —ars ,,biintet6” kifizetéseket
kapjdk. Az alkufolyamat 1— ¢ valdszintiséggel folytatddik, és ijabb ajanlatot
tesz valaki, aki éppen soron van.

Ebben a jatékban egy stratégia az a terv (fiiggvény), amely barmely id6-
pontban egy ajanlatot rendel a korabbi ajanlatok alkotta barmely lehetséges
torténethez. A NEP-et és a részjaték tokéletes NEP-et ebben a jatékban a
szokéasos médon definidljuk. Azt a specidlis stratégidt, amelyben az ajanlat-
tételek nem fiiggnek (konstansok) a korabbi torténettdl, stacioner stratégidnak
nevezzik.

Rubinstein alapveto tétele a kovetkez6, amelyet rogzitett egyet nem értési
pont (« rogzitett) esetére bizonyitott.

5. Tétel (Rubinstein (1982), Osborne és Rubinstein (1994)). A VA jdtéknak
egyetlen részjaték tokéletes NEP-je van, amely stacioner stratégiakbol dll.
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fgy a jaték lefolydsa, ha a jatékosok az egyetlen (x*, y*) stacioner stratégidt
jatsszak, igen rovid. Az els6 jatékos a t = 1 id6pontban megteszi az (x*,y*)
ajanlatat, amit a masodik jatékos elfogad, megtorténnek a kifizetések és a
jaték véget ér. Jegyezzilk meg, hogy (x*,y*) fiigg a ¢ valdsziniiségtol.
Szamunkra fontos még a kovetkezo tétel is.

6. Tétel (Rubinstein (1982), Osborne és Rubinstein (1994)). Ha 6 > 0,
akkor a VA jaték egyetlen stacioner stratégidjiban a kifizetések tartanak a
NAM-hoz, ha 6 — 0.

A VA jaték tehdt a NAM aszimptotikus implementédcidja és igy ha 6-t
elég kicsinek vélasztjuk, akkor tetszélegesen kozel keriilhetiink a NAM-hoz.

Mi a helyzet az LNAM-al? Ha olyan aszimptotikus implementéciét sze-
retnénk, amely a 6. Tételen nyugszik, akkor az a és ¢ paraméterek értékét
egyszerre kellene a végtelenhez illetve a nulldhoz tartatni, és még a két kon-
vergencia egymashoz valé viszonyaval is torédni kell. FEzt dgy csindljuk
meg, hogy vesziink egy 0 < B < 1 paramétert, és definidlunk egy olyan
VA jatékot, amelyben a biintetés mértéke a = %, a targyalasok megsza-
kadésanak valdsziniisége pedig § = 32. Az ezekkel a paraméterekkel definidlt
VA jétékot jeloljik VA(B)-val.

7. Tétel. Bdrmely A > 0 szdmhoz van olyan By, hogy minden 0 < 3 < By
esetén a VA(B) jaték egyetlen részjiték tokéletes NEP-jénck kifizetésvektora
A-ndl kisebb tdvolsagra van az LNAM-tdl.

Bizonyitds. Rogzitett 3 esetén az 5. Tétel értelmében a VA(S) jatéknak
van egyértelmiien meghatarozott részjaték tokéletes NEP-je. Konnyt beldtni
(ldsd példdul Forgd et al. (1999), hogy ennek az egyensilypontnak olyan
stacioner stratégiakbol kell allni, hogy barmelyik jatékos szdmara kézombos
legyen, hogy a masik ajanlatat elfogadja-e vagy visszautasitja-e.

Ha tehat (21, y') az elsé jatékos ajanlata, akkor a masodik jétékos (22, y?)
ajanlatara fenn kell allni az aldbbi egyenloségeknek:

y' =g(a')
y* = g(a®)
22 = §(—ar) + (1 — §)z?
v = 8(-ars) +(1- o)
Egyensilyban ' = 22, y' = 32. Az indexeket elhagyva azt kapjuk, hogy
(x,y) € F akkor és csak akkor egyenstlyi ajanlat, ha x kielégiti a

g9(x) + bary — (1 = 6)g(—bary + (1 —6)z) =0

egyenletet. Ha rogzitjiik az x* egyensilyi ajanlatot, és o = 1, § = 32, akkor

08 > 0-ra a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

f(B) = g(a*) + Bra — (1= B*)g(— Bri+ (1 - 5%)z") = 0.
Mindkét oldal ( szerinti derivéltjat véve kapjuk a
F'(B) =r2 +2Bg(=Pr1 + (1 = p*)2") + (1 = 82)g'(=fr1 + (1 = %)2") =0

1
ﬁ)
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egyenletet, ami szintén minden 3 > 0 esetén fennall. Rogzitett [S-ra a
fenti egyenletnek egyetlen x(/3) megolddsa van (lasd Forgd et al. (1999),
310. oldal). Minden 8 > O-ra x(8) € F, és mivel F' kompakt, ¢’ folytonos,
igy minden {f;} nullsorozatra {x(5;)} minden torlédési pontja kielégiti az

f(0)=ra+mg'(x)=0

egyenletet. A ¢’ fliggvény monoton csokkend, ezért a

) = 12
g'(x) = -
egyenletnek egyetlen megolddsa van, ami (8) miatt megegyezik az x*-gal, ami
pontosan az elsé jatékos kifizetése az LNAM-ban.
A 7. Tétel allitdsat ugy is meg lehet fogalmazni, hogy a VA jaték aszimp-
totikus implementdcidja az LNAM-nak, az adott feltételek mellett.

4 Osszefoglalas

Megmutattuk, hogy kétszemélyes jatékok esetében az LNAM megolddst asz-
imptotikusan el6 lehet allitani a Rubinstein-féle VA jaték részjaték tokéletes
NEP-jeként mind sima, mind szakaszonként linedris (a lehetséges kimenetelek
halmaza politép) Pareto-hatar esetében. Politép lehetséges kimenetelek hal-
maza és bizonyos nem-politép esetben az alkuprobléma primer adataibdl
becsiilve tudunk olyan g szamot megadni, hogy minden o > «g esetén az
LNAM megoldéds egybeesik az a biintetés-mértékii Nash-féle alkuprobléma
megoldasaval. Ezekben az esetekben minden olyan implementécid, amely
elééllitja a NAM-ot, egyuttal az LNAM-ot is eléallitja, ha az « ,,biintets”
paraméter elég nagy.

Az eredmények kétszemélyes alkuproblémékra vonatkoznak. A kiter-
jesztés n-személyes alkuproblémakra nem trivialis, és tovabbi kutatast igényel.
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ON IMPLEMENTING THE L-NASH SOLUTION IN TWO-PERSON
BARGAINING GAMES

According to the ,,Nash program” every axiomatically determined cooperative so-
lution to a game should also be obtained as a noncooperative Nash outcome of a
reasonable noncooperative bargaining game. The L-Nash solution defined by Forgé
(1983) can be characterized as the limiting point of the Nash bargaining solution
when the disagreement point goes to negative infinity in a fixed direction. In Forgé
and Szidarovszky (2003), the L-Nash solution was related to the solution of multi-
citeria decision making problems and two different axiomatizations of the L-Nash
solution were also given in this context. In this paper, finite bounds are established
for certain special two-person bargaining problems, making it possible to apply all
the implementation models designed for the Nash bargaining problem to obtain the
L-Nash solution as well. For another set of problems where this method does not
work, a version of Rubinstein’s alternative offer game is shown to asymptotically
implement the L-Nash solution.



