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AZ L-NASH MEGOLD¶AS IMPLEMENT¶ACI¶OJ¶AR¶OL
K¶ETSZEM¶ELYES ALKUPROBL¶EM¶AK ESET¶EN1

FORG¶O FERENC
Budapesti Corvinus Egyetem

A ,,Nash program" c¶elkit}uz¶ese, hogy minden axiomatikusan meghat¶arozott
kooperat¶³v j¶at¶ek megold¶as¶at egy megfelel}o nemkooperat¶³v alkuj¶at¶ek r¶eszj¶at¶ek
tÄok¶eletes Nash egyens¶ulypontjak¶ent is el}o tudjuk ¶all¶³tani. Ebben a cikkben az
¶ugynevezett L-Nash megold¶ast vizsg¶aljuk ebb}ol a szempontb¶ol. A k¶etszem¶e-
lyes alkuprobl¶em¶ak egy sz¶eles oszt¶alya eset¶en bebizony¶³tjuk, hogy az L-Nash
megold¶as kooperat¶³v alkuj¶at¶ek egyens¶ulyi ki¯zet¶esek¶ent val¶o el}o¶all¶³t¶as¶ara min-
den olyan implement¶al¶as alkalmas, amely mag¶at a Nash alkumegold¶ast is el}o
tudja ¶all¶³tani. A probl¶em¶ak egy m¶asik oszt¶alya eset¶eben az L-Nash megold¶ast
aszimptotikusan ¶all¶³tja el}o Rubinstein v¶altakoz¶o aj¶anlatt¶eteles alkuj¶at¶ek¶anak
megfelel}o m¶odos¶³t¶asa.

1 Bevezet¶es

TÄobb, mint Äotven ¶ev telt el Nash ir¶anymutat¶o munk¶ainak (Nash (1950),
(1953)) megjelen¶ese ¶ota, de az a kutat¶asi ir¶any, amelyet meghirdetett, ¶es
amely Nash-program n¶even v¶alt kÄozismertt¶e, m¶eg mindig ¶ujabb ¶es ¶ujabb
eredm¶enyeket produk¶al ¶es mintegy ir¶anyt}uÄul szolg¶al azok sz¶am¶ara, akik j¶a-
t¶ekelm¶eleti kutat¶asaikban egy modellt, vagy megold¶askoncepci¶ot k¶et oldalr¶ol
is meg szeretn¶enek kÄozel¶³teni. Ennek a vizsg¶alati m¶odszernek a legkit}un}obb
p¶eld¶aj¶at maga Nash adta, aki a k¶etszem¶elyes kooperat¶³v j¶at¶ekok axiomatikus
¶es alkumodellk¶ent val¶o elemz¶es¶et Äosszekapcsolta, ezzel p¶eld¶at mutatva a ko-
operat¶³v ¶es nemkooperat¶³v j¶at¶ekelm¶elet egyÄuttes alkalmaz¶as¶ara.

A Nash ¶altal vizsg¶alt modell egyszer}u, minden sallangt¶ol megtiszt¶³tott ¶es
csak a l¶enyegre koncentr¶al: hogyan egyezhet meg k¶et j¶at¶ekos abban, hogy
a lehets¶eges kimenetelek halmaz¶ab¶ol (a hasznoss¶agi t¶erben) mely elemet v¶a-
lassz¶ak ki kÄozÄos megegyez¶essel. Tudv¶an azt, hogy ez a megegyez¶es valami-
lyen alkufolyamat eredm¶enye lehet, a probl¶em¶at alkumegold¶asnak (bargaining
solution) nevezte.

JelÄoljÄuk F -fel a lehets¶eges kimenetelek (ki¯zet¶esek) halmaz¶at ¶es d =
(d1; d2)-vel az egyet nem ¶ert¶esi (disagreement) ki¯zet¶est. Az (F;d) p¶arost,
ahol F ½ IR2

+, d 2 IR2, k¶etszem¶elyes alkuprobl¶em¶anak nevezzÄuk. FeltesszÄuk,
hogy F konvex, kompakt ¶es van olyan x 2 F , hogy x > d. Ez egy ki-
csit kev¶esb¶e ¶altal¶anos megfogalmaz¶as, mint Nash¶e, de a l¶enyeget nem ¶erinti.
A (kooperat¶³v) j¶at¶ek abb¶ol ¶all, hogy a k¶et j¶at¶ekos t¶argyal egym¶assal arr¶ol,

1Be¶erkezett: 2006. okt¶ober 22. A kutat¶as az OTKA T046194 p¶aly¶azat keret¶eben
k¶eszÄult. E-mail: ferenc.forgo@uni-corvinus.hu.
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hogy F melyik elem¶et v¶alassz¶ak. Ha sikerÄul megegyezni, ¶es a v¶alaszt¶as
x¤ 2 F , akkor az els}o j¶at¶ekos megkapja az x¤

1 ki¯zet¶est, a m¶asodik pedig
x¤

2-ot. Ha nem sikerÄul meg¶allapodniuk, akkor az els}o j¶at¶ekos a d1, a m¶asodik
a d2 ,,bÄuntet}o" ki¯zet¶est kapja. Ha adott az (F;d) alkuprobl¶ema, akkor
mit tekintsÄunk megold¶asnak? JelÄoljÄuk A-val az alkuprobl¶em¶ak halmaz¶at.
Egy Ã : A ! IR2 fÄuggv¶enyt megold¶asfÄuggv¶enynek vagy rÄoviden megold¶asnak
nevezÄunk.

Az axiomatikus megkÄozel¶³t¶es igyekszik kÄovetelm¶enyeket megfogalmazni,
amelyek intuit¶³ven elfogadhat¶ok, ¶es egy¶ertelm}uen meghat¶aroznak egy megol-
d¶ast. Nash axi¶om¶ai (kÄovetelm¶enyei) a kÄovetkez}oek:

1. Lehets¶egess¶eg: minden (F;d) alkuprobl¶em¶ara Ã(F;d) 2 F .

2. Racionalit¶as: minden (F;d)-re Ã(F;d)¸ d.

3. Pareto-optimalit¶as: ha f 2F ¶es f ¸ Ã(F;d), akkor f = Ã(F;d).

4. Sk¶ala fÄuggetlens¶eg: ha ®1; ®2 > 0, ¯1, ¯2 tetsz}oleges, ¶es

d0 = (®1d1 + ¯1; ®2d2 + ¯2)

F 0 = f(®1x1 + ¯1; ®2x2 + ¯2) : (x1; x2) 2 Fg;

akkor Ã(F 0;d0) = (®1Ã1(F;d) + ¯1; ®2Ã2(F;d) + ¯2).

5. Kedvez}otlen alternat¶³v¶akt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eg: ha F 0 ½ F; (F 0;d) 2 A;
¶es Ã(F;d) 2 F 0, akkor Ã(F 0;d) = Ã(F;d).

6. Szimmetria: ha (x1; x2) 2 F akkor ¶es csak akkor, ha (x2; x1) 2 F ¶es
d1 = d2, akkor Ã1(F;d) = Ã2(F;d).

TekintsÄuk a kÄovetkez}o maximum feladatot, amelynek c¶elfÄuggv¶eny¶et Nash
szorzatnak nevezzÄuk:

(x1 ¡ d1)(x2 ¡ d2) ! max

(x1; x2) 2 F

x1 ¸ d1

x2 ¸ d2 :

Ennek a feladatnak pontosan egy megold¶asa van, melyet Nash-alkumegol-
d¶asnak (NAM) nevezÄunk. Legyen ' az a megold¶asfÄuggv¶eny, amely minden
alkuprobl¶em¶ahoz a NAM-ot rendeli.

1. T¶etel (Nash 1950). ' az egyetlen megold¶asfÄuggv¶eny, amely az 1-6. kÄove-
telm¶enyeket kiel¶eg¶³ti.

Ez a megkÄozel¶³t¶es semmit sem mond a konkr¶et alkufolyamatr¶ol, csak a
v¶egeredm¶enyt karakteriz¶alja az axi¶om¶ak seg¶³ts¶eg¶evel. Nash eredeti gondo-
lata volt, hogy minden alkuprobl¶em¶ahoz konstru¶aljunk egy nem-kooperat¶³v,
az alkufolyamatot r¶eszletesebben modellez}o j¶at¶ekot ¶ugy, hogy lehet}oleg en-
nek a j¶at¶eknak egyetlen r¶eszj¶at¶ek tÄok¶eletes Nash egyens¶ulypontja (NEP)
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legyen ¶es ebben az egyens¶ulypontban a j¶at¶ekosok ki¯zet¶ese egyezz¶ek meg
az axi¶om¶akkal egy¶ertelm}uen meghat¶arozott NAM-mal. A j¶at¶ekot ¶ugy kell
megkonstru¶alni, hogy a kooperat¶³v megold¶as expliciten semmi esetre sem
szerepeljen a j¶at¶ek le¶³r¶as¶aban ¶es lehet}oleg mag¶at a megold¶ast ne haszn¶aljuk
a j¶at¶ek param¶etereinek meghat¶aroz¶as¶ahoz.

Egy ilyen nemkooperat¶³v j¶at¶ekra maga Nash mutatott p¶eld¶at (Nash (1953)),
amelyet tÄobb m¶as kÄovetett (pl. Rubinstein (1982), Howard (1992)). Ezt
a vizsg¶alati m¶odszert, az axiomatiz¶al¶as ¶es a nem-kooperat¶³v implement¶aci¶o
harmoniz¶al¶as¶at egy¶eb megold¶asok (p¶eld¶aul a Kalai-Smorodinsky megold¶as,
Moulin (1984), a Shapley ¶ert¶ek, Dasgupta ¶es Chiu (1998) eset¶ere is alkalmaz-
t¶ak a Nash program ir¶anymutat¶as¶at kÄovetve. Nem c¶elunk a Nash program
teljes ¶attekint¶ese, Binmore, K. et al. (1992) ¶es Serrano (2005) munk¶ai ezt
megteszik.

Ebben a cikkben egy olyan kooperat¶³v megold¶as nemkooperat¶³v imple-
ment¶aci¶oj¶aval foglalkozunk, amely el}oszÄor Forg¶o (1983) munk¶aj¶aban jelent
meg, majd Forg¶o ¶es Szidarovszky (2003) az axi¶omatiz¶al¶assal ¶es a tÄobbkrit¶e-
rium¶u dÄont¶esekkel val¶o kapcsolat¶anak kimutat¶as¶aval eg¶esz¶³tette ki. Ebben a
dolgozatban haszn¶alt¶ak a szerz}ok az L-Nash megold¶as (LNAM) elnevez¶est.
Az LNAM azt a megold¶ast jelenti, amelyet a NAM-ok hat¶ar¶ert¶ekek¶ent ka-
punk akkor, ha az egyet nem ¶ert¶es bÄuntet¶es¶enek m¶ert¶eke egy adott rÄogz¶³tett
ir¶anyban a v¶egtelenhez tart.

Az LNAM nemkooperat¶³v alkuj¶at¶ekkal val¶o implement¶aci¶oj¶aval foglalko-
zunk ebben a cikkben. Megmutatjuk, hogy bizonyos esetekben el¶eg nagy,
de v¶eges bÄuntet¶es kil¶at¶asba helyez¶es¶evel is el lehet ¶erni az LNAM-ot ¶es ¶³gy
mindazok a modellek kÄozvetlenÄul alkalmazhat¶ok, amelyek a NAM-ot imple-
ment¶alj¶ak. Amennyiben ilyen v¶eges bÄuntet¶es nincs, akkor Rubinstein (1982)
v¶altakoz¶o aj¶anlatt¶eteles alkumodellj¶enek megfelel}o adapt¶aci¶oj¶aval megmu-
tatjuk, hogy ez a modell ugyan¶ugy, mint a NAM-ot, az LNAM-ot is aszimp-
totikusan implement¶alja.

2 Poliedrikus lehets¶eges tartom¶any

Legyen C(®) = (F;¡®r) egy k¶etszem¶elyes alkuprobl¶ema, ahol r > 0; ®>0.
Az F ½ IR2

+ a lehets¶eges kimenetelek konvex, kompakt halmaza, r az egyet
nem ¶ert¶esi (disagreement) ir¶any, ® az egyet nem ¶ert¶es bÄuntet¶es¶enek m¶ert¶eke.
Minden ®-ra, a C(®) alkuprobl¶em¶ahoz tartoz¶o Nash-f¶ele alkumegold¶asnak
(NAM) nevezzÄuk a b(®) 2 IR2

+ kimenetelt, ha b(®) az egyetlen megold¶asa
az al¶abbi probl¶em¶anak:

P (®) : (x1 + ®r1)(x2 + ®r2) ! max

(x1; x2) 2 F :

Legyen
M = max

(x1;x2)2F
(r1x2 + r2x1) :

M a felt¶etelek miatt mindig l¶etezik. TekintsÄuk most a kÄovetkez}o probl¶em¶at
(amely nem fÄugg ®-t¶ol):
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Q : r2
2x

2
1 + r2

1x
2
2 ! min

(x1; x2) 2 F

r1x2 + r2x1 = M :

Q-nak egyetlen megold¶asa van, amelyet L-Nash alkumegold¶asnak nevezÄunk.
(Az L bet}u a limit sz¶ora utal). Az LNAM fogalom el}oszÄor Forg¶o (1983)-ban
szerepel, r¶eszletes elemz¶ese ¶es kÄulÄonbÄoz}o tulajdons¶agai pedig Forg¶o ¶es Szi-
darovszky (2003)-ban tal¶alhat¶ok meg. Ugyanitt szerepel a kÄovetkez}o t¶etel,
amely a P (®) ¶es a Q feladat megold¶asai kÄozÄott l¶etes¶³t kapcsolatot:

2. T¶etel. Ha b(®) a C(®) alkuprobl¶ema NAM-ja, akkor lim®!1 b(®) = z,
ahol z az LNAM (a Q feladat megold¶asa).

MegjegyezzÄuk, hogy Forg¶o ¶es Szidarovszky (2003)-ban ¶altal¶anosabban
szerepel ez a t¶etel (n-szem¶elyes alkuprobl¶em¶ara), de ebben a cikkben csak
a k¶etszem¶elyes alkuprobl¶em¶akkal foglalkozunk.

Fontos speci¶alis eset, amikor az F polit¶op. Ez a helyzet p¶eld¶aul akkor,
amikor F -et egy bim¶atrix j¶at¶ekb¶ol vagy egy tÄobbkrit¶erium¶u dÄont¶esi probl¶e-
m¶ab¶ol sz¶armaztatjuk (l¶asd az 1: ¶es 2: p¶eld¶akat k¶es}obb).

Forg¶o ¶es Szidarovszky (2003)-ban erre vonatkozik a kÄovetkez}o t¶etel:

3. T¶etel. Ha F polit¶op, akkor van olyan ®0 ¸ 0, hogy minden ® > ®0 eset¶en
b(®) = z, vagyis a NAM megegyezik az LNAM-mal.

Ez a t¶etel akkor fontos, ha az LNAM-ot olyan nemkooperat¶³v alkuj¶a-
t¶ekokkal akarjuk ezen j¶at¶ekok NEP-jek¶ent el}o¶all¶³tani, amelyeket a NAM-
ra dolgoztak ki. Ha azonban az LNAM nemkooperat¶³v alkuj¶at¶ekk¶ent val¶o
realiz¶aci¶oj¶ara ezt az utat akarjuk kÄovetni, akkor az alkuprobl¶ema primer
adataib¶ol el}ore kell tudnunk becsÄulni azt az ®0 kÄuszÄob¶ert¶eket, amely fÄol¶e
emelve az egyet nem ¶ert¶es bÄuntet¶es¶enek m¶ert¶ek¶et, a NAM m¶ar nem v¶altozik.

A 3. T¶etel bizony¶³t¶asa Forg¶o ¶es Szidarovszky (2003)-ban l¶enyeg¶eben egzisz-
tencia bizony¶³t¶as ¶es ¶³gy ebb}ol kÄozvetlenÄul nem tudunk ®0-ra becsl¶est (fels}o
korl¶atot) adni. K¶etszem¶elyes alkuprobl¶ema eset¶eben azonban viszonylag egy-
szer}uen, a probl¶ema primer adataib¶ol tudunk ilyen becsl¶est konstru¶alni. Ezt
fogjuk most megtenni.

TegyÄuk fel, hogy az F polit¶op cs¶ucspontjai p1; . . . ;pk ¶es z az LNAM (a
Q feladat megold¶asa). A P (®) feladat c¶elfÄuggv¶enye ¶³gy is ¶³rhat¶o:

x1x2 + ®(r1x2 + r2x1) + ®2r1r2 ! max

Legyen p = (p1; p2);q = (q1; q2) az F k¶et Pareto-optim¶alis cs¶ucspontja.
Mivel a NAM mindig Pareto-optim¶alis felÄuleten van (ez az egyik axi¶oma!),
ez¶ert a P (®) feladat megold¶asa vagy Pareto-optim¶alis cs¶ucspontban, vagy k¶et
ilyen cs¶ucspont ¶altal meghat¶arozott szakaszon van, amelyet Pareto-optim¶alis
szakasznak fogunk nevezni. Legyen

T = fx : x =¸p + (1 ¡ ¸)q; 0 · ¸ · 1g
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a p ¶es q pontok ¶altal meghat¶arozott szakasz. A Nash-szorzat (P (®) c¶elfÄugg-
v¶enye) a konstans tag elhagy¶asa ut¶an a T szakaszon a kÄovetkez}o:

f(¸) = (¸p1 + (1 ¡ ¸)q1)(¸p2 + (1 ¡ ¸)q2) + ®r1(¸p2 + (1 ¡ ¸)q2) +

+ ®r2(¸p1 + (1 ¡ ¸)q1) :

Ha a NAM a [p;q] szakasz belsej¶ebe esik, akkor ott

f 0(¸) = 2(p1 ¡ q1)(p2 ¡ q2)¸ + (p1 ¡ q1)q2 + (p2 ¡ q2)q1 +

+ ®(r1(p2 ¡ q2) + r2(p1 ¡ q1)) = 0 :
(1)

Ez csak akkor ¶allhat fenn minden el¶eg nagy ®-ra, ¶es ez¶altal minden ® ¸ 0-
ra, ha

r1(p2 ¡ q2) + r2(p1 ¡ q1) = 0 : (2)

Ez azt jelenti, hogy abban az esetben, amikor az LNAM egy Pareto-optim¶alis
szakasz belsej¶ebe esik, akkor ®0 = 0. Mivel r1; r2 > 0, p 6= q ¶es [p;q] Pareto-
optim¶alis szakasz, ez¶ert (p1 ¡ q1)(p2 ¡ q2) < 0. ¶Igy minden el¶eg nagy ®-ra a
NAM csak akkor eshet a [p;q] szakasz belsej¶ebe, ha a

0 < ¡(p1 ¡ q1)q2 + (p2 ¡ q2)q1

2(p1 ¡ q1)(p2 ¡ q2)
< 1 (3)

egyenl}otlens¶egek teljesÄulnek. Ha (2) ¶es (3) fenn¶allnak, akkor a [p;q] szakaszt
elfogadhat¶onak nevezzÄuk. Ha a [p;q] szakasz elfogadhat¶o, akkor a ¸p + (1 ¡
¸)q pontot, ahol

¸ = ¡(p1 ¡ q1)q2 + (p2 ¡ q2)q1

2(p1 ¡ q1)(p2 ¡ q2)

a [p;q] szakasz kritikus pontj¶anak nevezzÄuk. KÄonny}u l¶atni, hogy ebb}ol legfel-
jebb egy van. Legyen K a Pareto-optim¶alis cs¶ucspontok ¶es a legfeljebb egy
Pareto-optim¶alis elfogadhat¶o szakasz kritikus pontj¶anak v¶eges halmaza.

Az el}obbiek alapj¶an vil¶agos, hogy az LNAM a K halmaz pontjainak egyike
¶es meghat¶arozhat¶o az al¶abbi egyszer}u algoritmussal:

Sz¶amoljuk ki az r1x2 + r2x1fÄuggv¶eny ¶ert¶ek¶et az F cs¶ucspontjaiban. Ha
a maximum csak egyetlen pontban v¶etetik fel, akkor ez az LNAM. Ha kett}o
pontban (enn¶el tÄobb nem lehet, mivel k¶et dimenzi¶oban vagyunk), akkor ezen
k¶et pont ¶altal meghat¶arozott szakasznak a kritikus pontja az LNAM, ameny-
nyiben ez l¶etezik, vagy pedig a k¶et cs¶ucspont kÄozÄul az, amelyikben a Q feladat
c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶eke kisebb.

A NAM meghat¶aroz¶as¶ara Kaneko (1992) adott egyszer}u ¶es hat¶ekony v¶eges
algoritmust.

Ezeket az eredm¶enyeket is fel fogjuk haszn¶alni arra, hogy egy fels}o becsl¶est
adjunk arra az ®0 ¶ert¶ekre, amelyre fenn¶all, hogy minden ® > ®0 eset¶en a
NAM ¶es az LNAM egybeesik.

A fentiek alapj¶an a K halmazb¶ol most m¶ar kihagyhatjuk a kritikus pontot
(maradnak az F Pareto-optim¶alis cs¶ucspontjai), mivel arra m¶ar megvan az
egzakt ®0 = 0 als¶o korl¶at.
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Legyen b(®) a NAM az ® param¶eter fÄuggv¶eny¶eben, z az LNAM ¶es tegyÄuk
fel, hogy b(®) 6= z. Ekkor fenn¶allnak az al¶abbi egyenl}otlens¶egek:

M = r1z2 + r2z1 ¸ r1b2(®) + r2b1(®)

z1z2 + ®(r1z2 + r2z1) = z1z2 + ®M < b1(®)b2(®) + ®(r1b2(®) + r2b1(®)) :

A m¶asodik egyenl}otlens¶eg az¶ert szigor¶u, mert b¶armely ® > 0-ra a NAM az
egyetlen maximaliz¶al¶oja a Nash szorzatnak. Ezekb}ol az egyenl}otlens¶egekb}ol
azt kapjuk, hogy

®(M ¡ (r1b2(®) + r2b1(®)) < b1(®)b2(®) ¡ z1z2 : (4)

g(b(®)) := M ¡ (r1b2(®)+r2b1(®)) nem lehet 0, mert akkor a jobb oldalnak
poz¶³t¶³vnak kellene lenni, ami ellentmond annak, hogy z a Q feladat egyetlen
megold¶asa.

Ha b(®) 2 K, akkor legyen

s = min
y2K;g(y)>0

(M ¡ (r1y2 + r2y1)) > 0 ;

S = max
y2K

y1y2 :

Ekkor (4)-b}ol az al¶abbi egyenl}otlens¶eget kapjuk:

® <
S ¡ z1z2

s
· S

s
; (5)

mivel z ¸ 0.
N¶ezzÄuk most azt az esetet, amikor b(®) =2 K. Ez akkor fordulhat el}o, ha

C := r1(p2 ¡ q2) + r2(p1 ¡ q1) 6= 0 :

(Ha C = 0, akkor azt m¶ar l¶attuk, hogy ha (3) nem ¶all fenn, akkor a NAM
a [p;q] szakasz egyik v¶egpontj¶aba esik, ezek pedig de¯n¶³ci¶o szerint benne
vannak a K halmazban.)

Legyen A = 2(p1 ¡ q1)(p2 ¡ q2), B = (p1 ¡ q1)q2 + (p2 ¡ q2)q1. Ekkor az
(1) egyenl}os¶eg ¶³gy n¶ez ki:

A¸ + B + C® = 0 :

Ebb}ol

® =
¡A¸ ¡ B

C
:

Mivel azt m¶ar l¶attuk, hogy A < 0 ¶es 0 < ¸ < 1, ez¶ert

® =
¡A¸ ¡ B

C
<

¡A + jBj
jCj :

Ezt (5)-tel Äosszevetve azt kapjuk, hogy ha a NAM ¶es az LNAM kÄulÄonbÄoznek,
akkor abban az esetben, ha C 6= 0, ¶es b(®) 2 [p;q], akkor

® < max

½
S

s
;
¡A + jBj

jCj

¾
;
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ha pedig C = 0, akkor

® <
S

s
:

Ha teh¶at
¡A¤ + jB¤j

jC¤j
a ¡A+jBj

jCj ¶ert¶ekek maximuma az F Pareto-optim¶alis szakaszain (C 6= 0), ¶es

®0 =

(
max

n
S
s ; ¡A¤+jB¤j

jC¤j

o
; C 6= 0

S
s
; C = 0

akkor ® > ®0 esetben a NAM egybeesik az LNAM-mal.
L¶athattuk, hogy ®0 kisz¶am¶³t¶as¶ahoz csak eredeti adatok, F cs¶ucspontjai,

valamint az r egyet nem ¶ert¶esi ir¶any szÄuks¶egesek. Ha a probl¶em¶at egy
bim¶atrix j¶at¶ekb¶ol sz¶armaztatjuk, akkor az F cs¶ucspontjai ki¯zet¶esp¶arosokb¶ol
kerÄulnek ki ¶es eleve rendelkez¶esre ¶allnak.

1. P¶elda. TekintsÄuk a kÄozismert Gy¶ava ny¶ul bim¶atrix j¶at¶eknak azt a
v¶altozat¶at, amelyben a j¶at¶ekosok aszimmetri¶aja abban nyilv¶anul meg, hogy
az egyet nem ¶ert¶es az egyiknek ÄotszÄor jobban ,,f¶aj", mint a m¶asiknak. Az A
¶es B j¶at¶ekos ki¯zet}om¶atrixa a ,,kit¶er, nem t¶er ki" tiszta strat¶egiap¶arosokra
az al¶abbi:

A =

µ
6 1
7 0

¶
B =

µ
6 7
1 0

¶
:

A kimenetelek s¶³kj¶an h¶arom Pareto-optim¶alis pont van:

p = (1; 7); q = (6; 6); t = (7; 1)

¶es k¶et Pareto-optim¶alis szakasz: [p;q] ¶es [q; t]. TegyÄuk fel, hogy az egyet
nem ¶ert¶esi ir¶any: r = (5; 1): Ekkor a Pareto-optim¶alis cs¶ucspontokban az
r1x2 + r2x1 fÄuggv¶eny ¶ert¶eke rendre 36; 36 ¶es 12. Sem a [p;q] sem a [q; t]
szakaszon nincs kritikus pont. A [p;q] szakasz eset¶eben C = 0; ¶³gy csak az S
¶es s ¶ert¶ekeket kell kisz¶amolni. Ezek az ¶ert¶ekek rendre: S = 36, s = 24, amely-
b}ol az ®0 = 1:5 ¶ert¶eket kapjuk. A [q; t] szakasz eset¶eben C = 24, A = ¡10,

B = 34, amib}ol ¡A+jBj
jCj = 1:83. ¶Igy az ®0-ra a maxf1:5; 1:83g = 1:83 ¶ert¶eket

kapjuk. Ez el¶eg j¶o becsl¶es, mert a legkisebb ®0, amely mellett a NAM ¶es
LNAM egybeesik, 0.

2. P¶elda. A tÄobbkrit¶erium¶u dÄont¶esi probl¶em¶at (TKDP) el lehet helyezni
j¶at¶ekelm¶eleti kÄornyezetben is (l¶asd Forg¶o (1983), Forg¶o ¶es Szidarovszky (2003).
Ekkor az egyes krit¶eriumokhoz rendeljÄuk a j¶at¶ekosokat, akik v¶alasztanak
egyet az alternat¶³v¶ak kÄozÄul. Ki¯zet¶es csak akkor van, ha mindenki ugyanazt
az alternat¶³v¶at v¶alasztotta, ellenkez}o esetben a ki¯zet¶es tart a ¡1-hez, egy
adott egyet nem ¶ert¶esi ir¶any ment¶en. Mint azt Forg¶o ¶es Szidarovszky (2003)
bebizony¶³totta, a tÄobbkrit¶erium¶u dÄont¶esi probl¶ema, amennyiben az egyes
krit¶eriumokat pozit¶³v s¶ulyokkal l¶atjuk el ¶es line¶aris s¶ulyoz¶as alapj¶an v¶alasztjuk
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ki a legjobb alternat¶³v¶at, ekvivalens a hozz¶arendelt j¶at¶ek LNAM-j¶anak meg-
hat¶aroz¶as¶aval, ahol az egyet nem ¶ert¶esi ir¶any komponensei az egyes s¶ulyok
reciprokai. Ha a line¶aris s¶ulyoz¶as alapj¶an tÄobb alternat¶³va kÄozÄott holtverseny
alakul ki, akkor kÄozÄulÄuk a Q feladat megold¶as¶aval v¶alasztjuk ki a TKDP
megold¶as¶at. Nagyon sok esetben az egyes krit¶eriumokat egy¶enek ¶es/vagy
szervezetek testes¶³tik meg, akiknek az alkuja r¶ev¶en alakul ki a kompromisszu-
mos megold¶as. Term¶eszetes m¶odon ad¶odik, miut¶an a s¶ulyokb¶ol kisz¶amoltuk
az egyet nem ¶ert¶esi ir¶anyt, hogy kisz¶am¶³tsunk az el}obbiek szerint egy fels}o
korl¶atot arra a kÄuszÄob¶ert¶ekre, amelyen felÄul az ¶³gy kapott egyet nem ¶ert¶esi
pontot haszn¶alva a nem-kooperat¶³v Nash alkumodellek egyens¶ulypontk¶ent
¶all¶³tj¶ak el}o a TKDP egyszer}u s¶ulyoz¶assal kiv¶alasztott ,,megold¶as¶at". Mi most
is term¶eszetesen csak a k¶etszem¶elyes (k¶et krit¶erium¶u) esettel foglalkozunk.

N¶ezzÄunk egy egyszer}u esetet, ahol az egyes alternat¶³v¶akat az al¶abbi vek-
torok jellemzik:

a = (2; 3); b = (1; 6); c = (3; 2)

A krit¶eriumokhoz a
¡

3
5 ; 2

5

¢
s¶ulyvektort rendeljÄuk, amely azt jelenti, hogy a

j¶at¶ekelm¶eleti modellben az egyet nem ¶ert¶esi ir¶any r = (2; 3), az F halmaz
cs¶ucspontjai pedig a;b;c. Ezekb}ol b ¶es c Pareto-optim¶alis pontok, a [b;c]
szakasz pedig az egyetlen Pareto-optim¶alis szakasz. Az LNAM a z = b pont.

Most C = 2 6= 0, A = ¡16, B = 8, S = 6, s = 8 ¶es ¶³gy ®0 = ¡A+jBj
jCj = 12.

A legkisebb ®0, amely mellett a NAM ¶es LNAM egybeesik, 4.

3 Sima Pareto-hat¶ar

Ha a lehets¶eges kimenetelek halmaza nem poliedrikus, akkor nem felt¶etlenÄul
van olyan ®0 , hogy minden ® > ®0-ra a NAM ¶es az LNAM egybeesik. Az
al¶abbi alkuprobl¶ema egy p¶elda erre az esetre.

3. P¶elda. Legyen az F = f(x; y) 2 IR2
+ : x2 + y2 · 1g a lehets¶eges kime-

netelek halmaza, az r = (1; 3) pedig az egyet nem ¶ert¶esi ir¶any. Az LNAM a
3x + y line¶aris fÄuggv¶eny maximumpontja, ami a ( 3p

10
; 1p

10
) pont. RÄogz¶³tett

® > 0 egyet nem ¶ert¶esi bÄuntet¶es m¶ert¶ek mellett a NAM az

(x + ®)(y + 3®) ! max

(x; y) 2 F

feladat megold¶asa. Mivel a NAM az x2 + y2 = 1 ¶altal meghat¶arozott Pareto-
hat¶aron van, a fenti feladat ekvivalens az

(x + ®)(y + 3®) ! max

x2 + y2 = 1

Lagrange-feladattal. KÄonny}u bel¶atni, hogy a ( 3p
10

; 1p
10

) pont semmilyen ¸

Lagrange-multiplik¶ator ¶ert¶ek mellett sem el¶eg¶³ti ki az

y + 3® ¡ 2¸x = 0

x + ® ¡ 2¸y = 0

x2 + y2 = 1
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els}orend}u felt¶eteleket egyetlen ® ¸ 0 mellett sem.
Mint ebb}ol a p¶eld¶ab¶ol l¶atszik, az LNAM implement¶al¶as¶ahoz vagy a NAM

implement¶al¶asait kell m¶odos¶³tani, vagy esetleg teljesen ¶ujakat konstru¶alni
abban az esetben, amikor nincs olyan ®0, hogy minden ® > ®0-ra a NAM ¶es
az LNAM egybeesik.

Mi a kÄovetkez}okben Rubinstein v¶altakoz¶o aj¶anlatt¶eteles (VA) modellj¶et,
Rubinstein (1982), haszn¶aljuk fel kiindul¶opontnak az LNAM implement¶al¶a-
s¶ara az alkuprobl¶em¶ak egy speci¶alis oszt¶aly¶anak eset¶eben.

Legyen C(®) = (F; ¡®r) egy k¶etszem¶elyes alkuprobl¶ema, ahol r > 0
az egyet nem ¶ert¶esi ir¶any, ® > 0 az egyet nem ¶ert¶es bÄuntet¶es¶enek m¶ert¶eke,
F = f(x; y) 2 IR2

+ : y · g(x)g a lehets¶eges kimenetelek halmaza. FeltesszÄuk,
hogy g : IR+ ! IR monoton csÄokken}o, folytonosan di®erenci¶alhat¶o, szigor¶uan
konk¶av fÄuggv¶eny. Az¶³gy de¯ni¶alt alkuprobl¶ema oszt¶alyt (® minden lehets¶eges
¶ert¶ek¶ere) nevezzÄuk rÄoviden C alkuprobl¶em¶anak.

Az F halmaz ¶³gy konvex, kompakt, ¶es az y = g(x) ¶altal meghat¶arozott
Pareto-hat¶ara ,,sima". Legyen a = g¡1(0), b = g(0) (g¡1 l¶etezik g mono-
tonit¶asa miatt). Az F -et ¶³gy az al¶abbi egyenl}otlens¶eg rendszer lehets¶eges
megold¶asaik¶ent is lehet de¯ni¶alni:

0 · x · a

0 · y · b

y · g(x) :

(6)

C(®)-nak minden ®-ra l¶etezik NAM-ja, amelyet az (x + ®r1)(y + ®r2) Nash
szorzat egy¶ertelm}u maximumpontjak¶ent kapunk. Ezeknek a hat¶ar¶ert¶eke, ha
® ! 1 az LNAM, amelyet viszont az r2x + r1y line¶aris fÄuggv¶eny szint¶en
egy¶ertelm}u maximumpontjak¶ent nyerhetÄunk. Az egy¶ertelm}us¶eget a g fÄugg-
v¶eny szigor¶u konk¶avit¶asa biztos¶³tja. Mivel mind a NAM, mind az LNAM a
Pareto hat¶aron van, ez¶ert (6)-ban az y = g(x)-szel lehet az y · g(x) egyenl}ot-
lens¶eget helyettes¶³teni, ¶es ¶³gy mind a NAM, mind az LNAM meghat¶aroz¶asa-
kor a [0; a] z¶art intervallumon egy egyv¶altoz¶os fÄuggv¶enyt kell maximaliz¶alni.
Adott ®-ra a NAM-ot az

f(x) = (x + ®r1)(g(x) + ®r2) ! max

0 · x · a
(7)

feladat megold¶as¶aval kapjuk. A c¶elfÄuggv¶eny els}o deriv¶altja:

f 0(x) = g(x) + xg0(x) + ®(r1g
0(x) + r2)

f 0(0) = g(0) + ®(r1g
0(0) + r2) :

Ha g0(0) < ¡r2

r1
¶es ® > ®0 = ¡ g0(0)

r1g0(0)+r2
, akkor f 0(0) < 0, ¶es ¶³gy a (7) feladat

megold¶asa x = 0, y = g(0), ami egy¶uttal az LNAM is.
VegyÄuk most a c¶elfÄuggv¶eny deriv¶altj¶at az x = a pontban

f 0(a) = g(a) + ag0(a) + ®(r1g
0(a) + r2) = ag0(a) + ®(r1g

0(a) + r2) :
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Ha f 0(a) > 0, akkor x = a a (7) feladat optim¶alis megold¶asa. Ez tetsz}olegesen
nagy ®-ra akkor ¶es csak akkor ¶allhat fenn, ha r1g0(a) + r2 > 0. Ekkor, ha

® > ®0 =
¡ag0(a)

r1g0(a) + r2
;

akkor a NAM ¶es az LNAM egybeesnek. Ezt az eredm¶enyt t¶etel form¶aj¶aban
is megfogalmazzuk.

4. T¶etel. Ha a C alkuprobl¶ema oszt¶alyra fenn¶all, hogy vagy g0(0) < ¡r2

r1
,

vagy pedig g0(a) > ¡ r2

r1
, akkor van olyan v¶eges ®0, hogy minden ® > ®0

eset¶eben az LNAM egybeesik a NAM-al.

KÄovetkezm¶eny. Ha a 4. T¶etel felt¶etelei fenn¶allnak, akkor minden olyan
implement¶aci¶o, amely el}o¶all¶³tja a NAM-ot, kell}oen nagy egyet nem ¶ert¶esi
,,bÄuntet¶es" mellett az LNAM-ot is el}o¶all¶³tja.

A tov¶abbiakban teh¶at csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor a C-
be tartoz¶o alkuprobl¶em¶ak LNAM-ja a Pareto-felÄulet (relat¶³v) bels}o pontja.
Ekkor az LNAM az

r2x + r1y ! max

y = g(x)

Lagrange-feladat megold¶asa. Ha (x¤, y¤) az LNAM, akkor az els}orend}u
felt¶etelb}ol a kÄovetkez}o egyenl}os¶egeket kapjuk:

g0(x¤) = ¡r2

r1

y¤ = g(x¤) :
(8)

Ennek az egyenletnek a megold¶asa egy¶ertelm}u (mivel g0 monoton csÄokken}o),
¶es az pontosan x¤.

A VA modell diszkr¶et id}ovel dolgozik: t = 1; 2; . . .. Aj¶anlatnak nevezzÄuk
az F egy pontj¶at. A j¶at¶ekosok felv¶altva tesznek aj¶anlatokat, minden p¶aratlan
id}opontban az els}o j¶at¶ekos, minden p¶aros id}opontban a m¶asodik. Ha az egyik
j¶at¶ekos aj¶anlat¶at a m¶asik elfogadja, akkor ez lesz a ki¯zet¶es, ¶es a j¶at¶eknak
v¶ege. Ha nem, akkor ± > 0 val¶osz¶³n}us¶eggel az alkufolyamat megszakad, a
j¶at¶eknak v¶ege, a j¶at¶ekosok rendre a ¡®r1 ¶es ¡®r2 ,,bÄuntet}o" ki¯zet¶eseket
kapj¶ak. Az alkufolyamat 1¡± val¶osz¶³n}us¶eggel folytat¶odik, ¶es ¶ujabb aj¶anlatot
tesz valaki, aki ¶eppen soron van.

Ebben a j¶at¶ekban egy strat¶egia az a terv (fÄuggv¶eny), amely b¶armely id}o-
pontban egy aj¶anlatot rendel a kor¶abbi aj¶anlatok alkotta b¶armely lehets¶eges
tÄort¶enethez. A NEP-et ¶es a r¶eszj¶at¶ek tÄok¶eletes NEP-et ebben a j¶at¶ekban a
szok¶asos m¶odon de¯ni¶aljuk. Azt a speci¶alis strat¶egi¶at, amelyben az aj¶anlat-
t¶etelek nem fÄuggnek (konstansok) a kor¶abbi tÄort¶enett}ol, stacioner strat¶egi¶anak
nevezzÄuk.

Rubinstein alapvet}o t¶etele a kÄovetkez}o, amelyet rÄogz¶³tett egyet nem ¶ert¶esi
pont (® rÄogz¶³tett) eset¶ere bizony¶³tott.

5. T¶etel (Rubinstein (1982), Osborne ¶es Rubinstein (1994)). A VA j¶at¶eknak
egyetlen r¶eszj¶at¶ek tÄok¶eletes NEP-je van, amely stacioner strat¶egi¶akb¶ol ¶all.
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¶Igy a j¶at¶ek lefoly¶asa, ha a j¶at¶ekosok az egyetlen (x¤; y¤) stacioner strat¶egi¶at
j¶atssz¶ak, igen rÄovid. Az els}o j¶at¶ekos a t = 1 id}opontban megteszi az (x¤; y¤)
aj¶anlat¶at, amit a m¶asodik j¶at¶ekos elfogad, megtÄort¶ennek a ki¯zet¶esek ¶es a
j¶at¶ek v¶eget ¶er. JegyezzÄuk meg, hogy (x¤; y¤) fÄugg a ± val¶osz¶³n}us¶egt}ol.

Sz¶amunkra fontos m¶eg a kÄovetkez}o t¶etel is.

6. T¶etel (Rubinstein (1982), Osborne ¶es Rubinstein (1994)). Ha ± > 0,
akkor a VA j¶at¶ek egyetlen stacioner strat¶egi¶aj¶aban a ki¯zet¶esek tartanak a
NAM-hoz, ha ± ! 0.

A VA j¶at¶ek teh¶at a NAM aszimptotikus implement¶aci¶oja ¶es ¶³gy ha ±-t
el¶eg kicsinek v¶alasztjuk, akkor tetsz}olegesen kÄozel kerÄulhetÄunk a NAM-hoz.

Mi a helyzet az LNAM-al? Ha olyan aszimptotikus implement¶aci¶ot sze-
retn¶enk, amely a 6. T¶etelen nyugszik, akkor az ® ¶es ± param¶eterek ¶ert¶ek¶et
egyszerre kellene a v¶egtelenhez illetve a null¶ahoz tartatni, ¶es m¶eg a k¶et kon-
vergencia egym¶ashoz val¶o viszony¶aval is tÄor}odni kell. Ezt ¶ugy csin¶aljuk
meg, hogy veszÄunk egy 0 < ¯ < 1 param¶etert, ¶es de¯ni¶alunk egy olyan
VA j¶at¶ekot, amelyben a bÄuntet¶es m¶ert¶eke ® = 1

¯ , a t¶argyal¶asok megsza-

kad¶as¶anak val¶osz¶³n}us¶ege pedig ± = ¯2. Az ezekkel a param¶eterekkel de¯ni¶alt
VA j¶at¶ekot jelÄoljÄuk VA(¯)-val.

7. T¶etel. B¶armely ¸ > 0 sz¶amhoz van olyan ¯0, hogy minden 0 < ¯ < ¯0

eset¶en a VA(¯) j¶at¶ek egyetlen r¶eszj¶at¶ek tÄok¶eletes NEP-j¶enek ki¯zet¶esvektora
¸-n¶al kisebb t¶avols¶agra van az LNAM-t¶ol.

Bizony¶³t¶as. RÄogz¶³tett ¯ eset¶en az 5. T¶etel ¶ertelm¶eben a VA(¯) j¶at¶eknak
van egy¶ertelm}uen meghat¶arozott r¶eszj¶at¶ek tÄok¶eletes NEP-je. KÄonny}u bel¶atni
(l¶asd p¶eld¶aul Forg¶o et al. (1999), hogy ennek az egyens¶ulypontnak olyan
stacioner strat¶egi¶akb¶ol kell ¶allni, hogy b¶armelyik j¶at¶ekos sz¶am¶ara kÄozÄombÄos
legyen, hogy a m¶asik aj¶anlat¶at elfogadja-e vagy visszautas¶³tja-e.

Ha teh¶at (x1; y1) az els}o j¶at¶ekos aj¶anlata, akkor a m¶asodik j¶at¶ekos (x2; y2)
aj¶anlat¶ara fenn kell ¶allni az al¶abbi egyenl}os¶egeknek:

y1 = g(x1)

y2 = g(x2)

x2 = ±(¡®r1) + (1 ¡ ±)x1

y1 = ±(¡®r2) + (1 ¡ ±)y2 :

Egyens¶ulyban x1 = x2; y1 = y2. Az indexeket elhagyva azt kapjuk, hogy
(x; y) 2 F akkor ¶es csak akkor egyens¶ulyi aj¶anlat, ha x kiel¶eg¶³ti a

g(x) + ±®r2 ¡ (1 ¡ ±)g(¡±®r1 + (1 ¡ ±)x) = 0

egyenletet. Ha rÄogz¶³tjÄuk az x¤ egyens¶ulyi aj¶anlatot, ¶es ® = 1
¯
, ± = ¯2, akkor

¯ > 0-ra a kÄovetkez}o egyenletet kapjuk:

f(¯) = g(x¤) + ¯r2 ¡ (1 ¡ ¯2)g(¡ ¯r1 + (1 ¡ ¯2)x¤) = 0 :

Mindk¶et oldal ¯ szerinti deriv¶altj¶at v¶eve kapjuk a

f 0(¯) = r2 + 2¯g(¡¯r1 + (1 ¡ ¯2)x¤) + (1 ¡ ¯2)g0(¡¯r1 + (1 ¡ ¯2)x¤) = 0
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egyenletet, ami szint¶en minden ¯ > 0 eset¶en fenn¶all. RÄogz¶³tett ¯-ra a
fenti egyenletnek egyetlen x(¯) megold¶asa van (l¶asd Forg¶o et al. (1999),
310. oldal). Minden ¯ > 0-ra x(¯) 2 F , ¶es mivel F kompakt, g0 folytonos,
¶³gy minden f¯ig nullsorozatra fx(¯i)g minden torl¶od¶asi pontja kiel¶eg¶³ti az

f 0(0) = r2 + r1g
0(x) = 0

egyenletet. A g0 fÄuggv¶eny monoton csÄokken}o, ez¶ert a

g0(x) = ¡r2

r1

egyenletnek egyetlen megold¶asa van, ami (8) miatt megegyezik az x¤-gal, ami
pontosan az els}o j¶at¶ekos ki¯zet¶ese az LNAM-ban.

A 7. T¶etel ¶all¶³t¶as¶at ¶ugy is meg lehet fogalmazni, hogy a VA j¶at¶ek aszimp-
totikus implement¶aci¶oja az LNAM-nak, az adott felt¶etelek mellett.

4 ÄOsszefoglal¶as

Megmutattuk, hogy k¶etszem¶elyes j¶at¶ekok eset¶eben az LNAM megold¶ast asz-
imptotikusan el}o lehet ¶all¶³tani a Rubinstein-f¶ele VA j¶at¶ek r¶eszj¶at¶ek tÄok¶eletes
NEP-jek¶ent mind sima, mind szakaszonk¶ent line¶aris (a lehets¶eges kimenetelek
halmaza polit¶op) Pareto-hat¶ar eset¶eben. Polit¶op lehets¶eges kimenetelek hal-
maza ¶es bizonyos nem-polit¶op esetben az alkuprobl¶ema primer adataib¶ol
becsÄulve tudunk olyan ®0 sz¶amot megadni, hogy minden ® > ®0 eset¶en az
LNAM megold¶as egybeesik az ® bÄuntet¶es-m¶ert¶ek}u Nash-f¶ele alkuprobl¶ema
megold¶as¶aval. Ezekben az esetekben minden olyan implement¶aci¶o, amely
el}o¶all¶³tja a NAM-ot, egy¶uttal az LNAM-ot is el}o¶all¶³tja, ha az ® ,,bÄuntet}o"
param¶eter el¶eg nagy.

Az eredm¶enyek k¶etszem¶elyes alkuprobl¶em¶akra vonatkoznak. A kiter-
jeszt¶es n-szem¶elyes alkuprobl¶em¶akra nem trivi¶alis, ¶es tov¶abbi kutat¶ast ig¶enyel.
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ON IMPLEMENTING THE L-NASH SOLUTION IN TWO-PERSON

BARGAINING GAMES

According to the ,,Nash program" every axiomatically determined cooperative so-
lution to a game should also be obtained as a noncooperative Nash outcome of a
reasonable noncooperative bargaining game. The L-Nash solution de¯ned by Forg¶o
(1983) can be characterized as the limiting point of the Nash bargaining solution
when the disagreement point goes to negative in¯nity in a ¯xed direction. In Forg¶o
and Szidarovszky (2003), the L-Nash solution was related to the solution of multi-
citeria decision making problems and two di®erent axiomatizations of the L-Nash
solution were also given in this context. In this paper, ¯nite bounds are established
for certain special two-person bargaining problems, making it possible to apply all
the implementation models designed for the Nash bargaining problem to obtain the
L-Nash solution as well. For another set of problems where this method does not
work, a version of Rubinstein's alternative o®er game is shown to asymptotically
implement the L-Nash solution.


