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0OSZTOZKODASI JATEKOK!

TASNADI ATTILA
Budapesti Corvinus Egyetem

Egy osztozkodasi jatékban a szereplok egy joszagbol mar rendelkezésre allo
mennyiséget osztanak el egymas kozott, meghatarozott szabdlyok szerint.
Erdekes feladat olyan osztozkodasi jatékok konstrudlasa, amelyek egy a sze-
replok szamdara bizonyos igazsagossagi kritériumoknak eleget tevé elosztast
biztositanak.

KétszereplGs osztozkodasi problémara egy megoldés a kozismert ,,az egyik
felez, a masik vélaszt” eljaras, amely szerint az egyik szerepld sajat értékitélete
szerint két egyenld részre osztja az elosztandd mennyiséget, majd a masik sz-
erepld valaszthat egyet a két rész koziil. Mar Hésiodos (kb. i.e. VII. évszazad)
,,Theogonia” eposzaban Prométheusz és Zeusz az egyik felez masik valaszt
eljdrdssal osztozkodtak a kozosen elfogyasztandé hison. Steinhaus [16] dlta-
lanositotta az eljarast harom szereplére és tanitvanyai, Banach és Knaster,
pedig tetszbleges n-re. Az dltaluk adott eljardsok egy tgynevezett ardnyos
eredményt garantalnak, ami alatt az értend6, hogy barmely szerepl6 a tobbi
szereplo cselekedeteitol fliggetlentil képes az aranyos részesedését biztositania.
Egy osztozkodasi jaték megoldasaval szembeni erésebb igazsagossagi elvaras
az irigységmentesség, amely kovetelmény szerint sajat értékitélete alapjan
mindenki 1gy érzi, hogy 6 jart a legjobban. Ebben a dolgozatban attekintjiik
az aranyos és az irigységmentes osztozkodési eljarasokat, tovabba ismertetiink
néhany érdekes nyitott kérdést.

1 Osztozkodasi jaték

Kezdjik az altalunk vizsgdland6 osztozkoddsi problémduval. Jelolje a tovab-
biakban N az osztozkodasban résztvevd szereplOk véges halmazat, ) az
egész elosztandd targyat (a tovdbbiakban tortdt), A a lehetséges tortasze-
letek halmazét (egy §2 f6l6tti algebra), u; : A — [0,1] az i € N személy tor-
taszelet értékeld fiiggvényét (egy A f6lotti normalt végesen additiv mérték).
A tovédbbiakban csak folytonos osztozkodési problémékkal foglalkozunk: min-
den ¢ € N szerepld esetén minden A € A szeletnek van barmely A € [0, 1]
ardnyd B € A, B C A és p;(B) = Au;(A) részszelete. Feltessziik még, hogy
a szereplOk csak sajat értékeld fliggvényeiket ismerik.

Egy osztozkoddsi eljdrds a szereplOket meghatarozott szabdlyok szerint
felszolithatja vagasok végrehajtdsara és tortaszeletek kiértékelésére. Az elébbi

1Beérkezett: 2006. oktéber 10. A szerzd kifejezi kiszonetét egy anonim biralé hasznos
megjegyzéseiért. A kutatds a Bolyai Janos Kutatési 6sztondij tdmogatasaval készilt. E-
mail: attila.tasnadi@uni-corvinus.hu. URL: www.uni-corvinus.hu/~tasnadi.
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egy A € A halmaz megaddsat jelenti, mig az utébbi a megkérdezett ¢ szereplé
wi(A) értékelésének megismerésére irdnyul. Az elvégzett végdsok, illetve
valaszok fliggvényében az eljaras ujabb vagasok és értékelések elvégzésére
szolitja fel a szereploket, amig még van elosztandd tortaszelet. Egy eljaras
véges, ha az emlitett 1épések véges sokszor torténd végrehajtdasa utan felosztja
a tortat tetszéleges osztozkodasi probléma esetén. Egy osztozkoddsi eljaras
segitségével meghatdrozhat6 a torta egy (A;)ien (ahol A; € A) felosztdsa,
amely az ) torta egy particiéja. Adott osztozkoddsi probléma mellett egy
adott osztozkodasi eljaras egy olyan jatékot hataroz meg, amelyben a szerep-
16k (jatékosok) akcidi a végdsok és az értékelések, és amelynek kimenetele a
torta egy particiéja a vele jaro értékelésekkel.

Az osztozkodasi eljardsokat szamos kritérium segitségével jellemezhetjiik.
Mivel egy alkalmazott eljaras szamara ismeretlenek az egyes szereplék tor-
taszelet értékel6 fiiggvényei, ezért elvarjuk, hogy az eljarasok igazmonddsra
osztonozzenek, azaz egy tortaszelet kiértékelése esetén a szereplok valddi
értékitéleteiket adjak meg, tovabba egy adott a € (0, 1) méretii vdgds meg-
kovetelése esetén a felszélitott szereplo sajat értékitélete szerint valdéban egy
a méretli szeletet vagjon le. Az igazmonddsra Osztonzést azzal érheti el
egy eljaras, hogy minden egyes szereplo ,hazudozasaval” csak onmagénak
arthat. Egy nagyon egyszeri igazmondasra 6sztonzé eljaras a ,,diktatérikus”,
azaz amelyik az egész tortat egy elére kiszemelt személynek adja. Mi a
,,diktatorikus” eljarassal szemben valamilyen igazsdgossigi kritériumnak is
eleget tevo eljarasokat keresiink. A legegyszeriibb igazsidgossdgi kritérium
az ardnyossdg kritériuma, amely megkoveteli, hogy minden egyes szerepld
megfelel6 dontések esetén garantdlni tudja 6nmaga szdmara (a tobbi szerepld
cselekedeteitdl fliggetleniil) sajét értékitélete szerint a torta ardnyos részét
(n szerepl6 esetén egy 1/n-ed értékii részt). Ennél erdsebb igazsdgossdgi
kritérium az irigységmentesség kritériuma, amely azt koveteli meg, hogy min-
den egyes szerepl6 sajat értékitélete szerint a torta egyik legértékesebb részét
kapja (Vi,j € N : u;(Ai) > pi(A;), ahol (A4;)en a torta egy felosztasa).

2 Aranyos osztozkodasi eljarasok

Ebben a szakaszban harom aranyos és véges osztozkodasi eljarast; tovabba
egy aranyos, de nem véges eljarast ismertetiink.

2.1 Fink eljarasa

Taldn Fink eljérdsa [11] 4ll szellemében a legkdzelebb ,az egyik felez, a
masik valaszt” kétszemélyes eljardshoz. Két személy esetén ,,az egyik felez,
a masik valaszt” eljaras alkalmazand6. Harom személy esetén kérjitkk meg
az A személyt a torta felezésére, majd B-t a két szelet koziil a nagyobbik
kivalasztasara. Ezek utan kérjiik meg kiilon-kiilon A-t és B-t a sajat szeletiik
felharmadoldsara. Végil C' mindkét részbol valaszthat egy-egy harmadot.
Ekkor C mint utolsé vélaszté garantdlhatja maganak (sajat értékitélete sze-
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rint)? a torta 1/3-4t. Ha A és B a sajit felét valéban harmadolta, akkor a
torta felének kétharmada garantalt szamukra, ehhez persze az is kell, hogy
az elején A valéban felezzen, majd B a nem kisebbik felet vdlassza. Tehét az
eljaras igazmondasra 0szténoz, aranyos és véges.

Az eljérast az n szereplés esetre rekurzivan definidljuk. Tegyiik fel, hogy
n — 1 szereplé mar aranyosan elosztotta a tortat az n — 1 személyes Fink-
eljarassal. Kérjik most az n — 1 személyt arra, hogy az altaluk legaldbb
1/(n — 1)-re értékelt résziiket n egyenld részre osszak. Ezek utdn valasszon
az n-edik személy minden egyes személy részébdl egy szeletet. Mint utolsod
valaszto szamara garantalt az aranyos része; tovabbé, ha az els6é n—1 személy
valéban n egyenlé részre vagta az addigi sajat részét, akkor garantalt szamara
a torta ”,—_LlrL%l = % része.

Fink eljarasanak elonye, mint ez a rekurziv definiciébdl lathatd, hogy egy
az osztozkodashoz kés6bb csatlakozd személy nem okoz problémat az eljaras
szamdra. Megjegyzend6 még, hogy Fink eljdrasa n! — 1 vagast igényel, ha
a mar jelenlev6é személyek minden egyes szeletiiket ¢ egyenld részre osztjak
az i-edik személy (i = 2,...n) ,érkezésekor”. Egy hasonlé nagysdgrendii
végdst igényl6 egyszerti ardnyos eljarast illetéen ldsd [17]. Fink eljérdsdnak
vagasigénye csokkenthet6 azzal, hogy az i-edik személy megjelenésekor a mar
jelenlevé ¢ — 1 személy (kiilon-kiilon) az addigi részesedését osztja i egyenld
részre. Ekkor 20" i% = n(n + 1)(2n + 1)/6 vagas szitkséges.

2.2 Banach és Knaster eljarasa

Az elsb n személyes ardnyos osztozkodasi eljardst Banach és Knaster (14sd
Steinhaus [16]) adta. Az n = 2 esetre az eljards az egyik felez és a mdsik
valaszt eljarast hasznalja. Han > 2, akkor elsé 1épésként 1 levag egy szeletet
a tortabdl, majd tovabb adja a levagott szeletet 2-nek. 2 megnézi a szeletet,
és ha ugy gondolja, a szeletet egy vagassal kiigazithatja. Dontésétol fliggben
az eredeti kiigazitatlan vagy a kiigazitott szeletet adja tovabb 3-nak. Az
eljaras igy ismétlédik, amig egy szelet n-hez nem ér. Ekkor n eldontheti,
hogy elfogadja-e a szeletet vagy elutasitja. Ha n elfogadja, akkor n tavozik
a szelettel és 1,...,n — 1 osztozkodnak az Gsszes megmaradt részen. Ha
n elutasitja a szeletet, akkor a szeletet annak kell elvinnie, aki legutoljara
vagott. A legutolsé vagd tavozik, mig a tobbi n — 1 személy osztozkodik a
megmaradt Osszes tortaszeleten.

Még azt kell meggondolnunk, hogy Banach és Knaster eljardsa valoban
mindenkinek garantdlja az ardnyos részét. Az n = 2 esetben ez nyilvan igaz.
Tegyiik fel, hogy Banach és Knaster eljarasa n — 1 személy esetén mindenki
szamadra biztositja a tortabdl az ardnyos részesedést. Az n személyes esetet
vizsgalva kezd6lépésként 1-nek sajat értékitélete alapjan legalabb a torta n-ed
részét kell levagnia, mivel ha 1/n-nél kisebb részt vdg, megkockdztatja, hogy
az 1/n-nél kisebb szeletet neki kelljen elvinnie, hiszen az utolsé vagé szerepébe
keriilhet. Ha pedig 1 egy 1/n-nél nagyobb részt vég le, akkor eléfordulhat,

2A tovabbiakban nem irjuk ki, hogy egy adott hidnyadot mindig az adott személy
értékitélete szerint értjik.
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hogy az utolsé vagd vagy n egy, az 1 értékitélete szerint 1/n-nél nagyobb
szeletet visz el. Ekkor viszont 1 egy olyan n—1 személyes osztozkodasban fog
részt venni, amelyben szdméra mar csak a torta n£1 ”T_Ll = % részénél kisebb
hanyada biztositott. Az 1-re vonatkozé érvelést ismételve a t&bbi szereplének
is le kell végnia a hozza keriilé darabbdl a sajét értékitélete szerinti 1/n értékil
szeletet, ha az szerinte 1/n-nél tébbet ér. Az els§ kor utdn egy személy
eltdvozik legaldbb 1/n-nel, és visszamarad egy, a tobbiek altal kiilon-kiilon
legaldbb (n—1)/n-re értékelt rész, amelyet mér egy n— 1 személyes eljardssal
osztanak el egymas kozott.

Banach és Knaster eljarasa els6 korében legfeljebb n — 1-en vagnak. Ezek
utan a masodik korben mar csak n — 1-en osztozkodnak a megmaradt részen,
ami a legrosszabb esetben n — 2 vigashoz vezethet. Most mar csak n — 2-
en vesznek részt a megmaradt részek elosztasaban. Ezt a gondolatmenetet
folytatva adddik, hogy legfeljebb (n — 1)n/2 vigas sziikséges, ami nyilvin
kedvezébb Fink mdédszerénél.

2.3 Even és Paz eljarasa

Az ismert véges osztozkoddsi eljarasok koziil a nagysdgrendileg legkevesebb
végést igényld eljardst Even és Paz [10] adta meg, amely az oszd meg és
uralkodj elven alapul. Az n = 2 esetben ,,az egyik felez és a masik vélaszt”
eljarast alkalmazza, mig az n = 3 esetre Banach és Knaster eljarasat.

Tegyiik fel az egyszerliség kedvéért, hogy a tortat csak parhuzamos va-
gasokkal oszthatjuk f6l. Képzeljiink mondjuk egy téglalap alakd tortat és
térjink ra a négyszemélyes esetre. Kérjlink fel hdrom személyt arra, hogy
parhuzamos vagasokkal kiilon-kiilon osszdk fel két egyenld részre. Nevezziik
a medidn vagénak? azt a személyt, aki a kozépsé vagast végezte el. Kérjik
meg a negyedik, mondjuk ¢, személyt arra, hogy jelolje meg a k6zépso vagastol
balra és jobbra 1évé részek koziil a szamara értékesebbet. Ha ¢ a bal oldali
részt valasztja, akkor a bal oldali részen a medidn vagotol balra vago személlyel
osztozkodik, mig a jobb oldali részen a fennmaradé két személy osztozkodik.
Mindkét részen a két-két személy ,,az egyik felez és a masik vélaszt” eljarassal
osztozkodik. Hasonldéan jarhatunk el, ha ¢ a jobboldali részt valasztja.

Ha mindenki igazmondé, akkor konnyen lathatd, hogy mind a négy személy
szaméra biztositott a torta egynegyede. A negyedik személy nyilvan igaz-
mondé, azaz kijeloli a szdméara értékesebb oldalt. A harom felezd személy
hamis felez6pont megadasaval gy kertilhet a median vagé szerepébe, hogy
ezek utdn egy a szadméra csak a torta felénél kevesebbet éré tortarészen kell-
jen majd osztozkodnia. Tehat egy ,hazudozd” személy megkockéaztatja az
aranyos részesedésének elvesztését.

Az Otszemélyes eset a négyszemélyes eljaras kisebb modositasat igényli.
Most négy személyt arra kértink fel, hogy balrél jobbra nézve osszak fel
a tortat parhuzamos vagasokkal 2 : 3 ardnyban. Nevezzilk most median
vagénak azt a személyt, aki balrdl jobbra nézve a masodik vagast végezte
el. Az 6t6dik, mondjuk 4, személytdl megkérdezziik, hogy a medidn vagastol

3Ha a medidn vigé személye nem egyértelmii, akkor valasszuk valamelyikiiket.
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balra 1év6 rész ér-e szdmdara 2/5-6t. Ha igen, akkor a medidn vdg6tdl balra
vagd személlyel osztozkodjanak a median vagastdl bal oldali részen; kiillonben
pedig a medidan vagotdl jobbra 1évé részen osztozkodjon a medidn vagdtol
jobbra vagé két személlyel. A fennmaradé részen a maradék harom, illetve
két személy osztozkodjon. A négyszemélyes esethez hasonléan ellendrizhetd,
hogy az eljaras igazmondasra 0sztonoz és aranyos.

A péros szereplés eset a négyszemélyes esethez hasonléan megadhaté.
Nevezetesen, egy szerepl6 kivételével mindenki felez, majd a nem felez6 sze-
replo kijeloli a median vagas dltal elvalasztott két rész koziil az értékesebbiket.
Ezek utdn két fele annyi szerepldés osztozkodas végzendd el. A pératlan sze-
replGs eset az OtszereplGs esettel analég. Ha n = 2k + 1, akkor 2k személy
parhuzamos vagasokkal felosztja a tortat balrdl jobbra nézve k : k+ 1 ardny-
ban. A 2k + 1-edik személy pedig eldonti, hogy a medidn vagé dltal megha-
tarozott két rész melyikének osztozkoddsaban kivan részt venni k — 1, illetve
k személlyel.

Bizonyithato, hogy Even és Paz eljarasanak a vagasigénye n log, n nagy-
ségrendben névekszik. Sgall és Woeginger [14] igazolta, hogy az olyan aranyos
osztozkodasi eljarasok korében, amelyek az egyes szereploknek egymas mel-
letti intervallumokat juttatnak, nem taldlhaté nagysagrendileg nlog, n-nél
kevesebb vagast igényld eljaras. Nyitott kérdés azonban, hogy ha a szereplék
nem szomszédos szeleteket is kaphatnak, akkor konstrualhaté-e olyan véges
aranyos eljaras, amely nagysigrendileg kevesebb vagassal is beéri.

2.4 Dubins és Spanier mozgo6 késes eljarasa

Dubins és Spanier eljardsa [9] az eddig ismertetett eljardsokkal ellentétben
egy nem véges aranyos elosztasi eljaras, ugyanis a szereploknek egy a torta
folott balrdl jobbra mozgo kés elhelyezkedésének barmely pillanataban ki kell
értékelnitik a késtdl balra elhelyezkedd tortaszeletet.

Kezdetben helyezziink el egy kést a torta bal szélén, amelyet elinditunk a
torta jobb széle felé. A kést az osztozkodasban résztvevé n személy barmelyike
megallithatja, és ekkor a kés levagja a torta bal szélétol a pillanatnyi elhe-
lyezkedéséig terjedo szeletet, amelyet a kést megéllitd személy koteles elvinni.
A visszamarad6 szeleten méar csak n — 1 személy osztozkodik az eljardst
ismételve, elinditva a kést a megmaradt szelet bal szélét6l. Az eljards ad-
dig ismétlédik, amig mar csak egy személy marad hétra.

Dubins és Spanier eljardsa arra 6sztonoz egy személyt, hogy pontosan
akkor allitsa meg a kést, amikor eléri az aranyos részesedését. Nyilvan
nem érdemes a kést az aranyos részesedés elott megallitani, hiszen ekkor az
aranyos részesedésnél kevesebb jut a kést ledllité személynek. Ha az arédnyos
részesedésénél tovabb engedi egy személy a kést, akkor pedig megkockaztatja,
hogy valaki més el6tte megéllitja a kést, és igy egy (n — 1)/n-nél kisebb
szeleten kénytelen osztozkodni n — 1 személlyel. Ezek utdn mar koénnyen
lathatd, hogy az eljaras altalaban is aranyos.

Dubins és Spanier eljarasa nyilvan csak n — 1 vagast igényel, ami kedve-
z6bb az Even és Paz eljardsanal emlitett nlog, n nagysdgrendnél. Ez a javu-
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las azonban csak gy érheto el, hogy a szereplok kontinuum sok kiértékelést
végeznek.

3 Irigységmentes osztozkodasi eljarasok

Ebben a szakaszban egy véges harom személyes irigységmentes eljarast és egy
nem véges irigységmentes eljarast ismertetink.

3.1 Selfridge és Conway eljarasa

Selfridge és Conway [4] eljardsa haromszemélyes osztozkoddsi problémékra
szolgéltat egy irigységmentes felosztast.

Kérjiik {6l A-t arra, hogy harmadolja el a tortat. Jeloljiikk a hdrom ad6dé
I, J és K szeletet tgy, hogy pup(I) > pp(J) > pup(K), azaz B szdmara I
a legértékesebb, J a masodik legértékesebb és K a harmadik legértékesebb
szelet. Kérjik fel B-t arra, hogy igazitsa le I-t J-vel azonos értékiire. Jelolje
L a leigazitott szeletet és M = I \ L a levagott darabot.? Valasszon most a
hérom személy a J, K és L szeletek kozil a C, B, A sorrendben, ahol ha C
nem L-et valasztja, akkor B koteles L-et elvinnie.® Két esetet kiilonboztetiink
meg,.

(a) Ha B vitte el L-et, akkor C-t megkérjiik arra, hogy ossza fel M-et
harom egyenld részre. Ezek utan valasszon a harom személy a harom
szelet kozil a B, A, C sorrendben.

(b) Ha C vitte el L-et, akkor B-t kérjiik meg arra, hogy harmadolja el
M-et. Majd C, A és B vélasszanak egymds utdn a hdrom szelet koziil.

Belatjuk, hogy a Selfridge-Conway-eljaras egy irigységmentes elosztast szol-
géltat. Nézzik az (a) esetet. Az A a B-t nem irigyelheti, hiszen B az I-nek
csak egy részét kapta. Az A a C-t sem irigyelheti, mivel az els6é korben C-
vel azonos értékli szelethez jutott és a masodik korben C' elott vélaszthat.
B senkit sem irigyelhet, mivel az els6 korben az egyik legnagyobb szeletet
vitte el és a masodik korben pedig elsének valaszthatott. C' sem irigyelhet
senkit, mert az els6 korben elGszor vélaszthat és a masodik kér harom egyenld
szeleteinek egyikét kapta. A (b) eset hasonléan igazolhaté. Tovéabbd nem
nehéz belatni, hogy az eljaras igazmondésra 0sztonoz.

Selfridge és Conway eljarasa egy véges irigységmentes eljaras, amely nem
terjesztheto ki tobb személyre. Ismertek ugyan tébbszemélyes irigységmentes
véges eljardsok is, ezek azonban nem korldtosak (1asd [4] és [13]), ami alatt az
értendd, hogy rogzitett szamu szerepld esetén is konstrualhatdk tetszolegesen
sok vagast igénylo osztozkodasi problémak.

4M = 0, ha B szdmdra I és J azonos értékii.
5Az M = () esetben mir itt véget ér az eljaras.
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3.2 Brams, Taylor és Zwicker eljarasa

Brams, Taylor és Zwicker [5] eljardsa egy négyszemélyes irigységmentes kor-
latos mozgé-késes eljards, amely Austin [1] kétszemélyes mindkét fél szamara
pontosan 50%-ot juttaté eljardsira, valamint a Selfridge és Conway eljarasa-
ban rejlé gondolatokra épit.

Austin eljardsanél az egyik szerepld, mondjuk A, két parhuzamos kést
mozgat folyamatosan balrdl jobbra gy, hogy a két kés kozotti teriilet szamara
mindig a torta felét érje. Indulaskor a bal oldali kés a torta bal szélénél
helyezkedik el, mig a jobb oldali kés A felezépontja f516tt.6 Abban a pillanat-
ban, amikor B megéllitja a két kést, A elvégzi a kések altal kijelolt helyeken a
két vigéast. Ezek utdn sorsoldssal (mondjuk érmedobdssal) eldontendd, hogy
melyik szereplé kapja a kozépso szeletet. Ekkor a méasik szereplének meg-
marad a két széls6 szelet. Ha B nem &llitand meg a késeket még mielGtt a
jobb oldali kés elérné a torta jobb szélét, akkor A a bal oldali késsel elfelezi
a tortat, majd érmedobdssal eldontik a szeletek sorsat. Nyilvan A-nak végig
iigyelnie kell arra, hogy a két kés kozotti szelet a torta felét érje szamara. B-
nek, akkor kell megallitania a késeket, amikor A-val egyezik az értékitélete.
Kérdéses még, hogy van-e ilyen pillanat. Ha B értékitélete, a két fél tortat
illet&en, induldskor megegyezik A értékitéletével, akkor mar is taldltunk egy
ilyen pillanatot. Kiilonben B szdmdra a két kés kozotti szelet (i) értékesebb
vagy (ii) értéktelenebb a masik szeletnél. Ha B elengedné a jobb oldali kést a
torta jobb oldali végpontjaig, akkor a két kés kozotti szelet (i) értéktelenebb
vagy (ii) értékesebb lesz a mésik szeletnél. Folytonossdgi megfontolasbol
létezik egy olyan kozbiils6 pillanat, amikor B szaméra a két kés kozotti szelet
azonos értékill a két szélsd szelettel.

Térjiink most r4 Brams, Taylor és Zwicker eljardsara. KEl6szor Austin
eljarasdnak kétszeri alkalmazdsdval A és B elnegyedeli a tortdt. A kapott
X1, X2, X3 és Xy részekre ekkor pia(X;) = pp(X;) minden 4,5 = 1,2,3,4-
re. Tegyiik fel, hogy pc(X1) > pe(Xz2) > pe(Xs) > pe(Xy). Ossza fel C az
X1 részt Y1 és Yo részekre tigy, hogy uc (Y1) = pe(Xz). Vélasszanak az Yy, az
Xy, az X3 és az X, részek kozil a D,C, B, A sorrendben, azzal a kikotéssel,
hogy ha D nem Yj-et vélasztotta, akkor C kdoteles Yi-et elvinni. Az els6
(vélasztasi) kor utdn senki sem irigyel senkit, mivel D az elsé vélasztd, C az
altala itélt két legnagyobb rész egyikét vitte el, és A, B szdméra maradt két
1/4 értékii rész.

Nézziik azt az esetet, amikor D viszi el Yi-et. Ossza ekkor B és C' az
Y, részt az Austin-féle eljarassal négy egyenld részre. A kapott Zi, Zs,
Z3 és Zy részekre tehdt Yo = UL, Z;, up(Z;) = pup(Ya)/4 és uc(Z;) =
e (Y2)/4 minden i = 1,2, 3, 4-re. Ezek utén a szereplék a D, A, C, B sorrend-
ben vélasztanak a 27, Zs, Z3, Z4 részek kozil. Barmelyikiik csak az elottiik
valasztot irigyelhetné, tovabba B és C' senkit sem irigyel, mivel Yo-t négy
azonos értéki részre osztottak. Végiil A nem irigyli D-t, mert D egy legfel-
jebb X értéki részhez juthat.

SAz egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy nincsenek A és B szédméara nulla értéki
tortaszeletek.
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A mésik eset, amikor C' viszi el Yi-et, hasonlé. Ossza ekkor B és D az Y-t
az Austin-féle eljardssal négy egyenld részre. A szerepldk most a C, A, D, B
sorrendben vélasztanak. Barmelyikiik csak az el6ttiik vélasztét irigyelhetné,
tovabba B és D senkit sem irigyel, mivel Y-t négy azonos értékii részre
osztottdk. Végiill A nem irigyli C-t, mert C' X;-nek egy részszeletét kapja.

Megjegyzendo, hogy négynél tobb személyre csak € > 0 kozelité vagy nem
korlatos irigységmentes eljdrdsok ismertek (lasd [4]-ben és [13]-ban).

4 (")sszefoglalés

Megismerkedtiink néhany aranyos és irigységmentes osztozkodasi eljarassal.
A térgyalt eljardsokon kiviil tovabbi eljardsok talalhatdk [4]-ben és [13]-ban.
A dolgozatban hdrom nyitott kérdést emlitettiink:

1. Talalhaté-e Even és Paz eljarasandl hatékonyabb véges osztozkodési
eljaras?

2. Talalhato-e négyszemélyes véges és korlatos irigységmentes eljaras?
3. Talalhato-e Otszemélyes korldtos mozgd-késes irigységmentes eljaras?

A mozgé6-késes eljarasokra vonatkozé frissebb eredményeket illetéen lasd
[3]. Az osztozkodasi problémdk esetén enyhitheté példaul a folytonos oszt-
hatésag feltétele vagy az azonos mértékl kovetelések feltétele (1dsd [4]-ben
és [13]-ban). A tortaszelet értékeld fliggvények véges additivitdsdnak gyen-
gitésével (telitddés) foglalkozik [8] és [12]. Mds igazsdgossagi kritériumokat
(pl. a legrosszabbul jéré jarjon a leheté legjobban) vizsgal [6], [7] és [15]. [18]
igazolja, hogy nem taldlhato egyszerre Pareto hatékony és irigységmentes
kétszemélyes eljaras. Hatékony, illetve irigységmentes elosztasok 1étezésével
foglalkozik [2].
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GAMES OF FAIR DIVISION

In this survey we presented several proportional and envy-free cake-cutting algo-
rithms. We also mentioned some interesting open problems.



