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DINAMIKUS COURNOT MODELLEK ES
KITERJESZTESUK!

FEUER GABOR - SZIDAROVSZKY FERENC
Feuer Ges.m.b.H. — Arizonai Egyetem

A dolgozatban oligopol modelleket targyalunk realisztikus feltételek mel-
lett. A piaci arfliggvény valtozdsat, termékmennyiség novelési koltségét,
kornyezetszennyezés csokkentését, valamint a kiilonbozo termelok koltség-
kolesonhatasait az eddigiekben targyalt modellekben nem, vagy csak ritkdn
vették figyelembe. Ezeknek a tényezOknek a figyelembevételével a model-
lek bonyolultabbd vélnak és az aszimptotikus tulajdonsagaik is lényegesen
megvaltoznak.

1 Bevezetés

A matematikai kozgazdasdgtani irodalomban az oligopol modellek kézponti
szerepet jatszanak. Cournot (1838) munkdja nyomdan intenziv kutatds indult
meg ezen a teriileten. El6szor az egyenstlypont létezése és egyértelmiisége
volt a kozponti kérdés, majd az egyensilypontok kiszamitdsi modszerei ke-
riltek elétérbe. FEzzel egy idében a klasszikus Cournot modell kiilonféle
kiterjesztéseit és altaldnositasait vezették be. fgy kertilt sor a differencialt
terméki, a tobbtermékes, alkalmazott-tulajdonu és piac-megosztasi model-
lek bevezetésére és tanulmanyozasara. A korabbi modellek és eredmények jo
Osszefoglaldsat adja meg Okuguchi (1976) konyve, majd ezek tobbtermékes
modellek esetére val6 kiterjesztéseit és az oligopol modellek tobbféle alkalma-
zdsait targyalja az Okuguchi és Szidarovszky (1999) monogréfia. Az 1960-as
évek elejétdl kezdve szamos kutatéd foglalkozott dinamikus oligopol modellek-
kel. Theocharis (1959) cikke volt az elsé eredmény, amelyet ezutédn tobben
kiterjesztettek és altalanositottak. Dinamikus modellek esetén a rendszer
aszimptotikus viselkedése jelenti a kozponti problémat. Ha az egyenstly-
pont lokélis stabilitasanak a vizsgalata a kérdés, akkor az a szokdsos mddsze-
rekkel (linearizdldssal és a Jacobi métrix sajatértékeinek a megbecslésével)
torténik. Globalis stabilitdsi kérdések részben a Lyapunov fiiggvények segit-
ségével, vagy a diszkrét esetben a kontrakcids fixpont tétel alapjan donthetok
el. Nemlinearis modellekkel és azok aszimptotikus vizsgalataval a Bischi,
Chiarella, Kopel és Szidarovszky (2008) monografia foglalkozik részletesen.
A korabbi modellek csak nagyon ritkan és csak specidlis esetekben vet-
tek figyelembe olyan koriilményeket, amelyekkel a modellek realitdstartalma
lényegesen megnovekedett volna. Nem vették ugyanis figyelembe a piaci ar-
fliggvény idébeni valtozasat, a kapacitdsmennyiség novelésének egyéb kolt-
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ségeit, kornyezetvédelmi kérdéseket, valamint a kiillonb6zo termelck koltség-
kolesonhatdsait, hogy csak a legfontosabbakat emlitsiik. Jelen dolgozatunk-
ban kisérletet tesziink arra, hogy ezeket a tényeztket a klasszikus Cournot
modellbe bevezessiik, és ezek hatasait a rendszerek aszimptotikus viselkedé-
sére nézve megvizsgaljuk. A matematikai egyszeriiség kedvéért vizsgdlataink
a klasszikus Cournot modellre vonatkoznak, a modellek, médszerek és ered-
mények a modell kiilonféle kiterjesztései esetére hasonléan vizsgalhatok és ke-
zelheték. Ezeknek részleteirdl egy kovetkezd dolgozatban fogunk beszamolni.

2 A klasszikus Cournot modell

Tegyiik fel, hogy N termeld azonos terméket &llit el, vagy azonos szolgaltatéast
ajanl ugyanazon a piacon. Jeldlje xy a k-adik termeld altal el6allitott és arult
mennyiséget, és tegyiik fel, hogy, minthogy L kapacitaskorlattal rendelkezik,
xp € [0, Ly]. Feltessziik azt is, hogy a piaci egységér az egyiittesen piacra
ajanlott termékmennyiségtol flige: p (Zl]il a?l>, és az egyes termelOk koltség-
fliggvényei csak a sajat termékmennyiségtol fliggenek: ci(zx). Ezek alapjan
a k-adik termel$ profitja:

N
Pr(T1,.. ., 2N) = Txp <Z frz) — c(@)- (1)
=1

Ily médon egy N-személyes nem-kooperativ jatékot definidltunk, ahol az N
termel$ adja a jatékosokat, a [0, L] intervallum a k-adik jatékos stratégia-
halmazat és @y, a k-adik jatékos kifizetéfiiggvényét. A jaték Nash-egyensiily-
pontja egy olyan termelési vektor z* = (zF, ..., 2% ) amelyre

(1) ZCZE[O,L;C] (k‘zl,Q,...,N);
és
(ii) Oe(x], T T Ty 2N) < i, T) (2)

tetszdleges xp € [0, Li] esetén. Az (i) feltétel az egyensilyi stratégidk meg-
engedhetdségét koveteli meg, mig a (ii) feltétel azt biztositja, hogy egyetlen
jatékos sem novelheti profitjat, ha egyoldalian eltér az egyensulytdl feltéve,
hogy a tobbi jatékos megmarad az egyensulypontnal.

Az oligopol probléma irodalmaban altalaban felteszik, hogy a p és ci
fiiggvények (k =1,2,..., N) kétszer folytonosan differencidlhaték, valamint

(A) p'<0, ¢ >0;
(B) p Happ’ <0; és
(C) p—-d/ <0

minden megengedett x1,...,xn stratégiavalasztas mellett.
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Az (A) feltétel azt jelenti, hogy p szigortan csokken, ha a piacra bocsétott
termékmennyiség no, valamint a termelék koltsége novekszik, ha tobbet ter-
melnek. (A), (B) és (C) feltételek biztosan fenndllnak, ha az drfiiggvény
konkdv és a koltségfiiggvények konvexek. Megjegyezziik, hogy a (B) és (C)
feltételek megengednek gyengén konvex arfiiggvényt és gyengén konkav kolt-
ségfiiggvényeket is.

Vegyiik észre, hogy az (1) kifizet6fliggvény az xj véltozén kiviil csak a
tobbi termeld egyiittes termékmennyiségétdl fiigg, amit az s, = ), £k Tl
szimbdélummal jeloliink majd.

Tehét az (1) kifizet6fiiggvény atirhaté a kovetkez6képpen:

ok = TEp(Tk + Sk) — cx(Tk) - (3)

Adott s, értékek mellett a legkedvezdbb xy, érték, xp = Ry (sy), adja a k-adik
jatékos walaszfiigguényét, amely a fenti feltételek mellett mindig egyértelmi,
és a kovetkezoképpen kaphatd meg:

0, hap(sk) —c,(0)<0
Ri(sk) = Li, ha Lgp/'(Lg + si) + p(Ly + s5) — (L) >0 (4)
2k, egyébként,

ahol z a
zep’ (zk + s) + p(2k + sk) — c(zx) =0 (5)

egyenlet egyértelm{i megolddsa a (0, Ly) intervallumban, minthogy az (5)
egyenlet bal oldala szigorian csokkené a zj valtozoban. Ry szakaszonként
folytonosan differencialhaté. A (4) els6 két esetében R) = 0, a derivélt pedig
a harmadik esetben implicit differencidlassal kaphaté meg:

WP+ oz (R, +1) + 9/ (R, +1) — R, =0,
amelybol

P+ zp”

RI = —-—
o -

(6)
Konnyen lathaté, hogy a fenti feltételek mellett
~1<R,<0. (7)

Ez az egyenlotlenség azt jelenti, hogy barmely termel6 néveli termelését, ha
a tobbi termel6 egyiittes termékmennyisége csokken, de a novelés elég lassu.

Az egyensilypont definicidja a vélaszfliggvények segitségével is megfo-
galmazhaté. Egy termelési vektor z* = (7, ..., 2% ) Nash-egyenstlypontot
szolgaltat, ha k =1,2,..., N esetén

(i) zy, € [0, L]
és

(i) =Ry (f: :c;<> .

=1
1%k
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A (i) feltétel azt koveteli meg, hogy mindegyik jatékos egyenstlyi stratégidja
egyben legjobb vélasztds is (amely egyébként a (2) egyenlétlenséggel is kife-
jezhetd).

Ismeretes, hogy az (A)—(C) feltételek mellett az N-személyes, nem-koope-
rativ jaték pontosan egy egyensilyponttal rendelkezik. Ha egy adott idé-
pontban a jaték allapota az egyensilypont, akkor (2) kovetkeztében egyik
jatékos sem valtoztat stratégidjan, igy a rendszer allapota az egyensily marad
minden tovabbi idépont esetén is. Ha az allapot nem egyensulypont, akkor
(2) nem teljesiil legaldbb egy jatékos esetére, {gy legaldbb egy jatékos érdeke
az, hogy valtoztasson stratégidajan. Ha az 1j allapot egyensulypont, akkor
az allapot nem véltozik ezutdn, ha nem az egyensulypont, akkor valamelyik
jatékos 1jbdl valtoztat stratégidjan, és igy tovabb. Ily moédon tehat egy
dinamikus rendszer keletkezik.

Tegyiik fel el6szor, hogy az idéskala diszkrét. Jeldlje t = 0,1,2,... az
idopontokat. A t-edik idépont utan minden jatékos tudja, hogy mennyi volt
a tobbiek termékmennyisége x(t) (I # k), igy konnyen ki tudja szadmitani,
hogy mi a szamaéra legkedvez&bb termelési program: Ry, (Zz 4k xl(t)). Azon-

ban a t-edik és (¢ + 1)-edik idépontok kozotti rovid idészakban nem képes
jelentésebb mennyiségnovelést elérni a sziikséges beruhazasok, 1j munkaerd
felvétele stb. kovetkeztében, igy azt tételezziik fel, hogy a k-adik jatékos
2 (t) értékét Ry, (Zz 2, 21(t) ) irdnydba mozditja el, azaz termékmennyisége
az

xRt +1) = 2p(t) + Kp | R le(t) — (1) (8)
Ik

dinamikét koveti. A (8) egyenletrendszer k = 1,2,..., N esetére egy N-
dimenziés diszkrét rendszert definial. A K}, egyiitthatokrodl feltessziik, hogy
a (0,1] intervallumba esnek. Nagyobb K} érték azt jelent, hogy a k-adik
termeld agresszivabban koveti a valaszfliggvényét.

A folytonos idéskala feltételezése mellett hasonléan gondolkodhatunk.
Ilyenkor az egyes jatékosok a legjobb stratégia felé mutaté iranyt kovetik,
az pedig a kovetkezd differencidlegyenlettel irhato le:

:E;c(t) = K | Ry ZIl — Tk t) ) (9)
1%k

ahol K} > 0 egy jatékostdl fliggs allando.
Ismert az irodalombdl (ldsd Bischi, Chiarella, Kopel és Szidarovszky,
2008), hogy a (8) rendszer aszimptotikusan stabilis, ha

Kyry,
>—1, 10
Z — K (rp +1) +2 (10)

és amennyiben szigoruan ellentétes egyenl6tlenség all fenn, akkor a rendszer
instabil. A rendszer nemlinedris, igy egyenléség esetén semmilyen konkrét
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allitds nem adhaté. A folytonos (9) rendszer az (A)—(C) feltétek mellett
mindig aszimptotikusan stabilis.

A (8) és (9) dinamikdk nagy hidnyossiga az, hogy nem vesznek figye-
lembe olyan tényezoket, amelyek minden gazdasdgban természetszertien el6-
fordulnak. A dolgozat tovabbi részeiben néhdny ilyen tényez6t vonunk be
az oligopol modellekbe, és megvizsgaljuk ezek hatdsat a rendszerek aszimp-
totikus viselkedésére. Diszkrét modellekkel foglalkozunk csak, a folytonos
dinamikék esetére egy kovetkezd dolgozatban tériink ki.

3 Arfﬁggvények idobeli kolcsonhatasa

Szdmos termék élettartama hosszabb, mint egy idéperiédus, dgyhogy a ko-
rabban értékesitett termékek a piacot telithetik, igy a korabbi igények és
értékesitések befolyasolhatjdk és gyakran befolyasoljak is az arfiiggvényt. Ha-
sonld a helyzet, amikor korabbi fogyasztasok eredményeképpen a vésarlok
izlése véltozik, bizonyos termékek fogyasztdsa szokdssa vélik stb. Matemati-
kailag feltessziik, hogy a korabbi értékesitések Osszhatdsa egy id6tol fiiggd @
valtozéval irhaté le, amely a diszkrét esetben egy

N
QUi+1)=H <Z (1), Q(t)> (11)
k=1

dinamikéval valtozik. Példaul, a piac telitodése egy

Z

QU+ 1) = ax(t) + aQ(1) (12)

k=1

linearis dinamikaval jellemezhetd, ahol o az egy periddus utan is mikods-
képes, hasznalhaté termékaranyt jelenti.

A H figgvény értelmezési tartomanya [O, Z,JCVZI Lk} X R.

Feltessziik tovdabba, hogy az arfliggvény nemcsak az értékesitett Gsszter-
méktol fiigg, hanem @ aktudlis értékétdl is, ugyhogy a k-adik termeld kifize-
tofliggvénye:

k(1. 7N, Q) = Tpp(T) + Sk, Q) — ck(Tk) - (13)
Feltessziik most, hogy
(A) p'<0, ¢, >0;
(B) ' +appl, <0;
Q) p—d <0

(D) pg +wphg <05
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minden megengedett x1,...,xx és @ mellett. Megjegyezziik, hogy a (B)
és (C) feltétel lényegében azonos a klasszikus Cournot modellnél bevezetett
hasonl6 feltételekkel. Hasonléan a (4) relacidhoz, a k-adik jatékos véalaszfiigg-
vénye a kovetkezo:

0, hap(sg, Q) —c},(0) <0
Ry (sk, Q) = ¢ Li, ha Lyp'(Lg + sk, Q) + p(Li + 55, Q) — C(Lg) >0
zk, egyébként,

(14)
ahol 7z, a
p(2k + 51, Q) + 21D’ (21, + 5%, Q) — ¢ (2) =0 (15)
egyenlet egyetlen megoldasa a (0, L) intervallumban.
Implicit derivaldssal (6)-hoz hasonléan lathatd, hogy
IRy, Py + Tl
= =— z 2 e (-1,0 16
TS D 2+ L, — (—1,0] (16)
éS / /!
OR + TP,
0Q pr +appll, —cf

Hasonl6an a (8) dinamikéhoz, a diszkrét esetben most az

$k<t+1)=.’ljk(t)+Kk Ry, le(t),Q(t) —xk(t) (k‘=1,2,...,N)
1%k

Qt+1)= (ka )

(N + 1)-dimenziés diszkrét rendszer adddik. A kovetkez6kben az egyenstly
stabilitasat vizsgaljuk meg és a stabilitasi feltételeket 6sszehasonlitjuk a Cour-
not modellel. A lokdlis aszimptotikus stabilitast a Jacobi-matrix alapjan
végezhetjiik el, ebben az esetben

1—K1 K1T1 Klrl Kl?xl
KQTQ 1— K2 e K2T2 K2f2
J= : : . : : ; (19)
KNTN KNTN 1—KN KN?XN
h oo h h
ahol SH SH
h=—= g h =

os 2Q

és valamennyi derivaltat az egyensilypontban szamolunk. Az egyszeriiség
kedvéért tekintsiik a szimmetrikus esetet, amikor

rm=...=ry=m7, T1=...=7ny=7 ¢é K =...=Ky=K.
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Ekkor a (19) sajatérték-egyenlete nagymértékben leegyszeriisodik:

(1= Kuk + KrY w+Kiv= uy,  (k=1,2,...,N) (20)
£k

N
hZuk+szAv. (21)
k=1

Vezessiik be az U = ZkN:1 uy, valtozot. Ekkor (20) 4tirhaté a
KrU+ Kiv+ (1 - K — Kr— XNug =0 (22)

alakba is. Tegyiik fel elészor, hogy A = 1 — K(1 4+ r). Ez a sajitérték az

egységkorben van, ha
2
K . 23
= 147 (23)

Kilonben u; = ... =uy = u és igy

1-K+(N-1)Kr—XNu+ Krv=0

Nhu+ (h—XNv=0. 24
Nemtrivialis megoldas akkor és csak akkor létezik, ha
det( }VhK(1+(l N)r) = A fi)\ > _o,
azaz ha \ megoldasa kovetkezo masodfoki egyenletnek:
A 4+ AN—=1—h+Kz)+ (h— Khz — NhKF#) =0 (25)

ahol z = 1+ (1 — N)r > 0. Ismeretes a kovetkez$ eredmény (1d. példdul
Bischi, Chiarella, Kopel és Szidarovszky, 2008):

1. Lemma. A A2 + \p + ¢ = 0 mdsodfoki egyenlet (p, q valds egyiitthatok)
gyokei az egységkdrben akkor €s csak akkor vannak, ha

g<1l, gq—p+1>0 é qg+p+1>0.

Ez alapjdn a (25) egyenlet gyokei akkor vannak az egységkorben, ha

h—Khz— NhKi < 1 (26)
h—Khz— NhKi+1+h—Kz+1>0 (27)
h—Khz—NhKi—1—h+Kz+1>0. (28)

Természetes feltevés, hogy h > 0 és —1 < h < 1 azaz H novekszik s-ben
és nem nagyon véltozik, ha @ értéke né vagy csokken. Ekkor a kovetkezd
eseteket kell tekintentink:
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(a) Ha hz + Nhi < 0, akkor (26) feltétele az, hogy

~

h—1
hz + Nhi-
A (28) reldci6 biztosan teljestil, a (27) feltétele pedig az, hogy

2(1+ h)

2(1+h) + Nhir (29)

Ebben az esetben a rendszer akkor lokalisan aszimptotikusan stabilis, ha
K értéke elég alacsony. Ez pedig azt jelenti, hogy a termel6k nem nagyon
agresszivak abban, ahogy vélaszfiiggvényiiket kovetik 1épésrdl lépésre.

(b) Ha hz + Nhi > 0, akkor (26) nyilvdnvaléan teljesiil, valamint (28)
is. A (27) fennéllasanak pedig az a feltétele, hogy (29) teljesiiljon. Ebben az
esetben is akkor lokdlisan aszimptotikusan stabilis a rendszer, ha K értéke
elég kicsi. Tehat a kovetkez6 eredményt kaptuk.

1. Tétel. A (18) rendszerdinamikdval a szimmetrikus eset egyensilypontja
lokdlisan aszimptotikusan stabilis, ha K értéke elég kicsi, azaz eleget tesz a
(29) feltételnek.

Koénnyen Osszehasonlithatjuk a fenti stabilitdsi feltételeket a klasszikus
Cournot modellel, amikor p’Q = p;’Q = h =h =7 = 0. Ekkor a sajitértékek:
M=0éd=14+h—Kz=1-K(1+(1—N)r).

Az els6 sajatérték nyilvanvaléan az egységkorben van, a masodik akkor
van az egységkorben, ha

2 2
K<——mm = -. 30
ST Ny = (30)
Egyszerti szamitassal belathato, hogy
2(1 + h)

2
_<A—,
z 7 z(1+h) + Nh#

ami azt mutatja, hogy az arfliggvény idobeli kolcsonhatasa a fenti feltételek
mellett stabilizal6 hatassal van a rendszerre, hiszen a megengedett K tar-
tomanyt noveli.

4 Termékmennyiség novelési koltségek figye-
lembe vétele

Tegyiik most fel, hogy a termékmennyiség névelésének koltségét is figyelembe
veszik a termel8k az optimadlis termékmennyiség meghatdrozdsakor. A (t+1)-
edik idéperiddusban eszerint a k-adik jatékos kifizetofiiggvénye

Or(x1, .. an | xpt) = xpp(er + sk) — cr(ag) — Ar(ap —zi(t),  (31)

ahol Ay a termékmennyiség novelési koltségfiiggvénye. Tegyilik most fel, hogy
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(A) P’ <0, ¢ =0, A >0,
(B)  p'+ap” <0
(C) p—-di<0 é Al>0

minden megengedett x1,...,xN és zx(t) értékek mellett. Vegyiik észre, hogy
. szigordan konkdv wzp-ban, és igy a vélaszfliggvény a (14)-hez hasonld
modon addédik, valamint implicit differencidlassal

. ORy, o P+ xpp”
k Osy, 2+ app’ — ¢ — Al
és .
. OR, AY
Tk =

T Qx(t) 2 fawp —c —AYC
Az (A)—(C) feltételek mellett

—1<r, <0< <l é —1<r,—71. (32)

A (8) dinamikus modell ebben az esetben a kévetkezOképpen médosul:

xk(t—l—l):xk(t)—i—Kk Ry le(t),xk(t) —.’L‘k(ﬁ) (k=1727...N).

I#k
(33)
A rendszer stabilitdsat vizsgaljuk meg ismét, és az eredményeket Gsszehason-
litjuk a klasszikus Cournot modellel.
A rendszer Jacobi-métrixa:

I—Kl(l—fl) K17“1 Kﬂ"l
KQ’I“Q 1 —Kg(l —fg) KQ’I“Q
J= . ) . (34)
Knrn Knrn o 1= Kn(1—7nN)

Tegyiik fel ismét az egyszertiség kedvéért, hogy a jaték szimmetrikus, azaz
Ki=..=Ky=K,rm=...=ry=résr=...=7y =7 A J matrix
sajatérték-egyenlete nagymértékben leegyszeriisodik:

(1-KQ=Mu+Kr> w=> g (k=1,2,...,N). (35)
1k

Legyen ismét U = Zivzl uy,, ekkor
KrU+(1—K(1—7) — Kr—\u,=0. (36)

Ha A =1-K(1—7)— Kr, akkor ez a sajatérték akkor van az egységkorben,

ha
< - 1 5 ( )
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kiilonben vy = ... = uny = u, igy (35) a kovetkezOképpen egyszeriisodik:
1-KQ-7)+Kr(N—-1)—XNu=0,
és nemtrivialis megolddsanak a feltétele az, hogy
A=1-K1-7)+Kr(N-1)=1-K(1—-7+r—7rN).
Vegyiik észre, hogy K szorzdja
1+ (r—7)—rN
mindig pozitiv, igy a rendszer lokalisan aszimptotikusan stabilis, ha

2

K<
1+(r—7)—rN"’

(38)

azaz ha K értéke elég kicsi. Minthogy r < 0, (38) szigoribb egyenlétlenség,
mint (37), azért (38) a stabilitdsi feltétel. Tehdt a kovetkezot igazoltuk.

2. Tétel. A (33) rendszerdinamikdval a szimmetrikus eset egyensilypontja
lokdlisan aszimptotikusan stabilis, ha K eleget tesz a (38) feltételnek, azaz
elég kicst értéki.

A klasszikus Cournot modell esetében 7 = 0, igy a stabilitasi feltétel (30)
teljestilése. Minthogy a (38) egyenl6tlenségben 7 > 0, (38) jobb oldala na-
gyobb, mint (30) jobb oldala. Tehdt a termékmennyiség novelési koltségeinek
figyelembe vétele is stabilizal6é tényezo.

5 Ipari szennyezodés csokkentésének figyelem-
be vétele

Tegyiik most fel, hogy a termel6k kozos telepen tisztitjak az altaluk produkalt
ipari szennyez6dést, és a koltséget a termékmennyiségek ardanyaban osztjak
fel egymés kozott. Ekkor a k-adik jatékos kifizet6fiiggvénye

T(xk + Sk)

39
Tk + Sk ( )

Or(x1, ..., oN) = 2Ep(2) + SK) — ce(Tr) — T

ahol T a szennyez6dés tisztitasi koltségfiiggvénye. Ha bevezetjik a

T(Jlk =+ Sk)

P(:L’k + Sk) :p(l’k + Sk) — e

fliggvényt, akkor (39) formédlisan is a klasszikus Cournot modell profitfiige-
vényének alakjaként irhato at:

or(T1, .., oN) = 2 P(on + sk) — c(or) - (40)
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Az egyszeriliség kedvéért legyen

T(Q?k + Sk)
T+ S = -
g< k k) Tk + Sk

és tegyiik fel, hogy ¢ is kétszer folytonosan differencidlhaté a [O, Z}zﬂvﬂ Lk}

zart intervallumon. Ekkor a k-adik jatékos valaszfiiggvényének a derivaltja
(6) alapjan
ORy, P+ ax, P

"k sy, 2P + ap P’ — ¢’ (41)

és a lokalis aszimptotikus stabilitds feltétele a (10) egyenlétlenség. Mint-
hogy (10) bal oldala ri-nak névekvd fliggvénye, a szennyezédés tisztitdsdnak
figyelembevétele stabilizal6é hatdsid, ha

/ /! / / /! 1!
P+ xpp P =g +a( —g")
- N (42)

W o~ 20 =29 Fa g’ —
Ezt az Osszefliggést a kovetkezdképpen irhatjuk:

roa g

zi(p'g" —g'p") < (9" + zg”) (43)

ha feltessziik, hogy a p és ¢ fliggvények kielégitik a klasszikus Cournot mo-
dellnél tett feltételeket. Ezekbdl azonban nem kovetkezik a (43) reldcié tel-
jesiilése, igy a stabilizdlé hatds nem garantalt altalaban.

6 Koltségkolcsonhatasok figyelembevétele

Az egyes termelék kozos munkaerépiacrdl és kozos termelési tényezé piacrél
szerzik be a termelésiikhoz sziikkséges munkaerct, anyagokat, energiat stb., igy
termelési koltségiiket a tObbi termeld termelési mennyisége is befolyasolja a
beszerzési arakon keresztiil. Hasonlé a helyzet, ha a termel6k kutatast is
folytatnak, hogy termelésiiket még gazdasigosabba tegyék. Kutatasi ered-
ményeiket a tobbi termelo is hasznosithatja, és minthogy a kutatasra forditott
osszegek magasabbak nagyobb termelési volumenek esetén, a tobbi termel6
koltsége implicit médon fiigg a kutatast végzo termeld termékmennyiségétol.
Amennyiben az Osszes termeld folytat kutatdst, az Osszes koltségfiiggvény
fligghet az Osszes termel6 termékmennyiségétél. Ezt a kortilményt a leg-
egyszeriibben ugy modellezhetjik, hogy feltessziik, hogy a k-adik termel6
koltségfliggvénye xp-n kiviil s,-t6l is fliige, azaz profitfiiggvénye

(@1, ... oN) = zep(Tr + k) — cr(@k, Sk) (44)
alaku. Konnyen lathato, hogy

a(pk / /
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és

32%
= 2p/ + xkpu - c;f/wa; ’
ox3
igy, ha feltessziik, hogy
(A p'<0; ¢, >0;
(B) P +app” <0;
(C) pl - Cgmc <0

minden megengedett x1, ..., oy mellett, akkor ¢ szigortian konkdv xj-ban,
igy a valaszfiiggvény egyértelmii, valamint implicit differencidldssal konnyen
kimutathaté, hogy

. :8Rk:_p’+$kp”fcgm (45)
* T Dsk 2"+ zpp” —

ahol a nevezd mindig negativ. Osszehasonlitva ezt az egyenléséget (10)-zel,
azonnal lathatjuk, hogy amennyiben

s <0 (46)

és (45) szamlaldja negativ, koltségkolesonhatdsok figyelembevétele stabilizalja
a rendszert. Ha ¢, > 0, akkor pedig destabilizdlé hatdsu.

A (46) feltétel azt jelenti, hogy a ¢, derivalt csékken si-ban. Ez pedig
azt jelenti, hogy a ¢}, margindlis koltség csokken, ha a t6bbi termeld egytittes
termékmennyisége novekszik. Ez a feltétel realisnak tiinik, ha a tobbi ter-
meld kutatasi eredménye csokkeno hatassal van a k-adik termel6 marginalis

koltségére.

7 Kovetkeztetések

Ebben a dolgozatban dinamikus oligopol modelleket vizsgaltunk a klasszikus
Cournot modellnél redlisabb feltételek mellett. Nemcsak a modelleket fo-
galmaztuk meg, hanem azok stabilitasi feltételeit is Osszehasonlitottuk a
klasszikus Cournot modell esetével. Feltételeket vezettiink le, amelyek ga-
rantdljak, hogy a modellek kib6vitése stabilizdlé hatédssal is bir a nagyobb
realitastartalom mellett.

Négy konkrét esetet vizsgaltunk meg egymastdl fiiggetlentl diszkrét ido6-
skala feltételezése mellett. A folytonos eset, valamint a kiilénbozé tényezdk
egyiittes figyelembevétele egy kovetkezd dolgozat targya lesz.
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DYNAMIC COURNOT MODELS

In this paper we discuss oligopoly models with realistic assumptions. The effects
of intertemporal demand interaction, production adjustment costs, environmental
considerations and cost externalities were only very seldom examined in the litera-
ture. The introduction of these additional factors into the oligopoly models makes
them more complicated and it also results in significant changes in their stability
conditions.





