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DINAMIKUS COURNOT MODELLEK ES
KITERJESZTESUK!

FEUER GABOR - SZIDAROVSZKY FERENC
Feuer Ges.m.b.H. — Arizonai Egyetem

A dolgozatban oligopol modelleket targyalunk realisztikus feltételek mel-
lett. A piaci arfliggvény véltozdsat, termékmennyiség novelési koltségét,
kornyezetszennyezés csokkentését, valamint a kiilénbozé termel6k koltség-
kolcsonhatasait az eddigiekben targyalt modellekben nem, vagy csak ritkan
vették figyelembe. Ezeknek a tényezoknek a figyelembevételével a model-
lek bonyolultabba valnak és az aszimptotikus tulajdonsigaik is lényegesen
megvaltoznak.

1 Bevezetés

A matematikai kozgazdasigtani irodalomban az oligopol modellek kdzponti
szerepet jatszanak. Cournot (1838) munkéja nyomdan intenziv kutatés indult
meg ezen a teriileten. ElGszor az egyensilypont 1étezése és egyértelmiisége
volt a kozponti kérdés, majd az egyensilypontok kiszamitdsi modszerei ke-
rultek elétérbe. Ezzel egy idében a klasszikus Cournot modell kiilonféle
kiterjesztéseit és altalanositasait vezették be. fgy kertilt sor a differencialt
terméki, a tobbtermékes, alkalmazott-tulajdond és piac-megosztasi model-
lek bevezetésére és tanulméanyozasara. A korabbi modellek és eredmények jé
osszefoglaldsét adja meg Okuguchi (1976) konyve, majd ezek tobbtermékes
modellek esetére vald kiterjesztéseit és az oligopol modellek tobbféle alkalma-
zésait targyalja az Okuguchi és Szidarovszky (1999) monografia. Az 1960-as
évek elejétdl kezdve szamos kutatéd foglalkozott dinamikus oligopol modellek-
kel. Theocharis (1959) cikke volt az elsé eredmény, amelyet ezutdn tobben
kiterjesztettek és altalanositottak. Dinamikus modellek esetén a rendszer
aszimptotikus viselkedése jelenti a kozponti problémat. Ha az egyensily-
pont lokélis stabilitasanak a vizsgalata a kérdés, akkor az a szokasos mddsze-
rekkel (linearizaldssal és a Jacobi métrix sajatértékeinek a megbecslésével)
torténik. Globalis stabilitasi kérdések részben a Lyapunov fliggvények segit-
ségével, vagy a diszkrét esetben a kontrakcios fixpont tétel alapjan dontheték
el. Nemlinedris modellekkel és azok aszimptotikus vizsgalatdval a Bischi,
Chiarella, Kopel és Szidarovszky (2005) monogréfia foglalkozik részletesen.
A korabbi modellek csak nagyon ritkdn és csak specidlis esetekben vet-
tek figyelembe olyan koriilményeket, amelyekkel a modellek realitastartalma
lényegesen megnovekedett volna. Nem vették ugyanis figyelembe a piaci ar-
fliggvény idébeni valtozasat, a kapacitdsmennyiség novelésének egyéb kolt-
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ségeit, kornyezetvédelmi kérdéseket, valamint a kiilonb6z6 termelck koltség-
kolcsonhatéasait, hogy csak a legfontosabbakat emlitsiik. Jelen dolgozatunk-
ban kisérletet tesziink arra, hogy ezeket a tényezCket a klasszikus Cournot
modellbe bevezessiik, és ezek hatdsait a rendszerek aszimptotikus viselkedé-
sére nézve megvizsgaljuk. A matematikai egyszeriiség kedvéért vizsgalataink
a klasszikus Cournot modellre vonatkoznak, a modellek, médszerek és ered-
mények a modell kiilonféle kiterjesztései esetére hasonléan vizsgalhatok és ke-
zelhetOk. Ezeknek részleteirol egy kovetkezé dolgozatban fogunk beszamolni.

2 A klasszikus Cournot modell

Tegyiik fel, hogy N termel6 azonos terméket allit el6, vagy azonos szolgaltatast
ajanl ugyanazon a piacon. Jelolje xy a k-adik termeld altal el6allitott és arult
mennyiséget, és tegyiik fel, hogy, minthogy L kapacitdaskorlattal rendelkezik,
xp € [0, Ly]. Feltessziik azt is, hogy a piaci egységédr az egyiittesen piacra
ajanlott termékmennyiségtol figg: p (Zfil xl), és az egyes termelOk koltség-
fiiggvényei csak a sajit termékmennyiségtdl figgenek: ci(xy). Ezek alapjin
a k-adik termeld profitja:

or(T1,. .., oN) = TP <Z$z> — e (). (1)
=1

Ily médon egy N-személyes nem-kooperativ jatékot definidltunk, ahol az NV
termeld adja a jatékosokat, a [0, Lj] intervallum a k-adik jatékos stratégia-
halmazét és oy, a k-adik jatékos kifizetSfiiggvényét. A jaték Nash-egyensiily-
pontja egy olyan termelési vektor z* = (x7,..., 2% ) amelyre

(i) xy € 10, L] (k=1,2,...,N);
és
(11) @k(‘riaaxz—laxkaxz-ﬁ—l)ax}KV)ka(xiaax}KV) (2)

tetszéleges xy € [0, Lg] esetén. Az (i) feltétel az egyensilyi stratégidk meg-
engedhetéségét koveteli meg, mig a (ii) feltétel azt biztositja, hogy egyetlen
jatékos sem novelheti profitjat, ha egyoldalian eltér az egyensilytdl feltéve,
hogy a tobbi jatékos megmarad az egyensulypontndl.

Az oligopol probléma irodalméban &ltaldban felteszik, hogy a p és cx
fiiggvények (k=1,2,..., N) kétszer folytonosan differencidlhatdk, valamint

(A) p'<0, ¢, >0;
(B) p +app’ <0; és
(C) p—-¢/ <0

minden megengedett x1, ..., ry stratégiavilasztas mellett.



Dinamikus Cournot modellek és kiterjesztésiik 3

Az (A) feltétel azt jelenti, hogy p szigorian csokken, ha a piacra bocsatott
termékmennyiség nd, valamint a termel6k koltsége novekszik, ha tobbet ter-
melnek. (A), (B) és (C) feltételek biztosan fenndllnak, ha az arfiiggvény
konkdv és a koltségfiiggvények konvexek. Megjegyezziik, hogy a (B) és (C)
feltételek megengednek gyengén konvex és gyengén konkav koltségfiiggvénye-
ket is.

Vegyiik észre, hogy az (1) kifizetSfiiggvény az x; véltozén kiviil csak a
tobbi termelS egyiittes termékmennyiségétdl fiigg, amit az s, = ), 2k Tl
szimbélummal jeloliink majd.

Tehét az (1) kifizetfiiggvény dtirhaté a kovetkezdképpen:

ok = zkp(Tk + sk) — i (k)] - (3)

Adott sy, értékek mellett a legkedvezébb xy, érték, x, = Ry(sk), adja a k-adik
jatékos wvdlaszfiigguényét, amely a fenti feltételek mellett mindig egyértelm,
és a kovetkezOképpen kaphaté meg:

0, hap(sk) —c,(0) <0
Rk(sk) =< Li, ha Lkpl(Lk + Sk) —l—p(Lk. + Sk) — C;@-(Lk) >0 (4)
zr, egyébként,

ahol 7z, a

2ep (2 + s) + (21 + si) — i (2) =0 (5)
egyenlet egyértelmii megoldédsa a (0, Ly) intervallumban. Minthogy az (5)
egyenlet bal oldala szigorian csokkené a zp valtozéban, Ry szakaszonként
folytonosan differencialhaté. A (4) elsé két esetében Rj, = 0, a derivélt pedig
a harmadik esetben implicit differencidlassal kaphaté meg:

Rip' + zp" (Ry, + 1) + 9/ (R +1) — g Ry, = 0,
amelybol

pl + kall

RI. = —-————
g 20+ zep” — ¢y

(6)
Koénnyen lathatd, hogy a fenti feltételek mellett
—1< R, <0. (7)

Ez az egyenlotlenség azt jelenti, hogy barmely termel6 noveli termelését, ha
a tobbi termel6 egyiittes termékmennyisége csokken, de a novelés elég lassu.

Az egyensilypont definiciéja a valaszfliggvények segitségével is megfo-
galmazhaté. Egy termelési vektor z* = (z7,...,2% ) Nash-egyenstulypontot
szolgédltat, ha k =1,2,..., N esetén

(i) zj, € [0, Ly]
és

(i) =Ry <ixl> .

=1
Ik
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A (i) feltétel azt koveteli meg, hogy mindegyik jétékos egyensilyi stratégidja
egyben legjobb vilasztds is (amely egyébként a (2) egyenlétlenséggel is kife-
jezhetd).

Ismeretes, hogy az (A)—(C) feltételek mellett az N-személyes, nem-koope-
rativ jaték pontosan egy egyensilyponttal rendelkezik. Ha egy adott idé-
pontban a jaték allapota az egyensulypont, akkor (2) kovetkeztében egyik
jatékos sem valtoztat stratégiajan, igy a rendszer allapota az egyensily marad
minden tovabbi idépont esetén is. Ha az allapot nem egyensilypont, akkor
(2) nem teljesiil legaldbb egy jatékos esetére, igy legaldbb egy jatékos érdeke
az, hogy valtoztasson stratégidjan. Ha az 1j allapot egyensulypont, akkor
az allapot nem véltozik ezutdn, ha nem az egyensilypont, akkor valamelyik
jatékos ujbdl valtoztat stratégiajan, és igy tovabb. Ily mddon tehat egy
dinamikus rendszer keletkezik.

Tegyiik fel el6szor, hogy az idoskala diszkrét. Jelolje t = 0,1,2,... az
id6pontokat. A t-edik id6pont utdn minden jatékos tudja, hogy mennyi volt
a tobbiek termékmennyisége x4 (t) (I # k), igy konnyen ki tudja szdmitani,
hogy mi a szamara legkedvezSbb termelési program: Ry (Zl 2k Tl (t)) . Azon-
ban a t-edik és (¢ + 1)-edik id6pontok kozdtti révid idszakban nem képes
jelentésebb mennyiségnovelést elérni a sziikséges beruhazasok, Gj munkaero
felvétele stb. kovetkeztében, igy azt tételezziik fel, hogy a k-adik jatékos
xp(t) értékét Ry (Zz 2k xl(t)) irdnydba mozditja el, azaz termékmennyisége
az

ot +1) = 2 (t) + Ki | Ra le(t) — z1(t) (8)
1%k

dinamikdt kéveti. A (8) egyenletrendszer k = 1,2,..., N esetére egy N-
dimenzids diszkrét rendszert definidl. A K, egyiitthatékrdl feltessziik, hogy
a (0,1] intervallumba esnek. Nagyobb Kj, érték azt jelent, hogy a k-adik
termel$ agresszivabban koveti a véalaszfliggvényét.

A folytonos iddskéla feltételezése mellett hasonléan gondolkodhatunk.
Ilyenkor az egyes jatékosok a legjobb stratégia felé mutatd irdanyt kovetik,
az pedig a kovetkezd differencidlegyenlettel irhato le:

xy,(t) = Ky, | Ry sz —xx(t) | (9)
12k

ahol K}, > 0 egy jatékostol fliggo allando.
Ismert az irodalombdl (l4sd Bischi, Chiarella, Kopel és Szidarovszky,
2006), hogy a (8) rendszer aszimptotikusan stabilis, ha

Ky,
-1 10
Z —Ki(re +1) +2> ’ (10)

és amennyiben szigoruan ellentétes egyenlétlenség all fenn, akkor a rendszer
instabil. A rendszer nemlinedris, igy egyenléség esetén semmilyen konkrét
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allitds nem adhaté. A folytonos (9) rendszer az (A)—(C) feltétek mellett
mindig aszimptotikusan stabilis.

A (8) és (9) dinamikdk nagy hidnyossidga az, hogy nem vesznek figye-
lembe olyan tényezoket, amelyek minden gazdasdgban természetszertien el6-
fordulnak. A dolgozat tovabbi részeiben néhany ilyen tényezot vonunk be
az oligopol modellekbe, és megvizsgaljuk ezek hatdsat a rendszerek aszimp-
totikus viselkedésére. Diszkrét modellekkel foglalkozunk csak, a folytonos
dinamikak hasonléan targyalhatok.

3 Arfiiggvények idébeli kolesdnhatdsa

Szamos termék élettartama hosszabb, mint egy idéperiddus, tgyhogy a ko-
rabban értékesitett termékek a piacot telithetik, igy a korabbi igények és
értékesitések befolyasolhatjék és gyakran befolyasoljdk is az arfiiggvényt. Ha-
sonlé a helyzet, amikor korabbi fogyasztdasok eredményeképpen a vésarlok
izlése valtozik, bizonyos termékek fogyasztasa szokassa valik stb. Matemati-
kailag feltessziik, hogy a korabbi értékesitések Osszhatasa egy id6tol fliggd @
valtozdval irhato le, amely a diszkrét esetben egy

Q(t+1) (Z wk(t ) (11)

dinamikaval valtozik. Példaul, a piac telitédése egy

Qt+1)=> zi(t) +aQ(t) (12)
k=1

linedris dinamikaval jellemezhetd, ahol o az egy periddus utan is miikods-
képes, haszndlhaté termékaranyt jelenti.
A H fiiggvény értelmezési tartomanya [0, Zszl Lk] X R.

Feltessziik tovabba, hogy az arfiiggvény nemcsak az értékesitett Gsszter-
méktol fligg, hanem @ aktualis értékétdl is, ugyhogy a k-adik termeld kifize-
tofliggvénye:

ka(-rla"'a'rNaQ):xkp('rk+skaQ)_ck(‘rk) . (13)
Feltessziik most, hogy
P <0, ¢, >0;
P+ kpy, <0

Py —cl<0;

P+ Tibhg <0
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minden megengedett x1,...,zy és @ mellett. Megjegyezziik, hogy a (B)
és (C) feltétel lényegében azonos a klasszikus Cournot modellnél bevezetett
hasonlé feltételekkel. Hasonléan a (4) reldciéhoz, a k-adik jatékos valaszfiigg-
vénye a kovetkezo:

07 ha p(skaQ) —C;‘(O) SO
Ry (s, Q) = Lk, ha Lyp' (Li + 51, Q) +p(Li + s, Q) — Cp.(Li) > 0
zk, egyébként,

(14)
ahol z; a
p(2k + sk, Q) + 2p’ (25 + 51, Q) — ¢ (21) =0 (15)
egyenlet egyetlen megolddsa a (0, L) intervallumban.
Implicit derivéldssal (6)-hoz hasonléan lathatd, hogy
ORy, Py + Tk,
= = - L LT —-1,0 16
" dsy, 2p, + appll, — ¢} € (=10 (16)
* OR P+l
= 2 = < 2@ ¢ (—o0,0]. (17)

0Q Wtk —

Hasonl6an a (8) dinamikahoz, a diszkrét esetben most az

oe(t+1) =2 (t) + K | Re | Y m(),Q) | —ax(t) | (k=1,2,....N)
I#k

Qt+1)= (Zxk >

(N + 1)-dimenziés diszkrét rendszer adddik. A kovetkez6kben az egyenstly
stabilitasat vizsgaljuk meg és a stabilitési feltételeket 6sszehasonlitjuk a Cour-
not modellel. A lokdlis aszimptotikus stabilitdst a Jacobi-métrix alapjan
végezhetjiik el, ebben az esetben

l—Kl K17‘1 K17‘1 Klfl
KQTQ 1-— KQ te KQTQ Kgfg
J= : : - : : : (19)
KNTN KNTN l—KN KNTVN
h h h h
ahol oH oH
h === - ==
ds e 80

és valamennyi derivéltat az egyensilypontban szamolunk. Az egyszeriiség
kedvéért tekintsiik a szimmetrikus esetet, amikor

rn=...=TrnN=Tm, MM =...=TN=T és Klz...ZKNZK.
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Ekkor a (19) sajitérték-egyenlete nagymértékben leegyszeriisodik:

(1= Kyup+KrY w+Kiv=>xy,  (k=1,2,...,N)  (20)
I#k

N
hZuk+ﬁU=AU. (21)
k=1

Vezessiik be az U = Zszl uy, valtozét. Ekkor (20) atirhaté a
KrU+ Kiv+(1— K — Kr— ANug =0 (22)

alakba is. Tegyiik fel el6szor, hogy A = 1 — K(1 + r). Ez a sajétérték az

egységkorben van, ha
2
K< . 23
1+r (23)

Kiilonben w1 = ... = uy = u és igy

(1—K+(N—-1)Kr—XNu+Krv=0

. (24)
Nhu+ (h=XNv=0.
Nemtrividlis megoldés akkor és csak akkor létezik, ha
—K(1+(1—N)r)— Kr
N R
azaz ha \ megoldasa kévetkezo masodfoki egyenletnek:
N 4+ A~=1—h+Kz)+ (h— Khz — NLKF) =0 (25)

ahol z = 1+ (1 — N)r > 0. Ismeretes a kovetkezé eredmény (1d. példdul
Bischi, Chiarella, Kopel és Szidarovszky, 2006):

1. Lemma. A )\ + \p + q = 0 mdsodfoki egyenlet (p, q valds egyiitthatdk)
gyokei az eqységkorben akkor és csak akkor vannak, ha

g<l, ¢q—p+1>0 é q+p+1>0.

Ez alapjén a (25) egyenlet gyokei akkor vannak az egységkorben, ha

h— Khz — NhK7# < 1 (26)
h—Khz— NhKi+1+h—Kz+1>0 (27)
h—Khz— NhKi—1—h+Kz+1>0. (28)

Természetes feltevés, hogy h > 0 és —1 < h < 1 azaz H ndvekszik s-ben
és nem nagyon valtozik, ha @ értéke n6 vagy csokken. Ekkor a koévetkezo
eseteket kell tekintentink:
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(a) Ha hz + Nh# < 0, akkor (26) feltétele az, hogy

h—1
hz + Nhi
A (28) reléci6 biztosan teljesiil, a (27) feltétele pedig az, hogy

2(1 4 h)

2(1 4 h) + Nhi (29)

Ebben az esetben a rendszer akkor lokalisan aszimptotikusan stabilis, ha
K értéke elég alacsony. Ez pedig azt jelenti, hogy a termel6k nem nagyon
agresszivak abban, ahogy vélaszfiiggvényiiket kovetik 1épésrdl lépésre.

(b) Ha hz + Nhi > 0, akkor (26) nyilvédnvaléan teljesiil, valamint (28)
is. A (27) fennélldsdnak pedig az a feltétele, hogy (29) teljesiiljon. Ebben az
esetben is akkor lokalisan aszimptotikusan stabilis a rendszer, ha K értéke
elég kicsi. Tehat a kovetkez6 eredményt kaptuk.

1. Tétel. A (18) rendszerdinamikdval a szimmetrikus eset egyensilypontja
lokdlisan aszimptotikusan stabilis, ha K értéke elég kicsi, azaz eleget tesz a
(29) feltételnek.

Koénnyen Osszehasonlithatjuk a fenti stabilitasi feltételeket a klasszikus
Cournot modellel, amikor py, = pljo = h = h =7 = 0. Ekkor a sajatértékek:
M=0éXA=14+h—Kz=1-K(1+(1-N)r).

Az elsé sajatérték nyilvanvaléan az egységkorben van, a méasodik akkor
van az egységkorben, ha

K< 2 2 (30)
1+(1-N)yr 2
Egyszeri szamitassal belathatd, hogy
2(1 + h)

2
_<A—)
z2 7 z(1+h)+ Nh#

ami azt mutatja, hogy az arfiiggvény idobeli kolcsonhatasa a fenti feltételek
mellett stabilizal6 hatdssal van a rendszerre, hiszen a megengedett K tar-
tomanyt noveli.

4 Termékmennyiség novelési koltségek figye-
lembe vétele

Tegyiik most fel, hogy a termékmennyiség novelésének koltségét is figyelembe
veszik a termelék az optimalis termékmennyiség meghatdrozasakor. A (t+1)-
edik idéperiddusban eszerint a k-adik jatékos kifizetofliggvénye

Ok, en | 2k (t)) = 2ep(zr + k) — cr(ar) — Ap(xr —zk(t)),  (31)

ahol Ay a termékmennyiség novelési koltségfiiggvénye. Tegytlik most fel, hogy
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(A) p'<0, ¢, >0, A >0,
(B) P +ap’ <0
(C) p—-d/<0 é& Al>0

minden megengedett x1,...,x N és xx(t) értékek mellett. Vegyiik észre, hogy
v szigorian konkdv zi-ban, és igy a vélaszfiiggvény a (14)-hez hasonld
modon addédik, valamint implicit differencidlassal

IRy, P +ap”
T = = —
k 08y, 2 + " — ¢ — Al
és
§ ORy, A
Ty = =

T Ox(t) 2 Fawp —cf — A}
Az (A)—(C) feltételek mellett

1< <0<F <1 é —1<ry—ip. (32)

A (8) dinamikus modell ebben az esetben a kovetkezéképpen médosul:

oe(t+1) = 2i(t) + Ki | R | Y m(t),au(t) | —au(t) | (k=1,2,...N).

1k
(33)
A rendszer stabilitdsat vizsgaljuk meg ismét, és az eredményeket Gsszehason-
litjuk a klasszikus Cournot modellel.
A rendszer Jacobi-métrixa:

l—Kl(l—fl) K17‘1 K17‘1
KQTQ 1— Kg(l —fg) KQTQ
J= _ ) . : (34)
KNTN KNTN I—KN(I—fN)

Tegyiik fel ismét az egyszeriiség kedvéért, hogy a jaték szimmetrikus, azaz
Ki=..=Ky=K,mm=...=ry=rést=...=7y =7. A J métrix
sajatérték-egyenlete nagymértékben leegyszerisodik:

(1=K —"M)up+Kr> w= y  (k=1,2,...N).  (35)
I#k

Legyen ismét U = Zszl ug, ekkor
KrU4+(1-KQ1—-7)—Kr—XNu,=0. (36)

Ha A =1- K(1—7)— Kr, akkor ez a sajitérték akkor van az egységkorben,
ha
Ke_2 (37)
r—7+1"’
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killénben u; = ... = uny = u, igy (35) a kovetkezéképpen egyszeriisodik:
1-K1-#+Kr(N—1)—ANu=0,
és nemtrivialis megoldasanak a feltétele az, hogy
A=1-KQ1-#)+Kr(N-1)=1-K(1—#+r—rN).
Vegyiik észre, hogy K szorzdja
14+ (r—7)—rN
mindig pozitiv, igy a rendszer lokalisan aszimptotikusan stabilis, ha

2

K
< 14+ (r—7)—rN"’

(38)

azaz ha K értéke elég kicsi. Minthogy r < 0, (38) szigoriibb egyenlétlenség,
mint (37), azért (38) a stabilitasi feltétel. Tehat a kovetkez6t igazoltuk.

2. Tétel. A (33) rendszerdinamikdval a szimmetrikus eset egyensulypontja
lokdlisan aszimptotikusan stabilis, ha K eleget tesz a (38) feltételnek, azaz
elég kicsi értéki.

A klasszikus Cournot modell esetében 7 = 0, igy a stabilitdsi feltétel (30)
teljesiilése. Minthogy a (38) egyenlStlenségben 7 > 0, (38) jobb oldala na-
gyobb, mint (30) jobb oldala. Tehdt a termékmennyiség névelési koltségeinek
figyelembe vétele is stabilizalé tényezo.

5 Ipari szennyezodés csokkentésének figyelem-
be vétele

Tegyiik most fel, hogy a termel6k kozos telepen tisztitjak az altaluk produkalt
ipari szennyezOdést, és a koltséget a termékmennyiségek ardanyaban osztjak
fel egymas kozott. Ekkor a k-adik jatékos kifizetofiiggvénye

T(xr + sk)

39
pa— (39)

or(x1,...,xoN) = zep(zr + SK) — ck(xk) — Tk

ahol T a szennyez6dés tisztitasi koltségfiiggvénye. Ha bevezetjik a

T(xr + si)

Plaw + o) = plai+ s1) = Tk + Sk

fiiggvényt, akkor (39) formélisan is a klasszikus Cournot modell profitfiigg-
vényének alakjaként irhaté at:

@k(xl,...,xN) = ka(xk +5k) — ck(xk.) . (40)
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Az egyszertliség kedvéért legyen

T'(xg + si)
T+ 8p) = ———
9@+ i) Tk + Sk
és tegyiik fel, hogy g is kétszer folytonosan differencialhaté a [0, Zszl Lk]
zart intervallumon. Ekkor a k-adik jatékos valaszfliggvényének a derivaltja
(6) alapjén
ORy, P 4z, P’

T s T 2P ta P (4)

és a lokalis aszimptotikus stabilitds feltétele a (10) egyenl6tlenség. Mint-
hogy (10) bal oldala ri-nak névekvo fiiggvénye, a szennyez8dés tisztitdsdnak
figyelembevétele stabilizalé hatdsi, ha

B pl + ijp” B pl _ gl + ij (pll _ gll) (42)
2 tanp —cp 20 =20 +anp” +ang” —
Ezt az 0sszefliggést a kovetkezoképpen irhatjuk:
.rk-(plg” _glpll) < CZ(gl+xkgll) , (43)

ha feltessziik, hogy a p és ¢ fliggvények kielégitik a klasszikus Cournot mo-
dellnél tett feltételeket. Ezekbdl azonban nem kovetkezik a (43) relacié tel-
jestlése, igy a stabilizdlé hatds nem garantalt dltalaban.

6 Koltségkolcsonhatasok figyelembevétele

Az egyes termel6k kozos munkaerdpiacrdl és kozos termelési tényezd piacrdl
szerzik be a termelésiikhoz sziikséges munkaerot, anyagokat, energidt stb., igy
termelési koltségiiket a tobbi termeld termelési mennyisége is befolyasolja a
beszerzési arakon keresztiil. Hasonlé a helyzet, ha a termeldk kutatast is
folytatnak, hogy termelésiiket még gazdasdgosabba tegyék. Kutatasi ered-
ményeiket a tobbi termeld is hasznosithatja, és minthogy a kutatasra forditott
Osszegek magasabbak nagyobb termelési volumenek esetén, a tobbi termeld
koltsége implicit médon fiigg a kutatast végzo termel6 termékmennyiségétol.
Amennyiben az Gsszes termeld folytat kutatdst, az Osszes koltségfiiggvény
fligghet az Osszes termel6 termékmennyiségétél. Ezt a kortilményt a leg-
egyszertibben ugy modellezhetjiik, hogy feltessziik, hogy a k-adik termeld
koltségfliggvénye xp-n kivil sg-tdl is fugg, azaz profitfliggvénye

k(15 .. aN) = (T + Sk) — ce(Tk, Sk) (44)
alakd. Konnyen lathato, hogy

oy, / /
Doy PTG
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és

o
= 2pl + ‘rk’p” - CZJ,J, )
ox?
igy, ha feltessziik, hogy
(A) p<0; ¢,>0;
B) P +ap” <0y
(C) pl - CZJ,J, <0

minden megengedett x1, ...,y mellett, akkor ) szigortian konkav xj-ban,
igy a valaszfliggvény egyértelmi, valamint implicit differencidlassal konnyen
kimutathato, hogy

OR: _ b+ —
0sy, 20+ xpp” —

T = s (45)

ahol a nevezd mindig negativ. Osszehasonlitva ezt az egyenléséget (10)-zel,
azonnal lathatjuk, hogy amennyiben

Clws <0 (46)

és (45) szamlaldja negativ, koltségkolesonhatasok figyelembevétele stabilizalja
a rendszert. Ha ¢} . > 0, akkor pedig destabilizdlé hatdsi.

A (46) feltétel azt jelenti, hogy a ¢, derivalt csdkken si-ban. Ez pedig
azt jelenti, hogy a ¢}, marginalis koltség csokken, ha a tobbi termeld egyiittes
termékmennyisége novekszik. Ez a feltétel redlisnak tiinik, ha a tobbi ter-
mel6 kutatasi eredménye csokken6 hatédssal van a k-adik termeld marginalis
koltségére.

7 Kovetkeztetések

Ebben a dolgozatban dinamikus oligopol modelleket vizsgaltunk a klasszikus
Cournot modellnél realisabb feltételek mellett. Nemcsak a modelleket fo-
galmaztuk meg, hanem azok stabilitasi feltételeit is Osszehasonlitottuk a
klasszikus Cournot modell esetével. Feltételeket vezettiink le, amelyek ga-
rantaljdk, hogy a modellek kibGvitése stabilizalé hatassal is bir a nagyobb
realitastartalom mellett.

Négy konkrét esetet vizsgaltunk meg egymastdl fiiggetlentil diszkrét ido-
skéla feltételezése mellett. A folytonos eset, valamint a kiilonbozé tényezok
egylittes figyelembevétele egy kovetkezd dolgozat targya lesz.
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