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DINAMIKUS COURNOT MODELLEK ¶ES
KITERJESZT¶ESÄUK1

FEUER G¶ABOR { SZIDAROVSZKY FERENC
Feuer Ges.m.b.H. { Arizonai Egyetem

A dolgozatban oligopol modelleket t¶argyalunk realisztikus felt¶etelek mel-
lett. A piaci ¶arfÄuggv¶eny v¶altoz¶as¶at, term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶eg¶et,
kÄornyezetszennyez¶es csÄokkent¶es¶et, valamint a kÄulÄonbÄoz}o termel}ok kÄolts¶eg-
kÄolcsÄonhat¶asait az eddigiekben t¶argyalt modellekben nem, vagy csak ritk¶an
vett¶ek ¯gyelembe. Ezeknek a t¶enyez}oknek a ¯gyelembev¶etel¶evel a model-
lek bonyolultabb¶a v¶alnak ¶es az aszimptotikus tulajdons¶agaik is l¶enyegesen
megv¶altoznak.

1 Bevezet¶es

A matematikai kÄozgazdas¶agtani irodalomban az oligopol modellek kÄozponti
szerepet j¶atszanak. Cournot (1838) munk¶aja nyom¶an intenz¶³v kutat¶as indult
meg ezen a terÄuleten. El}oszÄor az egyens¶ulypont l¶etez¶ese ¶es egy¶ertelm}us¶ege
volt a kÄozponti k¶erd¶es, majd az egyens¶ulypontok kisz¶am¶³t¶asi m¶odszerei ke-
rÄultek el}ot¶erbe. Ezzel egy id}oben a klasszikus Cournot modell kÄulÄonf¶ele
kiterjeszt¶eseit ¶es ¶altal¶anos¶³t¶asait vezett¶ek be. ¶Igy kerÄult sor a di®erenci¶alt
term¶ek}u, a tÄobbterm¶ekes, alkalmazott-tulajdon¶u ¶es piac-megoszt¶asi model-
lek bevezet¶es¶ere ¶es tanulm¶anyoz¶as¶ara. A kor¶abbi modellek ¶es eredm¶enyek j¶o
Äosszefoglal¶as¶at adja meg Okuguchi (1976) kÄonyve, majd ezek tÄobbterm¶ekes
modellek eset¶ere val¶o kiterjeszt¶eseit ¶es az oligopol modellek tÄobbf¶ele alkalma-
z¶asait t¶argyalja az Okuguchi ¶es Szidarovszky (1999) monogr¶a¯a. Az 1960-as
¶evek elej¶et}ol kezdve sz¶amos kutat¶o foglalkozott dinamikus oligopol modellek-
kel. Theocharis (1959) cikke volt az els}o eredm¶eny, amelyet ezut¶an tÄobben
kiterjesztettek ¶es ¶altal¶anos¶³tottak. Dinamikus modellek eset¶en a rendszer
aszimptotikus viselked¶ese jelenti a kÄozponti probl¶em¶at. Ha az egyens¶uly-
pont lok¶alis stabilit¶as¶anak a vizsg¶alata a k¶erd¶es, akkor az a szok¶asos m¶odsze-
rekkel (lineariz¶al¶assal ¶es a Jacobi m¶atrix saj¶at¶ert¶ekeinek a megbecsl¶es¶evel)
tÄort¶enik. Glob¶alis stabilit¶asi k¶erd¶esek r¶eszben a Lyapunov fÄuggv¶enyek seg¶³t-
s¶eg¶evel, vagy a diszkr¶et esetben a kontrakci¶os ¯xpont t¶etel alapj¶an dÄonthet}ok
el. Nemline¶aris modellekkel ¶es azok aszimptotikus vizsg¶alat¶aval a Bischi,
Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky (2005) monogr¶a¯a foglalkozik r¶eszletesen.

A kor¶abbi modellek csak nagyon ritk¶an ¶es csak speci¶alis esetekben vet-
tek ¯gyelembe olyan kÄorÄulm¶enyeket, amelyekkel a modellek realit¶astartalma
l¶enyegesen megnÄovekedett volna. Nem vett¶ek ugyanis ¯gyelembe a piaci ¶ar-
fÄuggv¶eny id}obeni v¶altoz¶as¶at, a kapacit¶asmennyis¶eg nÄovel¶es¶enek egy¶eb kÄolt-
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s¶egeit, kÄornyezetv¶edelmi k¶erd¶eseket, valamint a kÄulÄonbÄoz}o termel}ok kÄolts¶eg-
kÄolcsÄonhat¶asait, hogy csak a legfontosabbakat eml¶³tsÄuk. Jelen dolgozatunk-
ban k¶³s¶erletet teszÄunk arra, hogy ezeket a t¶enyez}oket a klasszikus Cournot
modellbe bevezessÄuk, ¶es ezek hat¶asait a rendszerek aszimptotikus viselked¶e-
s¶ere n¶ezve megvizsg¶aljuk. A matematikai egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert vizsg¶alataink
a klasszikus Cournot modellre vonatkoznak, a modellek, m¶odszerek ¶es ered-
m¶enyek a modell kÄulÄonf¶ele kiterjeszt¶esei eset¶ere hasonl¶oan vizsg¶alhat¶ok ¶es ke-
zelhet}ok. Ezeknek r¶eszleteir}ol egy kÄovetkez}o dolgozatban fogunk besz¶amolni.

2 A klasszikus Cournot modell

TegyÄuk fel, hogy N termel}o azonos term¶eket ¶all¶³t el}o, vagy azonos szolg¶altat¶ast
aj¶anl ugyanazon a piacon. JelÄolje xk a k-adik termel}o ¶altal el}o¶all¶³tott ¶es ¶arult
mennyis¶eget, ¶es tegyÄuk fel, hogy, minthogy Lk kapacit¶askorl¶attal rendelkezik,
xk 2 [0; Lk]. FeltesszÄuk azt is, hogy a piaci egys¶eg¶ar az egyÄuttesen piacra

aj¶anlott term¶ekmennyis¶egt}ol fÄugg: p
³PN

l=1 xl

´
, ¶es az egyes termel}ok kÄolts¶eg-

fÄuggv¶enyei csak a saj¶at term¶ekmennyis¶egt}ol fÄuggenek: ck(xk). Ezek alapj¶an
a k-adik termel}o pro¯tja:

'k(x1; . . . ; xN) = xkp

Ã
NX

l=1

xl

!
¡ ck(xk): (1)

Ily m¶odon egy N -szem¶elyes nem-kooperat¶³v j¶at¶ekot de¯ni¶altunk, ahol az N
termel}o adja a j¶at¶ekosokat, a [0; Lk] intervallum a k-adik j¶at¶ekos strat¶egia-
halmaz¶at ¶es 'k a k-adik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶eny¶et. A j¶at¶ek Nash-egyens¶uly-
pontja egy olyan termel¶esi vektor x¤ = (x¤

1; . . . ; x
¤
N ) amelyre

(i) x¤
k 2 [0; Lk] (k = 1; 2; . . . ;N) ;

¶es

(ii) 'k(x¤
1; . . . ; x

¤
k¡1; xk; x¤

k+1; . . . ; x
¤
N ) · 'k(x¤

1; . . . ; x
¤
N) (2)

tetsz}oleges xk 2 [0; Lk] eset¶en. Az (i) felt¶etel az egyens¶ulyi strat¶egi¶ak meg-
engedhet}os¶eg¶et kÄoveteli meg, m¶³g a (ii) felt¶etel azt biztos¶³tja, hogy egyetlen
j¶at¶ekos sem nÄovelheti pro¯tj¶at, ha egyoldal¶uan elt¶er az egyens¶ulyt¶ol felt¶eve,
hogy a tÄobbi j¶at¶ekos megmarad az egyens¶ulypontn¶al.

Az oligopol probl¶ema irodalm¶aban ¶altal¶aban felteszik, hogy a p ¶es ck

fÄuggv¶enyek (k = 1; 2; . . . ;N) k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶ok, valamint

(A) p0 < 0; c0
k > 0 ;

(B) p0 + xkp00 · 0 ; ¶es

(C) p0 ¡ c00
k < 0

minden megengedett x1; . . . ; xN strat¶egiav¶alaszt¶as mellett.
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Az (A) felt¶etel azt jelenti, hogy p szigor¶uan csÄokken, ha a piacra bocs¶atott
term¶ekmennyis¶eg n}o, valamint a termel}ok kÄolts¶ege nÄovekszik, ha tÄobbet ter-
melnek. (A), (B) ¶es (C) felt¶etelek biztosan fenn¶allnak, ha az ¶arfÄuggv¶eny
konk¶av ¶es a kÄolts¶egfÄuggv¶enyek konvexek. MegjegyezzÄuk, hogy a (B) ¶es (C)
felt¶etelek megengednek gyeng¶en konvex ¶es gyeng¶en konk¶av kÄolts¶egfÄuggv¶enye-
ket is.

VegyÄuk ¶eszre, hogy az (1) ki¯zet}ofÄuggv¶eny az xk v¶altoz¶on k¶³vÄul csak a
tÄobbi termel}o egyÄuttes term¶ekmennyis¶eg¶et}ol fÄugg, amit az sk =

P
l 6=k xl

szimb¶olummal jelÄolÄunk majd.
Teh¶at az (1) ki¯zet}ofÄuggv¶eny ¶at¶³rhat¶o a kÄovetkez}ok¶eppen:

'k = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk)] : (3)

Adott sk ¶ert¶ekek mellett a legkedvez}obb xk ¶ert¶ek, xk = Rk(sk), adja a k-adik
j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶eny¶et, amely a fenti felt¶etelek mellett mindig egy¶ertelm}u,
¶es a kÄovetkez}ok¶eppen kaphat¶o meg:

Rk(sk) =

8
<
:

0; ha p(sk) ¡ c0
k(0) · 0

Lk; ha Lkp0(Lk + sk) + p(Lk + sk) ¡ c0
k(Lk) ¸ 0

zk; egy¶ebk¶ent,
(4)

ahol zk a
zkp0(zk + sk) + p(zk + sk) ¡ c0

k(zk) = 0 (5)

egyenlet egy¶ertelm}u megold¶asa a (0; Lk) intervallumban. Minthogy az (5)
egyenlet bal oldala szigor¶uan csÄokken}o a zk v¶altoz¶oban, Rk szakaszonk¶ent
folytonosan di®erenci¶alhat¶o. A (4) els}o k¶et eset¶eben R0

k = 0, a deriv¶alt pedig
a harmadik esetben implicit di®erenci¶al¶assal kaphat¶o meg:

R0
kp0 + zkp00(R0

k + 1) + p0(R0
k + 1) ¡ c00

kR0
k = 0 ;

amelyb}ol

R0
k = ¡ p0 + zkp00

2p0 + zkp00 ¡ c00
k

: (6)

KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a fenti felt¶etelek mellett

¡1 < R0
k · 0 : (7)

Ez az egyenl}otlens¶eg azt jelenti, hogy b¶armely termel}o nÄoveli termel¶es¶et, ha
a tÄobbi termel}o egyÄuttes term¶ekmennyis¶ege csÄokken, de a nÄovel¶es el¶eg lass¶u.

Az egyens¶ulypont de¯n¶³ci¶oja a v¶alaszfÄuggv¶enyek seg¶³ts¶eg¶evel is megfo-
galmazhat¶o. Egy termel¶esi vektor x¤ = (x¤

1; . . . ; x
¤
N ) Nash-egyens¶ulypontot

szolg¶altat, ha k = 1; 2; . . . ;N eset¶en

(i) x¤
k 2 [0; Lk]

¶es

(ii)0 x¤
k = Rk

µ NX

l=1
l6=k

x¤
l

¶
:
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A (ii)0 felt¶etel azt kÄoveteli meg, hogy mindegyik j¶at¶ekos egyens¶ulyi strat¶egi¶aja
egyben legjobb v¶alaszt¶as is (amely egy¶ebk¶ent a (2) egyenl}otlens¶eggel is kife-
jezhet}o).

Ismeretes, hogy az (A){(C) felt¶etelek mellett az N -szem¶elyes, nem-koope-
rat¶³v j¶at¶ek pontosan egy egyens¶ulyponttal rendelkezik. Ha egy adott id}o-
pontban a j¶at¶ek ¶allapota az egyens¶ulypont, akkor (2) kÄovetkezt¶eben egyik
j¶at¶ekos sem v¶altoztat strat¶egi¶aj¶an, ¶³gy a rendszer ¶allapota az egyens¶uly marad
minden tov¶abbi id}opont eset¶en is. Ha az ¶allapot nem egyens¶ulypont, akkor
(2) nem teljesÄul legal¶abb egy j¶at¶ekos eset¶ere, ¶³gy legal¶abb egy j¶at¶ekos ¶erdeke
az, hogy v¶altoztasson strat¶egi¶aj¶an. Ha az ¶uj ¶allapot egyens¶ulypont, akkor
az ¶allapot nem v¶altozik ezut¶an, ha nem az egyens¶ulypont, akkor valamelyik
j¶at¶ekos ¶ujb¶ol v¶altoztat strat¶egi¶aj¶an, ¶es ¶³gy tov¶abb. Ily m¶odon teh¶at egy
dinamikus rendszer keletkezik.

TegyÄuk fel el}oszÄor, hogy az id}osk¶ala diszkr¶et. JelÄolje t = 0; 1; 2; . . . az
id}opontokat. A t-edik id}opont ut¶an minden j¶at¶ekos tudja, hogy mennyi volt
a tÄobbiek term¶ekmennyis¶ege xk(t) (l 6= k), ¶³gy kÄonnyen ki tudja sz¶am¶³tani,

hogy mi a sz¶am¶ara legkedvez}obb termel¶esi program: Rk

³P
l 6=k xl(t)

´
. Azon-

ban a t-edik ¶es (t + 1)-edik id}opontok kÄozÄotti rÄovid id}oszakban nem k¶epes
jelent}osebb mennyis¶egnÄovel¶est el¶erni a szÄuks¶eges beruh¶az¶asok, ¶uj munkaer}o
felv¶etele stb. kÄovetkezt¶eben, ¶³gy azt t¶etelezzÄuk fel, hogy a k-adik j¶at¶ekos

xk(t) ¶ert¶ek¶et Rk

³P
l 6=k xl(t)

´
ir¶any¶aba mozd¶³tja el, azaz term¶ekmennyis¶ege

az

xk(t + 1) = xk(t) + Kk

0
@Rk

0
@X

l6=k

xl(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (8)

dinamik¶at kÄoveti. A (8) egyenletrendszer k = 1; 2; . . . ;N eset¶ere egy N-
dimenzi¶os diszkr¶et rendszert de¯ni¶al. A Kk egyÄutthat¶okr¶ol feltesszÄuk, hogy
a (0; 1] intervallumba esnek. Nagyobb Kk ¶ert¶ek azt jelent, hogy a k-adik
termel}o agressz¶³vabban kÄoveti a v¶alaszfÄuggv¶eny¶et.

A folytonos id}osk¶ala felt¶etelez¶ese mellett hasonl¶oan gondolkodhatunk.
Ilyenkor az egyes j¶at¶ekosok a legjobb strat¶egia fel¶e mutat¶o ir¶anyt kÄovetik,
az pedig a kÄovetkez}o di®erenci¶alegyenlettel ¶³rhat¶o le:

x0
k(t) = Kk

0
@Rk

0
@X

l6=k

xl(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A ; (9)

ahol Kk > 0 egy j¶at¶ekost¶ol fÄugg}o ¶alland¶o.
Ismert az irodalomb¶ol (l¶asd Bischi, Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky,

2006), hogy a (8) rendszer aszimptotikusan stabilis, ha

NX

k=1

Kkrk

¡Kk(rk + 1) + 2
> ¡1 ; (10)

¶es amennyiben szigor¶uan ellent¶etes egyenl}otlens¶eg ¶all fenn, akkor a rendszer
instabil. A rendszer nemline¶aris, ¶³gy egyenl}os¶eg eset¶en semmilyen konkr¶et
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¶all¶³t¶as nem adhat¶o. A folytonos (9) rendszer az (A){(C) felt¶etek mellett
mindig aszimptotikusan stabilis.

A (8) ¶es (9) dinamik¶ak nagy hi¶anyoss¶aga az, hogy nem vesznek ¯gye-
lembe olyan t¶enyez}oket, amelyek minden gazdas¶agban term¶eszetszer}uen el}o-
fordulnak. A dolgozat tov¶abbi r¶eszeiben n¶eh¶any ilyen t¶enyez}ot vonunk be
az oligopol modellekbe, ¶es megvizsg¶aljuk ezek hat¶as¶at a rendszerek aszimp-
totikus viselked¶es¶ere. Diszkr¶et modellekkel foglalkozunk csak, a folytonos
dinamik¶ak hasonl¶oan t¶argyalhat¶ok.

3 ¶ArfÄuggv¶enyek id}obeli kÄolcsÄonhat¶asa

Sz¶amos term¶ek ¶elettartama hosszabb, mint egy id}operi¶odus, ¶ugyhogy a ko-
r¶abban ¶ert¶ekes¶³tett term¶ekek a piacot tel¶³thetik, ¶³gy a kor¶abbi ig¶enyek ¶es
¶ert¶ekes¶³t¶esek befoly¶asolhatj¶ak ¶es gyakran befoly¶asolj¶ak is az ¶arfÄuggv¶enyt. Ha-
sonl¶o a helyzet, amikor kor¶abbi fogyaszt¶asok eredm¶enyek¶eppen a v¶as¶arl¶ok
¶³zl¶ese v¶altozik, bizonyos term¶ekek fogyaszt¶asa szok¶ass¶a v¶alik stb. Matemati-
kailag feltesszÄuk, hogy a kor¶abbi ¶ert¶ekes¶³t¶esek Äosszhat¶asa egy id}ot}ol fÄugg}o Q
v¶altoz¶oval ¶³rhat¶o le, amely a diszkr¶et esetben egy

Q(t + 1) = H

Ã
NX

k=1

xk(t); Q(t)

!
(11)

dinamik¶aval v¶altozik. P¶eld¶aul, a piac tel¶³t}od¶ese egy

Q(t + 1) =
NX

k=1

xk(t) + ®Q(t) (12)

line¶aris dinamik¶aval jellemezhet}o, ahol ® az egy peri¶odus ut¶an is m}ukÄod}o-
k¶epes, haszn¶alhat¶o term¶ekar¶anyt jelenti.

A H fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi tartom¶anya
h
0;

PN
k=1 Lk

i
£ R.

FeltesszÄuk tov¶abb¶a, hogy az ¶arfÄuggv¶eny nemcsak az ¶ert¶ekes¶³tett Äosszter-
m¶ekt}ol fÄugg, hanem Q aktu¶alis ¶ert¶ek¶et}ol is, ¶ugyhogy a k-adik termel}o ki¯ze-
t}ofÄuggv¶enye:

'k(x1; . . . ; xN ;Q) = xkp(xk + sk; Q) ¡ ck(xk) : (13)

FeltesszÄuk most, hogy

(A) p0 < 0 ; c0
k > 0 ;

(B) p0 + xkp00
xx · 0 ;

(C) p0
x ¡ c00

k < 0 ;

(D) p0
Q + xkp00

xQ · 0 ;



6 Feuer G¶abor { Szidarovszky Ferenc

minden megengedett x1; . . . ; xN ¶es Q mellett. MegjegyezzÄuk, hogy a (B)
¶es (C) felt¶etel l¶enyeg¶eben azonos a klasszikus Cournot modelln¶el bevezetett
hasonl¶o felt¶etelekkel. Hasonl¶oan a (4) rel¶aci¶ohoz, a k-adik j¶at¶ekos v¶alaszfÄugg-
v¶enye a kÄovetkez}o:

Rk(sk;Q) =

8
<
:

0; ha p(sk;Q) ¡ c0
k(0) · 0

Lk; ha Lkp0(Lk + sk; Q) + p(Lk + sk;Q) ¡ C 0
k(Lk) ¸ 0

zk; egy¶ebk¶ent,
(14)

ahol zk a
p(zk + sk; Q) + zkp0(zk + sk; Q) ¡ c0

k(zk) = 0 (15)

egyenlet egyetlen megold¶asa a (0; Lk) intervallumban.
Implicit deriv¶al¶assal (6)-hoz hasonl¶oan l¶athat¶o, hogy

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0

x + xkp00
xx

2p0
x + xkp00

xx ¡ c00
k

2 (¡1; 0] (16)

¶es

·rk =
@Rk

@Q
= ¡ p0

Q + xkp00
xQ

2p0
x + xkp00

xx ¡ c00
k

2 (¡1; 0]: (17)

Hasonl¶oan a (8) dinamik¶ahoz, a diszkr¶et esetben most az

xk(t + 1) = xk(t) + Kk

0
@Rk

0
@X

l6=k

xl(t);Q(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (k = 1; 2; . . . ;N)

(18)

Q(t + 1) = H

Ã
NX

k=1

xk(t); Q(t)

!

(N + 1)-dimenzi¶os diszkr¶et rendszer ad¶odik. A kÄovetkez}okben az egyens¶uly
stabilit¶as¶at vizsg¶aljuk meg ¶es a stabilit¶asi felt¶eteleket Äosszehasonl¶³tjuk a Cour-
not modellel. A lok¶alis aszimptotikus stabilit¶ast a Jacobi-m¶atrix alapj¶an
v¶egezhetjÄuk el, ebben az esetben

J =

2
666664

1 ¡ K1 K1r1 ¢ ¢ ¢ K1r1 K1·r1

K2r2 1 ¡ K2 ¢ ¢ ¢ K2r2 K2·r2

...
...

. . .
...

...
KNrN KN rN ¢ ¢ ¢ 1 ¡ KN KN ·rN

h h ¢ ¢ ¢ h ĥ

3
777775

; (19)

ahol

h =
@H

@s
¶es ĥ =

@H

@Q

¶es valamennyi deriv¶altat az egyens¶ulypontban sz¶amolunk. Az egyszer}us¶eg
kedv¶e¶ert tekintsÄuk a szimmetrikus esetet, amikor

r1 = . . . = rN = r; ·r1 = . . . = ·rN = ·r ¶es K1 = . . . = KN = K :
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Ekkor a (19) saj¶at¶ert¶ek-egyenlete nagym¶ert¶ekben leegyszer}usÄodik:

(1 ¡ K)uk + Kr
X

l 6=k

ul + K·rv = ¸uk (k = 1; 2; . . . ; N) (20)

h
NX

k=1

uk + ĥv = ¸v : (21)

VezessÄuk be az U =
PN

k=1 uk v¶altoz¶ot. Ekkor (20) ¶at¶³rhat¶o a

KrU + K·rv + (1 ¡ K ¡ Kr ¡ ¸)uk = 0 (22)

alakba is. TegyÄuk fel el}oszÄor, hogy ¸ = 1 ¡ K(1 + r). Ez a saj¶at¶ert¶ek az
egys¶egkÄorben van, ha

K <
2

1 + r
: (23)

KÄulÄonben u1 = . . . = uN = u ¶es ¶³gy

(1 ¡ K + (N ¡ 1)Kr ¡ ¸)u + K·rv = 0

Nhu + (·h ¡ ¸)v = 0 :
(24)

Nemtrivi¶alis megold¶as akkor ¶es csak akkor l¶etezik, ha

det

µ
1 ¡ K(1 + (1 ¡ N)r) ¡ ¸ K·r

Nh ĥ ¡ ¸

¶
= 0 ;

azaz ha ¸ megold¶asa kÄovetkez}o m¶asodfok¶u egyenletnek:

¸2 + ¸(¡1 ¡ ĥ + Kz) + (ĥ ¡ Kĥz ¡ NhK·r) = 0 (25)

ahol z = 1 + (1 ¡ N)r > 0. Ismeretes a kÄovetkez}o eredm¶eny (ld. p¶eld¶aul
Bischi, Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky, 2006):

1. Lemma. A ¸2 + ¸p + q = 0 m¶asodfok¶u egyenlet (p, q val¶os egyÄutthat¶ok)
gyÄokei az egys¶egkÄorben akkor ¶es csak akkor vannak, ha

q < 1 ; q ¡ p + 1 > 0 ¶es q + p + 1 > 0 :

Ez alapj¶an a (25) egyenlet gyÄokei akkor vannak az egys¶egkÄorben, ha

ĥ ¡ Kĥz ¡ NhK·r < 1 (26)

ĥ ¡ Kĥz ¡ NhK·r + 1 + ĥ ¡ Kz + 1 > 0 (27)

ĥ ¡ Kĥz ¡ NhK·r ¡ 1 ¡ ĥ + Kz + 1 > 0 : (28)

Term¶eszetes feltev¶es, hogy h > 0 ¶es ¡1 < ĥ < 1 azaz H nÄovekszik s-ben
¶es nem nagyon v¶altozik, ha Q ¶ert¶eke n}o vagy csÄokken. Ekkor a kÄovetkez}o
eseteket kell tekintenÄunk:
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(a) Ha ĥz + Nh·r < 0, akkor (26) felt¶etele az, hogy

K <
ĥ ¡ 1

ĥz + Nh·r
:

A (28) rel¶aci¶o biztosan teljesÄul, a (27) felt¶etele pedig az, hogy

K <
2(1 + ĥ)

z(1 + ĥ) + Nh·r
: (29)

Ebben az esetben a rendszer akkor lok¶alisan aszimptotikusan stabilis, ha
K ¶ert¶eke el¶eg alacsony. Ez pedig azt jelenti, hogy a termel}ok nem nagyon
agressz¶³vak abban, ahogy v¶alaszfÄuggv¶enyÄuket kÄovetik l¶ep¶esr}ol l¶ep¶esre.

(b) Ha ĥz + Nh·r ¸ 0, akkor (26) nyilv¶anval¶oan teljesÄul, valamint (28)
is. A (27) fenn¶all¶as¶anak pedig az a felt¶etele, hogy (29) teljesÄuljÄon. Ebben az
esetben is akkor lok¶alisan aszimptotikusan stabilis a rendszer, ha K ¶ert¶eke
el¶eg kicsi. Teh¶at a kÄovetkez}o eredm¶enyt kaptuk.

1. T¶etel. A (18) rendszerdinamik¶aval a szimmetrikus eset egyens¶ulypontja
lok¶alisan aszimptotikusan stabilis, ha K ¶ert¶eke el¶eg kicsi, azaz eleget tesz a
(29) felt¶etelnek.

KÄonnyen Äosszehasonl¶³thatjuk a fenti stabilit¶asi felt¶eteleket a klasszikus
Cournot modellel, amikor p0

Q = p00
xQ = h = ĥ = ·r = 0. Ekkor a saj¶at¶ert¶ekek:

¸1 = 0 ¶es ¸2 = 1 + ĥ ¡ Kz = 1 ¡ K(1 + (1 ¡ N)r).
Az els}o saj¶at¶ert¶ek nyilv¶anval¶oan az egys¶egkÄorben van, a m¶asodik akkor

van az egys¶egkÄorben, ha

K <
2

1 + (1 ¡ N)r
=

2

z
: (30)

Egyszer}u sz¶am¶³t¶assal bel¶athat¶o, hogy

2

z
· 2(1 + ĥ)

z(1 + ĥ) + Nh·r
;

ami azt mutatja, hogy az ¶arfÄuggv¶eny id}obeli kÄolcsÄonhat¶asa a fenti felt¶etelek
mellett stabiliz¶al¶o hat¶assal van a rendszerre, hiszen a megengedett K tar-
tom¶anyt nÄoveli.

4 Term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶egek ¯gye-

lembe v¶etele

TegyÄuk most fel, hogy a term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶es¶enek kÄolts¶eg¶et is ¯gyelembe
veszik a termel}ok az optim¶alis term¶ekmennyis¶eg meghat¶aroz¶asakor. A (t+1)-
edik id}operi¶odusban eszerint a k-adik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶enye

'k(x1; . . . ; xN j xk(t)) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk) ¡ Ak(xk ¡ xk(t)) ; (31)

ahol Ak a term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶egfÄuggv¶enye. TegyÄuk most fel, hogy
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(A) p0 < 0, c0
k ¸ 0, A0

k ¸ 0,

(B) p0 + xkp00 · 0

(C) p0 ¡ c00
k < 0 ¶es A00

k > 0

minden megengedett x1; . . . ; xN ¶es xk(t) ¶ert¶ekek mellett. VegyÄuk ¶eszre, hogy
'k szigor¶uan konk¶av xk-ban, ¶es ¶³gy a v¶alaszfÄuggv¶eny a (14)-hez hasonl¶o
m¶odon ad¶odik, valamint implicit di®erenci¶al¶assal

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0 + xkp00

2p0 + xkp00 ¡ c00
k ¡ A00

k

¶es

·rk =
@Rk

@xk(t)
= ¡ A00

k

2p0 + xkp00 ¡ c00
k ¡ A00

k

:

Az (A){(C) felt¶etelek mellett

¡1 < rk · 0 · ·rk < 1 ¶es ¡ 1 < rk ¡ ·rk : (32)

A (8) dinamikus modell ebben az esetben a kÄovetkez}ok¶eppen m¶odosul:

xk(t + 1) = xk(t) + Kk

0
@Rk

0
@X

l 6=k

xl(t); xk(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (k = 1; 2; . . .N) :

(33)
A rendszer stabilit¶as¶at vizsg¶aljuk meg ism¶et, ¶es az eredm¶enyeket Äosszehason-
l¶³tjuk a klasszikus Cournot modellel.

A rendszer Jacobi-m¶atrixa:

J =

2
6664

1 ¡ K1(1 ¡ ·r1) K1r1 ¢ ¢ ¢ K1r1

K2r2 1 ¡ K2(1 ¡ ·r2) ¢ ¢ ¢ K2r2

...
...

. . .
...

KN rN KN rN ¢ ¢ ¢ 1 ¡ KN (1 ¡ ·rN)

3
7775 : (34)

TegyÄuk fel ism¶et az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert, hogy a j¶at¶ek szimmetrikus, azaz
K1 = . . . = KN = K, r1 = . . . = rN = r ¶es ·r1 = . . . = ·rN = ·r. A J m¶atrix
saj¶at¶ert¶ek-egyenlete nagym¶ert¶ekben leegyszer}usÄodik:

(1 ¡ K(1 ¡ ·r))uk + Kr
X

l 6=k

ul = ¸uk (k = 1; 2; . . .;N) : (35)

Legyen ism¶et U =
PN

k=1 uk, ekkor

KrU + (1 ¡ K(1 ¡ ·r) ¡ Kr ¡ ¸)uk = 0 : (36)

Ha ¸ = 1¡ K(1 ¡ ·r) ¡Kr, akkor ez a saj¶at¶ert¶ek akkor van az egys¶egkÄorben,
ha

K <
2

r ¡ ·r + 1
; (37)
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kÄulÄonben u1 = . . . = uN = u, ¶³gy (35) a kÄovetkez}ok¶eppen egyszer}usÄodik:

(1 ¡ K(1 ¡ ·r) + Kr(N ¡ 1) ¡ ¸)u = 0 ;

¶es nemtrivi¶alis megold¶as¶anak a felt¶etele az, hogy

¸ = 1 ¡ K(1 ¡ ·r) + Kr(N ¡ 1) = 1 ¡ K(1 ¡ ·r + r ¡ rN) :

VegyÄuk ¶eszre, hogy K szorz¶oja

1 + (r ¡ ·r) ¡ rN

mindig pozit¶³v, ¶³gy a rendszer lok¶alisan aszimptotikusan stabilis, ha

K <
2

1 + (r ¡ ·r) ¡ rN
; (38)

azaz ha K ¶ert¶eke el¶eg kicsi. Minthogy r · 0, (38) szigor¶ubb egyenl}otlens¶eg,
mint (37), az¶ert (38) a stabilit¶asi felt¶etel. Teh¶at a kÄovetkez}ot igazoltuk.

2. T¶etel. A (33) rendszerdinamik¶aval a szimmetrikus eset egyens¶ulypontja
lok¶alisan aszimptotikusan stabilis, ha K eleget tesz a (38) felt¶etelnek, azaz
el¶eg kicsi ¶ert¶ek}u.

A klasszikus Cournot modell eset¶eben ·r = 0, ¶³gy a stabilit¶asi felt¶etel (30)
teljesÄul¶ese. Minthogy a (38) egyenl}otlens¶egben ·r ¸ 0, (38) jobb oldala na-
gyobb, mint (30) jobb oldala. Teh¶at a term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶egeinek
¯gyelembe v¶etele is stabiliz¶al¶o t¶enyez}o.

5 Ipari szennyez}od¶es csÄokkent¶es¶enek ¯gyelem-
be v¶etele

TegyÄuk most fel, hogy a termel}ok kÄozÄos telepen tiszt¶³tj¶ak az ¶altaluk produk¶alt
ipari szennyez}od¶est, ¶es a kÄolts¶eget a term¶ekmennyis¶egek ar¶any¶aban osztj¶ak
fel egym¶as kÄozÄott. Ekkor a k-adik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶enye

'k(x1; . . . ; xN) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk) ¡ xk
T (xk + sk)

xk + sk
; (39)

ahol T a szennyez}od¶es tiszt¶³t¶asi kÄolts¶egfÄuggv¶enye. Ha bevezetjÄuk a

P (xk + sk) = p(xk + sk) ¡ T (xk + sk)

xk + sk

fÄuggv¶enyt, akkor (39) form¶alisan is a klasszikus Cournot modell pro¯tfÄugg-
v¶eny¶enek alakjak¶ent ¶³rhat¶o ¶at:

'k(x1; . . . ; xN) = xkP (xk + sk) ¡ ck(xk) : (40)
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Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert legyen

g(xk + sk) =
T (xk + sk)

xk + sk
;

¶es tegyÄuk fel, hogy g is k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o a
h
0;

PN
k=1 Lk

i

z¶art intervallumon. Ekkor a k-adik j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶eny¶enek a deriv¶altja
(6) alapj¶an

rk =
@Rk

@sk
= ¡ P 0 + xkP 00

2P 0 + xkP 00 ¡ c00
k

; (41)

¶es a lok¶alis aszimptotikus stabilit¶as felt¶etele a (10) egyenl}otlens¶eg. Mint-
hogy (10) bal oldala rk-nak nÄovekv}o fÄuggv¶enye, a szennyez}od¶es tiszt¶³t¶as¶anak
¯gyelembev¶etele stabiliz¶al¶o hat¶as¶u, ha

¡ p0 + xkp00

2p0 + xkp00 ¡ c00
k

< ¡ p0 ¡ g0 + xk(p00 ¡ g00)
2p0 ¡ 2g0 + xkp00 + xkg00 ¡ c00

k

: (42)

Ezt az ÄosszefÄugg¶est a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhatjuk:

xk(p0g00 ¡ g0p00) < c00
k(g0 + xkg00) ; (43)

ha feltesszÄuk, hogy a p ¶es ck fÄuggv¶enyek kiel¶eg¶³tik a klasszikus Cournot mo-
delln¶el tett felt¶eteleket. Ezekb}ol azonban nem kÄovetkezik a (43) rel¶aci¶o tel-
jesÄul¶ese, ¶³gy a stabiliz¶al¶o hat¶as nem garant¶alt ¶altal¶aban.

6 KÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶asok ¯gyelembev¶etele

Az egyes termel}ok kÄozÄos munkaer}opiacr¶ol ¶es kÄozÄos termel¶esi t¶enyez}o piacr¶ol
szerzik be a termel¶esÄukhÄoz szÄuks¶eges munkaer}ot, anyagokat, energi¶at stb., ¶³gy
termel¶esi kÄolts¶egÄuket a tÄobbi termel}o termel¶esi mennyis¶ege is befoly¶asolja a
beszerz¶esi ¶arakon keresztÄul. Hasonl¶o a helyzet, ha a termel}ok kutat¶ast is
folytatnak, hogy termel¶esÄuket m¶eg gazdas¶agosabb¶a tegy¶ek. Kutat¶asi ered-
m¶enyeiket a tÄobbi termel}o is hasznos¶³thatja, ¶es minthogy a kutat¶asra ford¶³tott
Äosszegek magasabbak nagyobb termel¶esi volumenek eset¶en, a tÄobbi termel}o
kÄolts¶ege implicit m¶odon fÄugg a kutat¶ast v¶egz}o termel}o term¶ekmennyis¶eg¶et}ol.
Amennyiben az Äosszes termel}o folytat kutat¶ast, az Äosszes kÄolts¶egfÄuggv¶eny
fÄugghet az Äosszes termel}o term¶ekmennyis¶eg¶et}ol. Ezt a kÄorÄulm¶enyt a leg-
egyszer}ubben ¶ugy modellezhetjÄuk, hogy feltesszÄuk, hogy a k-adik termel}o
kÄolts¶egfÄuggv¶enye xk-n k¶³vÄul sk-t¶ol is fÄugg, azaz pro¯tfÄuggv¶enye

'k(x1; . . . ; xN) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk; sk) (44)

alak¶u. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy

@'k

@xk
= p + xkp0 ¡ c0

kx
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¶es
@2'k

@x2
k

= 2p0 + xkp00 ¡ c00
kxx ;

¶³gy, ha feltesszÄuk, hogy

(A) p0 < 0; c0
kx > 0 ;

(B) p0 + xkp00 · 0 ;

(C) p0 ¡ c00
kxx < 0

minden megengedett x1; . . .; xN mellett, akkor 'k szigor¶uan konk¶av xk-ban,
¶³gy a v¶alaszfÄuggv¶eny egy¶ertelm}u, valamint implicit di®erenci¶al¶assal kÄonnyen
kimutathat¶o, hogy

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0 + xkp00 ¡ c00

kxs

2p0 + xkp00 ¡ c00
kxx

; (45)

ahol a nevez}o mindig negat¶³v. ÄOsszehasonl¶³tva ezt az egyenl}os¶eget (10)-zel,
azonnal l¶athatjuk, hogy amennyiben

c00
kxs < 0 (46)

¶es (45) sz¶aml¶al¶oja negat¶³v, kÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶asok ¯gyelembev¶etele stabiliz¶alja
a rendszert. Ha c00

kxs > 0, akkor pedig destabiliz¶al¶o hat¶as¶u.
A (46) felt¶etel azt jelenti, hogy a c0

kx deriv¶alt csÄokken sk-ban. Ez pedig
azt jelenti, hogy a c0

k margin¶alis kÄolts¶eg csÄokken, ha a tÄobbi termel}o egyÄuttes
term¶ekmennyis¶ege nÄovekszik. Ez a felt¶etel re¶alisnak t}unik, ha a tÄobbi ter-
mel}o kutat¶asi eredm¶enye csÄokken}o hat¶assal van a k-adik termel}o margin¶alis
kÄolts¶eg¶ere.

7 KÄovetkeztet¶esek

Ebben a dolgozatban dinamikus oligopol modelleket vizsg¶altunk a klasszikus
Cournot modelln¶el re¶alisabb felt¶etelek mellett. Nemcsak a modelleket fo-
galmaztuk meg, hanem azok stabilit¶asi felt¶eteleit is Äosszehasonl¶³tottuk a
klasszikus Cournot modell eset¶evel. Felt¶eteleket vezettÄunk le, amelyek ga-
rant¶alj¶ak, hogy a modellek kib}ov¶³t¶ese stabiliz¶al¶o hat¶assal is b¶³r a nagyobb
realit¶astartalom mellett.

N¶egy konkr¶et esetet vizsg¶altunk meg egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul diszkr¶et id}o-
sk¶ala felt¶etelez¶ese mellett. A folytonos eset, valamint a kÄulÄonbÄoz}o t¶enyez}ok
egyÄuttes ¯gyelembev¶etele egy kÄovetkez}o dolgozat t¶argya lesz.
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