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A GIFFEN-HAT¶AS EGY MATEMATIKAI MODELLJE1

KOV¶ACS GERGELY { VIZV¶ARI B¶ELA
Modern ÄUzleti Tudom¶anyok F}oiskol¶aja, Tatab¶anya { ELTE, Budapest

A dolgozatban azt vizsg¶aljuk, milyen elm¶eleti kÄozgazdas¶agi modellben van
lehet}os¶eg a Gi®en-hat¶asra. A jelens¶eg fell¶ep¶es¶enek kulcsa a fogyaszt¶o hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enye. Megmutatjuk, hogy az irodalomban leggyakrabban sze-
repl}o hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek mellett a Gi®en-hat¶as nem l¶ephet fel, azonban
adhat¶ok olyan fÄuggv¶enyek, illetve olyan piaci modellek, amikor a Gi®en-hat¶as
elm¶eletileg lehets¶eges. A jelens¶egben fontos szerepet j¶atszik, hogy a fogyasz-
t¶onak a t¶ul¶el¶eshez bizonyos m¶ert¶ek}u ¶arut el kell fogyasztania, ahogy ezt a
jelens¶eg els}o felfedez}oi, Gray ¶es Gi®en sejtett¶ek.

1 Bevezet¶es

A Gi®en-hat¶as az a kÄozgazdas¶agilag paradox helyzet, amikor egy inferior
term¶ek ¶ara n}o, ¶es ennek ellen¶ere a fogyaszt¶asa is n}o. (Luxusterm¶ek eset¶en
hasonl¶o jelens¶eg fell¶ephet a divat hat¶as¶ara is.) Szab¶o [10] dolgozat¶aban
kimutatta, hogy 1995-ben Magyarorsz¶agon a burgonya eset¶eben Gi®en-hat¶as
fell¶epett. Ebben az ¶evben a burgonya ¶ara mind nomin¶al-, mind re¶al¶ert¶ekben
jelent}osen megdÄontÄotte a tÄort¶enelmi cs¶ucsot, ugyanakkor a re¶aljÄovedelemben
jelent}os visszaes¶es kÄovetkezett be. Ez az ¶eszrev¶etel az¶ert is ¶erdekes, mert a
Gi®en-hat¶ast emellett csak az alacsony jÄovedelm}u r¶etegekn¶el ¯gyelt¶ek meg,
p¶eld¶aul K¶³n¶aban a rizs ¶es a t¶eszta eset¶en [2].

A burgonya szerepe kÄorÄul n¶eha f¶elre¶ert¶es van az irodalomban. A [8] dolgo-
zat alapj¶an sokan ¶ugy v¶elik, a burgonya Gi®en-term¶ek volta megc¶afoltatott.
Fontos hangs¶ulyozni, hogy [8] csak az ¶³rorsz¶agi nagy ¶eh¶³ns¶eggel foglalkozik,
ami 1845-47-ben volt. F}o ¶erve az ellen, hogy akkor a Gi®en-hat¶as fell¶epett,
hogy ¶Irorsz¶agban nem voltak piaci kÄorÄulm¶enyek, azaz a hi¶any ellen¶ere a
piac nem reag¶alt, ¶es nem sz¶all¶³tottak be m¶ashonnan burgony¶at. Ennek f}o
oka, hogy a n¶epess¶egnek az a r¶esze, aki a hi¶anyt¶ol szenvedett, nem k¶epzett
¯zet}ok¶epes keresletet, mert f}o term¶ekÄuk ¶eppen a burgonya volt. Teh¶at nem
tudtak m¶as term¶eket adni cser¶ebe. [2] j¶ol mutatja, hogy az, hogy mi inferior
¶es/vagy Gi®en-term¶ek, az helyt}ol ¶es id}ot}ol fÄugghet. Ez¶ert [8] elemz¶ese nem
vonatkozhat az 1995-Äos magyar helyzetre.

Mindezek alapj¶an megfogalmazzuk, hogy mi mit ¶ertÄunk Gi®en-hat¶ason:
Gi®en-hat¶as akkor l¶ephet fel, ha egy inferior term¶ek ¶ara piaci kÄorÄulm¶enyek
kÄozÄott n}o, ugyanakkor a fogyaszt¶asa is n}o.

¶Ugy gondoljuk, hogy [8] ¶es f}ok¶ent a r¶a hivatkoz¶o irodalom hozz¶a¶all¶asa a
lakatosi ¶ertelemben tipikusan torzszÄulÄott kiz¶ar¶o. Nyilv¶anval¶o ugyanis, hogy a
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Gi®en-hat¶as a hagyom¶anyos kÄozgazdas¶agi gondolkod¶as szempontj¶ab¶ol "torz-
szÄulÄott", zavarja az Äosszk¶epet. A jelen dolgozat szerz}oi ¶ugy gondolj¶ak, hogy
Lakatos Imr¶enek van igaza, aki l¶enyeg¶eben azt fogalmazza meg, hogy mindent
el kell fogadni, ami a de¯n¶³ci¶ot kiel¶eg¶³ti [4], a torzszÄulÄotteket nem szabad
kiz¶arni, ¶³gy a piaci torzszÄulÄotteket sem.

Marshall monument¶alis m}uv¶eben [5] olyan megjegyz¶est tesz, miszerint a
jelens¶eg felfedez¶ese Gi®ent}ol sz¶armazik. Meg kell jegyezni, hogy m¶ar j¶oval
kor¶abban Gray [1] ugyancsak le¶³rta a jelens¶eget. Mind Gray, mind Gi®en azt
a magyar¶azatot f}uzt¶ek hozz¶a, hogy az inferior term¶ek ¶ar¶anak nÄoveked¶ese azt
eredm¶enyezi, hogy a t¶ul¶el¶eshez szÄuks¶eges inferior term¶ek fogyaszt¶asa elvonja
a szeg¶eny fogyaszt¶o jÄovedelm¶et m¶as term¶ekekt}ol ¶es ¶³gy a fogyaszt¶o k¶enytelen
azokat az inferior term¶ekkel helyettes¶³teni. A Gi®en-hat¶as a legut¶obbi ¶evek
kÄozgazdas¶agi irodalm¶aban is ¶el¶enk ¶erdekl}od¶est v¶altott ki. J¶o Äosszefoglal¶o az
ut¶obbi ¶evek term¶es¶eb}ol [7]. A m¶ar eml¶³tett [2] szint¶en sok irodalmi hivatko-
z¶ast tartalmaz.

2 A kÄozgazdas¶agi alapmodell

A mikroÄokon¶omia a fogyaszt¶o magatart¶as¶at hagyom¶anyosan a kÄovetkez}o mo-
dellel ¶³rja le. A fogyaszt¶ast a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at befoly¶asolja, ami rÄogz¶³tett
¶arak mellett egy line¶aris felt¶etel. ¶Igy a lehets¶eges fogyaszt¶asok halmaz¶at a

pT y · m

y ¸ 0
(1)

der¶ekszÄog}u szimplex hat¶arozza meg, ahol

y a fogyaszt¶as vektora,
p az ¶arak vektora,
m a fogyaszt¶o jÄovedelme.

A fogyaszt¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek megfelel}oen egy olyan fogyaszt¶oi
kosarat v¶alaszt, amely sz¶am¶ara a legkedvez}obb. A tov¶abbiakban a fogyaszt¶o
hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek jele u(:).

Teh¶at a fogyaszt¶o a

maxu(y)

pT y · m

y ¸ 0

(2)

feladatot oldja meg.
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3 Homog¶en, homotetikus ¶es ir¶anytart¶o hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enyek a fogyaszt¶asra vonatkoz¶o
als¶o korl¶atok n¶elkÄuli esetben

Ebben a szakaszban elm¶eletileg vizsg¶aljuk a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyeket azon
felt¶etelez¶es mellett, hogy a 0 vektor is megengedett fogyaszt¶oi kos¶ar.

Ha egy feladatban a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at m ¶ert¶eke megv¶altozik, akkor
v¶altozik ugyan a megengedett megold¶asokat le¶³r¶o der¶ekszÄog}u szimplex, de a
kor¶abbihoz geometriai ¶ertelemben hasonl¶o lesz. Egyes hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek
ezt a hasonl¶os¶agot az optim¶alis megold¶as elhelyezked¶es¶ere vonatkoz¶oan is
meg}orzik. Az al¶abbiakban ezeket fogjuk ir¶anytart¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶enyk¶ent
de¯ni¶alni.

Meg fogjuk mutatni, hogy enn¶el speci¶alisabb fÄuggv¶enyek a k-adrend}u ho-
mog¶en, illetve homotetikus hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek. Ezek pontos matemati-
kai megfogalmaz¶asai az al¶abbiak.

1. De¯n¶³ci¶o ([11]). Egy u hasznoss¶agi fÄuggv¶eny (Euler-f¶ele) k-adrend}u ho-
mog¶en, ha teljes¶³ti a kÄovetkez}o tulajdons¶agot:

u(¸y) = ¸ku(y)

minden ¸ ¸ 0 eset¶en, ahol k ¸ 0 rÄogz¶³tett sz¶am.

A Cobb-Douglas-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶enyt

u(y) =
Y

j

(yj)
cj

alakban ¶³rjuk fel, ahol az Äosszes cj pozit¶³v. KÄozismert, hogy a Cobb-Douglas-
f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny

Pn
i=1 ci-adrend}u homog¶en.

Egy m¶asik nevezetes hasznoss¶agi fÄuggv¶eny a Leontief-f¶ele. Ennek l¶enyege,
hogy az egyes term¶ekeket csak meghat¶arozott ar¶anyban tudjuk felhaszn¶alni.
Ha az egyik term¶ekb}ol a m¶asikhoz viszony¶³tva tÄobb van, mint amennyinek
ezen ar¶any szerint lennie kellene, akkor ez a tÄobblet nem nÄoveli meg a hasznos-
s¶ag ¶ert¶ek¶et, azaz u(y) = minfciyig, ahol ci-k megfelel}o pozit¶³v egyÄutthat¶ok.
Szint¶en kÄozismert, hogy a Leontief-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny els}orend}u ho-
mog¶en.

2. De¯n¶³ci¶o ([11]). Egy u hasznoss¶agi fÄuggv¶eny homotetikus, ha u(y) =
g(h(y)) alak¶u, ahol h egy els}orend}u homog¶en fÄuggv¶eny, g pedig szigor¶uan
monoton nÄovekv}o.

3. ¶All¶³t¶as. k > 0 eset¶en, ha az u fÄuggv¶eny nemnegat¶³v ¶ert¶ek}u ¶es k-adrend}u
homog¶en, akkor homotetikus.

Bizony¶³t¶as. Ha u egy k-adrend}u homog¶en fÄuggv¶eny, akkor u(¸y) =
¸ku(y). Legyen h(y) = k

p
u(y). Ez ¶ertelmezett, mivel u egy nemnegat¶³v

¶ert¶ek}u fÄuggv¶eny. Ha u k-adrend}u homog¶en, akkor a bel}ole kapott h els}orend}u
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homog¶en. Ha emellett g(x) = xk, ami monoton nÄovekv}o a pozit¶³v tartom¶any-
ban, akkor u(y) = g(h(y)) val¶oban homotetikus. 2

4. KÄovetkezm¶eny. A Cobb-Douglas-f¶ele, ¶es a Leontief-f¶ele hasznoss¶agi
fÄuggv¶enyek is homotetikusak.

A tov¶abbiakban feltesszÄuk, hogy a fogyaszt¶o preferencia-rel¶aci¶oja rendel-
kezik a gyenge monotonit¶as ¶es a lok¶alis tel¶³tetlens¶eg tulajdons¶ag¶aval, amib}ol
kÄovetkezik, hogy az optim¶alis fogyaszt¶as(ok) a kÄolts¶egvet¶esi korl¶aton van(nak).

5. De¯n¶³ci¶o. TekintsÄuk a megengedett megold¶asok (1) szimplex¶et k¶et kÄu-
lÄonbÄoz}o jÄovedelem eset¶en. Legyen y1 az egyik szimplex optim¶alis fogyaszt¶oi
kosara. Azt mondjuk, hogy az u hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ir¶anytart¶o, ha van
olyan y2, ami a m¶asik szimplexben optim¶alis ¶es emellett az y1 ¶es az y2 vek-
torok p¶arhuzamosak.

A de¯n¶³ci¶o egyszer}u kÄovetkezm¶enye, hogy y1 ¶es y2 hossz¶anak ar¶anya ¶eppen
a der¶ekszÄog}u szimplexek hasonl¶os¶agi ar¶any¶aval egyezik meg.

6. ¶All¶³t¶as. Ha egy u hasznoss¶agi fÄuggv¶eny homotetikus, akkor ir¶anytart¶o.

Bizony¶³t¶as. Legyen u(y) = g(h(y)) homotetikus ¶es m1 kÄolts¶egvet¶es mel-
lett legyen y¤

1 optim¶alis megold¶as. Ekkor minden m¶as megengedett y1-re

u(y1) · u(y¤
1) ;

azaz
g(h(y1)) · g(h(y¤

1)) :

A m¶odos¶³tott feladatban, ahol a kÄolts¶egvet¶es m2, minden megengedett y2

kos¶ar megfelel az eredeti feladatb¶ol egy y1 kos¶arnak a szimplexek hasonl¶os¶aga
miatt. Mivel h els}orend}u homog¶en, ¶es g szigor¶uan monoton nÄovekv}o:

u(y2) = g(h(y2)) = g

µ
h

µ
m2

m1
y1

¶¶
= g

µ
m2

m1
h(y1)

¶
· g

µ
m2

m1
h(y¤

1)

¶
=

= u

µ
m2

m1
y¤
1

¶
;

azaz y¤
2 = m2

m1
y¤
1 optim¶alis a m¶odos¶³tott feladatban. 2

7. KÄovetkezm¶eny. A Cobb-Douglas-f¶ele, ¶es a Leontief-f¶ele hasznoss¶agi
fÄuggv¶enyek is ir¶anytart¶ok.

Dolgozatunk egyik f}o elm¶eleti eredm¶enye az al¶abbi t¶etel:

8. T¶etel. Ha egy hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ir¶anytart¶o, akkor a kitÄuntetett term¶ek
¶ar¶anak emelked¶ese ¶es a tÄobbi term¶ek ¶ar¶anak v¶altozatlans¶aga mellett nem
l¶ephet fel Gi®en-hat¶as.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az els}o term¶ek ¶ara n}ott, ¶es ¶aremelked¶es
el}ott a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at

nX

i=1

p1iyi = m
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alak¶u, ¶aremelked¶es ut¶an pedig

nX

i=1

p2iyi = m :

Persze itt p1i = p2i minden 1-n¶el nagyobb i-re. Az i = 1 esetben pedig
p11 < p21 teljesÄul a felt¶etelnek megfelel}oen. Az els}o eset optim¶alis megold¶asa
y¤
1, a m¶asodik¶e pedig y¤

2.

1. ¶abra. A Gi®en-hat¶as elemz¶ese k¶et v¶altoz¶o eset¶en

TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy teljesÄul a Gi®en-hat¶as, vagyis y¤
11 < y¤

21. Legyen

m3 :=
nX

i=1

p1iy
¤
2i : (3)

Ekkor nyilv¶an m3 < m teljesÄul a p11 < p21 felt¶etel miatt. TekintsÄuk most
azt a feladatot, amelyben az ¶arak az eredeti ¶arakkal egyeznek meg, csak a
kÄolts¶egvet¶esi korl¶atja

nX

i=1

p1iyi · m3 (4)

alak¶u. Az m3 (3) de¯n¶³ci¶oja miatt y¤
2 kiel¶eg¶³ti a (4) felt¶etelt. Legyen y¤

3 =
¸y¤

1, ahol ¸ a k¶et feladat szimplexeinek hasonl¶os¶agi ar¶anya, azaz

¸ =
m3

m
< 1 : (5)

Az ir¶anytart¶o tulajdons¶ag miatt a (4) felt¶etel}u feladatban y¤
3 optim¶alis megol-

d¶as. Emiatt y¤
31 = ¸y¤

11 < y¤
11 < y¤

21, ahol az utols¶o egyenl}otlens¶eg az indirekt
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feltev¶es. Teh¶at y¤
3 6= y¤

2 ¶es az optimalit¶as miatt u(y¤
3) ¸ u(y¤

2). Megmutat-
juk, hogy y¤

3 a m¶asodik, m¶odos¶³tott ¶ar¶u feladatnak szigor¶uan megengedett
megold¶asa, azaz

nX

i=1

p2iy
¤
3i < m :

Ebbe az y¤
3 = ¸y¤

1 egyenletet behelyettes¶³tve, majd az (5) k¶epletet be¶³rva

nX

i=1

p2i(¸(y¤
1i)) =

nX

i=1

p2i
m3

m
y¤
1i < m

ad¶odik. A nevez}ovel beszorozva:

nX

i=1

p2iy
¤
1im3 < m2 :

Figyelembe v¶eve, hogy a tÄobbi ¶ar v¶altozatlan:

nX

i=1

p2iy
¤
1i =

nX

i=1

p1iy
¤
1i + (p21 ¡ p11)y

¤
11 = m + (p21 ¡ p11)y

¤
11

m3 =
nX

i=1

p2iy
¤
2i + (p11 ¡ p21)y

¤
21 = m + (p11 ¡ p21)y

¤
21

ad¶odik. Ezeket a fentibe helyettes¶³tve

m2 + m(p21 ¡ p11)(y
¤
11 ¡ y¤

21) ¡ (p21 ¡ p11)
2y¤

11y
¤
21 < m2 :

Ezt egyszer}us¶³tve ¶es ¶atrendezve:

m(y¤
11 ¡ y¤

21) < (p21 ¡ p11)y
¤
11y

¤
21 :

Ez pedig nyilv¶anval¶oan teljesÄul, hiszen felt¶etelez¶esÄunk szerint y¤
11 < y¤

21, azaz
az egyenl}otlens¶eg bal oldala negat¶³v, jobb oldala pozit¶³v.

Ha y¤
3 szigor¶uan megengedett az ¶aremelked¶es ut¶ani feladatban, akkor

abban a feladatban nem lehet optim¶alis a gyenge monotonit¶as ¶es a lok¶alis
tel¶³tetlens¶eg miatt. Ez viszont u(y¤

3) ¸ u(y¤
2) miatt ellentmond annak, hogy

y¤
2 optim¶alis. 2

9. KÄovetkezm¶eny. Sem a Cobb-Douglas-f¶ele, sem a Leontief-f¶ele hasznoss¶agi
fÄuggv¶enyek eset¶en nem l¶ephet fel Gi®en-hat¶as, amennyiben a kitÄuntetett ter-
m¶ek ¶ara emelkedik ¶es a tÄobbi term¶ek ¶ara v¶altozatlan.

Ez a kÄovetkezm¶eny azt jelenti, hogy a magyar fogyaszt¶ok hasznoss¶agi
fÄuggv¶enye kÄulÄonÄosen az ¶elelmiszerpiacon, ezen belÄul is a burgonya ¶es helyet-
tes¶³t}o term¶ekei eset¶eben nem rendelkezhet az ir¶anytart¶o tulajdons¶aggal. KÄo-
vetkez¶esk¶eppen a fogyaszt¶ok hasznoss¶agi fÄuggv¶enye nem lehet Cobb-Douglas-
f¶ele. A [3] dolgozat modellje pedig pont ezt t¶etelezi fel.
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4 TÄor¶esponttal rendelkez}o hasznoss¶agi fÄugg-
v¶enyek

L¶etezik azonban olyan hasznoss¶agi fÄuggv¶eny, amin¶el a Gi®en-hat¶as fell¶ephet,
p¶eld¶aul [6] ad ilyen fÄuggv¶enyt. A p¶elda l¶enyege, hogy a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny
k¶et r¶eszb}ol ¶all, m¶egpedig ¶ugy, hogy a pozit¶³v s¶³knegyedet k¶et r¶eszre osztjuk,
¶es a k¶et r¶eszben m¶as-m¶as a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny k¶eplete. Term¶eszetesen ezt
¶ugy kell megkonstru¶alni, hogy a v¶egs}o fÄuggv¶eny teljes¶³tse a hasznoss¶agi fÄugg-
v¶enyekre vonatkoz¶o alapvet}o tulajdons¶agokat. Az elv¶alaszt¶o gÄorbe [6]-ban
egy S alak¶u gÄorbe, Gi®en-hat¶as pedig pont akkor l¶ep fel, amikor a kÄolt-
s¶egvet¶esi egyenes metszi a gÄorbe k¶et ,,kanyar" kÄozÄotti ¶³v¶et. Konstru¶alhat¶o
azonban olyan p¶elda is, ahol a Gi®en-hat¶as (elm¶eletileg) nem csak egy sz}uk
tartom¶anyban jelentkezik. Ebben a szakaszban [9] p¶eld¶aj¶at t¶argyaljuk egy-
szer}us¶³tett form¶aban. Itt az elv¶alaszt¶o gÄorbe egy egyenes. Az ¶altal¶anos eset-
ben a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyt nem k¶eplettel adjuk meg, hanem kÄozÄombÄoss¶egi
gÄorb¶einek geometriai elrendez¶es¶evel.

A fejezetben az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert k¶etv¶altoz¶os feladatokkal foglalkozunk.
Az eredeti feladat ¶arai: p11, p12. ¶Igy a kÄolts¶egvet¶esi egyenes meredeks¶ege:

q1 = ¡p11

p12
:

Emellett a m¶odos¶³tott, p11 < p21 ¶es p12 = p22 feladatban a kÄolts¶egvet¶esi
egyenes meredeks¶ege:

q2 = ¡p21

p22
< q1 ;

azaz ut¶obbi a meredekebb. TekintsÄunk egy olyan egyenest, amelynek q3 mere-
deks¶ege q2-n¶el kisebb, ¶es emellett a pozit¶³v s¶³knegyedben metszi mindk¶et
kÄolts¶egvet¶esi egyenest. (Ilyenb}ol term¶eszetesen v¶egtelen sok l¶etezik.) Ez
ut¶obbi egyenes a s¶³kot k¶et r¶eszre osztja ¶ugy, hogy modellÄunkben ezen a
k¶et r¶eszen a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny m¶as ¶es m¶as, de a kett}o egyÄutt megfelel
a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny kÄovetelm¶enyeinek. A konstrukci¶oban a kÄozÄombÄoss¶egi
gÄorb¶ek k¶et f¶elegyenesb}ol ¶allnak, ahol a f¶elegyenesek a q3 meredeks¶eg}u e egye-
nesen ¶erintkeznek. A f¶elegyenesek meredeks¶egeit ¶ugy v¶alasztjuk, hogy az e
egyenest}ol jobbra a meredeks¶eg 0 ¶es q1 kÄozÄotti rÄogz¶³tett ¶ert¶ek, az e egyenes-
t}ol balra pedig q2 ¶es q3 kÄozÄotti ugyancsak rÄogz¶³tett ¶ert¶ek. Ezzel a modellel
minden s¶³kbeli pont pontosan egy f¶elegyenesen van.

¶Igy el¶erhet}o, hogy b¶armely olyan kÄolts¶egvet¶esi egyenesre, amely az e-n
¶atmegy, a hasznoss¶ag-optimaliz¶al¶o feladat megold¶asa a kÄolts¶egvet¶esi egyenes
¶es az e metsz¶espontja lesz, ugyanis az az a pont, ahol egy fenti m¶odon
de¯ni¶alt tÄorÄott kÄozÄombÄoss¶egi gÄorbe ,,¶erinti" a kÄolts¶egvet¶esi egyenest: egy
kÄozÄos pontjuk van, ugyanakkor minden tov¶abbi pont a kÄolts¶egvet¶esi egyenes-
nek ugyanazon, nem megengedett oldal¶an van.
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2. ¶abra. A (0:2; 0:8) ponton ¶atmen}o kÄozÄombÄoss¶egi gÄorbe k¶et ¶aga f1 ¶es g1, m¶³g a (0:4; 0:2)

ponton ¶atmen}o kÄozÄombÄoss¶egi gÄorbe k¶et ¶aga f2 ¶es g2.

P¶elda. Az e egyenlete legyen 3y1 + y2 = 1:4. Ekkor ennek meredeks¶ege:
q3 = ¡3. A hasznoss¶agi fÄuggv¶eny legyen a kÄovetkez}o:

u(y1; y2) =

½
f(y1; y2) = 12y1 + 5y2 ; ha 3y1 + y2 · 1:4;
g(y1; y2) = 0:5y1 + y2 + 5:6 ; ha 3y1 + y2 ¸ 1:4.

Ekkor a f¶elegyenesek pont az e egyenesen metszik egym¶ast. Az ¶arak a kÄovet-
kez}ok: p11 = 1 < p21 = 2 ¶es p12 = p22 = 1, a rendelkez¶esre ¶all¶o Äosszeg 1. ¶Igy
q1 = ¡1, q2 = ¡2. Ekkor az els}o feladat megold¶asa a kÄolts¶egvet¶esi egyene-
s¶enek ¶es az e-nek metszete, azaz a (0:2; 0:8) pont, m¶³g a m¶asodik feladat¶e a
(0:4; 0:2) pont, vagyis az els}o v¶altoz¶ora a Gi®en-hat¶as fenn¶all.

Geometriailag a fenti konstrukci¶o ¶altal¶anos¶³that¶o. Term¶eszetesen nem
szÄuks¶eges az e egyenesb}ol f¶elegyenesekb}ol ¶all¶o kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶eket ind¶³tani,
hanem b¶armilyen m¶as monoton csÄokken}o gÄorb¶ek is megfelelnek, amelyek el-
tol¶as¶aval a nemnegat¶³v s¶³knegyed egyszeresen fedhet}o le. A l¶enyeg, hogy
az egyenesen l¶ev}o pontokra a kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ekhez h¶uzott ¶erint}ok mere-
deks¶egei 0 ¶es q1 kÄozÄott, illetve a m¶asik oldalon q2 ¶es q3 kÄozÄotti legyenek.

5 A hasznoss¶agi fÄuggv¶eny kisim¶³t¶asa a tÄor¶es-
pontn¶al

q1 > q2 miatt azonban az e egyenesen l¶ev}o pontokban a kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ek
deriv¶altjai nem l¶eteznek. Ennek orvosl¶as¶ara ad elj¶ar¶ast [6], azonban ott csak
elm¶eletileg igazolj¶ak, hogy adhat¶o folytonosan di®erenci¶alhat¶o hasznoss¶agi
fÄuggv¶eny, de konkr¶et k¶eplettel nincs meghat¶arozva.
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Mi ezt egy egyszer}u esetben meg is konstru¶aljuk. Az Äotlet a kÄovetkez}o:
a fentiekben egy kÄozÄombÄoss¶egi gÄorbe k¶et f¶elegyenesb}ol ¶all. K¶et f¶elegyenesb}ol
k¶epzett egyenesekhez h¶uzhat¶o ak¶armilyen kÄozel egy hiperbola. A hiperbola
azon ¶aga, mely az eredeti k¶et f¶elegyeneshez tartozik, lesz a kÄozÄombÄoss¶egi
gÄorbe az ¶uj modellben.

TekintsÄunk egy (A; B) pontot a fent eml¶³tett e egyenesr}ol. Ehhez a pont-
hoz l¶etezik egy-egy f¶elegyenes mindk¶et oldalon. Az egyszer}ubb sz¶am¶³t¶asok
miatt feltesszÄuk, hogy a bal oldali meredeks¶ege ¡1, a jobb oldali¶e 0. Ekkor
az A;B ponton ¶atmen}o k¶et f¶elegyenesb}ol k¶epzett egyenesekhez mint aszimp-
tot¶ahoz simul¶o hiperbola a

(y2 ¡ B + y1 ¡ A)(y2 ¡ B) = "2

k¶eplettel ¶³rhat¶o le. Az e egyenes egyenlete legyen: y2 = a
b ¡ 1

b y1. Ennek az
egyenesnek ¡1-n¶el meredekebbnek kell lennie az el}oz}o fejezet szerint, amihez
b < 1 szÄuks¶eges, ezt feltesszÄuk. Mivel az (A; B) pont az egyenesen van,
A = a ¡ bB ¶es a fenti hiperbola

(y2 + y1 ¡ a ¡ (1 ¡ b)B)(y2 ¡ B) = "2

alakba ¶³rhat¶o. Vizsg¶aljuk meg, hogy egy tetsz}olegesen v¶alasztott (y1; y2)
p¶arhoz h¶any olyan (A; B) p¶ar tartozik, ami kiel¶eg¶³ti a fenti ÄosszefÄugg¶est. Ez
rÄogz¶³tett (y1; y2) ¶ert¶ekekre a B-re egy m¶asodfok¶u egyenlet:

(1 ¡ b)B2 + (¡y1 ¡ (2 ¡ b)y2 + a)B + (y2
2 + y1y2 ¡ ay2 ¡ "2) = 0 :

Ennek megold¶asa

B1;2 =
(2 ¡ b)y2 + y1 ¡ a §

p
D

2(1 ¡ b)

alak¶u, ahol D a diszkrimin¶ans:

D = (¡(2 ¡ b)y2 ¡ y1 + a)2 ¡ 4(1 ¡ b)(y2
2 + y1y2 ¡ ay2 ¡ "2) =

= b2y2
2 + y2

1 + 2by2y1 ¡ 2bay2 ¡ 2ay1 + a2 + 4(1 ¡ b)"2 =

= (y1 + by2 ¡ a)2 + 4(1 ¡ b)"2 :

¶Igy

B =
(2 ¡ b)y2 + y1 ¡ a §

p
(y1 + by2 ¡ a)2 + 4(1 ¡ b)"2

2(1 ¡ b)
:

Ez azt jelenti, hogy egy (y1; y2) p¶aron k¶et hiperbola megy ¶at, ahol az ezekhez
tartoz¶o cs¶ucspontok legyenek (A1;B1) ¶es (A2;B2). Megmutatjuk, hogy B1 <
y2, azaz

B1 = y2 +
by2 + y1 ¡ a ¡

p
(y1 + by2 ¡ a)2 + 4(1 ¡ b)"2

2(1 ¡ b)
< y2 :
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Ez akkor fog teljesÄulni, ha a tÄort negat¶³v. Ez pedig teljesÄul, mivel a nevez}o
pozit¶³v 1 > b miatt. Hasonl¶oan

B2 = y2 +
by2 + y1 ¡ a +

p
(y1 + by2 ¡ a)2 + 4(1 ¡ b)"2

2(1 ¡ b)
> y2 ;

mivel a tÄort nevez}oje ¶es sz¶aml¶al¶oja itt is pozit¶³v. A fentiek szerint B1 < y2 <
B2, ami azt jelenti, hogy a B1 ponthoz tartoz¶o hiperbol¶anak fels}o, konvex
¶ag¶an van y2, a B2 hiperbol¶anak viszont az als¶o, konk¶av ¶ag¶an. Eszerint a
feladat szempontj¶ab¶ol nekÄunk csak a B1-re van szÄuks¶egÄunk, mivel az ere-
deti f¶elegyenesekhez ez tartozik. Ezzel azt is megmutattuk, hogy mindegyik
(y1; y2) ponthoz egy¶ertelm}uen meghat¶arozhat¶o egy B1 ¶ert¶ek, amihez tartoz¶o
egy¶ertelm}u hiperbola fels}o, konvex ¶ag¶an az (y1; y2) pont szerepel, azaz ezek
a hiperbola ¶agak rÄogz¶³tett "-ra teljesen lefedik a s¶³kot, ¶es ¶³gy megfelelnek
kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶enek. A hiperbol¶at meghat¶aroz¶o f¶elegyenesek alakj¶ab¶ol
kÄovetkez}oen, ha egy (y1; y2) p¶ar tetsz}oleges koordin¶at¶aj¶at megnÄoveljÄuk, ma-
gasabban fekv}o hiperbola ¶agra l¶epÄunk, ahhoz pedig e alakja miatt magasabb
B1 ¶ert¶ek tartozik. ¶Igy viszont az (y1; y2) 7! B1 megfeleltet¶es v¶alaszthat¶o
hasznoss¶agi fÄuggv¶enynek.

P¶elda (folytat¶as). A fenti hasznoss¶agi fÄuggv¶ennyel B = 2¡2A, azaz a = 1
¶es b = 0:5, illetve " = 0:01 v¶alaszt¶asa mellett tekintsÄuk a kÄovetkez}o feladatot:
p11 = 0:5 < p21 = 0:6 ¶es p12 = p22 = 1, a rendelkez¶esre ¶all¶o Äosszeg 1. A
megold¶asok pedig: (0:6733; 0:6633), illetve (0:7172; 0:5697), azaz teljesÄul a
Gi®en-hat¶as.

6 M¶odos¶³tott modell kÄotelez}o minim¶alis fo-
gyaszt¶as mellett

A fogyaszt¶ast a kÄolts¶egvet¶esi korl¶aton ¶es a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyen k¶³vÄul
m¶as is befoly¶asolhatja. A fogyaszt¶o |felt¶etelez¶esÄunk szerint| bizonyos dol-
gokb¶ol, amelyek nem felt¶etlenÄul azonosak a piacon megjelen}o term¶ekekkel,
de amelyeket ezek hordoznak, meghat¶arozott mennyis¶egn¶el nem fogyaszthat
kevesebbet, mert ez a l¶etfenntart¶as¶ahoz szÄuks¶eges. P¶eld¶aul az ¶elelmiszerpiac
eset¶en ilyen lehet az elfogyasztott kal¶oria, feh¶erje, C-vitamin stb. mennyi-
s¶ege. L¶athat¶o, hogy ezek a kÄozvetlenÄul term¶ekk¶ent meg nem jelen}o dolgok
egym¶ast¶ol elkÄulÄonÄulnek, azaz egy-egy term¶ek kÄulÄon-kÄulÄon tartalmazhat bel}o-
lÄuk meghat¶arozott mennyis¶eget. Ez¶ert a term¶ekek egy s¶ulyozott Äosszeg¶enek
kell nagyobbnak lenni, mint a minim¶alis kÄotelez}o fogyaszt¶as minden egyes
eml¶³tett t¶enyez}o eset¶eben.

Teh¶at a modell a kÄolts¶egvet¶esi felt¶etelen k¶³vÄul annyi, azzal bizonyos ¶erte-
lemben ellent¶etes ir¶any¶u line¶aris egyenl}otlens¶eget tartalmaz, ah¶any t¶enyez}ore
a minim¶alis fogyaszt¶ast ¯gyelembe vesszÄuk. ¶Igy matematikailag a lehets¶eges
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fogyaszt¶asok (2) halmaz¶at a

pT y · m

aT
1 y ¸ b1

...
aT

k y ¸ bk

y ¸ 0

(6)

felt¶etelrendszer sz}uk¶³ti le, ahol

bi az i t¶enyez}ob}ol kÄotelez}oen fogyasztand¶o minim¶alis mennyis¶eg,
aij pedig azt adja meg, hogy a j term¶ek egy egys¶ege az i t¶enyez}ob}ol

mennyit tartalmaz.

10. De¯n¶³ci¶o. A tov¶abbiakban fogyaszt¶asi poli¶edernek nevezzÄuk a

¦ = fx 2 IRn : x kiel¶eg¶³ti (6)-ot g
poli¶edert.

Felt¶etelez¶esÄunk szerint a fogyaszt¶o a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek megfelel}oen
a kÄovetkez}o strat¶egi¶at kÄoveti. Ha valaki csak a kÄotelez}o minim¶alis szin-
ten fogyaszt, akkor ezzel val¶oj¶aban nem tudott j¶ol¶etet teremteni mag¶anak,
csak l¶etet. J¶ol¶et¶enek m¶ert¶ek¶et az hat¶arozza meg, hogy a kÄotelez}o minim¶alis
fogyaszt¶ason felÄul mit tud fogyasztani. Ez¶ert saj¶at fogyaszt¶as¶at egy olyan
minim¶alis fogyaszt¶oi kos¶arhoz fogja m¶erni, amely m¶eg ¶eppen benne van a fo-
gyaszt¶asi poli¶ederben. Teh¶at a saj¶at fogyaszt¶oi kosar¶anak hasznoss¶agi ¶ert¶ek¶et
ezen minim¶alis fogyaszt¶ashoz m¶ert tÄobblete adja.

A tov¶abbiakban y-nal jelÄoljÄuk a fogyaszt¶o teljes fogyaszt¶oi kosar¶at, x-
szel pedig azt a fogyaszt¶oi kosarat, amihez k¶epest a tÄobbletet m¶eri. Hasonl¶o
felt¶etelez¶essel ¶elt [3] is. Ekkor a fogyaszt¶o a kÄovetkez}o feladatot oldja meg:

max u(y ¡ x)

y 2 ¦

x 2 ¦
y ¡ x ¸ 0 :

(7)

Megjegyzend}o, hogy a (6) poli¶eder a [3] dolgozat poli¶eder¶enek ¶altal¶ano-
s¶³t¶asa. Ott azonban a ¦ poli¶edert a kÄolts¶egvet¶esi korl¶aton k¶³vÄul a term¶ekek
fogyasztand¶o mennyis¶egeire vonatkoz¶o egyedi als¶o korl¶atok hat¶arozt¶ak meg,
¶es ¶³gy l¶etezett egy egy¶ertelm}u minim¶alis kÄotelez}o fogyaszt¶as. A [3] dolgo-
zat modellje ¶ugy ¶ertelmezhet}o, mint a (7) probl¶ema azon r¶eszfeladata, ahol
x rÄogz¶³tett kos¶ar. A fogyaszt¶asi poli¶edert ¶es egy optim¶alis megold¶asp¶art
mutat a 3. ¶abra k¶et term¶ek eset¶en. Az, hogy a [3] dolgozat poli¶eder¶en¶el
¶altal¶anosabb (6) poli¶eder l¶etezik a gyakorlatban, a m¶ar eml¶³tett C-vitamin
p¶eld¶aj¶an l¶athat¶o be egyszer}uen. Mivel nem tudunk r¶ola, hogy kimutathat¶o
m¶ert¶ekben skorbutos esetek Magyarorsz¶agon el}ofordultak volna, a fogyaszt¶o
elegend}o C-vitaminhoz jut, de ennek csak egy tÄored¶ek¶et veszi be kÄozvetlenÄul
vitamink¶ent.
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3. ¶abra.

Nyilv¶anval¶o, hogy a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyekre tett kor¶abbi felt¶etelez¶esek
mellett az (x¤; y¤) optim¶alis megold¶asra teljesÄul, hogy x¤ 2 ¦, ¶es minden
x · x¤, x 6= x¤ eset¶en x =2 ¦.

7 Ir¶anytart¶o fÄuggv¶enyek ¶es a minim¶alis fo-
gyaszt¶as

Amennyiben a fogyaszt¶o t¶enyleges y fogyaszt¶as¶at az x kÄotelez}o minim¶alis
fogyaszt¶ashoz hasonl¶³tja, akkor y benne lesz abban az n-dimenzi¶os der¶ekszÄog}u
szimplexben, aminek egyik lapja a kÄolts¶egvet¶esi korl¶atra esik, a tÄobbi lapja
pedig a wi = 0 egyenl}oseggel megadott hipers¶³kokkal p¶arhuzamos ¶es a der¶ek-
szÄogn¶el l¶ev}o cs¶ucsa ¶eppen x. Nyilv¶anval¶o, hogy az Äosszes ilyen n-dimenzi¶os
szimplex a sz¶o geometriai ¶ertelm¶eben hasonl¶o egym¶ashoz. ¶Igy ¶ertelmezhet}o
r¶a a kor¶abban l¶atott ir¶anytart¶o de¯n¶³ci¶o, de azzal a megkÄot¶essel, hogy az
x1 ¶es x2 pontokhoz tartoz¶o der¶ekszÄog}u szimplexekben most az y1 ¡ x1 ¶es az
y2 ¡ x2 vektorok p¶arhuzamosak.

Az ir¶anytart¶o tulajdons¶ag az¶ert fontos kÄulÄonÄosen, mert mint ahogy ezt az
al¶abbi t¶etel kimondja, igen er}osen lesz}uk¶³ti a (7) feladat optim¶alis megold¶a-
saiban sz¶oba jÄohet}o x minim¶alis fogyaszt¶asok halmaz¶at.

11. T¶etel. Egy ir¶anytart¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶eny eset¶en mindig van olyan op-
tim¶alis (x¤; y¤) p¶ar, amelynek x¤ pontja valamely n sz¶am¶u line¶arisan fÄuggetlen
minim¶alis fogyaszt¶asi felt¶etel metszet¶eben van, felt¶etelezve, hogy a fogyaszt¶asi
poli¶eder belseje nem Äures.

Megjegyz¶es. Az ¶all¶³t¶asban az x¤ pont fekv¶es¶ere megfogalmazott felt¶etel
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|mint kÄozismert| ekvivalens azzal, hogy x¤ a ¦ fogyaszt¶asi poli¶eder ex-
trem¶alis pontja.

Bizony¶³t¶as. Az ir¶anytart¶o tulajdons¶ag miatt ann¶al nagyobb a hasznoss¶ag,
min¶el nagyobb megfelel}o der¶ekszÄog}u szimplexet tudunk elhelyezni a poli¶eder-
ben. Ha annak x cs¶ucsa nem extrem¶alis pontban lenne, akkor az x ponttal
el tudunk mozdulni a felt¶etelt¶eren belÄul legal¶abb k¶et ellent¶etes megengedett
ir¶anyba (ha ¶elen van, akkor pontosan kett}obe). Ekkor valamelyik ir¶anyban
biztosan nem csÄokken az ¶uj x¤ pontb¶ol sz¶armaztatott szimplex nagys¶aga,
vagy ami ezzel ekvivalens, az x pontnak a kÄolts¶egvet¶esi korl¶att¶ol val¶o t¶avol-
s¶aga. Abba az ir¶anyba akkor¶at l¶epÄunk, amekkor¶at csak lehet. Az ¶³gy kapott
pontra m¶ar eggyel tÄobb line¶arisan fÄuggetlen minim¶alis fogyaszt¶asi felt¶etel
teljesÄul egyenl}os¶eggel. Ez az algoritmus pedig egy extrem¶alis pontba vezet. 2

Term¶eszetesen az x¤ elhelyezked¶ese csak a minim¶alis fogyaszt¶asi felt¶etelek
¶es a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at ¶all¶as¶at¶ol fÄugg, ha a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ir¶anytart¶o.

12. T¶etel. Ha egy hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ir¶anytart¶o, akkor a kitÄuntetett ter-
m¶ek ¶ar¶anak emelked¶ese ¶es a tÄobbi term¶ek ¶ar¶anak v¶altozatlans¶aga mellett nem
l¶ephet fel Gi®en-hat¶as a (7) modellben.

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶as a kor¶abban l¶atott 8. T¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz ha-
sonl¶o abban az esetben, ha a minim¶alis fogyaszt¶as elhelyezked¶ese az ¶arv¶altoz¶as
hat¶as¶ara nem v¶altozik, azaz ha x¤

1 = x¤
2. Amennyiben az x¤ is v¶altozik az

¶arv¶altoz¶as ut¶an, akkor a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at meredeks¶eg¶enek v¶altoz¶asa miatt
az els}o koordin¶at¶aj¶aban nem n}ohet. TegyÄuk fel ugyanis, hogy x¤

21 > x¤
11. Az,

hogy az eredeti feladatban x¤
1 tartozott a megold¶ashoz, az az el}oz}o bizony¶³t¶as

alapj¶an azt jelenti, hogy a hozz¶a tartoz¶o der¶ekszÄog}u szimplex nem kisebb az
x¤

2-hoz tartoz¶o der¶ekszÄog}u szimplexn¶el. Ezek a szimplexek ann¶al nagyobbak,
min¶el tÄobb p¶enzÄuk marad a minim¶alis x megv¶as¶arl¶asa ut¶an. Eszerint az els}o
esetben, p11 ¶ar mellett:

m ¡ p11x
¤
11 ¡

nX

i=2

pix
¤
1i ¸ m ¡ p11x

¤
21 ¡

nX

i=2

pix
¤
2i :

A m¶asodik esetben viszont x¤
2-hoz tartoz¶o poli¶eder legal¶abb akkora, mint az

x¤
1-hoz tartoz¶o:

m ¡ p12x
¤
11 ¡

nX

i=2

pix
¤
1i · m ¡ p12x

¤
21 ¡

nX

i=2

pix
¤
2i :

A k¶et egyenl}otlens¶eget egym¶asb¶ol kivonva

p12x
¤
11 ¡ p11x

¤
11 ¸ p12x

¤
21 ¡ p11x

¤
21

ad¶odik, ami p12 > p11 miatt ellentmond x¤
21 > x¤

11-nek. Ezzel bel¶attuk, hogy
ha x¤ v¶altozik, akkor az els}o koordin¶at¶aja nem n}ohet.

TegyÄuk fel, hogy az ¶uj x¤
2; y

¤
2 megold¶asra teljesÄul a Gi®en-hat¶as, azaz

y¤
11 < y¤

21. Legyen az eredeti feladatban az x¤
2-hoz tartoz¶o megold¶as y¤

4 .
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Mivel rÄogz¶³tett x-re nem teljesÄul a Gi®en-hat¶as, ez¶ert y¤
21 · y¤

41. Ezt a
fenti indirekt feltev¶essel Äosszevetve y¤

11 < y¤
41. Azonban mivel x¤

21 · x¤
11, ¶es

az eredeti feladatban x¤
2-hoz legfeljebb akkora der¶ekszÄog}u szimplex tartozik,

mint x¤
2-hoz, ¶³gy az ir¶anytart¶as miatt legfeljebb akkora a benne l¶ev}o megold¶as

els}o koordin¶at¶aja is, ez pedig ellentmond y¤
11 < y¤

41-nek. 2

13. KÄovetkezm¶eny. Sem a Cobb-Douglas-f¶ele, sem a Leontief-f¶ele hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enyek eset¶en nem l¶ephet fel Gi®en-hat¶as a minim¶alis fogyaszt¶as
modellj¶eben sem, amennyiben a kitÄuntetett term¶ek ¶ara emelkedik ¶es a tÄobbi
term¶ek ¶ara v¶altozatlan.

8 TÄomeges ¶arv¶altoz¶as

Elm¶eletileg el}ofordulhat a Gi®en-hat¶as, ha a kitÄuntetett term¶ek ¶ara n}o, de a
tÄobbi¶e nem n}o (azaz itt a v¶altozatlans¶ag ¶es az olcs¶obb¶a v¶al¶as megengedett).
Erre mutat p¶eld¶at a kÄovetkez}o k¶et t¶etel. Persze ezek az esetek nem ad-
nak magyar¶azatot a magyar burgonyapiacon meg¯gyelt jelens¶egekre, hiszen
semelyik helyettes¶³t}o term¶ek ¶ara nem csÄokkent abban az id}oszakban.

14. T¶etel. Ha a fogyaszt¶ok hasznoss¶agi fÄuggv¶enye Cobb-Douglas-f¶ele a (7)
modellben ¶es a kitÄuntetett term¶ek ¶ara n}o, de a tÄobbi¶e nem, akkor a Gi®en-
hat¶as pontosan akkor teljesÄul, ha

m ¡
nP

i=1
p2ix¤

i

p21
¸

m ¡
nP

i=1
p1ix¤

i

p11
;

ahol x¤ a (7) feladat optim¶alis megold¶as¶anak x r¶esze, ¶es feltesszÄuk, hogy az
¶arv¶altoz¶asok hat¶as¶ara az x¤ ¶ert¶eke nem v¶altozott.

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶as sor¶an felhaszn¶aljuk azt a mikroÄokon¶omi¶aban
kÄozismert t¶enyt, hogy a Cobb-Douglas-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny eset¶en a
fogyaszt¶o az egyes term¶ekekre pontosan

ciPn
i=1 ci

m¶ert¶ekben kÄolt, azaz
ci

pi

Pn
i=1 ci

mennyis¶eget v¶as¶arol. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert feltehetjÄuk, hogy
Pn

i=1 ci = 1,
hiszen ez a l¶enyegen nem v¶altoztat. Ekkor a k¶et feladatban a kitÄuntetett
term¶ek fogyaszt¶asa:

y¤
11 = x¤

1 +
c1(m ¡ Pn

i=1 p1ix
¤
i )

p11
;

illetve

y¤
21 = x¤

1 +
c1(m ¡ Pn

i=1 p2ix¤
i )

p21
:
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Ebb}ol pedig egyszer}uen kÄovetkezik az ¶all¶³t¶as. 2

15. T¶etel. Ha a fogyaszt¶ok hasznoss¶agi fÄuggv¶enye Leontief-f¶ele a (7) modell-
ben, m¶egpedig

max
j

cj(yj ¡ xj)

alak¶u ¶es a kitÄuntetett term¶ek ¶ara n}o, de a tÄobbi¶e nem, akkor a Gi®en-hat¶as
pontosan akkor teljesÄul, ha

m ¡ Pn
i=1 p1ix¤

iPn
i=1

p1i

ci

¸ m ¡ Pn
i=1 p2ix¤

iPn
i=1

p2i

ci

;

ahol ism¶et feltesszÄuk, hogy az ¶arv¶altoz¶asok hat¶as¶ara x¤ ¶ert¶eke nem v¶altozott.

Bizony¶³t¶as. Ebben az esetben abb¶ol indulunk ki, hogy a Leontief-f¶ele
hasznoss¶agi fÄuggv¶enyhez tartoz¶o optim¶alis fogyaszt¶oi kosarak az

x¤ + ¸
nX

i=1

1

ci
ei

egyenlet}u f¶elegyenesen vannak, ahol ei az i-edik egys¶egvektor. Eszerint

y¤
11 = x¤

1 +
m ¡ Pn

i=1 p1ix¤
iPn

i=1
p1i

ci

1

c1
;

illetve

y¤
21 = x¤

1 +
m ¡ Pn

i=1 p2ix
¤
iPn

i=1
p2i

ci

1

c1
:

Azaz Gi®en-hat¶as pontosan akkor teljesÄul, ha az ¶all¶³t¶as igaz. 2

9 Maxim¶alis hasznoss¶agi fÄuggv¶eny

A maxim¶alis hasznoss¶agi fÄuggv¶eny a Leontief-fÄuggv¶eny megford¶³t¶asa. Csak
az a j¶osz¶ag sz¶am¶³t, amib}ol tÄobb van. K¶et j¶osz¶ag eset¶en a Gi®en hat¶as felt¶etele
a kÄovetkez}o:

Legyen a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny u(a; b) = maxff(a); bg, vagyis a minim¶alis
fogyaszt¶as modellj¶eben: u(y1; y2) = maxff(y1 ¡ x1); y2 ¡ x2g. Az ennek
alapj¶an de¯ni¶alt rel¶aci¶o, miszerint (x1; x2) gyeng¶en prefer¶alt (y1; y2)-hÄoz k¶e-
pest, ha u(x1; x2) ¸ u(y1; y2), val¶oban egy preferenciarel¶aci¶o [11], hiszen
teljes, re°ex¶³v, tranzit¶³v ¶es folytonos. Emellett teljes¶³ti a lok¶alis tel¶³tetlens¶eg
¶es a gyenge monotonit¶as tulajdons¶agait is.

Az optim¶alis megold¶as minden helyzetben valamilyen sz¶els}os¶eg { csak az
egyik j¶osz¶agb¶ol fogyaszt az x-en felÄul a fogyaszt¶o. Feltehet}o, hogy p12 = p22 =
1, p11 < p21, illetve, hogy az x a feladat sor¶an nem v¶altozik. A Gi®en-hat¶as
sz¶els}os¶eges fogyaszt¶asn¶al azt jelenti, hogy az els}o esetben csak a 2. j¶osz¶agb¶ol
v¶alaszt pluszban a fogyaszt¶o:

f(
m ¡ p11x1 ¡ p12x2

p11
) <

m ¡ p11x1 ¡ p12x2

p12
;
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m¶³g az 1. term¶ek ¶aremelked¶ese ut¶an csak az 1. term¶ekb}ol:

f(
m ¡ p21x1 ¡ p12x2

p21
) >

m ¡ p12x1 ¡ p12x2

p12
:

KÄonnyen konstru¶alhat¶o olyan p¶elda, ahol ezek a felt¶etelek teljesÄulnek, pl.
f(a) =

p
a megfelel}o v¶alaszt¶as lehet.

Ha m = 200, x1 = 8, x2 = 4, p11 = 3, p21 = 6, p12 = 20, akkor az
u(a; b) = maxfp

a; bg fÄuggv¶ennyel az els}o esetben a minim¶alfogyaszt¶as 104-
be kerÄul, a marad¶ekon jobb csak 5:65 egys¶egnyi m¶asodik j¶osz¶agot venni, ¶es
csak 23:04 egys¶egnyi els}ot. M¶³g a m¶asodik esetben az alap fogyaszt¶as 128-
ba kerÄul, ¶es a marad¶ekon ¶erdemes 12:96 egys¶egnyi els}o j¶osz¶agot venni, 3:46
egys¶egnyi m¶asodik helyett.

A kÄovetkez}o val¶os probl¶ema megold¶asa lehet a fenti feladat: Egy di¶ak
200 forintot sz¶an ceruz¶ak ¶es fest¶ekek v¶as¶arl¶as¶ara. Az iskolai el}o¶³r¶asok mi-
att legal¶abb 8-f¶ele fest¶eket ¶es 4-f¶ele ceruz¶at kell vennie. A marad¶ek p¶enz¶en
tov¶abbi ceruz¶akat ¶es fest¶ekeket v¶as¶arol, azonban ekkor az a c¶elja, hogy az
egyik eszkÄozb}ol a lehet}o legtÄobb sz¶³nnel rendelkezzen, a fest¶ek eset¶en egy
gyÄokfÄuggv¶ennyel le¶³rhat¶o ki¶ert¶ekel¶es szerint. ¶Igy az els}o esetben 5 tov¶abbi
ceruz¶at, a m¶asodikban 3 tov¶abbi fest¶eket fog v¶as¶arolni.

Irodalom

1. Simon Gray, The Happiness of States, 1815.

2. Robert Jensen, Nolan Miller, Gi®en Behavior: Theory and Evidence, Harvard
University, Faculty Research Working Papers Series, 2002, RWP02-014

3. Kot¶asz Gyul¶an¶e, A lakoss¶ag kereseleti strukt¶ur¶aj¶anak elemz¶ese a LES ¶es
AIDS m¶odszerekkel, Statisztikai Szemle, 1985. j¶ulius, 667. oldal

4. Lakatos Imre,Bizony¶³t¶asok ¶es c¶afolatok, Gondolat, Budapest, 1981., 81. oldal,
2. szab¶aly

5. Alfred Marshall, Principles of Economics, Macmillan, London, 1895.

6. Peter G. Mo®att, Is Gi®en behaviour compatible with the axioms of con-
sumers theory? Journal of Mathematical Economics, 2002, 259{267.

7. Krystina Ng, A Literature review of Gi®en Goods, ADMN 544 Final Paper

8. Sherwin Rosen, Potato Paradoxes, Journal of Political Economy, 1999, 214{
313.

9. Peter Norman SÄorensen, Simple Utility Functions with Gi®en Demand, 2005,
http://www.econ.ku.dk/sorensen

10. Szab¶o Istv¶an, Az ¶elelmiszer-¶arrugalmass¶ag elemz¶ese, VI. NemzetkÄozi Agr¶ar-
Äokon¶omiai Tudom¶anyos Napok, GyÄongyÄos, 1998. m¶arcius 24-25., 4. kÄotet,
84{89.

11. Varian, H. R., Microeconomic Analysis, W. W. Norton & Company, New
York, 3. kiad¶as, 1992.



A Gi®en-hat¶as egy matematikai modellje 47

A MATHEMATICAL MODEL OF GIFFEN BEHAVIOUR

In this paper we . . .


