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A GIFFEN-HATAS EGY MATEMATIKAI MODELLJE!

~ KOVACS GERGELY - VIZVARI BELA
Modern Uzleti Tudomdnyok Féiskoldja, Tatabdnya — ELTE, Budapest

A dolgozatban azt vizsgdljuk, milyen elméleti kézgazdasagi modellben van
lehetéség a Giffen-hatdsra. A jelenség fellépésének kulcsa a fogyaszté hasz-
nossagi fuggvénye. Megmutatjuk, hogy az irodalomban leggyakrabban sze-
repl6 hasznossagi fliggvények mellett a Giffen-hatas nem léphet fel, azonban
adhatok olyan fliggvények, illetve olyan piaci modellek, amikor a Giffen-hatas
elméletileg lehetséges. A jelenségben fontos szerepet jatszik, hogy a fogyasz-
tonak a tuléléshez bizonyos mértéki arut el kell fogyasztania, ahogy ezt a
jelenség elso felfedezoi, Gray és Giffen sejtették.

1 Bevezetés

A Giffen-hatds az a kozgazdasigilag paradox helyzet, amikor egy inferior
termék dra né, és ennek ellenére a fogyasztésa is nd. (Luxustermék esetén
hasonlé jelenség felléphet a divat hatdsdra is.) Szabé [10] dolgozatdban
kimutatta, hogy 1995-ben Magyarorszdgon a burgonya esetében Giffen-hatas
fellépett. Ebben az évben a burgonya dra mind nominal-, mind realértékben
jelentOsen megdontotte a torténelmi csicsot, ugyanakkor a realjovedelemben
jelentOs visszaesés kovetkezett be. Ez az észrevétel azért is érdekes, mert a
Giffen-hatast emellett csak az alacsony jovedelmi rétegeknél figyelték meg,
példaul Kindban a rizs és a tészta esetén [2].

A burgonya szerepe koriil néha félreértés van az irodalomban. A [8] dolgo-
zat alapjan sokan dgy vélik, a burgonya Giffen-termék volta megcafoltatott.
Fontos hangstlyozni, hogy [8] csak az irorszégi nagy éhinséggel foglalkozik,
ami 1845-47-ben volt. Fo érve az ellen, hogy akkor a Giffen-hatas fellépett,
hogy frorszé,gban nem voltak piaci koriilmények, azaz a hidany ellenére a
piac nem reagdlt, és nem szallitottak be mashonnan burgonyat. Ennek f6
oka, hogy a népességnek az a része, aki a hianytol szenvedett, nem képzett
fizetOképes keresletet, mert {6 termékiik éppen a burgonya volt. Tehat nem
tudtak més terméket adni cserébe. [2] j6l mutatja, hogy az, hogy mi inferior
és/vagy Giffen-termék, az helyt6l és id6t6l fligghet. Ezért [8] elemzése nem
vonatkozhat az 1995-6s magyar helyzetre.

Mindezek alapjan megfogalmazzuk, hogy mi mit értiink Giffen-hatdson:
Giffen-hatds akkor léphet fel, ha egy inferior termék dra piaci korulmények
kézott no, ugyanakkor a fogyasztdsa is no.

Ugy gondoljuk, hogy [8] és f6ként a ré hivatkozé irodalom hozzdéllasa a
lakatosi értelemben tipikusan torzsziilott kizar6. Nyilvanval6 ugyanis, hogy a
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Giffen-hatas a hagyomanyos kézgazdasdgi gondolkodas szempontjabol ” torz-
szulott”, zavarja az Gsszképet. A jelen dolgozat szerzdi igy gondoljék, hogy
Lakatos Imrének van igaza, aki lényegében azt fogalmazza meg, hogy mindent
el kell fogadni, ami a definiciét kielégiti [4], a torzsziilotteket nem szabad
kizarni, igy a piaci torzsziilotteket sem.

Marshall monumentélis miivében [5] olyan megjegyzést tesz, miszerint a
jelenség felfedezése Giffentdl szarmazik. Meg kell jegyezni, hogy mér joval
kordbban Gray [1] ugyancsak leirta a jelenséget. Mind Gray, mind Giffen azt
a magyarazatot flizték hozzd, hogy az inferior termék aranak névekedése azt
eredményezi, hogy a tuléléshez sziikséges inferior termék fogyasztasa elvonja
a szegény fogyaszto jovedelmét mas termékektol és igy a fogyasztd kénytelen
azokat az inferior termékkel helyettesiteni. A Giffen-hatds a legut6ébbi évek
kozgazdasagi irodalmaban is élénk érdeklédést valtott ki. J6 Gsszefoglald az
utébbi évek termésébdl [7]. A mar emlitett [2] szintén sok irodalmi hivatko-
zast tartalmaz.

2 A kozgazdasagi alapmodell

A mikrodkonémia a fogyaszté magatartdsat hagyomédnyosan a kévetkez6 mo-
dellel irja le. A fogyasztast a koltségvetési korlat befolyasolja, ami régzitett
arak mellett egy linearis feltétel. Igy a lehetséges fogyasztasok halmazat a

Py

y > 0

IA
3

(1)

derékszogi szimplex hatdarozza meg, ahol

y  a fogyasztas vektora,
p  az arak vektora,
m  a fogyaszto jovedelme.

A fogyaszté hasznossagi fliggvényének megfeleléen egy olyan fogyasztdi
kosarat valaszt, amely szdmédra a legkedvezébb. A tovdbbiakban a fogyasztd
hasznosséagi fliggvényének jele uf(.).

Tehat a fogyaszto a

feladatot oldja meg.
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3 Homogén, homotetikus és iranytarté hasz-
nossagi fiiggvények a fogyasztasra vonatkozoé
alsé korlatok nélkiili esetben

Ebben a szakaszban elméletileg vizsgaljuk a hasznossagi fiiggvényeket azon
feltételezés mellett, hogy a 0 vektor is megengedett fogyasztdi kosar.

Ha egy feladatban a koltségvetési korlat m értéke megvaltozik, akkor
valtozik ugyan a megengedett megoldasokat leiré derékszogii szimplex, de a
korabbihoz geometriai értelemben hasonlé lesz. Egyes hasznossagi fliggvények
ezt a hasonldosagot az optimadlis megoldéds elhelyezkedésére vonatkozdan is
megdrzik. Az aldbbiakban ezeket fogjuk irdnytarté hasznosségi fiiggvényként
definidlni.

Meg fogjuk mutatni, hogy ennél specialisabb fliggvények a k-adrendii ho-
mogén, illetve homotetikus hasznossagi fiiggvények. Ezek pontos matemati-
kai megfogalmazasai az alabbiak.

1. Definicié ([11]). Egy u hasznossagi figguény (Euler-féle) k-adrendd ho-
mogén, ha teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgot:

u(Ny) = Nu(y)
minden A > 0 esetén, ahol k > 0 rogzitett szdm.

A Cobb-Douglas-féle hasznosségi fliggvényt

u(y) = [ J(wi)

J

alakban irjuk fel, ahol az 6sszes c; pozitiv. Kozismert, hogy a Cobb-Douglas-
féle hasznosségi fliggvény > ; ¢;-adrendi homogén.

Egy masik nevezetes hasznosséagi fliggvény a Leontief-féle. Ennek lényege,
hogy az egyes termékeket csak meghatarozott aranyban tudjuk felhasznalni.
Ha az egyik termékbdl a mésikhoz viszonyitva tobb van, mint amennyinek
ezen arany szerint lennie kellene, akkor ez a tobblet nem noveli meg a hasznos-
ség értékét, azaz u(y) = min{c;y; }, ahol ¢;-k megfelel§ pozitiv egyiitthatdk.
Szintén kozismert, hogy a Leontief-féle hasznossagi fiiggvény elsérendii ho-
mogén.

2. Definicié ([11]). Egy u hasznossdgi fligguény homotetikus, ha u(y) =
g(h(y)) alakid, ahol h egy elsérendd homogén figgvény, g pedig szigorian
monoton névekvd.

3. Allitas. k > 0 esetén, ha az u fiigguény nemnegativ értéki és k-adrendi
homogén, akkor homotetikus.

Bizonyitds. Ha u egy k-adrendii homogén fiiggvény, akkor u(Ay) =
Neu(y). Legyen h(y) = {/u(y). Ez értelmezett, mivel u egy nemnegativ
értéki fliggvény. Ha u k-adrendii homogén, akkor a bel6le kapott h elsérendii
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homogén. Ha emellett g(x) = 2", ami monoton névekvé a pozitiv tartomény-
ban, akkor u(y) = g(h(y)) valéban homotetikus. O

4. Kovetkezmény. A Cobb-Douglas-féle, és a Leontief-féle hasznossdgi
figgvények is homotetikusak.

A tovébbiakban feltessziik, hogy a fogyaszté preferencia-relaciéja rendel-
kezik a gyenge monotonitas és a lokélis telitetlenség tulajdonsagaval, amibol
kovetkezik, hogy az optimalis fogyasztas(ok) a koltségvetési korldton van(nak).
5. Definicié. Tekintsik a megengedett megolddsok (1) szimplexét két ki-
lonbozd jovedelem esetén. Legyen yr az eqyik szimplex optimdlis fogyasztoi
kosara. Azt mondjuk, hogy az u hasznossdgi fliggvény iranytarts, ha van

olyan yo, ami a mdsik szimplexben optimdlis és emellett az y1 €s az yo vek-
torok pdarhuzamosak.

A definici6 egyszerii kovetkezménye, hogy v és y2 hosszénak ardnya éppen
a derékszogi szimplexek hasonlésdgi aranyaval egyezik meg.
6. Allitas. Ha egy u hasznossagi fligguény homotetikus, akkor irdnytarto.
Bizonyitas. Legyen u(y) = g(h(y)) homotetikus és m; koltségvetés mel-

lett legyen yj optimélis megoldas. Ekkor minden mas megengedett y;-re

u(yr) < ul(yy),

g(h(y1)) < g(h(yy)) -

A médositott feladatban, ahol a kéltségvetés mo, minden megengedett yo
kosar megfelel az eredeti feladatbdl egy 17 kosarnak a szimplexek hasonlésaga
miatt. Mivel h elsérendi homogén, és g szigorian monoton névekvo:

u(yz) = g(h(y2)) = ¢ <h <%y1>> = <%h(y1)> <y <%h(y;)> =

* _ m2
azaz Yoy = m

y7 optimdlis a modositott feladatban. |

7. Kovetkezmény. A Cobb-Douglas-féle, és a Leontief-féle hasznossdgi
figgvények is iranytartok.
Dolgozatunk egyik f6 elméleti eredménye az alabbi tétel:

8. Tétel. Ha egy hasznossdgi figguény iranytarto, akkor a kitintetett termék

ardnak emelkedése és a tébbi termék drdnak vdltozatlansdga mellett nem
léphet fel Giffen-hatds.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az elsé termék ara nétt, és dremelkedés
elott a koltségvetési korlat
n
Zpuyi =m
i=1
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alaku, aremelkedés utan pedig

n
me‘yi =m.
i=1

Persze itt p1; = p2; minden 1-nél nagyobb i-re. Az ¢ = 1 esetben pedig
P11 < po1 teljesiil a feltételnek megfeleléen. Az elsé eset optimélis megoldasa
Y7, a masodiké pedig y;.

1. dbra. A Giffen-hatds elemzése két valtozd esetén

Tegyiik fel tovabba, hogy teljesiil a Giffen-hatas, vagyis y7; < y3;. Legyen

n
mg = Zpuy;i : 3)
i=1

Ekkor nyilvdn ms < m teljesiil a p1; < po; feltétel miatt. Tekintsiik most
azt a feladatot, amelyben az drak az eredeti arakkal egyeznek meg, csak a
koltségvetési korlatja

Z P1iYi < m3 (4)
i—1

alakd. Az mg (3) definiciéja miatt y5 kielégiti a (4) feltételt. Legyen y35 =
Ay;, ahol A a két feladat szimplexeinek hasonlésdgi ardnya, azaz
mg3
A=—<1. 5
= (5)
Az irdnytart6 tulajdonsdg miatt a (4) feltételii feladatban y; optimélis megol-
das. Emiatt y5; = Ay, < yiy < y3;, ahol az utolsé egyenldtlenség az indirekt
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feltevés. Tehdt y5 # y3 és az optimalitds miatt w(y3) > w(ys). Megmutat-
juk, hogy y3 a masodik, médositott aru feladatnak szigortian megengedett
megoldasa, azaz

n
Zp%y?fi <m.
i=1

Ebbe az y5 = Ay} egyenletet behelyettesitve, majd az (5) képletet befrva

n n
% ms
> pa(Awi) = ZP%E?/M' <m
i=1 i=1

adddik. A nevezdvel beszorozva:

n

2
meyfims <m”.
i=1

Figyelembe véve, hogy a tobbi ar valtozatlan:
n n
> paivii = > puivii + (p21 — P10yt = m+ (P21 — P11
i=1 i=1

n
mg = me‘y;i + (P11 — p21)y31 = m+ (P11 — P21)y3
i—1

adddik. Ezeket a fentibe helyettesitve

m? 4+ m(pa1 — p11) (Wi — ¥31) — (P21 — p11)yh s <m”.

Ezt egyszeriisitve és atrendezve:

m(yi — Y51) < (P21 — P11)Y11Y51 -

Ez pedig nyilvanvaldéan teljesiil, hiszen feltételezésiink szerint yi; < y3,, azaz
az egyenlGtlenség bal oldala negativ, jobb oldala pozitiv.

Ha y; szigordan megengedett az dremelkedés utani feladatban, akkor
abban a feladatban nem lehet optimélis a gyenge monotonitas és a lokalis
telitetlenség miatt. Ez viszont w(y3) > w(ys) miatt ellentmond annak, hogy
Y5 optimalis. |

9. Kovetkezmény. Sem a Cobb-Douglas-féle, sem a Leontief-féle hasznossdgi
figguények esetén mem léphet fel Giffen-hatds, amennyiben a kitintetett ter-
mék dra emelkedik és a tobbi termék dra vdltozatlan.

Ez a kovetkezmény azt jelenti, hogy a magyar fogyaszték hasznossagi
fliggvénye kiilontsen az élelmiszerpiacon, ezen beliil is a burgonya és helyet-
tesité termékei esetében nem rendelkezhet az iranytarté tulajdonsaggal. Ko-
vetkezésképpen a fogyasztdk hasznosséagi fiiggvénye nem lehet Cobb-Douglas-
féle. A [3] dolgozat modellje pedig pont ezt tételezi fel.
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4 'Torésponttal rendelkez6 hasznossagi fiigg-
vények

Létezik azonban olyan hasznossagi fiiggvény, aminél a Giffen-hatéas felléphet,
példdul [6] ad ilyen fiiggvényt. A példa lényege, hogy a hasznosségi fiiggvény
két részbol all, mégpedig ugy, hogy a pozitiv siknegyedet két részre osztjuk,
és a két részben méas-mas a hasznossagi fliggvény képlete. Természetesen ezt
ugy kell megkonstrualni, hogy a végso fiiggvény teljesitse a hasznossagi fligg-
vényekre vonatkoz6 alapvetd tulajdonsdgokat. Az elvdlaszté gorbe [6]-ban
egy S alaku gorbe, Giffen-hatas pedig pont akkor 1ép fel, amikor a kolt-
ségvetési egyenes metszi a gorbe két | kanyar” kozotti ivét. Konstrualhato
azonban olyan példa is, ahol a Giffen-hatds (elméletileg) nem csak egy sziik
tartoményban jelentkezik. Ebben a szakaszban [9] példdjat targyaljuk egy-
szerlisitett formaban. Itt az elvdlasztd gorbe egy egyenes. Az éltalanos eset-
ben a hasznossagi fliggvényt nem képlettel adjuk meg, hanem k6zombosségi
gorbéinek geometriai elrendezésével.

A fejezetben az egyszertiség kedvéért kétvaltozos feladatokkal foglalkozunk.
Az eredeti feladat drai: p11, p12. Igy a koltségvetési egyenes meredeksége:

P11
P12 -

¢ ==

Emellett a modositott, p11 < p21 és p12 = poo feladatban a koltségvetési
egyenes meredeksége:
P21

@ =——<q,
P22

azaz utébbi a meredekebb. Tekintsiink egy olyan egyenest, amelynek g3 mere-
deksége ¢o-nél kisebb, és emellett a pozitiv siknegyedben metszi mindkét
koltségvetési egyenest. (Ilyenbdl természetesen végtelen sok létezik.) Kz
utébbi egyenes a sikot két részre osztja tgy, hogy modelliinkben ezen a
két részen a hasznossagi fliggvény maés és mas, de a ketté egytitt megfelel
a hasznossdgi fiiggvény kovetelményeinek. A konstrukciéban a kézombosségi
gorbék két félegyeneshdl allnak, ahol a félegyenesek a g3 meredekségi e egye-
nesen érintkeznek. A félegyenesek meredekségeit ugy vélasztjuk, hogy az e
egyenestoOl jobbra a meredekség 0 és g1 kozotti rogzitett érték, az e egyenes-
tol balra pedig ¢o és g3 kozotti ugyancsak rogzitett érték. Ezzel a modellel
minden sikbeli pont pontosan egy félegyenesen van.

fgy elérhet6, hogy barmely olyan koltségvetési egyenesre, amely az e-n
atmegy, a hasznossag-optimalizal6 feladat megoldasa a koltségvetési egyenes
és az e metszéspontja lesz, ugyanis az az a pont, ahol egy fenti mdédon
definidlt torott kozombosségi gorbe ,.érinti” a koltségvetési egyenest: egy
koz6s pontjuk van, ugyanakkor minden tovabbi pont a koltségvetési egyenes-
nek ugyanazon, nem megengedett oldalan van.
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2. dbra. A (0.2;0.8) ponton dtmend kozombosségi gorbe két dga f1 és g1, mig a (0.4;0.2)

ponton atmend kéz0mbdosségi gorbe két dga fo és go.

Példa. Az e egyenlete legyen 3y; + yo = 1.4. Ekkor ennek meredeksége:

g3 = —3. A hasznossigi fiiggvény legyen a kévetkezo:
w(yr, ) = fy1,y2) = 12y1 + 5y, ha 3y; +y2 < 1.4;
; 9(y1,y2) = 0.5y1 +y2 +5.6, ha 3y1 +y2 > 1.4.

Ekkor a félegyenesek pont az e egyenesen metszik egymést. Az drak a kovet-
kezbk: p11 =1 < pa1 =2 és p1a = paa = 1, a rendelkezésre allé Gsszeg 1. fgy
q1 = —1, go = —2. Ekkor az els6 feladat megoldasa a koltségvetési egyene-
sének és az e-nek metszete, azaz a (0.2;0.8) pont, mig a masodik feladaté a
(0.4;0.2) pont, vagyis az elsd valtozdéra a Giffen-hatds fennéll.

Geometriailag a fenti konstrukcié altaldnosithaté. Természetesen nem
sziikséges az e egyenesbdl félegyenesekbdl allo kozombosségi gorbéket inditani,
hanem barmilyen mas monoton csokken6 gorbék is megfelelnek, amelyek el-
tolasdval a nemnegativ siknegyed egyszeresen fedheté le. A lényeg, hogy
az egyenesen 1év6 pontokra a kozombosségi gorbékhez hizott érintok mere-
dekségei 0 és g1 kozott, illetve a masik oldalon ¢o és g3 kozotti legyenek.

5 A hasznossagi fiiggvény kisimitasa a torés-
pontnal

q1 > o miatt azonban az e egyenesen 1év6 pontokban a k6zombosségi gorbék
derivéltjai nem léteznek. Ennek orvosldsdra ad eljardst [6], azonban ott csak
elméletileg igazoljak, hogy adhaté folytonosan differencialhaté hasznossagi
fliggvény, de konkrét képlettel nincs meghatarozva.
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Mi ezt egy egyszerii esetben meg is konstrudljuk. Az otlet a kovetkezd:
a fentiekben egy kozombosségi gorbe két félegyenesbdl all. Két félegyenesbol
képzett egyenesekhez hizhaté akarmilyen kdzel egy hiperbola. A hiperbola
azon aga, mely az eredeti két félegyeneshez tartozik, lesz a kozombosségi
gbrbe az 1j modellben.

Tekintstink egy (A, B) pontot a fent emlitett e egyenesrél. Ehhez a pont-
hoz létezik egy-egy félegyenes mindkét oldalon. Az egyszeriibb szamitasok
miatt feltessziik, hogy a bal oldali meredeksége —1, a jobb oldalié 0. Ekkor
az A, B ponton atmend két félegyenesbdl képzett egyenesekhez mint aszimp-
totahoz simul6 hiperbola a

(y2—B+y1— A)(y2 — B) =¢*

képlettel irhaté le. Az e egyenes egyenlete legyen: yo = 7 — %yl. Ennek az
egyenesnek —1-nél meredekebbnek kell lennie az el6z6 fejezet szerint, amihez
b < 1 sziikséges, ezt feltessziik. Mivel az (A, B) pont az egyenesen van,
A = a— bB és a fenti hiperbola

(y2+y1 —a— (1 =b)B)(y2 — B) = *
alakba irhat6. Vizsgdljuk meg, hogy egy tetszOlegesen valasztott (y1,ys)

parhoz hény olyan (A, B) pér tartozik, ami kielégiti a fenti Osszefiiggést. Ez
rogzitett (y1,y2) értékekre a B-re egy mésodfoki egyenlet:

(1=0)B* + (—y1 — (2= b)yo + ) B+ (5 + 9192 — ayo —€°) = 0.
Ennek megoldasa

B - (2—b)y2+y1—ai\/5
b2 2(1—1b)

alaku, ahol D a diszkrimindns:
D=(—2-bys —y1+a)? —4(1 = b)(y3 + p1y2 — aya — &) =
= be% + y% + 2byoyy — 2bays — 2ay; +a® + 4(1 — b)<€2 —
= (y1 +by2 —a)® +4(1 - b)e” .

Igy

(2=D)y2 +y1 —a® /(y1 +by> — a)? +4(1 — b)e2

b= 2(1— b)

Ez azt jelenti, hogy egy (y1, y2) pdron két hiperbola megy &t, ahol az ezekhez
tartozo6 csicspontok legyenek (A, By) és (Az2, By). Megmutatjuk, hogy By <
Yo, azaz

4 by +y1 —a— /(y1 + byz — a)? + 4(1 — b)e?

B =1y 2(1—b)

<Yz .
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Ez akkor fog teljesiilni, ha a tort negativ. Ez pedig teljesiil, mivel a nevezo
pozitiv 1 > b miatt. Hasonléan

i bys +y1 —a+ +/(y1 + bya — a)? +4(1 — b)e?

Bz =42 2(1—b)

> Y2,

mivel a tort nevezdje és szamldldja itt is pozitiv. A fentiek szerint By < yo <
B, ami azt jelenti, hogy a B; ponthoz tartozd hiperbolanak felso, konvex
agan van ys, a By hiperboldnak viszont az alsé, konkav agan. Eszerint a
feladat szempontjabdl nekiink csak a Bj-re van sziikségiink, mivel az ere-
deti félegyenesekhez ez tartozik. Ezzel azt is megmutattuk, hogy mindegyik
(y1,y2) ponthoz egyértelmiien meghatarozhaté egy By érték, amihez tartozé
egyértelmi hiperbola felsd, konvex dgén az (y1,y2) pont szerepel, azaz ezek
a hiperbola agak rogzitett e-ra teljesen lefedik a sikot, és igy megfelelnek
kozombdosségi gorbének. A hiperboldat meghatarozé félegyenesek alakjabdl
kovetkezben, ha egy (y1,y2) par tetszbleges koordinatdjat megnoveljiik, ma-
gasabban fekvo hiperbola agra lépiink, ahhoz pedig e alakja miatt magasabb
B érték tartozik. Igy viszont az (y1,y2) — B; megfeleltetés valaszthatd
hasznossagi fliggvénynek.

Példa (folytatds). A fenti hasznosségi fiiggvénnyel B = 2—2A, azaz a = 1
és b= 0.5, illetve ¢ = 0.01 valasztasa mellett tekintsiik a kovetkez6 feladatot:
p11 = 0.5 < po1 = 0.6 és p1o = pao = 1, a rendelkezésre 8116 Osszeg 1. A
megolddsok pedig: (0.6733;0.6633), illetve (0.7172;0.5697), azaz teljesil a
Giffen-hatas.

6 Modositott modell kotelez6 minimalis fo-
gyasztas mellett

A fogyasztast a koltségvetési korlaton és a hasznossigi fliggvényen kiviil
maés is befolydsolhatja. A fogyaszté —feltételezésiink szerint— bizonyos dol-
gokbdl, amelyek nem feltétlentil azonosak a piacon megjelend termékekkel,
de amelyeket ezek hordoznak, meghatarozott mennyiségnél nem fogyaszthat
kevesebbet, mert ez a létfenntartasahoz sziikséges. Példaul az élelmiszerpiac
esetén ilyen lehet az elfogyasztott kaldria, fehérje, C-vitamin stb. mennyi-
sége. Lathatd, hogy ezek a kozvetleniil termékként meg nem jelend dolgok
egymastol elkiiloniilnek, azaz egy-egy termék kiilon-kiilon tartalmazhat bel6-
liik meghatarozott mennyiséget. Ezért a termékek egy silyozott 0sszegének
kell nagyobbnak lenni, mint a minimalis kotelezé fogyasztds minden egyes
emlitett tényezo esetében.

Tehat a modell a koltségvetési feltételen kiviil annyi, azzal bizonyos érte-
lemben ellentétes irdnyu linearis egyenlGtlenséget tartalmaz, ahany tényezore
a minimélis fogyasztast figyelembe vesszik. fgy matematikailag a lehetséges
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fogyasztdsok (2) halmazit a

py < m

G1TZ/ > b
: (6)

ay > by

y 2> 0

feltételrendszer sziikiti le, ahol

b;  az 1 tényezobdl kotelezéen fogyasztandd minimalis mennyiség,
a;; pedig azt adja meg, hogy a j termék egy egysége az i tényez6bol
mennyit tartalmaz.

10. Definicié. A tovdbbiakban fogyasztdsi poliédernek nevezzik a
IT = {x € R" : x kielégiti (6)-ot }
poliédert.

Feltételezésiink szerint a fogyaszto a hasznossagi fiiggvényének megfeleléen
a kovetkezd stratégiat koveti. Ha valaki csak a kotelezé minimalis szin-
ten fogyaszt, akkor ezzel valéjaban nem tudott jolétet teremteni maganak,
csak 1étet. Jolétének mértékét az hatarozza meg, hogy a kotelez6 minimalis
fogyasztason feliill mit tud fogyasztani. Ezért sajat fogyasztasit egy olyan
minimalis fogyasztdi kosarhoz fogja mérni, amely még éppen benne van a fo-
gyasztasi poliéderben. Tehat a sajat fogyasztdi kosaranak hasznossagi értékét
ezen minimdlis fogyasztashoz mért tobblete adja.

A tovabbiakban y-nal jeloljiik a fogyaszté teljes fogyaszt6i kosarat, -
szel pedig azt a fogyasztoi kosarat, amihez képest a tobbletet méri. Hasonld
feltételezéssel élt [3] is. Ekkor a fogyaszté a kovetkezo feladatot oldja meg:

max u(y — x)
yell

xzell
y—x>0.

(7)

Megjegyzendd, hogy a (6) poliéder a [3] dolgozat poliéderének dltaldno-
sitasa. Ott azonban a II poliédert a koltségvetési korlaton kiviil a termékek
fogyasztandd mennyiségeire vonatkozo egyedi alsé korlatok hataroztak meg,
és 1gy létezett egy egyértelmii minimdlis kételezd fogyasztds. A [3] dolgo-
zat modellje gy értelmezhetd, mint a (7) probléma azon részfeladata, ahol
x rogzitett kosdar. A fogyasztdsi poliédert és egy optimadlis megolddspért
mutat a 3. dbra két termék esetén. Az, hogy a [3] dolgozat poliéderénél
altaldnosabb (6) poliéder létezik a gyakorlatban, a mér emlitett C-vitamin
példajan lathaté be egyszertien. Mivel nem tudunk réla, hogy kimutathato
mértékben skorbutos esetek Magyarorszagon el6fordultak volna, a fogyaszto
elegend6 C-vitaminhoz jut, de ennek csak egy toredékét veszi be kozvetleniil
vitaminként.
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3. dbra.

Nyilvanvald, hogy a hasznossagi fiiggvényekre tett korabbi feltételezések
mellett az (z*,y*) optimalis megoldasra teljesiil, hogy x* € II, és minden
x <z*, x# " esetén x ¢ IL

7 Iranytarto fiiggvények és a minimalis fo-
gyasztas

Amennyiben a fogyaszté tényleges y fogyasztdsat az x kotelez6 minimalis
fogyasztashoz hasonlitja, akkor y benne lesz abban az n-dimenzids derékszogi
szimplexben, aminek egyik lapja a koltségvetési korlatra esik, a tobbi lapja
pedig a w; = 0 egyenléseggel megadott hipersikokkal parhuzamos és a derék-
szognél 1évé csicsa éppen x. Nyilvanvald, hogy az 6sszes ilyen n-dimenzids
szimplex a sz6 geometriai értelmében hasonlé egymashoz. fgy értelmezhet6
ra a kordbban latott iranytarté definicid, de azzal a megkotéssel, hogy az
1 és x5 pontokhoz tartozo derékszogl szimplexekben most az y, — x1 és az
Y2 — X2 vektorok parhuzamosak.

Az irdnytarté tulajdonsig azért fontos kiilondsen, mert mint ahogy ezt az
alabbi tétel kimondja, igen erdsen lesziikiti a (7) feladat optimélis megold4-
saiban szoba johet6  minimalis fogyasztasok halmazat.

11. Tétel. Egy irdnytarto hasznossdgi fiigguény esetén mindig van olyan op-
timdlis (x*,y*) pdr, amelynek x* pontja valamelyn szami linedrisan figgetlen
manimdlis fogyasztdsi feltétel metszetében van, feltételezve, hogy a fogyasztdsi
poliéder belseje nem tires.

Megjegyzés. Az éllitdsban az x* pont fekvésére megfogalmazott feltétel
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—mint kozismert— ekvivalens azzal, hogy x* a II fogyasztdsi poliéder ex-
tremélis pontja.

Bizonyitds. Az irdnytarté tulajdonsag miatt anndl nagyobb a hasznossig,
minél nagyobb megfeleld derékszogi szimplexet tudunk elhelyezni a poliéder-
ben. Ha annak x csicsa nem extremdlis pontban lenne, akkor az = ponttal
el tudunk mozdulni a feltételtéren beliil legalabb két ellentétes megengedett
irdnyba (ha élen van, akkor pontosan kettébe). Ekkor valamelyik irdnyban
biztosan nem csckken az Gj x* pontbdl szarmaztatott szimplex nagységa,
vagy ami ezzel ekvivalens, az x pontnak a koltségvetési korlattdl vald tavol-
sdga. Abba az irdnyba akkorat 1épiink, amekkordt csak lehet. Az igy kapott
pontra mar eggyel tobb linedrisan fiiggetlen minimalis fogyasztasi feltétel
teljesiil egyenloséggel. Ez az algoritmus pedig egy extremélis pontba vezet. O

Természetesen az x* elhelyezkedése csak a minimaélis fogyasztasi feltételek
és a koltségvetési korlat allasatdl fiigg, ha a hasznossagi fliggvény iranytarto.

12. Tétel. Ha egy hasznossagi fiigguény iranytarto, akkor a kituintetett ter-
mék dranak emelkedése €s a tobbi termék drdnak vdltozatlansdga mellett nem
léphet fel Giffen-hatds a (7) modellben.

Bizonyitds. A bizonyitds a korabban ldtott 8. Tétel bizonyitasdhoz ha-
sonl6 abban az esetben, ha a minimalis fogyasztas elhelyezkedése az arvéaltozas
hatdsdra nem valtozik, azaz ha xj = x3. Amennyiben az x* is véltozik az
arvaltozas utan, akkor a koltségvetési korlat meredekségének valtozasa miatt
az elsé koordinatajaban nem néhet. Tegytik fel ugyanis, hogy =3, > z7,. Az,
hogy az eredeti feladatban x7 tartozott a megoldashoz, az az el6z6 bizonyitas
alapjan azt jelenti, hogy a hozza tartozé derékszogi szimplex nem kisebb az
x3-hoz tartozé derékszogl szimplexnél. Ezek a szimplexek annal nagyobbak,
minél tobb pénziik marad a minimalis x megvasarlasa utan. Eszerint az elsé
esetben, pi; ar mellett:

n n

* * * *
m— pi1Ty; — E DiTy; =M — P11y — E DiTo; -
i=2 =2

A miésodik esetben viszont x5-hoz tartozé poliéder legaldbb akkora, mint az
x3-hoz tartozoé:

n n
* * * *
m — P12y — E PiTy; <M — p1akag — E PiTy; -
i=2 i=2

A két egyenlétlenséget egymasbdl kivonva
P12y — PLi¥yy = P12y — Pudy

adédik, ami pio > p1; miatt ellentmond 3, > x7;-nek. Ezzel belattuk, hogy
ha x* véltozik, akkor az els6 koordinatdja nem ndhet.

Tegyiik fel, hogy az 14j x3,y5 megoldasra teljesiil a Giffen-hatas, azaz
Y11 < vy31- Legyen az eredeti feladatban az x3-hoz tartozé megoldéas yj.
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Mivel rogzitett z-re nem teljesiil a Giffen-hatdas, ezért y5; < yi;. Ezt a
fenti indirekt feltevéssel Osszevetve yi; < yi;. Azonban mivel z3; < z3;, és
az eredeti feladatban x3-hoz legfeljebb akkora derékszogi szimplex tartozik,
mint z5-hoz, igy az irdnytartds miatt legfeljebb akkora a benne 1évé megoldas
els6é koordinatéja is, ez pedig ellentmond yj; < y;;-nek. |

13. Kovetkezmény. Sem a Cobb-Douglas-féle, sem a Leontief-féle hasz-
nossagi fugguények esetén nem léphet fel Giffen-hatds a minimdlis fogyasztds
modelljében sem, amennyiben a kittuintetett termék dra emelkedik és a tobbi
termék dra vdltozatlan.

8 Tomeges arvaltozas

Elméletileg elofordulhat a Giffen-hatés, ha a kitlintetett termék ara no, de a
t6bbié nem né (azaz itt a valtozatlansdg és az olcsébba vélds megengedett).
Erre mutat példat a kovetkezd két tétel. Persze ezek az esetek nem ad-
nak magyardzatot a magyar burgonyapiacon megfigyelt jelenségekre, hiszen
semelyik helyettesito termék ara nem csokkent abban az id6szakban.

14. Tétel. Ha a fogyasztdk hasznossdgi figgvénye Cobb-Douglas-féle a (7)
modellben és a kitiintetett termék dra nd, de a tébbié nem, akkor a Giffen-
hatds pontosan akkor teljesiil, ha

n n
* *
m— )Pkt m— ) pud;
i=1 > i=1
P21 - P11

)

ahol x* a (7) feladat optimdlis megolddsdinak x része, és feltesszik, hogy az
drvdltozdasok hatdsdra az x* értéke nem vdltozott.

Bizonyitds. A bizonyitas soran felhasznédljuk azt a mikrookonémidban
kozismert tényt, hogy a Cobb-Douglas-féle hasznossagi fliggvény esetén a
fogyasztd az egyes termékekre pontosan

ci

D1 Ci

mértékben kolt, azaz

ci

Pid i Ci

mennyiséget vasarol. Az egyszeriliség kedvéért feltehetjiik, hogy > © ; ¢; =1,
hiszen ez a lényegen nem vialtoztat. Ekkor a két feladatban a kitiintetett
termék fogyasztasa:

ci(m =35, privy)

y* :x*_'_ ,
" ! P11
illetve ( Z” )
ci(m—=> """ poxrf
iy = af + Ll

P21
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Ebbdl pedig egyszeriien kovetkezik az allitas. |

15. Tétel. Ha a fogyasztck hasznossdgi fiigguénye Leontief-féle a (7) modell-
ben, mégpedig
max ¢; (y; — ;)

alaki é€s a kitiintetett termék dra nd, de a tobbié nem, akkor a Giffen-hatds
pontosan akkor teljesiil, ha

n * n ok
m—> i Pul; s m= > i1 P2
nopu = npai
i=1 ¢ i=1 ¢;

ahol ismét feltessziik, hogy az drvdltozdsok hatdsdra x* értéke nem vdltozott.

Bizonyitds. Ebben az esetben abbdl indulunk ki, hogy a Leontief-féle
hasznossagi fliggvényhez tartozé optimalis fogyasztdi kosarak az

n 1
* )\ o
T + Z o e;
i=1
egyenletli félegyenesen vannak, ahol e; az i-edik egységvektor. Eszerint

n "
* ok m— Zi:l pl’i‘ri i
Y =T+ —Zn o

i=1"¢ e
illetve N .
y* :x*_'_ m_ZiZIPQi‘ri i
21 1 ZZL:I pc_gj 1
Azaz Giffen-hatés pontosan akkor teljesiil, ha az allitds igaz. O

9 Maximalis hasznossagi fiiggvény

A maximélis hasznossagi fliggvény a Leontief-fiiggvény megforditasa. Csak
az a joszag szamit, amibdl tobb van. Két joszag esetén a Giffen hatas feltétele
a kovetkezd:

Legyen a hasznosségi fliggvény u(a, b) = max{f(a); b}, vagyis a minimélis
fogyasztds modelljében: w(y1,y2) = max{f(y1 — x1);y2 — z2}. Az ennek
alapjan definidlt reldcié, miszerint (z1,x2) gyengén preferdlt (yi, y2)-hoz ké-
pest, ha u(xy,22) > u(yi,y2), valéban egy preferenciareldcié [11], hiszen
teljes, reflexiv, tranzitiv és folytonos. Emellett teljesiti a lokalis telitetlenség
és a gyenge monotonitas tulajdonsagait is.

Az optimélis megoldds minden helyzetben valamilyen széls0ség — csak az
egyik jészagbol fogyaszt az x-en feliil a fogyasztd. Felteheto, hogy p1o = pae =
1, p11 < po1, illetve, hogy az x a feladat sordn nem véltozik. A Giffen-hatas
szélsGséges fogyasztasnal azt jelenti, hogy az els6 esetben csak a 2. joszaghol
valaszt pluszban a fogyaszté:

(m — P11x1 — p12$2) < m —P11T1 — P1222

f P11 P12

)
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mig az 1. termék aremelkedése utan csak az 1. termékbol:

(m — Pp21%1 — p12$2) > m —Pp12%1 — P1222
P21 P12

f

Konnyen konstrualhaté olyan példa, ahol ezek a feltételek teljestilnek, pl.
f(a) = a megfelels valasztas lehet.

Ha m = 200, xry = 8, ro = 4, P11 = 3, P21 = 6, P12 = 20, akkor az
u(a,b) = max{,/a; b} fiiggvénnyel az elsd esetben a minimdlfogyasztds 104-
be keriil, a maradékon jobb csak 5.65 egységnyi masodik joszagot venni, és
csak 23.04 egységnyi els6t. Mig a masodik esetben az alap fogyasztas 128-
ba kertil, és a maradékon érdemes 12.96 egységnyi els6 jészagot venni, 3.46
egységnyi masodik helyett.

A kovetkez6 valds probléma megoldédsa lehet a fenti feladat: Egy didk
200 forintot szén ceruzdk és festékek vasdarldsara. Az iskolai el6irdsok mi-
att legaldbb 8-féle festéket és 4-féle ceruzat kell vennie. A maradék pénzén
tovabbi ceruzakat és festékeket vasarol, azonban ekkor az a célja, hogy az
egyik eszkozbdl a lehetd legtébb szinnel rendelkezzen, a festék esetén egy
gyOkfiiggvénnyel leirhaté kiértékelés szerint. fgy az elsé esetben 5 tovabbi
ceruzat, a masodikban 3 tovabbi festéket fog vasarolni.
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