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DINAMIKUS COURNOT MODELLEK ¶ES
KITERJESZT¶ESÄUK1

FEUER G¶ABOR { SZIDAROVSZKY FERENC
Feuer Ges.m.b.H. { Arizonai Egyetem

A dolgozatban oligopol modelleket t¶argyalunk realisztikus felt¶etelek mel-
lett. A piaci ¶arfÄuggv¶eny v¶altoz¶as¶at, term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶eg¶et,
kÄornyezetszennyez¶es csÄokkent¶es¶et, valamint a kÄulÄonbÄoz}o termel}ok kÄolts¶eg-
kÄolcsÄonhat¶asait az eddigiekben t¶argyalt modellekben nem, vagy csak ritk¶an
vett¶ek ¯gyelembe. Ezeknek a t¶enyez}oknek a ¯gyelembev¶etel¶evel a model-
lek bonyolultabb¶a v¶alnak ¶es az aszimptotikus tulajdons¶agaik is l¶enyegesen
megv¶altoznak.

1 Bevezet¶es

A matematikai kÄozgazdas¶agtani irodalomban az oligopol modellek kÄozponti
szerepet j¶atszanak. Cournot (1838) munk¶aja nyom¶an intenz¶³v kutat¶as indult
meg ezen a terÄuleten. El}oszÄor az egyens¶ulypont l¶etez¶ese ¶es egy¶ertelm}us¶ege
volt a kÄozponti k¶erd¶es, majd az egyens¶ulypontok kisz¶am¶³t¶asi m¶odszerei ke-
rÄultek el}ot¶erbe. Ezzel egy id}oben a klasszikus Cournot modell kÄulÄonf¶ele
kiterjeszt¶eseit ¶es ¶altal¶anos¶³t¶asait vezett¶ek be. ¶Igy kerÄult sor a di®erenci¶alt
term¶ek}u, a tÄobbterm¶ekes, alkalmazott-tulajdon¶u ¶es piac-megoszt¶asi model-
lek bevezet¶es¶ere ¶es tanulm¶anyoz¶as¶ara. A kor¶abbi modellek ¶es eredm¶enyek j¶o
Äosszefoglal¶as¶at adja meg Okuguchi (1976) kÄonyve, majd ezek tÄobbterm¶ekes
modellek eset¶ere val¶o kiterjeszt¶eseit ¶es az oligopol modellek tÄobbf¶ele alkalma-
z¶asait t¶argyalja az Okuguchi ¶es Szidarovszky (1999) monogr¶a¯a. Az 1960-as
¶evek elej¶et}ol kezdve sz¶amos kutat¶o foglalkozott dinamikus oligopol modellek-
kel. Theocharis (1959) cikke volt az els}o eredm¶eny, amelyet ezut¶an tÄobben
kiterjesztettek ¶es ¶altal¶anos¶³tottak. Dinamikus modellek eset¶en a rendszer
aszimptotikus viselked¶ese jelenti a kÄozponti probl¶em¶at. Ha az egyens¶uly-
pont lok¶alis stabilit¶as¶anak a vizsg¶alata a k¶erd¶es, akkor az a szok¶asos m¶odsze-
rekkel (lineariz¶al¶assal ¶es a Jacobi m¶atrix saj¶at¶ert¶ekeinek a megbecsl¶es¶evel)
tÄort¶enik. Glob¶alis stabilit¶asi k¶erd¶esek r¶eszben a Lyapunov fÄuggv¶enyek seg¶³t-
s¶eg¶evel, vagy a diszkr¶et esetben a kontrakci¶os ¯xpont t¶etel alapj¶an dÄonthet}ok
el. Nemline¶aris modellekkel ¶es azok aszimptotikus vizsg¶alat¶aval a Bischi,
Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky (2005) monogr¶a¯a foglalkozik r¶eszletesen.

A kor¶abbi modellek csak nagyon ritk¶an ¶es csak speci¶alis esetekben vet-
tek ¯gyelembe olyan kÄorÄulm¶enyeket, amelyekkel a modellek realit¶astartalma
l¶enyegesen megnÄovekedett volna. Nem vett¶ek ugyanis ¯gyelembe a piaci ¶ar-
fÄuggv¶eny id}obeni v¶altoz¶as¶at, a kapacit¶asmennyis¶eg nÄovel¶es¶enek egy¶eb kÄolt-
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s¶egeit, kÄornyezetv¶edelmi k¶erd¶eseket, valamint a kÄulÄonbÄoz}o termel}ok kÄolts¶eg-
kÄolcsÄonhat¶asait, hogy csak a legfontosabbakat eml¶³tsÄuk. Jelen dolgozatunk-
ban k¶³s¶erletet teszÄunk arra, hogy ezeket a t¶enyez}oket a klasszikus Cournot
modellbe bevezessÄuk, ¶es ezek hat¶asait a rendszerek aszimptotikus viselked¶e-
s¶ere n¶ezve megvizsg¶aljuk. A matematikai egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert vizsg¶alataink
a klasszikus Cournot modellre vonatkoznak, a modellek, m¶odszerek ¶es ered-
m¶enyek a modell kÄulÄonf¶ele kiterjeszt¶esei eset¶ere hasonl¶oan vizsg¶alhat¶ok ¶es ke-
zelhet}ok. Ezeknek r¶eszleteir}ol egy kÄovetkez}o dolgozatban fogunk besz¶amolni.

2 A klasszikus Cournot modell

TegyÄuk fel, hogy N termel}o azonos term¶eket ¶all¶³t el}o, vagy azonos szolg¶altat¶ast
aj¶anl ugyanazon a piacon. JelÄolje xk a k-adik termel}o ¶altal el}o¶all¶³tott ¶es ¶arult
mennyis¶eget, ¶es tegyÄuk fel, hogy, minthogy Lk kapacit¶askorl¶attal rendelkezik,
xk 2 [0; Lk]. FeltesszÄuk azt is, hogy a piaci egys¶eg¶ar az egyÄuttesen piacra

aj¶anlott term¶ekmennyis¶egt}ol fÄugg: p
³PN

l=1 xl

´
, ¶es az egyes termel}ok kÄolts¶eg-

fÄuggv¶enyei csak a saj¶at term¶ekmennyis¶egt}ol fÄuggenek: ck(xk). Ezek alapj¶an
a k-adik termel}o pro¯tja:

'k(x1; . . . ; xN) = xkp

Ã
NX

l=1

xl

!
¡ ck(xk): (1)

Ily m¶odon egy N -szem¶elyes nem-kooperat¶³v j¶at¶ekot de¯ni¶altunk, ahol az N
termel}o adja a j¶at¶ekosokat, a [0; Lk] intervallum a k-adik j¶at¶ekos strat¶egia-
halmaz¶at ¶es 'k a k-adik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶eny¶et. A j¶at¶ek Nash-egyens¶uly-
pontja egy olyan termel¶esi vektor x¤ = (x¤

1; . . . ; x
¤
N ) amelyre

(i) x¤
k 2 [0; Lk] (k = 1; 2; . . . ;N) ;

¶es

(ii) 'k(x¤
1; . . . ; x

¤
k¡1; xk; x¤

k+1; . . . ; x
¤
N ) · 'k(x¤

1; . . . ; x
¤
N) (2)

tetsz}oleges xk 2 [0; Lk] eset¶en. Az (i) felt¶etel az egyens¶ulyi strat¶egi¶ak meg-
engedhet}os¶eg¶et kÄoveteli meg, m¶³g a (ii) felt¶etel azt biztos¶³tja, hogy egyetlen
j¶at¶ekos sem nÄovelheti pro¯tj¶at, ha egyoldal¶uan elt¶er az egyens¶ulyt¶ol felt¶eve,
hogy a tÄobbi j¶at¶ekos megmarad az egyens¶ulypontn¶al.

Az oligopol probl¶ema irodalm¶aban ¶altal¶aban felteszik, hogy a p ¶es ck

fÄuggv¶enyek (k = 1; 2; . . . ;N) k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶ok, valamint

(A) p0 < 0; c0
k > 0 ;

(B) p0 + xkp00 · 0 ; ¶es

(C) p0 ¡ c00
k < 0

minden megengedett x1; . . . ; xN strat¶egiav¶alaszt¶as mellett.
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Az (A) felt¶etel azt jelenti, hogy p szigor¶uan csÄokken, ha a piacra bocs¶atott
term¶ekmennyis¶eg n}o, valamint a termel}ok kÄolts¶ege nÄovekszik, ha tÄobbet ter-
melnek. (A), (B) ¶es (C) felt¶etelek biztosan fenn¶allnak, ha az ¶arfÄuggv¶eny
konk¶av ¶es a kÄolts¶egfÄuggv¶enyek konvexek. MegjegyezzÄuk, hogy a (B) ¶es (C)
felt¶etelek megengednek gyeng¶en konvex ¶es gyeng¶en konk¶av kÄolts¶egfÄuggv¶enye-
ket is.

VegyÄuk ¶eszre, hogy az (1) ki¯zet}ofÄuggv¶eny az xk v¶altoz¶on k¶³vÄul csak a
tÄobbi termel}o egyÄuttes term¶ekmennyis¶eg¶et}ol fÄugg, amit az sk =

P
l 6=k xl

szimb¶olummal jelÄolÄunk majd.
Teh¶at az (1) ki¯zet}ofÄuggv¶eny ¶at¶³rhat¶o a kÄovetkez}ok¶eppen:

'k = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk)] : (3)

Adott sk ¶ert¶ekek mellett a legkedvez}obb xk ¶ert¶ek, xk = Rk(sk), adja a k-adik
j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶eny¶et, amely a fenti felt¶etelek mellett mindig egy¶ertelm}u,
¶es a kÄovetkez}ok¶eppen kaphat¶o meg:

Rk(sk) =

8
<
:

0; ha p(sk) ¡ c0
k(0) · 0

Lk; ha Lkp0(Lk + sk) + p(Lk + sk) ¡ c0
k(Lk) ¸ 0

zk; egy¶ebk¶ent,
(4)

ahol zk a
zkp0(zk + sk) + p(zk + sk) ¡ c0

k(zk) = 0 (5)

egyenlet egy¶ertelm}u megold¶asa a (0; Lk) intervallumban. Minthogy az (5)
egyenlet bal oldala szigor¶uan csÄokken}o a zk v¶altoz¶oban, Rk szakaszonk¶ent
folytonosan di®erenci¶alhat¶o. A (4) els}o k¶et eset¶eben R0

k = 0, a deriv¶alt pedig
a harmadik esetben implicit di®erenci¶al¶assal kaphat¶o meg:

R0
kp0 + zkp00(R0

k + 1) + p0(R0
k + 1) ¡ c00

kR0
k = 0 ;

amelyb}ol

R0
k = ¡ p0 + zkp00

2p0 + zkp00 ¡ c00
k

: (6)

KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a fenti felt¶etelek mellett

¡1 < R0
k · 0 : (7)

Ez az egyenl}otlens¶eg azt jelenti, hogy b¶armely termel}o nÄoveli termel¶es¶et, ha
a tÄobbi termel}o egyÄuttes term¶ekmennyis¶ege csÄokken, de a nÄovel¶es el¶eg lass¶u.

Az egyens¶ulypont de¯n¶³ci¶oja a v¶alaszfÄuggv¶enyek seg¶³ts¶eg¶evel is megfo-
galmazhat¶o. Egy termel¶esi vektor x¤ = (x¤

1; . . . ; x
¤
N ) Nash-egyens¶ulypontot

szolg¶altat, ha k = 1; 2; . . . ;N eset¶en

(i) x¤
k 2 [0; Lk]

¶es

(ii)0 x¤
k = Rk

µ NX

l=1
l6=k

x¤
l

¶
:
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A (ii)0 felt¶etel azt kÄoveteli meg, hogy mindegyik j¶at¶ekos egyens¶ulyi strat¶egi¶aja
egyben legjobb v¶alaszt¶as is (amely egy¶ebk¶ent a (2) egyenl}otlens¶eggel is kife-
jezhet}o).

Ismeretes, hogy az (A){(C) felt¶etelek mellett az N -szem¶elyes, nem-koope-
rat¶³v j¶at¶ek pontosan egy egyens¶ulyponttal rendelkezik. Ha egy adott id}o-
pontban a j¶at¶ek ¶allapota az egyens¶ulypont, akkor (2) kÄovetkezt¶eben egyik
j¶at¶ekos sem v¶altoztat strat¶egi¶aj¶an, ¶³gy a rendszer ¶allapota az egyens¶uly marad
minden tov¶abbi id}opont eset¶en is. Ha az ¶allapot nem egyens¶ulypont, akkor
(2) nem teljesÄul legal¶abb egy j¶at¶ekos eset¶ere, ¶³gy legal¶abb egy j¶at¶ekos ¶erdeke
az, hogy v¶altoztasson strat¶egi¶aj¶an. Ha az ¶uj ¶allapot egyens¶ulypont, akkor
az ¶allapot nem v¶altozik ezut¶an, ha nem az egyens¶ulypont, akkor valamelyik
j¶at¶ekos ¶ujb¶ol v¶altoztat strat¶egi¶aj¶an, ¶es ¶³gy tov¶abb. Ily m¶odon teh¶at egy
dinamikus rendszer keletkezik.

TegyÄuk fel el}oszÄor, hogy az id}osk¶ala diszkr¶et. JelÄolje t = 0; 1; 2; . . . az
id}opontokat. A t-edik id}opont ut¶an minden j¶at¶ekos tudja, hogy mennyi volt
a tÄobbiek term¶ekmennyis¶ege xk(t) (l 6= k), ¶³gy kÄonnyen ki tudja sz¶am¶³tani,

hogy mi a sz¶am¶ara legkedvez}obb termel¶esi program: Rk

³P
l 6=k xl(t)

´
. Azon-

ban a t-edik ¶es (t + 1)-edik id}opontok kÄozÄotti rÄovid id}oszakban nem k¶epes
jelent}osebb mennyis¶egnÄovel¶est el¶erni a szÄuks¶eges beruh¶az¶asok, ¶uj munkaer}o
felv¶etele stb. kÄovetkezt¶eben, ¶³gy azt t¶etelezzÄuk fel, hogy a k-adik j¶at¶ekos

xk(t) ¶ert¶ek¶et Rk

³P
l 6=k xl(t)

´
ir¶any¶aba mozd¶³tja el, azaz term¶ekmennyis¶ege

az

xk(t + 1) = xk(t) + Kk

0
@Rk

0
@X

l6=k

xl(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (8)

dinamik¶at kÄoveti. A (8) egyenletrendszer k = 1; 2; . . . ;N eset¶ere egy N-
dimenzi¶os diszkr¶et rendszert de¯ni¶al. A Kk egyÄutthat¶okr¶ol feltesszÄuk, hogy
a (0; 1] intervallumba esnek. Nagyobb Kk ¶ert¶ek azt jelent, hogy a k-adik
termel}o agressz¶³vabban kÄoveti a v¶alaszfÄuggv¶eny¶et.

A folytonos id}osk¶ala felt¶etelez¶ese mellett hasonl¶oan gondolkodhatunk.
Ilyenkor az egyes j¶at¶ekosok a legjobb strat¶egia fel¶e mutat¶o ir¶anyt kÄovetik,
az pedig a kÄovetkez}o di®erenci¶alegyenlettel ¶³rhat¶o le:

x0
k(t) = Kk

0
@Rk

0
@X

l6=k

xl(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A ; (9)

ahol Kk > 0 egy j¶at¶ekost¶ol fÄugg}o ¶alland¶o.
Ismert az irodalomb¶ol (l¶asd Bischi, Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky,

2006), hogy a (8) rendszer aszimptotikusan stabilis, ha

NX

k=1

Kkrk

¡Kk(rk + 1) + 2
> ¡1 ; (10)

¶es amennyiben szigor¶uan ellent¶etes egyenl}otlens¶eg ¶all fenn, akkor a rendszer
instabil. A rendszer nemline¶aris, ¶³gy egyenl}os¶eg eset¶en semmilyen konkr¶et
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¶all¶³t¶as nem adhat¶o. A folytonos (9) rendszer az (A){(C) felt¶etek mellett
mindig aszimptotikusan stabilis.

A (8) ¶es (9) dinamik¶ak nagy hi¶anyoss¶aga az, hogy nem vesznek ¯gye-
lembe olyan t¶enyez}oket, amelyek minden gazdas¶agban term¶eszetszer}uen el}o-
fordulnak. A dolgozat tov¶abbi r¶eszeiben n¶eh¶any ilyen t¶enyez}ot vonunk be
az oligopol modellekbe, ¶es megvizsg¶aljuk ezek hat¶as¶at a rendszerek aszimp-
totikus viselked¶es¶ere. Diszkr¶et modellekkel foglalkozunk csak, a folytonos
dinamik¶ak hasonl¶oan t¶argyalhat¶ok.

3 ¶ArfÄuggv¶enyek id}obeli kÄolcsÄonhat¶asa

Sz¶amos term¶ek ¶elettartama hosszabb, mint egy id}operi¶odus, ¶ugyhogy a ko-
r¶abban ¶ert¶ekes¶³tett term¶ekek a piacot tel¶³thetik, ¶³gy a kor¶abbi ig¶enyek ¶es
¶ert¶ekes¶³t¶esek befoly¶asolhatj¶ak ¶es gyakran befoly¶asolj¶ak is az ¶arfÄuggv¶enyt. Ha-
sonl¶o a helyzet, amikor kor¶abbi fogyaszt¶asok eredm¶enyek¶eppen a v¶as¶arl¶ok
¶³zl¶ese v¶altozik, bizonyos term¶ekek fogyaszt¶asa szok¶ass¶a v¶alik stb. Matemati-
kailag feltesszÄuk, hogy a kor¶abbi ¶ert¶ekes¶³t¶esek Äosszhat¶asa egy id}ot}ol fÄugg}o Q
v¶altoz¶oval ¶³rhat¶o le, amely a diszkr¶et esetben egy

Q(t + 1) = H

Ã
NX

k=1

xk(t); Q(t)

!
(11)

dinamik¶aval v¶altozik. P¶eld¶aul, a piac tel¶³t}od¶ese egy

Q(t + 1) =
NX

k=1

xk(t) + ®Q(t) (12)

line¶aris dinamik¶aval jellemezhet}o, ahol ® az egy peri¶odus ut¶an is m}ukÄod}o-
k¶epes, haszn¶alhat¶o term¶ekar¶anyt jelenti.

A H fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi tartom¶anya
h
0;

PN
k=1 Lk

i
£ R.

FeltesszÄuk tov¶abb¶a, hogy az ¶arfÄuggv¶eny nemcsak az ¶ert¶ekes¶³tett Äosszter-
m¶ekt}ol fÄugg, hanem Q aktu¶alis ¶ert¶ek¶et}ol is, ¶ugyhogy a k-adik termel}o ki¯ze-
t}ofÄuggv¶enye:

'k(x1; . . . ; xN ;Q) = xkp(xk + sk; Q) ¡ ck(xk) : (13)

FeltesszÄuk most, hogy

(A) p0 < 0 ; c0
k > 0 ;

(B) p0 + xkp00
xx · 0 ;

(C) p0
x ¡ c00

k < 0 ;

(D) p0
Q + xkp00

xQ · 0 ;
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minden megengedett x1; . . . ; xN ¶es Q mellett. MegjegyezzÄuk, hogy a (B)
¶es (C) felt¶etel l¶enyeg¶eben azonos a klasszikus Cournot modelln¶el bevezetett
hasonl¶o felt¶etelekkel. Hasonl¶oan a (4) rel¶aci¶ohoz, a k-adik j¶at¶ekos v¶alaszfÄugg-
v¶enye a kÄovetkez}o:

Rk(sk;Q) =

8
<
:

0; ha p(sk;Q) ¡ c0
k(0) · 0

Lk; ha Lkp0(Lk + sk; Q) + p(Lk + sk;Q) ¡ C 0
k(Lk) ¸ 0

zk; egy¶ebk¶ent,
(14)

ahol zk a
p(zk + sk; Q) + zkp0(zk + sk; Q) ¡ c0

k(zk) = 0 (15)

egyenlet egyetlen megold¶asa a (0; Lk) intervallumban.
Implicit deriv¶al¶assal (6)-hoz hasonl¶oan l¶athat¶o, hogy

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0

x + xkp00
xx

2p0
x + xkp00

xx ¡ c00
k

2 (¡1; 0] (16)

¶es

·rk =
@Rk

@Q
= ¡ p0

Q + xkp00
xQ

2p0
x + xkp00

xx ¡ c00
k

2 (¡1; 0]: (17)

Hasonl¶oan a (8) dinamik¶ahoz, a diszkr¶et esetben most az

xk(t + 1) = xk(t) + Kk

0
@Rk

0
@X

l6=k

xl(t);Q(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (k = 1; 2; . . . ;N)

(18)

Q(t + 1) = H

Ã
NX

k=1

xk(t); Q(t)

!

(N + 1)-dimenzi¶os diszkr¶et rendszer ad¶odik. A kÄovetkez}okben az egyens¶uly
stabilit¶as¶at vizsg¶aljuk meg ¶es a stabilit¶asi felt¶eteleket Äosszehasonl¶³tjuk a Cour-
not modellel. A lok¶alis aszimptotikus stabilit¶ast a Jacobi-m¶atrix alapj¶an
v¶egezhetjÄuk el, ebben az esetben

J =

2
666664

1 ¡ K1 K1r1 ¢ ¢ ¢ K1r1 K1·r1

K2r2 1 ¡ K2 ¢ ¢ ¢ K2r2 K2·r2

...
...

. . .
...

...
KNrN KN rN ¢ ¢ ¢ 1 ¡ KN KN ·rN

h h ¢ ¢ ¢ h ĥ

3
777775

; (19)

ahol

h =
@H

@s
¶es ĥ =

@H

@Q

¶es valamennyi deriv¶altat az egyens¶ulypontban sz¶amolunk. Az egyszer}us¶eg
kedv¶e¶ert tekintsÄuk a szimmetrikus esetet, amikor

r1 = . . . = rN = r; ·r1 = . . . = ·rN = ·r ¶es K1 = . . . = KN = K :
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Ekkor a (19) saj¶at¶ert¶ek-egyenlete nagym¶ert¶ekben leegyszer}usÄodik:

(1 ¡ K)uk + Kr
X

l 6=k

ul + K·rv = ¸uk (k = 1; 2; . . . ; N) (20)

h
NX

k=1

uk + ĥv = ¸v : (21)

VezessÄuk be az U =
PN

k=1 uk v¶altoz¶ot. Ekkor (20) ¶at¶³rhat¶o a

KrU + K·rv + (1 ¡ K ¡ Kr ¡ ¸)uk = 0 (22)

alakba is. TegyÄuk fel el}oszÄor, hogy ¸ = 1 ¡ K(1 + r). Ez a saj¶at¶ert¶ek az
egys¶egkÄorben van, ha

K <
2

1 + r
: (23)

KÄulÄonben u1 = . . . = uN = u ¶es ¶³gy

(1 ¡ K + (N ¡ 1)Kr ¡ ¸)u + K·rv = 0

Nhu + (·h ¡ ¸)v = 0 :
(24)

Nemtrivi¶alis megold¶as akkor ¶es csak akkor l¶etezik, ha

det

µ
1 ¡ K(1 + (1 ¡ N)r) ¡ ¸ K·r

Nh ĥ ¡ ¸

¶
= 0 ;

azaz ha ¸ megold¶asa kÄovetkez}o m¶asodfok¶u egyenletnek:

¸2 + ¸(¡1 ¡ ĥ + Kz) + (ĥ ¡ Kĥz ¡ NhK·r) = 0 (25)

ahol z = 1 + (1 ¡ N)r > 0. Ismeretes a kÄovetkez}o eredm¶eny (ld. p¶eld¶aul
Bischi, Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky, 2006):

1. Lemma. A ¸2 + ¸p + q = 0 m¶asodfok¶u egyenlet (p, q val¶os egyÄutthat¶ok)
gyÄokei az egys¶egkÄorben akkor ¶es csak akkor vannak, ha

q < 1 ; q ¡ p + 1 > 0 ¶es q + p + 1 > 0 :

Ez alapj¶an a (25) egyenlet gyÄokei akkor vannak az egys¶egkÄorben, ha

ĥ ¡ Kĥz ¡ NhK·r < 1 (26)

ĥ ¡ Kĥz ¡ NhK·r + 1 + ĥ ¡ Kz + 1 > 0 (27)

ĥ ¡ Kĥz ¡ NhK·r ¡ 1 ¡ ĥ + Kz + 1 > 0 : (28)

Term¶eszetes feltev¶es, hogy h > 0 ¶es ¡1 < ĥ < 1 azaz H nÄovekszik s-ben
¶es nem nagyon v¶altozik, ha Q ¶ert¶eke n}o vagy csÄokken. Ekkor a kÄovetkez}o
eseteket kell tekintenÄunk:
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(a) Ha ĥz + Nh·r < 0, akkor (26) felt¶etele az, hogy

K <
ĥ ¡ 1

ĥz + Nh·r
:

A (28) rel¶aci¶o biztosan teljesÄul, a (27) felt¶etele pedig az, hogy

K <
2(1 + ĥ)

z(1 + ĥ) + Nh·r
: (29)

Ebben az esetben a rendszer akkor lok¶alisan aszimptotikusan stabilis, ha
K ¶ert¶eke el¶eg alacsony. Ez pedig azt jelenti, hogy a termel}ok nem nagyon
agressz¶³vak abban, ahogy v¶alaszfÄuggv¶enyÄuket kÄovetik l¶ep¶esr}ol l¶ep¶esre.

(b) Ha ĥz + Nh·r ¸ 0, akkor (26) nyilv¶anval¶oan teljesÄul, valamint (28)
is. A (27) fenn¶all¶as¶anak pedig az a felt¶etele, hogy (29) teljesÄuljÄon. Ebben az
esetben is akkor lok¶alisan aszimptotikusan stabilis a rendszer, ha K ¶ert¶eke
el¶eg kicsi. Teh¶at a kÄovetkez}o eredm¶enyt kaptuk.

1. T¶etel. A (18) rendszerdinamik¶aval a szimmetrikus eset egyens¶ulypontja
lok¶alisan aszimptotikusan stabilis, ha K ¶ert¶eke el¶eg kicsi, azaz eleget tesz a
(29) felt¶etelnek.

KÄonnyen Äosszehasonl¶³thatjuk a fenti stabilit¶asi felt¶eteleket a klasszikus
Cournot modellel, amikor p0

Q = p00
xQ = h = ĥ = ·r = 0. Ekkor a saj¶at¶ert¶ekek:

¸1 = 0 ¶es ¸2 = 1 + ĥ ¡ Kz = 1 ¡ K(1 + (1 ¡ N)r).
Az els}o saj¶at¶ert¶ek nyilv¶anval¶oan az egys¶egkÄorben van, a m¶asodik akkor

van az egys¶egkÄorben, ha

K <
2

1 + (1 ¡ N)r
=

2

z
: (30)

Egyszer}u sz¶am¶³t¶assal bel¶athat¶o, hogy

2

z
· 2(1 + ĥ)

z(1 + ĥ) + Nh·r
;

ami azt mutatja, hogy az ¶arfÄuggv¶eny id}obeli kÄolcsÄonhat¶asa a fenti felt¶etelek
mellett stabiliz¶al¶o hat¶assal van a rendszerre, hiszen a megengedett K tar-
tom¶anyt nÄoveli.

4 Term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶egek ¯gye-
lembe v¶etele

TegyÄuk most fel, hogy a term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶es¶enek kÄolts¶eg¶et is ¯gyelembe
veszik a termel}ok az optim¶alis term¶ekmennyis¶eg meghat¶aroz¶asakor. A (t+1)-
edik id}operi¶odusban eszerint a k-adik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶enye

'k(x1; . . . ; xN j xk(t)) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk) ¡ Ak(xk ¡ xk(t)) ; (31)

ahol Ak a term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶egfÄuggv¶enye. TegyÄuk most fel, hogy
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(A) p0 < 0, c0
k ¸ 0, A0

k ¸ 0,

(B) p0 + xkp00 · 0

(C) p0 ¡ c00
k < 0 ¶es A00

k > 0

minden megengedett x1; . . . ; xN ¶es xk(t) ¶ert¶ekek mellett. VegyÄuk ¶eszre, hogy
'k szigor¶uan konk¶av xk-ban, ¶es ¶³gy a v¶alaszfÄuggv¶eny a (14)-hez hasonl¶o
m¶odon ad¶odik, valamint implicit di®erenci¶al¶assal

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0 + xkp00

2p0 + xkp00 ¡ c00
k ¡ A00

k

¶es

·rk =
@Rk

@xk(t)
= ¡ A00

k

2p0 + xkp00 ¡ c00
k ¡ A00

k

:

Az (A){(C) felt¶etelek mellett

¡1 < rk · 0 · ·rk < 1 ¶es ¡ 1 < rk ¡ ·rk : (32)

A (8) dinamikus modell ebben az esetben a kÄovetkez}ok¶eppen m¶odosul:

xk(t + 1) = xk(t) + Kk

0
@Rk

0
@X

l 6=k

xl(t); xk(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (k = 1; 2; . . .N) :

(33)
A rendszer stabilit¶as¶at vizsg¶aljuk meg ism¶et, ¶es az eredm¶enyeket Äosszehason-
l¶³tjuk a klasszikus Cournot modellel.

A rendszer Jacobi-m¶atrixa:

J =

2
6664

1 ¡ K1(1 ¡ ·r1) K1r1 ¢ ¢ ¢ K1r1

K2r2 1 ¡ K2(1 ¡ ·r2) ¢ ¢ ¢ K2r2

...
...

. . .
...

KN rN KN rN ¢ ¢ ¢ 1 ¡ KN (1 ¡ ·rN)

3
7775 : (34)

TegyÄuk fel ism¶et az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert, hogy a j¶at¶ek szimmetrikus, azaz
K1 = . . . = KN = K, r1 = . . . = rN = r ¶es ·r1 = . . . = ·rN = ·r. A J m¶atrix
saj¶at¶ert¶ek-egyenlete nagym¶ert¶ekben leegyszer}usÄodik:

(1 ¡ K(1 ¡ ·r))uk + Kr
X

l 6=k

ul = ¸uk (k = 1; 2; . . .;N) : (35)

Legyen ism¶et U =
PN

k=1 uk, ekkor

KrU + (1 ¡ K(1 ¡ ·r) ¡ Kr ¡ ¸)uk = 0 : (36)

Ha ¸ = 1¡ K(1 ¡ ·r) ¡Kr, akkor ez a saj¶at¶ert¶ek akkor van az egys¶egkÄorben,
ha

K <
2

r ¡ ·r + 1
; (37)
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kÄulÄonben u1 = . . . = uN = u, ¶³gy (35) a kÄovetkez}ok¶eppen egyszer}usÄodik:

(1 ¡ K(1 ¡ ·r) + Kr(N ¡ 1) ¡ ¸)u = 0 ;

¶es nemtrivi¶alis megold¶as¶anak a felt¶etele az, hogy

¸ = 1 ¡ K(1 ¡ ·r) + Kr(N ¡ 1) = 1 ¡ K(1 ¡ ·r + r ¡ rN) :

VegyÄuk ¶eszre, hogy K szorz¶oja

1 + (r ¡ ·r) ¡ rN

mindig pozit¶³v, ¶³gy a rendszer lok¶alisan aszimptotikusan stabilis, ha

K <
2

1 + (r ¡ ·r) ¡ rN
; (38)

azaz ha K ¶ert¶eke el¶eg kicsi. Minthogy r · 0, (38) szigor¶ubb egyenl}otlens¶eg,
mint (37), az¶ert (38) a stabilit¶asi felt¶etel. Teh¶at a kÄovetkez}ot igazoltuk.

2. T¶etel. A (33) rendszerdinamik¶aval a szimmetrikus eset egyens¶ulypontja
lok¶alisan aszimptotikusan stabilis, ha K eleget tesz a (38) felt¶etelnek, azaz
el¶eg kicsi ¶ert¶ek}u.

A klasszikus Cournot modell eset¶eben ·r = 0, ¶³gy a stabilit¶asi felt¶etel (30)
teljesÄul¶ese. Minthogy a (38) egyenl}otlens¶egben ·r ¸ 0, (38) jobb oldala na-
gyobb, mint (30) jobb oldala. Teh¶at a term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶egeinek
¯gyelembe v¶etele is stabiliz¶al¶o t¶enyez}o.

5 Ipari szennyez}od¶es csÄokkent¶es¶enek ¯gyelem-
be v¶etele

TegyÄuk most fel, hogy a termel}ok kÄozÄos telepen tiszt¶³tj¶ak az ¶altaluk produk¶alt
ipari szennyez}od¶est, ¶es a kÄolts¶eget a term¶ekmennyis¶egek ar¶any¶aban osztj¶ak
fel egym¶as kÄozÄott. Ekkor a k-adik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶enye

'k(x1; . . . ; xN) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk) ¡ xk
T (xk + sk)

xk + sk
; (39)

ahol T a szennyez}od¶es tiszt¶³t¶asi kÄolts¶egfÄuggv¶enye. Ha bevezetjÄuk a

P (xk + sk) = p(xk + sk) ¡ T (xk + sk)

xk + sk

fÄuggv¶enyt, akkor (39) form¶alisan is a klasszikus Cournot modell pro¯tfÄugg-
v¶eny¶enek alakjak¶ent ¶³rhat¶o ¶at:

'k(x1; . . . ; xN) = xkP (xk + sk) ¡ ck(xk) : (40)
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Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert legyen

g(xk + sk) =
T (xk + sk)

xk + sk
;

¶es tegyÄuk fel, hogy g is k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o a
h
0;

PN
k=1 Lk

i

z¶art intervallumon. Ekkor a k-adik j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶eny¶enek a deriv¶altja
(6) alapj¶an

rk =
@Rk

@sk
= ¡ P 0 + xkP 00

2P 0 + xkP 00 ¡ c00
k

; (41)

¶es a lok¶alis aszimptotikus stabilit¶as felt¶etele a (10) egyenl}otlens¶eg. Mint-
hogy (10) bal oldala rk-nak nÄovekv}o fÄuggv¶enye, a szennyez}od¶es tiszt¶³t¶as¶anak
¯gyelembev¶etele stabiliz¶al¶o hat¶as¶u, ha

¡ p0 + xkp00

2p0 + xkp00 ¡ c00
k

< ¡ p0 ¡ g0 + xk(p00 ¡ g00)
2p0 ¡ 2g0 + xkp00 + xkg00 ¡ c00

k

: (42)

Ezt az ÄosszefÄugg¶est a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhatjuk:

xk(p0g00 ¡ g0p00) < c00
k(g0 + xkg00) ; (43)

ha feltesszÄuk, hogy a p ¶es ck fÄuggv¶enyek kiel¶eg¶³tik a klasszikus Cournot mo-
delln¶el tett felt¶eteleket. Ezekb}ol azonban nem kÄovetkezik a (43) rel¶aci¶o tel-
jesÄul¶ese, ¶³gy a stabiliz¶al¶o hat¶as nem garant¶alt ¶altal¶aban.

6 KÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶asok ¯gyelembev¶etele

Az egyes termel}ok kÄozÄos munkaer}opiacr¶ol ¶es kÄozÄos termel¶esi t¶enyez}o piacr¶ol
szerzik be a termel¶esÄukhÄoz szÄuks¶eges munkaer}ot, anyagokat, energi¶at stb., ¶³gy
termel¶esi kÄolts¶egÄuket a tÄobbi termel}o termel¶esi mennyis¶ege is befoly¶asolja a
beszerz¶esi ¶arakon keresztÄul. Hasonl¶o a helyzet, ha a termel}ok kutat¶ast is
folytatnak, hogy termel¶esÄuket m¶eg gazdas¶agosabb¶a tegy¶ek. Kutat¶asi ered-
m¶enyeiket a tÄobbi termel}o is hasznos¶³thatja, ¶es minthogy a kutat¶asra ford¶³tott
Äosszegek magasabbak nagyobb termel¶esi volumenek eset¶en, a tÄobbi termel}o
kÄolts¶ege implicit m¶odon fÄugg a kutat¶ast v¶egz}o termel}o term¶ekmennyis¶eg¶et}ol.
Amennyiben az Äosszes termel}o folytat kutat¶ast, az Äosszes kÄolts¶egfÄuggv¶eny
fÄugghet az Äosszes termel}o term¶ekmennyis¶eg¶et}ol. Ezt a kÄorÄulm¶enyt a leg-
egyszer}ubben ¶ugy modellezhetjÄuk, hogy feltesszÄuk, hogy a k-adik termel}o
kÄolts¶egfÄuggv¶enye xk-n k¶³vÄul sk-t¶ol is fÄugg, azaz pro¯tfÄuggv¶enye

'k(x1; . . . ; xN) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk; sk) (44)

alak¶u. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy

@'k

@xk
= p + xkp0 ¡ c0

kx
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¶es
@2'k

@x2
k

= 2p0 + xkp00 ¡ c00
kxx ;

¶³gy, ha feltesszÄuk, hogy

(A) p0 < 0; c0
kx > 0 ;

(B) p0 + xkp00 · 0 ;

(C) p0 ¡ c00
kxx < 0

minden megengedett x1; . . .; xN mellett, akkor 'k szigor¶uan konk¶av xk-ban,
¶³gy a v¶alaszfÄuggv¶eny egy¶ertelm}u, valamint implicit di®erenci¶al¶assal kÄonnyen
kimutathat¶o, hogy

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0 + xkp00 ¡ c00

kxs

2p0 + xkp00 ¡ c00
kxx

; (45)

ahol a nevez}o mindig negat¶³v. ÄOsszehasonl¶³tva ezt az egyenl}os¶eget (10)-zel,
azonnal l¶athatjuk, hogy amennyiben

c00
kxs < 0 (46)

¶es (45) sz¶aml¶al¶oja negat¶³v, kÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶asok ¯gyelembev¶etele stabiliz¶alja
a rendszert. Ha c00

kxs > 0, akkor pedig destabiliz¶al¶o hat¶as¶u.
A (46) felt¶etel azt jelenti, hogy a c0

kx deriv¶alt csÄokken sk-ban. Ez pedig
azt jelenti, hogy a c0

k margin¶alis kÄolts¶eg csÄokken, ha a tÄobbi termel}o egyÄuttes
term¶ekmennyis¶ege nÄovekszik. Ez a felt¶etel re¶alisnak t}unik, ha a tÄobbi ter-
mel}o kutat¶asi eredm¶enye csÄokken}o hat¶assal van a k-adik termel}o margin¶alis
kÄolts¶eg¶ere.

7 KÄovetkeztet¶esek

Ebben a dolgozatban dinamikus oligopol modelleket vizsg¶altunk a klasszikus
Cournot modelln¶el re¶alisabb felt¶etelek mellett. Nemcsak a modelleket fo-
galmaztuk meg, hanem azok stabilit¶asi felt¶eteleit is Äosszehasonl¶³tottuk a
klasszikus Cournot modell eset¶evel. Felt¶eteleket vezettÄunk le, amelyek ga-
rant¶alj¶ak, hogy a modellek kib}ov¶³t¶ese stabiliz¶al¶o hat¶assal is b¶³r a nagyobb
realit¶astartalom mellett.

N¶egy konkr¶et esetet vizsg¶altunk meg egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul diszkr¶et id}o-
sk¶ala felt¶etelez¶ese mellett. A folytonos eset, valamint a kÄulÄonbÄoz}o t¶enyez}ok
egyÄuttes ¯gyelembev¶etele egy kÄovetkez}o dolgozat t¶argya lesz.
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AZ ESZKÄOZ¶ARAZ¶AS M¶ASODIK ALAPT¶ETELE1

MEDVEGYEV P¶ETER
Corvinus Egyetem

A dolgozatban rÄoviden bemutatjuk az eszkÄoz¶araz¶as m¶asodik alapt¶etel¶et. A
bizony¶³t¶as sor¶an felhaszn¶aljuk a Dalang{Morton{Wilinger t¶etel bizony¶³t¶as¶a-
ban haszn¶alt ¶all¶³t¶asokat.

A dolgozat a kor¶abban megjelent2, a Dalang{Morton{Willinger t¶etellel
foglalkoz¶o dolgozat szerves folytat¶asa, kieg¶esz¶³t¶ese. A jelen dolgozat az esz-
kÄoz¶araz¶as m¶asodik alapt¶etel¶et ¶es az ¶ugynevezett ¶araz¶asi formul¶at t¶argyalja. A
dolgozatban szerepl}o ¶all¶³t¶asok ¶es igazol¶asaik szorosan ÄosszefÄuggnek a Dalang{
Morton{Willinger t¶etellel, amelyet szok¶as az eszkÄoz¶araz¶as els}o alapt¶etel¶enek
nevezni. A k¶et alapt¶etel mÄogÄotti kÄozÄos modellben t = 0; 1; . . . ; T < 1
sz¶am¶u diszkr¶et id}operi¶odus ¶es minden id}operi¶odusban m sz¶am¶u eszkÄoz ¶all
rendelkez¶esre. Egy tetsz}oleges t id}oszakban az eszkÄozÄok ¶arat az S (t) m-
dimenzi¶os vektor tartalmazza. Az S (t) minden t-re val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o.
A modellben szerepl}o bizonytalans¶agot le¶³r¶o (­;A;P) val¶osz¶³n}us¶egi mez}ore
semmilyen megkÄot¶est nem teszÄunk. Befektet¶esi strat¶egi¶an egy

(µ (t))T
t=1

val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okb¶ol ¶all¶o m-dimenzi¶os T hossz¶u vektorsorozatot ¶ertÄunk.
A modell tov¶abbi kÄuls}o adotts¶aga egy (Ft)

T
t=0 ¯ltr¶aci¶o. Az S folyamatr¶ol

feltesszÄuk, hogy adapt¶alt, vagyis minden t id}opontban az S (t) m¶erhet}o az Ft

¾-algebr¶ara n¶ezve. A µ el}orejelezhet}oek, vagyis hogy minden t id}opontban
a µ (t) m¶erhet}o az Ft¡1 ¾-algebr¶ara n¶ezve. A k¶et folyamat id}oben elt¶er}o
id}opontokban kerÄul ,,meghat¶aroz¶asra", ¶es ¶eppen ez az id}oben val¶o elt¶er¶es
reprezent¶alja a modell kÄozgazdas¶agi tartalm¶at: A t¡1 id}opontban eldÄont¶esre
kerÄul a [t ¡ 1; t) id}oszakra ¶erv¶enyes portfoli¶o. A dÄont¶es id}opontj¶aban az
eszkÄozÄok ¶ara csak a t ¡ 1 id}opontig ismert. Az eszkÄozÄok S ¶arai a (t ¡ 1; t)
id}operi¶odusban megv¶altozhatnak. A t ¡ 1 id}opontban hozott dÄont¶esÄunk
kÄovetkezm¶enye, hogy a t id}opontban a portfoli¶onk ¶ert¶ek¶eben3

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i

¶ert¶ekv¶altoz¶as fog bekÄovetkezni. A teljes id}operi¶odus alatt a µ befektet¶esi

1Be¶erkezett: 2006. okt¶ober 30. E-mail: medvegyev@math.bke.hu.
2V.Äo.: [10]. A dolgozat a Corvinus Egyetemen tartott p¶enzÄugyi matematikai el}oad¶asaim

anyag¶ara t¶amaszkodik. L¶asd: www.medvegyev.uni-corvinus.hu/¯nance
3ha; bi jelÄoli az a ¶es b vektorok skal¶aris szorzat¶at.
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strat¶egia ¶altal eredm¶enyezett ¶ert¶ekv¶altoz¶as ¶eppen4

TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i :

Az eszkÄoz¶araz¶as els}o ¶es m¶asodik alapt¶etele a lehets¶eges ¶ert¶ekv¶altoz¶asok ter¶e-
nek matematikai alaptulajdons¶agait tiszt¶azza.

1 Az eszkÄoz¶araz¶as els}o alapt¶etele

Az els}o ¶es m¶asodik alapt¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz h¶arom egym¶asra ¶epÄul}o lemm¶ara
van szÄuks¶eg5. Ezek mindegyike ¶ertelemszer}uen bemutat¶asra kerÄult a Dalang{
Morton{Willinger t¶etel igazol¶asa sor¶an, de a teljess¶eg kedv¶e¶ert felid¶ezzÄuk
}oket. A diszkr¶et idej}u, de tetsz}oleges v¶eletlen ¶allapott¶errel rendelkez}o p¶enz-
Äugyi modellek matematikai t¶argyal¶as¶anak kulcsa a kÄovetkez}o kompakts¶agi
lemma:

1.1 Lemma (Kabanov{Stricker). Legyen (´n) tetsz}oleges, IRm ¶ert¶ek}u, m¶er-
het}o fÄuggv¶enyek sorozata, ¶es tegyÄuk fel, hogy a sorozat minden kimenetelre
korl¶atos. Ekkor megadhat¶o olyan (¾k) eg¶esz ¶ert¶ek}u, szigor¶uan monoton nÄov}o,
m¶erhet}o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o sorozat, amelyre az (´¾k) sorozat minden kime-
netelre konvergens. M¶asr¶eszr}ol, ha supn k´nk = 1, akkor van olyan (¾k)
eg¶esz ¶ert¶ek}u, szigor¶uan monoton nÄov}o, m¶erhet}o fÄuggv¶enyekb}ol ¶all¶o sorozat,
amelyre limk!1 k´¾k

k = 1 minden kimenetelre.

A kompakts¶agi lemma a Bolzano{Weierstrass t¶etel k¶ezenfekv}o ¶altal¶ano-
s¶³t¶asa. Mivel az (´n (!)) sorozat minden ! kimenetelre a lemma felt¶etele
miatt korl¶atos, ez¶ert minden ! kimenetelre trivi¶alis m¶odon tal¶alhat¶o olyan,
az ! kimenetelt}ol fÄugg}o (¾k (!)) r¶eszindex sorozat, amelyre az

¡
´¾k(!) (!)

¢
k

sorozat konvergens. A lemma l¶enyege, hogy a ¾k (!) fÄuggv¶enyek v¶alaszthat¶ok
m¶erhet}onek.

A kÄovetkez}o lemma az el}oz}o kÄovetkezm¶enye ¶es az egy id}oszak alatt kelet-
kez}o portfoli¶ov¶altoz¶asok alter¶enek z¶arts¶ag¶at ¶all¶³tja6.

1.2 Lemma (Stricker). Legyenek f1; f2; . . . ; fm tetsz}oleges, valamely A ¾-
algebra szerint m¶erhet}o fÄuggv¶enyek. TegyÄuk fel, hogy G µ A ¶es tekintsÄuk

4¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy p¶enzÄugyi szempontb¶ol az Äosszeg tulajdonk¶eppen
¶ertelmetlen, ugyanis nem azonos id}oszakhoz tartoz¶o ¶ert¶ekadatokat adunk Äossze. Mivel a
diszkont¶al¶as k¶erd¶es¶et nem vizsg¶aljuk az al¶abbi ¶all¶³t¶asok mindegyik¶eben az eszkÄozÄok S ¶ara ¶es
nem az S diszkont¶alt ¶arfolyamok szerepelnek. Ha diszkont¶alt Äosszegeket akarunk vizsg¶alni
¶es szeretn¶enk haszn¶alni az al¶abbi ,,sztochasztikus integr¶al" formul¶at, akkor be kell vezetni
az Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶o fogalm¶at ¶es meg kell mutatni, hogy minden Äon¯nansz¶³roz¶o
portf¶oli¶o ¶ert¶ekfÄuggv¶enye fel¶³rhat¶o ,,sztochasztikus integr¶alk¶ent".

5A dolgozat c¶elja annak hangs¶ulyoz¶asa, hogy a kompakts¶agi lemma, illetve az L t¶er
ebb}ol kÄovetkez}o z¶arts¶aga nem csak az els}o, hanem a m¶asodik alapt¶etel igazol¶as¶aban is
kulcsszereppel b¶³r.

6Eml¶ekeztetÄunk, hogy L0 (­; G) t¶eren a G-m¶erhet}o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok ter¶et ¶ertjÄuk,
konvergenci¶an pedig a sztochasztikus konvergenci¶at ¶ertjÄuk.
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az

L ±=

(
h : h =

mX

i=1

fi'i; 'i 2 L0(G;P)

)

line¶aris teret7. Az L line¶aris t¶er z¶art az L0 (A;P) t¶erben.

A lemma kiterjeszthet}o tetsz}oleges v¶eges id}ohorizontra. Ennek igazol¶as¶a-
hoz felhaszn¶altuk a nincs arbitr¶azs felt¶etelt:

1.3 De¯n¶³ci¶o. Legyen

R ±=

(
H : H =

TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
)

;

ahol (µ(t))T
t=1 tetsz}oleges el}orejelezhet}o strat¶egia. Legyen

A ±= R ¡ L0
+ (­;A;P) :

Azt mondjuk, hogy a modellben nincsen arbitr¶azs, ha

A \ L0
+ (­;A;P) = f0g :

A nincsen arbitr¶azs felt¶etel kÄovetkezm¶enye a kÄovetkez}o:

1.4 Lemma (Kabanov{Stricker). Ha nincsen arbitr¶azs8, akkor a T -hossz¶u
el}orejelezhet}o befektet¶esi strat¶egi¶ak eredm¶enyek¶ent el}o¶all¶o lehets¶eges portfoli¶o
¶ert¶ekv¶altoz¶asok

R ±=

(
H : H =

TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
)

±=

±=

(
H : H =

TX

t=1

mX

i=1

(Si(t) ¡ Si(t ¡ 1)) µi(t)

)

altere z¶art az L0 (­;A;P) t¶erben.

Az el}oz}o dolgozat legfontosabb eredm¶enye a kÄovetkez}o t¶etel volt:

1.5 T¶etel (Dalang{Morton{Willinger). A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok ekvivalensek:

1: A \ L0
+ = f0g :

2: A \ L0
+ = f0g ¶es A = cl (A) :

3: cl (A) \ L0
+ = f0g :

4: Megadhat¶o olyan Q val¶osz¶³n}us¶eg, amely ekvivalens az eredeti P val¶osz¶³-
n}us¶egi m¶ert¶ekkel, amelyre a dQ=dP Radon{Nikodym deriv¶alt korl¶atos,
¶es amely mellett az S m-dimenzi¶os marting¶al.

7Nyilv¶anval¶oan az L elemei A-m¶erhet}oek, de a 'i s¶ulyok G-m¶erhet}oek.
8Val¶oj¶aban az R z¶arts¶ag¶ahoz nem szÄuks¶eges a nincs arbitr¶azs felt¶etel. V.Äo.: [2].
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¶Erdemes hangs¶ulyozni, hogy a t¶etelben szerepl}o els}o ¶all¶³t¶as azt jelenti,
hogy nincsen olyan (µ (t))T

t=1 el}orejelezhet}o strat¶egia, amelyre

TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i ¸ 0 ;

¶es egy pozit¶³v m¶ert¶ek}u halmazon az egyenl}otlens¶eg szigor¶u. M¶ask¶eppen fo-
galmazva, az els}o pont szerint nincsen arbitr¶azs.

2 A piac teljess¶ege, az eszkÄoz¶araz¶as m¶asodik
alapt¶etele

A sz¶armaztatott term¶ekek ¶araz¶as¶aval kapcsolatos igen fontos fogalom a tel-
jess¶eg fogalma. A teljess¶eg fogalma azt jelenti, hogy a jÄov}obeli kÄovetel¶esek
kiv¶etel n¶elkÄul fedezhet}oek:

2.1 De¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy az S eszkÄoz¶ar folyamat ¶altal de¯ni¶alt
piac a t = 0; 1; 2; . . . ; T id}ohorizonton teljes, ha tetsz}oleges HT FT -m¶erhet}o
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ohoz tal¶alhat¶o olyan

(µi(t))
m
i=1 ; t = 1; . . . ; T

el}orejelezhet}o strat¶egia ¶es ¸ val¶os sz¶am, hogy

HT = ¸ +
TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i

ahol az egyenl}os¶eg val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok kÄozÄott ¶erv¶enyes, vagyis majdnem
minden kimenetelre teljesÄul.

Ezt kÄovet}oen t¶erjÄunk r¶a az eszkÄoz¶araz¶as m¶asodik alapt¶etel¶ere:

2.2 T¶etel (Az eszkÄoz¶araz¶as m¶asodik alapt¶etele). TegyÄuk fel, hogy az

(Si(t))
m
i=1 ; t = 0; . . . ; T

eszkÄoz¶ar folyamat ¶altal de¯ni¶alt piacon nincsen arbitr¶azs. A modell pontosan
akkor teljes, ha a marting¶alm¶ert¶ek9 az (­; FT ) t¶eren egy¶ertelm}u.

Bizony¶³t¶as. Az ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶asa k¶et r¶eszb}ol ¶all.

1. TegyÄuk fel, hogy a piac teljes ¶es legyenek Q ¶es R k¶et kÄulÄonbÄoz}o
marting¶alm¶ert¶ek. Mivel a k¶et m¶ert¶ek kÄulÄonbÄoz}o, ez¶ert van olyan F 2 FT ,
hogy Q(F ) 6= R(F ). A felt¶etelezett teljess¶eg miatt van olyan ('(t))T

t=1 m-
dimenzi¶os el}orejelezhet}o strat¶egia, hogy

ÂF = ¸ +
TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); '(t)i : (1)

9Eml¶ekeztetÄunk, hogy marting¶alm¶ert¶ek alatt egy olyan az (­;Ft) t¶eren ¶ertelmezett Q
val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶eket ¶ertÄunk, amelyre n¶ezve az S eszkÄoz¶ar folyamat marting¶al.
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A bizony¶³t¶as alapgondolata, hogy mind a k¶et oldalon alkalmazzuk a Q ¶es R
m¶ert¶ekek szerinti v¶arhat¶o ¶ert¶ek oper¶atorokat. A gondolatmenet kulcsa, hogy
tetsz}oleges P marting¶alm¶ert¶ek eset¶en

EP

Ã
TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); '(t)i
!

= 0 ; (2)

amib}ol

Q(F ) = ¸ = R(F ) ;

ami lehetetlen. A (2) sor igazol¶as¶aban gondot jelent, hogy mivel a ' strat¶egi¶ak
nem felt¶etlenÄul korl¶atosak, ez¶ert sem a kiemel¶esi szab¶alyt, sem az integr¶al ad-
ditivit¶as¶at nem tudjuk kÄozvetlenÄul haszn¶alni. A f}o probl¶ema abb¶ol ered, hogy
az (1) sorban szerepl}o Äosszeg nem felt¶etlenÄul marting¶al, csak lok¶alis martin-
g¶al. Diszkr¶et ¶es v¶eges id}ohorizonton a lok¶alis marting¶alok strukt¶ur¶aja azon-
ban viszonylag egyszer}u: Mik¶ent a kÄovetkez}o pontban meg fogjuk mutatni10,
diszkr¶et ¶es v¶eges id}ohorizont eset¶en ha valamely lok¶alis marting¶al utols¶o
¶ert¶eke integr¶alhat¶o, akkor a folyamat marting¶al. Mivel a ÂF v¶altoz¶o trivi¶alisan
integr¶alhat¶o, ez¶ert a (2) sorban szerepl}o kifejez¶es marting¶al, ¶³gy a sorban sze-
repl}o egyenl}os¶eg teljesÄul.

2. TegyÄuk fel, hogy a piac nem teljes. A felt¶etel szerint a piacon nincsen
arbitr¶azs, ¶³gy van olyan Q m¶ert¶ek, amely mellett az S folyamat minden
koordin¶at¶aja marting¶al. De¯n¶³ci¶o szerint legyen

L ±=

(
¸ +

TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); '(t)i
)

;

ahol µ tetsz}oleges el}orejelezhet}o portf¶oli¶o ¶es ¸ tetsz}oleges val¶os sz¶am. Mivel
a piac nem teljes, ez¶ert L 6= L0 (­;FT ;Q). Legyen HT egy olyan kÄovetel¶es,
amely nem ¶all¶³that¶o el}o. Mivel csak v¶eges sok val¶osz¶³n}us¶eg v¶altoz¶o szerepel a
modellben a val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek mindig kicser¶elhet}o ¶ugy, hogy a modellben
szerepl}o Äosszes v¶altoz¶o integr¶alhat¶o legyen. Ehhez elegend}o a P helyett a

P0(A) ±= C

Z

A

exp (¡k´k) dP

m¶ert¶eket venni, ahol az ´ az S folyamatot alkot¶o v¶altoz¶okb¶ol ¶es a HT v¶al-
toz¶ob¶ol ¶all¶o vektor11. VegyÄuk ¶eszre, hogy a P ¶es a P0 ekvivalensek12, ¶³gy a
t¶etel felt¶etelei nem m¶odosulnak, ha a P helyett a P0 val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶eket
vesszÄuk. Eml¶ekeztetÄunk, hogy az els}o alapt¶etelben az arbitr¶azs hi¶anya miatt
l¶etez}o marting¶alm¶ert¶ek Radon{Nikodym deriv¶altja v¶alaszthat¶o korl¶atosnak.
¶Igy feltehet}o, hogy nem csak az (S(t))T

t=1 oszlopai, hanem a HT is integr¶alhat¶o
a Q marting¶alm¶ert¶ek alatt.

10V.Äo.: 3.6 ¶All¶³t¶as.
11A C konstanst ¶ugy kell meghat¶arozni, hogy a P0 szint¶en val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek legyen.
12Vagyis a k¶et m¶ert¶ek szerint a nullm¶ert¶ek}u halmazok megegyeznek.
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Megmutatjuk, hogy az L z¶art az L1 (­;FT ;Q) t¶erben. Eml¶ekeztetÄunk,
hogy az

R ±=

(
TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
)

az L0 egy z¶art altere. A Markov-egyenl}otlens¶eg miatt az L1-ben val¶o konver-
genci¶ab¶ol kÄovetkezik a sztochasztikus konvergencia, ¶³gy az R \ L1 z¶art alt¶er
az L1-ben. Val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekekr}ol l¶ev¶en sz¶o 1 2 L1; ¶³gy ha az egyszer}us¶eg
kedv¶e¶ert tov¶abbra is L jelÄoli az L ¶es az L1 metszet¶et, akkor az L fel¶³rhat¶o
mint egy z¶art R alt¶er ¶es egy egy-dimenzi¶os alt¶er Äosszege. Ha 1 2 R, akkor
k¶eszen vagyunk, az L z¶art. Ha 1 =2 R, akkor minden l 2 L fel¶³rhat¶o l = ¸1+r
alakban. Ha ln ! l1 az L alt¶erben, akkor egyedÄul az okozza a probl¶em¶at,
hogy nem tudjuk, hogy az (ln)-hez tartoz¶o (¸n) sorozat korl¶atos, vagy sem.
Legyen d az R ¶es az 1 t¶avols¶aga. Mivel az R z¶art ¶es 1 =2 R, ez¶ert d > 0.
Az (ln) sorozat konvergens, ¶³gy korl¶atos is. Legyen c az (ln) sorozat korl¶atja.
Mivel az R alt¶er, ez¶ert ha rn 2 R, akkor

µ
¡ rn

¸n

¶
2 R ;

¶³gy

c ¸ j¸n1 + rnj = j¸nj
¯̄
¯̄1 +

rn

¸n

¯̄
¯̄ = j¸nj

¯̄
¯̄1 ¡

µ
¡ rn

¸n

¶¯̄
¯̄ ¸ j¸nj d ;

amib}ol felhaszn¶alva, hogy d > 0,

c

d
¸ j¸nj ;

vagyis a (¸n) sorozat korl¶atos. Ez¶ert a (¸n) sz¶amsorozatnak van konvergens
r¶eszsorozata. Erre ¶att¶erve feltehet}o, hogy a (¸n1) sorozat konvergens. Mivel
az Äosszeg konvergens, ez¶ert az (rn) sorozat is konvergens. Mivel az R z¶art,
ez¶ert az (rn) hat¶ar¶ert¶eke az R-ben van, ¶es ¶³gy a (¸n1 + rn) egy r¶eszsoroza-
t¶anak hat¶ar¶ert¶eke az L-ben van. KÄovetkez¶esk¶eppen a (¸n1 + rn) hat¶ar¶ert¶eke
is L-ben van.

Mivel a HT =2 L is integr¶alhat¶o, ez¶ert van olyan eleme az L1 t¶ernek,
amely nincsen benne az L z¶art alt¶erben. A Hahn{Banach t¶etel miatt van
olyan z 2 L1 (­; FT ;Q) ; amely elv¶alasztja az L alteret ¶es a HT v¶altoz¶ot.
Mivel az L alt¶er, ez¶ert az elv¶alaszt¶o s¶³kot megad¶o z 2 L1 fÄuggv¶enyre

hz; li ±=

Z

­

zl dQ = EQ (zl) = 0; l 2 L : (3)

Mivel a '(t) = 0 ¶es ¸ = 1 egy lehets¶eges el}orejelezhet}o strat¶egia, ez¶ert

hz; 1i ±=

Z

­

z1 dQ =

Z

­

z dQ = 0 :

Legyen

g ±= 1 +
z

2 kzk1
> 0 ;
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¶es de¯ni¶aljuk az

R(A) ±=

Z

A

g dQ

m¶ert¶eket. A g = dR=dQ felÄulr}ol korl¶atos ¶es nagyobb vagy egyenl}o, mint egy
pozit¶³v sz¶am, ¶³gy a k¶et m¶ert¶ek alatt az integr¶alhat¶o v¶altoz¶ok megegyeznek.
Vil¶agos, hogy g > 0, ¶es

R(­) = EQ(1) +
EQ(z)

2 kzk1
= 1 ;

teh¶at az R egy ekvivalens val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ek. Mivel tetsz}oleges µ el}ore-
jelezhet}o folyamatra a ¸ = 0 mellett

TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i 2 L ;

ez¶ert ha a µ korl¶atos, akkor a (3) sor felhaszn¶al¶as¶aval

ER

Ã
TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
!

±=

±= EQ

Ã
TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
µ

1 +
z

2 kzk1

¶!
=

= EQ

Ã
TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i
!

:

Mivel az S marting¶al a Q alatt, ¶es a µ el}orejelezhet}o, ez¶ert a jobb oldali
kifejez¶es, tetsz}oleges korl¶atos µ eset¶en nulla, ez¶ert a bal oldal is nulla. Ha a µ
azonosan nulla, kiv¶eve a t¡ 1 id}opontban, ahol az ¶ert¶eke ÂF , ahol F 2 Ft¡1,
akkor

ER¡
(S(t) ¡ S(t ¡ 1))ÂF

¢
= 0 ;

ami nem m¶as, mint

Z

F

S(t) dR =

Z

F

S(t ¡ 1) dR ;

vagyis a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek de¯n¶³ci¶oja alapj¶an

ER(S(t) j Ft¡1) = S(t ¡ 1) :

Teh¶at az S folyamat az R 6= Q m¶ert¶ek eset¶en is marting¶al, kÄovetkez¶esk¶eppen
a marting¶alm¶ert¶ek nem egy¶ertelm}u. 2
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3 Lok¶alis marting¶alok diszkr¶et ¶es v¶eges id}o-
horizont eset¶en

Ebben a pontban teljess¶eg kedv¶e¶ert rÄoviden felid¶ezzÄuk13 a diszkr¶et idej}u
lok¶alis marting¶alokra vonatkoz¶o legfontosabb ¶all¶³t¶asokat.

Ha » nem negat¶³v val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ¶es F egy felt¶eteli ¾-algebra, akkor
mindig ¶ertelmes az E (» j F) felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek14. Ilyenkor kÄonnyen iga-
zolhat¶o15, hogy a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek oper¶aci¶o monoton, addit¶³v ¶es teljesÄul
r¶a a toronyszab¶aly. Nem negat¶³v v¶altoz¶ok kÄor¶eben ugyancsak nyilv¶anval¶o,
hogy teljesÄul a kiemel¶esi szab¶aly. Ha a »-nek nincs v¶eges v¶arhat¶o ¶ert¶eke,
akkor el}ofordulhat, hogy a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek nem val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o,
ugyanis v¶egtelen ¶ert¶eket is felvehet. Ez indokolja a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶ot:

3.1 De¯n¶³ci¶o. Legyen » val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, F felt¶eteli ¾-algebra. Ha a
»+ ¶es »¡ v¶altoz¶oknak l¶etezik v¶eges ¶ert¶ek}u felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke, akkor az

E
¡
»+ j F

¢
¡ E

¡
»¡ j F

¢

kifejez¶est ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eknek mondjuk, ¶es a megszokott

E (» j F)

m¶odon jelÄoljÄuk.

KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekre vonatkoz¶o szok¶asos
sz¶amol¶asi szab¶alyok16 ¶atvihet}ok ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekekre is.

3.2 De¯n¶³ci¶o. A (»n;Fn) diszkr¶et idej}u sorozatot ¶altal¶anos¶³tott marting¶alnak
mondjuk, ha

1: minden n-re az E (»n+1 j Fn) ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek l¶e-
tezik, ¶es

2: minden n-re

E (»n+1 j Fn) ±= E
¡
»+
n+1 j Fn

¢ ¡ E
¡
»¡
n+1 j Fn

¢
= »n ;

13V.Äo.: [6,8,12].
14A felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek de¯n¶³ci¶oja nem teljesen egys¶eges az irodalomban. Bizonyos

szerz}ok csak integr¶alhat¶o v¶altoz¶ok eset¶en de¯ni¶alj¶ak a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket, vagyis
megkÄovetelik, hogy a pozit¶³v ¶es a negat¶³v r¶esz integr¶alja v¶eges legyen. Ugyanakkor nem
negat¶³v v¶altoz¶ok eset¶en mindig l¶etezik olyan, esetlegesen v¶egtelen ¶ert¶eket is felvev}o v¶altoz¶o,
amely m¶erhet}o a felt¶eteli ¾-algebra szerint ¶es kiel¶eg¶³ti a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket de¯ni¶al¶o
integr¶alegyenletet. [8], 9.14. ¶All¶³t¶as, 293. oldal. Ennek oka, hogy a Radon{Nikodym-t¶etel-

ben a deriv¶aland¶o m¶ert¶ek tetsz}oleges lehet. [8], 3.46. T¶etel, 137. oldal. ¶Eppen ez¶ert c¶elszer}u
a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket tetsz}oleges nem negat¶³v v¶altoz¶o eset¶en is de¯ni¶alni. El}ojeles
v¶altoz¶ok felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek l¶etez¶es¶ehez, vagyis olyan a felt¶eteli ¾-algebra szerint
m¶erhet}o fÄuggv¶eny l¶etez¶es¶ehez, amely kiel¶eg¶³ti az integr¶alegyenletet, elegend}o megkÄovetelni,
hogy vagy a v¶altoz¶o pozit¶³v r¶esze, vagy a negat¶³v r¶esze integr¶alhat¶o legyen.
15A tulajdons¶agok karakterisztikus ¶es l¶epcs}os fÄuggv¶enyekre teljesÄulnek ¶es a nem nega-

tivit¶as miatt alkalmazni lehet a monoton konvergencia t¶etelt.
16Pl. kiemel¶esi ¶es torony szab¶aly, additivit¶as stb. V.Äo.: [8,12].
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ahol az egyenl}os¶eg oszt¶alyok kÄozÄott, teh¶at P majdnem mindenhol tel-
jesÄul17.

Hangs¶ulyozni kell, hogy nem t¶etelezzÄuk fel, hogy a »n v¶altoz¶ok v¶arhat¶o
¶ert¶eke v¶eges, s}ot azt sem kÄoveteljÄuk meg, hogy legyen a v¶altoz¶onak v¶egtelen
v¶arhat¶o ¶ert¶eke, ¶eppen ez kÄulÄonbÄozteti meg az ¶altal¶anos¶³tott marting¶alt a
marting¶alt¶ol. Megel¶egszÄunk avval, hogy a ,,marting¶alegyenl}os¶egben" szerepl}o
¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek l¶etezik, ¶es v¶eges.

3.3 De¯n¶³ci¶o. Valamely (»n; Fn) v¶eges, vagy v¶egtelen sorozatot lok¶alis mar-
ting¶alnak mondunk, ha megadhat¶o (¿k) meg¶all¶asi id}ok olyan ¿k % 1 ,,loka-
liz¶aci¶os" sorozata, amelyre a

»¿k
n

±= Â (¿k > 0) »n^¿k

meg¶all¶³tott folyamatok mindegyike marting¶al az eredeti (Fn) ¯ltr¶aci¶ora n¶ezve.

3.4 De¯n¶³ci¶o. A (»n;Fn) sorozatot marting¶altranszform¶altnak18 mondjuk,
ha l¶etezik olyan

(Mn; Fn)

marting¶al, ¶es olyan (µn) sorozat, hogy minden n-re a µn Fn¡1 m¶erhet}o19, ¶es

»n = »0 +
nX

k=1

µk (Mk ¡ Mk¡1) : (4)

A diszkr¶et idej}u lok¶alis marting¶alok strukt¶ur¶aja igen egyszer}u20:

3.5 ¶All¶³t¶as. Az al¶abbi ¶all¶³t¶asok ekvivalensek:

1: a (»n) lok¶alis marting¶al,

2: a (»n) ¶altal¶anos¶³tott marting¶al,

3: a (»n) fel¶³rhat¶o (4) marting¶altranszform¶altk¶ent.

Bizony¶³t¶as. Megmutatjuk, hogy teljesÄul az 1: ) 2: ) 3: ) 1: implik¶aci¶o
sorozat.

1. Legyen (»n) lok¶alis marting¶al, ¶es legyen (¿k) egy lokaliz¶aci¶os sorozat.
A marting¶al de¯n¶³ci¶oja alapj¶an a »¿k

n+1 v¶arhat¶o ¶ert¶eke v¶eges, ¶es ¶³gy a felt¶eteles

17Ez ¶ugy is fogalmazhat¶o, hogy a »n+1 v¶altoz¶o pozit¶³v, illetve negat¶³v r¶esz¶enek Fn
szerinti felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke megegyezik a »n pozit¶³v, illetve negat¶³v r¶esz¶evel.
18A marting¶altranszform¶altak tekinthet}ok diszkr¶et idej}u sztochasztikus integr¶aloknak.
19Term¶eszetszer}uleg F¡1 ±

= F0:
20Az ¶all¶³t¶as l¶enyeg¶eben azt ¶all¶³tja, hogy diszkr¶et id}otartom¶any eset¶en a lok¶alis marting¶a-

lok ,,rosszul" integr¶alhat¶o marting¶alok. Folytonos id}otartom¶any eset¶en ez hangs¶ulyozottan
nincsen ¶³gy.
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v¶arhat¶o ¶ert¶ek is v¶eges, ez¶ert

1 > E
¡¯̄

»¿k
n+1

¯̄
j Fn

¢ ±= E
¡¯̄

»(n+1)^¿k

¯̄
Â (¿k > 0) j Fn

¢
¸

¸ E
¡¯̄

»(n+1)^¿k

¯̄
Â (¿k > n) j Fn

¢
=

= E (j»n+1jÂ (¿k > n) j Fn) =

= Â (¿k > n)E (j»n+1j j Fn)

ugyanis mivel a ¿k meg¶all¶asi id}o, ez¶ert a Â (¿k > n) Fn-m¶erhet}o minden n-re,
¶es ez¶ert alkalmazhat¶o a nem negat¶³v v¶altoz¶okra vonatkoz¶o kiemel¶esi szab¶aly.
A lokaliz¶aci¶os sorozat de¯n¶³ci¶oja miatt majdnem minden ! kimenetelre, mivel
¿k % 1, ha k el¶eg nagy

E (j»n+1j j Fn) (!) = Â (¿k (!) > n)E (j»n+1j j Fn) (!) < 1 ;

kÄovetkez¶esk¶eppen majdnem mindenhol E (j»n+1j j Fn) < 1. Nyilv¶anval¶oan
»§
n+1 · j»n+1j ¶es ¶³gy l¶eteznek ¶es v¶egesek a E

¡
»§
n+1 j Fn

¢
felt¶eteles v¶arhat¶o

¶ert¶ekek, ¶³gy de¯n¶³ci¶o szerint l¶etezik az E (»n+1 j Fn) ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles
v¶arhat¶o ¶ert¶ek. Term¶eszetesen az ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekre nem
¶ertelmezhet}o a felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket de¯ni¶al¶o integr¶alegyenlet. JelÄolje Gn

az olyan F 2 Fn halmazokat, amelyekre
Z

F

j»n+1j dP =

Z

F

E (j»n+1j j Fn) dP < 1 :

A »¿k
n marting¶al, ez¶ert a j»¿k

n j szubmarting¶al, teh¶at
Z

F\f¿k>ng
j»nj dP =

Z

F \f¿k>ng
j»¿k

n j dP ·

·
Z

F \f¿k>ng

¯̄
»¿k
n+1

¯̄
dP =

=

Z

F \f¿k>ng
j»n+1j dP ;

¶³gy, ha k ! 1, akkor a monoton konvergencia t¶etel miatt
Z

F

j»nj dP ·
Z

F

j»n+1j dP < 1 ; (5)

kÄovetkez¶esk¶eppen az
Z

F \f¿k>ng
»n dP =

Z

F \f¿k>ng
»¿k
n dP =

Z

F \f¿k>ng
»¿k
n+1 dP =

=

Z

F \f¿k>ng
»n+1 dP

egyenl}os¶eg mindk¶et oldal¶an haszn¶alhatjuk a major¶alt konvergencia t¶etelt,
amib}ol Z

F

»n dP =

Z

F

»n+1 dP; F 2 Gn :
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Mivel Gn elemein »n ¶es »n+1 integr¶alhat¶o, ez¶ert a kiterjesztett felt¶eteles
v¶arhat¶o ¶ert¶ek de¯n¶³ci¶oja alapj¶an minden F 2 Gn halmazra

Z

F

»n+1 dP =

Z

F

»+
n+1 ¡ »¡

n+1 dP =

Z

F

»+
n+1 dP ¡

Z

F

»¡
n+1 dP =

=

Z

F

E
¡
»+
n+1 j Fn

¢
dP ¡

Z

F

E
¡
»¡
n+1 j Fn

¢
dP =

=

Z

F

E
¡
»+
n+1 j Fn

¢
dP ¡ E

¡
»¡
n+1 j Fn

¢
dP ±=

±=

Z

F

E (»n+1 j Fn) dP;

ahol az utols¶o k¶et sorban kihaszn¶altuk, hogy az E
¡
»§
n+1 j Fn

¢
kifejez¶esek in-

tegr¶alja az F -re tett megkÄot¶es miatt v¶eges, teh¶at az integr¶alokat Äossze lehet
vonni. Ebb}ol

Z

H

»n dP =

Z

H

E (»n+1 j Fn) dP; 8H 2 Fn; H µ F 2 Gn ;

kÄovetkez¶esk¶eppen az F 2 Gn halmazokon

»n
m:m:= E (»n+1 j Fn) :

Az E (j»n+1j j Fn) < 1 miatt az ­ felbonthat¶o megsz¶aml¶alhat¶o Gn-beli hal-
mazra, kÄovetkez¶esk¶eppen

»n
m:m:= E (»n+1 j Fn) ;

vagyis a (»n) ¶altal¶anos¶³tott marting¶al.

2. M¶asodik l¶ep¶esk¶ent tegyÄuk fel, hogy a (»n) sorozat egy ¶altal¶anos¶³tott
marting¶al. Legyen

A(n; k) ±= fk · E (j»n ¡ »n¡1j j Fn) < k + 1g :

Mivel a (»n) ¶altal¶anos¶³tott marting¶al, ez¶ert minden ¯x n eset¶en az A(n; k)
az ­ egy part¶³ci¶oja, vagyis az A(n; k) halmazok k szerinti egyes¶³t¶ese az ­, ¶es
k¶et kÄulÄonbÄoz}o k-ra a halmazok metszete diszjunkt21. VezessÄuk be az

un
±=

X

k¸0

1

(k + 1)3
(»n ¡ »n¡1)ÂA(n¡1;k)

fÄuggv¶enyt. Mivel az (A (n ¡ 1; k))k halmazok part¶³ci¶ot alkotnak, az un de¯-
n¶³ci¶oja ¶ertelmes. Nyilv¶anval¶o m¶odon un v¶eges ¶es Fn-m¶erhet}o.

junj ·
X

k¸0

1

(k + 1)3
j»n ¡ »n¡1jÂA(n¡1;k) :

21Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert egy mindenhol v¶eges verzi¶ot veszÄunk.
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A k¶et oldalon Fn¡1 szerint felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket v¶eve ¶es haszn¶alva a
felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekre vonatkoz¶o monoton konvergencia t¶etelt ¶es a nem
negat¶³v v¶altoz¶okra vonatkoz¶o kiemel¶esi szab¶alyt valamint a nem negat¶³v
v¶altoz¶ok kÄor¶eben az additivit¶ast:

E (junj j Fn¡1) ·
X

k¸0

ÂA(n¡1;k)

(k + 1)3
E (j»n ¡ »n¡1j j Fn¡1) ·

X

k¸0

1

(k + 1)2
< 1 :

Ebb}ol kÄovetkez}oen

E (junj) = E (E (junj j Fn¡1)) ·
X

k¸0

1

(k + 1)2
< 1 ; (6)

vagyis az un integr¶alhat¶o. Tetsz}oleges k-ra az

j»n ¡ »n¡1j ÂA(n¡1;k)

szint¶en integr¶alhat¶o, ¶es ¶³gy, kihaszn¶alva, hogy integr¶alhat¶o v¶altoz¶okra a fel-
t¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek ¶es az ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek egybeesik22

E
¡
(»n ¡ »n¡1)ÂA(n¡1;k) j Fn¡1

¢
=

= ÂA(n¡1;k)E (»n ¡ »n¡1 j Fn¡1) =

= ÂA(n¡1;k) (E (»n j Fn¡1) ¡ E (»n¡1 j Fn¡1)) =

= ÂA(n¡1;k) (E (»n j Fn¡1) ¡ »n¡1) = 0 :

A felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ekre vonatkoz¶o major¶alt konvergencia t¶etel miatt,
kihaszn¶alva a (6) sort

E (un j Fn¡1) = E

Ã 1X

k=0

1

(k + 1)3
(»n ¡ »n¡1)ÂA(n¡1;k) j Fn¡1

!
= 0 :

Ebb}ol kÄovetkez}oen az (un) egy marting¶aldi®erencia sorozat ¶es az

Mn
±=

nX

k=1

uk

egy marting¶al. Ha

µn
±=

X

k¸0

(k + 1)3 ÂA(n¡1;k) ;

22VegyÄuk ¶eszre, hogy al¶abb a kiemel¶esi szab¶aly haszn¶alata nem teljesen evidens. A
»n ¡ »n¡1 v¶altoz¶onak van kiterjesztett felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke. A pozit¶³v ¶es a negat¶³v
r¶esz felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶eb}ol a nem negat¶³v ÂA(n¡1;k) kivihet}o a felt¶eteles v¶arhat¶o
¶ert¶ekb}ol majd a kiemelhet}o a kÄulÄonbs¶egben. Az al¶abbi gondolatmenetben kihaszn¶aljuk a
kiterjesztett felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶ek linearit¶as¶at is.
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akkor a µn ¶ertelmes ¶es el}orejelezhet}o, ugyanis az A(n¡ 1; k) halmazok Fn¡1-
m¶erhet}oek ¶es diszjunktak.

(Mn ¡ Mn¡1) µn = unµn =

=
1X

k=0

1

(k + 1)3
(»n ¡ »n¡1)ÂA(n¡1;k)

1X

k=0

(k + 1)3 ÂA(n¡1;k) =

=
1X

k=0

1X

l=0

1

(k + 1)3
(»n ¡ »n¡1)ÂA(n¡1;k) (l + 1)3 ÂA(n¡1;l) =

=
1X

k=0

(k + 1)3

(k + 1)3
ÂA(n¡1;k) (»n ¡ »n¡1) = »n ¡ »n¡1 :

¶Igy a (»n) ¶eppen a (µn) el}orejelezhet}o folyamat ¶es az (Mn) marting¶al ¶altal
de¯ni¶alt marting¶altranszform¶aci¶o.

3. V¶egezetÄul tegyÄuk fel, hogy a (»n) egy marting¶altranszform¶alt ¶es tegyÄuk
fel, hogy teljesÄul a (4). Legyen

¿k
±= inf fn ¸ 0 : jµn+1j > kg :

A konstrukci¶o szerint

f¿k = 0g = fjµ1j > kg
f¿k = 1g = fjµ1j · kg \ fjµ2j > kg
f¿k = 2g = fjµ1j · kg \ fjµ2j · kg \ fjµ3j > kg

...

Ebb}ol kÄovetkez}oen a ¿k minden k-ra egy meg¶all¶asi id}o. Mivel a (µn) el}ore-
jelezhet}o ¶es ¿k meg¶all¶asi id}o, ez¶ert a (µ¿k

n )n meg¶all¶³tott sorozat el}orejelezhet}o
marad. Val¶oban, minden n-re ¶es ® sz¶amra

fµ¿k
n < ®g =

¡fµn < ®g \ f¿k ¸ ng¢ [ ¡fµ1 < ®g \ f¿k = 1g¢ [ . . . [
[ ¡fµn¡1 < ®g \ f¿k = n ¡ 1g¢

:

Mivel
f¿k ¸ ng = f¿k < ngc = f¿k · n ¡ 1gc 2 Fn¡1 ;

ez¶ert
fµ¿k

n < ®g 2 Fn¡1 ;

¶³gy a (µ¿k
n )n, mik¶ent ¶all¶³tottuk, el}orejelezhet}o. Felhaszn¶alva, hogy a meg¶al-

l¶³tott marting¶alok marting¶alok maradnak, illetve hogy a µ¿k
n v¶altoz¶o Fn¡1-

m¶erhet}o ¶es korl¶atos

E
¡
»¿k
n+1 ¡ »¿k

n j Fn¡1

¢
= E ((»n+1 ¡ »n)¿k j Fn¡1) =

= E ((µn (Mn+1 ¡ Mn))¿k j Fn¡1) =

= E (µ¿k
n (Mn+1 ¡ Mn)¿k j Fn¡1) =

= µ¿k
n E

¡
M¿k

n+1 ¡ M¿k
n j Fn¡1

¢
= 0 ;
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teh¶at a (»¿k
n ) marting¶al, vagyis a (»n) lok¶alis marting¶al. 2

Az ¶all¶³t¶as seg¶³ts¶eg¶evel bel¶athatjuk a m¶asodik alapt¶etel bizony¶³t¶as¶aban
haszn¶alt ¶all¶³t¶ast:

3.6 ¶All¶³t¶as. Ha (»n)T
n=0 egy marting¶altranszform¶aci¶o ¶es a »T integr¶alhat¶o,

akkor a (»n)T
n=0 sorozat marting¶al.

Bizony¶³t¶as. A 3.5 ¶all¶³t¶asban szerepl}o 3: ) 2: implik¶aci¶o szerint

»T¡1 = E (»T j FT¡1) ;

ahol az E term¶eszetesen az ¶altal¶anos¶³tott felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket jelÄoli. A
»T a felt¶etel szerint integr¶alhat¶o, ez¶ert a toronyszab¶aly nem negat¶³v v¶altoz¶okra
val¶o trivi¶alis alkalmaz¶as¶aval

E (j»T¡1j) = E (jE (»T j FT ¡1)j) · E (E (j»T j j FT¡1)) = E (j»T j) < 1 ;

teh¶at a »T ¡1 is integr¶alhat¶o. Innen az ¶all¶³t¶as m¶ar nyilv¶anval¶o. 2

4 Eur¶opai eszkÄozÄok ¶araz¶asa, nincs diszkont¶al¶as

Az eszkÄoz¶araz¶as els}o ¶es m¶asodik alapt¶etele seg¶³ts¶eg¶evel az eur¶opai t¶³pus¶u
sz¶armaztatott term¶ekek ¶araz¶asa diszkr¶et ¶es v¶eges id}ohorizont eset¶en viszony-
lag egyszer}uen elint¶ezhet}o: Legyen HT egy a T id}oszakban esed¶ekes valami-
lyen p¶enzÄugyi tranzakci¶o. Mivel a HT a T id}oszakban esed¶ekes, ez¶ert a HT

FT -m¶erhet}o. A k¶erd¶es az, hogy ha a HT ¶ert¶ek¶et a t = 0 id}opontban kell ki-
¯zetni, akkor mennyi a HT ¶ara, vagyis a t = 0 id}opontban ki¯zetend}o milyen
¼ (HT ) Äosszeg tekinthet}o a HT ¶ar¶anak? TegyÄuk fel, hogy a piacon nincsen
arbitr¶azs, ¶es tegyÄuk fel, hogy a piac teljes. Ekkor az els}o ¶es m¶asodik alapt¶etel
szerint l¶etezik egyetlen marting¶alm¶ert¶ek. JelÄolje Q ezt a marting¶alm¶ert¶eket.
A teljess¶eg miatt23

HT = ¸ +
TX

t=1

hS(t) ¡ S(t ¡ 1); µ(t)i : (7)

A kÄozgazdas¶agi megfontol¶asokb¶ol a HT ¶ara alatt azt a ¼(HT ) Äosszeget ¶ertjÄuk,
amely mellett a HT bevezet¶ese nem fogja tÄonkretenni a piac arbitr¶azs ment-
ess¶eg¶et. M¶ask¶eppen fogalmazva a HT bevezet¶ese azt jelenti, hogy a m¶ar
meglev}o m darab

Si(0); Si(1); . . . ; Si(T ); i = 1; 2; . . . ;m

id}osor mell¶e bevezetÄunk egy (m + 1)-edik eszkÄozt, amely ¶arfolyam¶at a

¼(HT ); . . . ;HT

23Ha a diszkont¶al¶ast ¶es az Äon¯nansz¶³roz¶o portf¶oli¶okat is t¶argyaltuk volna, akkor az
egyenl}os¶egben a diszkont¶alt ¶arfolyamok ¶es a diszkont¶alt ki¯zet¶es szerepelt volna.
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id}osor¶³rja le24. Mikor marad az m+1 eszkÄozb}ol ¶all¶o, kib}ov¶³tett piac arbitr¶azs
mentes? Mik¶ent azonnal megmutatjuk, az arbitr¶azs mentess¶eg csak akkor
}orizhet}o meg, ha ¼(HT ) = ¸. Val¶oban, ha p¶eld¶aul ¼(HT ) > ¸, akkor a

(µ(1);¡1) ; (µ(2);¡1) ; . . . ; (µ(T );¡1)

(m + 1) dimenzi¶os strat¶egia egy arbitr¶azs strat¶egia25, ugyanis mivel a kons-
tans fÄuggv¶enyek minden ¾-algebra szerint m¶erhet}oek, ez¶ert egyr¶eszt a ki-
b}ov¶³tett strat¶egia trivi¶alisan el}orejelezhet}o, m¶asr¶eszt az ¶uj strat¶egia nett¶o
eredm¶enye a (7) felhaszn¶al¶as¶aval

+¼(HT ) +
TX

t=1

(S(t) ¡ S(t ¡ 1)) µ(t) ¡ HT = ¼(HT ) ¡ ¸ > 0 ;

ami pedig arbitr¶azs26.
Tov¶abbi k¶erd¶es persze, hogy hogyan lehetne a ¸ sz¶amot a Q m¶ert¶ek seg¶³t-

s¶eg¶evel kifejezni? Ehhez fel kell tenni, hogy a HT integr¶alhat¶o a Q marting¶al-
m¶ert¶ek szerint. A szok¶asos opci¶os derivat¶³v¶ak eset¶en ez trivi¶alisan teljesÄul,
ugyanis ha p¶eld¶aul HT = max(c; S1(T )), akkor az S1(T ) integr¶alhat¶o a Q
szerint, ¶es ¶³gy a HT is integr¶alhat¶o a Q szerint. Mivel a Q marting¶alm¶ert¶ek
¶es a HT a Q szerint integr¶alhat¶o, ez¶ert a

PT
t=1(S(t) ¡ S(t ¡ 1))µ(t) martin-

g¶altranszform¶aci¶o marting¶al27, ¶³gy tartja a v¶arhat¶o ¶ert¶eket, vagyis

EQ

Ã
TX

t=1

(S(t) ¡ S(t ¡ 1)) µ(t)

!
= 0 :

Ebb}ol kÄovetkez}oen a (7) sorban a Q m¶ert¶ek szerint v¶arhat¶o ¶ert¶eket v¶eve

¼(HT ) = ¸ + 0 = ¸ + EQ

Ã
TX

t=1

(S(t) ¡ S(t ¡ 1)) µ(t)

!
= EQ (HT ) : (8)

¶Erdemes megjegyezni, hogy a (8) k¶eplet szempontj¶ab¶ol csak az arbitr¶azs
mentess¶egre volt szÄuks¶eg, a teljess¶eg felt¶etel¶ere csak annyiban t¶amaszkodtunk,
hogy feltettÄuk, hogy a (7) el}o¶all¶³t¶as lehets¶eges. Ha a piac nem teljes, akkor a
(7) el}o¶all¶³t¶as nem minden HT eset¶eben lehets¶eges. Ha valamely HT -ra azon-
ban az el}o¶all¶³t¶as l¶etezik, akkor az ¶ar¶ara a (8) teljesÄul, fÄuggetlenÄul att¶ol, hogy a
Q melyik a lehets¶eges marting¶al m¶ert¶ekek kÄozÄul. Az olvas¶o az egy¶ertelm}us¶eg
kapcs¶an felvetheti, hogy a ¸ ¶ert¶eke, ¶es ¶³gy a ¼(HT ) ¶ar egy¶ertelm}u-e? TegyÄuk
fel, hogy valamely HT rendelkezik k¶et olyan el}o¶all¶³t¶assal, amelyben ¸1 < ¸2.
TekintsÄuk a

³
µ(1)(1) ¡ µ(2)(1)

´
; . . . ;

³
µ(1)(T ) ¡ µ(2)(T )

´

24Hogy mik¶ent alakul a HT tranzakci¶o ¶ara a kÄoztes id}opontokban sz¶amunkra ¶erdektelen.
A l¶enyeges dolog az, hogy a T id}opontban az ¶arat a HT adja meg.
25Mivel a term¶ek dr¶aga a t¶enyleges ¶ar¶ahoz k¶epest, ez¶ert el kell adni!
26VegyÄuk ¶eszre, hogy a derivat¶³v term¶ekre vonatkoz¶o tÄobbi ¶armozg¶as, teleszkopikus

Äosszegk¶ent, kiesik.
27V.Äo.: 3.6 ¶All¶³t¶as.
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el}orejelezhet}o strat¶egi¶at. Ennek eredm¶enye

TX

t=1

(S(t) ¡ S(t ¡ 1))
³
µ(1)(t) ¡ µ(2)(t)

´
= (HT ¡ ¸1) ¡ (HT ¡ ¸2) =

= ¸2 ¡ ¸1 > 0 ;

ami a nincsen arbitr¶azs felt¶etel miatt lehetetlen. Ebb}ol kÄovetkez}oen, ha nin-
csen arbitr¶azs, akkor teljesÄul az ¶ugynevezett egy ¶ar tÄorv¶eny, vagyis minden
HT p¶enzÄugyi tranzakci¶o eset¶en, amelyre a (7) el}o¶all¶³t¶as l¶etezik, a ¸ konstans
¶ert¶eke, kÄovetkez¶esk¶eppen a ¼(HT ) ¶ar is, azonos.
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THE SECOND FUNDAMENTAL THEOREM OF ASSET PRICING

In the article we summarize the results about the second fundamental theorem of
asset pricing.
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A GIFFEN-HAT¶AS EGY MATEMATIKAI MODELLJE1

KOV¶ACS GERGELY { VIZV¶ARI B¶ELA
Modern ÄUzleti Tudom¶anyok F}oiskol¶aja, Tatab¶anya { ELTE, Budapest

A dolgozatban azt vizsg¶aljuk, milyen elm¶eleti kÄozgazdas¶agi modellben van
lehet}os¶eg a Gi®en-hat¶asra. A jelens¶eg fell¶ep¶es¶enek kulcsa a fogyaszt¶o hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enye. Megmutatjuk, hogy az irodalomban leggyakrabban sze-
repl}o hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek mellett a Gi®en-hat¶as nem l¶ephet fel, azonban
adhat¶ok olyan fÄuggv¶enyek, illetve olyan piaci modellek, amikor a Gi®en-hat¶as
elm¶eletileg lehets¶eges. A jelens¶egben fontos szerepet j¶atszik, hogy a fogyasz-
t¶onak a t¶ul¶el¶eshez bizonyos m¶ert¶ek}u ¶arut el kell fogyasztania, ahogy ezt a
jelens¶eg els}o felfedez}oi, Gray ¶es Gi®en sejtett¶ek.

1 Bevezet¶es

A Gi®en-hat¶as az a kÄozgazdas¶agilag paradox helyzet, amikor egy inferior
term¶ek ¶ara n}o, ¶es ennek ellen¶ere a fogyaszt¶asa is n}o. (Luxusterm¶ek eset¶en
hasonl¶o jelens¶eg fell¶ephet a divat hat¶as¶ara is.) Szab¶o [10] dolgozat¶aban
kimutatta, hogy 1995-ben Magyarorsz¶agon a burgonya eset¶eben Gi®en-hat¶as
fell¶epett. Ebben az ¶evben a burgonya ¶ara mind nomin¶al-, mind re¶al¶ert¶ekben
jelent}osen megdÄontÄotte a tÄort¶enelmi cs¶ucsot, ugyanakkor a re¶aljÄovedelemben
jelent}os visszaes¶es kÄovetkezett be. Ez az ¶eszrev¶etel az¶ert is ¶erdekes, mert a
Gi®en-hat¶ast emellett csak az alacsony jÄovedelm}u r¶etegekn¶el ¯gyelt¶ek meg,
p¶eld¶aul K¶³n¶aban a rizs ¶es a t¶eszta eset¶en [2].

A burgonya szerepe kÄorÄul n¶eha f¶elre¶ert¶es van az irodalomban. A [8] dolgo-
zat alapj¶an sokan ¶ugy v¶elik, a burgonya Gi®en-term¶ek volta megc¶afoltatott.
Fontos hangs¶ulyozni, hogy [8] csak az ¶³rorsz¶agi nagy ¶eh¶³ns¶eggel foglalkozik,
ami 1845-47-ben volt. F}o ¶erve az ellen, hogy akkor a Gi®en-hat¶as fell¶epett,
hogy ¶Irorsz¶agban nem voltak piaci kÄorÄulm¶enyek, azaz a hi¶any ellen¶ere a
piac nem reag¶alt, ¶es nem sz¶all¶³tottak be m¶ashonnan burgony¶at. Ennek f}o
oka, hogy a n¶epess¶egnek az a r¶esze, aki a hi¶anyt¶ol szenvedett, nem k¶epzett
¯zet}ok¶epes keresletet, mert f}o term¶ekÄuk ¶eppen a burgonya volt. Teh¶at nem
tudtak m¶as term¶eket adni cser¶ebe. [2] j¶ol mutatja, hogy az, hogy mi inferior
¶es/vagy Gi®en-term¶ek, az helyt}ol ¶es id}ot}ol fÄugghet. Ez¶ert [8] elemz¶ese nem
vonatkozhat az 1995-Äos magyar helyzetre.

Mindezek alapj¶an megfogalmazzuk, hogy mi mit ¶ertÄunk Gi®en-hat¶ason:
Gi®en-hat¶as akkor l¶ephet fel, ha egy inferior term¶ek ¶ara piaci kÄorÄulm¶enyek
kÄozÄott n}o, ugyanakkor a fogyaszt¶asa is n}o.

¶Ugy gondoljuk, hogy [8] ¶es f}ok¶ent a r¶a hivatkoz¶o irodalom hozz¶a¶all¶asa a
lakatosi ¶ertelemben tipikusan torzszÄulÄott kiz¶ar¶o. Nyilv¶anval¶o ugyanis, hogy a

1Be¶erkezett: 2006. okt¶ober 9. E-mail: kovacs.gergely@mutf.hu, vizvari@math.elte
.hu.
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Gi®en-hat¶as a hagyom¶anyos kÄozgazdas¶agi gondolkod¶as szempontj¶ab¶ol "torz-
szÄulÄott", zavarja az Äosszk¶epet. A jelen dolgozat szerz}oi ¶ugy gondolj¶ak, hogy
Lakatos Imr¶enek van igaza, aki l¶enyeg¶eben azt fogalmazza meg, hogy mindent
el kell fogadni, ami a de¯n¶³ci¶ot kiel¶eg¶³ti [4], a torzszÄulÄotteket nem szabad
kiz¶arni, ¶³gy a piaci torzszÄulÄotteket sem.

Marshall monument¶alis m}uv¶eben [5] olyan megjegyz¶est tesz, miszerint a
jelens¶eg felfedez¶ese Gi®ent}ol sz¶armazik. Meg kell jegyezni, hogy m¶ar j¶oval
kor¶abban Gray [1] ugyancsak le¶³rta a jelens¶eget. Mind Gray, mind Gi®en azt
a magyar¶azatot f}uzt¶ek hozz¶a, hogy az inferior term¶ek ¶ar¶anak nÄoveked¶ese azt
eredm¶enyezi, hogy a t¶ul¶el¶eshez szÄuks¶eges inferior term¶ek fogyaszt¶asa elvonja
a szeg¶eny fogyaszt¶o jÄovedelm¶et m¶as term¶ekekt}ol ¶es ¶³gy a fogyaszt¶o k¶enytelen
azokat az inferior term¶ekkel helyettes¶³teni. A Gi®en-hat¶as a legut¶obbi ¶evek
kÄozgazdas¶agi irodalm¶aban is ¶el¶enk ¶erdekl}od¶est v¶altott ki. J¶o Äosszefoglal¶o az
ut¶obbi ¶evek term¶es¶eb}ol [7]. A m¶ar eml¶³tett [2] szint¶en sok irodalmi hivatko-
z¶ast tartalmaz.

2 A kÄozgazdas¶agi alapmodell

A mikroÄokon¶omia a fogyaszt¶o magatart¶as¶at hagyom¶anyosan a kÄovetkez}o mo-
dellel ¶³rja le. A fogyaszt¶ast a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at befoly¶asolja, ami rÄogz¶³tett
¶arak mellett egy line¶aris felt¶etel. ¶Igy a lehets¶eges fogyaszt¶asok halmaz¶at a

pT y · m

y ¸ 0
(1)

der¶ekszÄog}u szimplex hat¶arozza meg, ahol

y a fogyaszt¶as vektora,
p az ¶arak vektora,
m a fogyaszt¶o jÄovedelme.

A fogyaszt¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek megfelel}oen egy olyan fogyaszt¶oi
kosarat v¶alaszt, amely sz¶am¶ara a legkedvez}obb. A tov¶abbiakban a fogyaszt¶o
hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek jele u(:).

Teh¶at a fogyaszt¶o a

maxu(y)

pT y · m

y ¸ 0

(2)

feladatot oldja meg.



A Gi®en-hat¶as egy matematikai modellje 33

3 Homog¶en, homotetikus ¶es ir¶anytart¶o hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enyek a fogyaszt¶asra vonatkoz¶o
als¶o korl¶atok n¶elkÄuli esetben

Ebben a szakaszban elm¶eletileg vizsg¶aljuk a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyeket azon
felt¶etelez¶es mellett, hogy a 0 vektor is megengedett fogyaszt¶oi kos¶ar.

Ha egy feladatban a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at m ¶ert¶eke megv¶altozik, akkor
v¶altozik ugyan a megengedett megold¶asokat le¶³r¶o der¶ekszÄog}u szimplex, de a
kor¶abbihoz geometriai ¶ertelemben hasonl¶o lesz. Egyes hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek
ezt a hasonl¶os¶agot az optim¶alis megold¶as elhelyezked¶es¶ere vonatkoz¶oan is
meg}orzik. Az al¶abbiakban ezeket fogjuk ir¶anytart¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶enyk¶ent
de¯ni¶alni.

Meg fogjuk mutatni, hogy enn¶el speci¶alisabb fÄuggv¶enyek a k-adrend}u ho-
mog¶en, illetve homotetikus hasznoss¶agi fÄuggv¶enyek. Ezek pontos matemati-
kai megfogalmaz¶asai az al¶abbiak.

1. De¯n¶³ci¶o ([11]). Egy u hasznoss¶agi fÄuggv¶eny (Euler-f¶ele) k-adrend}u ho-
mog¶en, ha teljes¶³ti a kÄovetkez}o tulajdons¶agot:

u(¸y) = ¸ku(y)

minden ¸ ¸ 0 eset¶en, ahol k ¸ 0 rÄogz¶³tett sz¶am.

A Cobb-Douglas-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶enyt

u(y) =
Y

j

(yj)
cj

alakban ¶³rjuk fel, ahol az Äosszes cj pozit¶³v. KÄozismert, hogy a Cobb-Douglas-
f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny

Pn
i=1 ci-adrend}u homog¶en.

Egy m¶asik nevezetes hasznoss¶agi fÄuggv¶eny a Leontief-f¶ele. Ennek l¶enyege,
hogy az egyes term¶ekeket csak meghat¶arozott ar¶anyban tudjuk felhaszn¶alni.
Ha az egyik term¶ekb}ol a m¶asikhoz viszony¶³tva tÄobb van, mint amennyinek
ezen ar¶any szerint lennie kellene, akkor ez a tÄobblet nem nÄoveli meg a hasznos-
s¶ag ¶ert¶ek¶et, azaz u(y) = minfciyig, ahol ci-k megfelel}o pozit¶³v egyÄutthat¶ok.
Szint¶en kÄozismert, hogy a Leontief-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny els}orend}u ho-
mog¶en.

2. De¯n¶³ci¶o ([11]). Egy u hasznoss¶agi fÄuggv¶eny homotetikus, ha u(y) =
g(h(y)) alak¶u, ahol h egy els}orend}u homog¶en fÄuggv¶eny, g pedig szigor¶uan
monoton nÄovekv}o.

3. ¶All¶³t¶as. k > 0 eset¶en, ha az u fÄuggv¶eny nemnegat¶³v ¶ert¶ek}u ¶es k-adrend}u
homog¶en, akkor homotetikus.

Bizony¶³t¶as. Ha u egy k-adrend}u homog¶en fÄuggv¶eny, akkor u(¸y) =
¸ku(y). Legyen h(y) = k

p
u(y). Ez ¶ertelmezett, mivel u egy nemnegat¶³v

¶ert¶ek}u fÄuggv¶eny. Ha u k-adrend}u homog¶en, akkor a bel}ole kapott h els}orend}u
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homog¶en. Ha emellett g(x) = xk, ami monoton nÄovekv}o a pozit¶³v tartom¶any-
ban, akkor u(y) = g(h(y)) val¶oban homotetikus. 2

4. KÄovetkezm¶eny. A Cobb-Douglas-f¶ele, ¶es a Leontief-f¶ele hasznoss¶agi
fÄuggv¶enyek is homotetikusak.

A tov¶abbiakban feltesszÄuk, hogy a fogyaszt¶o preferencia-rel¶aci¶oja rendel-
kezik a gyenge monotonit¶as ¶es a lok¶alis tel¶³tetlens¶eg tulajdons¶ag¶aval, amib}ol
kÄovetkezik, hogy az optim¶alis fogyaszt¶as(ok) a kÄolts¶egvet¶esi korl¶aton van(nak).

5. De¯n¶³ci¶o. TekintsÄuk a megengedett megold¶asok (1) szimplex¶et k¶et kÄu-
lÄonbÄoz}o jÄovedelem eset¶en. Legyen y1 az egyik szimplex optim¶alis fogyaszt¶oi
kosara. Azt mondjuk, hogy az u hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ir¶anytart¶o, ha van
olyan y2, ami a m¶asik szimplexben optim¶alis ¶es emellett az y1 ¶es az y2 vek-
torok p¶arhuzamosak.

A de¯n¶³ci¶o egyszer}u kÄovetkezm¶enye, hogy y1 ¶es y2 hossz¶anak ar¶anya ¶eppen
a der¶ekszÄog}u szimplexek hasonl¶os¶agi ar¶any¶aval egyezik meg.

6. ¶All¶³t¶as. Ha egy u hasznoss¶agi fÄuggv¶eny homotetikus, akkor ir¶anytart¶o.

Bizony¶³t¶as. Legyen u(y) = g(h(y)) homotetikus ¶es m1 kÄolts¶egvet¶es mel-
lett legyen y¤

1 optim¶alis megold¶as. Ekkor minden m¶as megengedett y1-re

u(y1) · u(y¤
1) ;

azaz
g(h(y1)) · g(h(y¤

1)) :

A m¶odos¶³tott feladatban, ahol a kÄolts¶egvet¶es m2, minden megengedett y2

kos¶ar megfelel az eredeti feladatb¶ol egy y1 kos¶arnak a szimplexek hasonl¶os¶aga
miatt. Mivel h els}orend}u homog¶en, ¶es g szigor¶uan monoton nÄovekv}o:

u(y2) = g(h(y2)) = g

µ
h

µ
m2

m1
y1

¶¶
= g

µ
m2

m1
h(y1)

¶
· g

µ
m2

m1
h(y¤

1)

¶
=

= u

µ
m2

m1
y¤
1

¶
;

azaz y¤
2 = m2

m1
y¤
1 optim¶alis a m¶odos¶³tott feladatban. 2

7. KÄovetkezm¶eny. A Cobb-Douglas-f¶ele, ¶es a Leontief-f¶ele hasznoss¶agi
fÄuggv¶enyek is ir¶anytart¶ok.

Dolgozatunk egyik f}o elm¶eleti eredm¶enye az al¶abbi t¶etel:

8. T¶etel. Ha egy hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ir¶anytart¶o, akkor a kitÄuntetett term¶ek
¶ar¶anak emelked¶ese ¶es a tÄobbi term¶ek ¶ar¶anak v¶altozatlans¶aga mellett nem
l¶ephet fel Gi®en-hat¶as.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az els}o term¶ek ¶ara n}ott, ¶es ¶aremelked¶es
el}ott a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at

nX

i=1

p1iyi = m
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alak¶u, ¶aremelked¶es ut¶an pedig

nX

i=1

p2iyi = m :

Persze itt p1i = p2i minden 1-n¶el nagyobb i-re. Az i = 1 esetben pedig
p11 < p21 teljesÄul a felt¶etelnek megfelel}oen. Az els}o eset optim¶alis megold¶asa
y¤
1, a m¶asodik¶e pedig y¤

2.

1. ¶abra. A Gi®en-hat¶as elemz¶ese k¶et v¶altoz¶o eset¶en

TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy teljesÄul a Gi®en-hat¶as, vagyis y¤
11 < y¤

21. Legyen

m3 :=
nX

i=1

p1iy
¤
2i : (3)

Ekkor nyilv¶an m3 < m teljesÄul a p11 < p21 felt¶etel miatt. TekintsÄuk most
azt a feladatot, amelyben az ¶arak az eredeti ¶arakkal egyeznek meg, csak a
kÄolts¶egvet¶esi korl¶atja

nX

i=1

p1iyi · m3 (4)

alak¶u. Az m3 (3) de¯n¶³ci¶oja miatt y¤
2 kiel¶eg¶³ti a (4) felt¶etelt. Legyen y¤

3 =
¸y¤

1, ahol ¸ a k¶et feladat szimplexeinek hasonl¶os¶agi ar¶anya, azaz

¸ =
m3

m
< 1 : (5)

Az ir¶anytart¶o tulajdons¶ag miatt a (4) felt¶etel}u feladatban y¤
3 optim¶alis megol-

d¶as. Emiatt y¤
31 = ¸y¤

11 < y¤
11 < y¤

21, ahol az utols¶o egyenl}otlens¶eg az indirekt
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feltev¶es. Teh¶at y¤
3 6= y¤

2 ¶es az optimalit¶as miatt u(y¤
3) ¸ u(y¤

2). Megmutat-
juk, hogy y¤

3 a m¶asodik, m¶odos¶³tott ¶ar¶u feladatnak szigor¶uan megengedett
megold¶asa, azaz

nX

i=1

p2iy
¤
3i < m :

Ebbe az y¤
3 = ¸y¤

1 egyenletet behelyettes¶³tve, majd az (5) k¶epletet be¶³rva

nX

i=1

p2i(¸(y¤
1i)) =

nX

i=1

p2i
m3

m
y¤
1i < m

ad¶odik. A nevez}ovel beszorozva:

nX

i=1

p2iy
¤
1im3 < m2 :

Figyelembe v¶eve, hogy a tÄobbi ¶ar v¶altozatlan:

nX

i=1

p2iy
¤
1i =

nX

i=1

p1iy
¤
1i + (p21 ¡ p11)y

¤
11 = m + (p21 ¡ p11)y

¤
11

m3 =
nX

i=1

p2iy
¤
2i + (p11 ¡ p21)y

¤
21 = m + (p11 ¡ p21)y

¤
21

ad¶odik. Ezeket a fentibe helyettes¶³tve

m2 + m(p21 ¡ p11)(y
¤
11 ¡ y¤

21) ¡ (p21 ¡ p11)
2y¤

11y
¤
21 < m2 :

Ezt egyszer}us¶³tve ¶es ¶atrendezve:

m(y¤
11 ¡ y¤

21) < (p21 ¡ p11)y
¤
11y

¤
21 :

Ez pedig nyilv¶anval¶oan teljesÄul, hiszen felt¶etelez¶esÄunk szerint y¤
11 < y¤

21, azaz
az egyenl}otlens¶eg bal oldala negat¶³v, jobb oldala pozit¶³v.

Ha y¤
3 szigor¶uan megengedett az ¶aremelked¶es ut¶ani feladatban, akkor

abban a feladatban nem lehet optim¶alis a gyenge monotonit¶as ¶es a lok¶alis
tel¶³tetlens¶eg miatt. Ez viszont u(y¤

3) ¸ u(y¤
2) miatt ellentmond annak, hogy

y¤
2 optim¶alis. 2

9. KÄovetkezm¶eny. Sem a Cobb-Douglas-f¶ele, sem a Leontief-f¶ele hasznoss¶agi
fÄuggv¶enyek eset¶en nem l¶ephet fel Gi®en-hat¶as, amennyiben a kitÄuntetett ter-
m¶ek ¶ara emelkedik ¶es a tÄobbi term¶ek ¶ara v¶altozatlan.

Ez a kÄovetkezm¶eny azt jelenti, hogy a magyar fogyaszt¶ok hasznoss¶agi
fÄuggv¶enye kÄulÄonÄosen az ¶elelmiszerpiacon, ezen belÄul is a burgonya ¶es helyet-
tes¶³t}o term¶ekei eset¶eben nem rendelkezhet az ir¶anytart¶o tulajdons¶aggal. KÄo-
vetkez¶esk¶eppen a fogyaszt¶ok hasznoss¶agi fÄuggv¶enye nem lehet Cobb-Douglas-
f¶ele. A [3] dolgozat modellje pedig pont ezt t¶etelezi fel.
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4 TÄor¶esponttal rendelkez}o hasznoss¶agi fÄugg-
v¶enyek

L¶etezik azonban olyan hasznoss¶agi fÄuggv¶eny, amin¶el a Gi®en-hat¶as fell¶ephet,
p¶eld¶aul [6] ad ilyen fÄuggv¶enyt. A p¶elda l¶enyege, hogy a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny
k¶et r¶eszb}ol ¶all, m¶egpedig ¶ugy, hogy a pozit¶³v s¶³knegyedet k¶et r¶eszre osztjuk,
¶es a k¶et r¶eszben m¶as-m¶as a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny k¶eplete. Term¶eszetesen ezt
¶ugy kell megkonstru¶alni, hogy a v¶egs}o fÄuggv¶eny teljes¶³tse a hasznoss¶agi fÄugg-
v¶enyekre vonatkoz¶o alapvet}o tulajdons¶agokat. Az elv¶alaszt¶o gÄorbe [6]-ban
egy S alak¶u gÄorbe, Gi®en-hat¶as pedig pont akkor l¶ep fel, amikor a kÄolt-
s¶egvet¶esi egyenes metszi a gÄorbe k¶et ,,kanyar" kÄozÄotti ¶³v¶et. Konstru¶alhat¶o
azonban olyan p¶elda is, ahol a Gi®en-hat¶as (elm¶eletileg) nem csak egy sz}uk
tartom¶anyban jelentkezik. Ebben a szakaszban [9] p¶eld¶aj¶at t¶argyaljuk egy-
szer}us¶³tett form¶aban. Itt az elv¶alaszt¶o gÄorbe egy egyenes. Az ¶altal¶anos eset-
ben a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyt nem k¶eplettel adjuk meg, hanem kÄozÄombÄoss¶egi
gÄorb¶einek geometriai elrendez¶es¶evel.

A fejezetben az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert k¶etv¶altoz¶os feladatokkal foglalkozunk.
Az eredeti feladat ¶arai: p11, p12. ¶Igy a kÄolts¶egvet¶esi egyenes meredeks¶ege:

q1 = ¡p11

p12
:

Emellett a m¶odos¶³tott, p11 < p21 ¶es p12 = p22 feladatban a kÄolts¶egvet¶esi
egyenes meredeks¶ege:

q2 = ¡p21

p22
< q1 ;

azaz ut¶obbi a meredekebb. TekintsÄunk egy olyan egyenest, amelynek q3 mere-
deks¶ege q2-n¶el kisebb, ¶es emellett a pozit¶³v s¶³knegyedben metszi mindk¶et
kÄolts¶egvet¶esi egyenest. (Ilyenb}ol term¶eszetesen v¶egtelen sok l¶etezik.) Ez
ut¶obbi egyenes a s¶³kot k¶et r¶eszre osztja ¶ugy, hogy modellÄunkben ezen a
k¶et r¶eszen a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny m¶as ¶es m¶as, de a kett}o egyÄutt megfelel
a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny kÄovetelm¶enyeinek. A konstrukci¶oban a kÄozÄombÄoss¶egi
gÄorb¶ek k¶et f¶elegyenesb}ol ¶allnak, ahol a f¶elegyenesek a q3 meredeks¶eg}u e egye-
nesen ¶erintkeznek. A f¶elegyenesek meredeks¶egeit ¶ugy v¶alasztjuk, hogy az e
egyenest}ol jobbra a meredeks¶eg 0 ¶es q1 kÄozÄotti rÄogz¶³tett ¶ert¶ek, az e egyenes-
t}ol balra pedig q2 ¶es q3 kÄozÄotti ugyancsak rÄogz¶³tett ¶ert¶ek. Ezzel a modellel
minden s¶³kbeli pont pontosan egy f¶elegyenesen van.

¶Igy el¶erhet}o, hogy b¶armely olyan kÄolts¶egvet¶esi egyenesre, amely az e-n
¶atmegy, a hasznoss¶ag-optimaliz¶al¶o feladat megold¶asa a kÄolts¶egvet¶esi egyenes
¶es az e metsz¶espontja lesz, ugyanis az az a pont, ahol egy fenti m¶odon
de¯ni¶alt tÄorÄott kÄozÄombÄoss¶egi gÄorbe ,,¶erinti" a kÄolts¶egvet¶esi egyenest: egy
kÄozÄos pontjuk van, ugyanakkor minden tov¶abbi pont a kÄolts¶egvet¶esi egyenes-
nek ugyanazon, nem megengedett oldal¶an van.



38 Kov¶acs Gergely { Vizv¶ari B¶ela

2. ¶abra. A (0:2; 0:8) ponton ¶atmen}o kÄozÄombÄoss¶egi gÄorbe k¶et ¶aga f1 ¶es g1, m¶³g a (0:4; 0:2)

ponton ¶atmen}o kÄozÄombÄoss¶egi gÄorbe k¶et ¶aga f2 ¶es g2.

P¶elda. Az e egyenlete legyen 3y1 + y2 = 1:4. Ekkor ennek meredeks¶ege:
q3 = ¡3. A hasznoss¶agi fÄuggv¶eny legyen a kÄovetkez}o:

u(y1; y2) =

½
f(y1; y2) = 12y1 + 5y2 ; ha 3y1 + y2 · 1:4;
g(y1; y2) = 0:5y1 + y2 + 5:6 ; ha 3y1 + y2 ¸ 1:4.

Ekkor a f¶elegyenesek pont az e egyenesen metszik egym¶ast. Az ¶arak a kÄovet-
kez}ok: p11 = 1 < p21 = 2 ¶es p12 = p22 = 1, a rendelkez¶esre ¶all¶o Äosszeg 1. ¶Igy
q1 = ¡1, q2 = ¡2. Ekkor az els}o feladat megold¶asa a kÄolts¶egvet¶esi egyene-
s¶enek ¶es az e-nek metszete, azaz a (0:2; 0:8) pont, m¶³g a m¶asodik feladat¶e a
(0:4; 0:2) pont, vagyis az els}o v¶altoz¶ora a Gi®en-hat¶as fenn¶all.

Geometriailag a fenti konstrukci¶o ¶altal¶anos¶³that¶o. Term¶eszetesen nem
szÄuks¶eges az e egyenesb}ol f¶elegyenesekb}ol ¶all¶o kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶eket ind¶³tani,
hanem b¶armilyen m¶as monoton csÄokken}o gÄorb¶ek is megfelelnek, amelyek el-
tol¶as¶aval a nemnegat¶³v s¶³knegyed egyszeresen fedhet}o le. A l¶enyeg, hogy
az egyenesen l¶ev}o pontokra a kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ekhez h¶uzott ¶erint}ok mere-
deks¶egei 0 ¶es q1 kÄozÄott, illetve a m¶asik oldalon q2 ¶es q3 kÄozÄotti legyenek.

5 A hasznoss¶agi fÄuggv¶eny kisim¶³t¶asa a tÄor¶es-
pontn¶al

q1 > q2 miatt azonban az e egyenesen l¶ev}o pontokban a kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ek
deriv¶altjai nem l¶eteznek. Ennek orvosl¶as¶ara ad elj¶ar¶ast [6], azonban ott csak
elm¶eletileg igazolj¶ak, hogy adhat¶o folytonosan di®erenci¶alhat¶o hasznoss¶agi
fÄuggv¶eny, de konkr¶et k¶eplettel nincs meghat¶arozva.
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Mi ezt egy egyszer}u esetben meg is konstru¶aljuk. Az Äotlet a kÄovetkez}o:
a fentiekben egy kÄozÄombÄoss¶egi gÄorbe k¶et f¶elegyenesb}ol ¶all. K¶et f¶elegyenesb}ol
k¶epzett egyenesekhez h¶uzhat¶o ak¶armilyen kÄozel egy hiperbola. A hiperbola
azon ¶aga, mely az eredeti k¶et f¶elegyeneshez tartozik, lesz a kÄozÄombÄoss¶egi
gÄorbe az ¶uj modellben.

TekintsÄunk egy (A; B) pontot a fent eml¶³tett e egyenesr}ol. Ehhez a pont-
hoz l¶etezik egy-egy f¶elegyenes mindk¶et oldalon. Az egyszer}ubb sz¶am¶³t¶asok
miatt feltesszÄuk, hogy a bal oldali meredeks¶ege ¡1, a jobb oldali¶e 0. Ekkor
az A;B ponton ¶atmen}o k¶et f¶elegyenesb}ol k¶epzett egyenesekhez mint aszimp-
tot¶ahoz simul¶o hiperbola a

(y2 ¡ B + y1 ¡ A)(y2 ¡ B) = "2

k¶eplettel ¶³rhat¶o le. Az e egyenes egyenlete legyen: y2 = a
b ¡ 1

b y1. Ennek az
egyenesnek ¡1-n¶el meredekebbnek kell lennie az el}oz}o fejezet szerint, amihez
b < 1 szÄuks¶eges, ezt feltesszÄuk. Mivel az (A; B) pont az egyenesen van,
A = a ¡ bB ¶es a fenti hiperbola

(y2 + y1 ¡ a ¡ (1 ¡ b)B)(y2 ¡ B) = "2

alakba ¶³rhat¶o. Vizsg¶aljuk meg, hogy egy tetsz}olegesen v¶alasztott (y1; y2)
p¶arhoz h¶any olyan (A; B) p¶ar tartozik, ami kiel¶eg¶³ti a fenti ÄosszefÄugg¶est. Ez
rÄogz¶³tett (y1; y2) ¶ert¶ekekre a B-re egy m¶asodfok¶u egyenlet:

(1 ¡ b)B2 + (¡y1 ¡ (2 ¡ b)y2 + a)B + (y2
2 + y1y2 ¡ ay2 ¡ "2) = 0 :

Ennek megold¶asa

B1;2 =
(2 ¡ b)y2 + y1 ¡ a §

p
D

2(1 ¡ b)

alak¶u, ahol D a diszkrimin¶ans:

D = (¡(2 ¡ b)y2 ¡ y1 + a)2 ¡ 4(1 ¡ b)(y2
2 + y1y2 ¡ ay2 ¡ "2) =

= b2y2
2 + y2

1 + 2by2y1 ¡ 2bay2 ¡ 2ay1 + a2 + 4(1 ¡ b)"2 =

= (y1 + by2 ¡ a)2 + 4(1 ¡ b)"2 :

¶Igy

B =
(2 ¡ b)y2 + y1 ¡ a §

p
(y1 + by2 ¡ a)2 + 4(1 ¡ b)"2

2(1 ¡ b)
:

Ez azt jelenti, hogy egy (y1; y2) p¶aron k¶et hiperbola megy ¶at, ahol az ezekhez
tartoz¶o cs¶ucspontok legyenek (A1;B1) ¶es (A2;B2). Megmutatjuk, hogy B1 <
y2, azaz

B1 = y2 +
by2 + y1 ¡ a ¡

p
(y1 + by2 ¡ a)2 + 4(1 ¡ b)"2

2(1 ¡ b)
< y2 :
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Ez akkor fog teljesÄulni, ha a tÄort negat¶³v. Ez pedig teljesÄul, mivel a nevez}o
pozit¶³v 1 > b miatt. Hasonl¶oan

B2 = y2 +
by2 + y1 ¡ a +

p
(y1 + by2 ¡ a)2 + 4(1 ¡ b)"2

2(1 ¡ b)
> y2 ;

mivel a tÄort nevez}oje ¶es sz¶aml¶al¶oja itt is pozit¶³v. A fentiek szerint B1 < y2 <
B2, ami azt jelenti, hogy a B1 ponthoz tartoz¶o hiperbol¶anak fels}o, konvex
¶ag¶an van y2, a B2 hiperbol¶anak viszont az als¶o, konk¶av ¶ag¶an. Eszerint a
feladat szempontj¶ab¶ol nekÄunk csak a B1-re van szÄuks¶egÄunk, mivel az ere-
deti f¶elegyenesekhez ez tartozik. Ezzel azt is megmutattuk, hogy mindegyik
(y1; y2) ponthoz egy¶ertelm}uen meghat¶arozhat¶o egy B1 ¶ert¶ek, amihez tartoz¶o
egy¶ertelm}u hiperbola fels}o, konvex ¶ag¶an az (y1; y2) pont szerepel, azaz ezek
a hiperbola ¶agak rÄogz¶³tett "-ra teljesen lefedik a s¶³kot, ¶es ¶³gy megfelelnek
kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶enek. A hiperbol¶at meghat¶aroz¶o f¶elegyenesek alakj¶ab¶ol
kÄovetkez}oen, ha egy (y1; y2) p¶ar tetsz}oleges koordin¶at¶aj¶at megnÄoveljÄuk, ma-
gasabban fekv}o hiperbola ¶agra l¶epÄunk, ahhoz pedig e alakja miatt magasabb
B1 ¶ert¶ek tartozik. ¶Igy viszont az (y1; y2) 7! B1 megfeleltet¶es v¶alaszthat¶o
hasznoss¶agi fÄuggv¶enynek.

P¶elda (folytat¶as). A fenti hasznoss¶agi fÄuggv¶ennyel B = 2¡2A, azaz a = 1
¶es b = 0:5, illetve " = 0:01 v¶alaszt¶asa mellett tekintsÄuk a kÄovetkez}o feladatot:
p11 = 0:5 < p21 = 0:6 ¶es p12 = p22 = 1, a rendelkez¶esre ¶all¶o Äosszeg 1. A
megold¶asok pedig: (0:6733; 0:6633), illetve (0:7172; 0:5697), azaz teljesÄul a
Gi®en-hat¶as.

6 M¶odos¶³tott modell kÄotelez}o minim¶alis fo-
gyaszt¶as mellett

A fogyaszt¶ast a kÄolts¶egvet¶esi korl¶aton ¶es a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyen k¶³vÄul
m¶as is befoly¶asolhatja. A fogyaszt¶o |felt¶etelez¶esÄunk szerint| bizonyos dol-
gokb¶ol, amelyek nem felt¶etlenÄul azonosak a piacon megjelen}o term¶ekekkel,
de amelyeket ezek hordoznak, meghat¶arozott mennyis¶egn¶el nem fogyaszthat
kevesebbet, mert ez a l¶etfenntart¶as¶ahoz szÄuks¶eges. P¶eld¶aul az ¶elelmiszerpiac
eset¶en ilyen lehet az elfogyasztott kal¶oria, feh¶erje, C-vitamin stb. mennyi-
s¶ege. L¶athat¶o, hogy ezek a kÄozvetlenÄul term¶ekk¶ent meg nem jelen}o dolgok
egym¶ast¶ol elkÄulÄonÄulnek, azaz egy-egy term¶ek kÄulÄon-kÄulÄon tartalmazhat bel}o-
lÄuk meghat¶arozott mennyis¶eget. Ez¶ert a term¶ekek egy s¶ulyozott Äosszeg¶enek
kell nagyobbnak lenni, mint a minim¶alis kÄotelez}o fogyaszt¶as minden egyes
eml¶³tett t¶enyez}o eset¶eben.

Teh¶at a modell a kÄolts¶egvet¶esi felt¶etelen k¶³vÄul annyi, azzal bizonyos ¶erte-
lemben ellent¶etes ir¶any¶u line¶aris egyenl}otlens¶eget tartalmaz, ah¶any t¶enyez}ore
a minim¶alis fogyaszt¶ast ¯gyelembe vesszÄuk. ¶Igy matematikailag a lehets¶eges
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fogyaszt¶asok (2) halmaz¶at a

pT y · m

aT
1 y ¸ b1

...
aT

k y ¸ bk

y ¸ 0

(6)

felt¶etelrendszer sz}uk¶³ti le, ahol

bi az i t¶enyez}ob}ol kÄotelez}oen fogyasztand¶o minim¶alis mennyis¶eg,
aij pedig azt adja meg, hogy a j term¶ek egy egys¶ege az i t¶enyez}ob}ol

mennyit tartalmaz.

10. De¯n¶³ci¶o. A tov¶abbiakban fogyaszt¶asi poli¶edernek nevezzÄuk a

¦ = fx 2 IRn : x kiel¶eg¶³ti (6)-ot g
poli¶edert.

Felt¶etelez¶esÄunk szerint a fogyaszt¶o a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny¶enek megfelel}oen
a kÄovetkez}o strat¶egi¶at kÄoveti. Ha valaki csak a kÄotelez}o minim¶alis szin-
ten fogyaszt, akkor ezzel val¶oj¶aban nem tudott j¶ol¶etet teremteni mag¶anak,
csak l¶etet. J¶ol¶et¶enek m¶ert¶ek¶et az hat¶arozza meg, hogy a kÄotelez}o minim¶alis
fogyaszt¶ason felÄul mit tud fogyasztani. Ez¶ert saj¶at fogyaszt¶as¶at egy olyan
minim¶alis fogyaszt¶oi kos¶arhoz fogja m¶erni, amely m¶eg ¶eppen benne van a fo-
gyaszt¶asi poli¶ederben. Teh¶at a saj¶at fogyaszt¶oi kosar¶anak hasznoss¶agi ¶ert¶ek¶et
ezen minim¶alis fogyaszt¶ashoz m¶ert tÄobblete adja.

A tov¶abbiakban y-nal jelÄoljÄuk a fogyaszt¶o teljes fogyaszt¶oi kosar¶at, x-
szel pedig azt a fogyaszt¶oi kosarat, amihez k¶epest a tÄobbletet m¶eri. Hasonl¶o
felt¶etelez¶essel ¶elt [3] is. Ekkor a fogyaszt¶o a kÄovetkez}o feladatot oldja meg:

max u(y ¡ x)

y 2 ¦

x 2 ¦
y ¡ x ¸ 0 :

(7)

Megjegyzend}o, hogy a (6) poli¶eder a [3] dolgozat poli¶eder¶enek ¶altal¶ano-
s¶³t¶asa. Ott azonban a ¦ poli¶edert a kÄolts¶egvet¶esi korl¶aton k¶³vÄul a term¶ekek
fogyasztand¶o mennyis¶egeire vonatkoz¶o egyedi als¶o korl¶atok hat¶arozt¶ak meg,
¶es ¶³gy l¶etezett egy egy¶ertelm}u minim¶alis kÄotelez}o fogyaszt¶as. A [3] dolgo-
zat modellje ¶ugy ¶ertelmezhet}o, mint a (7) probl¶ema azon r¶eszfeladata, ahol
x rÄogz¶³tett kos¶ar. A fogyaszt¶asi poli¶edert ¶es egy optim¶alis megold¶asp¶art
mutat a 3. ¶abra k¶et term¶ek eset¶en. Az, hogy a [3] dolgozat poli¶eder¶en¶el
¶altal¶anosabb (6) poli¶eder l¶etezik a gyakorlatban, a m¶ar eml¶³tett C-vitamin
p¶eld¶aj¶an l¶athat¶o be egyszer}uen. Mivel nem tudunk r¶ola, hogy kimutathat¶o
m¶ert¶ekben skorbutos esetek Magyarorsz¶agon el}ofordultak volna, a fogyaszt¶o
elegend}o C-vitaminhoz jut, de ennek csak egy tÄored¶ek¶et veszi be kÄozvetlenÄul
vitamink¶ent.
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3. ¶abra.

Nyilv¶anval¶o, hogy a hasznoss¶agi fÄuggv¶enyekre tett kor¶abbi felt¶etelez¶esek
mellett az (x¤; y¤) optim¶alis megold¶asra teljesÄul, hogy x¤ 2 ¦, ¶es minden
x · x¤, x 6= x¤ eset¶en x =2 ¦.

7 Ir¶anytart¶o fÄuggv¶enyek ¶es a minim¶alis fo-
gyaszt¶as

Amennyiben a fogyaszt¶o t¶enyleges y fogyaszt¶as¶at az x kÄotelez}o minim¶alis
fogyaszt¶ashoz hasonl¶³tja, akkor y benne lesz abban az n-dimenzi¶os der¶ekszÄog}u
szimplexben, aminek egyik lapja a kÄolts¶egvet¶esi korl¶atra esik, a tÄobbi lapja
pedig a wi = 0 egyenl}oseggel megadott hipers¶³kokkal p¶arhuzamos ¶es a der¶ek-
szÄogn¶el l¶ev}o cs¶ucsa ¶eppen x. Nyilv¶anval¶o, hogy az Äosszes ilyen n-dimenzi¶os
szimplex a sz¶o geometriai ¶ertelm¶eben hasonl¶o egym¶ashoz. ¶Igy ¶ertelmezhet}o
r¶a a kor¶abban l¶atott ir¶anytart¶o de¯n¶³ci¶o, de azzal a megkÄot¶essel, hogy az
x1 ¶es x2 pontokhoz tartoz¶o der¶ekszÄog}u szimplexekben most az y1 ¡ x1 ¶es az
y2 ¡ x2 vektorok p¶arhuzamosak.

Az ir¶anytart¶o tulajdons¶ag az¶ert fontos kÄulÄonÄosen, mert mint ahogy ezt az
al¶abbi t¶etel kimondja, igen er}osen lesz}uk¶³ti a (7) feladat optim¶alis megold¶a-
saiban sz¶oba jÄohet}o x minim¶alis fogyaszt¶asok halmaz¶at.

11. T¶etel. Egy ir¶anytart¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶eny eset¶en mindig van olyan op-
tim¶alis (x¤; y¤) p¶ar, amelynek x¤ pontja valamely n sz¶am¶u line¶arisan fÄuggetlen
minim¶alis fogyaszt¶asi felt¶etel metszet¶eben van, felt¶etelezve, hogy a fogyaszt¶asi
poli¶eder belseje nem Äures.

Megjegyz¶es. Az ¶all¶³t¶asban az x¤ pont fekv¶es¶ere megfogalmazott felt¶etel
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|mint kÄozismert| ekvivalens azzal, hogy x¤ a ¦ fogyaszt¶asi poli¶eder ex-
trem¶alis pontja.

Bizony¶³t¶as. Az ir¶anytart¶o tulajdons¶ag miatt ann¶al nagyobb a hasznoss¶ag,
min¶el nagyobb megfelel}o der¶ekszÄog}u szimplexet tudunk elhelyezni a poli¶eder-
ben. Ha annak x cs¶ucsa nem extrem¶alis pontban lenne, akkor az x ponttal
el tudunk mozdulni a felt¶etelt¶eren belÄul legal¶abb k¶et ellent¶etes megengedett
ir¶anyba (ha ¶elen van, akkor pontosan kett}obe). Ekkor valamelyik ir¶anyban
biztosan nem csÄokken az ¶uj x¤ pontb¶ol sz¶armaztatott szimplex nagys¶aga,
vagy ami ezzel ekvivalens, az x pontnak a kÄolts¶egvet¶esi korl¶att¶ol val¶o t¶avol-
s¶aga. Abba az ir¶anyba akkor¶at l¶epÄunk, amekkor¶at csak lehet. Az ¶³gy kapott
pontra m¶ar eggyel tÄobb line¶arisan fÄuggetlen minim¶alis fogyaszt¶asi felt¶etel
teljesÄul egyenl}os¶eggel. Ez az algoritmus pedig egy extrem¶alis pontba vezet. 2

Term¶eszetesen az x¤ elhelyezked¶ese csak a minim¶alis fogyaszt¶asi felt¶etelek
¶es a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at ¶all¶as¶at¶ol fÄugg, ha a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ir¶anytart¶o.

12. T¶etel. Ha egy hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ir¶anytart¶o, akkor a kitÄuntetett ter-
m¶ek ¶ar¶anak emelked¶ese ¶es a tÄobbi term¶ek ¶ar¶anak v¶altozatlans¶aga mellett nem
l¶ephet fel Gi®en-hat¶as a (7) modellben.

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶as a kor¶abban l¶atott 8. T¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz ha-
sonl¶o abban az esetben, ha a minim¶alis fogyaszt¶as elhelyezked¶ese az ¶arv¶altoz¶as
hat¶as¶ara nem v¶altozik, azaz ha x¤

1 = x¤
2. Amennyiben az x¤ is v¶altozik az

¶arv¶altoz¶as ut¶an, akkor a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at meredeks¶eg¶enek v¶altoz¶asa miatt
az els}o koordin¶at¶aj¶aban nem n}ohet. TegyÄuk fel ugyanis, hogy x¤

21 > x¤
11. Az,

hogy az eredeti feladatban x¤
1 tartozott a megold¶ashoz, az az el}oz}o bizony¶³t¶as

alapj¶an azt jelenti, hogy a hozz¶a tartoz¶o der¶ekszÄog}u szimplex nem kisebb az
x¤

2-hoz tartoz¶o der¶ekszÄog}u szimplexn¶el. Ezek a szimplexek ann¶al nagyobbak,
min¶el tÄobb p¶enzÄuk marad a minim¶alis x megv¶as¶arl¶asa ut¶an. Eszerint az els}o
esetben, p11 ¶ar mellett:

m ¡ p11x
¤
11 ¡

nX

i=2

pix
¤
1i ¸ m ¡ p11x

¤
21 ¡

nX

i=2

pix
¤
2i :

A m¶asodik esetben viszont x¤
2-hoz tartoz¶o poli¶eder legal¶abb akkora, mint az

x¤
1-hoz tartoz¶o:

m ¡ p12x
¤
11 ¡

nX

i=2

pix
¤
1i · m ¡ p12x

¤
21 ¡

nX

i=2

pix
¤
2i :

A k¶et egyenl}otlens¶eget egym¶asb¶ol kivonva

p12x
¤
11 ¡ p11x

¤
11 ¸ p12x

¤
21 ¡ p11x

¤
21

ad¶odik, ami p12 > p11 miatt ellentmond x¤
21 > x¤

11-nek. Ezzel bel¶attuk, hogy
ha x¤ v¶altozik, akkor az els}o koordin¶at¶aja nem n}ohet.

TegyÄuk fel, hogy az ¶uj x¤
2; y

¤
2 megold¶asra teljesÄul a Gi®en-hat¶as, azaz

y¤
11 < y¤

21. Legyen az eredeti feladatban az x¤
2-hoz tartoz¶o megold¶as y¤

4 .
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Mivel rÄogz¶³tett x-re nem teljesÄul a Gi®en-hat¶as, ez¶ert y¤
21 · y¤

41. Ezt a
fenti indirekt feltev¶essel Äosszevetve y¤

11 < y¤
41. Azonban mivel x¤

21 · x¤
11, ¶es

az eredeti feladatban x¤
2-hoz legfeljebb akkora der¶ekszÄog}u szimplex tartozik,

mint x¤
2-hoz, ¶³gy az ir¶anytart¶as miatt legfeljebb akkora a benne l¶ev}o megold¶as

els}o koordin¶at¶aja is, ez pedig ellentmond y¤
11 < y¤

41-nek. 2

13. KÄovetkezm¶eny. Sem a Cobb-Douglas-f¶ele, sem a Leontief-f¶ele hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enyek eset¶en nem l¶ephet fel Gi®en-hat¶as a minim¶alis fogyaszt¶as
modellj¶eben sem, amennyiben a kitÄuntetett term¶ek ¶ara emelkedik ¶es a tÄobbi
term¶ek ¶ara v¶altozatlan.

8 TÄomeges ¶arv¶altoz¶as

Elm¶eletileg el}ofordulhat a Gi®en-hat¶as, ha a kitÄuntetett term¶ek ¶ara n}o, de a
tÄobbi¶e nem n}o (azaz itt a v¶altozatlans¶ag ¶es az olcs¶obb¶a v¶al¶as megengedett).
Erre mutat p¶eld¶at a kÄovetkez}o k¶et t¶etel. Persze ezek az esetek nem ad-
nak magyar¶azatot a magyar burgonyapiacon meg¯gyelt jelens¶egekre, hiszen
semelyik helyettes¶³t}o term¶ek ¶ara nem csÄokkent abban az id}oszakban.

14. T¶etel. Ha a fogyaszt¶ok hasznoss¶agi fÄuggv¶enye Cobb-Douglas-f¶ele a (7)
modellben ¶es a kitÄuntetett term¶ek ¶ara n}o, de a tÄobbi¶e nem, akkor a Gi®en-
hat¶as pontosan akkor teljesÄul, ha

m ¡
nP

i=1
p2ix¤

i

p21
¸

m ¡
nP

i=1
p1ix¤

i

p11
;

ahol x¤ a (7) feladat optim¶alis megold¶as¶anak x r¶esze, ¶es feltesszÄuk, hogy az
¶arv¶altoz¶asok hat¶as¶ara az x¤ ¶ert¶eke nem v¶altozott.

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶as sor¶an felhaszn¶aljuk azt a mikroÄokon¶omi¶aban
kÄozismert t¶enyt, hogy a Cobb-Douglas-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny eset¶en a
fogyaszt¶o az egyes term¶ekekre pontosan

ciPn
i=1 ci

m¶ert¶ekben kÄolt, azaz
ci

pi

Pn
i=1 ci

mennyis¶eget v¶as¶arol. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert feltehetjÄuk, hogy
Pn

i=1 ci = 1,
hiszen ez a l¶enyegen nem v¶altoztat. Ekkor a k¶et feladatban a kitÄuntetett
term¶ek fogyaszt¶asa:

y¤
11 = x¤

1 +
c1(m ¡ Pn

i=1 p1ix
¤
i )

p11
;

illetve

y¤
21 = x¤

1 +
c1(m ¡ Pn

i=1 p2ix¤
i )

p21
:
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Ebb}ol pedig egyszer}uen kÄovetkezik az ¶all¶³t¶as. 2

15. T¶etel. Ha a fogyaszt¶ok hasznoss¶agi fÄuggv¶enye Leontief-f¶ele a (7) modell-
ben, m¶egpedig

max
j

cj(yj ¡ xj)

alak¶u ¶es a kitÄuntetett term¶ek ¶ara n}o, de a tÄobbi¶e nem, akkor a Gi®en-hat¶as
pontosan akkor teljesÄul, ha

m ¡ Pn
i=1 p1ix¤

iPn
i=1

p1i

ci

¸ m ¡ Pn
i=1 p2ix¤

iPn
i=1

p2i

ci

;

ahol ism¶et feltesszÄuk, hogy az ¶arv¶altoz¶asok hat¶as¶ara x¤ ¶ert¶eke nem v¶altozott.

Bizony¶³t¶as. Ebben az esetben abb¶ol indulunk ki, hogy a Leontief-f¶ele
hasznoss¶agi fÄuggv¶enyhez tartoz¶o optim¶alis fogyaszt¶oi kosarak az

x¤ + ¸
nX

i=1

1

ci
ei

egyenlet}u f¶elegyenesen vannak, ahol ei az i-edik egys¶egvektor. Eszerint

y¤
11 = x¤

1 +
m ¡ Pn

i=1 p1ix¤
iPn

i=1
p1i

ci

1

c1
;

illetve

y¤
21 = x¤

1 +
m ¡ Pn

i=1 p2ix
¤
iPn

i=1
p2i

ci

1

c1
:

Azaz Gi®en-hat¶as pontosan akkor teljesÄul, ha az ¶all¶³t¶as igaz. 2

9 Maxim¶alis hasznoss¶agi fÄuggv¶eny

A maxim¶alis hasznoss¶agi fÄuggv¶eny a Leontief-fÄuggv¶eny megford¶³t¶asa. Csak
az a j¶osz¶ag sz¶am¶³t, amib}ol tÄobb van. K¶et j¶osz¶ag eset¶en a Gi®en hat¶as felt¶etele
a kÄovetkez}o:

Legyen a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny u(a; b) = maxff(a); bg, vagyis a minim¶alis
fogyaszt¶as modellj¶eben: u(y1; y2) = maxff(y1 ¡ x1); y2 ¡ x2g. Az ennek
alapj¶an de¯ni¶alt rel¶aci¶o, miszerint (x1; x2) gyeng¶en prefer¶alt (y1; y2)-hÄoz k¶e-
pest, ha u(x1; x2) ¸ u(y1; y2), val¶oban egy preferenciarel¶aci¶o [11], hiszen
teljes, re°ex¶³v, tranzit¶³v ¶es folytonos. Emellett teljes¶³ti a lok¶alis tel¶³tetlens¶eg
¶es a gyenge monotonit¶as tulajdons¶agait is.

Az optim¶alis megold¶as minden helyzetben valamilyen sz¶els}os¶eg { csak az
egyik j¶osz¶agb¶ol fogyaszt az x-en felÄul a fogyaszt¶o. Feltehet}o, hogy p12 = p22 =
1, p11 < p21, illetve, hogy az x a feladat sor¶an nem v¶altozik. A Gi®en-hat¶as
sz¶els}os¶eges fogyaszt¶asn¶al azt jelenti, hogy az els}o esetben csak a 2. j¶osz¶agb¶ol
v¶alaszt pluszban a fogyaszt¶o:

f(
m ¡ p11x1 ¡ p12x2

p11
) <

m ¡ p11x1 ¡ p12x2

p12
;
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m¶³g az 1. term¶ek ¶aremelked¶ese ut¶an csak az 1. term¶ekb}ol:

f(
m ¡ p21x1 ¡ p12x2

p21
) >

m ¡ p12x1 ¡ p12x2

p12
:

KÄonnyen konstru¶alhat¶o olyan p¶elda, ahol ezek a felt¶etelek teljesÄulnek, pl.
f(a) =

p
a megfelel}o v¶alaszt¶as lehet.

Ha m = 200, x1 = 8, x2 = 4, p11 = 3, p21 = 6, p12 = 20, akkor az
u(a; b) = maxfp

a; bg fÄuggv¶ennyel az els}o esetben a minim¶alfogyaszt¶as 104-
be kerÄul, a marad¶ekon jobb csak 5:65 egys¶egnyi m¶asodik j¶osz¶agot venni, ¶es
csak 23:04 egys¶egnyi els}ot. M¶³g a m¶asodik esetben az alap fogyaszt¶as 128-
ba kerÄul, ¶es a marad¶ekon ¶erdemes 12:96 egys¶egnyi els}o j¶osz¶agot venni, 3:46
egys¶egnyi m¶asodik helyett.

A kÄovetkez}o val¶os probl¶ema megold¶asa lehet a fenti feladat: Egy di¶ak
200 forintot sz¶an ceruz¶ak ¶es fest¶ekek v¶as¶arl¶as¶ara. Az iskolai el}o¶³r¶asok mi-
att legal¶abb 8-f¶ele fest¶eket ¶es 4-f¶ele ceruz¶at kell vennie. A marad¶ek p¶enz¶en
tov¶abbi ceruz¶akat ¶es fest¶ekeket v¶as¶arol, azonban ekkor az a c¶elja, hogy az
egyik eszkÄozb}ol a lehet}o legtÄobb sz¶³nnel rendelkezzen, a fest¶ek eset¶en egy
gyÄokfÄuggv¶ennyel le¶³rhat¶o ki¶ert¶ekel¶es szerint. ¶Igy az els}o esetben 5 tov¶abbi
ceruz¶at, a m¶asodikban 3 tov¶abbi fest¶eket fog v¶as¶arolni.
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A MATHEMATICAL MODEL OF GIFFEN BEHAVIOUR

In this paper we . . .
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COASE T¶ETELE A SCITOVSKY-PARADOXON
TÄUKR¶EBEN1

BARANCSUK J¶ANOS
P¶ecsi Tudom¶anyegyetem

Tanulm¶anyunk Coase t¶etel¶enek olyan interpret¶aci¶oj¶ara tÄorekszik, amelynek
r¶ev¶en lehet}ov¶e v¶alik, hogy e doktr¶³n¶at a Kaldor-Hicks-Scitovsky-f¶ele pr¶ob¶ak
logikai ter¶eben ¶ertelmezzÄuk. Miut¶an a k¶et gondolati rendszerben rejl}o izomor-
¯¶at l¶athat¶ov¶a tettÄuk, igazolni pr¶ob¶aljuk majd, hogy a Marshall ¶es Pigou ¶altal
,,kÄuls}o"-nek nevezett gazdas¶agi hat¶asok bizonyos fajt¶ai eset¶en a Coase-t¶etel
elbukhat a Scitovsky ¶altal javasolt j¶ol¶eti teszten. Amennyiben hipot¶ezisÄunk
bizony¶³t¶ast nyer, tov¶abbi felt¶eteleket, korl¶atokat ismerÄunk meg az ,,extern¶alia"
t¶arsadalmilag toler¶alhat¶o (,,k¶³v¶anatos") ¶ert¶ek¶enek (egy¶uttal a vele j¶ar¶o terhek
¶es el}onyÄok), ¶altal¶aban v¶eve az er}oforr¶asok optim¶alis megoszl¶as¶anak/megosz-
t¶as¶anak elvi megismerhet}os¶eg¶et illet}oen. Eredm¶enyeink v¶egs}o soron azokat a
n¶ezeteket t¶amogatj¶ak, amelyek bizonyos k¶etelyeket t¶amasztanak a termel¶esi
t¶enyez}ok Pareto-hat¶ekony allok¶aci¶oj¶anak egy¶ertelm}us¶eg¶evel szemben.

1 Bevezet¶es

ÄOrvendetes s¶ulypont-¶athelyez}od¶es jeleire utal napjaink kÄozgazdas¶agtan¶aban
a kÄornyezetszennyez¶essel kapcsolatos elm¶eletek t¶erh¶od¶³t¶asa. Meg¶allap¶³t¶a-
sunkkal term¶eszetesen nem bolyg¶onk becstelen puszt¶³t¶as¶ara, hanem e jelens¶eg
meg¶ert¶es¶et ¶es visszaszor¶³t¶as¶at c¶elz¶o szakirodalom rangj¶anak nÄoveked¶es¶ere
gondolunk. A jelzett t¶em¶ara re°ekt¶al¶o, gazdas¶agpolitikai aj¶anl¶asokat is meg-
fogalmaz¶o megkÄozel¶³t¶esek kÄozÄotti harc ugyan nem jutott egy¶ertelm}u nyugv¶o-
pontra, de tal¶an kijelenthetjÄuk, hogy Coase [1959], [1960], [1988] frapp¶ans,
az externhat¶asok piackonform kezel¶es¶ere vonatkoz¶o szeml¶elete tekinthet}o a
legkorszer}ubbnek. B¶ar haz¶ankban egyel}ore a ,,hagyom¶anyos", pigou-i [1912],
[1932] ihletetts¶eg}u kÄornyezeti int¶ezked¶esek t}unnek ,,nyer}onek", az Eur¶opai
Uni¶o gyakorlata |pl. az ISO 14000 szabv¶anysorozat eset¶eben| kifejezetten
a jogi-piaci keretek ¶altal gener¶alt Äonszab¶alyoz¶asi mechanizmusokra t¶amasz-
kodik.

,,Majdnem harminc ¶evre, ¶es Allyn Young, valamint Robertson, Knight,
Sra®a ¶es Viner urak egyes¶³tett erej¶ere volt szÄuks¶eg ahhoz, hogy kibogozz¶ak
azokat a helyes ¶es t¶eves sz¶alakat, amelyek ¶atszÄovik [az extern¶ali¶akra vonat-
koz¶o] Marshall{Pigou koncepci¶ot" { ¶allap¶³tja meg Bator egyik legismertebb
cikk¶eben ([1958], B. J. kieg¶esz¶³t¶ese). Ugyancsak kÄozel harminc ¶evvel egy
m¶asik, hasonl¶o t¶em¶at feszeget}o ,,alapm}u" (Coase [1960]) megjelen¶ese ut¶an

1Be¶erkezett: 2006. okt¶ober 30. E-mail: indian@ktk.pte.hu.
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szÄuletnek az al¶abbi sorok: ,,Sem a `Coase-t¶etel' elnevez¶es, sem annak sza-
batos megfogalmaz¶asa nem t}olem sz¶armazik. Mindkett}ot Stiglernek [1966],
[1975] kÄoszÄonhetjÄuk." A Nobel-d¶³jas Coase nyilatkozik ilyen visszafogottan
szellemi term¶ek¶enek p¶alyafut¶as¶at, egyfajta ,,kÄozkinccs¶e v¶al¶as¶at" ¶ert¶ekelve,
nem tagadva, hogy az eml¶³tett t¶etel mindazon¶altal saj¶at munk¶ain alapul,
,,amelyekben ugyanez a gondolat megtal¶alhat¶o, b¶ar m¶as form¶aban." (Coase
[1988] 217. o., v.Äo. Blaug [2001] 246-247. o.).

A sz¶oban forg¶o doktr¶³n¶anak val¶oj¶aban m¶eg Stigler kifejt¶es¶en t¶ul is sz¶amos,
m¶as ¶ertelmez¶esi m¶odja l¶etezik, jelezve a kÄozgazdas¶agi gondolkod¶ast megter-
m¶ekeny¶³t}o hat¶as¶at. Ezek kÄozÄul ¶altal¶aban mindegyik interpret¶aci¶o kit¶er arra,
hogy amennyiben a kÄornyezet haszn¶alat¶aval kapcsolatos jogok egy¶ertelm}uen
deklar¶altak, valamint a gazdas¶agi interakci¶oban r¶esztvev}o felek egyezked¶es¶e-
nek kÄolts¶egei eleny¶esz}ok, akkor az er}oforr¶asok, nemkÄulÄonben a haszn¶alatuk-
kal j¶ar¶o e®ektusok (Pareto-)hat¶ekony allok¶aci¶oja hat¶os¶agi beavatkoz¶as n¶elkÄul
is megval¶osul. Maga Coase fontosnak tartja kiemelni, hogy az optim¶alis al-
lok¶aci¶o a termel¶esi ¶ert¶ek maximum¶ahoz vezet, ¶es fÄuggetlen a jogi preferenci¶ak
kezdeti ir¶anyults¶ag¶at¶ol, Stigler pedig azt helyezi ¶ervel¶es¶enek kÄoz¶eppontj¶aba,
hogy z¶erus tranzakci¶os kÄolts¶egek mellett az egy¶eni ¶es t¶arsadalmi kÄolts¶egek
megegyeznek, az externhat¶as ily m¶odon l¶enyeg¶eben elimin¶al¶odik.

Term¶eszetesen a legeredetibb, leghalad¶obb, leghaszn¶alhat¶obb elm¶eletek
sem menekÄulnek meg a szigor¶u kritik¶akt¶ol. Az al¶abbiakban kÄozÄolt hozz¶a-
j¶arul¶asunkkal a szakma Coase gondolati rendszer¶evel kapcsolatos ,,kÄotelez}o"
fenntart¶asait ¶es korrekci¶oit |melyek sz¶³nvonalas Äosszegz¶es¶et v¶egzi el Cullis{
Jones [2003] (53{57. o.) ¶es Kerekes{Szl¶avik [1999] (111{112. o.)| szeretn¶enk
b}ov¶³teni. Annak ¶erdek¶eben, hogy a t¶argykÄorrel kapcsolatos saj¶at megl¶at¶a-
sainkat logikailag tiszt¶an kÄozÄolhessÄuk, az id¶ezett forr¶asmunk¶ak ¶altal cit¶alt
b¶³r¶al¶o, vagy bizonyos m¶ert¶ekig elmarasztal¶o meg¶allap¶³t¶asok ¶erv¶enyess¶eg¶et ¶at-
menetileg felfÄuggesztjÄuk.

2 Modellfeltev¶esek, az alkalmazott m¶odszer-
tani ¶es fogalmi rendszer

Gondolatainkat egy m¶elyen absztrakt, k¶etszerepl}os modell keretei kÄozÄott mu-
tatjuk be. Felt¶etelezzÄuk, hogy aktoraink, A ¶es B egy meghat¶arozott er}oforr¶as-
tÄomegen (F ) osztozva ¶all¶³tj¶ak el}o az ¶altaluk hasznos¶³that¶o/haszn¶alt |hasonl¶o
bet}ukkel jelÄolt| javakat. Az er}oforr¶as Äosszes lehets¶eges eloszt¶as¶ahoz tartoz¶o
kibocs¶at¶asi kombin¶aci¶oik halmaz¶at a termel¶esi lehet}os¶egek (a tov¶abbiakban
eredm¶eny-) hat¶ar-gÄorb¶ej¶enek (RF ) pontjaival reprezent¶aljuk, amely az 1. ¶ab-
r¶an az aktorok tev¶ekenys¶eg¶enek (csup¶an az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert felt¶etelezett)
¶alland¶o hozad¶ek¶ar¶ol, teh¶at konstans (tg °) transzform¶aci¶os r¶at¶ar¶ol tan¶uskodik.
A gÄorbe valamely P pontj¶anak koordin¶at¶ai (AP ¶es BP ) az F egy konkr¶et al-
lok¶aci¶oja eset¶en megval¶osul¶o outputkombin¶aci¶o Äosszet¶etel¶ere utalnak.
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1. ¶abra. Az eredm¶eny-hat¶ar gÄorbe ¶alland¶o hozad¶ek eset¶en

VezessÄuk be most a termel¶esi komfort/diszkomfort [a tov¶abbiakban (disz-)
komfort] fogalm¶at! Ez alatt az A ¶es B ¶altal egyar¶ant ¶eszlelhet}o, de m}ukÄod¶esÄuk
hat¶ekonys¶ag¶at ellent¶etesen befoly¶asol¶o ¶allapotokat, kÄorÄulm¶enyeket, jelens¶e-
geket, megnyilv¶anul¶asokat ¶ertÄunk, amelyek l¶etrehoz¶as¶aban/l¶etez¶es¶eben, il-
letve megszÄuntet¶es¶eben/hi¶any¶aban ¶ertelemszer}uen a felek ellen¶erdekelts¶ege
¶all fenn. Az el}obb alkotott fogalom tulajdonk¶eppen valamelyik f¶el ¶altal
emitt¶alt (vagy fenntartott) ¶es a m¶asik ¶altal elszenvedett (dolgozatunkban te-
h¶at kiz¶ar¶olagosan negat¶³v) ,,extern¶ali¶at" takar, a de¯n¶³ci¶oban azonban sz¶an-
d¶ekosan kerÄultÄuk a ,,kÄuls}o gazdas¶agi hat¶as" kifejez¶es haszn¶alat¶at. Ennek
egyik magyar¶azata, hogy az illet}o e®ektus modelljeinkben internaliz¶al¶odik.
Fogalmaz¶asm¶odunk semlegess¶ege m¶asr¶eszt az ,,extern¶alia" Coase ¶altal szem-
l¶elt reciprocit¶as¶at, kÄolcsÄonÄoss¶eg¶et, ¶es nem a hagyom¶anyos ,,kibocs¶at¶o{s¶er-
tett" szerepek egyir¶any¶u, pigou-i vertikalit¶as¶at k¶³v¶anta kiemelni, elkerÄulve
ez ut¶obbi be¶all¶³t¶ashoz tapad¶o gondolati re°exek ¶eletre h¶³v¶as¶at. Amint Coase
fogalmaz: ,,A hagyom¶anyos [Pigou-hoz kapcsol¶od¶o] megkÄozel¶³t¶es elhom¶alyo-
s¶³totta a meghozand¶o dÄont¶es term¶eszet¶et. A k¶erd¶es ¶altal¶aban abban a for-
m¶aban merÄul fel, hogy A k¶art okoz B-nek, ¶es amit el kell dÄonteni, az az,
hogy mik¶ent akad¶alyozzuk meg ebben A-t. Ez azonban hib¶as. Egy kÄolcsÄo-
nÄos jelleg}u probl¶em¶aval van dolgunk. B k¶ar¶anak megakad¶alyoz¶asa ¶erdek¶eben
tulajdonk¶eppen k¶art okozunk A-nak. A val¶odi eldÄontend}o k¶erd¶es az, hogy
A okozhasson-e k¶art B-nek, vagy B okozhasson-e k¶art A-nak. A feladat a
nagyobb k¶ar elkerÄul¶ese." ([1960] 140. o., B. J. kieg¶esz¶³t¶ese.)

Mivel a termel¶esi (disz)komfort megnyilv¶anul¶asai a szerepl}ok tev¶ekeny-
s¶eg¶enek hat¶ekonys¶ag¶at modul¶alj¶ak, ez¶ert befoly¶asolj¶ak az eredm¶eny-hat¶ar
gÄorbe poz¶³ci¶oj¶at is. E hat¶as |a (disz)komfort t¶³pus¶at¶ol ¶es er}oss¶eg¶et}ol fÄug-
g}oen| kÄulÄonbÄoz}o form¶akban ¶es ,,vehemenci¶aval" nyilv¶anulhat meg. A kÄo-
vetkez}okben csak h¶arom fontos v¶altozat elemz¶es¶ere t¶erÄunk ki, term¶eszetesen
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nem z¶arva ki tov¶abbiak l¶etez¶es¶et ¶es relevanci¶aj¶at sem. Vizsg¶alatunk el}obb a
jelens¶eg A ¶es B kÄozÄotti ,,¶atfordul¶as¶anak", ,,el}ojelv¶altoz¶as¶anak" lek¶epez¶es¶ere
koncentr¶al, majd arra keresÄunk v¶alaszt, hogy az egyes esetekben milyenek a
Coase-t¶etel teljesÄul¶es¶enek es¶elyei. A (disz)komfort ¶atfordul¶as¶at a l¶etez¶es¶evel
kapcsolatos (ellen)¶erdekelts¶eg teljesÄul¶es¶enek/teljesÄuletlens¶eg¶enek felcser¶el}o-
d¶esek¶ent ¶ertelmezzÄuk (p¶eld¶anak hozva a doh¶anyz¶o { nem doh¶anyz¶o szerepl}ok
sztereotip eset¶eben a tiszta leveg}ohÄoz, vagy a fÄustÄol¶eshez val¶o jog p¶alfordu-
l¶as¶anak kÄovetkezm¶enyeit).

3 A termel¶esi (disz)komfort f}obb t¶³pusai

Anal¶³zisÄunk sor¶an ¶altal¶aban ¶es Äonk¶enyesen azt felt¶etelezzÄuk, hogy a kezdeti,
A ¶es B ¶altal egyar¶ant ¶eszlelhet}o ¶allapotrendszer ut¶obbi szerepl}onk sz¶am¶ara
min}osÄul el}onyÄosnek (ami a hagyom¶anyos sz¶ohaszn¶alat szerint jelentheti azt,
hogy B szabadon, korl¶atoz¶asok n¶elkÄul }uzheti A sz¶am¶ara zavar¶o tev¶ekenys¶eg¶et,
de azt is, hogy A hoz ¶aldozatokat saj¶at m}ukÄod¶es¶enek term¶eszetes, ¶am B szem-
pontj¶ab¶ol kellemetlen hat¶asait elfojtand¶o). Vajon mi tÄort¶enik az eredm¶eny-
hat¶ar gÄorb¶evel, ha valamilyen okn¶al fogva a (disz)komfort el}ojele megfordul,
(azaz B elimin¶alja, kÄozÄombÄos¶³ti saj¶at kÄornyezeti emisszi¶oj¶at, vagy viseli el
A-¶et)? A v¶alaszad¶as sor¶an az ¶atfordul¶ast egyel}ore az ,,externhat¶as" (relat¶³v)
er}oss¶eg¶et kifejez}o valamely sk¶ala k¶et pontja kÄozÄotti ugr¶asnak (diszkr¶et ¶es
nem folyamatos ¶atmenetnek) k¶epzeljÄuk el abban az ¶ertelemben, hogy vala-
milyen rÄogz¶³tett m¶ert¶ek}u (vagy ar¶any¶u) hat¶as megjelen¶esek¶ent/elt}un¶esek¶ent
de¯ni¶aljuk.

Az els}ok¶ent vizsg¶alt esetben a (disz)komfort el}ojelv¶alt¶asa az er}oforr¶as
b¶armilyen allok¶aci¶oja mellett konstans (dA) nagys¶aggal nÄoveli az A; ¶es szint¶en
konstans nagys¶aggal (dB) csÄokkenti B eredm¶enyess¶eg¶et (kibocs¶at¶as¶at). Ha
az ,,extern¶alia d¶ozis¶at", mint v¶altoz¶ot E-vel jelÄoljÄuk, a k¶et szerepl}ore ilyenkor
pl. az

A = ® + E ¢ a (1)

valamint a
B = ¯ ¡ E ¢ b (1a)

termel¶esi fÄuggv¶enyek lehetnek jellemz}oek. A fenti formul¶akban ® ¶es ¯ v¶alto-
z¶ok az F er}oforr¶asb¶ol felhaszn¶alt mennyis¶egek, amikor is

F = ¯ + ® ; (2)

a ¶es b pedig valamilyen nemnegat¶³v ,,technol¶ogiai" konstansok. Az E el-
lent¶etes el}ojelei egy meghat¶arozott m¶ert¶ek}u kÄornyezeti hat¶as A versus B
sz¶am¶ara ellent¶etes hat¶ekonys¶agi konzekvenci¶aira utalnak. Ha a tov¶abbiakban
azt is felt¶etelezzÄuk, hogy a spill over e®ektus tÄok¶eletesen szabad ¶erv¶enyesÄul¶es¶et
vagy tÄok¶eletes blokkol¶as¶at ugyanazon sz¶am (E) pozit¶³v ¶es negat¶³v v¶altozatai
jelentik |term¶eszetesen vica versa| szerepl}oinkn¶el, akkor az is teljesÄul, hogy

dA = (® + E ¢ a) ¡ (® ¡ E ¢ a) = 2a ¢ E ; (3)
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¶es
dB = (¯ ¡ E ¢ b) ¡ (¯ + E ¢ b) = ¡2b ¢ E (3a)

Az E ,,¶atfordul¶as¶aval" j¶ar¶o transzform¶aci¶o teh¶at A ¶es B termel¶esi fÄuggv¶enyek
® ¶es ¯ szerint parci¶alis alakjainak konstans mennyis¶eggel val¶o p¶arhuzamos
(fÄugg}oleges) elmozdul¶as¶at eredm¶enyezn¶e.

2. ¶abra. Az eredm¶eny-hat¶ar gÄorbe elmozdul¶asa konstans hat¶as¶u (disz)komfort
¶atfordul¶asa eset¶en

A 2. ¶abra szerint az ilyen fajta (disz)komfort megjelen¶ese az eredm¶eny-
hat¶ar gÄorbe minden pontj¶anak dA ¶es dB vektorok ered}oj¶enek megfelel}o ¶at-
helyez}od¶es¶evel j¶ar, vagyis az ¶uj gÄorbe a r¶egi lek¶epez¶esek¶ent jÄon l¶etre. (A B
sz¶am¶ara el}onyÄos kÄornyezethaszn¶alatra jellemz}o gÄorb¶et a tov¶abbiakban RFB-
vel, m¶³g az A szempontj¶ab¶ol komfortos esetben RFA-val jelÄoljÄuk.) Az egy-
m¶asnak kÄolcsÄonÄosen megfelel}o pontok |mint amilyenek pl. P ¶es P 0| az
F er}oforr¶as ugyanazon eloszt¶asi ar¶anyai mellett ¶erv¶enyes kibocs¶at¶asi kom-
bin¶aci¶okat jelk¶epezik. Bel¶athat¶o, hogy ha

dA=dB > tg ° (= MRT ) ; (4)

akkor a lek¶epez¶es (mint ¶abr¶ankon is) balra-felfel¶e, ellenkez}o esetben balra-
lefel¶e tolja el |az eredetivel p¶arhuzamos poz¶³ci¶ot fenntartva| az eredm¶eny-
hat¶ar gÄorb¶et.

Egy kit¶er}o erej¶eig t¶erjÄunk vissza az E v¶altoz¶o ¶ertelmez¶es¶ere, amelynek
¶ert¶ekei |mint jeleztÄuk| a (disz)komfort er}oss¶eg¶ere, eg¶eszen pontosan: ¶er-
v¶enyes¶³thet}o ,,d¶ozis¶ara" utalnak. A Pigou-f¶ele felfog¶as szerint |amelyben az
emittens ¶es a fogad¶o szerepei egy¶ertelm}uek| az E jellemz}o m¶odon elt¶er}o
abszol¶ut ¶ert¶eket venne fel a k¶et f¶el termel¶esi fÄuggv¶eny¶eben. Az E = 0
az emittensn¶el a ,,szabad", korl¶atoz¶asok n¶elkÄuli m}ukÄod¶est jelezn¶e, amihez
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a fogad¶on¶al valamilyen E < 0; a hat¶ekonys¶agot gyeng¶³t}o nagys¶ag t¶arsulna.
Az E v¶altoz¶o fogad¶on¶al regisztr¶alt z¶erus szintje ugyanakkor az emittensn¶el
felt¶etelezne negat¶³v ¶ert¶eket, az extern¶alia elfojt¶as¶anak kÄolts¶egvonzatait k¶ep-
viselve. (A mindk¶et aktorn¶al szimult¶an ¶erv¶enyes E = 0 a kÄuls}o hat¶as ab
ovo hi¶any¶at tÄukrÄozn¶e.) A Coase-f¶ele szeml¶elet azonban |mint l¶attuk|
mindÄossze A ¶es B ellent¶etes ¶erdekelts¶eg¶et ¶allap¶³tja meg a kÄornyezet haszn¶alati
m¶odj¶at illet}oen, ¶es a jog kor¶antsem abszol¶ut, kor¶antsem ÄorÄok¶erv¶eny}u |mint-
egy ad hoc| ¶all¶asfoglal¶as¶ara b¶³zza a kibocs¶at¶o ¶es s¶ertett szerepek kioszt¶as¶at.
Az E egyes szerepl}okn¶el megjelen}o ¶ert¶ekei ez¶ert az orig¶ohoz k¶epest szim-
metrikusak, m¶³g az E = 0 k¶etf¶ele jelent¶essel is b¶³r: vagy a (disz)komfort
tÄok¶eletes hi¶any¶ara, vagy a kÄornyezeti jog semleges, 50-50%-os A ¶es B kÄozÄotti
,,eloszt¶as¶at" (¶es ¶erv¶enyes¶³t¶es¶et) jelent}o kompromisszumra enged kÄovetkeztetni.

Folytassuk azonban a m¶asodik t¶³pus¶u (disz)komfort bemutat¶as¶aval, a-
melynek jellemz}oje, hogy A ¶es B tev¶ekenys¶eg¶enek ¶altal¶anos |vica versa ked-
vez}otlen/kedvez}o| kÄornyezeti ¶allapot¶at befoly¶asolja. Tal¶an a ,,hazai p¶alya
el}onye" kifejez¶es jellemzi legjobban a l¶enyeg¶et. Hat¶asa abban nyilv¶anul meg,
hogy valamilyen konstans %-kal nÄoveli az egyik, ¶es valamilyen konstans %-
kal m¶ers¶ekli a m¶asik szerepl}o kibocs¶at¶as¶at az eredeti (ellent¶etes) helyzet-
hez k¶epest | a sportol¶ok otthoni versus idegen kÄornyezetben felmutatott
teljes¶³tm¶eny¶ehez hasonl¶oan. Ahogy Rousseau [1775] |v¶elem¶enyÄunk szerint
n¶emileg vit¶ara ingerl}oen, esetÄunkre vonatkoz¶oan azonban m¶egis tal¶al¶oan|
fogalmaz: ,,ami vesztes¶eg felebar¶atainknak, az nekÄunk magunknak hasznot
hajt, s ami az egyik embert tÄonkreteszi, az a m¶asikat csaknem mindig meg-
gazdag¶³tja" (169. o.) Az ilyenkor ¶erv¶enyes termel¶esi fÄuggv¶enyek alakja lehet
p¶eld¶aul az

A = ® ¢ kaE (5)

¶es

B = ¯ ¢ k¡bE ; (5a)

ahol k ¸ 1 az ,,extern¶alia" ,,alapintenzit¶as¶ara" utal¶o konstans, a tÄobbi jelÄol¶es
¶ertelmez¶ese v¶altozatlan. A kÄornyezet haszn¶alat¶aval kapcsolatos e®ektus er}os-
s¶ege teh¶at |mint l¶atjuk| ez¶uttal alapvet}oen k¶et |k ¶es E| t¶enyez}ot}ol,
j¶arul¶ekosan pedig a ¶es b ¶ert¶ek¶et}ol fÄugg.

A 3. ¶abr¶an az ilyen jelleg}u (disz)komfort ¶atv¶alt¶asa az A termel¶es¶eben
A1=A0-szoros hat¶ekonys¶agnÄoveked¶est, B termel¶es¶eben viszont B1=B0 ar¶any¶u
hat¶ekonys¶agcsÄokken¶est id¶ez el}o, ahol

A1=A0 =
® ¢ kaE

® ¢ k¡aE
= k2aE (6)

¶es

B1=B0 =
¯ ¢ k¡bE

¯ ¢ kbE
= k¡2bE (6a)
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3. ¶abra. Az eredm¶eny-hat¶ar gÄorbe elmozdul¶asa a ,,hazai p¶alya el}onye" t¶³pus¶u

kÄornyezethaszn¶alati jog ¶atv¶alt¶as¶ab¶ol/¶atruh¶az¶as¶ab¶ol ered}oen

¶Abr¶ankat a = b felt¶etelez¶es¶evel sz¶and¶ekosan szimmetrikusra rajzoltuk,
egyr¶eszt a coase-i szeml¶eletm¶od szellemis¶eg¶enek kifejez¶ese, m¶asr¶eszt bizonyos,
hamarosan t¶argyalt ÄosszefÄugg¶esek plasztikusabb |ugyanakkor egyszer}ubb|
megjelen¶³t¶ese ¶erdek¶eben. Az RFB ¶es RFA gÄorb¶ek megjelÄolt (B0;1, A0;1, N ,
P , M) pontjai kÄozti nyilak az egyes outputkombin¶aci¶ok megfelel¶es¶ere utalnak
a spill over ir¶anyv¶altoz¶asa sor¶an.

A harmadik v¶altozat bemutat¶asakor felt¶etelezzÄuk, hogy a (disz)komfort
er}oss¶ege a k¶et partner er}oforr¶ason val¶o osztozkod¶as¶anak ar¶anyaihoz (is) kÄot-
het}o. A 4. ¶abra szerkeszt¶esekor |ennek ¶ertelm¶eben| abb¶ol indultunk ki,
hogy a szerepl}ok m}ukÄod¶es¶enek hat¶asfoka (a kÄornyezet haszn¶alat¶ahoz f}uz}od}o
jog preferenci¶ain k¶³vÄul) azonos ir¶anyban v¶altozik a saj¶at, ¶es ford¶³tott ir¶anyban
a m¶asik f¶el ¶altal haszn¶alt t¶enyez}otÄomeg nagys¶ag¶aval. Ez akkor ¯gyelhet}o
meg, ha a m}ukÄod¶esi kÄornyezet ,,(de)form¶al¶od¶asa" nagyban fÄugg a szerepl}ok
tev¶ekenys¶eg¶enek ! kibocs¶at¶as¶anak (relat¶³v) terjedelm¶et}ol (is). A termel¶esi
fÄuggv¶enyek lehets¶eges formul¶ai ekkor

A = ® ¢ k[(®¢a ad E)¡(¯¢b ad ¡E)]=F (7)

valamint

B = ¯ ¢ k[(¯¢[ ad ¡E)¡(®¢â ad E)]=F ; (7a)

ahol a ¶es b az A tev¶ekenys¶egre, â ¶es [ pedig a B tev¶ekenys¶egre jellemz}o
nemnegat¶³v technol¶ogiai param¶etereket jelÄolnek, az E kÄulÄonbÄoz}o szintjei vi-
szont ez¶uttal ink¶abb kifejezetten a kÄornyezeti jog ,,egyes felek ¶altal birtokolt
d¶ozisaik¶ent" ¶ertelmezhet}ok.
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4. ¶abra. A szerepl}ok tev¶ekenys¶eg¶enek terjedelm¶et}ol fÄugg}o (disz)komfort

¶atfordul¶asa

A (7) fÄuggv¶eny elemz¶ese sor¶an meg¯gyelhet}o, hogy E egyre nagyobb,
pozit¶³v el}ojel}u ¶ert¶ekei (melyek a k¶arfelel}oss¶eg tekintet¶eben A fokozott men-
tess¶eg¶ere, favoriz¶alts¶ag¶ara utalnak) ceteris paribus egyre magasabb hatv¶any-
kitev}ot rendelnek k-hoz, mint a jog ellenkez}o ir¶anyults¶ag¶at jelz}o negat¶³v
el}ojel eset¶en. Ez azt jelenti, hogy A hat¶ekonys¶ag¶anak a B tev¶ekenys¶egt}ol
val¶o fÄugg¶ese azzal ar¶anyosan csÄokken, ahogy a szab¶alyoz¶as egyre er}osebben
kÄotelezi B-t az emisszi¶o elfojt¶as¶ara. Az E z¶erus szintje ez esetben egyfaj-
ta ,,ex lex" ¶allapotot tÄukrÄoz, amikor a termel}ok ¶altal kÄolcsÄonÄosen ¶erz¶ekelt
,,kÄuls}o" hat¶asok er}oss¶ege kÄozvetlenÄul, a jog ¶altal nem modul¶altan fÄugg az
er}oforr¶as megoszt¶as¶anak ar¶any¶at¶ol, ¶es csak az F t¶enyez}otÄomeg 50-50%-os al-
lok¶aci¶oja eset¶en semleges¶³t}odik. A k¶et szerepl}o tÄok¶eletesen fÄuggetlen, eleve
extern¶alia-mentes tev¶ekenys¶eg¶et k = 1 jelk¶epezn¶e.

Igaz tov¶abb¶a, hogy ® magas ¶es ¯ ennek megfelel}oen alacsony ¶ert¶ekei
ugyancsak a kitev}o nÄoveked¶es¶et eredm¶enyezik, vagyis a B termel¶ese ¶altal
kiv¶altott, A sz¶am¶ara negat¶³v kÄornyezeti e®ektus m¶ers¶ekl}odik a kellemetlen
partner ¶altal haszn¶alt t¶enyez}otÄomeg csÄokken¶es¶evel. Az eredm¶eny-hat¶ar gÄor-
b¶ek most jellemz}o konvex poz¶³ci¶oja j¶ol tÄukrÄozi a k¶et f¶el egym¶ast kÄolcsÄonÄosen
irrit¶al¶o tev¶ekenys¶eg¶et, aminek egyik kÄovetkezm¶enye, hogy k¶et tetsz}oleges ki-
bocs¶at¶asi kombin¶aci¶o ¶atlaga k¶³vÄul esik a termel¶esi lehet}os¶egek hat¶ar¶an. (V.Äo.:
Hirschleifer [1987] destrukt¶³v kooper¶aci¶ora utal¶o gÄorb¶ej¶evel.)

El}obbi meg¶allap¶³t¶asaink term¶eszetesen az E v¶altoz¶o ellent¶etesen sz¶els}o-
s¶eges szintjei, tov¶abb¶a B szempontj¶ab¶ol ¶ertelmezve a (7a) formul¶aban |
mutatis mutandis| ¶erv¶enyesek.
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4 A Kaldor-Hicks ¶es a Scitovsky-pr¶ob¶ak alkal-
maz¶asa az extern¶ali¶ak Coase-f¶ele kezel¶es¶ere

A Kaldor-Hicks, illetve Scitovsky-pr¶ob¶akkal kapcsolatos vizsg¶alatokat a ma-
tematikailag kÄonnyebben kezelhet}o ,,m¶asodik t¶³pus¶u" (disz)komfortra vonat-
koz¶oan v¶egezzÄuk el. Mivel |mint l¶athattuk| a m¶asodik ¶es harmadik eset
eredm¶eny-hat¶ar gÄorb¶einek poz¶³ci¶oi, ha nem is minden, de sok szempontb¶ol
hasonl¶oak, az egyszer}ubb v¶altozat elemz¶es¶evel a bonyolultabb konstell¶aci¶ora
is helyt¶all¶o meg¶allap¶³t¶asokat tehetÄunk. TekintsÄuk teh¶at a 3. ¶abra megfelel}o in-
terpret¶aci¶ojak¶ent kÄozÄolt 5. ¶abr¶at, amely szerint k¶et, egym¶ast metsz}o eredm¶eny-
hat¶ar gÄorbe S ¶es R pontja kÄozÄott l¶etezik kÄolcsÄonÄos lek¶epez¶es. S ¶erv¶enyess¶ege
az A, m¶³g R ¶erv¶enyess¶ege a B sz¶am¶ara jelent kedvez}o jogi kÄornyezeti sza-
b¶alyoz¶ast. TegyÄuk fel, hogy B szerepl}o megk¶³s¶erli A-t¶ol ,,megv¶as¶arolni" a
kÄornyezet komfortos haszn¶alat¶ara vonatkoz¶o jogot, ami ¶abr¶ankon S ! R
elmozdul¶asnak felelne meg. A Kaldor-Hicks pr¶oba szerint az akci¶o a t¶ar-
sadalom szempontj¶ab¶ol k¶³v¶anatos, vagyis potenci¶alis paretoi javul¶ast tesz
lehet}ov¶e, ha a v¶as¶arl¶o sikeresen k¶epes kompenz¶alni a jog eredeti kedvez-
m¶enyezettj¶et. Az A kompenz¶aci¶oja modellÄunkben az R pontot tartalmaz¶o
A0¡B0 eredm¶eny-hat¶ar gÄorb¶en tÄort¶en}o elmozdul¶ask¶ent mutathat¶o be, ¶es az F
er}oforr¶as egy r¶esz¶enek ¶atcsoportos¶³t¶asak¶ent (reallok¶aci¶ojak¶ent) ¶ertelmezhet}o
B ! A kÄozÄott. (Itt jegyezzÄuk meg, hogy feltehet}oen ¶erdekes anal¶ogi¶akat
k¶³n¶al |az allok¶aci¶os probl¶ema kÄozÄos talaj¶an| a Kaldor{Scitovsky versus
Coase-modellek Äosszevet¶ese a komparat¶³v el}onyÄok elm¶eleti rendszer¶evel.)

5. ¶abra. Kaldor- ¶es Scitovsky-f¶ele pr¶ob¶ak a kÄornyezeti jog megszerz¶es¶enek

k¶³s¶erlet¶en¶el
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A kompenz¶aci¶o akkor sikeres, ha az egyik aktor kompenz¶aci¶os hajland¶os¶aga
nem kisebb a m¶asik kompenz¶aci¶os ig¶eny¶en¶el. A B szerepl}o kompenz¶aci¶os haj-
land¶os¶aga az a legnagyobb ¶aldozat, amelynek v¶allal¶as¶aval m¶eg ¶eppen nem
kerÄulne rosszabb helyzetbe, mint amilyenben eredetileg, a kÄornyezeti jog
megv¶as¶arl¶asa el}ott volt. Ezt az RB ponttal jelÄoltÄuk, ami az S ¶altal mag¶aban
foglalt B mennyis¶eg l¶etrehoz¶as¶anak lehet}os¶eg¶et tÄukrÄozi. Az A kompenz¶aci¶os
ig¶enye |amelynek m¶eg ¶eppen elfogadhat¶o hat¶ar¶at a koordin¶ata-rendszeren
m¶ar k¶³vÄul es}o RA pont szeml¶eltetn¶e| ugyancsak a kÄornyezeti jog ¶atad¶asa
el}otti (szint¶en S-nek megfelel}o) outputszint biztos¶³t¶as¶ahoz kÄot}odik. Mivel
ez |mint ¶eszrevehet}o| meghaladja B aktor kompenz¶aci¶os hajland¶os¶ag¶at,
a jog megszerz¶es¶ere ir¶anyul¶o akci¶oja sikertelen. Mindez arra utal, hogy a
t¶arsadalom sz¶am¶ara az A szabad kÄornyezet-haszn¶alata lenne k¶³v¶anatos. Ez
azonban csak akkor v¶alik biztoss¶a, ha Scitovsky ellenpr¶ob¶aja is igazolja a
Kaldor-Hicks teszt eredm¶eny¶et.

Az ellenpr¶ob¶at most az jelenten¶e, ha abb¶ol induln¶ank ki, hogy a kÄornyezeti
jogot kezdetben B birtokolja, ¶es A szeretn¶e megszerezni. A szerepek teh¶at
felcser¶el}odnek, ez¶uttal A feladata a kompenz¶aci¶o. A kompenz¶aci¶os hajlan-
d¶os¶ag¶at |mutatis mutandis| az SA pont hat¶aroln¶a, m¶³g B minim¶alis kom-
penz¶aci¶os ig¶enye az SB pontba val¶o eljut¶assal lenne anal¶og. EsetÄunkben
az akci¶o sikeres, a kÄornyezeti jog megv¶as¶arl¶asa potenci¶alis paretoi javul¶ast
tesz lehet}ov¶e. A sikeres Scitovsky-pr¶oba egy¶uttal a Coase-t¶etel ¶erv¶enyess¶eg¶e-
vel egyen¶ert¶ek}u, vagyis az eredeti jogi szab¶alyoz¶ast¶ol fÄuggetlenÄul a gazdas¶agi
szerepl}ok egyezked¶ese ugyanazt a v¶egeredm¶enyt szolg¶altatja a kÄornyezet hasz-
n¶alati m¶odj¶at illet}oen.

Amint a Bevezet¶esben m¶ar megjegyeztÄuk: a szakirodalom nem egys¶egesen
¶ertelmezi a t¶etel krit¶eriumait. ,,N¶eh¶any szerz}o szerint Coase csak annyit
¶all¶³t, hogy a kÄuls}o gazdas¶agi hat¶asok kÄolts¶egmentes alkufolyamata Pareto-
hat¶ekony kimenetelre vezet, ¶es nem azt, hogy az eredm¶eny fÄuggetlen lesz a tu-
lajdonjogi hozz¶arendel¶esr}ol" { ¶allap¶³tja meg Varian ([2001] 600. o., l¶abj.). A
f¶elre¶ert¶esek elkerÄul¶ese v¶egett explicitt¶e tesszÄuk, hogy jelen tanulm¶any ugyan-
csak ¶es mindÄossze a Pareto-hat¶ekonys¶ag ,,gyenge" felt¶etel¶ehez kapcsolja a
Coase-t¶etel ¶erv¶enyess¶eg¶et, nem kÄotve ki az allok¶aci¶o ¶es/vagy a jÄovedelmek
(pro¯t) megoszl¶as¶anak jogsemlegess¶eg¶et is. Az 5. ¶abr¶an ¶eszrevehet}o ugyanis,
hogy az A sz¶am¶ara kedvez}o jogi szab¶alyoz¶as az S pontnak, m¶³g jog B szem-
pontj¶ab¶ol el}onyÄos rendelkez¶ese az SB pontnak megfelel}o, az el}oz}ot}ol elt¶er}o |
b¶ar R-hez k¶epest ugyancsak Pareto-hat¶ekony| t¶enyez}oallok¶aci¶ot ¶es egy¶uttal
jÄovedelmet eredm¶enyez.

Azonban az sem teljesen egy¶ertelm}u, hogy a t¶etel szigor¶ubb felfog¶as¶an¶al
minek az allok¶aci¶oja lesz fÄuggetlen a jogrendszert}ol. Varian p¶eld¶aul a kÄozÄos
l¶egt¶erben ¶el}o doh¶anyos ¶es antinikotinista p¶eld¶aj¶an keresztÄul a kÄuls}o gazdas¶a-
gi hat¶as hat¶ekony szintj¶enek kÄozÄombÄoss¶eg¶et jelÄoli meg krit¶eriumk¶ent, majd
azt is bebizony¶³tja, hogy ez csak a jÄovedelem ¶alland¶o hat¶arhaszna (kv¶azi-
line¶aris preferenci¶ak) eset¶en teljesÄul (i.m. 599{600. o.). Schumann [1998]
ugyanakkor olyan modellt alkot, amelyb}ol az derÄul ki, hogy ,,a jogrendszer
[m¶eg a Varian¶ehoz hasonl¶o speci¶alis feltev¶esek hi¶any¶aban is] a k¶etf¶ele ter-
mel¶es t¶enyez}ofelhaszn¶al¶asa tekintet¶eben semleges. Az egyik jogi megold¶asr¶ol
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a m¶asikra val¶o ¶att¶er¶es nem v¶altoztatja meg a t¶enyez}oallok¶aci¶ot. A nyeres¶e-
geket illet}oen azonban nem ¶all¶³thatjuk ugyanezt" (363. o., B. J. kiemel¶esei ¶es
kieg¶esz¶³t¶ese). Cullis ¶es Jones [2003] gondolati keretei hasonl¶o kÄovetkeztet¶est
szÄulnek, azonban Mishan [1981] nyom¶an megjegyzik, hogy ,,az er}oforr¶asok al-
lok¶aci¶oja csak akkor [marad] ugyanolyan, ha nem merÄul fel a tulajdonosi jogok
allok¶aci¶oj¶ahoz kapcsol¶od¶o jÄovedelmi hat¶as" (i.m. 51. o., B. J. kieg¶esz¶³t¶ese).
Maga Coase adja tal¶an a legrigor¶ozusabb ¶ertelmez¶est, mely szerint ,,tranzak-
ci¶os kÄolts¶egek hi¶anya eset¶en az er}oforr¶asok eloszt¶asa azonos marad, b¶armi is a
jogi helyzet a k¶aros hat¶asok¶ert viselt felel}oss¶eg tekintet¶eben. Sok kÄozgazd¶asz
azonban amellett ¶ervelt, hogy ez a kÄovetkeztet¶es hib¶as, mivel m¶eg nulla
tranzakci¶os kÄolts¶egek mellett is a jogi helyzet v¶altoz¶asa befoly¶asolja a j¶ol¶et
eloszt¶as¶at. Ez ugyanis a javak ir¶anti kereslet m¶odosul¶as¶ahoz vezet, bele¶ertve
|¶es ez a dolog veleje| azokat is, amelyeket a k¶arokoz¶o tev¶ekenys¶eggel ¶es a
k¶art elszenved}ok ¶altal v¶egzett tev¶ekenys¶eggel ¶all¶³tanak el}o. [. . .] Ez az ¶ervel¶es
szerintem hib¶as, mivel a k¶arfelel}oss¶eg szab¶aly¶anak megv¶altoztat¶asa nem vezet
a j¶ol¶et eloszt¶as¶anak m¶odosul¶as¶ahoz" ([1988] 235-236. o., B. J. kiemel¶esei).

Tanulm¶anyunk rendk¶³vÄul fontosnak tartja, b¶ar nem tekinti saj¶at feladat¶a-
nak, hogy pontosan tiszt¶azza: melyek az el}obbiekben eml¶³tett megkÄozel¶³t¶esek
rejtett el}ofeltev¶esei ¶es/vagy melyek azok a kÄulÄonbs¶egek az egyes modellekben
lek¶epezett helyzetek kÄozÄott, amelyek az ¶altaluk sugallt elt¶er}o ¶all¶aspontokat,
kÄovetkeztet¶eseket megmagyar¶azn¶ak. Zalai [2000] viszonyul¶as¶at tartjuk m¶erv-
ad¶onak e t¶eren, mely szerint ,,a verb¶alis elm¶eletek formaliz¶alt, axiomatikus ki-
fejt¶ese ¶elesebb megvil¶ag¶³t¶asba helyezi az egy¶ebk¶ent gyakran csak hom¶alyosan
megfogalmazott ¶all¶³t¶asokat, el}oseg¶³ti azok ¶erv¶enyess¶egi felt¶eteleinek ¶es kor-
l¶atjainak tiszt¶az¶as¶at, ¶es lehet}ov¶e teszi olyan kÄovetkeztet¶esek felt¶ar¶as¶at is,
amelyeket a matematikai levezet¶es n¶elkÄul minden bizonnyal fel sem lehetne
fedezni" (7. o.).

5 A Scitovsky-paradoxon jelentkez¶ese a Coase-
t¶etel logikai ter¶eben

T¶erjÄunk most vissza a 3. ¶abr¶ahoz! El}oszÄor is ¶allap¶³tsuk meg, hogy szim-
metrikus elrendez¶esÄuk miatt az A0 ¡ B0 ¶es A1 ¡ B1 gÄorb¶ek hossz¶us¶aga
azonos, kÄolcsÄonÄosen lek¶epezett pontjaik A vagy B tengelymetszett}ol val¶o
t¶avols¶aga pedig megegyezik. Ezt kÄovet}oen l¶assuk be, hogy ebb}ol ad¶od¶oan az
A0 ¡B0 gÄorbe P pontj¶anak az A1¡B1 gÄorbe M pontja felel meg, ugyanakkor
A0 ¡ P ¶es A1 ¡ M szakaszok hossz¶us¶aga egyenl}o. Ugyanilyen meggondol¶as-
b¶ol igaz, hogy az A0 ¡ B0 gÄorbe N pontj¶anak lek¶epez¶ese P , ¶es teljesÄul, hogy
B0 ¡ N szakasz ¶es B1 ¡ P szakasz hossza egyenl}o. Az ¶abr¶an vastag vonal-
lal feltÄuntetett M ¡ P ¶es P ¡ N gÄorbeszegmensek olyan, a (disz)komfort
el}ojelv¶alt¶asa eset¶en egym¶asnak megfelel}o outputkombin¶aci¶okat tartalmaz-
nak, amelyek l¶etez¶ese kikezdi Coase |az optim¶alis allok¶aci¶o egy¶ertelm}us¶e-
g¶ere vonatkoz¶o| t¶etel¶enek ¶erv¶enyess¶eg¶et. A k¶et gÄorbe kÄozÄotti kÄolcsÄonÄos
lek¶epez¶esek e tartom¶any¶aban ugyanis a Scitovsky-f¶ele ellenpr¶oba kudarcot
vall, s ez¶altal Coase doktr¶³n¶aja nem teljesÄul.
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6. ¶abra. A Scitovsky-paradoxon ¶es a Coase-t¶etel ÄutkÄoz¶ese

Ennek szeml¶eltet¶es¶ere a 6. ¶abr¶an megvizsg¶aljuk, hogy mi tÄort¶enik, ha a
kezdeti outputkombin¶aci¶ot a P ¡ N szakasz egy bizonyos pontja, G k¶epezi.
Bel¶athat¶o, hogy A k¶³s¶erlete a kÄornyezeti jog megszerz¶es¶ere sikertelen, mivel az
ennek r¶ev¶en el¶erhet}o H pontb¶ol csak ,,Äonsorsront¶o" m¶odon tudn¶a B kompen-
z¶aci¶os ig¶eny¶et kiel¶eg¶³teni. A Kaldor-Hicks teszt teh¶at a t¶arsadalom sz¶am¶ara B
termel¶esi komfortj¶at ¶es A diszkomfortj¶at tekinten¶e el}onyÄosnek. A Scitovsky-
f¶ele ellenpr¶oba ugyanakkor paradoxonhoz vezet: ha eredetileg A rendelkezne
a kÄornyezet szabad haszn¶alat¶aval, ¶es a H kombin¶aci¶ob¶ol rugaszkodn¶ank el,
akkor a B lenne k¶eptelen a G pontba val¶o ¶atjut¶ast kÄovet}oen a kompenz¶aci¶os
ig¶enynek eleget tenni. Ami azt sugalln¶a, hogy t¶arsadalmilag nem a B, hanem
A szerepl}o kÄornyezet feletti rendelkez¶ese lenne kedvez}o, ellentmondva az el}oz}o
kÄovetkeztet¶esnek.

Mit}ol fÄugg az el}obbiekben v¶azolt ellentmond¶asos helyzet felbukkan¶asa?
Mindenekel}ott szÄogezzÄuk le: a sz¶oban forg¶o (disz)komfort t¶³pus¶at¶ol, amelynek
el}ojelv¶alt¶asa az eredm¶eny-hat¶ar gÄorbe elmozdul¶asak¶ent ¶abr¶azolhat¶o. L¶attuk,
hogy a paradoxon egym¶ast keresztez}o gÄorb¶eket felt¶etelez, ami az ,,extern¶ali¶ak"
b¶ar nem mindegyik, de tÄobb (az ¶altalunk bemutatottak kÄozÄul a m¶asodik ¶es
harmadik) fajt¶aja eset¶en is jellemz}o az ,,¶atfordul¶ast" kÄovet}oen.

A kÄovetkez}o t¶enyez}ot a szerepl}ok kÄozÄott allok¶alt er}oforr¶as osztozkod¶asi
ar¶anya jelenti. Ett}ol fÄugg ugyanis, hogy a k¶et gÄorbe kÄolcsÄonÄosen megfelel}o
pontjai az M¡P ¡N szakaszon, vagy azon k¶³vÄul helyezkednek-e el. A 3. ¶abr¶at
szeml¶elve ¶ugy t}unik, hogy az eloszt¶as sz¶els}os¶eges ar¶anyai mellett kisebbek a
Coase-doktr¶³na ellehetetlenÄul¶es¶enek es¶elyei.
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A Scitovsky-paradoxon felbukkan¶as¶anak val¶osz¶³n}us¶ege szoros kapcsolat-
ban van tov¶abb¶a az egyes eredm¶eny-hat¶ar gÄorb¶ek inkrimin¶alt szakaszainak
a teljes gÄorb¶eb}ol elfoglalt h¶anyad¶aval is. Az ¶altalunk vizsg¶alt szimmetrikus
esetre bel¶athat¶o, hogy ez az ar¶any (amikor a gÄorb¶ek metsz¶espontja egy 45±-os
szÄogfelez}on helyezkedik el) a 7. ¶abra alapj¶an nem m¶as, mint

R = (f ¡ g)=(f + g) ; (8)

¶ert¶eke pedig f = g egyenl}os¶eg mellett lesz z¶erus. Ez az (5) ¶es (5a) formul¶akat
alapul v¶eve k = 1, ¶es/vagy E = 0 eset¶en teljesÄul, amikor ¸ = ¹ = 45± azt
jelzi, hogy a (disz)komfort ¶atfordul¶asa |az ,,extern¶alia" termel¶esre gyako-
rolt eleny¶esz}o hat¶asa miatt| nem befoly¶asolja ¶erdemben az eredm¶eny-hat¶ar
gÄorb¶ek (vagy ha ¶ugy tetszik: outputkombin¶aci¶ok) helyzet¶et, azok teh¶at fedik
egym¶ast. Az ,,extern¶alia" intenzit¶as¶anak ¶es d¶ozis¶anak ered}oj¶et legjobban
tal¶an (a = b = 1 felt¶etel mellett) a

ª = A1=A0 = B0=B1 = k2E (9)

h¶anyadosokkal lehet jellemezni, amelyek az ¶atfordul¶asb¶ol ad¶od¶o hat¶ekonys¶ag-
v¶altoz¶as er}oss¶eg¶et m¶erik. Min¶el er}osebb teh¶at a (disz)komfort hat¶ekonys¶agot
befoly¶asol¶o szerepe, ann¶al nagyobb a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy Coase t¶etele nem
¶erv¶enyesÄul, a kÄornyezet ,,optim¶alis ¶allapota" ¶es az er}oforr¶asok k¶³v¶anatos al-
lok¶aci¶oja meghat¶arozhatatlan.

7. ¶abra. A Scitovsky-paradoxon ¶altal ¶erintett output-kombin¶aci¶ok ar¶anya
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Az eddigiekben azonban felt¶eteleztÄuk, hogy a termel¶esi (disz)komfort oszt-
(hat)atlan nagys¶ag, vagyis az ¶atfordul¶as folytonoss¶ag¶anak hi¶anya miatt a
k¶et eredm¶eny-hat¶ar gÄorbe poz¶³ci¶oja kÄozÄott nincs folyamatos ¶atmenet. A
tov¶abbiakban azt pr¶ob¶aljuk bizony¶³tani, hogy az ,,extern¶alia" d¶ozis¶anak (E)
folytonoss¶aga csÄokkentheti a Scitovsky-paradoxon fell¶ep¶es¶enek vesz¶ely¶et.

6 Az outputkombin¶aci¶ok trajekt¶ori¶ai a (disz)-
komfort ¶atfordul¶as¶anak folyamatoss¶aga eset¶en

Most ism¶et abb¶ol indulunk ki, hogy a kÄornyezeti felt¶etelek eredetileg B sz¶a-
m¶ara komfortosak, amikor az A0 ¡ B0 gÄorbe tekinthet}o ¶erv¶enyesnek. Fel-
adatunkat ez¶uttal azoknak a trajekt¶ori¶aknak a meghat¶aroz¶asa ¶es vizsg¶alata
jelenti, amelyek E ¶ert¶ek¶enek folyamatos m¶odos¶³t¶asa sor¶an az eredm¶eny-hat¶ar
gÄorbe egyes pontjainak A1 ¡ B1 fel¶e vezet}o ,,¶utvonal¶at" k¶epezik az output-
kombin¶aci¶ok s¶³kj¶aban. Az ¶³gy nyerhet}o inform¶aci¶ok jelent}os¶eg¶et az adja meg,
hogy az eml¶³tett Äosv¶enyek bizonyos tartom¶anyai a kezdeti ¶es a v¶egs}o ered-
m¶eny-hat¶ar gÄorb¶ek pontjaihoz k¶epest Pareto-hat¶ekony helyzeteket szimboli-
z¶alhatnak, amelyek l¶etez¶ese jav¶³tan¶a a kÄornyezeti jog megszerz¶esekor esed¶ekes
kompenz¶aci¶o lehet}os¶eg¶et. A 3. ¶abra kieg¶esz¶³t¶es¶evel nyert 8. ¶abr¶an kÄovethetjÄuk
nyomon vizsg¶alatunk eredm¶enyeit. (A jobb ¶attekinthet}os¶eg kedv¶e¶ert az RF -
gÄorb¶ek hajl¶asszÄog¶et n¶emileg torz¶³tottuk az eredeti megjelen¶³t¶eshez k¶epest.)

8. ¶abra. Az outputkombin¶aci¶ok trajekt¶ori¶ai a kÄornyezeti jog folyamatos

,,el}ojelv¶alt¶asa" sor¶an
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Ami sz¶amunkra ¶erdekes, hogy a Scitovsky-paradoxon ¶altal vesz¶elyeztetett
tartom¶anyban a (disz)komfort oszthat¶os¶aga a C¡D (legjobb) trajekt¶oria fel-
bukkan¶as¶aval n¶emileg vissza¶all¶³thatja a Coase-t¶etel megt¶ep¶azott tekint¶ely¶et.
Ez azt jelenti, hogy a kÄornyezeti jog |az eredm¶eny-hat¶ar gÄorb¶ek C ¡ P ¶es
P ¡D szakaszainak pontjaib¶ol kiindul¶o| megv¶as¶arl¶as¶anak k¶³s¶erleteire Coase
doktr¶³n¶aja ¶ujb¶ol ¶erv¶enyess¶e v¶alik, hiszen a C ¡ D Äosv¶eny ,,felk¶³n¶alkoz¶asa"
paretoi javul¶ast, vagyis sikeres kompenz¶aci¶ot tesz lehet}ov¶e. ModellÄunk ere-
deti feltev¶eseihez k¶epest azonban fontos kÄulÄonbs¶eget takar, hogy a C ¡ D
¶³vre val¶o eljut¶as a (disz)komfort csup¶an r¶eszleges reallok¶aci¶oj¶anak felel meg,
hiszen az E k¶et sz¶els}os¶eges ¶ert¶eke kÄozÄotti teljes ¶atv¶alt¶as nem kÄovetkezik be.
FigyeljÄuk meg: az M ¡ C ¶es D ¡ N szakasz pontjaib¶ol elrugaszkod¶o pr¶ob¶ak
tov¶abbra is a Scitovsky-paradoxon ,,hat¶askÄor¶eben" maradnak. (¶Ig¶eretesnek
bizonyulhat a Kaldor{Hicks- ¶es Scitovsky-f¶ele pr¶ob¶ak ,,eredeti" kontextus¶ara
alkalmazni az oszthat¶os¶ag lehet}os¶eg¶et.)

A Coase-t¶etel ¶altal ¶abr¶azolt egyezked¶es tov¶abbi ¶erdekes lehet}os¶egeire vi-
l¶ag¶³tanak r¶a az U ¡ P ¶es X ¡ P szakaszok pontjaib¶ol indul¶o jog¶atruh¶az¶asi
k¶³s¶erletek. ¶Eszrevehet}o ugyanis, hogy a felek el}ott ekkor k¶etf¶ele megold¶as
k¶³n¶alkozik. Egyr¶eszt m¶odjukban ¶all a teljes k¶arfelel}oss¶eg paretoi javul¶ast
eredm¶enyez}o cser¶ej¶et v¶alasztaniuk, hiszen a T ¡ M vagy Y ¡ N szakaszok-
ba eljutva sikeresen kompenz¶alhatj¶ak onnan partnerÄuket. M¶asr¶eszt a jog
r¶eszleges ¶atenged¶es¶evel kapcsolatos t¶argyal¶asokba bocs¶atkozhatnak, hiszen
az U ¡ P ¶es X ¡ P szakaszok pontjaib¶ol ,,r¶al¶at¶asuk ny¶³lik" az optim¶alis
trajekt¶ori¶ara. Tanulm¶anyunkon t¶ulmutat¶o vizsg¶alatok t¶argya lehet, hogy
milyen mot¶³vumok hat¶arozz¶ak meg ilyenkor az alkufolyamat egyik vagy m¶asik
lehet}os¶ege kÄozÄotti v¶alaszt¶ast.

Figyelemrem¶elt¶o, hogy a C ¶es D pontok az A1 ¡ B1 ¶es A0 ¡ B0 szaka-
szok felez}oi, vagyis a paretoi optimumot szolg¶altat¶o trajekt¶oria |modellÄunk
adotts¶agait tÄukrÄozve| az F er}oforr¶astÄomeg 50-50%-os megoszt¶asa mellett jÄon
l¶etre. Ezt az ÄosszefÄugg¶est egy levezet¶es seg¶³ts¶eg¶evel, de ¶altal¶anosabb keretek
kÄozÄott igazoljuk.

Induljunk ki az (5) ¶es (5a) termel¶esi fÄuggv¶enyek generaliz¶alt alakjaib¶ol:

A = ®x ¢ maE (5¤)

¶es
B = ¯y ¢ n¡bE ; (5¤a)

ahol az ® ¶es ¯ hatv¶anykitev}oik¶ent szerepl}o x ¶es y nemnegat¶³v konstan-
sok 1-hez viszony¶³tott ¶ert¶ekei az A ¶es B termel¶es¶eben mutatkoz¶o hozad¶ek
nÄovekv}o, csÄokken}o vagy ¶alland¶o jelleg¶ere utalnak, tov¶abb¶a az egys¶eges k
helyett m ¶es n param¶etereket alkalmazva megengedjÄuk a (disz)komfort in-
tenzit¶as¶anak elt¶er¶es¶et is a k¶et allok¶aci¶os terÄuleten. Levezet¶esÄunk azt k¶³v¶anja
bemutatni, hogy ¯ milyen ¶ert¶eke maxim¶alja A kibocs¶at¶as¶at, E tetsz}oleges
szinten val¶o rÄogz¶³t¶ese mellett. KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy az ¶³gy nyert ¯ -hoz a
(2) ¶ertelm¶eben tartoz¶o ® |ceteris paribus| ugyan¶³gy maxim¶alja B ¶ert¶ek¶et,
vagyis a Pareto-hat¶ekony trajekt¶ori¶at szolg¶altat¶o er}oforr¶as-eloszl¶ashoz jutunk
el.
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FejezzÄuk ki E-t (5¤a)-b¶ol:

E = lg (¯y=B)=(b ¢ lg n) (10)

majd helyettes¶³tsÄuk be (5¤)-ba, ¶erv¶enyes¶³tve (2) ÄosszefÄugg¶est is. A nyert
formula rendez¶es¶evel az

A = (F ¡ ¯)x(¯y=B)(a¢ln m)=(b¢ln n) (11)

majd

A =
(F ¡ ¯)x¯(ya¢ln m)=(b¢ln n)

B(a¢ln m)=(b¢ln n)
(11a)

alakokat kapjuk. A maximum¶at deriv¶al¶assal keressÄuk:

dA

d¯
=

(F ¡ ¯)x¯ya ln m=(b ln n)¡1 ya ln m
b ln n ¡ x(F ¡ ¯)x¡1¯ya ln m=(b ln n)

B(a ln m)=(b ln n)
(12)

A deriv¶alt z¶erushely¶en¶el a

¯ =
Fay ¢ lnm

bx ¢ lnn + ay ¢ lnm
(13)

ÄosszefÄugg¶est nyerjÄuk, amelyb}ol kiderÄul, hogy a Pareto-hat¶ekony trajekt¶oria az
A ¶es B termel¶esi fÄuggv¶enyek modelljeinkben ¶erv¶enyes¶³tett szimmetri¶aj¶an¶al,
azaz a = b ¶es x = y, valamint m = n (= k) felt¶etelek eset¶en kÄot}odik az
er}oforr¶as 50-50%-os allok¶aci¶oj¶ahoz. Ekkor ® = ¯ = F=2 teljesÄul, fÄuggetlenÄul
a; b; x; y; tov¶abb¶a m ¶es n abszol¶ut ¶ert¶ekeit}ol. MegjegyezzÄuk, hogy a levezet¶es
mutatis mutandis A-ra ,,kihegyezett" v¶altozata az

® =
Fbx ¢ lnn

bx ¢ lnn + ay ¢ lnm
(13a)

v¶egeredm¶enyt szolg¶altatja, ,,szimmetrikus" ¶ertelmez¶esi lehet}os¶egekkel. Meg-
¯gyelhet}o, hogy a (13) ¶es (13a) formul¶ak Äosszege |mint ahogyan v¶arhat¶o|
F .

Eredm¶enyeink tov¶abbi ¶erdekess¶ege, hogy az er}oforr¶as (¶es a kÄornyezeti jog)
Pareto-hat¶ekony (re)allok¶aci¶oj¶anak tartom¶any¶at csak a termel¶esi fÄuggv¶enyek
param¶eterei (mint konstansok) befoly¶asolj¶ak, fÄuggetlenÄul az egyes javak ki-
bocs¶at¶asi szintj¶et}ol. M¶as megkÄozel¶³t¶esben ez azt jelenti, hogy e tartom¶anyt
egyazon trajekt¶oria, ¶es nem tÄobb, egym¶ast metsz}o Äosv¶eny legjobb pontjai
alkotj¶ak. Meg¶allap¶³t¶asunk azonban csak a m¶asodik ¶es harmadik t¶³pus¶u (disz)-
komfortra igaz, az els}ok¶ent bemutatott ,,extern¶alia" folytonoss¶aga burkol¶o-
gÄorbe jelleg}u Pareto-optim¶alis pontsorozatot hoz l¶etre. E jelens¶egek m¶elyebb
l¶enyegi von¶asait felt¶arand¶o az Edgeworth-doboz logikai ter¶eben k¶³s¶ereljÄuk meg
¶abr¶azolni a Coase-doktr¶³na eloszt¶asi probl¶em¶aj¶at.
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7 A Pareto-hat¶ekony trajekt¶oria megjelen¶ese
szerz}od¶esi gÄorbek¶ent

Az ,,extern¶ali¶akkal" kapcsolatos egyezked¶esek bemutat¶as¶ara tÄobb szerz}o is
ig¶enybe veszi az Edgeworth-dobozt, mint m¶odszertani seg¶edeszkÄozt (pl. Coase
[1988] II. fej., Varian [2001] 32. fej.).

A 9. ¶abr¶an megjelen}o doboz oldalai a termel¶esi fÄuggv¶eny v¶altoz¶oira utal-
nak. A mi esetÄunkben a v¶³zszintes oldal hossz¶us¶aga a k¶et f¶el egyÄuttes ren-
delkez¶es¶ere ¶all¶o er}oforr¶as (F ) mennyis¶eg¶et, a fÄugg}oleges¶e pedig a ,,kÄuls}o"
gazdas¶agi hat¶as (E) elvileg maxim¶alis kiterjed¶es¶et (,,d¶ozisainak" sz¶am¶at)
vagy/¶es a kÄornyezet feletti jogb¶ol ,,birtokolhat¶o nagys¶agrendet" jelzi. A
fÄugg}oleges oldal sk¶al¶az¶asa annak felez}opontj¶at¶ol indul az ,,extern¶alia" Coase-
szeml¶elet}u reciprocit¶as¶ara utalva. A pozit¶³v (fels}o) tartom¶any A-t, a negat¶³v
(als¶o) pedig B-t favoriz¶al¶o jogi szab¶alyoz¶ast k¶epezi le, vagyis a saj¶at orig¶ojuk-
t¶ol val¶o t¶avolod¶as szimboliz¶alja az egyes aktorok sz¶am¶ara a kÄornyezet egyre
kedvez}obb haszn¶alati m¶odj¶at.

9. ¶abra. A ,,m¶asodik t¶³pus¶u" (disz)komfort Pareto-hat¶ekony trajekt¶ori¶aj¶anak

megjelen¶ese szerz}od¶esi gÄorbek¶ent

Az isoquantok topol¶ogi¶aj¶ab¶ol a vizsg¶alt (disz)komfort t¶³pus¶ara kÄovetkez-
tethetÄunk: ez¶uttal egyr¶eszt az ¯gyelhet}o meg, hogy ugyanazon kibocs¶at¶asi
szint el¶er¶es¶ehez a doboz A szerepl}o orig¶oj¶ab¶ol szeml¶elt fels}o oldal¶an az F
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er}oforr¶as kisebb mennyis¶ege szÄuks¶eges (a kÄornyezet komfortja mellett), mint
az als¶o oldalon (a kÄorÄulm¶enyek diszkomfortj¶ab¶ol ad¶od¶oan). M¶asr¶eszt ¶esz-
revehet}o, hogy b¶armilyen output eset¶en konstans (¶abr¶ankon ad hoc m¶odon
v¶alasztott 1=4) ar¶any ¶erv¶enyesÄul a kedvez}o versus kedvez}otlen helyzetben
ig¶enybevett t¶enyez}otÄomeg kÄozÄott, ami az (5) ¶es (5a) termel¶esi fÄuggv¶enyekkel
kongruens jelens¶eg.

A 8. ¶es 9. ¶abr¶at szigor¶u megfeleltet¶es kapcsolja egym¶ashoz. Az RFA gÄorbe
az Edgeworth-doboz fels}o, az RFB pedig als¶o oldal¶aval azonos jelent¶es}u. A
(disz)komfort el}ojelv¶alt¶asakor ¶erv¶enyes trajekt¶ori¶ak szerep¶et teh¶at most a
k¶et oldal szemben¶all¶o pontjait ÄosszekÄot}o szakaszok veszik ¶at. (Az Äosszevet¶es
lehet}os¶eg¶et a k¶et ¶abr¶an alkalmazott jelÄol¶esek tartalmi egyez}os¶eg¶evel igyekez-
tÄunk biztos¶³tani.) A hat¶ekony allok¶aci¶okat ez¶uttal a szerz}od¶esi gÄorbe (CC)
k¶epviseli, amely az ¶altalunk vizsg¶alt esetben rendhagy¶o, fÄugg}oleges poz¶³ci¶ot
vesz fel. Ez a fentiekben m¶ar expon¶alt jelens¶egre utal, mely szerint a k¶et f¶el
egyezked¶es¶enek Pareto-hat¶ekony lez¶ar¶asa egyazon trajekt¶oria pontjaihoz kÄot-
het}o. A szerz}od¶esi gÄorbe ,,felez}ovonal" jellege ¶all kapcsolatban azzal, hogy a
k¶et f¶el termel¶esi fÄuggv¶eny¶enek szimmetri¶aj¶ab¶ol az F t¶enyez}otÄomeg 50-50%-os
optim¶alis megoszt¶asa kÄovetkezik.

A szerz}od¶esi gÄorbe furcsa, valamely tengellyel p¶arhuzamos helyzete j¶ol is-
mert a kÄozgazdas¶agi irodalomban, ¶es a termel¶esi fÄuggv¶enyek ¶un. kv¶aziline¶aris
jelleg¶eb}ol ered. Ez azt jelenti, hogy az egyik termel¶esi t¶enyez}o hat¶arterm¶eke
|alkalmazott mennyis¶eg¶et}ol fÄuggetlenÄul| konstans sz¶am. Az (5) ¶es (5a),
vagy az ¶altal¶anosabb (5¤) ¶es (5¤a) funkci¶okat vizsg¶alva ez az F (® ¶es ¯)
t¶enyez}o eset¶eben teljesÄul, hiszen

MP® = xmaE ¢ ®x¡1 (14)

¶es
MP¯ = yn¡bE ¢ ¯y¡1 ; (14a)

m¶³g
MPE

A = amaE ¢ lnm ¢ ®x (15)

¶es
MPE

B = bn¡bE ¢ lnn ¢ ¯y ; (15a)

ahol MP®;¯ az F t¶enyez}o hat¶arterm¶ekei a k¶et terÄuleten, m¶³g MPE
A;B a

(disz)komfort, vagy a vele kapcsolatos jog hat¶arterm¶ek¶et jelenti A-n¶al ¶es B-
n¶el.

Eredm¶enyeink azonban ellentmond¶asban vannak azzal az ÄosszefÄugg¶essel,
mely szerint kv¶aziline¶aris fÄuggv¶enyekn¶el a szerz}od¶esi gÄorbe a konstans hat¶ar-
term¶ek}u v¶altoz¶o tengely¶evel p¶arhuzamos. Paradoxonunk azonban magyar¶a-
zatot nyer, ha megvizsg¶aljuk a technikai helyettes¶³t¶es hat¶arr¶at¶aj¶at (MRTS) a
k¶et tev¶ekenys¶egfajt¶an¶al:

MRTSA = MP®=MPE
A =

x

®a ¢ lnm
(16)

¶es
MRTSB = MP¯=MPE

B =
y

¯b ¢ lnn
(16a)
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KiderÄul, hogy az isoquantok meredeks¶eg¶et jelz}o hat¶arr¶at¶ak v¶egs}o soron
m¶egsem az F (®; ¯), hanem E v¶altoz¶o ¶ert¶ek¶et}ol fÄuggetlenek, ami m¶ar meg-
felel}oen indokolja a szerz}od¶esi gÄorbe helyzet¶et.

Mivel a szerz}od¶esi gÄorbe ment¶en a k¶et tev¶ekenys¶egn¶el jellemz}o hat¶arr¶at¶ak
egyenl}oek, vagyis

x

®a ¢ lnm
=

y

¯b ¢ lnn
; (17)

a (2) ÄosszefÄugg¶est ¶erv¶enyes¶³tve ¶es ¯-t kifejezve ugyancsak a (13) vagy (13a)
eredm¶enyhez jutunk.

A 9. ¶abra tov¶abbi ÄosszefÄugg¶esek megfogalmaz¶as¶ara ad m¶odot a Scitovsky-
paradoxon fell¶ep¶es¶enek es¶elyeit illet}oen. Ez¶uttal abb¶ol a meg¯gyel¶esb}ol in-
dulunk ki, hogy mindÄossze egyetlen olyan outputkombin¶aci¶o (a P ) l¶etezik,
amely az Edgeworth-doboz fels}o ¶es als¶o hat¶arol¶o oldal¶an is megjelenik. (A P
mellett feltÄuntetett, fels}o indexben szerepl}o A ¶es B bet}uk arra utalnak, hogy
az RFA vagy RFB eredm¶eny-hat¶ar gÄorbe pontj¶ar¶ol van-e sz¶o.) ModellÄunk
szimmetri¶aj¶ab¶ol ad¶od¶oan az is teljesÄul, hogy az illet}o kombin¶aci¶o mindk¶et
oldalon azonos m¶ert¶ek}u t¶enyez}ofelhaszn¶al¶ashoz kapcsol¶odik.

10. ¶abra. A Coase-t¶etel relevanci¶aj¶anak nÄoveked¶ese az Edgeworth-dobozban

a spill over hat¶as folytonoss¶aga eset¶en

A fontos r¶eszletek kiemel¶es¶et szolg¶al¶o 10. ¶abr¶at szeml¶elve el}oszÄor l¶assuk
be, hogy az itt megjelÄolt g hossz¶us¶ag¶u szakaszok a 7. ¶abra g szakaszainak
felelnek meg. Majd az egyik |legyen ez a PA| pont eset¶eben vegyÄuk ¶eszre,
hogy a hozz¶atartoz¶o QP

A kibocs¶at¶as g mennyis¶eg}u er}oforr¶ast ig¶enyel. Ha most
felt¶etelezzÄuk, hogy az A szerepl}o szempontj¶ab¶ol a jogi szab¶alyoz¶as kedvez}ot-
len ir¶any¶u ¶es tÄok¶eletes ¶atfordul¶asa kÄovetkezik be, akkor az ezzel kapcsolatos
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hat¶ekonys¶agveszt¶es miatt ugyanezen termel¶esi szint el¶er¶es¶ehez a (9) alapj¶an
¶ertelmezett ª-szeres er}oforr¶asmennyis¶egre van szÄuks¶eg. Ekkor viszont m¶ar
az als¶o tengely PB pontj¶aban tart¶ozkodunk, ahol igaz, hogy

ªg = F ¡ g ; (18)

amib}ol

g=F = 1=(ª + 1) ; (19)

valamint

1 ¡ 2g=F = (ª ¡ 1)=(ª + 1) = R (8a)

kÄovetkezik. A (8) ¶es (9) formul¶ak r¶ev¶en m¶ar el}ore jelzett ÄosszefÄugg¶es teh¶at
a (8a) ¶altal m¶eg pontosabban megragadhat¶o. Nevezetesen: egy oszthatatlan
,,extern¶alia" er}oss¶eg¶enek (ª) fokoz¶od¶as¶aval |ami k(m;n), ¶es/vagy E, eset-
leg a; b megnÄovekv}o ¶ert¶ekeinek kÄovetkezm¶enye lehet| a Scitovsky-paradoxon
¶altal ¶erintett t¶enyez}okombin¶aci¶ok halmaz¶anak (P A¡M ¶es N¡P B szakaszok)
F -hez m¶ert r¶eszar¶anya (R) az egyhez tart.

A (disz)komfort oszthat¶ov¶a v¶al¶as¶aval viszont |mint a kor¶abbiakban l¶at-
tuk| a PA ¡ C ¶es D ¡ P B szakaszok pontjai felszabadulnak a paradoxon
,,hat¶askÄore" al¶ol. A 10. ¶abr¶at vizsg¶alva ¶eszrevehet}o (de algebrai ¶uton is iga-
zolhat¶o), hogy a Scitovsky-pr¶ob¶an tov¶abbra is ,,megbuk¶o" (m¶ar csak C ¡ M
¶es N ¡ D) outputkombin¶aci¶ok ar¶anya emiatt ¶eppen a kor¶abbi ¶ert¶ek fel¶ere
csÄokken. Amint az el}oz}oekben m¶ar eml¶³tettÄuk, ilyen helyzetben nem lehetet-
len, hogy bizonyos output-kombin¶aci¶okb¶ol kiindulva a kÄornyezeti jog teljes
vagy r¶eszleges megszerz¶es¶ere ir¶anyul¶o k¶³s¶erletek egyar¶ant sikerrel kecsegtet-
nek, hangs¶ulyozva, hogy csak az ut¶obbiak juttatj¶ak a feleket az egyÄuttes
termel¶esi ¶ert¶ek maximum¶at jelent}o szerz}od¶esi gÄorb¶ere. Amint Coase [1988]
r¶amutat, Samuelson professzor sem l¶atja garant¶altnak az egyezked¶es Pareto-
optim¶alis kimenet¶et, }o azonban a bilater¶alis monop¶olium saj¶atoss¶agaira ala-
pozza kÄovetkeztet¶eseit (i.m. 220{225. o.).

A kontraszt kedv¶e¶ert tekintsÄunk meg egy olyan Edgeworth-dobozt (11. ¶ab-
ra) ¶es a neki megfelel}o trajekt¶ori¶akat (12. ¶abra), amelyek az els}o t¶³pus¶u (disz-)
komfortra lehetnek jellemz}oek. Az (1) ¶es (1a) |mindk¶et v¶altoz¶o szerint li-
ne¶aris| termel¶esi fÄuggv¶enyek helyett azonban most ezek n¶emileg m¶odos¶³tott,

A = ®x + E ¢ a (1¤)

valamint

B = ¯y ¡ E ¢ b (1¤a)

kv¶aziline¶aris v¶altozatait haszn¶aljuk, amelyekkel |x ¶es y ¶ert¶ekeit alkalmasan
megv¶alasztva| m¶ar biztos¶³tani tudjuk az isoquantok konvexit¶as¶at. (V.Äo.
Varian [2001] 599{600. o.) Ez az¶ert fontos, mert csak ebben az esetben
¶erhet}o el paretoi javul¶as a (disz)komfort r¶eszleges reallok¶aci¶oja mellett. (Az
eredm¶eny-hat¶ar gÄorb¶ek konk¶av ¶³ve a kibocs¶at¶as F szerint csÄokken}o hozad¶e-
k¶ara utal.)
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11. ¶abra. Az ,,els}o t¶³pus¶u" (disz)komfort Pareto-hat¶ekony trajekt¶ori¶aj¶anak megjelen¶ese

szerz}od¶esi gÄorbek¶ent

12. ¶abra. Az outputkombin¶aci¶ok trajekt¶ori¶ai az ,,els}o t¶³pus¶u" (disz)komfort

folyamatos ,,el}ojelv¶alt¶asa" sor¶an
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A k¶et ¶abra tanulm¶anyoz¶asa r¶ev¶en (amit rem¶enyeink szerint az itt ¶erv¶enyes
bet}ujelÄol¶esek szigor¶u kÄovetkezetess¶ege tesz sikeress¶e) meggy}oz}odhetÄunk r¶ola,
hogy ez¶uttal egym¶ast metsz}o trajekt¶ori¶ak l¶epnek fel, amelyek szaggatott vo-
nallal megrajzolt burkol¶oja ,,szellemk¶epszer}uen" helyezkedik el az RFA ered-
m¶eny-hat¶ar gÄorbe mellett. A szerz}od¶esi gÄorbe (CC) lek¶epez¶es¶et jelent}o,
hat¶ekony pontok elhelyezked¶ese egy¶uttal arra vil¶ag¶³t r¶a, hogy a (disz)komfort
oszthat¶os¶aga |konvex technol¶ogiai halmazzal p¶arosulva| az eredetileg b¶ar-
mely szerepl}ot favoriz¶al¶o kÄornyezeti jog reallok¶al¶as¶aval paretoi javul¶asra ad
alkalmat.

8 ÄOsszefoglal¶as

Tanulm¶anyunk Coase j¶ol ismert t¶etel¶enek rev¶³zi¶oj¶ara v¶allalkozott. A sz¶oban
forg¶o doktr¶³na szerint, ha a kÄornyezet haszn¶alat¶aval kapcsolatos jogok egy-
¶ertelm}uen deklar¶altak, valamint a gazdas¶agi interakci¶oban r¶esztvev}o felek
egyezked¶es¶enek kÄolts¶egei eleny¶esz}oek, akkor az er}oforr¶asok (Pareto-)hat¶ekony
allok¶aci¶oja hat¶os¶agi beavatkoz¶as n¶elkÄul is megval¶osul.

Gondolatainkat egy olyan, k¶etszerepl}os modell keretei kÄozÄott mutattuk
be, amely lehet}ov¶e tette a Kaldor-Hicks, illetve Scitovsky-f¶ele pr¶ob¶ak alkal-
maz¶as¶at. Felt¶eteleztÄuk, hogy aktoraink, A ¶es B egy meghat¶arozott er}ofor-
r¶astÄomegen (F ) osztozva ¶all¶³thatj¶ak el}o az ¶altaluk hasznos¶³that¶o/haszn¶alt |
hasonl¶o bet}ukkel jelÄolt| javakat. Az er}oforr¶as Äosszes lehets¶eges eloszt¶as¶ahoz
tartoz¶o kibocs¶at¶asi kombin¶aci¶oik halmaz¶at egy eredm¶eny-hat¶ar gÄorbe pont-
jaival ¶abr¶azoltuk, amelynek jellemz}oi az ,,extern¶alia" jelleg¶ere, ir¶any¶ara il-
letve er}oss¶eg¶ere utaltak. Vizsg¶alatunk el}obb a kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶u kÄornyezeti
hat¶asok A versus B sz¶am¶ara kedvez}o-kedvez}otlen jelleg¶enek ,,¶atfordul¶as¶ara",
,,el}ojelv¶altoz¶as¶ara", valamint lek¶epez¶es¶ere koncentr¶alt, majd arra kerestÄunk
v¶alaszt, hogy az egyes esetekben milyenek a Coase-t¶etel teljesÄul¶es¶enek es¶elyei.

Bizony¶³tottuk, hogy ha a gazd¶alkod¶as kÄornyezeti komfortj¶aban bekÄovet-
kez}o v¶altoz¶asok az eredetivel metsz¶espontot alkot¶o ¶uj eredm¶eny-hat¶ar gÄorb¶et
gener¶alnak, akkor Coase t¶etele elbukhat a Scitovsky ¶altal javasolt j¶ol¶eti tesz-
ten. L¶athattuk, hogy az ,,extern¶alia" t¶arsadalmilag toler¶alhat¶o m¶ert¶eke, il-
letve a vele kapcsolatos terhek Pareto-hat¶ekony megoszt¶asa ez esetben m¶eg
elm¶eletileg sem meghat¶arozhat¶o.

ModellÄunk legfontosabb elm¶eleti hozamai a kÄovetkez}ok:

² Az eredm¶eny-hat¶ar gÄorb¶ek rendszer¶enek bevezet¶es¶evel a kÄornyezeti ha-
t¶asok t¶³pusainak ¶ujszer}u, a Coase-t¶etel relevanci¶aja szempontj¶ab¶ol fon-
tos oszt¶alyoz¶asi lehet}os¶eg¶et teremtettÄuk meg.

² Igazoltuk, hogy egy bizonyos fajt¶aj¶u termel¶esi (disz)komfort er}osebb
megnyilv¶anul¶asai mellett a ,,gazdas¶agilag optim¶alis" er}oforr¶as-allok¶aci¶o
(¶es kÄornyezetszennyez¶es) kitapogat¶asa lehetetlenn¶e v¶alhat.

² MegkÄulÄonbÄoztetve az oszthat¶o ¶es nem oszthat¶o extern¶ali¶ak fogalm¶at,
r¶amutattunk arra, hogy a Coase-elv plauzibilit¶as¶at a ,,kÄuls}o hat¶as" m¶er-
t¶ek¶enek folytonoss¶aga nÄoveli, m¶³g oszthatatlans¶aga csÄokkenti.
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² Kutat¶asaink r¶avil¶ag¶³tottak, hogy az er}oforr¶as eloszt¶as¶anak sz¶els}os¶eges
(¶es az ,,extern¶alia" oszthat¶os¶aga eset¶en az 50-50%-oshoz kÄozeli) ar¶anyai
mellett javulnak, m¶³g a megmarad¶oak mellett romlanak az allok¶aci¶o
Pareto-optim¶alis megval¶os¶³t¶as¶anak es¶elyei.

Dolgozatunkban nem foglalkoztunk a spill over hat¶asok Pigou- ¶es Coase-
f¶ele felfog¶as¶anak (illetve ezek konzekvenci¶ainak) kÄozÄos vonatkoztat¶asi rend-
szerben val¶o elhelyez¶es¶evel valamint Äosszevet¶es¶evel. E hi¶anyoss¶ag beismer¶e-
s¶evel azonban tov¶abbi vizsg¶al¶od¶asaink f}o mot¶³vum¶at jelÄoltÄuk meg.

Irodalom

1. Bator, F. M. (1958): The Anatomy of Market Failure. The Quarterly Journal
of Economics, 8.

2. Blaug, M. (2001): No history of ideas, please, we are economists. Journal
of Economic Perspectives. vol. 15, pp. 145{164. (Magyarul in: TantÄort¶enet
¶es kÄozgazdas¶agtudom¶any. Szerk. Bekker Zsuzsa, Aula, 2003. Budapest, 233{
256. o.)

3. Coase, R. H. (1959): The Federal Communications Commission. The Journal
of Law and Economics, 2. pp. 1{40.

4. Coase, R. H. (1960): The Problem of Social Cost. The Journal of Law and
Economics, 3. (Magyarul in: A v¶allalat, a piac ¶es a jog. Nemzeti TankÄonyv-
kiad¶o, Budapest, 2004, 137{214. o.)

5. Coase, R. H. (1988): Notes on the Problem of Social Cost. In: The Firm,
the Market, and the Law. University of Chicago Press, Chicago (Magyarul
in: A v¶allalat, a piac ¶es a jog. Nemzeti TankÄonyvkiad¶o, Budapest, 2004, 215{
254. o.)

6. Cornes, R. { Sandler, T. (1996): The Theory of Externalities, Public Goods
and Club Goods. Cambridge University Press, Cambridge

7. Cullis, J. { Jones, Ph. (2003): KÄozp¶enzÄugyek ¶es kÄozÄoss¶egi dÄont¶esek. Aula,
Budapest

8. Hicks, J. R. (1940): The Valuation of Social Income, Economica, 7, 195,
pp. 105{124.

9. Hirschleifer, J. (1987): The economic approach to con°ict. In: Economic im-
perialismus. Ed. by Radniczky, G. { Bernholz, P. Paragon House Publishers,
New York.

10. Kaldor, N. (1939): Welfare Propositions in Economics and Interpersonal
Comparisons of Utility, Economic Journal, 49, 195, pp. 549{552.

11. Kerekes, S. { Szl¶avik, J. (1999): A kÄornyezeti menedzsment kÄozgazdas¶agi
eszkÄozei. Budapest, KJK

12. Mishan, E. J. (1981): Introduction to Normative Economics. Oxford Univer-
sity Press, Oxford

13. Pigou, A. C. (1912): Wealth and Welfare. Macmillan, London

14. Pigou, A. C. (1932): The Economics of Welfare. 4th ed. Macmillan, London

15. Rousseau, J. J. (1775): ¶Ertekez¶esek ¶es ¯loz¶o¯ai levelek. (Magyarul: Gondolat
Kiad¶o, Budapest, 1978)

16. Schumann, J. (1998): A mikroÄokon¶omiai elm¶elet alapvon¶asai. JATEPress,
Szeged



72 Barancsuk J¶anos

17. Scitovsky, T. (1941): A Note on Welfare Propositions in Economics, Rewiew
of Economic Studies, 9, pp. 77-88.

18. Stigler, G. (1966): The Theory of Price. New York, MacMillan, 3rd ed.

19. Stigler, G. (1975): The Economists' Traditional Theory of the Economic
Functions of the State. In: The Citizen and the State. Essays on Regulation,
The University of Chicago Press, Chicago { London, pp. 103{113. (Magyarul
in: Piac ¶es ¶allami szab¶alyoz¶as, KJK, 1989, Budapest, 313{324. o.)

20. Varian, H. R. (2001): MikroÄokon¶omia kÄoz¶epfokon. Egy modern megkÄozel¶³t¶es.
KJK { KerszÄov Kiad¶o, Budapest

21. Zalai E. (2000): Matematikai kÄozgazdas¶agtan. KJK { KerszÄov Kiad¶o, Bu-
dapest

COASE'S THEOREM VERSUS SCITOVSKY'S PARADOX

In this paper we examine the relevancy of Coase's well known theorem. According
to this, in case the rights of using the environment are clearly declared and the
costs of negotiation between the interacting parties are insigni¯cant, the Pareto
e±cient allocation of the resources will be realized without the intervention of the
authorities. Our aim is to interpret this theory in the logical space of the Kaldor-
Hicks and the Scitovsky tests, and to highlight the restraints of the theory in this
framework. We present our views in the framework of an abstract model with two
actors. We presume that our actors A and B can manufacture their goods (marked
with the same letters) by sharing a ¯xed amount of resource (F). We represent the
output combinations belonging to all possible distribution of the resource with the
points of the FIix result-frontier curve. The characteristics of this curve show the
nature, direction and intensity of the external e®ect. First we examine the ,,turn"
and ,,reverse of signs" of the favourable-unfavourable (A versus B) situation of
the di®erent types of environmental e®ects, consequently we try to ¯nd what the
chances of the ful¯llment of Coase's theorem in certain cases are. We try to prove,
if the changes of the comfort of the economic environment generate such a new
result-frontier curve which has an intersection with the original, this will cause the
failure of Coase's theorem on Scitovsky's welfare test. This would mean that in this
case there is no |even theoretical| possibility to determine the tolerable measure
of the externality for the society and the division of the burdens caused by it. The
main results of our model are the following:

² The system of the result-frontier curves allows a new kind of classi¯cation of
the e®ects of environment.

² By distinguishing the notion of divisible and indivisible externality we show
that the continuity of the intensity of the external e®ect increases, while its
indivisibility decreases the plausibility of Coase?s theorem.

² We prove that in case of growing intensity of the externality, the determina-
tion of the \economically optimal" pollution becomes impossible.

² We also deduce that an extreme ratio of division of the resource also reduces
the possibility of a Pareto optimal allocation.


