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DINAMIKUS COURNOT MODELLEK ES
KITERJESZTESUK!

FEUER GABOR - SZIDAROVSZKY FERENC
Feuer Ges.m.b.H. — Arizonai Egyetem

A dolgozatban oligopol modelleket targyalunk realisztikus feltételek mel-
lett. A piaci arfliggvény véltozdsat, termékmennyiség novelési koltségét,
kornyezetszennyezés csokkentését, valamint a kiilénboz6 termelék koltség-
kolcsonhatasait az eddigiekben targyalt modellekben nem, vagy csak ritkan
vették figyelembe. Ezeknek a tényezoknek a figyelembevételével a model-
lek bonyolultabba valnak és az aszimptotikus tulajdonsigaik is lényegesen
megvaltoznak.

1 Bevezetés

A matematikai kozgazdasigtani irodalomban az oligopol modellek kdzponti
szerepet jatszanak. Cournot (1838) munkéja nyomdan intenziv kutatés indult
meg ezen a teriileten. ElOszor az egyensilypont 1étezése és egyértelmiisége
volt a kozponti kérdés, majd az egyensilypontok kiszamitdasi modszerei ke-
rultek elétérbe. Ezzel egy idében a klasszikus Cournot modell kiilonféle
kiterjesztéseit és altalanositasait vezették be. fgy kertilt sor a differencialt
terméki, a tobbtermékes, alkalmazott-tulajdond és piac-megosztasi model-
lek bevezetésére és tanulméanyozasara. A korabbi modellek és eredmények jé
osszefoglaldsét adja meg Okuguchi (1976) konyve, majd ezek tobbtermékes
modellek esetére vald kiterjesztéseit és az oligopol modellek tobbféle alkalma-
zésait targyalja az Okuguchi és Szidarovszky (1999) monografia. Az 1960-as
évek elejétdl kezdve szamos kutatéd foglalkozott dinamikus oligopol modellek-
kel. Theocharis (1959) cikke volt az elsé eredmény, amelyet ezutdn tobben
kiterjesztettek és altalanositottak. Dinamikus modellek esetén a rendszer
aszimptotikus viselkedése jelenti a kozponti probléméat. Ha az egyensily-
pont lokélis stabilitasanak a vizsgalata a kérdés, akkor az a szokdsos mddsze-
rekkel (linearizaldssal és a Jacobi métrix sajatértékeinek a megbecslésével)
torténik. Globalis stabilitasi kérdések részben a Lyapunov fliggvények segit-
ségével, vagy a diszkrét esetben a kontrakcids fixpont tétel alapjan dontheték
el. Nemlinedris modellekkel és azok aszimptotikus vizsgalatdval a Bischi,
Chiarella, Kopel és Szidarovszky (2005) monogréfia foglalkozik részletesen.
A korabbi modellek csak nagyon ritkdn és csak specidlis esetekben vet-
tek figyelembe olyan koriilményeket, amelyekkel a modellek realitastartalma
lényegesen megnovekedett volna. Nem vették ugyanis figyelembe a piaci ar-
fliggvény idébeni valtozasat, a kapacitdsmennyiség novelésének egyéb kolt-
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ségeit, kornyezetvédelmi kérdéseket, valamint a kiilonb6z6 termelck koltség-
kolcsonhatéasait, hogy csak a legfontosabbakat emlitsiik. Jelen dolgozatunk-
ban kisérletet tesziink arra, hogy ezeket a tényezCket a klasszikus Cournot
modellbe bevezessiik, és ezek hatdsait a rendszerek aszimptotikus viselkedé-
sére nézve megvizsgaljuk. A matematikai egyszeriiség kedvéért vizsgalataink
a klasszikus Cournot modellre vonatkoznak, a modellek, mdédszerek és ered-
mények a modell kiilonféle kiterjesztései esetére hasonléan vizsgalhatok és ke-
zelhetOk. Ezeknek részleteirol egy kévetkezd dolgozatban fogunk beszamolni.

2 A klasszikus Cournot modell

Tegytik fel, hogy N termel6 azonos terméket allit el6, vagy azonos szolgaltatast
ajanl ugyanazon a piacon. Jelolje xy a k-adik termeld altal el6allitott és arult
mennyiséget, és tegyiik fel, hogy, minthogy L kapacitdaskorlattal rendelkezik,
xp € [0, Ly]. Feltessziik azt is, hogy a piaci egységédr az egyiittesen piacra
ajanlott termékmennyiségtol figg: p (Zfil xl), és az egyes termelOk koltség-
fiiggvényei csak a sajit termékmennyiségtdl figgenek: ci(xy). Ezek alapjin
a k-adik termeld profitja:

k(15 .-, TN) = TP <Z$z> — ¢k (k). (1)
=1

Ily médon egy N-személyes nem-kooperativ jatékot definidltunk, ahol az NV
termeld adja a jatékosokat, a [0, Lj] intervallum a k-adik jatékos stratégia-
halmazét és oy, a k-adik jatékos kifizetSfiiggvényét. A jaték Nash-egyensiily-
pontja egy olyan termelési vektor z* = (x7,..., 2} ) amelyre

(i) xy € 10, L] (k=1,2,...,N);
és
(11) @k(‘riaaxz—laxkaxz-ﬁ—l)ax}KV)ka(xiaax}KV) (2)

tetszéleges xy € [0, Li] esetén. Az (i) feltétel az egyensilyi stratégidk meg-
engedhetéségét koveteli meg, mig a (ii) feltétel azt biztositja, hogy egyetlen
jatékos sem novelheti profitjat, ha egyoldalian eltér az egyensilytdl feltéve,
hogy a tobbi jatékos megmarad az egyensulypontndl.

Az oligopol probléma irodalméban &ltaldban felteszik, hogy a p és cx
fiiggvények (k=1,2,..., N) kétszer folytonosan differencidlhatdk, valamint

(A) p'<0, ¢, >0;
(B) p +app’ <0; és
(C) p—-¢/ <0

minden megengedett x1, ..., ry stratégiavilasztas mellett.
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Az (A) feltétel azt jelenti, hogy p szigorian csokken, ha a piacra bocsitott
termékmennyiség nd, valamint a termel6k koltsége novekszik, ha tobbet ter-
melnek. (A), (B) és (C) feltételek biztosan fenndllnak, ha az arfiiggvény
konkdv és a koltségfiiggvények konvexek. Megjegyezziik, hogy a (B) és (C)
feltételek megengednek gyengén konvex és gyengén konkav koltségfiiggvénye-
ket is.

Vegyiik észre, hogy az (1) kifizetofiiggvény az x; véltozén kiviil csak a
tobbi termelS egyiittes termékmennyiségétdl fiigg, amit az s, = ), 2k Tl
szimbélummal jeloliink majd.

Tehdt az (1) kifizetfiiggvény dtirhaté a kovetkezbképpen:

or = xrp(Tr + sk) — cx (k)] - (3)

Adott sy, értékek mellett a legkedvezébb xy, érték, x = Ry(sk), adja a k-adik
jatékos wvdlaszfiigguényét, amely a fenti feltételek mellett mindig egyértelm,
és a kovetkezOképpen kaphaté meg:

0, hap(sk) —c,(0) <0
Ri(sk) = § Lg, ha Lypp'(Li + sk) + p(Li + sk) — ¢ (Lk) >0 (4)
zr, egyébként,

ahol 7z, a
20’ (2 + s6) + p(2 + s1) — ¢(26) =0 (5)

egyenlet egyértelmii megoldédsa a (0, Ly) intervallumban. Minthogy az (5)
egyenlet bal oldala szigorian csokkené a zp valtozéban, Ry szakaszonként
folytonosan differencialhaté. A (4) elsé két esetében Rj, = 0, a derivélt pedig
a harmadik esetben implicit differencidlassal kaphaté meg:

Rl + 2 (R + 1) 9/ (B + 1) — R, = 0.
amelybol

pl + kall

/
Ry, :_2p’+2kp”— ;cl :

(6)

Koénnyen lathatd, hogy a fenti feltételek mellett
1< R, <0. (7)

Ez az egyenlotlenség azt jelenti, hogy barmely termel6 noveli termelését, ha
a tobbi termel6 egyiittes termékmennyisége csokken, de a novelés elég lassu.

Az egyensilypont definiciéja a valaszfliggvények segitségével is megfo-
galmazhaté. Egy termelési vektor z* = (z7,...,2% ) Nash-egyensulypontot
szolgédltat, ha k =1,2,..., N esetén

és

(i) =Ry <ixl> .

=1
Ik
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A (i) feltétel azt koveteli meg, hogy mindegyik jétékos egyensilyi stratégidja
egyben legjobb vilasztds is (amely egyébként a (2) egyenlétlenséggel is kife-
jezhetd).

Ismeretes, hogy az (A)—(C) feltételek mellett az N-személyes, nem-koope-
rativ jaték pontosan egy egyensilyponttal rendelkezik. Ha egy adott idé-
pontban a jaték allapota az egyensulypont, akkor (2) kovetkeztében egyik
jatékos sem valtoztat stratégiajan, igy a rendszer allapota az egyensily marad
minden tovabbi idépont esetén is. Ha az allapot nem egyensilypont, akkor
(2) nem teljesiil legaldbb egy jatékos esetére, igy legaldbb egy jatékos érdeke
az, hogy valtoztasson stratégidjan. Ha az 1j allapot egyensulypont, akkor
az allapot nem véltozik ezutdn, ha nem az egyensilypont, akkor valamelyik
jatékos ujbdl valtoztat stratégiajan, és igy tovabb. Ily mddon tehat egy
dinamikus rendszer keletkezik.

Tegyiik fel el6szor, hogy az idoskala diszkrét. Jelolje t = 0,1,2,... az
id6pontokat. A t-edik id6pont utdn minden jatékos tudja, hogy mennyi volt
a tobbiek termékmennyisége x4 (t) (I # k), igy konnyen ki tudja szdmitani,
hogy mi a szaméara legkedvezSbb termelési program: Ry (Zl 2k Tl (t)) . Azon-
ban a t-edik és (¢ 4+ 1)-edik id6pontok kozotti révid idszakban nem képes
jelentosebb mennyiségnovelést elérni a sziikséges beruhazasok, Gj munkaero
felvétele stb. kovetkeztében, igy azt tételezziik fel, hogy a k-adik jatékos
x(t) értékét Ry (Zz 2k xl(t)) irdnydba mozditja el, azaz termékmennyisége
az

ot +1) = 2 (t) + Ki | Re le(t) — xx (1) (8)
1%k

dinamikdt kéveti. A (8) egyenletrendszer k = 1,2,..., N esetére egy N-
dimenzids diszkrét rendszert definidl. A K, egyiitthatékrdl feltessziik, hogy
a (0,1] intervallumba esnek. Nagyobb K}, érték azt jelent, hogy a k-adik
termel$ agresszivabban koveti a véalaszfliggvényét.

A folytonos iddskéla feltételezése mellett hasonléan gondolkodhatunk.
Ilyenkor az egyes jatékosok a legjobb stratégia felé mutatd irdanyt kovetik,
az pedig a kovetkezd differencidlegyenlettel irhato le:

xy,(t) = Ky, | Ry sz —xx(t) | (9)
12k

ahol K}, > 0 egy jatékostol fliggo allando.
Ismert az irodalombdl (l4sd Bischi, Chiarella, Kopel és Szidarovszky,
2006), hogy a (8) rendszer aszimptotikusan stabilis, ha

Ky,
-1 10
Z —Ki(re +1) +2> ’ (10)

és amennyiben szigoruan ellentétes egyenlétlenség all fenn, akkor a rendszer
instabil. A rendszer nemlinedris, igy egyenléség esetén semmilyen konkrét
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allitds nem adhaté. A folytonos (9) rendszer az (A)—(C) feltétek mellett
mindig aszimptotikusan stabilis.

A (8) és (9) dinamikdk nagy hidnyossidga az, hogy nem vesznek figye-
lembe olyan tényezoket, amelyek minden gazdasdgban természetszertien el6-
fordulnak. A dolgozat tovabbi részeiben néhany ilyen tényez6t vonunk be
az oligopol modellekbe, és megvizsgaljuk ezek hatdsat a rendszerek aszimp-
totikus viselkedésére. Diszkrét modellekkel foglalkozunk csak, a folytonos
dinamikak hasonléan targyalhatok.

3 Arfiiggvények idébeli kolesdnhatdsa

Szamos termék élettartama hosszabb, mint egy idéperiddus, tgyhogy a ko-
rabban értékesitett termékek a piacot telithetik, igy a korabbi igények és
értékesitések befolyasolhatjék és gyakran befolyasoljdk is az arfiiggvényt. Ha-
sonlé a helyzet, amikor korabbi fogyasztdasok eredményeképpen a vésarlok
izlése valtozik, bizonyos termékek fogyasztasa szokassa valik stb. Matemati-
kailag feltessziik, hogy a korabbi értékesitések Osszhatasa egy id6tol fliggd @
valtozdval irhato le, amely a diszkrét esetben egy

QUt+1)=H (Z i (t), Q(ﬂ) (11)
k=1

dinamikaval valtozik. Példaul, a piac telitédése egy

=

Qt+1)=> zi(t) +aQ(t) (12)

k=1
linedris dinamikaval jellemezhetd, ahol o az egy periddus utan is miikods-
képes, haszndlhaté termékaranyt jelenti.
A H fiiggvény értelmezési tartomanya [0, Zszl Lk] X R.

Feltessziik tovabba, hogy az arfiiggvény nemcsak az értékesitett Gsszter-
méktol fligg, hanem @ aktualis értékétdl is, ugyhogy a k-adik termeld kifize-
tofliggvénye:

ka(-rla"'a'rNaQ):xkp('rk+skaQ)_ck(‘rk) . (13)
Feltessziik most, hogy
A P <0, ¢, >0;
B) p +appl, <0;
C) p—c<0;

(
(
(
(D

)
)
)
)

P+ Tiphg <0;
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minden megengedett x1,...,zy és @ mellett. Megjegyezziik, hogy a (B)
és (C) feltétel lényegében azonos a klasszikus Cournot modellnél bevezetett
hasonlé feltételekkel. Hasonléan a (4) reldciéhoz, a k-adik jatékos valaszfiigg-
vénye a kovetkezo:

07 ha p(skaQ) —C;‘(O) SO
Ry (s, Q) = { Lk, ha Lyp' (Li + 51, Q) +p(Li + s, Q) — Cp(Li) > 0
zk, egyébként,

(14)
ahol z; a
p(2k + sk, Q) + 2p’ (21 + 51, Q) — ¢ (2x) = 0 (15)
egyenlet egyetlen megoldasa a (0, L) intervallumban.
Implicit derivéldssal (6)-hoz hasonléan lathat, hogy
ORy, P, + Tkl
= = - L L -1,0 16
" dsy, 2p, + xppll, — ¢} € (=10 (16)
* OR P + kDl
= = < 2@ ¢ (—o0,0]. (17)

0Q Wt — o

Hasonl6an a (8) dinamikahoz, a diszkrét esetben most az

oe(t+1) = 2(t) + K | Re | Y _m(),Q) | —ax(t) | (k=1,2,....N)
I#k
(18)

Qt+1)=H (Z i (), Q(ﬂ)
k=1

(N + 1)-dimenziés diszkrét rendszer adddik. A kovetkez6kben az egyenstly
stabilitasat vizsgaljuk meg és a stabilitési feltételeket 6sszehasonlitjuk a Cour-
not modellel. A lokdlis aszimptotikus stabilitdst a Jacobi-métrix alapjan
végezhetjiik el, ebben az esetben

l—Kl K17‘1 K17‘1 Klfl
KQTQ 1 —KQ KQTQ Kgfg
KNTN KNTN l—KN KNTVN
h h h h
ahol 8H 8H
P
ds e 80

és valamennyi derivéltat az egyensilypontban szdmolunk. Az egyszeriiség
kedvéért tekintsiik a szimmetrikus esetet, amikor

rn=...=TrnN=rm, MM =...=TN=T és Klz...ZKNZK.
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Ekkor a (19) sajitérték-egyenlete nagymértékben leegyszertisodik:

1=K+ KrY w+Kiv=xy,  (k=1,2,...,N)  (20)
I#k

N
hZuk+ﬁU=AU. (21)
k=1

Vezessiik be az U = Zszl uy, véltozét. Ekkor (20) atirhaté a
KrU+ Kiv+(1— K — Kr— ANug =0 (22)

alakba is. Tegyiik fel el6szor, hogy A = 1 — K(1 + r). Ez a sajitérték az

egységkorben van, ha
2
K< . 23
1+r (23)

Kiilonben w1 = ... = uy = u és igy

(1—K+(N—-1)Kr—XNu+Krv=0

. (24)
Nhu+ (h—=XNv=0.
Nemtrividlis megoldés akkor és csak akkor létezik, ha
—K(1+(1—N)r)— Kr
N R
azaz ha \ megoldasa kévetkezo masodfoki egyenletnek:
N4+ A=1—h+Kz)+ (h— Khz — NLKF) =0 (25)

ahol z = 1+ (1 — N)r > 0. Ismeretes a kovetkezé eredmény (1d. példdul
Bischi, Chiarella, Kopel és Szidarovszky, 2006):

1. Lemma. A )\ + \p + q = 0 mdsodfoki egyenlet (p, q valds egyiitthatdk)
gyokei az egqységkorben akkor és csak akkor vannak, ha

g<l, ¢q—p+1>0 é q+p+1>0.

Ez alapjén a (25) egyenlet gyokei akkor vannak az egységkorben, ha

h— Khz — NhK# < 1 (26)
h—Khz— NhKi+1+h—Kz+1>0 (27)
h—Khz— NhKi—1—-h+Kz+1>0. (28)

Természetes feltevés, hogy h > 0 és —1 < h < 1 azaz H ndvekszik s-ben
és nem nagyon valtozik, ha @ értéke n6 vagy csokken. Ekkor a kovetkezo
eseteket kell tekintentink:
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(a) Ha hz + Nhi < 0, akkor (26) feltétele az, hogy

h—1
hz + Nhi
A (28) reléci6 biztosan teljesiil, a (27) feltétele pedig az, hogy

2(1+ h)

2(1 4 h) + Nhi (29)

Ebben az esetben a rendszer akkor lokalisan aszimptotikusan stabilis, ha
K értéke elég alacsony. Ez pedig azt jelenti, hogy a termel6k nem nagyon
agresszivak abban, ahogy vélaszfiiggvényiiket kovetik 1épésrdl lépésre.

(b) Ha hz + Nhi > 0, akkor (26) nyilvédnvaldan teljesiil, valamint (28)
is. A (27) fennélldsdnak pedig az a feltétele, hogy (29) teljesiiljon. Ebben az
esetben is akkor lokalisan aszimptotikusan stabilis a rendszer, ha K értéke
elég kicsi. Tehat a kovetkezo eredményt kaptuk.

1. Tétel. A (18) rendszerdinamikdval a szimmetrikus eset egyensilypontja
lokdlisan aszimptotikusan stabilis, ha K értéke elég kicsi, azaz eleget tesz a
(29) feltételnek.

Koénnyen Osszehasonlithatjuk a fenti stabilitasi feltételeket a klasszikus
Cournot modellel, amikor py, = pljo = h = h =7 = 0. Ekkor a sajatértékek:
M=0éA=14+h—Kz=1-K(1+(1-N)r).

Az elsé sajatérték nyilvanvaldan az egységkorben van, a méasodik akkor
van az egységkorben, ha

K< 2 2 (30)
1+(1-N)yr 2
Egyszeri szamitassal belathatd, hogy
2(1 + h)

2
27 2(1+h)+ Nhi’

<

ami azt mutatja, hogy az arfiiggvény idobeli kolcsonhatasa a fenti feltételek
mellett stabilizalé hatdssal van a rendszerre, hiszen a megengedett K tar-
tomanyt noveli.

4 Termékmennyiség novelési koltségek figye-
lembe vétele

Tegyiik most fel, hogy a termékmennyiség novelésének koltségét is figyelembe
veszik a termelék az optimalis termékmennyiség meghatdrozasakor. A (t+1)-
edik idéperiddusban eszerint a k-adik jatékos kifizetofliggvénye

k@1, ..o [ 2k(t) = zrp(er + sk) — cr(ar) — Ap(ze —21(t)) ,  (31)

ahol Ay a termékmennyiség novelési koltségfiiggvénye. Tegytlik most fel, hogy
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(A) p'<0, ¢, >0, A >0,
(B) P Hap’ <0
(C) p—-d/<0 é& Al>0

minden megengedett x1,...,x N és xx(t) értékek mellett. Vegyiik észre, hogy
v szigorian konkdv zi-ban, és igy a vélaszfiiggvény a (14)-hez hasonld
modon addédik, valamint implicit differencidlassal

ORy, p' 4 xpp”
T = = —
k 08y, 2 + " — ¢ — Al
és "
. OR, Al
Tk =

T Ox(t) 2 awp —cf — A}
Az (A)—(C) feltételek mellett
—1<r, <0< <l és —1<rp—7g. (32)

A (8) dinamikus modell ebben az esetben a kovetkezéképpen médosul:

oe(t+1) = 2i(t) + Ki | R | Y m(t),au(t) | —au(t) | (k=1,2,...N).

1k
(33)
A rendszer stabilitdsat vizsgaljuk meg ismét, és az eredményeket Gsszehason-
litjuk a klasszikus Cournot modellel.
A rendszer Jacobi-métrixa:

l—Kl(l—fl) K17‘1 K17‘1
KQTQ 1— Kg(l —fg) KQTQ
J= _ ) . : (34)
KNTN KNTN I—KN(I—fN)

Tegyiik fel ismét az egyszeriiség kedvéért, hogy a jaték szimmetrikus, azaz
Ki=..=Ky=K,mm=...=ry=rést=...=7y =7. A J métrix
sajatérték-egyenlete nagymértékben leegyszerisodik:

(1=K —"M)up+Kr> w= y  (k=1,2,..,N).  (35)
I#k

Legyen ismét U = Zszl ug, ekkor
KrU4+(1-KQ1—-7)—Kr—XNu,=0. (36)

Ha A =1- K(1—7)— Kr, akkor ez a sajitérték akkor van az egységkorben,
ha
K<—2 (37)
r—7+1"’
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killénben uy = ... = uny = u, igy (35) a kovetkezéképpen egyszeriisodik:
1-K1-#)+Kr(N—1)—ANu=0,
és nemtrivialis megoldasanak a feltétele az, hogy
A=1-KQ1-#)+Kr(N-1)=1-K(1—#+r—rN).
Vegyiik észre, hogy K szorzdja
14+ (r—7)—rN
mindig pozitiv, igy a rendszer lokalisan aszimptotikusan stabilis, ha

2

K
< 14+ (r—7)—rN"’

(38)

azaz ha K értéke elég kicsi. Minthogy r < 0, (38) szigoriibb egyenlétlenség,
mint (37), azért (38) a stabilitasi feltétel. Tehat a kovetkez6t igazoltuk.

2. Tétel. A (33) rendszerdinamikdval a szimmetrikus eset egyensulypontja
lokdlisan aszimptotikusan stabilis, ha K eleget tesz a (38) feltételnek, azaz
elég kicsi értéki.

A klasszikus Cournot modell esetében 7 = 0, igy a stabilitdsi feltétel (30)
teljesiilése. Minthogy a (38) egyenlStlenségben 7 > 0, (38) jobb oldala na-
gyobb, mint (30) jobb oldala. Tehdt a termékmennyiség névelési koltségeinek
figyelembe vétele is stabilizalé tényezo.

5 Ipari szennyezodés csokkentésének figyelem-
be vétele

Tegyiik most fel, hogy a termel6k kozos telepen tisztitjak az altaluk produkalt
ipari szennyezOdést, és a koltséget a termékmennyiségek ardanyaban osztjak
fel egymas kozott. Ekkor a k-adik jatékos kifizetofiiggvénye

T(xr + sk)

39
pa— (39)

or(x1,...,oN) = zpp(xr + sk) — cx(xk) — T

ahol T a szennyez6dés tisztitasi koltségfiiggvénye. Ha bevezetjik a

T(.Iik- + Sk)

Plaw + o) = plwe+ s1) = Tk + Sk

fiiggvényt, akkor (39) formélisan is a klasszikus Cournot modell profitfiigg-
vényének alakjaként irhaté at:

@k(xl,...,xN) = ka(xk —l—sk) — ck(xk.) . (40)
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Az egyszertliség kedvéért legyen

T'(xg + si)
T+ 8p) = ——
9@+ i) Tk + Sk
és tegyiik fel, hogy g is kétszer folytonosan differencialhaté a [0, Zszl Lk]
zart intervallumon. Ekkor a k-adik jatékos valaszfliggvényének a derivéltja
(6) alapjén
ORy, P 4z, P’

T s T 2P ta P (4)

és a lokalis aszimptotikus stabilitds feltétele a (10) egyenl6tlenség. Mint-
hogy (10) bal oldala ri-nak névekvo fiiggvénye, a szennyez8dés tisztitdsdnak
figyelembevétele stabilizalé hatdsi, ha

B pl + ijp” B pl _ gl + ij (pll _ gll) (42)
2 tanp —cp 2 =20 +anp” +ang” —
Ezt az 0sszefliggést a kovetkezoképpen irhatjuk:
.rk-(plg” _glpll) < CZ(gl+xkgll) , (43)

ha feltessziik, hogy a p és ¢ fliggvények kielégitik a klasszikus Cournot mo-
dellnél tett feltételeket. Ezekbdl azonban nem kovetkezik a (43) relacié tel-
jestlése, igy a stabilizdlé hatds nem garantalt dltalaban.

6 Koltségkolcsonhatasok figyelembevétele

Az egyes termel6k kozos munkaerdpiacrdl és kozos termelési tényezd piacrdl
szerzik be a termelésiikhoz sziikséges munkaerot, anyagokat, energidt stb., igy
termelési koltségiiket a tobbi termeld termelési mennyisége is befolyasolja a
beszerzési arakon keresztiil. Hasonlé a helyzet, ha a termeldk kutatast is
folytatnak, hogy termelésiiket még gazdasdgosabba tegyék. Kutatasi ered-
ményeiket a tobbi termeld is hasznosithatja, és minthogy a kutatasra forditott
Osszegek magasabbak nagyobb termelési volumenek esetén, a tobbi termeld
koltsége implicit médon fiigg a kutatast végzo termel6 termékmennyiségétol.
Amennyiben az Gsszes termeld folytat kutatdst, az Osszes koltségfiiggvény
fligghet az Osszes termel6 termékmennyiségétél. Ezt a kortilményt a leg-
egyszertibben ugy modellezhetjiik, hogy feltessziik, hogy a k-adik termeld
koltségfliggvénye xp-n kivil s-tdl is fugg, azaz profitfliggvénye

k(15 .., aN) = (T + Sk) — ce(Tk, Sk) (44)
alakd. Konnyen lathato, hogy

oy, / /
L
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és

o
= 2pl + ‘rk’p” - CZJ,J, )
ox?
igy, ha feltessziik, hogy
(A) p<0; ¢,>0;
B) P +ap” <0y
(C) pl - CZJ,J, <0

minden megengedett x1, ...,y mellett, akkor ) szigortian konkav xj-ban,
igy a valaszfliggvény egyértelmi, valamint implicit differencidlassal konnyen
kimutathato, hogy

OR. _ b+ —
0sy, 20+ xpp” —

T = s (45)

ahol a nevezd mindig negativ. Osszehasonlitva ezt az egyenléséget (10)-zel,
azonnal lathatjuk, hogy amennyiben

Clws <0 (46)

és (45) szamlaldja negativ, koltségkolesonhatasok figyelembevétele stabilizalja
a rendszert. Ha ¢} . > 0, akkor pedig destabilizdlé hatdsi.

A (46) feltétel azt jelenti, hogy a ¢, derivalt csdkken si-ban. Ez pedig
azt jelenti, hogy a ¢}, marginalis koltség csokken, ha a tobbi termeld egyiittes
termékmennyisége novekszik. Ez a feltétel redlisnak tiinik, ha a tobbi ter-
mel6 kutatasi eredménye csokken6 hatédssal van a k-adik termelé marginalis
koltségére.

7 Kovetkeztetések

Ebben a dolgozatban dinamikus oligopol modelleket vizsgaltunk a klasszikus
Cournot modellnél realisabb feltételek mellett. Nemcsak a modelleket fo-
galmaztuk meg, hanem azok stabilitasi feltételeit is Osszehasonlitottuk a
klasszikus Cournot modell esetével. Feltételeket vezettiink le, amelyek ga-
rantaljdk, hogy a modellek kibGvitése stabilizalé hatassal is bir a nagyobb
realitastartalom mellett.

Négy konkrét esetet vizsgaltunk meg egymastdl fiiggetlentil diszkrét ido-
skéla feltételezése mellett. A folytonos eset, valamint a kiilonbozé tényezok
egylittes figyelembevétele egy kovetkezd dolgozat targya lesz.
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AZ ESZKOZARAZAS MASODIK ALAPTETELE!

MEDVEGYEV PETER
Corvinus Egyetem

A dolgozatban réviden bemutatjuk az eszkézarazds méasodik alaptételét. A
bizonyitas soran felhasznaljuk a Dalang—Morton—Wilinger tétel bizonyitasa-
ban hasznalt allitdsokat.

A dolgozat a kordbban megjelent?, a Dalang-Morton-Willinger tétellel
foglalkozé dolgozat szerves folytatasa, kiegészitése. A jelen dolgozat az esz-
kozarazas masodik alaptételét és az igynevezett arazasi formulét targyalja. A
dolgozatban szerepl6 allitasok és igazolasaik szorosan Osszefliggnek a Dalang—
Morton—Willinger tétellel, amelyet szokas az eszkézarazas els6 alaptételének
nevezni. A két alaptétel mogotti k6z6s modellben t = 0,1,...,T < oo
szamu diszkrét idéperiédus és minden idOperiédusban m szamu eszkoz all
rendelkezésre. Egy tetszileges t idészakban az eszkozok arat az S (t) m-
dimenziés vektor tartalmazza. Az S (t) minden t-re valdsziniiségi valtozo.
A modellben szerepld bizonytalansagot leiré (€2, A, P) val6szintiségi mezdre
semmilyen megkotést nem tesziink. Befektetési stratégian egy

(6(6)11

valészintiségi valtozokbol allé m-dimenzids T hosszu vektorsorozatot értiink.
A modell tovabbi kiilsé adottsdga egy (.E)tT:O filtracié. Az S folyamatrdl
feltessziik, hogy adaptalt, vagyis minden ¢ id6pontban az S (t) mérhetd az F;
o-algebrdra nézve. A 0 elbrejelezhetéek, vagyis hogy minden ¢ idépontban
a 0 (t) mérheté az F;_; o-algebrara nézve. A két folyamat idében eltérd
idopontokban kertil ,,meghatarozasra”, és éppen ez az idében vald eltérés
reprezentéilja a modell kozgazdasagi tartalmat: A ¢—1 idépontban eldéntésre
kerill a [t — 1,t) idészakra érvényes portfoli. A dontés idSpontjdban az
eszkOzok dra csak a t — 1 id6pontig ismert. Az eszkozok S arai a (¢ — 1,t)
idéperiédusban megvaltozhatnak. A t — 1 idépontban hozott doéntésiink
kévetkezménye, hogy a t idSpontban a portfoliénk értékében?

(S(t) = 5(t—1),01))

értékvaltozas fog bekovetkezni. A teljes idéperiddus alatt a 6 befektetési

IBeérkezett: 2006. oktéber 30. E-mail: medvegyev@math.bke.hu.

2V.6.: [10]. A dolgozat a Corvinus Egyetemen tartott pénziigyi matematikai eléaddsaim
anyagdra tdmaszkodik. Lisd: www.medvegyev.uni-corvinus.hu/finance

3(a, b) jeldli az a és b vektorok skaldris szorzatét.
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stratégia dltal eredményezett értékvaltozas éppen?

D (S(t) = S(t—1),001)) -

t=1

Az eszkozdrazas els6 és masodik alaptétele a lehetséges értékvaltozdsok teré-
nek matematikai alaptulajdonsagait tisztazza.

1 Az eszkozarazas elso alaptétele

Az els6 és masodik alaptétel bizonyitdsdhoz hdrom egymésra épiilé lemmaéra
van sziikség®. Ezek mindegyike értelemszertien bemutatésra keriilt a Dalang—
Morton—Willinger tétel igazoldsa soran, de a teljesség kedvéért felidézzik
Oket. A diszkrét idejii, de tetszileges véletlen allapottérrel rendelkez6 pénz-
igyi modellek matematikai targyaldsanak kulcsa a kovetkez6 kompaktsagi
lemma:

1.1 Lemma (Kabanov—Stricker). Legyen (n,) tetszéleges, R™ értékii, mér-
hetd fiigguények sorozata, €s tegyik fel, hogy a sorozat minden kimenetelre
korldtos. Ekkor megadhatd olyan (o)) egész értéki, szigorian monoton novd,
mérhetd figgvényekbdl alls sorozat, amelyre az (ny,) sorozat minden kime-

netelre konvergens. Masrészrél, ha sup, ||n,| = oo, akkor van olyan (o)
egész értéki, szigorian monoton novd, mérhetd fligguényekbdl dllo sorozat,
amelyre limy,_. o |70, || = 00 minden kimenetelre.

A kompaktsdgi lemma a Bolzano—Weierstrass tétel kézenfekvd dltaldno-
sitdsa. Mivel az (1, (w)) sorozat minden w kimenetelre a lemma feltétele
miatt korlatos, ezért minden w kimenetelre trividlis médon talalhaté olyan,
az w kimeneteltdl fiiggd (o (w)) részindex sorozat, amelyre az (7o, () (W),
sorozat konvergens. A lemma lényege, hogy a oy, (w) fiiggvények vélaszthatdk
mérhetonek.

A kovetkezd lemma az el6z6 kovetkezménye és az egy idOszak alatt kelet-
kez6 portfoliévaltozdsok alterének zartsagat allitjal.

1.2 Lemma (Stricker). Legyenek fi, fo,..., fm tetszéleges, valamely A o-
algebra szerint mérhetd figguények. Tegyik fel, hogy G C A és tekintsiik

4Erdemes hangsilyozni, hogy pénziigyi szempontbdl az 0sszeg tulajdonképpen
értelmetlen, ugyanis nem azonos idészakhoz tartozé értékadatokat adunk 6ssze. Mivel a
diszkontdléds kérdését nem vizsgéaljuk az alabbi allitdsok mindegyikében az eszk6zdk S dra és
nem az S diszkontdalt arfolyamok szerepelnek. Ha diszkontalt Gsszegeket akarunk vizsgalni
és szeretnénk haszndlni az aldbbi ,,sztochasztikus integral” formulat, akkor be kell vezetni
az Onfinanszirozé portfélié fogalmat és meg kell mutatni, hogy minden Onfinanszirozé
portfélié értékfliiggvénye felirhaté ,,sztochasztikus integralként”.

5A dolgozat célja annak hangsilyozasa, hogy a kompaktsigi lemma, illetve az L tér
ebbdl kovetkez6 zartsdga nem csak az els§, hanem a madsodik alaptétel igazoldsdban is
kulcsszereppel bir.

SEmlékeztetiink, hogy LC (Q,G) téren a G-mérhetd valdszintiségi valtozdk terét értjiik,
konvergencidn pedig a sztochasztikus konvergenciat értjik.
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az

L= {h ch= Zfi%»%‘ € LO(g)p)}

i=1
linedris teret’. Az L linedris tér zdrt az L° (A, P) térben.

A lemma kiterjeszthet6 tetszéleges véges id6horizontra. Ennek igazoldsé-
hoz felhasznaltuk a nincs arbitrazs feltételt:

1.3 Definicié. Legyen

R {H:H:i(S(t)—S(t—l)aa(t»}»

ahol (H(t))tT:l tetszbleges elbrejelezhetd stratégia. Legyen
A=R-L5 (2 AP) .

Azt mondjuk, hogy a modellben nincsen arbitrdzs, ha
ANLY (92,A,P) ={0}.

A nincsen arbitrazs feltétel kovetkezménye a kovetkezd:

1.4 Lemma (Kabanov-Stricker). Ha nincsen arbitrdzs®, akkor a T-hosszi
eldrejelezhetd befektetési stratégidk eredményeként eléallo lehetséges portfolio
értékvdltozasok

R = {H . H = i(sa) ~S(t - 1),6(15))} =

{H H=3"3 (Si(t) — St~ 1) o,-(t)}

[lo

t=1 i=1
altere zdrt az L° (2, A, P) térben.
Az el6z6 dolgozat legfontosabb eredménye a kovetkezo tétel volt:

1.5 Tétel (Dalang-Morton-Willinger). A kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. AnLY = {0}.
2. ANLY ={0} és A=cl(4).
3. cl(A) N LY ={o}.

4. Megadhato olyan Q valosziniiség, amely ekvivalens az eredeti P valdszi-
niiségi mértékkel, amelyre a dQ/dP Radon—Nikodym derivdlt korldtos,
és amely mellett az S m-dimenzids martingdl.

"Nyilvénvaldan az L elemei A-mérhetdek, de a ¢; stlyok G-mérhetSek.
8Valéjaban az R zartsigahoz nem sziikséges a nincs arbitrazs feltétel. V.5.: [2].
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Erdemes hangstlyozni, hogy a tételben szereplo els6 allitas azt jelenti,
hogy nincsen olyan (0 (t))tT:l elérejelezhetd stratégia, amelyre

i S(t—1),00t)) >0,

t=1

és egy pozitiv mértékli halmazon az egyenlétlenség szigori. Masképpen fo-
galmazva, az els6 pont szerint nincsen arbitrazs.

2 A piac teljessége, az eszkozarazas masodik
alaptétele
A szérmaztatott termékek drazasdval kapcsolatos igen fontos fogalom a tel-

jesség fogalma. A teljesség fogalma azt jelenti, hogy a jovébeli kovetelések
kivétel nélkiul fedezhetoek:

2.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az S eszkézdr folyamat dltal definidlt
piac at = 0,1,2,...,T idéhorizonton teljes, ha tetszéleges Hy Fr-mérhetd
valoszinidségi vdltozohoz taldlhato olyan

@:()Ly, t=1,....T

eldrejelezhetd stratégia és A valos szdm, hogy

HT_A+Z S(t—1),0(t))

ahol az egyenldség valdsziniiségi valtozok kozott érvényes, vagyis majdnem
minden kimenetelre teljesul.

Ezt kovetben térjlink ra az eszkozarazas masodik alaptételére:
2.2 Tétel (Az eszkizdrazas mésodik alaptétele). Tegyik fel, hogy az
(Si()i~,, t=0,....,T
eszkozar folyamat dltal definidlt piacon nincsen arbitrdzs. A modell pontosan
akkor teljes, ha a martingdlmérték® az (Q, Fr) téren egyértelm.
Bizonyitas. Az allitas bizonyitasa két részbél all.
1. Tegyiik fel, hogy a piac teljes és legyenek Q és R két kiilonb6zo
martingdlmérték. Mivel a két mérték kilonbozo, ezért van olyan F € Fr,

hogy Q(F) # R(F). A feltételezett teljesség miatt van olyan (@(t))thl m-
dimenzios elorejelezhetd stratégia, hogy

XF—/\+Z St =1), (1)) - (1)

9Emlékeztetiink, hogy martingdlmérték alatt egy olyan az (2, F;) téren értelmezett Q
valészinliségi mértéket értiink, amelyre nézve az S eszkozar folyamat martingdl.
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A bizonyitas alapgondolata, hogy mind a két oldalon alkalmazzuk a Q és R
mértékek szerinti varhaté érték operatorokat. A gondolatmenet kulcsa, hogy
tetszoleges P martingdlmérték esetén

EP (Z (S(t) =St - 1)>¢(t)>> =0, (2)

t=1

amibdl
Q(F) =A=R(F),

ami lehetetlen. A (2) sor igazoldsdban gondot jelent, hogy mivel a ¢ stratégidk
nem feltétleniil korlatosak, ezért sem a kiemelési szabalyt, sem az integral ad-
ditivitasat nem tudjuk kozvetleniil hasznélni. A {6 probléma abbdl ered, hogy
az (1) sorban szerepl6 Gsszeg nem feltétlentil martingal, csak lokélis martin-
gal. Diszkrét és véges idShorizonton a lokalis martingalok struktiraja azon-
ban viszonylag egyszerti: Miként a kovetkezd pontban meg fogjuk mutatni®,
diszkrét és véges idOGhorizont esetén ha valamely lokalis martingal utolsé
értéke integralhatd, akkor a folyamat martingal. Mivel a x p véltozoé trividlisan
integrélhatd, ezért a (2) sorban szerepl6 kifejezés martingél, {gy a sorban sze-
replo egyenlGség teljesiil.

2. Tegyiik fel, hogy a piac nem teljes. A feltétel szerint a piacon nincsen
arbitrazs, igy van olyan Q mérték, amely mellett az S folyamat minden
koordinataja martingal. Definicié szerint legyen

L= {A +> (S(t) - S(t - 1)»¢(t)>} :

ahol 0 tetszoleges elérejelezhetd portfélio és A tetszéleges valds szam. Mivel
a piac nem teljes, ezért L # LY (Q, Fr, Q). Legyen Hrp egy olyan kivetelés,
amely nem &llithat6 el6. Mivel csak véges sok valdszintiség valtozo szerepel a
modellben a valdsziniiségi mérték mindig kicserélhet6 gy, hogy a modellben
szerepl6 Osszes valtozo integralhato legyen. Ehhez elegendd a P helyett a

P(4) = C /A exp (— [[n]) dP

mértéket venni, ahol az 1 az S folyamatot alkotd véaltozokbdl és a Hp val-
tozébdl allé vektor'!. Vegyiik észre, hogy a P és a P’ ekvivalensek!?, igy a
tétel feltételei nem médosulnak, ha a P helyett a P’ valészinliségi mértéket
vessziik. Emlékeztetiink, hogy az elsé alaptételben az arbitrazs hidnya miatt
létez6 martingalmérték Radon—Nikodym derivaltja valaszthato korlatosnak.
Igy feltehet, hogy nem csak az (S (t))tT:l oszlopai, hanem a Hr is integralhatd
a Q martingalmérték alatt.

10v.5.: 3.6 Allités.
1A C konstanst gy kell meghatérozni, hogy a P’ szintén valSszintiségi mérték legyen.
12Vagyis a két mérték szerint a nullmértékii halmazok megegyeznek.
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Megmutatjuk, hogy az L zart az L' (Q, Fr,Q) térben. Emlékeztetiink,

hogy az

T

R= {Z (S(t)—S(t— 1),(9(t)>}

=1
az L0 egy zart altere. A Markov-egyenlétlenség miatt az L'-ben valé konver-
gencidbdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, fgy az R N L zért altér
az L'-ben. Valdszinliségi mértékekrdl 1évén szé 1 € L', igy ha az egyszertiség
kedvéért tovabbra is L jeloli az L és az L' metszetét, akkor az L felirhaté
mint egy zart R altér és egy egy-dimenzids altér Osszege. Ha 1 € R, akkor
készen vagyunk, az L zart. Ha 1 ¢ R, akkor minden [ € L felithat6 [ = A1 +r
alakban. Ha [, — [, az L altérben, akkor egyediil az okozza a problémat,
hogy nem tudjuk, hogy az (I,,)-hez tartozé (A,) sorozat korldtos, vagy sem.
Legyen d az R és az 1 tavolsdga. Mivel az R zért és 1 ¢ R, ezért d > 0.
Az (l,,) sorozat konvergens, {gy korldtos is. Legyen c az (I,,) sorozat korlétja.
Mivel az R altér, ezért ha r, € R, akkor

lgy
CZ|)\TL1+TTL|:|)\TL| 1+ﬁ :|)\n| 1- —n 2|)\n|da
An An
amibdl felhasznélva, hogy d > 0,
C
== )\n )
<>l

vagyis a (\,) sorozat korlatos. Ezért a (\,) szémsorozatnak van konvergens
részsorozata. Erre dttérve feltehetd, hogy a (A,1) sorozat konvergens. Mivel
az Osszeg konvergens, ezért az (r,) sorozat is konvergens. Mivel az R zért,
ezért az (r,) hatdrértéke az R-ben van, és igy a (\,1+7,) egy részsoroza-
tanak hatdrértéke az L-ben van. Kovetkezésképpen a (A, 1 + r,,) hatdrértéke
is L-ben van.

Mivel a Hr ¢ L is integrélhat6, ezért van olyan eleme az L' térnek,
amely nincsen benne az L zart altérben. A Hahn-Banach tétel miatt van
olyan z € L™ (Q, Fr,Q), amely elvdlasztja az L alteret és a Hp véltozot.
Mivel az L altér, ezért az elvalaszto sikot megadd z € L™ fiiggvényre

(z,l)é/gzldQ=EQ(zl):0, leL. (3)

Mivel a ¢(t) = 0 és A = 1 egy lehetséges eldrejelezhetd stratégia, ezért

(z,l)é/ﬂzldQ:/deQ:O.

Legyen

g=1+ 0,

i >
2lzll
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és definialjuk az
R(4)= [ giq

mértéket. A g = dR/dQ feliilrél korldtos és nagyobb vagy egyenlé, mint egy
pozitiv szam, igy a két mérték alatt az integralhaté véltozok megegyeznek.
Vilagos, hogy g > 0, és

EQ(z)

R(Q) = EQ(1) + el

=1

)
o0

tehat az R egy ekvivalens valdszintiségi mérték. Mivel tetszoleges 6 elore-
jelezheto folyamatra a A = 0 mellett

i(s(t) —S(t—-1),0(t) €L,

t=1

ezért ha a 0 korlatos, akkor a (3) sor felhasznéldsaval

Mivel az S martingal a Q alatt, és a 0 elérejelezhetd, ezért a jobb oldali
kifejezés, tetszoleges korldtos € esetén nulla, ezért a bal oldal is nulla. Ha a

azonosan nulla, kivéve a t — 1 id6pontban, ahol az értéke xp, ahol F' € F;_1,
akkor

ER((S(t) - 5(t — 1))xr) =0,

ami nem mas, mint

S(t)dR= [ S(t—1)dR ,
Jsom= ]

vagyis a feltételes varhato érték definiciéja alapjan
ER(S@t) | Ao =8S¢t-1).

Tehét az S folyamat az R # Q mérték esetén is martingal, kovetkezésképpen
a martingdlmérték nem egyértelm. |
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3 Lokalis martingalok diszkrét és véges ido6-
horizont esetén

Ebben a pontban teljesség kedvéért roviden felidézziik'® a diszkrét idejit
lokalis martingdlokra vonatkozo legfontosabb allitasokat.

Ha £ nem negativ valdszinliségi valtozé és F egy feltételi o-algebra, akkor
mindig értelmes az E (¢ | F) feltételes varhat6 érték!®. Ilyenkor konnyen iga-
zolhat6'®, hogy a feltételes varhaté érték operacié monoton, additiv és teljesiil
ra a toronyszabaly. Nem negativ valtozdk korében ugyancsak nyilvanvald,
hogy teljesiil a kiemelési szabdly. Ha a &-nek nincs véges varhato értéke,
akkor el6fordulhat, hogy a feltételes varhato érték nem valdszintiségi véltozd,
ugyanis végtelen értéket is felvehet. Ez indokolja a kovetkez6 definiciét:

3.1 Definicié. Legyen & valdsziniiségi vdltozo, F feltételi o-algebra. Ha a
£ és & wdltozoknak létezik véges értékil feltételes vdrhato értéke, akkor az

E(T|F)-E( |7
kifejezést dltalanositott feltételes vdrhato értéknek mondjuk, és a megszokott
E([F)
maodon jeloljik.

Konnyen belathato, hogy a feltételes varhaté értékre vonatkozd szokasos
szamoldsi szabalyok!'® atvihetSk dltaldnositott feltételes varhaté értékekre is.

3.2 Definicid. A (&,,F,) diszkrét ideji sorozatot dltalanositott martingdlnak
mondjuk, ha

1. minden n-re az E (&,41 | Fn) dltaldnositott feltételes vdrhatd érték lé-
tezik, és

2. minden n-re

E (f'rb-&-l | ]:'rb) =E (6:—&-1 | ‘7:") - E (57:—&-1 | ‘7:”) = 5’” ’

13v.6.: [6,8,12].

14A feltételes varhaté érték definiciéja nem teljesen egységes az irodalomban. Bizonyos
szerzOk csak integralhaté valtozok esetén definidljak a feltételes varhaté értéket, vagyis
megkovetelik, hogy a pozitiv és a negativ rész integralja véges legyen. Ugyanakkor nem
negativ valtozok esetén mindig létezik olyan, esetlegesen végtelen értéket is felvevs valtozd,
amely mérhetd a feltételi o-algebra szerint és kielégiti a feltételes varhaté értéket definiald
integralegyenletet. [8], 9.14. Allités, 293. oldal. Ennek oka, hogy a Radon—Nikodym-tétel-
ben a derivalandé mérték tetszdleges lehet. [8], 3.46. Tétel, 137. oldal. Eppen ezért célszerii
a feltételes varhaté értéket tetszéleges nem negativ valtozé esetén is definidlni. El&jeles
valtozok feltételes varhaté értékének létezéséhez, vagyis olyan a feltételi o-algebra szerint
mérheté fliggvény létezéséhez, amely kielégiti az integrilegyenletet, elegendd megkovetelni,
hogy vagy a valtozé pozitiv része, vagy a negativ része integrilhaté legyen.

15A tulajdonsigok karakterisztikus és 1épcsés fiiggvényekre teljesiilnek és a nem nega-
tivitds miatt alkalmazni lehet a monoton konvergencia tételt.

16P1. kiemelési és torony szabdly, additivitds stb. V.5.: [8,12].
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ahol az egyenldség osztdlyok kozétt, tehdt P majdnem mindenhol tel-
jestil'”.

Hangstlyozni kell, hogy nem tételezziik fel, hogy a &, valtozok varhatéd
értéke véges, sOt azt sem koveteljiik meg, hogy legyen a valtozdénak végtelen
varhato értéke, éppen ez kiilonbozteti meg az altalanositott martingdlt a
martingaltol. Megelégsziink avval, hogy a ,,martingalegyenl6ségben” szereplo
altalanositott feltételes varhatd érték létezik, és véges.

3.3 Definicid. Valamely (&, F,) véges, vagy végtelen sorozatot lokdlis mar-
tingdlnak mondunk, ha megadhatd (13,) megdlldsi iddk olyan 1, / o ,,loka-
lizdacios” sorozata, amelyre a

':;k = X (Tk > 0) 5’rb/\7’;C

megdllitott folyamatok mindegyike martingdl az eredeti (F,,) filtrdcidra nézve.

3.4 Definicié. A (&,,F,) sorozatot martingdltranszformdltnak'® mondjuk,
ha létezik olyan

(Mru fjrb)
martingdl, és olyan (0,,) sorozat, hogy minden n-re a 0, F,_1 mérheté'®, és

n

En="CE0+ ) Ok (My — My—1) . (4)

k=1
A diszkrét idejii lokélis martingdlok struktirdja igen egyszerti?:
3.5 Allitas. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
1. a (&) lokdlis martingdl,
2. a (&,) dltaldnositott martingdl,
3. a (&,) felirhaté (4) martingdltranszformdltként.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy teljesiil az 1. = 2. = 3. = 1. implikacio
sorozat.

1. Legyen (&) lokélis martingdl, és legyen (1) egy lokalizécids sorozat.
A martingal definicija alapjan a &% | varhato értéke véges, és gy a feltételes

7Ez tgy is fogalmazhaté, hogy a £n41 valtozé pozitiv, illetve negativ részének Fp,
szerinti feltételes varhaté értéke megegyezik a &, pozitiv, illetve negativ részével.

18 A martingéltranszformaltak tekintheték diszkrét idejii sztochasztikus integraloknak.

9 Természetszeriileg F_1 = Fo.

20 Az 4llitas lényegében azt sllitja, hogy diszkrét idétartomény esetén a lokalis martinga-
lok ,,rosszul” integralhaté martingalok. Folytonos idétartomany esetén ez hangsilyozottan
nincsen igy.
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varhato érték is véges, ezért

oo > E (|§r7:-1| | ]:'rb) =E (|§(n+1)/\m| X(Tk > 0) | Fn) >
> E(|[{nsnnan| X (e >n) | Fp) =
= E(&slx(m>n) [ Fn) =
= X(m >n)E (||| Fn)

ugyanis mivel a 7, megélldsi id6, ezért a y (7, > n) F,-mérheté minden n-re,
és ezért alkalmazhaté a nem negativ valtozékra vonatkozd kiemelési szabdly.
A lokalizacids sorozat definicidja miatt majdnem minden w kimenetelre, mivel
Tk /" 00, ha k elég nagy

E (|6l | Fo) (W) = x (1 (W) > n) E (€] | Fn) (w) <00,

kévetkezésképpen majdnem mindenhol E (|€,41] | ) < oo. Nyilvanval6an

,ij_l < |€nt1| és igy léteznek és végesek a E (5,?;_1 | Fn) feltételes varhato

értékek, igy definicié szerint létezik az E (,41 | F,) altaldnositott feltételes
varhato érték. Természetesen az altalanositott feltételes varhato értékre nem
értelmezheto a feltételes varhato értéket definialé integralegyenlet. Jelolje G,
az olyan F' € F,, halmazokat, amelyekre

/ |§n+1| dP :/ E(|§n+1| |~F:rb) dP < oo.
F F

A £k martingdl, ezért a |£]*| szubmartingdl, tehét

[ el = [ jgaps
Fn{r,>n} Fn{rpy>n}
< [ el p=
Fn{rp>n}

= / |§n+1| dp,
Fn{rp>n}

igy, ha k — oo, akkor a monoton konvergencia tétel miatt

16l P < [ gl dP <o, )
F F

kovetkezésképpen az

[ e
Fn{rp>n}

[ gae=[  gnap-
Fn{rex>n} Fn{reg>n}

/ §TL+1 dP
Fn{rex>n}

egyenl6ség mindkét oldalan haszndlhatjuk a majoralt konvergencia tételt,

amibdl
/ §TL dP = / §TL+1 dP; Fc gn .
F F
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Mivel G,, elemein &, és &,41 integrdlhatd, ezért a kiterjesztett feltételes
varhato érték definicigja alapjan minden F' € G, halmazra

/ fusr dP = / €, —Ery, dP = / £, dP — / €,y dP =
F F F F

/ E(ch,, | Fu) dP — / E (6, | F.) dP =
F F

/FE (5‘:-"-1 | ‘Fj”) dP —E (57:—&-1 | fjn) dP =

= / E(&n-&-l | fjrb) dPa
F

ahol az utolsé két sorban kihasznaltuk, hogy az E (ff 11 .7:”) kifejezések in-
tegralja az F-re tett megkotés miatt véges, tehat az integralokat Gssze lehet
vonni. Ebbol

/ 5’” dP :/ E(&‘rb-‘rl |‘F:rb) dP) VH S f:ruH g F S gn )
H H

kovetkezésképpen az F' € G,, halmazokon
§7L " E (5n+1 | ]:n) .

Az E (|&n41] | Fn) < 0o miatt az Q felbonthaté megszamlalhaté G,-beli hal-
mazra, kovetkezésképpen

§7L " E (5n+1 | ]:n) 3

vagyis a (&,) dltaldnositott martingél.
2. Miésodik 1épésként tegyiik fel, hogy a (&) sorozat egy &ltalanositott
martingal. Legyen

A(n, k) ={k <E(I&n — &l | Fu) <k +1} .

Mivel a (&,) altaldnositott martingél, ezért minden fix n esetén az A(n, k)
az () egy particidja, vagyis az A(n, k) halmazok k szerinti egyesitése az €, és
két kiilénboz6 k-ra a halmazok metszete diszjunkt?!. Vezessiik be az

1
Up, = P EE——Y (§TL - §TL—1) XA('rL—l,k')
g (k+1)°

fiiggvényt. Mivel az (A (n — 1, k)), halmazok particiét alkotnak, az u,, defi-
nicidja értelmes. Nyilvanvalé modon w,, véges és F,-mérheto.

1
|un| S T 3 |§n - §TL—1| XA(n—l,k-) .
kzzo (k+1)

21 Az egyszeriiség kedvéért egy mindenhol véges verziét vesziink.
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A két oldalon F,,_1 szerint feltételes varhaté értéket véve és haszndlva a
feltételes varhaté értékre vonatkoz6é monoton konvergencia tételt és a nem
negativ valtozdkra vonatkozé kiemelési szabalyt valamint a nem negativ
valtozok korében az additivitast:

XA(n—1,k) 1
E(|un| | fjrb—l) S —E(|§rb - §TL—1| | fjrb—l) S — < X.
kzzo (k+1)° kzzo(lﬁ—l)Q
Ebbdl kévetkezGen
1
E(|urb|) :E(E(|un| |~7:rb—1)) < Zm <0, (6)

k>0

vagyis az u, integralhaté. Tetszoleges k-ra az

|§n - §TL—1| XA('rL—l,k)

szintén integralhatd, és igy, kihasznalva, hogy integralhaté valtozdkra a fel-
tételes varhaté érték és az altaldnositott feltételes varhaté érték egybeesik??

E (&0 — &n-1) XA(m-1.) | Fn-1) =
=Xatm-1,0)EEn —&n-1 | Fo1) =
=Xatm-1,k) (B | Fno1) —E(§n1 | Fro1)) =
= Xam-1.k) (B | Fr1) =&u-1) =0.

A feltételes varhaté értékre vonatkozé majoralt konvergencia tétel miatt,
kihaszndlva a (6) sort

=1
E 0 f:rb— =E V-3 \&n — Sn— n— fjrb— =0.
(un | 1) (kz—o (ki + 1)3 (&n = &n—1) Xa(m-1,1) | 1)

Ebbdl kovetkezben az (u,,) egy martingaldifferencia sorozat és az

n
M, = E Uk
k=1

egy martingal. Ha
6’” = Z (k + 1)3 XA(n—1,k) »
k>0

22Vegyiik észre, hogy aldbb a kiemelési szabaly hasznédlata nem teljesen evidens. A
&n — &n—1 valtozonak van kiterjesztett feltételes varhaté értéke. A pozitiv és a negativ
rész feltételes varhaté értékébdl a nem negativ X a(n—1,k) kivihetd a feltételes varhaté
értékbdl majd a kiemelhetd a kiilonbségben. Az aldbbi gondolatmenetben kihasznaljuk a
kiterjesztett feltételes varhaté érték linearitdsat is.



Az eszkiozarazas masodik alaptétele 27

akkor a 0, értelmes és elérejelezhetd, ugyanis az A(n — 1, k) halmazok F,,_1-
mérhetoek és diszjunktak.

(MrL MrL 1) arb = urbarb =
Z (k} 1 frb frb 1) XA(n—1,k) Z k =+ 1 XA(!L 1,k) —

k=0 k=0
frb 5” I)XArL 1,k (l+1) XA(n— 1,0) —

k+1)

Igy a (&,) éppen a (6,) elérejelezhetd folyamat és az (M,,) martingdl altal
definialt martingaltranszformacio.

= (k
= Z (_‘_—I)P’XA(TL—IJC) (§TL - fn—l) =& — &1 -
k=0

3. Végezetill tegyiik fel, hogy a (&,) egy martingédltranszformalt és tegyiik
fel, hogy teljesiil a (4). Legyen

T =inf{n >0:|0,11| > k} .
A konstrukeié szerint

{7 =0} = {|6u] >k}
{7 =1} = {|6] <k} {|0s] >k}
{m =2} = {l6[ <k} {[6a] <k} {]0] > K}

Ebbdl kovetkezben a 7, minden k-ra egy megélldsi id6. Mivel a (6,,) el6re-
jelezhetd és 7j, megallasi id6, ezért a (07F),, megallitott sorozat el6rejelezhetd
marad. Valéban, minden n-re és o szamra

{6:} < Oé} = ({6” < Oé} N {Tk > n}) @] ({61 < Oé} N {’Tk = 1}) @]
U1 <a}n{m=n—-1}).

Mivel
{me>nt={m<n}={mn<n-1}e€F,_1,
ezért
{07 < a} e Fn1,
igy a (67%),,, miként llitottuk, elérejelezhetd. Felhasznalva, hogy a megdl-

litott martingdlok martingdlok maradnak, illetve hogy a 7% valtoz6 F,,_i-
mérhet6 és korlatos

E (5:7:&-1 - 5:} | ]:n—l) E ((fn-‘rl - 5”)7% | ‘7:”—1) =

= E((H,L (MrH-l - Mn))m | ]:'rb—l) =
05 ( n+l = n)m |~7:'rb—1) =
"E

(M:L—;:‘rl r?v | ]:'rb—l) =0,

= E(

= 0
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tehat a (£7%) martingdl, vagyis a (&,) lokalis martingal. O
Az allitas segitségével belathatjuk a maéasodik alaptétel bizonyitdsaban

hasznalt allitast:

3.6 Alll’tés.T Ha (STL)TTL:O egy martingdltranszformdcid és a & integrdlhatd,

akkor a (&,),,_, sorozat martingdl.

Bizonyitas. A 3.5 allitdsban szereplé 3. = 2. implikécié szerint
§r—1 =E(&r | Froa) ,

ahol az E természetesen az dltaldnositott feltételes varhaté értéket jeloli. A
&r afeltétel szerint integralhatd, ezért a toronyszabdly nem negativ valtozdkra
vald trividlis alkalmazdsaval

E ([¢r—1]) = E([E (&7 [ Fr-1)]) S E(E(&r] | Fr-1)) = E(|¢r]) < oo,

tehat a {r_q is integralhaté. Innen az allitds mar nyilvanvald. O

4 Eurdpai eszkozok arazasa, nincs diszkontalas

Az eszkOzdrazas els6 és masodik alaptétele segitségével az eurdpai tipusi
szarmaztatott termékek arazasa diszkrét és véges idéhorizont esetén viszony-
lag egyszertien elintézheté: Legyen Hp egy a T idGszakban esedékes valami-
lyen pénziigyi tranzakci6. Mivel a Hy a T idOszakban esedékes, ezért a Hp
Fr-mérheté. A kérdés az, hogy ha a Hp értékét a t = 0 id6pontban kell ki-
fizetni, akkor mennyi a Hr ara, vagyis a t = 0 idépontban kifizetendé milyen
m (Hr) Osszeg tekinthet a Hr drédnak? Tegyiik fel, hogy a piacon nincsen
arbitrazs, és tegyiik fel, hogy a piac teljes. Ekkor az elsé és masodik alaptétel
szerint létezik egyetlen martingdlmérték. Jelolje Q ezt a martingdlmértéket.
A teljesség miatt?3

Hp =XA+» (S(t)—S(t—1),0(t)) . (7)

A kozgazdasigi megfontoldsokbdl a Hy 4ra alatt azt a w(Hy) Osszeget értjiik,
amely mellett a Hpr bevezetése nem fogja tonkretenni a piac arbitrazs ment-
ességét. Masképpen fogalmazva a Hp bevezetése azt jelenti, hogy a mar
meglevé m darab

Si(O),Si(l),...,Si(T), i=1,2,...,m
id6sor mellé bevezetiink egy (m + 1)-edik eszkozt, amely arfolyamét a

W(HT),...,HT

23Ha, a diszkontaldst és az Onfinanszirozé portfélidkat is targyaltuk volna, akkor az
egyenléségben a diszkontalt arfolyamok és a diszkontalt kifizetés szerepelt volna.
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idésor frja le?*. Mikor marad az m+1 eszkdzbdl all6, kib6vitett piac arbitréazs
mentes? Miként azonnal megmutatjuk, az arbitrdzs mentesség csak akkor
6rizhetd meg, ha w(Hr) = A. Valéban, ha példdul w(Hr) > A, akkor a

(6(1)3 _1) ) (6(2)3 _1) yrry (H(T)a _1)

(m + 1) dimenziés stratégia egy arbitrdzs stratégia®®, ugyanis mivel a kons-
tans fuggvények minden c-algebra szerint mérhetéek, ezért egyrészt a ki-
bovitett stratégia trividlisan el6rejelezhetd, masrészt az 1j stratégia nettd
eredménye a (7) felhasznélasaval

+r(Hr) 4+ (S(t) = S(t—1))0(t) — Hr = 7(Hr) — A >0,

ami pedig arbitrdzs?S.

Tovabbi kérdés persze, hogy hogyan lehetne a A szamot a Q mérték segit-
ségével kifejezni? Ehhez fel kell tenni, hogy a Hr integralhaté a Q martingél-
mérték szerint. A szokdsos opciés derivativdk esetén ez trividlisan teljesiil,
ugyanis ha példaul Hr = max(c, S1(T)), akkor az S1(7T") integralhaté a Q
szerint, és gy a Hrp is integralhaté a Q szerint. Mivel a Q martingalmérték
és a Hr a Q szerint integralhaté, ezért a 3, (S(t) — S(t — 1))0(t) martin-
galtranszformacié martingdl?”, igy tartja a varhaté értéket, vagyis

EQ (i(sa) —S(t—1)) 6(t)> =0.

t=1
Ebbél kovetkezden a (7) sorban a Q mérték szerint varhaté értéket véve

T

m(Hr)=A+0=\+EQ (Z (S(t) — S(t — 1)) 6(t)> =EQ ) . (8)

t=1

Erdemes megjegyezni, hogy a (8) képlet szempontjabdl csak az arbitrzs
mentességre volt sziikség, a teljesség feltételére csak annyiban tamaszkodtunk,
hogy feltettiik, hogy a (7) eléallitds lehetséges. Ha a piac nem teljes, akkor a
(7) elballitas nem minden Hyp esetében lehetséges. Ha valamely Hyp-ra azon-
ban az eléallitas létezik, akkor az drara a (8) teljesill, fiiggetlentil attdl, hogy a
Q melyik a lehetséges martingdl mértékek koziil. Az olvasé az egyértelmiiség
kapcsén felvetheti, hogy a A értéke, és igy a w(Hr) ar egyértelmii-e? Tegyiik
fel, hogy valamely Hp rendelkezik két olyan el6allitdssal, amelyben Ay < Ag.
Tekintsiik a

(a<1>(1) - e<2>(1)) . (9<1>(T) - a<2>(T))

24Hogy miként alakul a Hp tranzakcié dra a koztes idépontokban szdmunkra érdektelen.
A lényeges dolog az, hogy a T idépontban az arat a Hr adja meg.

25Mivel a termék draga a tényleges arahoz képest, ezért el kell adni!

26Vegyiik észre, hogy a derivativ termékre vonatkozé tobbi drmozgés, teleszkopikus
Osszegként, kiesik.

27v.5.: 3.6 Allitas.
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elorejelezheto stratégiat. Ennek eredménye

35 - St - 1) (00 = 0D@®) = (Hr =)= (Hr = ) =

t=

= )\2—)\1>0,

ami a nincsen arbitrazs feltétel miatt lehetetlen. Ebbdl kovetkezoen, ha nin-
csen arbitrazs, akkor teljesiil az ugynevezett egy ar torvény, vagyis minden
Hr pénziigyi tranzakci6 esetén, amelyre a (7) el6allitas 1étezik, a A konstans
értéke, kovetkezésképpen a 7(Hr) &r is, azonos.
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THE SECOND FUNDAMENTAL THEOREM OF ASSET PRICING

In the article we summarize the results about the second fundamental theorem of
asset pricing.
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A GIFFEN-HATAS EGY MATEMATIKAI MODELLJE!

~ KOVACS GERGELY - VIZVARI BELA
Modern Uzleti Tudomdnyok Fdiskoldja, Tatabdnya — ELTE, Budapest

A dolgozatban azt vizsgdljuk, milyen elméleti kézgazdasagi modellben van
lehetéség a Giffen-hatdsra. A jelenség fellépésének kulcsa a fogyaszté hasz-
nossagi fuggvénye. Megmutatjuk, hogy az irodalomban leggyakrabban sze-
repl6 hasznossagi fliggvények mellett a Giffen-hatas nem léphet fel, azonban
adhatok olyan fliggvények, illetve olyan piaci modellek, amikor a Giffen-hatas
elméletileg lehetséges. A jelenségben fontos szerepet jatszik, hogy a fogyasz-
tonak a tuléléshez bizonyos mértéki arut el kell fogyasztania, ahogy ezt a
jelenség elso felfedezoi, Gray és Giffen sejtették.

1 Bevezetés

A Giffen-hatds az a kozgazdasigilag paradox helyzet, amikor egy inferior
termék dra né, és ennek ellenére a fogyasztésa is nd. (Luxustermék esetén
hasonlé jelenség felléphet a divat hatdsdra is.) Szabé [10] dolgozatdban
kimutatta, hogy 1995-ben Magyarorszdgon a burgonya esetében Giffen-hatas
fellépett. Ebben az évben a burgonya dra mind nominal-, mind realértékben
jelentOsen megdontotte a torténelmi csicsot, ugyanakkor a realjovedelemben
jelentOs visszaesés kovetkezett be. Ez az észrevétel azért is érdekes, mert a
Giffen-hatast emellett csak az alacsony jovedelmi rétegeknél figyelték meg,
példaul Kindban a rizs és a tészta esetén [2].

A burgonya szerepe koriil néha félreértés van az irodalomban. A [8] dolgo-
zat alapjan sokan dgy vélik, a burgonya Giffen-termék volta megcafoltatott.
Fontos hangsilyozni, hogy [8] csak az irorszégi nagy éhinséggel foglalkozik,
ami 1845-47-ben volt. Fo érve az ellen, hogy akkor a Giffen-hatas fellépett,
hogy frorszé,gban nem voltak piaci koriilmények, azaz a hiany ellenére a
piac nem reagdlt, és nem szallitottak be mashonnan burgonyat. Ennek f6
oka, hogy a népességnek az a része, aki a hianytol szenvedett, nem képzett
fizetOképes keresletet, mert {6 termékiik éppen a burgonya volt. Tehat nem
tudtak més terméket adni cserébe. [2] j6l mutatja, hogy az, hogy mi inferior
és/vagy Giffen-termék, az helyt6l és id6t6l fliigghet. Ezért [8] elemzése nem
vonatkozhat az 1995-6s magyar helyzetre.

Mindezek alapjan megfogalmazzuk, hogy mi mit értiink Giffen-hatdson:
Giffen-hatds akkor léphet fel, ha egy inferior termék dra piaci korulmények
kézott no, ugyanakkor a fogyasztdsa is nd.

Ugy gondoljuk, hogy [8] és f6ként a ré hivatkozé irodalom hozzdéllasa a
lakatosi értelemben tipikusan torzsziilott kizar6. Nyilvanval6 ugyanis, hogy a

1Beérkezett: 2006. oktéber 9. E-mail: kovacs.gergely@mutf.hu, vizvari@math.elte
.hu.
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Giffen-hatas a hagyomanyos kézgazdasdgi gondolkodas szempontjabol ”torz-
szulott”, zavarja az Gsszképet. A jelen dolgozat szerzdi igy gondoljék, hogy
Lakatos Imrének van igaza, aki lényegében azt fogalmazza meg, hogy mindent
el kell fogadni, ami a definiciét kielégiti [4], a torzsziilotteket nem szabad
kizarni, igy a piaci torzsziilotteket sem.

Marshall monumentélis miivében [5] olyan megjegyzést tesz, miszerint a
jelenség felfedezése Giffentdl szarmazik. Meg kell jegyezni, hogy mér joval
kordbban Gray [1] ugyancsak leirta a jelenséget. Mind Gray, mind Giffen azt
a magyarazatot flizték hozzd, hogy az inferior termék aranak névekedése azt
eredményezi, hogy a tuléléshez sziikséges inferior termék fogyasztasa elvonja
a szegény fogyaszto jovedelmét mas termékektol és igy a fogyasztd kénytelen
azokat az inferior termékkel helyettesiteni. A Giffen-hatéds a legut6ébbi évek
kozgazdasagi irodalmaban is élénk érdeklédést valtott ki. J6 Gsszefoglald az
utébbi évek termésébdl [7]. A mar emlitett [2] szintén sok irodalmi hivatko-
zast tartalmaz.

2 A kozgazdasagi alapmodell

A mikrodkonémia a fogyaszté magatartdsat hagyomédnyosan a kévetkezé mo-
dellel irja le. A fogyasztast a koltségvetési korlat befolyasolja, ami régzitett
arak mellett egy linedaris feltétel. Igy a lehetséges fogyasztasok halmazat a

Py

y =2 0

IA
3

(1)

derékszogi szimplex hatdarozza meg, ahol

y  a fogyasztas vektora,
p  az arak vektora,
m  a fogyaszto jovedelme.

A fogyaszté hasznossagi fliggvényének megfeleléen egy olyan fogyasztdi
kosarat valaszt, amely szdmédra a legkedvezébb. A tovdbbiakban a fogyasztd
hasznosséagi fliggvényének jele uf(.).

Tehat a fogyaszto a

feladatot oldja meg.
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3 Homogén, homotetikus és iranytarté hasz-
nossagi fiiggvények a fogyasztasra vonatkozoé
alsé korlatok nélkiili esetben

Ebben a szakaszban elméletileg vizsgaljuk a hasznossagi fiiggvényeket azon
feltételezés mellett, hogy a 0 vektor is megengedett fogyasztdi kosar.

Ha egy feladatban a koltségvetési korlat m értéke megvaltozik, akkor
valtozik ugyan a megengedett megoldasokat leiré derékszogii szimplex, de a
korabbihoz geometriai értelemben hasonlé lesz. Egyes hasznossagi fliggvények
ezt a hasonldosagot az optimadlis megoldéds elhelyezkedésére vonatkozdan is
megdrzik. Az aldbbiakban ezeket fogjuk irdnytarté hasznossdgi fiiggvényként
definidlni.

Meg fogjuk mutatni, hogy ennél specialisabb fliggvények a k-adrendii ho-
mogén, illetve homotetikus hasznossagi fiiggvények. Ezek pontos matemati-
kai megfogalmazasai az alabbiak.

1. Definicié ([11]). Egy u hasznossagi figguény (Euler-féle) k-adrendd ho-
mogén, ha teljesiti a kovetkezd tulajdonsdgot:

u(Ny) = Nu(y)
minden A > 0 esetén, ahol k > 0 rogzitett szdam.

A Cobb-Douglas-féle hasznosségi fliggvényt

u(y) = [ J(wi)

J

alakban irjuk fel, ahol az 6sszes c; pozitiv. Kozismert, hogy a Cobb-Douglas-
féle hasznosségi figgvény > ; ¢;-adrendi homogén.

Egy masik nevezetes hasznosséagi fliggvény a Leontief-féle. Ennek lényege,
hogy az egyes termékeket csak meghatarozott aranyban tudjuk felhasznalni.
Ha az egyik termékbdl a mésikhoz viszonyitva tobb van, mint amennyinek
ezen arany szerint lennie kellene, akkor ez a tobblet nem noveli meg a hasznos-
ség értékét, azaz u(y) = min{c;y; }, ahol ¢;-k megfelel§ pozitiv egyiitthatdk.
Szintén kozismert, hogy a Leontief-féle hasznossagi fiiggvény elsérendii ho-
mogén.

2. Definicié ([11]). Egy u hasznossdgi fiigguény homotetikus, ha u(y) =
g(h(y)) alakid, ahol h egy elsérendd homogén figgvény, g pedig szigorian
monoton névekvd.

3. Allitas. k > 0 esetén, ha az u fiigguény nemnegativ értéki és k-adrendi
homogén, akkor homotetikus.

Bizonyitds. Ha u egy k-adrendii homogén fiiggvény, akkor u(Ay) =
Meu(y). Legyen h(y) = {/u(y). Ez értelmezett, mivel u egy nemnegativ
értéki fliggvény. Ha u k-adrendii homogén, akkor a bel6le kapott h elsérendii
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homogén. Ha emellett g(x) = z*, ami monoton névekvé a pozitiv tartomany-

ban, akkor u(y) = g(h(y)) valéban homotetikus. O

4. Kovetkezmény. A Cobb-Douglas-féle, és a Leontief-féle hasznossdgi
figgvények is homotetikusak.

A tovébbiakban feltessziik, hogy a fogyaszté preferencia-relaciéja rendel-
kezik a gyenge monotonitas és a lokélis telitetlenség tulajdonsagaval, amibol
kovetkezik, hogy az optimalis fogyasztas(ok) a koltségvetési korldton van(nak).
5. Definicié. Tekintsik a megengedett megolddsok (1) szimplexét két ki-
lonbozd jovedelem esetén. Legyen yr az eqyik szimplex optimdlis fogyasztoi
kosara. Azt mondjuk, hogy az u hasznossdgi fliggvény iranytarts, ha van

olyan yo, ami a mdsik szimplexben optimdlis és emellett az y1 €s az yo vek-
torok pdarhuzamosak.

A definici6 egyszerii kovetkezménye, hogy vy és y2 hosszénak ardnya éppen
a derékszogi szimplexek hasonlésdgi aranyaval egyezik meg.

6. Allitas. Ha egy u hasznossagi fligguény homotetikus, akkor irdnytarto.
Bizonyitas. Legyen u(y) = g(h(y)) homotetikus és m; koltségvetés mel-
lett legyen yj optimélis megoldas. Ekkor minden mas megengedett y;-re
u(yr) < ulyr)

g(h(y1)) < g(h(yy)) -

A médositott feladatban, ahol a kéltségvetés mo, minden megengedett yo
kosar megfelel az eredeti feladatbdl egy 11 kosarnak a szimplexek hasonlésaga
miatt. Mivel h elsérendi homogén, és g szigorian monoton névekvo:

u(yz) = g(h(y2)) = ¢ <h <Z—iy1>> =g <%h(y1)> <y <%h(y;)> =

* __ m2
azaz Yy = m

y7 optimdlis a moédositott feladatban. |

7. Kovetkezmény. A Cobb-Douglas-féle, és a Leontief-féle hasznossdgi
figgvények is iranytartok.

Dolgozatunk egyik f6 elméleti eredménye az alabbi tétel:
8. Tétel. Ha egy hasznossdgi figguény iranytarto, akkor a kitintetett termék

ardnak emelkedése és a tébbi termék drdnak vdltozatlansdga mellett nem
léphet fel Giffen-hatds.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az elsé termék ara nétt, és dremelkedés
elott a koltségvetési korlat
n
Zpuyi =m
i=1
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alaku, aremelkedés utan pedig

n
me‘yi =m.
i=1

Persze itt p1; = p2; minden 1-nél nagyobb i-re. Az ¢ = 1 esetben pedig
P11 < po1 teljesiil a feltételnek megfeleléen. Az elsé eset optimélis megoldasa
Y7, a masodiké pedig y;.

1. dbra. A Giffen-hatds elemzése két valtozd esetén

Tegyiik fel tovabba, hogy teljesiil a Giffen-hatas, vagyis y7; < y3;. Legyen

n
mg = Zpuy;i : 3)
i=1

Ekkor nyilvdn ms < m teljesiil a p1; < po; feltétel miatt. Tekintsiik most
azt a feladatot, amelyben az drak az eredeti arakkal egyeznek meg, csak a
koltségvetési korlatja

Z P1iYi < m3 (4)
i—1

alakd. Az mg (3) definiciéja miatt y5 kielégiti a (4) feltételt. Legyen y3 =
Ay;, ahol A a két feladat szimplexeinek hasonléségi ardnya, azaz
ms
A=—x<1. 5
= (5)
Az irdnytart6 tulajdonsdg miatt a (4) feltételii feladatban y; optimélis megol-
dés. Emiatt y5; = Ay, < yiy < y3;, ahol az utolsé egyenldtlenség az indirekt
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feltevés. Tehdt y5 # y3 és az optimalitds miatt u(y3;) > w(ys). Megmutat-
juk, hogy y3 a masodik, médositott aru feladatnak szigortian megengedett
megoldasa, azaz

n
meygi <m.
i=1

Ebbe az y5 = Ay; egyenletet behelyettesitve, majd az (5) képletet befrva

n n
% ms
> pailAi) = ZP%E?/M' <m
i=1 i=1

adddik. A nevezdvel beszorozva:

n

2
meyﬁm?» <m”.
=1

Figyelembe véve, hogy a tobbi ar valtozatlan:
n n
> paivii = > puivii + (021 — P10yt = m+ (P21 — 1)
i=1 i=1

n
mg = me‘y;i + (P11 — p21)ys1 = m+ (P11 — P21)y3
i—1

adddik. Ezeket a fentibe helyettesitve

m? 4+ m(pa1 — p11) (Yl — ¥31) — (P21 — p11)yh s <m”.

Ezt egyszeriisitve és atrendezve:

m(yi — Y51) < (P21 — P11)Y11Y51 -

Ez pedig nyilvanvaldéan teljesiil, hiszen feltételezésiink szerint yi; < y3,, azaz
az egyenlGtlenség bal oldala negativ, jobb oldala pozitiv.

Ha y; szigordan megengedett az dremelkedés utani feladatban, akkor
abban a feladatban nem lehet optimélis a gyenge monotonitas és a lokalis
telitetlenség miatt. Ez viszont w(y3) > w(ys) miatt ellentmond annak, hogy
Y5 optimalis. |

9. Kovetkezmény. Sem a Cobb-Douglas-féle, sem a Leontief-féle hasznossdgi
figguények esetén mem léphet fel Giffen-hatds, amennyiben a kittintetett ter-
mék dra emelkedik és a tobbi termék dra vdltozatlan.

Ez a kovetkezmény azt jelenti, hogy a magyar fogyaszték hasznossagi
fliggvénye kiilontsen az élelmiszerpiacon, ezen beliil is a burgonya és helyet-
tesité termékei esetében nem rendelkezhet az iranytarté tulajdonsaggal. Ko-
vetkezésképpen a fogyasztdk hasznosséagi fiiggvénye nem lehet Cobb-Douglas-
féle. A [3] dolgozat modellje pedig pont ezt tételezi fel.



A Giffen-hatds egy matematikai modellje 37

4 'Torésponttal rendelkez6 hasznossagi fiigg-
vények

Létezik azonban olyan hasznossagi fiiggvény, aminél a Giffen-hatéas felléphet,
példdul [6] ad ilyen fiiggvényt. A példa lényege, hogy a hasznosségi fiiggvény
két részbol all, mégpedig ugy, hogy a pozitiv siknegyedet két részre osztjuk,
és a két részben méas-mas a hasznossagi fliggvény képlete. Természetesen ezt
ugy kell megkonstrualni, hogy a végso fiiggvény teljesitse a hasznossagi fligg-
vényekre vonatkoz6 alapvetd tulajdonsdgokat. Az elvdlaszté gorbe [6]-ban
egy S alaku gorbe, Giffen-hatas pedig pont akkor 1ép fel, amikor a kolt-
ségvetési egyenes metszi a gorbe két | kanyar” kozotti ivét. Konstrualhato
azonban olyan példa is, ahol a Giffen-hatds (elméletileg) nem csak egy sziik
tartoményban jelentkezik. Ebben a szakaszban [9] példdjat targyaljuk egy-
szerlisitett formaban. Itt az elvdlasztd gorbe egy egyenes. Az éltaldnos eset-
ben a hasznossagi fliggvényt nem képlettel adjuk meg, hanem k6zombosségi
gorbéinek geometriai elrendezésével.

A fejezetben az egyszertiség kedvéért kétvaltozos feladatokkal foglalkozunk.
Az eredeti feladat drai: p11, p12. Igy a koltségvetési egyenes meredeksége:

P11
P12 -

B = —

Emellett a modositott, p11 < p21 és p12 = poo feladatban a koltségvetési
egyenes meredeksége:
P21

@ =——<q,
P22

azaz utébbi a meredekebb. Tekintsiink egy olyan egyenest, amelynek g3 mere-
deksége go-nél kisebb, és emellett a pozitiv siknegyedben metszi mindkét
koltségvetési egyenest. (Ilyenbdl természetesen végtelen sok létezik.) Kz
utébbi egyenes a sikot két részre osztja tgy, hogy modelliinkben ezen a
két részen a hasznossagi fliggvény maés és mas, de a ketté egytitt megfelel
a hasznossdgi fiiggvény kovetelményeinek. A konstrukciéban a kézombosségi
gorbék két félegyeneshdl allnak, ahol a félegyenesek a g3 meredekségi e egye-
nesen érintkeznek. A félegyenesek meredekségeit ugy vélasztjuk, hogy az e
egyenestoOl jobbra a meredekség 0 és g1 kozotti rogzitett érték, az e egyenes-
tol balra pedig ¢o és g3 kozotti ugyancsak rogzitett érték. Ezzel a modellel
minden sikbeli pont pontosan egy félegyenesen van.

fgy elérhet6, hogy barmely olyan koltségvetési egyenesre, amely az e-n
atmegy, a hasznossag-optimalizal6 feladat megoldasa a koltségvetési egyenes
és az e metszéspontja lesz, ugyanis az az a pont, ahol egy fenti médon
definidlt torott kozombosségi gorbe ,.érinti” a koltségvetési egyenest: egy
koz6s pontjuk van, ugyanakkor minden tovabbi pont a koltségvetési egyenes-
nek ugyanazon, nem megengedett oldalan van.
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2. dbra. A (0.2;0.8) ponton dtmend koézombosségi gorbe két dga fi1 és g1, mig a (0.4;0.2)

ponton atmend kéz0mbdosségi gorbe két dga fo és go.

Példa. Az e egyenlete legyen 3y; + yo = 1.4. Ekkor ennek meredeksége:

g3 = —3. A hasznosségi fiiggvény legyen a kovetkezo:
w(yr, ) = fly1,y2) = 12y1 + 5y, ha 3y; +y2 < 1.4;
1, g(yhyz) =0.5y; + 92 +5.6, ha 3y; +ys > 1.4.

Ekkor a félegyenesek pont az e egyenesen metszik egymést. Az drak a kévet-
kezbk: p11 =1 < pay = 2 és p1a = paa = 1, a rendelkezésre allé Gsszeg 1. fgy
q1 = —1, go = —2. Ekkor az els6 feladat megoldasa a koltségvetési egyene-
sének és az e-nek metszete, azaz a (0.2;0.8) pont, mig a masodik feladaté a
(0.4;0.2) pont, vagyis az elsd valtozdéra a Giffen-hatds fennéll.

Geometriailag a fenti konstrukcié altaldnosithaté. Természetesen nem
sziikséges az e egyenesbdl félegyenesekbdl allo kzombosségi gorbéket inditani,
hanem barmilyen mas monoton csokken6 gorbék is megfelelnek, amelyek el-
tolasdval a nemnegativ siknegyed egyszeresen fedheté le. A lényeg, hogy
az egyenesen 1év6 pontokra a kézombosségi gorbékhez hizott érintok mere-
dekségei 0 és g1 kozott, illetve a masik oldalon ¢o és g3 kozotti legyenek.

5 A hasznossagi fiiggvény kisimitasa a torés-
pontnal

q1 > o miatt azonban az e egyenesen 1év6 pontokban a k6zombosségi gorbék
derivéltjai nem léteznek. Ennek orvosldsdra ad eljardst [6], azonban ott csak
elméletileg igazoljak, hogy adhaté folytonosan differencialhaté hasznossagi
fliggvény, de konkrét képlettel nincs meghatarozva.
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Mi ezt egy egyszerii esetben meg is konstrudljuk. Az otlet a kovetkezd:
a fentiekben egy kozombosségi gorbe két félegyenesbdl all. Két félegyenesbol
képzett egyenesekhez hizhaté akarmilyen kdzel egy hiperbola. A hiperbola
azon aga, mely az eredeti két félegyeneshez tartozik, lesz a kozombosségi
gbrbe az 1j modellben.

Tekintstink egy (A, B) pontot a fent emlitett e egyenesrél. Ehhez a pont-
hoz létezik egy-egy félegyenes mindkét oldalon. Az egyszeriibb szamitasok
miatt feltessziik, hogy a bal oldali meredeksége —1, a jobb oldalié 0. Ekkor
az A, B ponton atmend két félegyenesbdl képzett egyenesekhez mint aszimp-
totahoz simul6 hiperbola a

(y2—B+y1— A)(y2 — B) =¢*

képlettel irhaté le. Az e egyenes egyenlete legyen: yo = 7 — %yl. Ennek az
egyenesnek —1-nél meredekebbnek kell lennie az el6z6 fejezet szerint, amihez
b < 1 sziikséges, ezt feltessziik. Mivel az (A, B) pont az egyenesen van,
A = a— bB és a fenti hiperbola

(y2+y1 —a—(1=b)B)(y2 — B) = *
alakba irhaté. Vizsgdljuk meg, hogy egy tetszOlegesen valasztott (y1,ys)

parhoz hény olyan (A, B) pér tartozik, ami kielégiti a fenti Osszefiiggést. Ez
rogzitett (y1,y2) értékekre a B-re egy mésodfoki egyenlet:

(1=0)B* + (—y1 — (2= b)yo + @) B+ (45 + 9192 — ayo —€°) = 0.
Ennek megoldasa

B - (2—b)y2+y1—ai\/5
b2 2(1—1b)

alaku, ahol D a diszkrimindns:
D= (—2-by2 —y1+a)?® —4(1 = b)(y3 + p1y2 — aya — &2) =
= b%y3 + i + 2byays — 2bays — 2ays + a® + 4(1 — b)e® =
= (y1 +by2 —a)® +4(1 - b)e” .

Igy

2=by2+y1 —at \/(y1+by2—a)2+4(1—b)52

B= 2(1—b)

Ez azt jelenti, hogy egy (y1, y2) pdron két hiperbola megy &t, ahol az ezekhez
tartozo6 csicspontok legyenek (A, By) és (Az2, By). Megmutatjuk, hogy By <
Yo, azaz

4 bys +y1 —a — /(y1 + bya — a)? +4(1 — b)e?

Br=1v 2(1—b)

<Yz .
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Ez akkor fog teljesiilni, ha a tort negativ. Ez pedig teljesiil, mivel a nevezo
pozitiv 1 > b miatt. Hasonléan

i by +y1 —a+ /(y1 + by — a)? + 4(1 — b)e?

Bz =42 2(1—b)

> Y2,

mivel a tort nevezdje és szamldldja itt is pozitiv. A fentiek szerint By < yo <
B, ami azt jelenti, hogy a B; ponthoz tartozd hiperbolanak fels6, konvex
agan van gy, a By hiperboldnak viszont az alsé, konkav agéan. Eszerint a
feladat szempontjabdl nekiink csak a Bj-re van sziikségiink, mivel az ere-
deti félegyenesekhez ez tartozik. Ezzel azt is megmutattuk, hogy mindegyik
(y1,y2) ponthoz egyértelmiien meghatarozhaté egy By érték, amihez tartozé
egyértelmi hiperbola felsd, konvex dgén az (y1,y2) pont szerepel, azaz ezek
a hiperbola agak rogzitett e-ra teljesen lefedik a sikot, és igy megfelelnek
kozombosségi gorbének. A hiperboldat meghatarozé félegyenesek alakjabdl
kovetkezben, ha egy (y1,y2) par tetszbleges koordinatdjat megnoveljiik, ma-
gasabban fekvo hiperbola agra lépiink, ahhoz pedig e alakja miatt magasabb
B érték tartozik. Igy viszont az (y1,y2) — B; megfeleltetés valaszthatd
hasznossagi fliggvénynek.

Példa (folytatds). A fenti hasznosségi fiiggvénnyel B = 2—2A, azaz a = 1
és b= 0.5, illetve ¢ = 0.01 valasztdasa mellett tekintsiik a kovetkez6 feladatot:
p11 = 0.5 < po1 = 0.6 és p1o = pao = 1, a rendelkezésre 8116 Osszeg 1. A
megolddsok pedig: (0.6733;0.6633), illetve (0.7172;0.5697), azaz teljesil a
Giffen-hatas.

6 Modositott modell kotelezo minimalis fo-
gyasztas mellett

A fogyasztast a koltségvetési korlaton és a hasznossigi fliggvényen kiviil
maés is befolydsolhatja. A fogyaszté —feltételezésiink szerint— bizonyos dol-
gokbdl, amelyek nem feltétlentil azonosak a piacon megjelend termékekkel,
de amelyeket ezek hordoznak, meghatarozott mennyiségnél nem fogyaszthat
kevesebbet, mert ez a létfenntartasahoz sziikséges. Példaul az élelmiszerpiac
esetén ilyen lehet az elfogyasztott kaldria, fehérje, C-vitamin stb. mennyi-
sége. Lathatd, hogy ezek a kozvetleniil termékként meg nem jelend dolgok
egymastol elkiiloniilnek, azaz egy-egy termék kiilon-kiilon tartalmazhat bel6-
liik meghatarozott mennyiséget. Ezért a termékek egy silyozott 0sszegének
kell nagyobbnak lenni, mint a minimalis kotelezé fogyasztds minden egyes
emlitett tényezo esetében.

Tehat a modell a koltségvetési feltételen kiviil annyi, azzal bizonyos érte-
lemben ellentétes irdnyu linearis egyenlotlenséget tartalmaz, ahany tényezore
a minimélis fogyasztast figyelembe vesszik. fgy matematikailag a lehetséges
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fogyasztdsok (2) halmazit a

P’y < m

GTZ/ > b
: (6)

ay > by

y > 0

feltételrendszer sziikiti le, ahol

b;  az 1 tényezobdl kotelezéen fogyasztandd minimalis mennyiség,
a;; pedig azt adja meg, hogy a j termék egy egysége az i tényez6bol
mennyit tartalmaz.

10. Definicié. A tovdbbiakban fogyasztdsi poliédernek nevezzik a
IT = {x € R" : x kielégiti (6)-ot }
poliédert.

Feltételezésiink szerint a fogyaszto a hasznosséagi fiiggvényének megfeleléen
a kovetkezd stratégiat koveti. Ha valaki csak a kotelezé minimalis szin-
ten fogyaszt, akkor ezzel valéjaban nem tudott jolétet teremteni maganak,
csak 1étet. Jolétének mértékét az hatarozza meg, hogy a kotelez6 minimalis
fogyasztason feliill mit tud fogyasztani. Ezért sajat fogyasztasit egy olyan
minimalis fogyasztdi kosarhoz fogja mérni, amely még éppen benne van a fo-
gyasztasi poliéderben. Tehat a sajat fogyasztdi kosaranak hasznossagi értékét
ezen minimdlis fogyasztashoz mért tobblete adja.

A tovabbiakban y-nal jeloljiik a fogyaszté teljes fogyasztéi kosarat, -
szel pedig azt a fogyasztoi kosarat, amihez képest a tobbletet méri. Hasonld
feltételezéssel élt [3] is. Ekkor a fogyaszté a kovetkezo feladatot oldja meg:

max u(y — x)
yell

xzell
y—x>0.

(7)

Megjegyzendd, hogy a (6) poliéder a [3] dolgozat poliéderének dltaldno-
sitasa. Ott azonban a II poliédert a koltségvetési korlaton kiviil a termékek
fogyasztandd mennyiségeire vonatkozo egyedi alsé korlatok hataroztak meg,
és 1gy létezett egy egyértelmii minimadlis kételezd fogyasztds. A [3] dolgo-
zat modellje gy értelmezhetd, mint a (7) probléma azon részfeladata, ahol
x rogzitett kosdar. A fogyasztdsi poliédert és egy optimadlis megolddspért
mutat a 3. dbra két termék esetén. Az, hogy a [3] dolgozat poliéderénél
altaldnosabb (6) poliéder létezik a gyakorlatban, a mér emlitett C-vitamin
példajan lathaté be egyszertien. Mivel nem tudunk réla, hogy kimutathato
mértékben skorbutos esetek Magyarorszagon el6fordultak volna, a fogyaszto
elegend6 C-vitaminhoz jut, de ennek csak egy toredékét veszi be kozvetleniil
vitaminként.
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3. dbra.

Nyilvanvald, hogy a hasznossagi fiiggvényekre tett korabbi feltételezések
mellett az (z*,y*) optimdlis megoldasra teljesiil, hogy x* € II, és minden
x <z*, x#z* esetén x ¢ I

7 Iranytarto fiiggvények és a minimalis fo-
gyasztas

Amennyiben a fogyaszté tényleges y fogyasztdsat az x kotelez6 minimalis
fogyasztashoz hasonlitja, akkor y benne lesz abban az n-dimenzids derékszogi
szimplexben, aminek egyik lapja a koltségvetési korlatra esik, a tobbi lapja
pedig a w; = 0 egyenléseggel megadott hipersikokkal parhuzamos és a derék-
szognél 1évé csicsa éppen x. Nyilvanvald, hogy az 6sszes ilyen n-dimenzids
szimplex a sz6 geometriai értelmében hasonlé egymashoz. fgy értelmezhet6
ra a kordbban latott iranytarté definicid, de azzal a megkotéssel, hogy az
1 és x5 pontokhoz tartozo derékszogl szimplexekben most az y, — x1 és az
Y2 — X2 vektorok parhuzamosak.

Az irdnytarté tulajdonsig azért fontos kiilondsen, mert mint ahogy ezt az
alabbi tétel kimondja, igen erdsen lesziikiti a (7) feladat optimélis megold4-
saiban szoba johet6 x minimalis fogyasztasok halmazat.

11. Tétel. Egy irdanytarto hasznossdgi fiigguény esetén mindig van olyan op-
timdlis (x*,y*) pdr, amelynek x* pontja valamely n szdmi linedrisan figgetlen
manimdlis fogyasztdsi feltétel metszetében van, feltételezve, hogy a fogyasztdsi
poliéder belseje nem tires.

Megjegyzés. Az éllitdsban az x* pont fekvésére megfogalmazott feltétel
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—mint kozismert— ekvivalens azzal, hogy =* a II fogyasztdsi poliéder ex-
tremélis pontja.

Bizonyitds. Az irdnytarté tulajdonsig miatt anndl nagyobb a hasznossig,
minél nagyobb megfeleld derékszogi szimplexet tudunk elhelyezni a poliéder-
ben. Ha annak x csicsa nem extremadlis pontban lenne, akkor az = ponttal
el tudunk mozdulni a feltételtéren beliil legalabb két ellentétes megengedett
irdnyba (ha élen van, akkor pontosan kettébe). Ekkor valamelyik irdnyban
biztosan nem csckken az Gj x* pontbdl szarmaztatott szimplex nagységa,
vagy ami ezzel ekvivalens, az x pontnak a koltségvetési korlattdl vald tavol-
sdga. Abba az irdnyba akkorat 1épiink, amekkordt csak lehet. Az igy kapott
pontra mar eggyel tobb linedrisan fiiggetlen minimalis fogyasztasi feltétel
teljesiil egyenloséggel. Ez az algoritmus pedig egy extremélis pontba vezet. O

Természetesen az x* elhelyezkedése csak a minimaélis fogyasztasi feltételek
és a koltségvetési korlat allasatdl fiigg, ha a hasznossagi fliggvény iranytarto.

12. Tétel. Ha egy hasznossagi fiigguény iranytarto, akkor a kituntetett ter-
mék dranak emelkedése €s a tobbi termék drdnak vdltozatlansdga mellett nem
léphet fel Giffen-hatds a (7) modellben.

Bizonyitds. A bizonyitds a korabban ldtott 8. Tétel bizonyitasdhoz ha-
sonl6 abban az esetben, ha a minimalis fogyasztas elhelyezkedése az arvaltozas
hatdsdra nem valtozik, azaz ha xj = x3. Amennyiben az x* is véltozik az
arvaltozas utan, akkor a koltségvetési korlat meredekségének valtozasa miatt
az elsé koordinatajaban nem néhet. Tegytik fel ugyanis, hogy =3, > z7,. Az,
hogy az eredeti feladatban x7 tartozott a megoldashoz, az az el6z6 bizonyitas
alapjan azt jelenti, hogy a hozza tartozé derékszogi szimplex nem kisebb az
x3-hoz tartozé derékszogl szimplexnél. Ezek a szimplexek annal nagyobbak,
minél tobb pénziik marad a minimalis x megvasarlasa utan. Eszerint az elso
esetben, pi; ar mellett:

n n
m—pnry — sz‘xii > m = puty — sz‘x;i :
i=2 i=2

A miésodik esetben viszont x5-hoz tartozé poliéder legaldbb akkora, mint az
x3-hoz tartozoé:

n n
* * * *
m — P12y — E PiTy; <M — p1aZag — E PiTy; -
i=2 i=2

A két egyenlétlenséget egymasbdl kivonva
P12y — PLi¥yy = P12y — Pudy

adédik, ami pio > p1; miatt ellentmond 3, > x7;-nek. Ezzel belattuk, hogy
ha x* véltozik, akkor az els6 koordinatdja nem néhet.

Tegyiik fel, hogy az 14j x3,y5 megoldasra teljesiil a Giffen-hatas, azaz
Y11 < vy31- Legyen az eredeti feladatban az x3-hoz tartozé megoldéas yj.
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Mivel rogzitett z-re nem teljesiil a Giffen-hatdas, ezért y5; < yi;. Ezt a
fenti indirekt feltevéssel Osszevetve yi; < yi;. Azonban mivel z3; < z3;, és
az eredeti feladatban x3-hoz legfeljebb akkora derékszogi szimplex tartozik,
mint z5-hoz, igy az irdnytartds miatt legfeljebb akkora a benne 1évé megoldas
els6é koordinatéja is, ez pedig ellentmond yj; < y;;-nek. |

13. Kovetkezmény. Sem a Cobb-Douglas-féle, sem a Leontief-féle hasz-
nossagi fugguények esetén nem léphet fel Giffen-hatds a minimdlis fogyasztds
modelljében sem, amennyiben a kituintetett termék dra emelkedik és a tobbi
termék dra vdltozatlan.

8 Tomeges arvaltozas

Elméletileg elofordulhat a Giffen-hatés, ha a kitlintetett termék ara no, de a
t6bbié nem né (azaz itt a valtozatlansdg és az olcsébba vélds megengedett).
Erre mutat példat a kovetkezd két tétel. Persze ezek az esetek nem ad-
nak magyardzatot a magyar burgonyapiacon megfigyelt jelenségekre, hiszen
semelyik helyettesito termék ara nem csokkent abban az id6szakban.

14. Tétel. Ha a fogyasztdk hasznossdgi figgvénye Cobb-Douglas-féle a (7)
modellben és a kitiintetett termék dra nd, de a tébbié nem, akkor a Giffen-
hatds pontosan akkor teljesiil, ha

n n
* *
m— > pa; m— > p1;
i=1 > i=1
P21 - P11

)

ahol x* a (7) feladat optimdlis megolddsdinak x része, és feltesszik, hogy az
drvdltozdsok hatdsdra az x* értéke nem vdltozott.

Bizonyitds. A bizonyitas sordan felhasznédljuk azt a mikrookonémidban
kozismert tényt, hogy a Cobb-Douglas-féle hasznossagi fliggvény esetén a
fogyasztd az egyes termékekre pontosan

ci

die Ci

mértékben kolt, azaz

ci

Pid i Ci

mennyiséget vasarol. Az egyszertliség kedvéért feltehetjiik, hogy > © ; ¢; =1,
hiszen ez a lényegen nem vialtoztat. Ekkor a két feladatban a kitiintetett
termék fogyasztasa:

i =+ ci(m =35, puizy)
Pb11 ’

illetve n
«, a (m — Zi:1 inx:)
P21
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Ebbdl pedig egyszeriien kovetkezik az allitas. |

15. Tétel. Ha a fogyasztck hasznossdgi fiigguénye Leontief-féle a (7) modell-
ben, mégpedig
max ¢; (y; — ;)

alaki é€s a kitiintetett termék dra nd, de a tobbié nem, akkor a Giffen-hatds
pontosan akkor teljesiil, ha

n % n o

m— Zi:l P1:; S m — 21:1 D2ix;
mopn 2 m o pa
=1 ¢ i=1 ¢;

ahol ismét feltessziik, hogy az drvdltozdsok hatdsdra x* értéke nem vdltozott.

Bizonyitds. Ebben az esetben abbdl indulunk ki, hogy a Leontief-féle
hasznossagi fliggvényhez tartozé optimalis fogyasztdi kosarak az

¥ 4 )\i%ei
i=1 "

egyenletli félegyenesen vannak, ahol e; az i-edik egységvektor. Eszerint

n "
* ok m— Zi:l P1iZ; i
Y =21+ Ty

i=1"c, ¢’
illetve N .
y* :x*_'_ m_ZiZIPQi‘ri i
21 1 ZZL:I pc_gj 1
Azaz Giffen-hatés pontosan akkor teljesiil, ha az allitds igaz. O

9 Maximalis hasznossagi fiiggvény

A maximélis hasznossagi fliggvény a Leontief-fiiggvény megforditasa. Csak
az a joszag szamit, amibdl tobb van. Két joszag esetén a Giffen hatas feltétele
a kovetkezd:

Legyen a hasznosségi fliggvény u(a, b) = max{f(a); b}, vagyis a minimélis
fogyasztds modelljében: w(y1,y2) = max{f(y1 — x1);y2 — z2}. Az ennek
alapjan definidlt reldcié, miszerint (z1,x2) gyengén preferdlt (yi, y2)-hoz ké-
pest, ha u(xy,22) > u(yi,y2), valéban egy preferenciareldcié [11], hiszen
teljes, reflexiv, tranzitiv és folytonos. Emellett teljesiti a lokalis telitetlenség
és a gyenge monotonitas tulajdonsagait is.

Az optimélis megoldds minden helyzetben valamilyen széls0ség — csak az
egyik jészagbol fogyaszt az x-en feliil a fogyasztd. Felteheto, hogy p1o = pao =
1, p11 < po1, illetve, hogy az x a feladat sordn nem véltozik. A Giffen-hatas
szélsGséges fogyasztasnal azt jelenti, hogy az els6 esetben csak a 2. joszaghol
valaszt pluszban a fogyaszté:

f

)

m —P11T1 — P1222 m —P11T1 — P1222
( ) <
P11 P12
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mig az 1. termék aremelkedése utan csak az 1. termékbol:

(m — Pp21%1 — p12$2) > m —Pp12%1 — P1222
P21 P12

f

Konnyen konstrualhaté olyan példa, ahol ezek a feltételek teljestilnek, pl.
f(a) = a megfelels valasztas lehet.

Ha m = 200, xry = 8, ro = 4, P11 = 3, P21 = 6, P12 = 20, akkor az
u(a,b) = max{+/a; b} fiiggvénnyel az elsd esetben a minimdlfogyasztds 104-
be keriil, a maradékon jobb csak 5.65 egységnyi masodik joszagot venni, és
csak 23.04 egységnyi els6t. Mig a masodik esetben az alap fogyasztas 128-
ba keriil, és a maradékon érdemes 12.96 egységnyi els6 jészagot venni, 3.46
egységnyi masodik helyett.

A kovetkez6 valds probléma megoldédsa lehet a fenti feladat: Egy didk
200 forintot szén ceruzdk és festékek vasdarldsara. Az iskolai el6irdsok mi-
att legaldbb 8-féle festéket és 4-féle ceruzat kell vennie. A maradék pénzén
tovabbi ceruzakat és festékeket vasarol, azonban ekkor az a célja, hogy az
egyik eszkozbdl a lehetd legtcbb szinnel rendelkezzen, a festék esetén egy
gyokfiiggvénnyel leirhaté kiértékelés szerint. fgy az elsé esetben 5 tovabbi
ceruzat, a masodikban 3 tovabbi festéket fog vasarolni.
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COASE TETELE A SCITOVSKY-PARADOXON
TUKREBEN!

BARANCSUK JANOS
Pécsi Tudomadnyegyetem

Tanulméanyunk Coase tételének olyan interpretacidjara torekszik, amelynek
révén lehetévé valik, hogy e doktrinat a Kaldor-Hicks-Scitovsky-féle probdk
logikai terében értelmezziik. Miutdn a két gondolati rendszerben rejlé izomor-
fiat lathatova tettiik, igazolni probaljuk majd, hogy a Marshall és Pigou altal
,,kiils6”-nek nevezett gazdasigi hatdsok bizonyos fajtdi esetén a Coase-tétel
elbukhat a Scitovsky &ltal javasolt jéléti teszten. Amennyiben hipotézisiink
bizonyitast nyer, tovabbi feltételeket, korlatokat ismeriink meg az ,,externélia”
tarsadalmilag tolerdlhat6 (,,kivdnatos”) értékének (egyittal a vele jaré terhek
és elényok), ltaldban véve az eréforrdsok optimélis megoszldsdnak /megosz-
tasanak elvi megismerhetoségét illetéen. Eredményeink végso soron azokat a
nézeteket tamogatjak, amelyek bizonyos kételyeket tamasztanak a termelési
tényezOk Pareto-hatékony allokaciéjanak egyértelmiiségével szemben.

1 Bevezetés

Orvendetes stlypont-athelyez8dés jeleire utal napjaink kozgazdasdgtansban
a kornyezetszennyezéssel kapcsolatos elméletek térhoditasa. Megallapita-
sunkkal természetesen nem bolygonk becstelen pusztitdsara, hanem e jelenség
megértését és visszaszoritasat célzo szakirodalom rangjanak novekedésére
gondolunk. A jelzett témaéra reflektdld, gazdasagpolitikai ajanldsokat is meg-
fogalmazo6 megkozelitések kozotti harc ugyan nem jutott egyértelmii nyugvé-
pontra, de taldn kijelenthetjiik, hogy Coase [1959], [1960], [1988] frappéans,
az externhatasok piackonform kezelésére vonatkozo szemlélete tekinthetd a
legkorszeriibbnek. Bar hazdnkban egyel6re a , hagyoményos”, pigou-i [1912],
[1932] ihletettségli kornyezeti intézkedések tiinnek ,,nyerének”, az Eurdpai
Uni6 gyakorlata —pl. az ISO 14000 szabvanysorozat esetében— kifejezetten
a jogi-piaci keretek altal generdlt onszabélyozdsi mechanizmusokra tamasz-
kodik.

,Majdnem harminc évre, és Allyn Young, valamint Robertson, Knight,
Sraffa és Viner urak egyesitett erejére volt sziikség ahhoz, hogy kibogozzak
azokat a helyes és téves szdlakat, amelyek dtszovik [az externdlidkra vonat-
koz6] Marshall-Pigou koncepci6t” — éllapitja meg Bator egyik legismertebb
cikkében ([1958], B. J. kiegészitése). Ugyancsak koézel harminc évvel egy
mésik, hasonldé témét feszegetd ,,alapmi” (Coase [1960]) megjelenése utdn

IBeérkezett: 2006. oktéber 30. E-mail: indian@ktk.pte.hu.
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szuletnek az aldbbi sorok: ,,Sem a ‘Coase-tétel’ elnevezés, sem annak sza-
batos megfogalmazasa nem télem szarmazik. Mindkett6t Stiglernek [1966],
[1975] koszonhetjiik.” A Nobel-dfjas Coase nyilatkozik ilyen visszafogottan
szellemi termékének palyafutdsat, egyfajta ,kozkinccsé valdsat” értékelve,
nem tagadva, hogy az emlitett tétel mindazondltal sajat munkdin alapul,
,,amelyekben ugyanez a gondolat megtaldlhat6, bar méas forméban.” (Coase
[1988] 217. o., v.6. Blaug [2001] 246-247. o.).

A széban forgé doktrindnak valdjaban még Stigler kifejtésén til is szdmos,
mas értelmezési mddja 1étezik, jelezve a kozgazdasagi gondolkodast megter-
mékenyito hatdsat. Ezek koziil dltalaban mindegyik interpretécio kitér arra,
hogy amennyiben a kérnyezet hasznalataval kapcsolatos jogok egyértelmiien
deklaraltak, valamint a gazdasagi interakciéban résztveve felek egyezkedésé-
nek koltségei elenyészok, akkor az ercforrasok, nemkiilonben a hasznélatuk-
kal jaré effektusok (Pareto-)hatékony allokéci6ja hatdségi beavatkozds nélkiil
is megvaldsul. Maga Coase fontosnak tartja kiemelni, hogy az optimalis al-
lok&cio a termelési érték maximumahoz vezet, és fliggetlen a jogi preferencidk
kezdeti iranyultsagatol, Stigler pedig azt helyezi érvelésének kozéppontjaba,
hogy zérus tranzakcids koltségek mellett az egyéni és tarsadalmi koltségek
megegyeznek, az externhatds ily modon lényegében eliminaldodik.

Természetesen a legeredetibb, leghaladébb, leghaszndlhatébb elméletek
sem menekiilnek meg a szigoru kritikdkt6l. Az aldbbiakban k6zolt hozzé-
jaruldsunkkal a szakma Coase gondolati rendszerével kapcsolatos ,.kotelezd”
fenntartasait és korrekcidit —melyek szinvonalas Osszegzését végzi el Cullis—
Jones [2003] (53-57. 0.) és Kerekes—Szldvik [1999] (111-112. o.)— szeretnénk
béviteni. Annak érdekében, hogy a tdrgykorrel kapcsolatos sajat meglaté-
sainkat logikailag tisztan kozolhessik, az idézett forrasmunkak altal citalt
biralé, vagy bizonyos mértékig elmarasztalé megallapitasok érvényességét at-
menetileg felfiiggesztjik.

2 Modellfeltevések, az alkalmazott modszer-
tani és fogalmi rendszer

Gondolatainkat egy mélyen absztrakt, kétszereplos modell keretei k6z6tt mu-
tatjuk be. Feltételezziik, hogy aktoraink, A és B egy meghatarozott er6forras-
tomegen (F') osztozva &llitjak el6 az dltaluk hasznosithaté/hasznélt —hasonld
betiikkel jelolt— javakat. Az eréforrds Gsszes lehetséges elosztdsahoz tartozd
kibocsatasi kombindciéik halmazat a termelési lehetdségek (a tovabbiakban
eredmény-) hatdr-gérbéjének (RF') pontjaival reprezentljuk, amely az 1. db-
ran az aktorok tevékenységének (csupdn az egyszeriiség kedvéért feltételezett)
@llandd hozadékdrdl, tehét konstans (tg -y) transzformdciés ratardl taniskodik.
A gorbe valamely P pontjédnak koordinétai (Ap és Bp) az F egy konkrét al-
lokacidja esetén megvaldsuld outputkombindcid sszetételére utalnak.
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1. dbra. Az eredmény-hatar gorbe dllandé hozadék esetén

Vezessiik be most a termelési komfort/diszkomfort [a tovabbiakban (disz-)
komfort] fogalmét! Ez alatt az A és B altal egyardnt észlelhetd, de mitkodésiik
hatékonysigat ellentétesen befolyasold allapotokat, koriilményeket, jelensé-
geket, megnyilvanuldsokat értiink, amelyek létrehozdsaban/1étezésében, il-
letve megsziintetésében/hidnydban értelemszertien a felek ellenérdekeltsége
all fenn. Az elébb alkotott fogalom tulajdonképpen valamelyik fél &ltal
emittdlt (vagy fenntartott) és a mésik éltal elszenvedett (dolgozatunkban te-
hat kizdrélagosan negativ) ,,externdlidt” takar, a definiciéban azonban szén-
dékosan keriiltik a ,kiilsé gazdasigi hatas” kifejezés hasznalatat. Ennek
egyik magyarazata, hogy az illeté effektus modelljeinkben internalizalédik.
Fogalmazasmdédunk semlegessége masrészt az ,,externédlia” Coase altal szem-
1élt reciprocitdsdt, kolcsondsségét, és nem a hagyomanyos ,,kibocsato—sér-
tett” szerepek egyirdnyu, pigou-i vertikalitasat kivanta kiemelni, elkertilve
ez utébbi bedllitdshoz tapadd gondolati reflexek életre hivasiat. Amint Coase
fogalmaz: ,,A hagyoményos [Pigou-hoz kapcsol6dd] megkozelités elhomdlyo-
sitotta a meghozandé dontés természetét. A kérdés altaldban abban a for-
méban meril fel, hogy A kért okoz B-nek, és amit el kell donteni, az az,
hogy miként akadalyozzuk meg ebben A-t. Ez azonban hibds. Egy kolcso-
nos jellegii problémaval van dolgunk. B karanak megakadalyozasa érdekében
tulajdonképpen kéart okozunk A-nak. A valédi eldéntenddé kérdés az, hogy
A okozhasson-e kart B-nek, vagy B okozhasson-e kirt A-nak. A feladat a
nagyobb kér elkeriilése.” ([1960] 140. o., B. J. kiegészitése.)

Mivel a termelési (disz)komfort megnyilvanuldsai a szereplék tevékeny-
ségének hatékonysagat moduldljak, ezért befolyasoljak az eredmény-hatar
gorbe pozicidjat is. E hatds —a (disz)komfort tipusatdl és erdsségétdl fiig-
gben— kiilénb6zé formékban és ,,vehemencidval” nyilvanulhat meg. A ko-
vetkezdkben csak harom fontos valtozat elemzésére tériink ki, természetesen
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nem zarva ki tovabbiak létezését és relevanciajat sem. Vizsgalatunk elobb a
jelenség A és B kozotti |, dtforduldsdnak”, ,,elbjelvaltozdsinak” leképezésére
koncentral, majd arra kerestink valaszt, hogy az egyes esetekben milyenek a
Coase-tétel teljesiilésének esélyei. A (disz)komfort &tforduldsat a létezésével
kapcsolatos (ellen)érdekeltség teljesiilésének/teljesiiletlenségének felcserélé-
déseként értelmezziik (példanak hozva a dohdnyzé — nem dohényzo szereplék
sztereotip esetében a tiszta levegOhoz, vagy a flistoléshez vald jog palfordu-
lasdnak kovetkezményeit).

3 A termelési (disz)komfort f6bb tipusai

Analizisiink soran éltaldban és 6nkényesen azt feltételezziik, hogy a kezdeti,
A és B altal egyarant észlelhetd allapotrendszer utébbi szereplénk szamaéra
mindsiil elénydsnek (ami a hagyomdnyos széhasznélat szerint jelentheti azt,
hogy B szabadon, korldtozasok nélkiil izheti A szamara zavar6 tevékenységét,
de azt is, hogy A hoz dldozatokat sajat miikodésének természetes, &m B szem-
pontjabdl kellemetlen hatdsait elfojtandd). Vajon mi torténik az eredmény-
hatér gorbével, ha valamilyen oknél fogva a (disz)komfort eléjele megfordul,
(azaz B elimindlja, kozombositi sajat kornyezeti emisszi6jat, vagy viseli el
A-ét)? A vilaszadds sordn az dtforduldst egyel6re az ,,externhatds” (relativ)
er6sségét kifejezd valamely skéla két pontja kozotti ugrdsnak (diszkrét és
nem folyamatos dtmenetnek) képzeljiik el abban az értelemben, hogy vala-
milyen rdgzitett mértékii (vagy ardnyd) hatds megjelenéseként /eltiinéseként
definialjuk.

Az elséként vizsgalt esetben a (disz)komfort eléjelvaltdsa az erdéforrds
barmilyen allokécidja mellett konstans (dA) nagysiggal noveli az A, és szintén
konstans nagysiggal (dB) csokkenti B eredményességét (kibocsatasat). Ha
az ,,externalia dézisat” , mint valtozot E-vel jeloljiik, a két szereplore ilyenkor
pl. az

A=a+FE-a (1)

valamint a

B=B—E"b (1a)

termelési fiiggvények lehetnek jellemzdek. A fenti formuldkban « és 3 valto-
z0k az F' eréforrasbol felhasznalt mennyiségek, amikor is

F=0+a, (2)

a és b pedig valamilyen nemnegativ ,,technolégiai” konstansok. Az E el-
lentétes elGjelei egy meghatéarozott mértékii kérnyezeti hatds A versus B
szamara ellentétes hatékonysagi konzekvencidira utalnak. Ha a tovabbiakban
azt is feltételezziik, hogy a spill over effektus tokéletesen szabad érvényesiilését
vagy tokéletes blokkoldsat ugyanazon szdm (E) pozitiv és negativ valtozatai
jelentik —természetesen wvica versa— szerepléinknél, akkor az is teljesiil, hogy

dA=(a+FE-a)—(a—E-a)=2a-F, (3)
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dB=(B3—-E-b)—(B+E-b)=-2b-F (3a)

Az E | atfordulasdval” jaré transzformécio tehat A és B termelési fiiggvények
« és (B szerint parcidlis alakjainak konstans mennyiséggel valé parhuzamos
(fiiggtleges) elmozduldsét eredményezné.

2. dbra. Az eredmény-hatér gérbe elmozduldsa konstans hatdsi (disz)komfort
atforduldsa esetén

A 2. dbra szerint az ilyen fajta (disz)komfort megjelenése az eredmény-
hatér gérbe minden pontjanak dA és dB vektorok ereddjének megfelel$ at-
helyezédésével jar, vagyis az dj gorbe a régi leképezéseként jon létre. (A B
szamara elonyos kornyezethasznalatra jellemzd gorbét a tovabbiakban RF -
vel, mig az A szempontjabdl komfortos esetben RF4-val jeloljiik.) Az egy-
mdsnak kolesonosen megfeleld pontok —mint amilyenek pl. P és P'— az
F ercforras ugyanazon elosztdsi ardnyai mellett érvényes kibocsatasi kom-
binacidkat jelképezik. Belathatd, hogy ha

dA/dB > tg~ (= MRT), (4)

akkor a leképezés (mint dbrankon is) balra-felfelé, ellenkez6 esetben balra-
lefelé tolja el —az eredetivel parhuzamos poziciot fenntartva— az eredmény-
hatar gorbét.

Egy kitér6 erejéig térjink vissza az E véltozd értelmezésére, amelynek
értékei —mint jeleztitkk— a (disz)komfort er8sségére, egészen pontosan: ér-
vényesithetd ,,dézisdra” utalnak. A Pigou-féle felfogds szerint —amelyben az
emittens és a fogadd szerepei egyértelmiiek— az E jellemz6 mddon eltérd
abszolut értéket venne fel a két fél termelési fiiggvényében. Az E = 0
az emittensnél a ,,szabad”, korlatozasok nélkiili miikédést jelezné, amihez
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a fogadondl valamilyen E < 0, a hatékonysdgot gyengité nagysag tarsulna.
Az FE valtozd fogaddndl regisztralt zérus szintje ugyanakkor az emittensnél
feltételezne negativ értéket, az externdlia elfojtasanak koltségvonzatait kép-
viselve. (A mindkét aktornal szimultdn érvényes E = 0 a kiils6 hatds ab
ovo hidnyét tikrozné.) A Coase-féle szemlélet azonban —mint lattuk—
minddssze A és B ellentétes érdekeltségét allapitja meg a kornyezet hasznalati
modjat illetéen, és a jog kordntsem abszolit, korantsem 6rokérvényt —mint-
egy ad hoc— éllasfoglalasara bizza a kibocsdto és sértett szerepek kiosztasat.
Az FE egyes szerepl6knél megjelend értékei ezért az origdhoz képest szim-
metrikusak, mig az E = 0 kétféle jelentéssel is bir: vagy a (disz)komfort
tokéletes hidnyéra, vagy a kornyezeti jog semleges, 50-50%-o0s A és B kozotti
,,elosztésat” (és érvényesitését) jelenté kompromisszumra enged kovetkeztetni.

Folytassuk azonban a mdsodik tipusi (disz)komfort bemutatdsdval, a-
melynek jellemzdje, hogy A és B tevékenységének dltaldnos —vica versa ked-
vezitlen/kedvez6— kornyezeti dllapotat befolydsolja. Taldn a ,,hazai pdlya
elénye” kifejezés jellemzi legjobban a lényegét. Hatdsa abban nyilvanul meg,
hogy valamilyen konstans %-kal noveli az egyik, és valamilyen konstans %-
kal mérsékli a mésik szereplé kibocsidtasat az eredeti (ellentétes) helyzet-
hez képest — a sportolék otthoni versus idegen kornyezetben felmutatott
teljesitményéhez hasonléan. Ahogy Rousseau [1775] —véleményiink szerint
némileg vitara ingerl6en, esetiinkre vonatkozéan azonban mégis talaléan—
fogalmaz: ,,ami veszteség felebaratainknak, az nekiink magunknak hasznot
hajt, s ami az egyik embert tonkreteszi, az a masikat csaknem mindig meg-
gazdagitja” (169. 0.) Az ilyenkor érvényes termelési fiiggvények alakja lehet
példaul az

A=qa-k* (5)

B = ﬂ : k_bE ) (5&)

ahol k > 1 az ,,externalia” , alapintenzitdsdra” utalé konstans, a tobbi jelolés
értelmezése véltozatlan. A kornyezet hasznalatdval kapcsolatos effektus erds-
sége tehat —mint latjuk— ezuttal alapvetéen két —k és E— tényezdtol,
jarulékosan pedig a és b értékétol fugg.

A 3. dbrdn az ilyen jellegii (disz)komfort atvaltdsa az A termelésében
A; /Ag-szoros hatékonysdgnovekedést, B termelésében viszont B; /B, ardnyi
hatékonysdgcsokkenést idéz eld, ahol

a- kaE
Ar/Ay = Py k2 (6)

B k=bF _ -2E

Bl =5
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3. dbra. Az eredmény-hatar gorbe elmozdulédsa a ,,hazai palya elénye” tipusd
kornyezethaszndlati jog dtvaltdsdbdl/dtruhdzdsabdl eredden

Abrankat a = b feltételezésével szandékosan szimmetrikusra rajzoltuk,
egyrészt a coase-i szemléletmod szellemiségének kifejezése, masrészt bizonyos,
hamarosan targyalt osszefliggések plasztikusabb —ugyanakkor egyszeribb—
megjelenitése érdekében. Az RFp és RF4 gorbék megjeldlt (By1, Ao,1, N,
P, M) pontjai kozti nyilak az egyes outputkombindciék megfelelésére utalnak
a spill over irdanyvaltozasa soran.

A harmadik véltozat bemutatdsakor feltételezziik, hogy a (disz)komfort
erdssége a két partner erdforrdson vald osztozkoddsdnak ardnyaihoz (is) kot-
het6. A 4. dbra szerkesztésekor —ennek értelmében— abbdl indultunk ki,
hogy a szerepl6k miikédésének hatdsfoka (a kérnyezet hasznélatdhoz fiiz6dé
jog preferencidin kiviil) azonos irdnyban véltozik a sajét, és forditott irdnyban
a masik fél dltal hasznalt tényezOtomeg nagysagaval. Ez akkor figyelhet6
meg, ha a miikodési kornyezet ,,(de)formaléddsa” nagyban fiigg a szereplék
tevékenységének — kibocsdtdsanak (relativ) terjedelmétdl (is). A termelési
fliggvények lehetséges formulai ekkor

A= o . kl(@vaad B)=(8bad —E)]/F (1)

valamint
B = 3. klBbad=E)—(adad E)/F (7a)

ahol a és b az A tevékenységre, a és b pedig a B tevékenységre jellemzd
nemnegativ technolégiai paramétereket jelolnek, az E kulonboz6 szintjei vi-
szont ezuttal inkabb kifejezetten a kornyezeti jog ,,egyes felek dltal birtokolt
dozisaiként” értelmezhetok.
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4. dbra. A szereplék tevékenységének terjedelmétdl fuggs (disz)komfort
atfordulasa

A (7) figgvény elemzése sordn megfigyelhets, hogy FE egyre nagyobb,
pozitiv elGjelii értékei (melyek a karfeleldsség tekintetében A fokozott men-
tességére, favorizdltsdgdra utalnak) ceteris paribus egyre magasabb hatvény-
kitevét rendelnek k-hoz, mint a jog ellenkezé iranyultsagat jelzé negativ
eléjel esetén. Ez azt jelenti, hogy A hatékonysigénak a B tevékenységtél
valé fliggése azzal aranyosan csokken, ahogy a szabalyozas egyre erdsebben
kételezi B-t az emisszid elfojtdsdra. Az E zérus szintje ez esetben egyfaj-
ta ,,er lex” allapotot tiikkroz, amikor a termeldk altal kolcsonosen érzékelt
,,kiils6” hatasok erOssége kozvetlentl, a jog altal nem moduldltan figg az
eréforrds megosztdsdnak ardnyatol, és csak az F' tényez6tomeg 50-50%-os al-
lokdcidja esetén semlegesitédik. A két szerepld tokéletesen fiiggetlen, eleve
externdlia-mentes tevékenységét k = 1 jelképezné.

Igaz tovabba, hogy a magas és 3 ennek megfeleléen alacsony értékei
ugyancsak a kitevo novekedését eredményezik, vagyis a B termelése altal
kivaltott, A szdmdra negativ kornyezeti effektus mérséklédik a kellemetlen
partner dltal hasznalt tényez6tomeg csokkenésével. Az eredmény-hatar gor-
bék most jellemz6 konver pozicidja jol tikrozi a két fél egymést kolcsonosen
irritald tevékenységét, aminek egyik kovetkezménye, hogy két tetszoleges ki-
bocsétasi kombindcié dtlaga kiviil esik a termelési lehetéségek hatdran. (V.6.:
Hirschleifer [1987] destruktiv kooperdciéra utalé gorbéjével.)

Elobbi megallapitasaink természetesen az E véltozd ellentétesen szélso-
séges szintjei, tovabbd B szempontjabol értelmezve a (7a) formuldban —
mutatis mutandis— érvényesek.
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4 A Kaldor-Hicks és a Scitovsky-prébak alkal-
mazasa az externalidak Coase-féle kezelésére

A Kaldor-Hicks, illetve Scitovsky-prébakkal kapcsolatos vizsgdlatokat a ma-
tematikailag kénnyebben kezelhetd ,,mdsodik tipusi” (disz)komfortra vonat-
kozdan végezziik el. Mivel —mint lathattuk— a masodik és harmadik eset
eredmény-hatdr gorbéinek poziciéi, ha nem is minden, de sok szempontbdl
hasonléak, az egyszeriibb valtozat elemzésével a bonyolultabb konstellaciora
is helytallo megallapitdsokat tehetiink. Tekintsiik tehat a 3. Abra megfelel6 in-
terpretacidjaként kozolt 5. dbrdt, amely szerint két, eqgymdst metszd eredmény-
hatar gorbe S és R pontja kozott 1étezik kolesonos leképezés. S érvényessége
az A, mig R érvényessége a B szamara jelent kedvezé jogi kérnyezeti sza-
bélyozéast. Tegyiik fel, hogy B szereplé megkisérli A-tdl ,,megvasarolni” a
kornyezet komfortos hasznalatara vonatkozé jogot, ami abrankon S — R
elmozdulasnak felelne meg. A Kaldor-Hicks préba szerint az akcié a tar-
sadalom szempontjabol kivanatos, vagyis potencidlis paretoi javuldst tesz
lehetévé, ha a vasarld sikeresen képes kompenzialni a jog eredeti kedvez-
ményezettjét. Az A kompenziciéja modelliinkben az R pontot tartalmazé
Ag— By eredmény-hatédr gérbén torténd elmozdulasként mutathaté be, és az F'
erbforrds egy részének atcsoportositdsaként (reallokéciéjaként) értelmezhetd
B — A kozott. (Itt jegyezziik meg, hogy feltehetéen érdekes analdgidkat
kindl —az allokéciés probléma kozos talajan— a Kaldor—Scitovsky versus
Coase-modellek Gsszevetése a komparativ elényok elméleti rendszerével.)

5. d@bra. Kaldor- és Scitovsky-féle préobak a kornyezeti jog megszerzésének
kisérleténél
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A kompenzdcio akkor sikeres, ha az eqyik aktor kompenzdcids hajlanddsdga
nem kisebb a mdsik kompenzdcids igényénél. A B szereplé kompenzicids haj-
landdsdga az a legnagyobb aldozat, amelynek vallaldsaval még éppen nem
keriilne rosszabb helyzetbe, mint amilyenben eredetileg, a kornyezeti jog
megvisarldsa el6tt volt. Ezt az RP ponttal jeloltiik, ami az S 4ltal magaban
foglalt B mennyiség létrehozdsidnak lehetdségét tiikrézi. Az A kompenzacids
1génye —amelynek még éppen elfogadhaté hatarat a koordinata-rendszeren
mér kiviil es§ R4 pont szemléltetné— ugyancsak a kornyezeti jog dtadasa
elStti (szintén S-nek megfelel) outputszint biztositasdhoz kotddik. Mivel
ez —mint észrevehet6— meghaladja B aktor kompenzicids hajlanddsigat,
a jog megszerzésére iranyulé akcidja sikertelen. Mindez arra utal, hogy a
tdrsadalom szdméara az A szabad kOrnyezet-hasznalata lenne kivdnatos. Ez
azonban csak akkor valik biztossa, ha Scitovsky ellenprébaja is igazolja a
Kaldor-Hicks teszt eredményét.

Az ellenprébat most az jelentené, ha abbdl indulnénk ki, hogy a kérnyezeti
jogot kezdetben B birtokolja, és A szeretné megszerezni. A szerepek tehdt
felcserélédnek, ezittal A feladata a kompenzédcié. A kompenzéciés hajlan-
désdgat —mutatis mutandis— az S pont hatdrolna, mig B minimélis kom-
penzéciés igénye az SP pontba valé eljutdssal lenne analég. Esetiinkben
az akcié sikeres, a kornyezeti jog megvasarlasa potencialis paretoi javulast
tesz lehetévé. A sikeres Scitovsky-prdba egyittal a Coase-tétel érvényességé-
vel egyenértékd, vagyis az eredeti jogi szabdlyozdstol fiiggetlenil a gazdasdgi
szereplok egyezkedése ugyanazt a végeredményt szolgdltatja a kornyezet hasz-
ndlati modjat illetden.

Amint a Bevezetésben mar megjegyeztiik: a szakirodalom nem egységesen
értelmezi a tétel kritériumait. ,,Néhany szerzo szerint Coase csak annyit
allit, hogy a kiils6 gazdasagi hatdsok koltségmentes alkufolyamata Pareto-
hatékony kimenetelre vezet, és nem azt, hogy az eredmény fliggetlen lesz a tu-
lajdonjogi hozzarendelésrél” — allapitja meg Varian ([2001] 600. o., 14bj.). A
félreértések elkeriilése végett explicitté tessziik, hogy jelen tanulmany ugyan-
csak és mindossze a Pareto-hatékonysag ,,gyenge” feltételéhez kapcsolja a
Coase-tétel érvényességét, nem kotve ki az allokécié és/vagy a jovedelmek
(profit) megoszldsanak jogsemlegességét is. Az 5. dbrdn észrevehet6 ugyanis,
hogy az A szamaéra kedvezd jogi szabalyozds az S pontnak, mig jog B szem-
pontjabél elényos rendelkezése az SB pontnak megfeleld, az eléz6tél eltérd —
bar R-hez képest ugyancsak Pareto-hatékony— tényezdallokaciot és egyuttal
jovedelmet eredményez.

Azonban az sem teljesen egyértelmii, hogy a tétel szigoribb felfogdsanal
minek az allokaciéja lesz fiiggetlen a jogrendszertol. Varian példaul a kozos
légtérben €16 dohanyos és antinikotinista példajan keresztil a kiilsé gazdasd-
gi hatds hatékony szintjének kozombosségét jeloli meg kritériumként, majd
azt is bebizonyitja, hogy ez csak a jovedelem &llandé hatdrhaszna (kvdzi-
linedris preferencidk) esetén teljestil (i.m. 599-600. o.). Schumann [1998]
ugyanakkor olyan modellt alkot, amelybdl az dertl ki, hogy ,,a jogrendszer
[még a Varianéhoz hasonlé specidlis feltevések hidnydban is] a kétféle ter-
melés tényezdfelhasznilisa tekintetében semleges. Az egyik jogi megoldasrdl
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a masikra valé attérés nem véltoztatja meg a tényezdallokiciot. A nyeresé-
geket illetden azonban nem dllithatjuk ugyanezt” (363. o., B. J. kiemelései és
kiegészitése). Cullis és Jones [2003] gondolati keretei hasonlé kovetkeztetést
sziilnek, azonban Mishan [1981] nyomén megjegyzik, hogy ,,az eréforrasok al-
lokécidja csak akkor [marad] ugyanolyan, ha nem meriil fel a tulajdonosi jogok
allokdcigjdhoz kapcsol6dé jovedelmi hatds” (i.m. 51. o., B. J. kiegészitése).
Maga Coase adja talan a legrigorézusabb értelmezést, mely szerint ,,tranzak-
cios koltségek hidnya esetén az erdforrdsok elosztdsa azonos marad, barmi is a
jogi helyzet a karos hatasokért viselt felelGsség tekintetében. Sok kozgazddasz
azonban amellett érvelt, hogy ez a kovetkeztetés hibas, mivel még nulla
tranzakcids koltségek mellett is a jogi helyzet valtozasa befolyasolja a jolét
elosztésat. Ez ugyanis a javak iranti kereslet médosulasahoz vezet, beleértve
—=és ez a dolog veleje— azokat is, amelyeket a karokozo tevékenységgel és a
kért elszenveddk &ltal végzett tevékenységgel allitanak elb. [...] Ez az érvelés
szerintem hibas, mivel a kdrfeleldsség szabdlydnak meguvdltoztatdisa nem vezet
a jolét elosztisdnak mddosuldsdhoz’ ([1988] 235-236. o., B. J. kiemelései).

Tanulmanyunk rendkiviil fontosnak tartja, bar nem tekinti sajat feladata-
nak, hogy pontosan tisztazza: melyek az el6bbiekben emlitett megkozelitések
rejtett elfeltevései és/vagy melyek azok a kiilénbségek az egyes modellekben
leképezett helyzetek kozott, amelyek az altaluk sugallt eltérd allaspontokat,
kovetkeztetéseket megmagyardzndk. Zalai [2000] viszonyuldsét tartjuk mérv-
addnak e téren, mely szerint ,,a verbalis elméletek formalizalt, axiomatikus ki-
fejtése élesebb megvilagitasba helyezi az egyébként gyakran csak homalyosan
megfogalmazott allitasokat, elOsegiti azok érvényességi feltételeinek és kor-
latjainak tisztazasat, és lehetové teszi olyan kovetkeztetések feltarasat is,
amelyeket a matematikai levezetés nélkiil minden bizonnyal fel sem lehetne
fedezni” (7. o.).

5 A Scitovsky-paradoxon jelentkezése a Coase-
tétel logikai terében

Térjiink most vissza a 3. dbrdhoz! Elészor is allapitsuk meg, hogy szim-
metrikus elrendezésiik miatt az Ay — By és A; — By goérbék hosszisdga
azonos, kolcsonosen leképezett pontjaik A vagy B tengelymetszettél vald
tavolsidga pedig megegyezik. Ezt kovetoen lassuk be, hogy ebbdl adéddan az
Ag— By gorbe P pontjanak az A; — By gbrbe M pontja felel meg, ugyanakkor
Ag — P és Ay — M szakaszok hosszisaga egyenld. Ugyanilyen meggondolés-
bél igaz, hogy az Ay — By gorbe N pontjanak leképezése P, és teljesiil, hogy
By — N szakasz és By — P szakasz hossza egyenlé. Az abrén vastag vonal-
lal feltiintetett M — P és P — N gorbeszegmensek olyan, a (disz)komfort
elojelvaltasa esetén egymasnak megfelelé outputkombindcidkat tartalmaz-
nak, amelyek létezése kikezdi Coase —az optimalis allokacio egyértelmiisé-
gére vonatkoz6— tételének érvényességét. A két gorbe kozotti kolesonos
leképezések e tartomanyaban ugyanis a Scitovsky-féle ellenproba kudarcot
vall, s ezaltal Coase doktrindja nem teljesiil.
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6. dbra. A Scitovsky-paradoxon és a Coase-tétel litkozése

Ennek szemléltetésére a 6. dbrdn megvizsgaljuk, hogy mi torténik, ha a
kezdeti outputkombinaciét a P — N szakasz egy bizonyos pontja, G képezi.
Belathatd, hogy A kisérlete a kérnyezeti jog megszerzésére sikertelen, mivel az
ennek révén elérheté6 H pontbdl csak ,,0nsorsrontd” médon tudnd B kompen-
z4cios igényét kielégiteni. A Kaldor-Hicks teszt tehdt a tarsadalom széamara B
termelési komfortjat és A diszkomfortjat tekintené elényosnek. A Scitovsky-
féle ellenpréba ugyanakkor paradoxonhoz vezet: ha eredetileg A rendelkezne
a kornyezet szabad hasznalataval, és a H kombinaciobdl rugaszkodnank el,
akkor a B lenne képtelen a G pontba val6 atjutast kovetéen a kompenzacios
igénynek eleget tenni. Ami azt sugallné, hogy tdrsadalmilag nem a B, hanem
A szerepld kornyezet feletti rendelkezése lenne kedvezd, ellentmondva az €16z6
kovetkeztetésnek.

Mitdl fiigg az elébbiekben vazolt ellentmondasos helyzet felbukkanasa?
Mindenekel6tt szogezziik le: a széban forgd (disz)komfort tipusdtdl, amelynek
elojelvaltasa az eredmény-hatar gorbe elmozdulasaként dbrazolhato. Lattuk,
hogy a paradoxon egymdst keresztezd gorbéket feltételez, ami az ,,externalidk”
bar nem mindegyik, de tébb (az dltalunk bemutatottak koziil a mésodik és
harmadik) fajtdja esetén is jellemz6 az ,,atforduldst” kévetSen.

A kovetkez6 tényezdt a szereplok kozott allokdlt erdforras osztozkoddsi
ardnya jelenti. Ettdl fiigg ugyanis, hogy a két gorbe kolcsondsen megfeleld
pontjai az M — P— N szakaszon, vagy azon kiviil helyezkednek-e el. A 3. dbrét
szemlélve gy tlnik, hogy az elosztds szélsdséges ardnyai mellett kisebbek a
Coase-doktrina ellehetetlentilésének esélyei.
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A Scitovsky-paradoxon felbukkandsanak valésziniisége szoros kapcsolat-
ban van tovabba az egyes eredmény-hatar gorbék inkriminalt szakaszainak
a teljes gorbébél elfoglalt hdnyaddval is. Az altalunk vizsgélt szimmetrikus
esetre belathatd, hogy ez az ardny (amikor a gérbék metszéspontja egy 45°-os
szogfelez6én helyezkedik el) a 7. dbra alapjdn nem més, mint

R=(f-9)/(f+9), (8)

értéke pedig f = g egyenl8ség mellett lesz zérus. Ez az (5) és (5a) formuldkat
alapul véve k = 1, és/vagy E = 0 esetén teljesiil, amikor A = p = 45° azt
jelzi, hogy a (disz)komfort dtforduldsa —az ,,externélia” termelésre gyako-
rolt elenyészé hatdsa miatt— nem befolyasolja érdemben az eredmény-hatar
gorbék (vagy ha gy tetszik: outputkombindcidk) helyzetét, azok tehat fedik
egymést. Az ,externdlia” intenzitdsdnak és ddzisdnak ereddjét legjobban
taldn (a = b =1 feltétel mellett) a

U = Ay /Ay = By/By = k** 9)

héanyadosokkal lehet jellemezni, amelyek az atforduldsbdl adédoé hatékonyséag-
véltozds erdsségét mérik. Minél erdsebb tehdt a (disz)komfort hatékonysdgot
befolydsolo szerepe, anndl nagyobb a valdszinisége, hogy Coase tétele nem
érvényestl, a kornyezet , optimdlis dllapota” és az erdforrasok kivanatos al-
lokaciéja meghatarozhatatlan.

7. d@bra. A Scitovsky-paradoxon &altal érintett output-kombindciék aranya
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Az eddigiekben azonban feltételeztiik, hogy a termelési (disz)komfort oszt-
(hat)atlan nagysig, vagyis az atfordulds folytonossdgdnak hidnya miatt a
két eredmény-hatdr gorbe poziciéja koézott nincs folyamatos dtmenet. A
tovabbiakban azt prébaljuk bizonyitani, hogy az ,,externdlia” dézisdnak (E)
folytonossdga csokkentheti a Scitovsky-paradoxon fellépésének veszélyét.

6 Az outputkombinicidk trajektériai a (disz)-
komfort atfordulasanak folyamatossaga esetén

Most ismét abbdl indulunk ki, hogy a kornyezeti feltételek eredetileg B szé-
maéara komfortosak, amikor az Ay — By gorbe tekintheté érvényesnek. Fel-
adatunkat ezuttal azoknak a trajektéridknak a meghatarozasa és vizsgalata
jelenti, amelyek F értékének folyamatos mdédositasa soran az eredmény-hatar
gbrbe egyes pontjainak A; — Bj felé vezet ,,itvonaldt” képezik az output-
kombinacidk sikjaban. Az igy nyerhetd informacidk jelentéségét az adja meg,
hogy az emlitett 6svények bizonyos tartomanyai a kezdeti és a végsé ered-
mény-hatar gérbék pontjaihoz képest Pareto-hatékony helyzeteket szimboli-
zalhatnak, amelyek l1étezése javitana a kornyezeti jog megszerzésekor esedékes
kompenz&cio lehetOségét. A 3. dbra kiegészitésével nyert 8. d@brdn kovethetjiik
nyomon vizsgalatunk eredményeit. (A jobb attekinthetdség kedvéért az RF-
gorbék hajlasszogét némileg torzitottuk az eredeti megjelenitéshez képest.)

8. dbra. Az outputkombindcidk trajektéridi a kornyezeti jog folyamatos
,,eléjelvaltasa” soran



Coase tétele a Scitovsky-paradoxon tiikrében 63

Ami szamunkra érdekes, hogy a Scitovsky-paradoxon &dltal veszélyeztetett
tartoményban a (disz)komfort oszthatdsaga a C'— D (legjobb) trajektoria fel-
bukkanasaval némileg visszadllithatja a Coase-tétel megtépazott tekintélyét.
Ez azt jelenti, hogy a kornyezeti jog —az eredmény-hatar gorbék C — P és
P — D szakaszainak pontjaibdl kiindulé— megvasarlasanak kisérleteire Coase
doktringja 1jbdl érvényessé valik, hiszen a C' — D &svény ,,felkindlkozasa”
paretoi javulast, vagyis sikeres kompenzaciét tesz lehetévé. Modelliink ere-
deti feltevéseihez képest azonban fontos kulonbséget takar, hogy a C' — D
fvre vald eljutds a (disz)komfort csupdn részleges reallokécijdnak felel meg,
hiszen az E két szélsOséges értéke kozotti teljes atvaltas nem kovetkezik be.
Figyeljik meg: az M — C' és D — N szakasz pontjaibol elrugaszkodoé probék
tovabbra is a Scitovsky-paradoxon ,,hataskorében” maradnak. (fgéretesnek
bizonyulhat a Kaldor—Hicks- és Scitovsky-féle prébék ,,eredeti” kontextusara
alkalmazni az oszthatdsdg lehetGségét.)

A Coase-tétel altal abrazolt egyezkedés tovabbi érdekes lehetdségeire vi-
lagitanak rd az U — P és X — P szakaszok pontjaibdl indulé jogatruhazasi
kisérletek. Eszrevehetd ugyanis, hogy a felek elott ekkor kétféle megoldas
kindlkozik. Egyrészt médjukban all a teljes karfelelosség paretoi javulast
eredményezé cseréjét valasztaniuk, hiszen a T'— M vagy Y — N szakaszok-
ba eljutva sikeresen kompenzéilhatjak onnan partneriiket. Masrészt a jog
részleges atengedésével kapcsolatos targyalasokba bocsatkozhatnak, hiszen
az U — P és X — P szakaszok pontjaibdl ,rdlatasuk nyilik” az optimdlis
trajektériara. Tanulmanyunkon tulmutatd vizsgalatok targya lehet, hogy
milyen motivumok hatarozzak meg ilyenkor az alkufolyamat egyik vagy masik
lehetOsége kozotti valasztast.

Figyelemreméltd, hogy a C és D pontok az Ay — By és Ag — By szaka-
szok felezdi, vagyis a paretoi optimumot szolgaltatd trajektoria —modellink
adottsdgait tikrozve— az F eréforrdstomeg 50-50%-0s megosztasa mellett jon
létre. Ezt az Osszefliggést egy levezetés segitségével, de dltaldnosabb keretek
kozott igazoljuk.

Induljunk ki az (5) és (5a) termelési fliggvények generalizélt alakjaibol:

A=a® -mof (5%)

B=p nbF, (57a)

ahol az a és [ hatvanykitevéiként szereplé = és y nemnegativ konstan-
sok 1-hez viszonyitott értékei az A és B termelésében mutatkozé hozadék
novekvd, csokkend vagy dllando jellegére utalnak, tovabba az egységes k
helyett m és n paramétereket alkalmazva megengedjiik a (disz)komfort in-
tenzitasanak eltérését is a két allokécids teriileten. Levezetésiink azt kivanja
bemutatni, hogy ( milyen értéke maximélja A kibocsédtdsat, F tetszdleges
szinten valé rogzitése mellett. Kénnyen belathatd, hogy az igy nyert 3 -hoz a
(2) értelmében tartozd a —ceteris paribus— ugyanigy maximalja B értékét,
vagyis a Pareto-hatékony trajektériat szolgaltatd eréforras-eloszlashoz jutunk
el.
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Fejezziik ki E-t (5*a)-bdl:

E=1g(8"/B)/(b-1gn) (10)

majd helyettesitsiik be (5*)-ba, érvényesitve (2) Osszefiiggést is. A nyert
formula rendezésével az

A= (F _ ﬂ)w(ﬂy/B)(wln'm)/(blnn) (11)
majd
(F _ ﬂ)wﬂ(ywln m)/(b-Inn)
A= Bla:lnm)/(blnn) (lla‘)
alakokat kapjuk. A maximumat derivaldssal keressiik:
dA (F — ﬂ)”«'ﬂ’!ﬂlln m/(bln ”)—1% _ JJ(F _ ﬂ)l—lﬂya Inm/(blnn)
% = Blalnm)/(blnn) (12)
A derivélt zérushelyénél a
Fay-Inm
b= an (13)

~br-lnn+ay-lnm

Osszefiiggést nyerjiik, amelybdl kidertil, hogy a Pareto-hatékony trajektéria az
A és B termelési fliggvények modelljeinkben érvényesitett szimmetridjandl,
azaz a = b és x = y, valamint m = n (= k) feltételek esetén kotddik az
er6forrds 50-50%-os allokdcidjahoz. Ekkor a = 5 = F/2 teljesiil, fiiggetleniil
a, b, x,y, tovabba m és n abszolut értékeitdl. Megjegyezziik, hogy a levezetés
mutatis mutandis A-ra , kihegyezett” véaltozata az

_ Fbx-1nn
Cbr-lnn+ay-lnm

a (13a)

végeredményt szolgaltatja, ,,szimmetrikus” értelmezési lehetGségekkel. Meg-
figyelhetd, hogy a (13) és (13a) formuldk Gsszege —mint ahogyan varhaté—
F.

Eredményeink tovébbi érdekessége, hogy az eréforrds (és a kornyezeti jog)
Pareto-hatékony (re)allokédcidjdnak tartoménydt csak a termelési fliggvények
paraméterei (mint konstansok) befolydsoljék, fiiggetlentil az egyes javak ki-
bocsatési szintjétol. Mas megkozelitésben ez azt jelenti, hogy e tartomanyt
egyazon trajektoria, és nem tobb, egymadast metsz6 Osvény legjobb pontjai
alkotjak. Megéllapitdsunk azonban csak a mdsodik és harmadik tipusu (disz)-
komfortra igaz, az elséként bemutatott ,,externdlia” folytonossaga burkold-
gorbe jellegli Pareto-optimaélis pontsorozatot hoz létre. E jelenségek mélyebb
lényegi vonasait feltarandé az Fdgeworth-doboz logikai terében kiséreljiilk meg
abrazolni a Coase-doktrina elosztasi problémajat.
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7 A Pareto-hatékony trajektoria megjelenése
szerzodési gorbeként

Az ,externalidkkal” kapcsolatos egyezkedések bemutatdsira tobb szerzd is
igénybe veszi az Edgeworth-dobozt, mint médszertani segédeszkozt (pl. Coase
[1988] II. fej., Varian [2001] 32. fej.).

A 9. dbrdn megjelend doboz oldalai a termelési fiiggvény valtozdira utal-
nak. A mi esetiinkben a vizszintes oldal hosszisiga a két fél egyiittes ren-
delkezésére all6 eréforrds (F') mennyiségét, a fiigglegesé pedig a ,,kiilss”
gazdasdgi hatds (E) elvileg maximdlis kiterjedését (,,dézisainak” szamat)
vagy/és a kornyezet feletti jogbdl , birtokolhaté nagysdgrendet” jelzi. A
fliggoleges oldal skaldzasa annak felezdpontjdtol indul az ,,externédlia” Coase-
szemléletii reciprocitdsara utalva. A pozitiv (felsé) tartomany A-t, a negativ
(als6) pedig B-t favorizald jogi szabalyozast képezi le, vagyis a sajat origdjuk-
tol vald tavolodas szimbolizalja az egyes aktorok szamara a kornyezet egyre
kedvez6bb hasznalati maédjat.

9. dbra. A ,,mésodik tipusid” (disz)komfort Pareto-hatékony trajektéridjanak
megjelenése szerz6dési gorbeként

s sz

tethetink: ezuttal egyrészt az figyelheté6 meg, hogy ugyanazon kibocsatasi
szint eléréséhez a doboz A szereplé origdjabdl szemlélt fels6 oldaléan az F
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er6forrds kisebb mennyisége sziikséges (a kornyezet komfortja mellett), mint
az alsé oldalon (a kortilmények diszkomfortjabdl adédbéan). Mésrészt ész-
revehetd, hogy barmilyen output esetén konstans (dbrankon ad hoc médon
vélasztott 1/4) ardny érvényesiil a kedvezd versus kedvezétlen helyzetben
igénybevett tényezStomeg kozott, ami az (5) és (ba) termelési fliggvényekkel
kongruens jelenség.

A 8. és9. abrat szigort megfeleltetés kapcsolja egyméshoz. Az RF4 gorbe
az Edgeworth-doboz fels, az RFp pedig alsé oldalaval azonos jelentésii. A
(disz)komfort eléjelvaltdsakor érvényes trajektéridk szerepét tehdt most a
két oldal szembendllé pontjait Gsszekotd szakaszok veszik &t. (Az Osszevetés
lehetdségét a két abran alkalmazott jelolések tartalmi egyezdségével igyekez-
tiink biztositani.) A hatékony allokdcidkat ezittal a szerzédési gorbe (CC')
képviseli, amely az altalunk vizsgalt esetben rendhagyd, fiiggdleges poziciét
vesz fel. Ez a fentiekben mar exponalt jelenségre utal, mely szerint a két fél
egyezkedésének Pareto-hatékony lezarasa egyazon trajektoria pontjaihoz kot-
hetd. A szerzédési gorbe ,,felezévonal” jellege all kapcsolatban azzal, hogy a
két fél termelési figgvényének szimmetridjabol az F' tényez6tomeg 50-50%-0s
optimalis megosztasa kovetkezik.

A szerzédési gorbe furcsa, valamely tengellyel parhuzamos helyzete jol is-
mert a kozgazdasagi irodalomban, és a termelési fiiggvények un. kvdzilinedris
jellegébol ered. Ez azt jelenti, hogy az egyik termelési tényezé hatarterméke
—alkalmazott mennyiségétdl fliggetleniil— konstans szdm. Az (5) és (5a),
vagy az altaldnosabb (5*) és (5*a) funkcidkat vizsgdlva ez az F (a és [3)
tényezo esetében teljesiil, hiszen

MP, =xzm®® . a1 (14)
és
MPg =yn=*". gv=1, (14a)
mig
MPg* = am®® . Inm - o® (15)
és
MPp? =bn™F .Inn- 3¥, (15a)

ahol M P, 3 az F tényez6 hatartermékei a két teriileten, mig M PP a
(disz)komfort, vagy a vele kapcsolatos jog hatértermékét jelenti A-nal és B-
nél.

Eredményeink azonban ellentmondasban vannak azzal az Osszefliggéssel,
mely szerint kvazilinearis fliggvényeknél a szerzodési gorbe a konstans hatdr-
terméki vdltozo tengelyével parhuzamos. Paradoxonunk azonban magyara-
zatot nyer, ha megvizsgaljuk a technikai helyettesités hatdrrdatajat (MRTS) a
két tevékenységfajtanal:

MRTSs = MPy/MPg* = —2 — (16)
aa-lnm
és "
MRTSp = MP3/MPg® = ——— 16
r oM P = B (162)
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Kidertil, hogy az isoquantok meredekségét jelz6 hatarratak végso soron
mégsem az F'(a, 3), hanem E véltozd értékétél fiiggetlenek, ami mér meg-
felel6en indokolja a szerzédési gorbe helyzetét.

Mivel a szerzédési gorbe mentén a két tevékenységnél jellemz6 hatarratak

egyenl6ek, vagyis
€z _ Y
aa-lnm  Bb-lnn

, (17)

a (2) Osszefliggést érvényesitve és (-t kifejezve ugyancsak a (13) vagy (13a)
eredményhez jutunk.

A 9. dbra tovabbi Osszefliggések megfogalmazasara ad médot a Scitovsky-
paradoxon fellépésének esélyeit illetGen. Ezuttal abbdl a megfigyelésbol in-
dulunk ki, hogy mindéssze egyetlen olyan outputkombindcié (a P) létezik,
amely az Edgeworth-doboz felsd és als6 hatérol6 oldaldn is megjelenik. (A P
mellett feltiintetett, felsé indexben szereplé A és B betiik arra utalnak, hogy
az RF4 vagy RFp eredmény-hatir gorbe pontjardl van-e sz6.) Modelliink
szimmetridjabol adédéan az is teljesiil, hogy az illeté kombinacié mindkét
oldalon azonos mértékil tényezofelhasznalashoz kapcsolodik.

10. dbra. A Coase-tétel relevancidjanak névekedése az Edgeworth-dobozban
a spill over hatds folytonossdga esetén

A fontos részletek kiemelését szolgdlé 10. dbrat szemlélve eldszor lassuk
be, hogy az itt megjelolt g hosszisagu szakaszok a 7. dbra g szakaszainak
felelnek meg. Majd az egyik —legyen ez a PA— pont esetében vegyiik észre,
hogy a hozzdtartozé QF kibocsitas g mennyiségii eréforrast igényel. Ha most
feltételezziik, hogy az A szerepl6 szempontjabdl a jogi szabélyozas kedvezot-
len iranyu és tokéletes atforduldsa kovetkezik be, akkor az ezzel kapcsolatos
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hatékonysdgvesztés miatt ugyanezen termelési szint eléréséhez a (9) alapjin
értelmezett W-szeres erdforrasmennyiségre van sziikkség. Ekkor viszont mar
az als6 tengely PP pontjaban tartézkodunk, ahol igaz, hogy

Vg=F—g, (18)
amibdl
g/F=1/(T+1), (19)
valamint
1-29g/F=(P-1)/(T+1)=R (8a)

kovetkezik. A (8) és (9) formuldk révén mér elére jelzett Osszefliggés tehat
a (8a) altal még pontosabban megragadhat6. Nevezetesen: egy oszthatatlan
,,externdlia” er8sségének (¥) fokozdddsaval —ami k(m,n), és/vagy E, eset-
leg a, b megnovekve értékeinek kovetkezménye lehet— a Scitovsky-paradoxon
altal érintett tényez8kombindcidk halmazénak (P4 —M és N — PP szakaszok)
F-hez mért részardnya (R) az egyhez tart.

A (disz)komfort oszthatdvd valdsdval viszont —mint a kordbbiakban 14t-
tuk— a P4 — C és D — PP szakaszok pontjai felszabadulnak a paradoxon
,,hatdskore” aldl. A 10. dbrat vizsgélva észrevehetd (de algebrai tton is iga-
zolhatd), hogy a Scitovsky-préban tovébbra is ,;megbuké” (mér csak C'— M
és N — D) outputkombindcidk ardnya emiatt éppen a kordbbi érték felére
csokken. Amint az elézéekben méar emlitettiik, ilyen helyzetben nem lehetet-
len, hogy bizonyos output-kombinacidkbdl kiindulva a kornyezeti jog teljes
vagy részleges megszerzésére iranyuld kisérletek egyarant sikerrel kecsegtet-
nek, hangsulyozva, hogy csak az utébbiak juttatjak a feleket az egyiittes
termelési érték maximumat jelentd szerzédési gorbére. Amint Coase [1988]
ramutat, Samuelson professzor sem latja garantdltnak az egyezkedés Pareto-
optimalis kimenetét, 6 azonban a bilaterdlis monopdlium sajatossagaira ala-
pozza kovetkeztetéseit (i.m. 220-225. o.).

A kontraszt kedvéért tekintsiink meg egy olyan Edgeworth-dobozt (11. db-
ra) és a neki megfeleld trajektéridkat (12. dbra), amelyek az elsd tipusi (disz-)
komfortra lehetnek jellemzdek. Az (1) és (1a) —mindkét valtozd szerint li-
nearis— termelési fiiggvények helyett azonban most ezek némileg médositott,

A=ao"+FE-a (1%)

valamint

B=pY—E-b (1*a)

kvdzilinedris valtozatait hasznaljuk, amelyekkel —x és y értékeit alkalmasan
megvalasztva— mdr biztositani tudjuk az isoquantok konvezitdsdt. (V.6.
Varian [2001] 599-600. o.) Ez azért fontos, mert csak ebben az esetben
érhet6 el paretoi javulds a (disz)komfort részleges reallokéciéja mellett. (Az
eredmény-hatar gorbék konkdv ive a kibocsatas F' szerint csékkend hozadé-
kdra utal.)
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11. dbra. Az ,.els8 tipusi” (disz)komfort Pareto-hatékony trajektéridjanak megjelenése
szerz6dési gorbeként

12. dbra. Az outputkombindcidk trajektdridi az ,,elsd tipusi” (disz)komfort
folyamatos ,,eléjelvaltasa” soran
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A két dbra tanulmdnyozédsa révén (amit reményeink szerint az itt érvényes
betiijel6lések szigori kovetkezetessége tesz sikeressé) meggy6zédhetiink réla,
hogy ezuttal egymdst metszd trajektoriak lépnek fel, amelyek szaggatott vo-
nallal megrajzolt burkoldja ,,szellemképszeriien” helyezkedik el az RF4 ered-
mény-hatdr gérbe mellett. A szerzédési gorbe (CC) leképezését jelentd,
hatékony pontok elhelyezkedése egytittal arra vilagit rd, hogy a (disz)komfort
oszthatésdga —konver technoldgiai halmazzal parosulva— az eredetileg bar-
mely szereplot favorizalé kornyezeti jog reallokdlasaval paretoi javulasra ad
alkalmat.

8 Osszefoglalas

Tanulmanyunk Coase jél ismert tételének revizidjara vallalkozott. A széban
forgo doktrina szerint, ha a kornyezet hasznalataval kapcsolatos jogok egy-
értelmiien deklaraltak, valamint a gazdasdgi interakcioban résztvevo felek
egyezkedésének koltségei elenyészbek, akkor az eréforrdsok (Pareto-)hatékony
allokaciéja hatosagi beavatkozas nélkiil is megvaldsul.

Gondolatainkat egy olyan, kétszereplos modell keretei kozott mutattuk
be, amely lehet6vé tette a Kaldor-Hicks, illetve Scitovsky-féle préobak alkal-
mazasit. Feltételeztiik, hogy aktoraink, A és B egy meghatédrozott eréfor-
rastomegen (F') osztozva éllithatjdk eld az dltaluk hasznosithat6/haszndlt —
hasonlé betiikkel jelolt— javakat. Az eréforras 6sszes lehetséges elosztdsahoz
tartozd kibocsatasi kombinacidik halmazat egy eredmény-hatdr gérbe pont-
jaival abrazoltuk, amelynek jellemzo6i az ,,externdlia” jellegére, irdanyara il-
letve erOsségére utaltak. Vizsgalatunk elobb a kiilénb6zo tipust kérnyezeti
hatdsok A versus B szaméra kedvez6-kedvezotlen jellegének , atfordulasara”,
,,elojelvaltozasara”, valamint leképezésére koncentralt, majd arra kerestiink
valaszt, hogy az egyes esetekben milyenek a Coase-tétel teljestilésének esélyei.

Bizonyitottuk, hogy ha a gazdalkodas kornyezeti komfortjaban bekévet-
kez6 valtozasok az eredetivel metszéspontot alkoto 1j eredmény-hatar gorbét
generalnak, akkor Coase tétele elbukhat a Scitovsky altal javasolt joléti tesz-
ten. Lathattuk, hogy az ,.externalia” tarsadalmilag toleralhaté mértéke, il-
letve a vele kapcsolatos terhek Pareto-hatékony megosztdsa ez esetben még
elméletileg sem meghatérozhato.

Modelliink legfontosabb elméleti hozamai a kovetkezok:

o Az eredmény-hatdr gorbék rendszerének bevezetésével a kornyezeti ha-
tasok tipusainak ujszert, a Coase-tétel relevancidja szempontjabdl fon-
tos osztalyozasi lehet&ségét teremtettiik meg.

e Igazoltuk, hogy egy bizonyos fajtdji termelési (disz)komfort erésebb
megnyilvanulasai mellett a ,,gazdasagilag optimalis” eréforras-allokécio
(és kornyezetszennyezés) kitapogatdsa lehetetlenné valhat.

o Megkiilonboztetve az oszthato és mem oszthato externdlidk fogalmat,
ramutattunk arra, hogy a Coase-elv plauzibilitasat a , kiilsé hatas” mér-
tékének folytonossdga noveli, mig oszthatatlansiaga csokkenti.
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e Kutatasaink ravilagitottak, hogy az eréforras elosztasanak szélsdséges

(és az ,,externdlia” oszthatésdga esetén az 50-50%-oshoz kozeli) ardnyai
mellett javulnak, mig a megmaraddak mellett romlanak az allokécio
Pareto-optimalis megvaldsitasanak esélyei.

Dolgozatunkban nem foglalkoztunk a spill over hatasok Pigou- és Coase-
féle felfogdsanak (illetve ezek konzekvencidinak) kozos vonatkoztatdsi rend-
szerben valo elhelyezésével valamint Gsszevetésével. E hidnyossag beismeré-
sével azonban tovabbi vizsgdldédasaink f6 motivumat jeloltiik meg.
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COASE’S THEOREM VERSUS SCITOVSKY’S PARADOX

In this paper we examine the relevancy of Coase’s well known theorem. According
to this, in case the rights of using the environment are clearly declared and the
costs of negotiation between the interacting parties are insignificant, the Pareto
efficient allocation of the resources will be realized without the intervention of the
authorities. Our aim is to interpret this theory in the logical space of the Kaldor-
Hicks and the Scitovsky tests, and to highlight the restraints of the theory in this
framework. We present our views in the framework of an abstract model with two
actors. We presume that our actors A and B can manufacture their goods (marked
with the same letters) by sharing a fixed amount of resource (F). We represent the
output combinations belonging to all possible distribution of the resource with the
points of the Flix result-frontier curve. The characteristics of this curve show the
nature, direction and intensity of the external effect. First we examine the ,,turn”
and ,,reverse of signs” of the favourable-unfavourable (A versus B) situation of
the different types of environmental effects, consequently we try to find what the
chances of the fulfillment of Coase’s theorem in certain cases are. We try to prove,
if the changes of the comfort of the economic environment generate such a new
result-frontier curve which has an intersection with the original, this will cause the
failure of Coase’s theorem on Scitovsky’s welfare test. This would mean that in this
case there is no —even theoretical— possibility to determine the tolerable measure
of the externality for the society and the division of the burdens caused by it. The
main results of our model are the following:

e The system of the result-frontier curves allows a new kind of classification of
the effects of environment.

e By distinguishing the notion of divisible and indivisible externality we show
that the continuity of the intensity of the external effect increases, while its
indivisibility decreases the plausibility of Coase?s theorem.

o We prove that in case of growing intensity of the externality, the determina-
tion of the “economically optimal” pollution becomes impossible.

o We also deduce that an extreme ratio of division of the resource also reduces
the possibility of a Pareto optimal allocation.



