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AZ ESZKOZARAZAS MASODIK ALAPTETELE!

MEDVEGYEV PETER
Corvinus Egyetem

A dolgozatban réviden bemutatjuk az eszkézarazds méasodik alaptételét. A
bizonyitas soran felhasznaljuk a Dalang—Morton—Wilinger tétel bizonyitasa-
ban hasznalt allitdsokat.

A dolgozat a kordbban megjelent?, a Dalang—Morton-Willinger tétellel
foglalkozé dolgozat szerves folytatasa, kiegészitése. A jelen dolgozat az esz-
kozarazas masodik alaptételét és az igynevezett arazasi formulét targyalja. A
dolgozatban szerepl6 allitasok és igazolasaik szorosan Osszefliggnek a Dalang—
Morton—Willinger tétellel, amelyet szokas az eszkézarazas elso alaptételének
nevezni. A két alaptétel mogotti k6z6s modellben t = 0,1,...,T < oo
szamu diszkrét idéperiédus és minden idOperiédusban m szamu eszkoz all
rendelkezésre. Egy tetszéleges t idészakban az eszkozok arat az S (t) m-
dimenziés vektor tartalmazza. Az S (t) minden t-re valdsziniiségi valtozo.
A modellben szerepld bizonytalansagot leiré (€2, A, P) val6szintiségi mezdre
semmilyen megkotést nem tesziink. Befektetési stratégian egy

(6(6)11

valészintiségi valtozokbol allé m-dimenzids T hosszu vektorsorozatot értiink.
A modell tovabbi kiilsé adottsdga egy (.E)tT:O filtracié. Az S folyamatrdl
feltessziik, hogy adaptalt, vagyis minden ¢ id6pontban az S (t) mérhetd az F;
o-algebrdra nézve. A 0 elbrejelezhetéek, vagyis hogy minden ¢ idépontban
a 0 (t) mérhet6 az F;_; o-algebrara nézve. A két folyamat idében eltérd
idopontokban kertil ,,meghatarozasra”, és éppen ez az idében val6 eltérés
reprezentilja a modell kozgazdasagi tartalmat: A ¢—1 idépontban eldéntésre
kerill a [t — 1,t) idészakra érvényes portfoli. A dontés idSpontjdban az
eszkOzok dra csak a t — 1 id6pontig ismert. Az eszkozok S arai a (¢ — 1,t)
idéperiédusban megvaltozhatnak. A t — 1 idépontban hozott doéntésiink
kévetkezménye, hogy a t idSpontban a portfoliénk értékében?

(S(t) = 5(t—1),01))

értékvaltozas fog bekovetkezni. A teljes idéperiddus alatt a 6 befektetési

IBeérkezett: 2006. oktéber 30. E-mail: medvegyev@math.bke.hu.

2V.6.: [10]. A dolgozat a Corvinus Egyetemen tartott pénziigyi matematikai eléaddsaim
anyagdra tdmaszkodik. Ldsd: www.medvegyev.uni-corvinus.hu/finance

3(a, b) jeldli az a és b vektorok skaldris szorzatét.
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stratégia dltal eredményezett értékvaltozas éppen?

D (S(t) = S(t—1),001)) -

t=1

Az eszkozdrazas els6 és masodik alaptétele a lehetséges értékvaltozdsok teré-
nek matematikai alaptulajdonsagait tisztazza.

1 Az eszkozarazas elso alaptétele

Az els6 és masodik alaptétel bizonyitdsdhoz hdrom egymésra épiilé lemmaéra
van sziikség®. Ezek mindegyike értelemszertien bemutatésra keriilt a Dalang—
Morton—Willinger tétel igazoldsa soran, de a teljesség kedvéért felidézzik
Oket. A diszkrét idejii, de tetszdleges véletlen allapottérrel rendelkezé pénz-
igyi modellek matematikai targyaldsanak kulcsa a kovetkez6 kompaktsagi
lemma:

1.1 Lemma (Kabanov—Stricker). Legyen (n,) tetszéleges, R™ értékii, mér-
hetd fiigguények sorozata, €s tegyik fel, hogy a sorozat minden kimenetelre
korldtos. Ekkor megadhatd olyan (o) egész értéki, szigorian monoton novd,
mérhetd figgvényekbdl alls sorozat, amelyre az (ny,) sorozat minden kime-

netelre konvergens. Masrészrdl, ha sup, ||n,| = oo, akkor van olyan (o)
egész értéki, szigorian monoton novd, mérhetd fligguényekbdl dllo sorozat,
amelyre limy, .o |70, || = 0o minden kimenetelre.

A kompaktsdgi lemma a Bolzano—Weierstrass tétel kézenfekvd dltaldano-
sitdsa. Mivel az (9, (w)) sorozat minden w kimenetelre a lemma feltétele
miatt korlatos, ezért minden w kimenetelre trividlis médon talalhaté olyan,
az w kimeneteltdl fiiggd (o (w)) részindex sorozat, amelyre az (7o, () (W),
sorozat konvergens. A lemma lényege, hogy a oy, (w) fiiggvények vélaszthatdk
mérhetonek.

A kovetkezd lemma az el6z6 kévetkezménye és az egy idOszak alatt kelet-
kez6 portfoliévaltozasok alterének zartsagat allitjal.

1.2 Lemma (Stricker). Legyenek fi, fo,..., fm tetszéleges, valamely A o-
algebra szerint mérhetd figguények. Tegyik fel, hogy G C A és tekintsiik

4Erdemes hangsilyozni, hogy pénziigyi szempontbdl az 0sszeg tulajdonképpen
értelmetlen, ugyanis nem azonos idészakhoz tartozé értékadatokat adunk 6ssze. Mivel a
diszkontdléds kérdését nem vizsgéaljuk az alabbi allitdsok mindegyikében az eszk6zdk S dra és
nem az S diszkontdlt arfolyamok szerepelnek. Ha diszkontalt Gsszegeket akarunk vizsgalni
és szeretnénk haszndlni az aldbbi ,,sztochasztikus integral” formulat, akkor be kell vezetni
az Onfinanszirozé portfélié fogalmat és meg kell mutatni, hogy minden Onfinanszirozé
portfélié értékfiiggvénye felirhatd ,,sztochasztikus integralként”.

5A dolgozat célja annak hangsilyozasa, hogy a kompaktsigi lemma, illetve az L tér
ebbdl kovetkez6 zartsdga nem csak az els§, hanem a madsodik alaptétel igazoldsdban is
kulcsszereppel bir.

SEmlékeztetiink, hogy LC (Q,G) téren a G-mérhetd valdészintiségi valtozdk terét értjiik,
konvergencidn pedig a sztochasztikus konvergenciat értjik.
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az

L= {h ch= Zfi%»%‘ € LO(g)p)}

i=1
linedris teret’. Az L linedris tér zdrt az L° (A, P) térben.

A lemma kiterjeszthet6 tetszéleges véges id6horizontra. Ennek igazoldsé-
hoz felhasznaltuk a nincs arbitrazs feltételt:

1.3 Definicié. Legyen

R< {H:H:i(S(t)—S(t—l)aa(t»}»

ahol (H(t))tT:l tetszbleges elbrejelezhetd stratégia. Legyen
A=R-L5 (2,AP).
Azt mondjuk, hogy a modellben nincsen arbitrdzs, ha

ANLY (92,A,P) ={0}.

A nincsen arbitrazs feltétel kovetkezménye a kovetkezd:

1.4 Lemma (Kabanov-Stricker). Ha nincsen arbitrdzs®, akkor a T-hosszi
eldrejelezhetd befektetést stratégidk eredményeként eléallo lehetséges portfolio
értékvdltozasok

R = {H . H = i(sa) —S(t - 1),6(15))} =

{H H=3"3 (Si(t) — Sit — 1) o,-(t)}

t=1 i=1

[lo

altere zdrt az L° (Q, A, P) térben.
Az €l6z6 dolgozat legfontosabb eredménye a kovetkezo tétel volt:
1.5 Tétel (Dalang-Morton-Willinger). A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. AnLY = {0}.
2. ANLY ={0} és A=cl(4).
3. cl(A) N LY ={o}.
4

. Megadhato olyan Q valdszintiség, amely ekvivalens az eredeti P valdszi-
niiségi mértékkel, amelyre a dQ/dP Radon—Nikodym derivdlt korldtos,
és amely mellett az S m-dimenzids martingdl.

"Nyilvénvaléan az L elemei A-mérhetdek, de a ¢; stlyok G-mérhetSek.
8Valéjaban az R zartsigahoz nem sziikséges a nincs arbitrazs feltétel. V.5.: [2].
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Erdemes hangstlyozni, hogy a tételben szerepld els6 allitas azt jelenti,
hogy nincsen olyan (0 (t))tT:l elérejelezhetd stratégia, amelyre

S US(0) — St 1,00)) 20,

t=1

és egy pozitiv mértékli halmazon az egyenlétlenség szigori. Masképpen fo-
galmazva, az els6 pont szerint nincsen arbitrazs.

2 A piac teljessége, az eszkozarazas masodik
alaptétele
A szérmaztatott termékek drazasdval kapcsolatos igen fontos fogalom a tel-

jesség fogalma. A teljesség fogalma azt jelenti, hogy a jovébeli kovetelések
kivétel nélkiul fedezhetoek:

2.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az S eszkézdr folyamat dltal definidlt
piac a t = 0,1,2,...,T idéhorizonton teljes, ha tetszéleges Hy Fr-mérhetd
valoszinidségi vdltozohoz taldlhato olyan

@:()Ly, t=1,....T

eldrejelezhetd stratégia és A valos szdm, hogy

HT_A+Z S(t—1),0(t))

ahol az egyenldség valdsziniiségi valtozok kozott érvényes, vagyis majdnem
minden kimenetelre teljesul.

Ezt kovetben térjlink ra az eszkozarazas masodik alaptételére:
2.2 Tétel (Az eszkizdrazas mésodik alaptétele). Tegyik fel, hogy az
(Si()i~,, t=0,....,T
eszkozar folyamat dltal definidlt piacon nincsen arbitrdzs. A modell pontosan
akkor teljes, ha a martingdlmérték® az (Q, Fr) téren egyértelm.
Bizonyitas. Az allitas bizonyitasa két részbél all.
1. Tegyiik fel, hogy a piac teljes és legyenek Q és R két kiilonb6zo
martingdlmérték. Mivel a két mérték kilonbozo, ezért van olyan F € Fr,

hogy Q(F) # R(F). A feltételezett teljesség miatt van olyan (@(t))thl m-
dimenzios elorejelezhetd stratégia, hogy

XF—/\+Z St =1), (1)) - (1)

9Emlékeztetiink, hogy martingdlmérték alatt egy olyan az (2, F;) téren értelmezett Q
valészinliségi mértéket értiink, amelyre nézve az S eszkozar folyamat martingdl.
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A bizonyitas alapgondolata, hogy mind a két oldalon alkalmazzuk a Q és R
mértékek szerinti varhaté érték operatorokat. A gondolatmenet kulcsa, hogy
tetszoleges P martingdlmérték esetén

EP (Z (S() — S(t 1), @(t)>> 0, (2)

t=1

amibdl
Q(F) =A=R(F),

ami lehetetlen. A (2) sor igazoldsdban gondot jelent, hogy mivel a ¢ stratégidk
nem feltétleniil korlatosak, ezért sem a kiemelési szabalyt, sem az integral ad-
ditivitasat nem tudjuk kozvetleniil hasznélni. A {6 probléma abbdl ered, hogy
az (1) sorban szerepl6 Gsszeg nem feltétlentil martingal, csak lokélis martin-
gal. Diszkrét és véges idGhorizonton a lokalis martingalok struktiraja azon-
ban viszonylag egyszerti: Miként a kovetkezd pontban meg fogjuk mutatni®,
diszkrét és véges idGhorizont esetén ha valamely lokalis martingal utolsé
értéke integralhatd, akkor a folyamat martingal. Mivel a x p véltozoé trividlisan
integrélhatd, ezért a (2) sorban szerepl6 kifejezés martingél, {gy a sorban sze-
replo egyenlGség teljestil.

2. Tegyiik fel, hogy a piac nem teljes. A feltétel szerint a piacon nincsen
arbitrazs, igy van olyan Q mérték, amely mellett az S folyamat minden
koordinataja martingal. Definicié szerint legyen

L= {A +> (S(t) - S(t - 1)»¢(t)>} :

ahol 0 tetszoleges elérejelezhetd portfélio és A tetszéleges valds szam. Mivel
a piac nem teljes, ezért L # LY (Q, Fr, Q). Legyen Hrp egy olyan kévetelés,
amely nem &llithaté el6. Mivel csak véges sok valdszintiség valtozo szerepel a
modellben a valdsziniiségi mérték mindig kicserélhet6 gy, hogy a modellben
szerepl6 Osszes valtozo integralhato legyen. Ehhez elegendd a P helyett a

P(4) = C /A exp (— [[n]) dP

mértéket venni, ahol az 1 az S folyamatot alkoté véaltozokbdl és a Hp val-
tozébdl allé vektor'!. Vegyiik észre, hogy a P és a P’ ekvivalensek!?, igy a
tétel feltételei nem médosulnak, ha a P helyett a P’ valészinliségi mértéket
vessziik. Emlékeztetiink, hogy az els alaptételben az arbitrazs hidnya miatt
létez6 martingalmérték Radon—Nikodym derivaltja vélaszthato korlatosnak.
Igy feltehet, hogy nem csak az (S (t))tT:l oszlopai, hanem a Hr is integralhatd
a Q martingalmérték alatt.

10v.5.: 3.6 Allités.
1A C konstanst gy kell meghatérozni, hogy a P’ szintén valésziniiségi mérték legyen.
12Vagyis a két mérték szerint a nullmértékii halmazok megegyeznek.
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Megmutatjuk, hogy az L zart az L' (Q, Fr,Q) térben. Emlékeztetiink,

hogy az -
R= {Z (S(t)—S(t—1), H(t)>}

t=1

az L egy zéart altere. A Markov-egyenlétlenség miatt az L'-ben valé konver-
gencidbdl kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, fgy az R N L' zért altér
az L'-ben. Valdszinliségi mértékekrdl 1évén szé 1 € L', igy ha az egyszertiség
kedvéért tovabbra is L jeloli az L és az L' metszetét, akkor az L felirhaté
mint egy zart R altér és egy egy-dimenzids altér Osszege. Ha 1 € R, akkor
készen vagyunk, az L zart. Ha 1 ¢ R, akkor minden [ € L felithat6 [ = A1 +r
alakban. Ha [, — [, az L altérben, akkor egyediil az okozza a problémat,
hogy nem tudjuk, hogy az (I,,)-hez tartozé (A,) sorozat korldtos, vagy sem.
Legyen d az R és az 1 tavolsdga. Mivel az R zért és 1 ¢ R, ezért d > 0.
Az (l,,) sorozat konvergens, {gy korldtos is. Legyen c az (I,,) sorozat korlétja.
Mivel az R altér, ezért ha r, € R, akkor

lgy
CZ|)\TL1+TTL|:|)\TL| 1+ﬁ :|)\n| 1- —n 2|)\n|da
An An
amibdl felhasznélva, hogy d > 0,
C
== )\n )
<>l

vagyis a (\,) sorozat korlatos. Ezért a (\,) szémsorozatnak van konvergens
részsorozata. Erre dttérve feltehetd, hogy a (A,1) sorozat konvergens. Mivel
az Osszeg konvergens, ezért az (r,) sorozat is konvergens. Mivel az R zért,
ezért az (r,) hatdrértéke az R-ben van, és igy a (\,1+1,) egy részsoroza-
tanak hatdrértéke az L-ben van. Kovetkezésképpen a (A, 1 + r,,) hatdrértéke
is L-ben van.

Mivel a Hr ¢ L is integrélhat6, ezért van olyan eleme az L' térnek,
amely nincsen benne az L zart altérben. A Hahn-Banach tétel miatt van
olyan z € L™ (Q, Fr,Q), amely elvdlasztja az L alteret és a Hp véltozot.
Mivel az L altér, ezért az elvalaszto sikot megadd z € L™ fiiggvényre

(z,l)é/gzldQ=EQ(zl):0, leL. (3)

Mivel a ¢(t) = 0 és A = 1 egy lehetséges eldrejelezhetd stratégia, ezért

(z,l)é/ﬂzldQ:/deQ:O.

Legyen

g=1+ 0,

i >
2lzll
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és definialjuk az
R(4)= [ 9dQ
A
mértéket. A g = dR/dQ feliilrél korldtos és nagyobb vagy egyenlé, mint egy

pozitiv szam, igy a két mérték alatt az integralhaté véltozdk megegyeznek.
Vilagos, hogy g > 0, és

EQ(z)
2||]

R(Q) = EQ(1) + =1

)
o0

tehat az R egy ekvivalens valdszintiségi mérték. Mivel tetszoleges 6 elore-
jelezheto folyamatra a A = 0 mellett

i(s(t) —S(t—-1),0(t) €L,

t=1

ezért ha a 0 korlatos, akkor a (3) sor felhasznéldsaval

Mivel az S martingal a Q alatt, és a 0 elérejelezhetd, ezért a jobb oldali
kifejezés, tetszoleges korldtos € esetén nulla, ezért a bal oldal is nulla. Ha a
azonosan nulla, kivéve a ¢t — 1 id6épontban, ahol az értéke xp, ahol F' € F;_1q,
akkor

ER((S(t) - S(t = D))xr) =0,

ami nem mas, mint

S(t)dR= [ S(t—1)dR ,
Jsom= ]

vagyis a feltételes varhato érték definicidja alapjan
R — S(t —
ERN(S(@) | Fii) =St —1).

Tehét az S folyamat az R # Q mérték esetén is martingal, kovetkezésképpen
a martingdlmérték nem egyértelm. |
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3 Lokalis martingalok diszkrét és véges ido6-
horizont esetén

Ebben a pontban teljesség kedvéért roviden felidézziik'® a diszkrét idejit
lokalis martingdlokra vonatkozo legfontosabb allitasokat.

Ha £ nem negativ valdszinliségi valtozé és F egy feltételi o-algebra, akkor
mindig értelmes az E (¢ | F) feltételes varhat6 érték!®. Ilyenkor konnyen iga-
zolhat6'®, hogy a feltételes varhaté érték operacié monoton, additiv és teljesiil
ra a toronyszabaly. Nem negativ valtozdk korében ugyancsak nyilvanvald,
hogy teljesiil a kiemelési szabdly. Ha a &-nek nincs véges varhato értéke,
akkor el6fordulhat, hogy a feltételes varhato érték nem valdszintiségi véltozd,
ugyanis végtelen értéket is felvehet. Ez indokolja a kovetkez6 definiciét:

3.1 Definicié. Legyen & valdsziniiségi vdltozo, F feltételi o-algebra. Ha a
£ és & wdltozoknak létezik véges értékil feltételes vdrhato értéke, akkor az

E(T|F)-E( |7
kifejezést dltalanositott feltételes vdrhato értéknek mondjuk, és a megszokott
E([F)
maodon jeloljik.

Konnyen belathato, hogy a feltételes varhato értékre vonatkozd szokasos
szamoldsi szabalyok!'® atvihetSk dltaldnositott feltételes varhaté értékekre is.

3.2 Definicid. A (&,,F,) diszkrét ideji sorozatot dltalanositott martingdlnak
mondjuk, ha

1. minden n-re az E (&,41 | Fn) dltaldnositott feltételes vdrhatd érték lé-
tezik, és

2. minden n-re

E (§TL+1 | fjrb) =E (6;;,-1 | f:rb) —-E (§;+1 | f:rb) = §TL 5

13v.6.: [6,8,12].

14A feltételes varhaté érték definiciéja nem teljesen egységes az irodalomban. Bizonyos
szerzOk csak integralhaté valtozok esetén definidljak a feltételes varhaté értéket, vagyis
megkovetelik, hogy a pozitiv és a negativ rész integralja véges legyen. Ugyanakkor nem
negativ valtozok esetén mindig létezik olyan, esetlegesen végtelen értéket is felvevs valtozd,
amely mérhetd a feltételi o-algebra szerint és kielégiti a feltételes varhaté értéket definiald
integralegyenletet. [8], 9.14. Allitds, 293. oldal. Ennek oka, hogy a Radon—Nikodym-tétel-
ben a derivalandé mérték tetszdleges lehet. [8], 3.46. Tétel, 137. oldal. Eppen ezért célszerii
a feltételes varhaté értéket tetszbleges nem negativ valtozé esetén is definidlni. El&jeles
valtozok feltételes varhaté értékének létezéséhez, vagyis olyan a feltételi o-algebra szerint
mérheté fliggvény létezéséhez, amely kielégiti az integrilegyenletet, elegendd megkovetelni,
hogy vagy a valtozé pozitiv része, vagy a negativ része integrilhaté legyen.

15A tulajdonsigok karakterisztikus és 1épcsés fiiggvényekre teljesiilnek és a nem nega-
tivitds miatt alkalmazni lehet a monoton konvergencia tételt.

16P1. kiemelési és torony szabdly, additivitds stb. V.5.: [8,12].
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ahol az egyenldség osztdlyok kozdtt, tehdt P majdnem mindenhol tel-
jestil'”.

Hangstlyozni kell, hogy nem tételezziik fel, hogy a &, valtozok varhatéd
értéke véges, sOt azt sem koveteljiik meg, hogy legyen a valtozdénak végtelen
varhato értéke, éppen ez kiilonbozteti meg az altalanositott martingdlt a
martingaltol. Megelégsziink avval, hogy a ,,martingalegyenl6ségben” szereplo
altalanositott feltételes varhatd érték létezik, és véges.

3.3 Definicid. Valamely (&, F,) véges, vagy végtelen sorozatot lokdlis mar-
tingdlnak mondunk, ha megadhatd (13,) megdlldsi iddk olyan 1, / o ,,loka-
lizdcios” sorozata, amelyre a

':;k = X (Tk > 0) 5’rb/\7’;C

megdllitott folyamatok mindegyike martingdl az eredeti (F,,) filtrdcidra nézve.

3.4 Definicié. A (&,,F,) sorozatot martingdltranszformdltnak'® mondjuk,
ha létezik olyan

(Mru fjrb)
martingdl, és olyan (0,,) sorozat, hogy minden n-re a 0, F,_1 mérheté'?, és

n

n="C0+ ) Ok (My — My—1) . (4)

k=1
A diszkrét idejii lokélis martingdlok struktirdja igen egyszerti?:
3.5 Allitas. Az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:
1. a (&) lokdlis martingdl,
2. a (&,) dltaldnositott martingdl,
3. a (&,) felirhaté (4) martingdltranszformdltként.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy teljesiil az 1. = 2. = 3. = 1. implikacio
sorozat.

1. Legyen (&,) lokélis martingdl, és legyen (1) egy lokalizécids sorozat.
A martingal definicija alapjan a &% | varhato értéke véges, és igy a feltételes

7Ez tgy is fogalmazhaté, hogy a £n41 Valtozd pozitiv, illetve negativ részének Fp,
szerinti feltételes varhaté értéke megegyezik a &, pozitiv, illetve negativ részével.

18 A martingéltranszformaltak tekintheték diszkrét idejii sztochasztikus integraloknak.

19 Természetszeriileg F_1 = Fo.

20 Az llitas lényegében azt sllitja, hogy diszkrét idétartomény esetén a lokalis martinga-
lok ,,rosszul” integralhaté martingalok. Folytonos idétartomany esetén ez hangsilyozottan
nincsen igy.
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varhato érték is véges, ezért

oo > E(|&h] 1 Fn) =E ([Smsvan x (6 > 0) [ Fn) =
> E(|[{nannan| X (e >n) | Fp) =
= E(&nlx(m>n) | Fp) =
= X1 >n)E (&l | Fn)

ugyanis mivel a 7, megélldsi id6, ezért a y (7, > n) F,-mérheté minden n-re,
és ezért alkalmazhaté a nem negativ valtozékra vonatkozd kiemelési szabdly.
A lokalizacids sorozat definicidja miatt majdnem minden w kimenetelre, mivel
Tk /" 00, ha k elég nagy

E (|6l | Fo) (W) = x (7 (W) > n) E (€] | Fn) (w) <00,

kovetkezésképpen majdnem mindenhol E (|&,4+1] | Fr) < co. Nyilvdnvalan

,ij_l < |€nt1| és igy léteznek és végesek a E (5,?;_1 | Fn) feltételes varhato

értékek, igy definicié szerint létezik az E (§,41 | F,) altaldnositott feltételes
varhato érték. Természetesen az altalanositott feltételes varhatd értékre nem
értelmezheto a feltételes varhato értéket definialé integralegyenlet. Jelolje G,
az olyan F' € F,, halmazokat, amelyekre

/ |§n+1| ap :/ E(|§n+1| |~F:rb) dP < o0
F F

A £k martingdl, ezért a |£]*| szubmartingdl, tehét

[ el = [ e s
Fn{r,>n} Fn{r,>n}
< [ el p=
Fn{rp>n}

= / |§n+1| dp,
Fn{rp>n}

igy, ha k — oo, akkor a monoton konvergencia tétel miatt

[l P < [ gl dP <o, )
F F

kovetkezésképpen az

[ e
Fn{rp>n}

[ gae=[  gnap-
Fn{reg>n} Fn{reg>n}

/ §TL+1 dP
Fn{rex>n}

egyenl6ség mindkét oldalan haszndlhatjuk a majoralt konvergencia tételt,

amibdl
/ §TL dP = / §TL+1 dP; Fc gn .
F F
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Mivel G,, elemein &, és &,41 integrdlhatd, ezért a kiterjesztett feltételes
varhato érték definicigja alapjan minden F' € G, halmazra

/ foprdP = / €y —EryydP = / Eho dP - / €70y dP =
F F F F

/ E(ch,, | Fu) dP — / E (6, | F.) dP =
F F

/FE (5‘:-"-1 | ‘Fj”) dP —E (57:—&-1 | fjn) dP =

= / E(&n-&-l | fjrb) dPa
F

ahol az utolsé két sorban kihasznaltuk, hogy az E (ff 1 | .7:”) kifejezések in-
tegralja az F-re tett megkotés miatt véges, tehat az integralokat Gssze lehet
vonni. Ebbol

/ 5’” dP :/ E(&‘rb-‘rl |‘F:rb) dP) VH S f:ruH g F S gn )
H H

kovetkezésképpen az F' € G,, halmazokon

§7L " E (5n+1 | ]:n) .

Az E (|&n41] | Fn) < 0o miatt az Q felbonthaté megszamlalhaté G,-beli hal-
mazra, kovetkezésképpen

5‘” = E (§TL+1 | fjrb) )

vagyis a (&,) dltaldnositott martingél.
2. Miésodik 1épésként tegyiik fel, hogy a (&) sorozat egy &ltaldnositott
martingal. Legyen

A(n,k) = {k <E (& — &l | Fo) <k +1} .

Mivel a (&,) altaldnositott martingél, ezért minden fix n esetén az A(n, k)
az () egy particidja, vagyis az A(n, k) halmazok k szerinti egyesitése az €, és
két kiilénboz6 k-ra a halmazok metszete diszjunkt?!. Vezessiik be az

R 1
Up = ~ o _3\Sn T Sn— n—1,k
>, 1) (&n = &n—1) XA(n—1,k)

k>0

fiiggvényt. Mivel az (A (n — 1, k)), halmazok particiét alkotnak, az u,, defi-
nicidja értelmes. Nyilvanvalé modon w,, véges és F,-mérheto.

1
|un| S T 3 |§n - §TL—1| XA(n—l,k-) .
kzzo (k+1)

21 Az egyszeriiség kedvéért egy mindenhol véges verziét vesziink.
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A két oldalon F,,_; szerint feltételes varhaté értéket véve és haszndlva a
feltételes varhaté értékre vonatkoz6é monoton konvergencia tételt és a nem
negativ valtozdkra vonatkoz6 kiemelési szabalyt valamint a nem negativ
valtozok korében az additivitast:

XA(n—1,k) 1
E(|un| | fjrb—l) S —E(|§rb - §TL—1| | fjrb—l) S — < X.
kzzo (k+1)° kZZO(IH—l)Q
Ebbdl kévetkezGen
1
E(|urb|) :E(E(|un| |~7:rb—1)) < Zm <0, (6)

k>0

vagyis az u, integralhaté. Tetszoleges k-ra az

|§n - §TL—1| XA('rL—l,k')

szintén integralhatd, és igy, kihasznalva, hogy integralhaté valtozdkra a fel-
tételes varhaté érték és az altaldnositott feltételes varhaté érték egybeesik??

E ((§n — &u-1) Xa(m-1,0) | Fuo1) =
=Xatm-1,0)EEn —&n-1 | Fo1) =
=Xatm-1,k) (B | Fno1) —E(§u1 | Fro1)) =
= Xatm-1,k) (B | Foo1) —&n-1) =0.

A feltételes varhaté értékre vonatkozé majoralt konvergencia tétel miatt,
kihaszndlva a (6) sort

— 1
E (up | Fro1) =E 3 \&n —Gqn— n—1,k) | Fn— =0.
(tn | 1) (kz—o T (§n = &n—1) XA(n—1.k) | 1)

Ebbdl kovetkezben az (u,,) egy martingaldifferencia sorozat és az

n
Mn = E Uk
k=1

egy martingal. Ha
6’” = Z (k + 1)3 XA(n—1,k) »
k>0

22Vegyiik észre, hogy aldbb a kiemelési szabaly hasznédlata nem teljesen evidens. A
&n — &n—1 valtozonak van kiterjesztett feltételes varhaté értéke. A pozitiv és a negativ
rész feltételes varhaté értékébdl a nem negativ X a(n—1,k) kivihetd a feltételes varhaté
értékbdl majd a kiemelhetd a kiilonbségben. Az aldbbi gondolatmenetben kihasznaljuk a
kiterjesztett feltételes varhaté érték linearitdsat is.
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akkor a 0, értelmes és elérejelezhetd, ugyanis az A(n — 1, k) halmazok F,,_1-
mérhetoek és diszjunktak.

(MrL MrL 1) arb = urbarb =

Z &+ 1 frb frb 1) XA(n—1,k) Z k =+ 1 XA(!L 1,k) —

k;:O( k=0

ZZ ki i 1 frb En— 1) XA(n—1,k) (l =+ 1) XA(n—-1,0) =
=0 l=

Z k ik I;SXA(” 1,k) (5” 5” 1) frb frb 1-

Igy a (&,) éppen a (6,) elérejelezhetd folyamat és az (M,,) martingdl altal
definialt martingaltranszformacio.

3. Végezetill tegyiik fel, hogy a (&,) egy martingédltranszformalt és tegyiik
fel, hogy teljesiil a (4). Legyen

T =inf{n >0:|0,11| > k} .
A konstrukeié szerint

{7 =0} = {|6u] >k}
{7 =1} = {|6] <k} {|0s] >k}
{m =2} = {l6[ <k} {[6a] <K} {]0] > K}

Ebbdl kovetkezben a 7, minden k-ra egy megélldsi id6. Mivel a (6,,) el6re-
jelezhetd és 75, megallasi id6, ezért a (07F),, megallitott sorozat el6rejelezhetd
marad. Valéban, minden n-re és o szamra

{07k <a} = ({0, <a}n{m >n})U ({0 <a}n{n =1}) U
U1 <a}n{m=n—-1}).
Mivel
{me>nt={m<n}'={mn<n-1}e€F,_1,
ezért
(0 <a}e Foy,

igy a (67%),,, miként allitottuk, elérejelezhetd. Felhasznéalva, hogy a megdl-
litott martingdlok martingdlok maradnak, illetve hogy a 7% valtoz6 F,,_-
mérhet6 és korlatos

(§IL+1 5 ‘F:fb—l) E ((5n+1 - 5”)7—;0 | fjrb—l) =
= E((erb (Mrb-‘rl - Mn))ﬂc | f"rb—l) -
(67— ( n+1 — n)ﬂc |~Fn—1) =

= HTRE (M:L—:—l ,:k | fjn—l) =0 )
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tehat a (£7%) martingdl, vagyis a (&,) lokalis martingal. O

Az allitas segitségével belathatjuk a méasodik alaptétel bizonyitdsaban
hasznalt allitast:
3.6 Allitas. Ha (STL)TTL:O egy martingdltranszformdcid és a & integrdlhatd,
akkor a (f,,L)TTL:O sorozat martingdl.

Bizonyitas. A 3.5 allitdsban szereplé 3. = 2. implikécié szerint
§r—1 =E(r | Froa) ,

ahol az E természetesen az dltaldnositott feltételes varhaté értéket jeloli. A
&r afeltétel szerint integralhatd, ezért a toronyszabdly nem negativ valtozdkra
vald trividlis alkalmazdsaval

E ([¢r—1]) = E([E (&7 [ Fr-1)]) S E(E(&r] | Fr-1)) = E(|¢r]) < oo,

tehat a &r_q is integralhat6. Innen az allitds mar nyilvanvald. O

4 Eurdpai eszkozok arazasa, nincs diszkontalas

Az eszkOzdrazas els6 és masodik alaptétele segitségével az eurdpai tipusi
szarmaztatott termékek arazasa diszkrét és véges idéhorizont esetén viszony-
lag egyszertien elintézheté: Legyen Hp egy a T idGszakban esedékes valami-
lyen pénziigyi tranzakci6. Mivel a Hr a T idOszakban esedékes, ezért a Hp
Fr-mérheté. A kérdés az, hogy ha a Hp értékét a t = 0 id6pontban kell ki-
fizetni, akkor mennyi a Hr ara, vagyis a t = 0 idépontban kifizetendé milyen
m (Hr) Osszeg tekinthet a Hr drédnak? Tegyiik fel, hogy a piacon nincsen
arbitrazs, és tegyiik fel, hogy a piac teljes. Ekkor az elsé és méasodik alaptétel
szerint létezik egyetlen martingdlmérték. Jelolje Q ezt a martingdlmértéket.
A teljesség miatt?3

Hp =X+ (S(t)—S(t—1),0(t)) . (7)

A kozgazdasigi megfontoldsokbdl a Hy 4ra alatt azt a w(Hy) Osszeget értjiik,
amely mellett a Hpr bevezetése nem fogja tonkretenni a piac arbitrazs ment-
ességét. Masképpen fogalmazva a Hp bevezetése azt jelenti, hogy a mar
meglevé m darab

Si(O),Si(l),...,Si(T), i=1,2,...,m
id6sor mellé bevezetiink egy (m + 1)-edik eszkozt, amely arfolyamét a

W(HT),...,HT

23Ha, a diszkontaldst és az Onfinanszirozé portfélidkat is targyaltuk volna, akkor az
egyenléségben a diszkontalt arfolyamok és a diszkontalt kifizetés szerepelt volna.
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idésor frja le?*. Mikor marad az m+1 eszkdzbdl all6, kibSvitett piac arbitrazs
mentes? Miként azonnal megmutatjuk, az arbitrdzs mentesség csak akkor
6rizhetd meg, ha w(Hr) = A. Valéban, ha példdul w(Hr) > A, akkor a

(6(1)3 _1) ) (6(2)3 _1) yrry (H(T)a _1)

(m + 1) dimenziés stratégia egy arbitrdzs stratégia®®, ugyanis mivel a kons-
tans fuggvények minden c-algebra szerint mérhetéek, ezért egyrészt a ki-
bovitett stratégia trividlisan el6rejelezhetd, masrészt az 1j stratégia nettd
eredménye a (7) felhaszndlasdval

+r(Hr) 4+ (S(t) = S(t—1))0(t) — Hr = 7(Hr) — A >0,

ami pedig arbitrizs?S.

Tovabbi kérdés persze, hogy hogyan lehetne a A szamot a Q mérték segit-
ségével kifejezni? Ehhez fel kell tenni, hogy a Hr integralhaté a Q martingdl-
mérték szerint. A szokdsos opciés derivativdk esetén ez trividlisan teljesiil,
ugyanis ha példaul Hr = max(c, S1(T)), akkor az S1(T") integralhaté a Q
szerint, és igy a Hrp is integralhaté a Q szerint. Mivel a Q martingalmérték
és a Hr a Q szerint integralhaté, ezért a 3, (S(t) — S(t — 1))0(t) martin-
galtranszformacié martingdl?”, igy tartja a varhaté értéket, vagyis

EQ (i(sa) —S(t—1)) 6(t)> =0.

t=1
Ebbél kovetkezden a (7) sorban a Q mérték szerint varhaté értéket véve

T

m(Hr)=A+0=\+EQ (Z (S(t) — S(t — 1)) 6(t)> =EQ ) . (8)

t=1

Erdemes megjegyezni, hogy a (8) képlet szempontjabdl csak az arbitrzs
mentességre volt sziikség, a teljesség feltételére csak annyiban tamaszkodtunk,
hogy feltettiik, hogy a (7) eléallitds lehetséges. Ha a piac nem teljes, akkor a
(7) elballitas nem minden Hyp esetében lehetséges. Ha valamely Hyp-ra azon-
ban az eléallitas 1étezik, akkor az drara a (8) teljesil, fiiggetleniil attdl, hogy a
Q melyik a lehetséges martingdl mértékek koziil. Az olvasé az egyértelmiiség
kapcsén felvetheti, hogy a A értéke, és igy a w(Hr) ar egyértelmii-e? Tegyiik
fel, hogy valamely Hp rendelkezik két olyan el6allitdssal, amelyben Ay < Ag.
Tekintsiik a

(a<1>(1) - e<2>(1)) o (9<1>(T) - a<2>(T))

24Hogy miként alakul a Hp tranzakcié dra a koztes idépontokban szdmunkra érdektelen.
A lényeges dolog az, hogy a T idépontban az arat a Hr adja meg.

25Mivel a termék draga a tényleges arahoz képest, ezért el kell adni!

26Vegyiik észre, hogy a derivativ termékre vonatkozé tobbi drmozgis, teleszkopikus
Osszegként, kiesik.

27v.5.: 3.6 Allitas.
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elorejelezheto stratégiat. Ennek eredménye

5 (50 - 5t~ 1) (00 —0D()) = (Hr =)= (Hr =) =

t=

= )\2—)\1>0,

ami a nincsen arbitrazs feltétel miatt lehetetlen. Ebbdl kovetkezoen, ha nin-
csen arbitrazs, akkor teljesiil az ugynevezett egy ar torvény, vagyis minden
Hr pénziigyi tranzakci6 esetén, amelyre a (7) el6allitas 1étezik, a A konstans
értéke, kovetkezésképpen a 7(Hr) ér is, azonos.
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THE SECOND FUNDAMENTAL THEOREM OF ASSET PRICING

In the article we summarize the results about the second fundamental theorem of
asset pricing.



