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MARTOS BELA
(1920-2007)

Martos Béla 1920-ban sziiletett. 1938-ban érettségizett. Zsidé szarmazésa
miatt nem mehetett egyetemre, de szerencsére azért villamosszerel6-inasnak
még felvették. Ez mentette meg attol, hogy 1942-ben gimnaziumi barataihoz
hasonléan elpusztuljon a Don-kanyarban. Munkaszolgalatosként szabadult
fel 1944 végén Miskolc kornyékén, az utolsd napokat egy derék munkas krump-
liskamrajéban vészelve dt. A héboriban édesapja és testvére elpusztult,
édesanyja azonban életben maradt.

1945-ben Szegedre ment matematikat tanulni — olyan kivalésdgok tér-
sasagaban, mint Rényi Alfréd, olyan tanaroktdl, mint Kalmar Lészl6. Hogy
ne haljon éhen, tobbek kozott cigarettapapirral feketekereskedik. Egyetemi
tanulmanyai alatt belépett a Magyar Kommunista Péartba, és hamarosan
allamhivatalnokkd valik. Kozben megszerzi a matematikus diplomat. Koz-
szolgédlatardl utélag nem nagy lelkesedéssel beszélt, pedig megjarta a KSH-t,
a KGM-et (Kohd- és Gépipari Minisztérium) és taldn az OT-t (Orszdgos
Tervhivatal) is, de ahogyan ismertem, biztos derék munkét végzett ott is.
Az 1970-es években a FAO-ban is dolgozott Réméban, és jol hasznositotta
képességeit.

1962-ben koriil dontott gy, hogy mégis kutato lesz. Hidba hivta Rényi
az altala vezetett, azota réla elnevezett Matematikai Intézetbe, nem fogadta
el, ari luxusnak tartva a matematikai kutatast. Inkabb a gyakorlatiasabb
kozgazdasagtudoményt valasztotta, és belépett az MTA Kozgazdasagtudo-
manyi Intézetébe. Ott is maradt 1990-ig, amikor nyugdijba vonult. De a
legutolsé évekig szorgalmasan bejart az intézetbe, és részt vett a tudomanyos
életben.

Tudomanyos munkassdgat harom nagy részre lehet osztani:

1. matematikai programozas,
2. kozgazdasagi szabélyozaselmélet,
3. nyugdijmodellezés.

1. A matematikai programozdas feladata: célfiiggvényt maximalizalni
bizonyos feltételek mellett. Torténetileg az els6é sikeresen megoldott fela-
dat a linedris programozas volt, ahol linedris célfiiggvényt maximalizaltak
linearis korlatok mellett. A siker kulcsa egy roppant hatékony algoritmus
volt: az Gn. szimplex moédszer. Martos egyik legnagyobb hatédsu felfedezése az
volt, hogy meghatarozta a nemlinearis programozasi feladatoknak egy széles
korét, amelyre az eredetileg a linedris programozasra kidolgozott szimplex
modszer jél mikodik. Nemlinearis programozasi kutatdsait egy nagysikert
monografidban foglalta 6ssze 1974-ben, amelyre tobb mint szdz Google-hi-
vatkozast talaltam.
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2. A kozgazdaségi szabalyozdselmélet a miiszaki tudoméanyokbdl kéleson-
vett mddszerrel vizsgélja, hogy miképp lehet egy gazdasagi szabalyozasi rend-
szert mikodtetni, stabilizalni vagy optimalizalni. Martos Béla Kornai Janossal
egyitt 1970-ben kezdett e témakorrel foglalkozni, és a vegetativ szabalyozasrol
irt cikkiik 1973-ban az Econometricdban jelent meg. Az 1970-1980-as években
Béla is ezen a teriileten dolgozott, foleg a kiilonféle szabalyozasok ekviva-
lencidja érdekelte. 1980-ban Janossal egyiitt egy tanulmanykotetet szerkesz-
tettek: Szabalyozas arjelzések nélkiil, amely magyarul és angolul is megjelent.
Bélanak annyira megtetszett a témakdr, hogy 1990-ben a szabalyozaselmé-
letrél egy masodik monografiat irt, ezuttal egyediil.

3. A nyugdijmodellezés volt Béla utolsé kutatasi teriilete. Sokunkkal
egylitt 6t is Bod Péter és Augusztinovics Maria vonta be e gyorsan népszeriivé
és fontossa valo kutatasi teriiletbe, 1990 koriil. Béla foleg a nyugdijak egyen-
16tlenségével foglalkozott, és szellemes javaslatot tett a nyugdijak kereset-
fligglségének ésszertisitésére.

Tudomanyszervezési tevékenységének silypontjaként Béla 1968 és 1990
kozott az els6 magyar matematikai-kozgazdasagtani folydirat, a Szigma f6-
szerkesztéje volt. Ennek jelentGségét csak az értheti meg, aki kézbe veszi
az akkori Kozgazdasagi Szemlét, és megallapitja, mennyire ritka volt benne
a kvantitativ elemzés. Béla igényes szerkesztd volt, megkovetelte a vilagos
szerkezetet és a vildgos kifejtést. Uldozte az angol szavakat, és csak a latin
eredetii idegen szavakat tlirte meg. (Velem is harcolt, hogy forditsam le a
team-et csapatra, de sajnos nem voltam ra hajlandé.)

Nem lehet befejezni egy emlékezést Bélarol, ha nem szdélunk réla, mint
emberrél. Vidam és kiegyensilyozott volt, nem nagyon panaszkodott. Si-
keres kutatasa mellett sok id6t toltott csaladjaval: elsd feleségével, Veraval;
lanyaval, Julival; vejével, Bécivel, és unokaival, Péterrel és Lillaval. Vera
haldla utan 4djbol megndsiilt, és fiatalabb baratai, jémagam is inkdbb mar
Mariat ismertiik meg. Fiatalabb kordban természetjard volt, megmaszta a
2500 m magas tatrai cstcsokat. Elete végéig szenvedélyes bridzsel6 volt, aki
az intézetben is bridzstanfolyamot tartott az 1970-es években. Sokat olvasott,
és szeretett beszélgetni (nem szénokolni!) Idésebb éveiben megtanult {6zni,
és vacsoravendégeként tantsithatom, hogy ebben is mester volt.

Ha volt hibéja, akkor az tilzott szerénysége volt. Soha nem tolta magat
elétérbe, soha nem dicsekedett, pedig tisztaban volt képességeivel. Azt gon-
dolhatta, hogy amit igy elért, az is elég. Igaza volt.

Béke veled, Béla!

Simonovits Andras
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1 Torténelmi bevezetés

A szavazds elmélete a francia felvildgosodas kordba nyilik vissza, amikor a
tarsadalmi valtozasok kovetkeztében egy igazsdgos szavazdsi rendszer meg-
alkotédsa sziikségessé valt. Az elsd észrevételek, eredmények két francia aka-
démikus, Condorcet [11] és Borda [10] nevéhez fiiz6dnek, de Laplace [27]
is kozolt eredményeket a teriileten. Az els6 észrevétel az volt, hogy ha
legalabb harom jeldltre torténik szavazas, akkor a plurdlis szavazasi eljaras
(tehdt amelyben a szavazat nem més, mint egy jelolt megadasa, és a legtébb
szavazatot kapott jelolt a gyOztes) konnyen siralmas eredményre vezethet,
mert megtorténhet, hogy a szavazok olyan jeloltet véalasztanak meg, akit
jOkora tObbség elutasit az Gsszes tobbi jeldlttel szemben. Ezért Condorcet egy
olyan jelolt megvélasztdsat szorgalmazta (mér amennyiben ilyen 1étezik), akit
a tobbi jelolt mindegyikével szemben valamilyen tobbség tamogat. Ilyen d.n.
Condorcet-gy&ztes 1étezése dltalaban valéban nem garantalhatd, amint azt az
aldbbi példa mutatja. Tegyiik fel, hogy hdrom jel6ltiink van (legyenek ezek
a, b és c), tovdbbd harom szavazénk ( jeloljiik 6ket 1,2, 3-mal) és a szavazéink
az alabbi preferencidkkal rendelkeznek a jel6ltekre vonatkozoéan:

l1: abe; 2:bca; 3:cabd, (1)

tehdat az 1-es szavazd leginkabb az a-t, utana a b-t, legkevéshé a c-t preferalja,
s.i.t.

Hogy a fenti problémat megkertilje, Borda egy 1j szavazasi rendszert java-
solt, amely ma Borda-pontozés néven ismeretes (6 maga érdemi szavazasnak
nevezte).?2 A Borda-pontozés sordn a leadott szavazat nem mds, mint egy
listaja az n jeloltnek, kezdve az illetd szavazoé altal legjobbnak tartott jelolttol
az altala legkevésbé tamogatottig. A szavazdk legjobb jeldltjei n — 1 pon-
tot kapnak, a maésodik legjobbak n — 2-t, s.i.t., tehat a legutolsék nem
kapnak pontot. Az a jelolt a gydztes, aki a legtobb pontot szerzi meg az
Osszesitésnél. Megjegyezziik, hogy a Borda-pontozas nem Condorcet tipusu
szavazasi eljaras, azaz a Borda-gyGztes kiilonbozhet a Condorcet-gyztestol
(s6t, az is megeshet, hogy a Condorcet-gy6ztest semmilyen pontozdson ala-
puld eljards sem hozza ki gyéztesként).

IBeérkezett: 2007. majus 30. E-mail: jozsef.mala@math.bke.hu. A szerzd koszonettel
tartozik az OTKAnak a nytdjtott tdmogatdsért. A szerz8 megkdszoni az egyik biralé lelki-
ismeretes munk&jat, megjegyzéseit, javaslatait, melyek javitottak a cikk mindségén.

2Borda eljarasat a francia akadémia alkalmazta is a jeloltek kivalasztdsara, mignem egy
frissen megvalasztott tag javasolta az eltorlését. Az Gj tag Bonaparte Napdleon volt.
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A francia forradalom leverése utan hosszi idére megcsappant az érdeklédés
a szavazasi rendszerek vizsgdlata irdnt, taldn csak Charles Dodgson [15,
16, 17] (ismertebb nevén Lewis Carroll) vizsgdlédédsait érdemes kiemelni,
aki egy olyan rendszert tartott volna idedlisnak, ahol a szavazdk stratégiai
szavazdssal (azaz megfelel6 Gszintétlen szavazat leaddsdval) nem juthatnak
elényhoz. Erdemes megemliteni, hogy a Borda pontozas korantsem mentes
ettdl a lehetoségtol.

Az 4ttorés Kenneth Arrow [3] munkéssigaval kezd8dott az 1950-es évek
elején, aki lényegében megmutatta, hogy olyan szavazasi rendszer, amely
kikiiszoboli a fent emlitett két fogyatékossdgot, tehdt az (1)-ben bemutatott
ciklikus jelenséget valamint a stratégiai szavazés lehet0ségét (azaz Gszinteségre
birja a szavazdt), nem létezik, jobban mondva, csak gyakorlatban hasznal-
hatatlan rendszerek johetnek széba. Az Arrow-tétel 6ridsi hatdssal volt az
ezutan meginduld kutatasokra, ez a teriilet ma is intenziven fejlédik.

Jelen dolgozat szandéka —a kiterjedt szakirodalom miatt— csak az lehet,
hogy izelit6t adjon az Arrow-féle problémakorbdl. A valogatés ezért jorészt
szubjektiv, de igyekeztliink olyan kutatasi irdnyokat is bemutatni, melyek
jovobeli alkalmazasokkal kecsegtetnek. A dolgozat felépitése az alabbi: Az
els6 szakasz a tobbségi szavazasra vonatkoz6 néhany olyan eredményt is-
mertet, melyeknek hasznat vessziik az Arrow problémakor illusztralasanal. A
mésodik szakaszban az Arrow tétel Wilson-féle [40] dltaldnositasat igazoljuk,
a harmadik szakaszban Gibbard [21], Blair és Pollak [8] valamint Banks [4]
tételeit ismertetjiik, mint prébélkozasokat az Arrow tétel felolddsara. A ne-
gyedik szakasz az Arrow tételt targyalja az optimum fiiggvényes modellben,
majd az 0todik szakasz az utfliggetlen optimum fiiggvények elméletét is-
merteti, mint az utébbi években fejlédésnek indult igéretes teriiletet (14sd
[6, 12, 24, 26, 33, 36]).

2 Jelolések, alapveto fogalmak, egycstcsi pre
ferenciak, tobbségi szavazas, napirendi sza-
vazas

Ha csak mdast nem mondunk, végig feltessziik, hogy az alternativik A hal-
maza és a szavazdk V halmaza véges és legalabb két elemi, bar a tételek egy
része végtelen A esetére is igaz. Egy X véges halmaz elemszamat jelolje #X.
Ha csak mdst nem mondunk, V-t azonositjuk az {1,...,m} halmazzal. Ha R
egy (bindris) relacié az A-n, azaz R C A x A, akkor xRy esetén idéként —a
grafelméleti sz6hasznélattal élve— azt mondjuk, hogy xy egy (irdnyitott) éle
az R-nek.
2.1. Definicié. Legyen a T egy relicio az A-n. Azt mondjuk, hogy a T egy
bajnoksag, ha T antiszimmetrikus (xTy és yTx esetén x =1y) és teljes (xTy
vagy yT'z).

A bajnoksagokat, mint valédi bajnoksdgok eredményeit interpretalhatjuk,
melyekben barmely két résztvevé jatszott egymdssal, és x # y esetén Ty
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azt jelenti, hogy x legyoGzte y-t.

2.2. Definicié. FEgy tranzitiv (xRy és yRz esetén xRz) és teljes relacidt
gyenge rendezésnek, eqy antiszimmetrikus gyenge rendezést pedig linedris ren-
dezésnek neveziink. Jelolje WL(A) ill. L(A) a gyenge ill. linedris rendezések
halmazdt az A-n.

2.3. Definicid. Az R reldcid szigori részén azt az R™ reldcidt értjik, melyre
minden z,y € A esetén tR™y < [xRy és ~yRzx], az R k6z6mbds részén pedig
azt az R™ reldcidt értjik, melyre minden x,y € A esetén xR~y < [xRy és
yRx].

Minden R reléci6 tehdt egy R™ szigori részre (amely aszimmetrikus, tehat
xRy esetén ~yR”™ ) és egy R~ koz6mbos részre (amely szimmetrikus, tehdt
xR™y esetén yR™x) esik szét.

2.4. Definicié. A WL(A)™-beli R = (Ry, ..., Ry) rendezett m-est profilnak
nevezziik. Ha R € L(A)™, akkor szigori profilrdl beszéliink.

Az R; komponenst gy interpretdljuk, mint az ¢ € V szavazd prefe-
renciarelaciéjat, amely tehat a szavazd alternativaparokra vonatkozo pref-
erencidibol &ll Gssze gyenge (vagy specidlis esetben linedris) rendezéssé. Az,
hogy az R; egy gyenge rendezése az A-nak gy értelmezhetd, hogy szavazénk
rangsorolni képes az alternativdkat (gyenge rendezésnél a k6z6mbosség meg-
engedett, linedris rendezés esetén azonban nem).

2.5. Definicié. Ha az R egy reldcié az A-n, § # B C A, akkor az R-
nek a B-re vald megszoritisin a (B x B) N R reldcidt értjik (a B-n), és
azt R|p-vel jeloljik. Ha R = (Ry,...,Rm) egy profil, akkor legyen R|p =
(R1|B) s )RUL|B)-
Az R|p reldcié tehdt a B-ben futé élek (és csak azok) megtartdsaval ke-
letkezik az R-bol.
2.6. Definicié. Ha (Ry,...,R;) egy szigord profil, a € [%, 1] , akkor az
xMy < #{i € V | 2Ry} > am reldcidt a-tdbbségi reldcionak nevezzik. Az
a = 1/2 esetben inkdbb azt mondjuk, hogy az M az egyszerd tibbségi reldcid.
Az alabbi tétel azt mondja, hogy egyszerii tobbségi reldcidként (o = 1/2)
minden bajnoksidgot megkaphatunk, az o > 1/2 esetben azonban bizonyos

értelemben éppen forditott a helyzet.
2.7. Allitas (McGarvey [32], Mala [29]). Az aldbbi dllitdsok igazak:

i) tetszdleges bajnoksdghoz taldlhatd olyan szigori profil, melynek egyszerd
tobbségi reldcidja éppen ez a bajnoksdg;

it) minden o > 1/2-hez taldlhatd olyan bajnoksdg, mely nem az a-tébbségi
reldcioja semmilyen szigori profilnak sem.

Bizonyitds. 1). Legyen T egy tetszdleges bajnoksig az A = {a1,...,an}-
n és legyen 1 < ¢ < n. Ha az x,-ek azok az alternativak, amelyeket az a;
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legy6z6tt a T-ben (s = 1,...,k), az y-k pedig azok, amelyek legy6zték az
ai-t (t =1,...,n —k — 1), akkor tekintsiik az aldbbi Rg;—1 és Ra; linedris
rendezéseket:

Ryi—1: aiey .. mpyn - Yn—k—15  R2it Yn—k—1...910;Tk ... T1 -

Ekkor az (Ry, Ra, . .., Ran_1, Ray,) profil tobbségi reldcidja éppen T'. Val6ban,
ha aTb,a # b, akkor a = a; valamely i € {1,...,n}-nel, tovdbbd b = x,
valamely s € {1,...,k}-val. Ekkor aR2;—1b,aR;b, tovdbbd az a és a b
ellentétes sorrendben szerepelnek az Osszes tobbi Raj_1, Rp; linedris ren-
dezéspérban (j # i), tehat aMb, de nem bMa.

ii). Elészor is megjegyezziik, hogy tetszbleges T bajnoksdgra és (Ry, ..., Ry)
szigoru profilra érvényes a kovetkezd

m

Y #HilaRiby =Y #(RiNT) (2)

aTb i=1

egyenldség, hiszen mindkét oldalon azon T-beli élek elemszdma &ll (multi-
plicitassal), amelyek az R;-knek is élei (1 = 1,...,m).

Legyen a > 1/2 tetszOleges. Erdés és Moon [20] egy tétele szerint ha
az A halmaz n elemszama elég nagy, akkor taldlhaté olyan T bajnoksig az
A-n, melyben minden aciklikus élhalmaz elemszama kisebb, mint a(g). HaT
az a-t0bbségi reldciGja lenne valamely (Ry,. .., R,,) szigori profilnak, akkor
aTb esetén #{i | aR;b} > am teljesiilne és igy Gsszeaddssal adédnék, hogy

S #{i | aRib) > <Z> am . (3)

aTb

Mésrészt 1 < i < m esetén igaz, hogy #(R; NT) < af(}), (hiszen R, NT
aciklikus élhalmaza R;-nek és igy T-nek is) ahonnan ismét Gsszeaddssal kap-
juk, hogy

m

; #(RiNT) < ma <;‘> : (4)

A (2), (3) és (4) allitdasok azonban ellentmondanak egymdsnak. 0

2.8. Megjegyzés. A 2.7. éllitdsbeli i) allitdsnél valdjdban t6bb is mond-
hatd, nevezetesen megmutathatd, hogy adott o > 1/2 esetén ii) majdnem
minden bajnoksagra teljesil, ami ugy értendd, hogy azon bajnoksagok szam-
ardnya, amelyekre teljesiil, tart az egyhez, amint az A elemszdama minden
hataron tul névekszik.

2.9. Példa. Tekintsiik az aldbbi szavazasi eljardst. Az alternativékat egy
adott ay ...a, sorrendben titkoztetjiik egymassal egyszeri tobbségi alapon.
Ez azt jelenti, hogy el0szor a; és ap kozott dontenek a szavazok, majd a
gyOztes és ag kozott, s igy tovabb a sor végéig. Nevezzik ezt az eljarast
napirendi szavazasnak. Az elnevezés arra utal, hogy a parlamentben egy
torvényjavaslat esetén elGszor a torvényjavaslat modositasanak modositasa és
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a modositasa kozott dontenek, majd a gyoztes alternativa és a torvényjavaslat
kozott, végiil ennek gyoztese és az eredeti, hatdlyban all6 torvény kozott.
Mivel a 2.7. éllitas miatt az egyszeri tobbségi relacio tartalmazhat Hamilton-
kort, azaz olyan irdnyitott kort, amely minden csticson atmegy és csak egy-
féleképpen?, ezért vildgos, hogy a napirendi szavazés eredménye nagymérték-
ben fligg a napirendtdl, vagyis az a; .. .a, sorrendtol.

Létezik azonban a linedris rendezéseknek egy nevezetes osztalya, melyrol
feltételezhet, hogy bizonyos korilmények kozott a szavazdk preferencia-
reldciéi (mar amennyiben ha azok is linedris rendezésck) ide esnek. Ha ez
teljesiil, akkor mar —mint 1atni fogjuk— a tobbségi reldciéban nem fordul-
hatnak el6 korok.

Tegytik fel ugyanis, hogy az alternativdk a szavazdk preferenciditdl fiig-
getlentl tgy elrendezheték egy sorozatba, hogy ha két alternativa a szavazo
idedlisnak vélt alternativdjanak ugyanazon oldalan helyezkedik el a skalén,
akkor szavazé koziiliik mindig az idealis alternativahoz kozelebbit valasztja.
Ilyenek a preferencidk példaul akkor, ha a partok egy ideoldgiai bal-jobb
skéldn helyezhetdk el. A formaélis definicié a kovetkezo:

2.10. Definicié. Az R linedris rendezésre azt mondjuk, hogy egycsicsi az
ai . ..ay, alapsorrendre nézve, ha taldlhato olyan 1 < p <n, melyrep < s <t
vagy p > s >t esetén asRar. Az ap, alternativdt az R csucsdnak nevezzik.
Ha egy profil minden komponense egycsicst valamely rogzitett alapsorrend-
re nézve, akkor a profilt egycsicsunak nevezzik. Ha y az alapsorrendben x
és z (itt mindegy, hogy x vagy z van elébb az alapsorrendben) kizé esik (a
hatdrokat is beleértve), akkor ezty € [z, z]-vel jeldljiik.

Ha R egycsicsu és y € [z, z], akkor xRy esetén x és az R csticsa (az alap-
sorrendre nézve) y-nak ugyanazon oldaldn kell, hogy legyen, ezért yRz-nek
teljestilnie kell, s igy az R tranzitivitasa miatt kapjuk, hogy igaz a kovetkezo

2.11. Lemma. Legyen az R eqy egycsicsi linedris rendezés. Ha az x,y,z
alternativdkra y € [z, 2|, akkor xRy esetén xRz.

2.12. Tétel (Black [7]). Ha M egy egycsicsi profil tobbségi reldcidja, akkor
xM™y és yM™z esetén xM™ z.

Bizonyitds. Harom esetet tekintiink.

1. eset. x € [y, z]. Ha tM” z nem teljesiilne, azaz z Mz éllna fenn, akkor
a 2.11. lemma miatt zMy is éllna, ellentmonddsban yM ™ z-vel.

2. eset. y € [x,z]. tM™y azt jelenti, hogy a szavazdknak tobb, mint a
fele x-et preferdlja az y-nal szemben. A 2.11. lemma miatt ezek a szavazdk
z-et z-vel szemben is preferaljdk, tehat xM ™ z.

3. eset. z € [x,y]. Ez az eset nem johet létre, ellenkez6 esetben ugyanis
az yM™ z feltétel és a 2.11. lemma miatt yM ™z &llna fenn, ami ellentmond
xM™ y-nak. O

386t, ha a szavazok preferenciareldciéit egyenletes eloszlés jellemzi, akkor ez 1-hez kozeli
valészintliséggel bekovetkezik (Bell [5])
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A fentiek alapjén allithatjuk, hogy barmely R egycsicsu profilhoz tartozik
Condorcet-gy6ztes, s6t, ha § # B C A, akkor R|p-hez is, hiszen konnyen
lathatéan R|p maga is egycsicsi profil.

2.13. Definicié. Egy reldciot kvdzitranzitivnak nevezink, ha a szigori része
tranzitiv. Egy teljes kvdzitranzitiv reldciot kvdzilinedrisnak nevezunk.

A fenti definicidval a 2.12. tétel tgy is fogalmazhaté, hogy minden egy-
cstcst profil egyszert tobbségi reldcidja kvazitranzitiv (vagy ami most ugyan-
az: kvazilinedris).

Az egycsicsisigot dltaldnosabban is értelmezhetjiik: ha adott egy G fa
(tehdt egy olyan graf, mely nem tartalmaz kort és Gsszefiiggd, azaz barmely
két csticsa kozott fut ut) az A-n, akkor egy linedris rendezést egycsticsinak
neveziink a G-re nézve, ha minden G-beli itra nézve egycsicsi. Ide kivan-
kozik, bar a késébbiekben nem lesz szitkségiink rd, Demange [14] tétele:

2.14. Tétel. Ha egy profil valamennyi komponense egycsucsi valamely fdara
nézve, akkor a t6bbségi reldcichoz tartozik Condorcet-gydztes.

Megjegyezziik, hogy a fenti tételben nem allithatd, hogy a tobbségi relacio
kvazitranzitiv, a tobbségi relacié nagyon is tartalmazhat iranyitott koroket.

A tovébbiakban roviden &ttekintiink néhény, a racionalitds bizonyos fo-
kozataival Osszefliggd olyan definiciét és allitast, melyekre a tovabbiakban
sziikséglink lesz.

2.15. Allitas. Ha az R eqy tranzitiv reldcid, akkor minden x,y,z € A-ra

i) TRy, yR™ 2z = xR" 2 it) *R”y, yRz = xR™ 2 .

A fenti allitas egyszerii kdvetkezménye, hogy minden tranzitiv relacié
kvazitranzitiv:

2.16. Allités. Ha az R egy kvdzilinedris reldcid, akkor minden x,y, z € A-ra

i) xRy, yR™ 2z = xRz; it1) *R™y, yRz = xRz .

2.17. Definicié. Az R reldcidra azt mondjuk, hogy ciklikus, ha taldlhato
olyan k € IN,a1,...,ar € A melyekre a;R” a;11 minden i =1,...,k-ra. Ha
az R nem ciklikus, akkor aciklikusnak nevezziik.

Az aldbbi éllitas nyilvanvald:
2.18. Allitas. Minden kvdzitranzitiv reldcié aciklikus.
2.19. Definicié. Az R reldcic maximdlis elemeinek halmazdn az
{reA|-Jye A:yR 2z} = argmax R

halmazt értyik.
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Ha az R egy teljes relacié, akkor nyilvan
argmax R={z € A|Vy € A: zRy}.

Az aciklikus reldciok fontossdgat mutatja az aldbbi:

2.20. Allitas. Legyen az A véges halmaz, és legyen az R eqgy reldcid az A-n.
Ekkor az aldabbi dllitdsok ekvivalensek:

i) argmax R|x # 0, ha D #£A#X C A

it) R aciklikus.

3 Arrow tétele

Ebben a szakaszban a nevezetes Arrow-féle lehetetlenségi tétel taldn legis-
mertebb dltaldnositasat targyaljuk. Az Arrow tétel [3] arrdl szdl, hogy ha az
alternativak szama legalabb 3, akkor nem létezik olyan 0sszjoléti fiiggvény,
mely eleget tesz néhdny elemi racionalitdsi (pl. az Osszpreferencia tranzitivi-
tasa) ill. demokratikusségi (pl. a Pareto-tulajdonsdg, diktdtormentesség) kri-
tériumnak. Az dltaldnositdas (Wilson [40]) egyidejiileg két irdnyban torténik:
egyrészt megengedjik, hogy az értelmezési tartomany bizonyos értelemben
sziik legyen, mésrészt a (az egyébként nehezen kifogdsolhaté) Pareto-feltételt
elejtjuk. Sajnos a Wilson-tétel sem hoz pozitivumot az elméletbe: a fenti
lazabb feltételek mellett is csak degeneralt, gyakorlatban hasznalhatatlan
Osszjoléti fuggvények elégitik ki a kirott feltételeket.

3.1. Definicié. Ha R(A) jeloli a teljes reldcidk halmazdt az A-n és ) #
D C WL(A)™, akkor egqy F : D — R(A) fiiggvényt dsszjoléti figgvénynek
neveziink és az F(R) figguényértékeket dsszpreferencidnak (vagy tdarsadalmsi
preferencianak) hivjuk. Ha az F értékei csak bizonyos P tulajdonsdgi tel-
jes relaciok lehetnek, akkor P-0sszjoléti fiigguényrdl beszélunk. fgy példdul
beszélhetiink tranzitiv, kvdzitranzitiv, aciklikus stb. dsszjoléti fiiggvényekril.

A tovabbiakban néhiny, az elméletben standardnak tekintett példat mu-
tatunk osszjoléti fiiggvényre.

3.2. Példa. Legyen () # D C WL(A)™ tetszbleges és R € D esetén legyen
T(R) az alabbi reldci6 az A-n:

eT(R)y & #{i € V| xRy} > #{i € V | yRix} . (5)

A T(R) relacié nyilvan teljes, ezért a T tObbségi fliggvény egy 0Osszjoléti
fliggvény. A Condorcet-paradoxonhoz hasonléan kénnyen lathatéd, hogy T
ciklikus, ha |A|,|V| > 3,L(A)™ C D. Ha azonban D az A egy valamely
alapsorrendjére nézve egycsucsu profilok halmaza, akkor T' (a 2.12. tétel mi-
att) egy kvazitranztiv Gsszjoléti fiiggvény, s6t, ha a |V| paratlan, akkor a T'
tranzitiv is.
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3.3. Példa. A Borda pontozasbdl nyilvéan egy tranzitiv 6sszjoléti fiiggvényt
kapunk, ha az alternativékat az elért Borda-pontszamoknak megfeleléen rang-
soroljuk.

3.4. Példa. Legyen () # D C WL(A)™ tetszbleges és R € D esetén legyen
P(R) az aldbbi reléci6 az A-n:

zPR)yy< eV :axRy. (6)

A P(R) relacié nyilvén teljes, ezért a P d.n. gyenge Pareto fiiggvény egy
Osszjoléti fuggvény. Vildgos, hogy zP(R)”y pontosan akkor teljesiil, ha
xRy minden i € V-re, s innen az R;-k tranzitivitdsa alapjan vildgos, hogy
a P kvazitranzitiv.

3.5. Példa. Legyen () # D C WL(A)™ tetszbleges és R € D esetén legyen
P(R) az aldbbi reléci6 az A-n:

zPR)y< [FieV:zR y] vagy [VieV:zR]y|. (7)

A P(R) relcié nyilvén teljes, ezért a P t.n. erés Pareto fiiggvény egy
Osszjoléti fiiggvény. Vildgos, hogy = P(R)™y pontosan akkor teljesiil, ha xR,y
minden i € V-re és xR y legaldbb egy i € V-re. Innen az R;-k tranzitivitdsa
és a 2.15. 4llitas alapjan vildgos, hogy a P kvézitranzitiv.

3.6. Példa. Legyen () £ D C WL(A)™ tetszbleges és R € D esetén legyen
F(R) az aldbbi reléci6 az A-n:

sFR)y e 3i,jeVi#j: 2Ry, xRy . (8)

3.7. Megjegyzés. A 3.6. példa F' (i.n. vétémentes) Osszjoléti fliggvénye
aciklikus, ha m > n, azaz, ha #V > #A. Ha ugyanis taldlnank olyan
paronként kiilonbozé aq,...,ar € A alternativdkat, melyekre s = 1,...,k
esetén a, F(R)™ asy1 (az apy1 = aq konvenciéval), akkor mivel minden s-hez
legfeljebb egy olyan i € V szavazo talalhato, akire asy1 R;as, €zért m >n > k
miatt taldlhaté olyan i € V. aki semelyik s-hez sem tartozik, azaz akire
asR as11 minden s =1,...,k-ra. Ez azonban lehetetlen, hiszen az R; acik-
likus.

3.8. Defiicié. Azt mondjuk, hogy az F' dsszjoléti fiigguény teljesiti a pdrok
fliggetlensége feltételt (PF-et), ha minden x,y € A-ra és tetszdleges R, S € D
profilokra teljesiil, hogy Ry} = Sl{z,y} esetén F(R)|(z,y1 = F(S)|{a,y}-

A Borda pontozast kivéve a fenti példdk mindegyike teljesiti PF-et, amint
az a megfelel§ definiciékbdl azonnal kovetkezik. A Borda pontozés esetében
tekintsiik az aldbbi két profilt:

1 2 1 2
R’ :

S>to
QT O
o o9
QT O
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Ha B a Borda-féle 6sszjéléti fliggvény, akkor a B(R)™b és aB(R’)™b, j6llehet
R|{a,b} = RI|{a,b}-

A pérok fliggetlensége feltétel esetén nem fordulhat el az a furcsa eset,
hogy két alternativa kozotti tarsadalmi preferenciat befolyasoljak mas alter-
nativaparokra vonatkozo6 preferencidk, tovabbé, ha PF nem teljesil, el6for-
dulhat, hogy stratégiai meggondolasok eredményeként a szavazdk akarataval
szembendllé eredmények sziiletnek. Riasztd példaként tekintsiik a Borda féle
pontozasos rendszerben a kovetkezd 15 szavazds szituaciot:

QO S|
SIS N IEN|
[SE RIS IEN|

ahol a profil fejlécében szerepld szamok jelzik, hogy az alattuk 1évé (&szinte)
preferenciarendezés hany szavazéhoz tartozik. A Borda pontszdmok a kévet-
kezbk: a:2, b:22, ¢:21. A ¢ tdmogat6i azonban csokkenthetik a rivélis b
alternativa pontszamat, ha azt a legutolsé helyre rangsoroljak:

QO S|
SR O
Qo oI

Ezt felismervén, b tdmogatdi is érdekeiknek megfeleléen szavaznak:

QO S|
SR O
o2

Igy tehat az esélytelen a nevetd harmadikként gySztese lett a szavazésnak.
PF ellen sz6l viszont az alabbi érvelés:

7 6 5
a ¢ b
b a c
c b a

A fenti szavazasi szitudciéban az dltaldnossag nem til nagy megszoritdsa mel-
lett feltehetjiik, hogy a a gyoztes. Tegyiik most fel, hogy b kiesik a versenybol
(pl., mint jelolt visszalép). Az 1j profil:

7 6 5
a c c
c a a

ahol viszont nem az a, hanem nyilvanvaléan a c a gyGztes.
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Ma is vita térgya, hogy PF-re sziikség van-e (ldsd pl. [30, 31, 37, 38]).

3.9. Definicié. Ha R € WL(A)™, akkor R} jelentse azt, hogy tRLy <
TRy, i€ K.

3.10. Definicié. Legyen az F' eqy 0sszjoléti fligguvény és legyen x,y € A, x #
y. BEgy K C V koaliciot (x,y)-erdsnek (inverz-(x,y) erdsnek) neveziink, ha
tetszéleges R € D profil esetén, melyre xRy, teljesil igaz, hogy zF(R)™y
(yF(R)"z). Ha egy koalicié minden x,y € A,x # y esetén erds (inverz-
erds), akkor erdsnek (inverz erdsnek) nevezzik.

Ha egy koalicié (z,y) er6s (inverz-(x,y) erés), akkor nyilvan minden nala
bévebb koalicié is (z,y) erds (inverz-(x,y) erds).

Az L{A)™ C D C WL(A)™ esetben a tobbségi fliggvénynél egy koalicid
nyilvan pontosan akkor erds, ha a szavazéknak tobb, mint a felét tartalmazza.
3.11. Definicié. Egy dsszjoléti fligguényt Arrow-tipusinak neveziink, ha

tranzitiv (azaz csak gyenge rendezéseket vesz fel), és teljesiti a pdrok fig-
getlensége feltételt.

3.12. Példa. Legyen D = WL(A)™. Ekkor az aldbbi fliggvények Arrow-
tipusuak:

1. Legyen Q € WL(A)™ rogzitett és legyen F(R) = @ minden R € D-re.

2. Legyen F(R) = Ry minden R € D-re.

3. F(R)= R;' minden R € D-re.

Sajnos, ha |A| > 3 és D = WL(A)™ vagy D = L(A)™, akkor a fentieknél
lényegesen ,,demokratikusabb” példat Arrow-tipusi 6sszj6léti fiiggvényre nem
lehet adni, amint azt a 3.24. tételben latni fogjuk.

3.13. Definicié. Egy D értelmezési tartomdnyra azt mondjuk, hogy (z,y, 2)-
teljes, ha x,y,z € A pdronként kiilonbézéek és Dlg, .y = WLH{x,y, 2})"
vagy Dlay.zy = L2,y 21)™.

3.14. Definicié. Legyen D C WL(A)™. A D-t dsszefiiggbnek nevezzik, ha

minden x,y,u,v € A, x # y,u £ v esetén taldlhaté olyan ay,as,...,ar_1,ak
sorozat az A-ban, ahol ay = x,as =y, ar_1 = u,ar = v, hogy a D értelmezési
tartomany (a;, a;y1,a;42)-teljes minden i =1,... k — 2-re.

3.15. Definicié. Legyen az F egy osszjoléti fugguény. Ha valamely x,y €
A-ra xF(R)™y teljesil minden R € D esetén, akkor az F-et elfogultnak
nevezzik.

Az elfogultsdg nyilvan egy hatrdnyos tulajdonsdg, hiszen ekkor bizonyos
Osszpreferenciak nem valésulhatnak meg a szavazok semmilyen preferenciai
esetén.

3.16. Lemma. Tegyiik fel, hogy |A| > 3 és legyen a D dsszefiiggé. Ha az
F Arrow-tipusi dsszjoléti fiiggvény nem elfogult, akkor minden (z,y)-erds
(inverz-(z,y)-erds) koalicid egyben erds (inverz-erds) is.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az F-re teljesiilnek a tétel feltételei, és
tegytk fel, hogy a K C V koalicié (x,y)-er6s. Az az eset, amikor a K
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koalicié (x,y) inverz erds, hasonléan igazolhaté. Mivel a D Osszefiiggd, ezért
taldlhaté olyan a € A\ {x,y} melyre igaz, hogy a D értelmezési tartomény
(x,y, a)-teljes.

1. dllitds. A K koalici6 (x, a)-erés. Legyen ugyanis R € D egy tetszileges
olyan profil, melyre xR} a. Az R profil szimunkra érdekes részét egy egyszert
abran szemléltethetjiik:

K V\K
R: r  [ralg
a

ahol [ra|lg a V' \ K koalicié tagjainak az (z,a) alternativapérra vonatkozé
tetszbleges preferenciait képviseli. Mivel az F' nem elfogult, ezért taldlhato
egy olyan S € D profil, melyre

yF(S)a . 9)

Legyen most T € D egy olyan profil, melyre

és

Tlty.ay = Slgy.a} » (11)
tovabba

z2Try . (12)
Abran:
K V\K
T: x  [ralg[yadlg
lyalg

ahol példaul [ya]g a V'\ K oszlopdban azt jelenti, hogy a V'\ K-beliek T-beli,
(y,a) alternativapérra vonatkozé preferencidi megegyeznek az S profilbeli
(y, a) parra vonatkozé preferencidikkal. Ilyen T profil nyilvén létezik.

Mivel a K egy (z,y)-erés koalicid, ezért (12) miatt zF(T)”y, tovdbbd
(9) és (11) valamint a pdrok fluggetlensége feltétel miatt yF(T)a, s igy a
2.15. allitds miatt zF'(T)” a, innen pedig (10) és a parok fiiggetlensége feltétel
alapjan kapjuk, hogy ©F(R)”a. Tehat a K egy (z, a)-erds koalicié.

2. dllitds. A K egy (a,y) erbs koalicié. A bizonyitdshoz most tekintsiink
egy tetszOleges olyan R € D profilt, melyre aR%y. Mivel az F nem elfogult,
ezért taldlunk olyan S € D profilt, melyre aF'(S)z. Tekintsiink egy, az aldbbi
abranak megfelelo T profilt:

K V\K
T:  az]g [aylR[az]g
y

Az 1. allitdshoz hasonléan igazolhatd, hogy aF(R)”y, tehdt a K koalicid
(a,y) erés.
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3. dllitds. A K koalicié erés minden {x,y, a}-beli parra. Valéban, az 1. és
a 2. allitasokat alkalmazva konnyen adédik az eredmény.

Most mér beldthatjuk, hogy a K koalicié (u,v)-erés minden (u,v) pérra.
A D Osszefiiggésége miatt taldlhatok olyan ay, ..., ay alternativdk (k € IV),
melyekre igaz, hogy a D értelmezési tartomény (a;,a;4+1,a;+2) teljes (ahol
a1 =x,a3 =Y, ak—1 = u,ar = v) minden i = 1,..., k—2 esetén. Ekkor azon-
ban a 3. allitds miatt a K koalicié (y, a1)-erds, innen kapjuk, hogy (aq, as)-
er6s, végiil kapjuk, hogy (u, v)-erés. Bebizonyitottuk tehat, hogy a K koalicié
eros. m|

3.17. Definicié. Egy F dsszjoléti fiigguényt kozombosnek nevezink, ha min-
den R € D esetén F(R) = A x A.

A kozOmbdsség nyilvan egy nemkivanatos tulajdonsdg, hiszen egy ilyen
tulajdonsagu figgvény altal semmilyen informacié nem nyerheté egy pro-
filbdl.

3.18. Lemma. Tegyiik fel, hogy |A| > 3, tovdbbd, hogy a D dsszefiiggd és
legyen az F : D — R(A) egy nem kézombds és nem elfoqult Arrow-tipusi
osszjoléti fugguény. Ekkor a V wvagy erds, vagy inverz erds.

Bizonyitds. Mivel az F' nem ko6zombos, ezért talalhaté egy olyan R € D
profil, és x,y alternativdk, melyekre xF(R)”y. Legyen most a egy olyan
alternativa, melyre igaz, hogy az D értelmezési tartomany (z,y, a)-teljes és
tekintsiink egy olyan S € D profilt, melyre aS;vx, és aSyy teljesiil, tovabba
Sl{z,y} = Rl{a,yy- llyen S profil nyilvan létezik. Abran:

_v_
S : a
[2yIR,

A pérok fliggetlensége miatt zF(S)”y. Ha aF(S)”y, akkor a parok fligget-
lensége miatt a V egy (a,y) erds koalici és igy a 3.16. lemma miatt a V erds.
Ha yF(S)a, akkor a 2.15. &llitds és x F(S)”y miatt xF(S)"a, s igy a V inverz
er0s ismét a 3.16. lemma miatt. a

A tovabbiakban néhany allitdst mondunk ki a szavazdk halmazédn tekin-
tett specidlis halmazrendszerekre. Egyrészt ki fogjuk mutatni, hogy az (in-
verz) erés koaliciok rendelkeznek ezzel a specialitdssal, mésrészt beldtjuk,
hogy ez a specialitds az egy elem (a diktétor) &ltali generdldst jelenti.

3.19. Definicié. Egy X halmazrendszerre azt mondjuk, hogy monoton, ha
XeX, X' DX esetén X' € X. Az ilyen halmazrendszereket felszdllénak is
nevezik.

3.20. Definicié. Egy X halmazrendszerre azt mondjuk, hogy zdrt a véges
metszetre, ha X1,...,X; € X, t > 2 esetén ﬂizl X, e X.

A 3.20. definiciéban nyilvan elég t = 2-t venni, akkor is ugyanazt a fogal-
mat kapjuk.
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3.21. Definicié. Egy Xo-beli X nemidires halmazrendszerre, melyre () ¢ X,
azt mondjuk, hogy eqy szird az Xo felett, ha monoton, valamint zdrt a véges
metszetre nézve. Ha a fentieken kivil még az

X¢&X esetén Xo\XeX (13)

tulajdonsdg is teljesiil, akkor ultraszirordl beszélunk.

Ha® #Y, C Xoés X ={X | Yy C X C Xg}, akkor az X nyilvén sz(ir§
az Xy felett, és pontosan akkor ultrasziir, ha az Yy egyelemi. A fenti tulaj-
donsagu X-eket {Gsziironek, egyelemii Y; esetén pedig alapsziirének nevezziik,
és azt mondjuk, hogy az X-et az Yp generdlja. Az ultraszlirék maximalis
szirok, amennyiben minden sziir6 része egy ultrasziironek. Végtelen X
esetén ennek az allitasnak az igazolasa transzfinit eszkozoket igényel, véges
X esetén azonban konnyen igazolhat6 az alabbi allités:

3.22. Allitas. Legyen a Xo egy véges halmaz. Fkkor
i) minden X, feletti szird fésziird;

it) minden X, feletti ultraszird alapsziré.

Bizonyitds. i). Ha az X szlir6 egy X feletti sziird, akkor az X, végessége
és a végesmetszet tulajdonsdg miatt (X € X. fgy tehdt a monotonitas miatt
az X valéban f6sziir6.

i1). Ha az X egy ultrasziir§ az Xo-n, akkor i) miatt az X {8sz{ir6.
Bel4tjuk, hogy {z} € X valamilyen z € Xy-ra. Ha ez nem lenne igaz, akkor
(13) miatt Xo \ {z} € X minden z € Xo-ra, s igy 0 = (N cx, (Xo \ {z}) € &,
ami ellentmondas. Tehat X valéban alapsziiro. O

3.23. Definicié. FEgy F dsszjoléti fiiggvényt diktatorikusnak (inverz dik-
tatorikusnak) neveziink, ha taldlhatd olyan i € V- melyre az {i} koalicic erds
(inverz erds). Ilyenkor azi-t diktdtornak (inverz diktdtornak) nevezzik.

Nyilvanvald, hogy egy 0sszjoléti fiiggvény esetében legfeljebb egy diktator
létezhet. Ha azonban az i egy diktator, akkor zR;"y még nem jelenti feltétle-
nil azt, hogy ©F(R)~y. Tekintsiik példanak kovetkezd Gsszjoléti fliggvényt:
R € WL(A)™ esetén legyen 2 F(R)y pontosan akkor igaz, ha minden i € V-
hez, melyre yR; x teljesiil, taldlhat6 olyan j € V,j < i, melyre xRJ*y Az
F-nél az 1 diktétor, azonban ha xR]y, akkor az F(R)|(,,,} preferenciat a
tobbi szavazé preferencidinak hierarchikus rendje (a 2-t6l lefelé az m-ig) ha-
tdrozza meg.

3.24. Tétel (Wilson [40]). Ha |A| > 3, akkor minden Arrow-tipusi dsszjoléti
figgvényre, melynek értelmezési tartomdnya 0sszefiiggd, az aldbbi tulajdon-
sagok valamelyike igaz:
i) kozombos i) elfogult i) inverz diktatorikus i) diktatorikus.
Bizonyitds. Tegytk fel, hogy az F' : D — R(A) 6sszj6léti fliggvény teljesiti
a tétel feltételeit. Tegyiik fel tovabba, hogy az F nem k6zombos és nem el-

fogult. Belatjuk, hogy ekkor vagy az erés vagy az inverz erds koalicidék ultra-
szirot alkotnak a V-n. Innen a 3.22. allitds alapjan mar kovetkezik tételiink



90 Mala Jozsef

allitasa. Tegytk fel egyelore, hogy a V' koalicié erds, s igy az erés koaliciok
U halmaza nemiires.

Mivel a V erds, ezért § ¢ U. Az erds koalicidknal bdvebb koalicidk is
erbsek, ezért az U monoton.

Most belatjuk, hogy U zart a végesmetszet képzésre nézve. Legyen K, L €
U, és R € D egy tetszbleges olyan profil, melyre zR% -, y. Legyen az a egy
harmadik alternativa és S € D egy, az alabbi abranak megfeleld profil:

KNnL K\L V\K

S . x [zyIR a
a a [zy] R
Yy

Ekkor zF(S)”a, hiszen a K er6s koalicié. Tovdbbd aF(S)”y, hiszen az L
feltevésiink szerint egy erds koalicié s igy a néla bévebb (K NL)U(V\ K) =
LU (V\ K) koalici6 is erés. Innen a tranzitivitds miatt zF(S)”y, majd
tekintettel a parok fiiggetlenségére kapjuk, hogy zF(R)™y. Beldttuk tehét,
hogy a K N L koalici6 erés.

Beldtjuk végiil, hogy a (13) tulajdonsig teljesiil. Tegyiik fel, hogy K C
V,K ¢ U. Ekkor taldlhaté olyan R € D profil és z,y € A, melyre 2Ry és
mégis yF(R)x. Legyen az a egy harmadik alternativa, és legyen az S € D
egy tetszoleges olyan profil, melyre yS;\ @ Legyen végiil T € D egy olyan
profil, amely megfelel az alabbi dbranak:

K V\K
T: r  [vylR
lyalg a

Ekkor a pdrok fiiggetlensége miatt yF(T)z, és mivel a V er6s, 2F(T)" a is
teljesiil, ahonnan a 2.15. llitds miatt yF (T)”a. Innen a pérok fiiggetlensége
feltétel alapjan kapjuk, hogy yF(S)™a. Mivel az S € D egy tetszéleges olyan
profil volt, melyre yS;\ @, ezért bebizonyitottuk, hogy a V'\ K koalici6 erds
az (y, a) péarra, s igy a 3.16 lemma alapjan kapjuk, hogy V' \ K € U.
Belattuk tehat, hogy az U egy ultrasziird, s igy abban az esetben, amikor
a V er6s, a lemma bizonyitdsaval készen vagyunk. A 3.18. lemma miatt az
egyetlen masik lehetéség az, hogy a V inverz erds. Ebben az esetben viszont a
fenti bizonyitast kovetve kapjuk, hogy most az inverz erds koalicidk alkotnak
ultrasziirét. a

3.25. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy dsszjoléti fiigguény teljesiti a Pareto-
feltételt, ha a V erds.

Egy Pareto-feltételt kielégito 6sszjdléti fliggvény tehat nem lehet elfogult.
A 3.24. tétel egyszerli kovetkezménye az aldbbi, Arrow-tdl szdrmazé tétel:

3.26. Kovetkezmény (Arrow [3]). Tegytik fel, hogy |A| > 3, és legyen az F

eqy Arrow-tipusiu 0sszjoléti fiigguvény, melyre teljesiil

i) D=WL(A)™ vagy D = L(A)™;



Arrow-tipusi lehetetlenségi tételek 91

it) a Pareto-feltétel.

Ekkor az F diktatorikus.

Bizonyitds. Valéban, a Pareto-feltétel miatt a 3.24. tételben az i), i) és
1i1) tulajdonsdgok nem teljesiilhetnek, s igy az F' csak diktatérikus lehet. O

Legyen D az A egy adott rendezésére nézve egycsicsu profilok halmaza.
Ha |V| paratlan, akkor a T t6bbségi fliggvény D-re valé megszoritdsa nyilvan
teljesiti a tételbeli feltételeket, kivéve azt, hogy D = WL(A)™ vagy D =
L(A)™, mégsem diktator senki sem.

Ha L(A)™ 2 D 2 WL(A)™, akkor sem feltétleniil igaz az Arrow tétel.
Legyen ugyanis D = (L(A)U{O})™ (ahol O = Ax A), legyen [A| > 3,|V]| > 2
és legyen az F 0Osszjoléti fiiggvény az R € D profilndl az aldbbiak szerint
megadva:

Ry ha R; # O minden i € V-re;
F(R) = {0 egyébként.

Ez az F 6sszjoléti fiiggvény konnyen ellenérizhetéen Arrow-tipusd, teljesiil a
Pareto-feltétel is, de az F' mégsem diktatérikus.

Ha az Arrow tételben az F' tranzitivitasat elejtjiik, akkor mér nem igaz a
tétel. Valéjaban mar akkor sem igaz, ha a tranzitivitast kvazitranzitivitasra
enyhitjiik, amint azt a Pareto fiiggvény példdja mutatja (Lésd a 3.4. péld4t).

4 Oligarchiak, véto és kollégium

Az Arrow (és a Wilson) tétel egy kifogdsolhaté pontja az Gsszpreferencigtol
megkovetelt tranzitivitas, amelyet gy interpretalhatunk, mint tarsadalmi
szintll racionalitast. Egyrészt eleve kérdés, hogy helyes-e az egyénekre jel-
lemz6 racionalitast a tarsadalomtdl is megkovetelni, és ezaltal a tarsadalmat
valamiféle ,személyiségként” kezelni, masrészt a fenti racionalitds matem-
atikai szempontbdl is til erésnek tlinik, hiszen az F'(R) tarsadalmi reldciénak
elsGsorban az a szerepe, hogy segitségével kivalasszuk az alternativak egy
adott részhalmazaban a maximalis elemeket. Ez pedig akkor is lehetséges, ha
csak annyit koveteliink meg, hogy az Gsszpreferencia aciklikus legyen (1dsd
a 2.20. allitast). Mivel az aciklikus, PF-et kielégit6é 0sszjoléti fliggvények
elmélete ma sem lezart teriilet, érthetd, hogy az elsé eredmények specialis
aciklikus, nevezetesen kvézitranzitiv 6sszjoléti fliggvényekre sziilettek. Az
egyik ilyen tétel ([21]) szerint a racionalitdsnak ez a fajta enyhitése sem
hoz ,,enyhiilést”, tovabbra is csak gyakorlatban hasznalhatatlan Gsszjoléti
fiiggvények johetnek széba. Az aciklikus (és PF-et teljesitd) Osszjoléti fiigg-
vények esetében a kép valamivel drnyaltabb, de az &dltalanos esetben ezek
hasznalhatésaga is kérdéses.

4.1. Definicié. Egy F osszjoléti figguény esetében egqy K koaliciot véto-
erdsnek nevezink az (x,y) pdr folott (x,y € A,x # y), ha minden R € D
profil esetén abbdl, hogy Ry, kovetkezik, hogy xF(R)y. Ha a K minden x,y
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pdr folott vétderds, akkor vétéerdsnek mondjuk. Az i € V szavazd vétderds,
ha az {i} koalicid vétderds.

A definiciébdl vildgos, hogy minden erés koalicié egyben vétderds is.

4.2. Definicié. Egy kvdzitranzitiv 6sszjoléti fligguényt mely teljesiti a pdrok
fiiggetlensége feltételét kvazi Arrow-tipusi fliggvénynek nevezink.

4.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy |A| > 3, D dsszefiiggd és legyen az F egy
kvdzi Arrow-tipusi fligguény, melyre teljestil a Pareto-feltétel. Ekkor minden
(x,y)-erds koalicié egyben erds is.

Bizonyitds. A 3.16. lemma bizonyitdsa most is megy, ott ugyanis az F-r6l
nem haszndltuk ki, hogy tranzitiv, csupan azt, hogy kvazitranzitiv. a

A 3.24. tétel bizonyitasat kovetve és az értelemszerii kis médositdsokat
megtéve kapjuk, hogy igaz az aldbbi két lemma:

4.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy |Al > 3, a D dsszefiiggé és legyen az F
eqy kvdzi Arrow-tipusi dsszjoléti fligguény, melyre teljesiil a Pareto-feltétel,
tovabbd D osszefiiggd. Ekkor az erds koaliciok szirdt alkotnak.

4.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy |Al > 3, a D dsszefiiggé és legyen az F
eqy kvdzi Arrow-tipusi dsszjoléti fligguény, melyre teljesiil a Pareto-feltétel,
tovabbd D osszefiiggd. Fkkor eqy nem vétderds koalicio komplementere erds.

4.6. Definicié. Egy F dsszjoléti fugguényt oligarchikusnak nevezink, ha
létezik oligarchia, vagyis olyan koalicio, mely erds és minden tagja vétoerads.

4.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy |A| > 3, a D dsszefiiggd és legyen az F' egy kvdzi
Arrow-tipusi 0sszjoléti fligguény, melyre teljestl a Pareto-feltétel. Ekkor az
F oligarchikus.

Bizonyitds. Az er6s koaliciék VW halmaza a 4.4 lemma miatt sziiré, s a V'
végessége miatt ez egy K koalicié altal generdlt {6sziird. Alh’tjuk, hogy K a
keresett oligarchia. Valéban, ha a K-beli ¢ szavazé nem lenne vétoerds, akkor
a 4.5. lemma miatt a V'\ {i} koalicié erds lenne, s igy a KN(V\{:}) = K\ {i}
koalicié is erds lenne, ami lehetetlen, hiszen a W-t a K generédlja. A tételt
ezzel bebizonyitottuk. a

A 4.7. tétel egyszerii kovetkezménye az alabbi tétel:

4.8. Kovetkezmény (Gibbard [21]). Tegyiik fel, hogy |A| > 3, és legyen az
F eqy kvdzi Arrow-tipusi dsszjdléti fligguény, melyre teljestil

i) D=WL(A)™ vagy D = L(A)™;
it) a Pareto-feltétel.

Ekkor az F oligarchikus.

A 4.7. tétel bizonyitasdban szereplé K éppen a vétderds szavazok halmaza,
hiszen a K-n kiviliek nem lehetnek vétderosek, mert a K erés. Megeshet
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azonban, hogy minden szavaz6 vétoerds, amint azt a Pareto fliggvény esete
mutatja (lasd a 3.4. és 3.5. példdkat).

Ha D val6di részhalmaza L£(A)™-nek, akkor mar nem feltétleniil igaz a
4.8 tétel. Legyen D az A egy adott rendezésére nézve egycsicsi profilok
halmaza. Ekkor a T tobbségi fiiggvény nyilvan teljesiti a 4.8. tétel feltételeit,
kivéve 7)-t. Most nincs olyan szavazd, aki vétderds lenne, amennyiben m > 2.

4.9. Példa. Ha a 4.7. tételben az F' kvazitranzitivitasat elejtjik, akkor mar
nem igaz a tétel. Valdjdban mér akkor sem igaz, ha a kvazitranzitivitast
aciklikussdgra enyhitjiik. Legyen ugyanis #V > #A D = L(A)™ és legyen
F a 3.6. példa vétomentes fiiggvénye. Az F' ekkor a 3.7. megjegyzés miatt
aciklikus, tovabba a kvazitranzitivitast kivéve teljesiti a 4.7. tétel valamennyi
feltételét, azonban nincs olyan szavazd, aki vétoerds lenne.

4.10. Definicié. Legyen az R egy relicio az A-n. Ha az ay,...,a; € A
sorozat csupa kilonbozo elembdl dll, akkor aiRas,...,ax—1 Ray esetén ird-
nyitott egyszerd utrol, és ha a fentieken kivil még apRay is fenndll, akkor
egyszertd iranyitott korrdl beszéliink. Irdnyitott egyszeri utak egy rendszerét
pont-diszjunktnak nevezzik, ha a hozzdjuk tartozo csicsok halmazai pdronként
diszjunktak.

4.11. Definicié. Azokat az aciklikus dsszjoléti fligguényeket, melyekre tel-
jesul a pdarok fiiggetlensége feltétel, dontési fiigguényeknek nevezzik.

Az elnevezést indokolja, hogy a 2.20. allitds miatt pontosan az aciklikus
relacidk azok a relacidk, melyekre igaz, hogy az alternativak barmely nemiires
részhalmazaban van maximalis elemiik.

4.12. Tétel. (Blair-Pollak [8]) Legyen #A =n > 4,n > m és legyen adott
az F' dontési fiigguény, melyre teljesiil

i) D=WL(A)™ vagy D = L(A)™;
it) a Pareto-feltétel.
FEkkor valaki legaldbb (n — m + 1)(n — 1) pdr folott vétéerds.

Bizonyitds. A tétel allitasdval ellentétben, tegyiik fel, hogy mindenki
kevesebb, mint (n — m 4 1)(n — 1) par f6lott vétderds.

Sziikségiink lesz a kovetkezd grafelméleti tételre, amelynek bizonyitasa
meghaladja e cikk kereteit, {gy azt mellézziik (14sd [9)):

Tétel. Legyen #A =n >4,n > m. Ha adottak a D; (i = 1,...,m) irreflexiv
(tehdt xD;x semmilyen x € A-ra sem teljesil) reldcick az A-n, gy, hogy D;
legalabb (m—1)(n—1)+1 élet tartalmaz (i = 1,...,m), akkor taldlhatdk olyan
e; € D;,(i = 1...,m) élek, hogy az {e1,...,en} €élrendszer pont-diszjunkt
egyszeri utak egyesitése.

Visszatérve tételiink bizonyitdsahoz, minden i = 1,..., m esetén definidl-
juk a D; relaciét az A-n az alabbi médon:

aD;b < az i nem vétderss a (b, a) f6lott.



94 Mala Jozsef

Indirekt feltevésiink miatt a D;-k mindegyike legaldbb n(n — 1) — (n — m +
Din—1)+1=(n—1)(m—1)+1 éet tartalmaz.
A fenti tétel miatt taldlhaté olyan pont-diszjunkt egyszeri utak egye-

sitéseként el6dlldé E = {e;}™, élrendszer, melyre e; € D;, ha i € V. Uj
élek hozzavételével egesmtsuk ki az I élrendszert egy ay,. .., Qmyr egyszeri
irdnyitott korré. Legyen ebben a korben e; = (a;«,a;«41),0 = 1,...,m. A

kényelmesebb jelolésmod érdekében nevezziik at a V' szavazoéit gy, hogy az
i 4j neve ¢* legyen minden i € V-re, és legyen az Gj névhalmaz V*. Ekkor
tehat azt mondhatjuk, hogy a ¢ € V* szavazd nem vétderés az (aH_l, i) Parra
nézve. Ez azt jelenti, hogy minden ¢ € V*-ra taldlhaté olyan R’ € D profil,
melyre a;41(RY)™a; és a;F(RY) ™ a; 1.

Mésrészt, ha i € {1,...,m + k} \ V*, akkor legyen R! € D egy olyan
profil, melyre a;(R})”a;y; minden j € V*-ra. Mivel az F-re teljesiil a
Pareto-feltétel, ezért a; F(R')~a;41, hai € {1,...,m +k}\ V* (a szokésos
am+k+1 = a1 konvenciéval). Az eddigieket Gsszevetve kapjuk, hogy minden
i=1,2,...,m+ k-ra igaz, hogy a;F(R%)"a;;1. Ha taldlndnk olyan R € D
profilt, melyre minden ¢ = 1,2,...,m + k-nal igaz, hogy

R|{ai,ai+1}:Ri|{ai,ai+1}) ha i=1,...,m—|—k,
akkor készen volnank, hiszen ekkor a parok fiiggetlensége feltétel és
aiF(Ri)>ai+1, (ZZ 1,2,...,m—|—k;)

miatt az F'(R) relacié ciklikus lenne, ellentétben feltételezésiinkkel.

Ilyen profil azonban taldlhaté, hiszen ha a ¢t € V* szavazdt rogzitjuk,
akkor a { Ri|(a,.a,41} },_ 1....my ) Preferenciahalmaz D = WL(A)™ ill. D =
WL(A)™ esetén egyarant kiegészitheté az A linedris ill. gyenge rendezésévé
(ekkor mindkét esetben az a1 Riay és a a;y1Ria, szigord preferencidk el-
lentétes irdnytak az a; ...am1r koron), s igy R = (R;);cv~ megfelel, hiszen
i) miatt R € D. O

A 4.12. tételben a (n — m + 1)(n — 1) korldt az m > 3 esetben a lehetd
legjobb. Legyen ugyanis D = L(A)™ vagy D = WL(A)™, és ha A =
{ai,...,a,}, akkor R € D esetén legyen asF(R)a; < [1 <t < m —1és
3,5 €Vi#j:asRia,asRja] vagy [m <t <nésJi €V :asRia;]. Mivel
m > 3, ezért az F(R) teljessége nyilvdnvals. Minden szavazé az (as,at) par
folott vétderds, ahol m <t <n,1 < s <n, azaz éppen (n—m+1)(n—1) par
folott. Az F' definiciéjabdl vildgos, hogy a parok fiiggetlensége és a Pareto-
feltétel is teljestil. Az aciklikussag igazoldsahoz indirekte, tegytlk fel, hogy
valamely R € D profilra az F(R) relacié ciklikus, legyen az by, ..., b, egy
olyan A-beli sorozat, melyben ismétlédés nem fordul el és minden ¢t =

S kra by F(R)"byyy teljesiil.  Ilyen sorozat nyilvéan taldlhaté. Az F
definiciéja alapjén csak az olyan t-kre taldlhatunk (és akkor is csak egy) olyan
1 szavazot, akire byqq1 R;by, melyekre by 11 = as valamilyen s =1,...,m—1-re.
Mivel m szavazénk van, ezért lesz egy olyan i szavazd, akire byy1 R} b, minden
t=1,...,kra, ami ellentmondas, hiszen R; aciklikus.
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A szakasz hétralévé részében a Banks-tétellel foglakozunk. FEz a tétel
aciklikus 6sszjoléti fiiggvényekrol szol, és azt mondja, hogy ha #V > #A
és a Pareto-feltétel teljesiil, akkor mindig talalhatunk olyan szavazot, aki
nélkiil nincs erds koalicié. Egy ilyen szavazé nyilvan til nagy hatalommal
rendelkezik, igy tehdt ez is egy negativ eredmény. Az eredmény igen dltalanos,
hiszen az igazolashoz még a parok fiiggetlensége feltételre sincs sziikség.

4.13. Definicié. A V-beli W monoton halmazrendszert egyszerd jatéknak
nevezziik, ha ) ¢ W.

A Wh-beli koaliciékat gy interpretalhatjuk, mint —bizonyos értelemben—
nyertes koalicidkat, melyek nyertes volta valamilyen elére megadott szabalybol
kovetkezik.

4.14. Definicié. Fgy W egyszeri jdatékot valodinak neveziink, ha abbdl, hogy
K e W, kévetkezik, hogy V \ K ¢ W.

A fenti természetes kovetelmény azt fogalmazza meg, hogy egy nyertes
koalicién kiviili egyének nem alakithatnak nyertes koaliciét.

4.15. Definicié. Ha W egy valddi egyszeri jaték, és adott az A alter-
nativahalmaz, akkor R € WL(A)™ esetén legyen az Fyy(R) reldcid az a teljes
reldcié az A-n, melynek Fyy(R)™ szigori része az aldbbiak szerint adott:

zFPw(R) y < 3K € W: zRy.
K

Mivel a W egyszerti jaték valodi, ezért a fenti Fyy Osszjoléti fiuggvény
joldefinialt.

4.16. Definicié. Eqgy W egyszeri jatékot vétdmentesnek neveziink, ha

(w =0.

4.17. Definicié. Egy W vétomentes egyszeri jaték esetén legyen
v(W) = min{#W | W cW, (W =0}.

A v(W) szamot a W Nakamura-szamdnak nevezziik.

Egy W vétémentes egyszert jaték Nakamura-szama tehat az olyan nyerd
koaliciok minimélis szdma, melyeknek nincs kozos eleme. A fenti definicid
fontossagat mutatja az aldbbi lemma:

4.18. Lemma. Legyenek ai,...,ar pdronként kilonbézé alternativdk és
Ky, ..., K}y koalicidk. Pontosan akkor taldlhaté olyan R € L(A)™ profil,
melyre aiR;iaiH mindeni=1,...,k-ra, ha ﬂjf:l K; =0.

Bizonyitds. Elégségesség. Minden i € V-re legyen B; = {(a;,a;+1) |
i € K;}. Mivel most minden ¢ € V-hez talalhaté olyan j € {1,...,k} melyre
i ¢ K, ezért minden ¢ € V-hez taldlhaté olyan j € V, melyre (a;,a,41) ¢ Bi.
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Ezért B; aciklikus és mivel még aszimmetrikus is, igy nyilvan kiterjesztheto
egy R; linedris rendezéssé. Az R = (Ry,..., R,,) profil rendelkezik a kivant
tulajdonsaggal.

Sziikségesség. Ha ﬂle K; # 0 lenne, akkor i € ﬂjf:l K esetén a; R;a;+1
teljesiilne minden j = 1, ..., k-ra, ami ellentmond annak, hogy R; aciklikus. O

4.19. Tétel (Nakamura [35]). Ha W egy valddi és vétdmentes egyszeri jaték,
akkor az Fyy dsszjoléti fiigguény pontosan akkor aciklikus, ha #A < v(W).

Bizonyitds. Szikségesség. A v(W) = v definicidja alapjén taldlhatok
olyan Ki,..., K, € W koalicidk, melyek metszete lires. A tétel allitasaval
ellentétben tegyiik fel, hogy |A| > v, s igy taldlhatunk v paronként kiilonb6z6
elemet az A-ban, legyenek ezek aq, ..., a,. Ekkor a 4.18. lemma miatt létezik
olyan R € L(A)™ profil, melyre a;R% ait1, i = 1,...,v. Igy azonban
a; Fyy(R)”a;+1 minden ¢ = 1,...,v-re, azaz F), nem aciklikus.

Elégségesség. Indirekte, tegyiik fel, hogy az Fyy nem aciklikus, tehat ta-
lalhatdék olyan paronként kiillonb6zo a, . . ., aj, alternativak, melyekre minden
i=1,....kra a;Flw(R)" a;41. fgy tehat a,-R;i a;+1 bizonyos K; € W koa-
liciékra (i = 1,...,k < #A). Ekkor azonban a 4.18. miatt ﬂle K; =0, ami
alapjan k > v(W), s igy #A > v(G), ellentmondés. O

4.20. Definicid. Egy dsszjoléti fligguényt kollégiuminak neveziink, ha vala-
mely szavazoé minden erds koalicionak tagja.

4.21. Definicié. Ha F egy 0sszjoléti figguény, akkor jeldlje Wr az erds
koaliciok halmazdt.

4.22. Lemma. Ha az F nem kollégiumi 0sszjoléti fligguényre teljestl a
Pareto-feltétel, akkor v(Wr) < m.

Bizonyitds. A Wr halmazrendszer most nyilvéan egy valddi egyszerii jaték,
amely az F' nem kollégiumi volta miatt vétémentes. Legyen v(Wg) = v és
legyen Ki,..., K, € Wg, N;_; K; = 0. Ekkor a K;-k koziil akarhdnynak
a metszetét is vesszik, az nem része egy, a metszetben nem szerepld indexii
K;-nek, hiszen ellenkezd esetben a {K;}7_; rendszer nem volna minim4lis,
ellentétben v definicigjaval. Innen indukciéval vilagos, hogy

m—uz‘h[(,- 0.
i=1

a

4.23. Tétel (Banks [4]). Tegyik fel, hogy m < n és legyen D D L(A)™.
Ha az F aciklikus 0sszjoléti fligguényre teljesil a Pareto-feltétel, akkor az F
kollégiumi.

Bizonyitds. Ha a tétel allitasaval ellentétben az F' nem volna kollégiumi,
akkor a 4.22. lemma miatt v(Wr) < m teljesiilne és ez az m < n feltételiinkkel
egylitt azt eredményezné, hogy v(Wr) < n. Mivel a Wr most vétémentes,
igy a 4.19. tétel szerint az Fyy, (R) relacio ciklikus valamely R profil esetében.
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Masrészt nyilvan Fyy,(R)” C F(R)™, tehdt az F(R) is ciklikus, ellentétben
feltételezésiinkkel. 0

A kovetkezd &llitas mutatja, hogy a 4.23. és a 4.12. tételek nem igazak,
ha #A > #V:

4.24. Allit4s. Ha #V > #A, akkor létezik olyan, a Pareto-feltételt kielégitd
dontési fligguény, melynél senki sem vétoerds semmilyen alternativapdr folott.

Bizonyitds. Legyen #V = m, #A =n, m > n, ”r—_bl < a< %, D=
WL(A)™. Tetszbleges x,y € A esetén alljon fenn 2 F'(R)y pontosan akkor, ha
#{i e V | 2Ry} > (1 — a)m. Mivel a > 1, ezért az F(R) egy teljes relcié
minden R € D-re. Tehat F' egy 0sszjoléti fliggvény. Az I definicidja alapjan
az F-re teljestil a parok fliggetlensége feltétel, tovabba a < %;1 miatt minden
m—1 tagu koalicié erGs, ezért teljesiil a Pareto-feltétel, s6t, senki sem vétderos
semmilyen alternativapar f6lott. Az F' aciklikussidgdnak igazoldsahoz indi-
rekte, tegylik fel, hogy az aq, ..., ax olyan, paronként kiilonb6z6 A-beli al-
ternativak, melyekre a; FF(R)”a;11 minden ¢ =1,... kra. A K, ={j € V|
a;Rja;1} jeloléssel az F' definici6ja alapjan ekkor latszik, hogy #K; > am
minden ¢ = 1,...,k-ra. Ezért a de-Morgan szabalyt felhasznalva kapjuk,
hogy # MLy K = # (Ui K¢) = m — # UL K¢S = m— S0, #K7 >
m—m(l —a)k >m—m(l—a)n>m—min=0. A fenti egyenl6tlenség-
sorozatbdl kovetkezik, hogy #ﬂle K; > 0, azaz ﬂle K; # (). Ez indirekt
feltételezésiinkkel egyiitt ellentmond a 4.18. lemmanak, tehat F' valéban acik-
likus. O

5 Binaris alapt optimum fiiggvények

Ebben a fejezetben és a késObbiekben is az &llitasok, tételek bizonyitasat
jorészt mellézziik. Ennek oka, hogy a bizonyitasok vagy pusztan technikai jel-
legiiek, j6formén semmit sem adva az elmélet 1ényegéhez, vagy éppen nehezek
és hosszuak, ezért a terjedelmi korlatok nem teszik lehetové azok megadasat.

5.1. Definicié. Egyc: P(A) — P(A) tipusi fiigguényt optimum fiiggvénynek
neveziink, ha ¢(X) C X minden X C A-ra teljesiil, tovibbd c¢(X) = 0-bdl
kovetkezik, hogy X = ().

A késbbbiekben ismertetendé modellben minden profilhoz hozzérendeliink
egy ¢ optimumfiiggvényt, és a c(X)-et gy interpretaljuk, mint az X-beli
tarsadalmilag —vagy legaldbbis a szavazasi rendszer tervezdje altal— op-
timélisnak tekintett alternativak halmazat az adott profilnal.

5.2. Definicié. Legyen fi és fo két optimum fiiggvény. Az fi és fo optimum
flggvények f1 U fo egyesitését ill. f1 N fo kozds részét az (f1 U f2)(X) =
F(X)Uf(X), dl. (finfo)(X) = L(X)NfoX) egyenlbségekkel definidljuk.

Viladgos, hogy két optimum fliggvény egyesitése is optimum fliggvény.
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5.3. Definicié. Egy c optimum fiigguényre azt mondjuk, hogy oroklédsd, ha
X CY C Aeseténc(Y)NX Cc(X).

Az 6roklédést gy illusztralhatjuk, hogy azok a magyarok, akik vilaghaj-
nokok, egyben magyar bajnokok is. A definiciébdl kénnyen kévetkezik az
aldbbi

5.4. Allitas. Két orokléds optimum fligguény egyesitése is oroklido.

5.5. Definicié. Egy c optimum figguényre azt mondjuk, hogy kiterjedd, ha
X, Y C Aeseténc(X)Ne(Y) Ce(XUY).

A definicié tehdt azt mondja, hogy egy kiterjed$ optimum fiiggvény ese-
tében ha egy alternativa két halmazban is optimdlis, akkor optimélis azok
egyesitésében is.

5.6. Megjegyzés. Ha a c optimum fiiggvény kitergedé, akkor indukcidoval
konnyen adédik, hogy X; C A, i =1,...,k esetén (,_, c(X;) C c(Ui.":1 X;).

5.7. Definicié. FEgy c optimum fiigguényre azt mondjuk, hogy bindris alap,
ha taldlhatd olyan R reldcié az A-n, melyre ¢(X) = argmax R|x minden X C
A halmazra teljesiil, és ilyenkor R-re azt mondjuk, hogy a ¢ egy alapreldcidja.
Ha az R vdlaszthato aciklikusnak, kvdzitranzitivnek ill. tranzitivnek, akkor
aciklikus, kvdzitranzitiv ill. tranzitiv alapd optimum fiigguényrdl beszélunk.

A bindris alapt optimum fiiggvények igen fontosak, hiszen az ilyen fiigg-
vények helyettesithet6k egy (teljes) reldciéval, s igy kapcsolatba hozhaték az
0Osszjoléti fliggvényekkel.

5.8. Allitas. Egy bindris alapt optimumfiggvénynek minden alapreldcidja
aciklikus, s igy minden bindris alapi optimumfiiggvény aciklikus alapi.

5.9. Tétel. FEgy c optimum figgvény pontosan akkor bindris alapu, ha
oroklodo és kiterjedd.

5.10. Definicié. Egy c optimum fiugguényre azt mondjuk, hogy vesztesfig-
getlen, ha c(Y) C X CY C A esetén ¢(X) = c(Y).

Egy c vesztesfiiggetlen optimum fliggvény esetében tehat, ha eltavolitunk
néhany ,,vesztest” az X \ c(X) halmazbdl, akkor a keletkezett sziikebb halmaz
,,gyOzteseinek” halmaza megegyezik c¢(X)-szel.

5.11. Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy két vesztesfiiggetlen optimum
fliggvény egyesitése is vesztesfiiggetlen.

5.12. Tétel (Schwartz [39]). Egy ¢ optimum fligguény pontosan akkor kvdzi-
tranzitiv alapu, ha 6réklédd, kiterjedd és vesztesfiiggetlen.

5.13. Definicié. Egy c optimum fligguény teljesiti az Arrow féle racionalitdsi
feltételt (ARF-et), ha X CY C A ésc(Y)NX # 0 esetén c(Y)NX = ¢(X).

Megjegyezzik, hogy egy ARF-et teljesité optimum figgvény nyilvan
mindig 6roklodo.
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5.14. Példa. Legyen p € IN és legyen R € L(A) rogzitett, gy, hogy
a1RasR...Ra,. Ha X C A, |X| > p, akkor legyen ¢,(X) az R szerinti
p legjobb eleme az X-nek, azaz legyen ¢,(X) =Y, ahol Y C X, Y] = p,
YR(X \Y). Kiilénben legyen c¢,(X) = X. A ¢, optimum fliggvény 6roklé-
do, hiszen egy alternativa pozicidja egy sziilkebb halmazban nem romolhat.
A vesztesfiiggetlenség is vildgos, hiszen ha sziikitjiik a széban forgé halmazt
ugy, hogy annak p legjobb elemét megtartjuk, akkor a p legjobb elem ugyanaz
marad. Ha 2 < p < n, akkor viszont a ¢, nem kiterjedd s igy az 5.9. tétel
miatt nem is bindris alapi. Legyen ugyanis X = {a1,as,...,apt1}, ¥ =
{az,a3,...,ap41}, akkor ¢,(X) Ne,(Y) = {as,...,ap11}, mig ¢,(XUY) =
XUY ={a1,az,...,a,}.

5.15. Tétel. Egy c optimum fiigguény pontosan akkor gyenge rendezés alapi,
ha teljesiti ARF-et.

5.16. Definicié. Egy c optimum figgvényre azt mondjuk, hogy teljesiti a
kinyilvdnitott preferencia feltételt (MPF-et), ha X, Y C A esetén abbdl, hogy
z €c(X), ye X\ c(X), kévetkezik, hogy ha x €Y, akkor y ¢ c(Y).

A fenti definici6 egyszerii atfogalmazédsaként adédik a kovetkezd

5.17. Allit4s. Egy ¢ optimumfiigguény pontosan akkor teljesiti MPF-et, ha
r,ye XNY, z€c(X), yec(Y) esetén x € c(Y).

A kinyilvanitott preferencia feltétel szerint ha az alternativdk egy adott
megengedett halmazaban az = alternativa optimaélis, de az y nem, akkor ha
egy masik megengedett halmazban az x jelen van, akkor az y ott szintén nem
lehet optimalis. Ez binaris hatteret sejtet, valéban, a kovetkezo tétel szerint
az MPF nem 1j feltétel:

5.18. Tétel. ARF ¢és MPF ekvivalensek.

5.19. Definicié. FEgy optimumfiggvényt részlegesen bindris alapunak ne-
veziink, ha taldlhato olyan L linedris rendezés, melyre argmax L|x € ¢(X)
minden ) # X C A-ra teljestil.

Egy bindris alapi optimumfiiggvény részlegesen is bindris alapi, amint
az konnyen lathato.

5.20. Allitas. Egy ¢ optimumfigguény pontosan akkor részlegesen bindris
alapi, ha minden ) # X C A esetén taldlhatd olyan x € ¢(X), melyre minden
Y C X esetén igaz, hogy

zeY = xecY). (14)

Mivel 6rokl6d6 optimumfiiggvény esetén a (14)-ben szerepld z tetszblege-
sen valaszthaté a ¢(X)-ben, ezért igaz az

5.21. Allitas. Egy 6rokléds optimum fligguény mindig részlegesen bindris
alap1i.
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6 A modell kiterjesztése

6.1. Definicié. Ha ) # S C P(A), akkor egy ¢* : S — P(A) figgvényt,
melyre minden X € S esetén c¢*(X) C X, tovibbd X € S, ¢*(X) = 0 esetén
X =0, dltaldnositott optimum fiigguénynek neveziink.

A szokdsos értelmezés szerint az S halmaz a megengedett alternativa
halmazok csalddja. Ebben a modellben tehdt lehetoség nyilik arra, hogy
olyan eseteket is kezeljiink, amikor egy jelolt —mondjuk stratégiai meggon-
dolasbdl— visszalép a megmérettetéstol.

6.2. Definicié. Legyen ) # S C P(A). Egy F : D x S — P(A) figgvényt
dsszoptimum fliggvénynek nevezink, ha minden R € D-re az F(R, -) figg-
vény egy dltalanositott optimum fiigguény. Ha S = {A}, akkor egyszerd dssz-
optimum figguényrdl, ha pedig S = P(A) (tehdt amikor F(R, -) egy optimum
fliggvény) akkor teljes Gsszoptimum fligguényrdl beszélink.

6.3. Definicié. Egy F' osszoptimum fiigguény teljesiti a Pareto-feltételt, ha
z,y € X €S, R €D esetén xR y-bdl kévetkezik, hogy y ¢ F(R, X).

6.4. Definicié. Egy F' dsszoptimum fiigguény teljesiti a fliggetlenségi feltételt,
ha abbdl, hogy X € S, R,S € D, R|x = S|x, kovetkezik, hogy F(R,X) =
F(S,X).

6.5. Definicié. Egy F' dsszoptimum fiiggvény teljesiti az Arrow féle racio-
nalitdsi feltételt (ARF-et), ha minden R € D-re az F(R, ) optimum fiigg-
vényre teljesil, hogy X,Y € S, X CY, F(R,Y)NX # 0 esetén F(R,Y) N
X = F(R, X).

6.6. Definicié. Ha F' egy dsszoptimum fliggvény, és taldlhato olyan i € V,
melyre minden R € D, X € § esetén F(R, X) C argmax R;|x, akkor azi-t
diktatornak, az F-t diktatorikusnak nevezziik.

6.7. Definicié. Egy dsszoptimum fliggvényre azt mondjuk, hogy Arrow-
tipusi, ha

i)  teljesiti a figgetlenségi feltételt;

i) teljesiti az Arrow féle racionalitdsi feltételt (ARF -et).

6.8. Tétel (Arrow [3]). Legyen |A| > 3, és D = WL(A)™ vagy D = L(A)™.
Ha F eqgy teljes Arrow-tipusi dsszoptimum fliigguény, amely teljesiti a Pareto-
feltételt, akkor az F diktatorikus.

Bizonyitds. Ha R € D, akkor ha Ry < = € F(R, {z,y}), akkor az R —
R hozzérendelés az 5.15. tétel miatt egy Arrow-tipusu Osszjoléti fiiggvény
mely teljesiti a Pareto-feltételt is, tehat Arrow tétele (3.26. kovetkezmény)
miatt diktatérikus az ottani értelemben. Ebbdl viszont kovetkezik a tétel
allitasa. |

Az egyszerii 6sszoptimum fiiggvény fogalma lehetévé teszi, hogy az d.n.
Hansson-féle fliggetlenségi feltételt definidljuk. Ily médon az Arrow-féle prob-
lémat megfogalmazhatjuk egyszerii Gsszoptimum fiiggvényes modellben is.
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Sajnos, mint ldtni fogjuk (6.11. tétel), a megfelels negativ tartalma tétel itt
is all.

6.9. Definicié. Fgy F' egyszeri dsszoptimum fiigguény teljesiti a Hansson-
féle figgetlenségi feltételt, ha minden olyan x,y € A, R, S € D esetén,
melyre R|(zy = Sl{z,y}, abb0l, hogy x € F(R) és y ¢ F(R), kévetkezik,
hogy y ¢ F(S) (itt és a tovdbbiakban is F(R, A) helyett F(R)-t frunk).

6.10. Definicié. Legyen az F egy egyszerii dsszoptimum fiigguény. Azt
mondjuk, hogy a K C V koalicid erds, ha minden x,y € A-ra és minden
R € D-re teljesiil, hogy xRy esetén y ¢ F(R).

6.11. Tétel (Hansson [23]). Legyen |A| > 3 és D = L(A)™ vagy D =
WL(A)™. Ha az F egyszert dsszoptimum fiigguényre teljesil a Pareto-feltétel
és a Hansson-féle figgetlenségi feltétel, akkor az F diktatorikus.

Bizonyitds. Legyen az L egy rogzitett linedris rendezés az A-n, és ha
X C A, akkor minden R € D esetén legyen RY = (R, RY,...,RX) az
alabbi profil:

1 2 m
RX : R1|X R2|X e RrrL|X

tehat aL = (L, L, ..., L) jeloléssel RX|x = R|X,RX|A\X = L| 4\ x, tovabba
X(RX )vY. Vagyis arrél van sz6, hogy az RX profilban az X-beli alternativik
kozott az R-beli preferencidk teljesiilnek, a szigorian alattuk 1évé A\ X-
beliekre pedig az L-beli preferencidk.
Legyen R € D,x,y € A esetén az F*(R) reldcié az aldbbiak szerint
megadva az A-n:
tF*R)y &z € F(R=Y))

Alh’tjuk, hogy F* egy Arrow-tipusi 6sszjoléti fliggvény. ElGszOr is megjegyez-
ziik, hogy a Pareto-feltétel miatt F/(RX) C X mindig teljesiil, ha () # X C A4,
s fgy az X = {z,y} esetben kapjuk, hogy x € F(R{#¥}) vagy y € F(R{=¥}),
tehdt F*(R) egy teljes reldcié minden R € D-re, s igy az F* egy 0sszjoléti
fliggvény.

A bizonyitds tovabbi részében tobbszor hasznalni fogjuk a Hansson-féle
fliggetlenségi feltétel alabbi atfogalmazasat:

R,S €D, Rl =Sliayy, € FR), y€ F(S) = z€ F(S). (15)

A tranzitivitas igazoldsahoz tegyiik fel, hogy R € D, z F*(R)y és yF™*(R)z.
Mivel z € F(R{=¥}) teljesiil, ezért ha y € F(R{=¥:2}), akkor R{=¥}(, \ =
R=¥:2} |y miatt (15) alapjan z € F(R®@v2}). Mivel y € F(RW}),
igy ha z € F (R{”"’y’z} ), akkor az el6zbekhez hasonléan kapjuk, hogy y €
FRI=v2h) | és igy a fentiek miatt megint csak € F(RI#%2}). Tehat
r € F(R{#¥2})nek mindenképpen teljesiilnie kell, ezért, ha z € F(R{#=}),
akkor megint csak a fentiekhez hasonléan kapjuk, hogy x € F(RI##}). fgy
tehat x € F(R{®2}), s fgy 2F*(R)z2.
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Az F*-ra teljesiil a parok fiiggetlensége feltétel is, hiszen ha R,S € D,
R|{l.7y} = S|{l.7y}, akkor Ri#z¥} = §lww},

Belattuk tehat F* egy Arrow-tipusi 6sszjéléti fiiggvény. Az F*-ra teljesiil
a Pareto-feltétel, hiszen ha R € D, 2R}y, akkor F(RI*%}) = x az F-re
vonatkozé Pareto-feltétel miatt, s igy zF™*(R)™y.

A 3.26. kovetkezmény feltételei tehat teljesiilnek F*-ra, s igy F* dik-
tatorikus, legyen a diktator i. Alh’tjuk, hogy ekkor az ¢ diktatora F-nek
is. Tegyiik fel, hogy x € F(R), és allitdsunkkal ellentétben, tegyiik fel,
hogy yR; x valamely y € A-ra. Ekkor yF*(R)”"x, igy tehat y € F(Ri=v})
r ¢ F(R{®Y}) de ekkor a Hansson-féle fiiggetlenségi feltétel miatt kapjuk,
hogy = ¢ F(R), ellentmondas. O

Az alabbi kénnyen igazolhaté éllitds mutatja, hogy bizonyos értelemben
az egyszerl Osszoptimum fiiggvényekre vonatkozé Hansson-féle fiiggetlenségi
feltétel gyengébb, mint a Arrow-tipusi Gsszjdléti fiiggvényekre vonatkozd
parok fiiggetlensége feltétel:

6.12. Allitas. Legyen az F : D — WL(A) egy Arrow-tipusi dsszjoléti
fliggvény. Ekkor a G(R) = argmax F(R) egyszeri dsszoptimum fiigguényre
teljesiil a Hansson-féle fiiggetlenségi feltétel.

A kovetkezd, Gsszoptimum fiiggvényekrol szdlé tétel kiutat jelenthet a
lehetetlenségi tételek korébol abban a specidlis esetben, amikor a megengedett
halmazok k&z0s része nemiires, azaz létezik egy olyan alternativa (nevezhetjitk
status quo-nak), amely minden helyzetben —mondjuk dontésképtelenség ese-
tében— adoptélhato.

6.13. Tétel (Gibbard-Hylland-Weymark [22]). Legyen |A| > 3, |V]| > 2,
S C P(A). Tegyiik fel, hogy (S # 0, és tegyiik fel, hogy #S > 1. Tetszbleges
D C WL(A)™ esetén taldlhatd olyan Arrow-tipusi dsszoptimum fliggvény,
mely teljesiti a Pareto-feltételt és mégsem diktatorikus.

Bizonyitds. Legyen a € (| S. Ha (R, X) € D xS akkor legyen Fy(R, X) =
{r € X | 2Rva}, és legyen F(R, X) = argmax R1 |, R, x)- Mivel ha X € S,
akkor a € Fy(R,X) C X, ezért az F nyilvdn egy Gsszoptimum fliggvény.
Beldtjuk, hogy F-re teljesiil a Pareto-feltétel. Tegyiik fel, hogy (R, X) €
D x S,z,y € X, 2Ry y. Két eset lehetséges:

l.eset: y ¢ Fo(R, X). Ekkor nyilviny ¢ F(R, X). 2.eset: y € Fy(R, X).
Ekkor zR{;y miatt x € Fy(R, X), és igy xR7y miatt y ¢ F(R, X) megint
csak teljestil.

Az F-re teljestl a fiiggetlenségi feltétel, hiszen ha (R, X), (S,X) e Dx S
és R|x = S|x, akkor ¢ € X miatt Fo(R,X) = Fy(S,X), s igy valéban
FR,X)=F(S,X).

Beldtjuk, hogy F-re teljesiil az Arrow-féle racionalitési feltétel. Tegyiik
fel, hogy X,Y € S, X C Y. Tegyiik fel, hogy = € F(R,Y) N X tetsz6leges.
Ekkor z € X, tovibbd xRy a és minden y € Fy(Y)-ra teljesiil, hogy xRyy.
Ezért x € X és X C Y miatt vildgos, hogy = € F(R, X).

Tegyiik fel most, hogy = € F(R, X) tetsz6leges és hogy F(R,Y)NX # 0,
mondjuk, g € F(R,Y)N X. Az eléz6 paragrafus miatt zo € F(R, X),
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ezért xRyxg. Ha y € Fy(R,Y) tetszbleges, akkor xgRyy, ezért xRy, s igy
r € F(R,Y)NnX.

Az F nem diktatdrikus, hiszen barki barmely olyan alternativit megvé-
tézhat a-n kiviil, amely megengedett halmazba tartozik (és ilyen létezik, mert
a tétel NS # 0 és #S > 1 feltételeibdl kovetkezik, hogy taldlhaté legaldbb
kételemii megengedett halmaz). ]

7 Ijtfﬁggetlen optimum fuggvények

A gyakorlatban, amikor a legjobb (vagy legalabbis a szamunkra elfogadhatd)
alternativiakat keressiik, gyakran jarunk el gy, hogy el0szor az alternativak
néhany attekintheto részhalmazaban keressiik meg a legjobb elemeket, igy
megszabadulvan az esélytelenektol. Ezt az eljarast folytatjuk a megmaradt
halmazzal, s.i.t., amig el nem jutunk a legjobb alternativaknak egy végsének
tekintett halmazdhoz. FErre a moddszerre sziikség lehet példaul, amikor a
kommunikacids vagy a logisztikai koltségek magasak. Megeshet azonban,
hogy az eljaras végeredménye fiigg a részhalmazok megvalasztasatol. Példaul
a tObbségi relaciot alapul véve, a napirendi szavazas nagymértékben fiigg
a napirendt6l (ldsd a 2.9. péld4t), tehat az iitkoztetendé alternativaparok
megvalasztasatél. Minimalis konzisztencia-kovetelmény ezért, hogy az eljaras
végeredménye ne fliiggjon az altalunk valasztott részhalmazoktdl, az ,,attdl”,
melyen hozza jutunk. A kévetkezé definicié ezt fogalmazza meg a legegysze-
riibb esetben, de latni fogjuk, hogy ez mar magaban hordozza a fenti altalanos
kivanalmat is.

7.1. Definicié. Az f : P(A) — P(A) tipusi figguényeket halmazfiggvé-
nyeknek hivjuk. Egy halmazfiigguényre azt mondjuk, hogy utfiggetlen, ha
F(XUY) = f(f(X)UY) teljesil minden X,Y C A-ra.

Mint lathatd, a definicié altaldban halmaz fiiggvényekre lett kimondva.
Ennek oka, hogy a késObbiekben az utfliggetlen optimumfiiggvények vizsga-
latdndl sziikségiink lesz erre az dltaldanos fogalomra. A kovetkezd allitast az
Y = () valasztéssal kapjuk a 7.1. definicidban:

7.2. Allitds. Egy f atfiggetlen halmazfiggvény mindig idempotens, azaz
f(f(X)) = f(X) minden X C A-ra.

A 7.1. definicié egyenes kovetkezménye tovabbd, hogy ha adott az X C
A halmaz egy tetszéleges felbontdsa, melyben a halmazok nem feltétlentil
diszjunktak, de még csak nem is feltétleniil kiilonb6zok, akkor ha ezekbol
a halmazokbdl felépitiink egy tObbszorosen Osszetett kifejezést az egyesités
miivelet és a c utfiiggetlen halmazfiiggvény segitségével, majd az eredményt
c-be helyettesitjiik, akkor az eredmény mindig ¢(X) lesz. Példdnak tekintsiik
az Ao B = ¢(AU B) miiveletet, amely a fentiek alapjin tehat asszociativ.

Arrow maga is foglalkozott az utfiiggetlenség problémajéval [3], elismerve,
hogy az ARF-re (14sd az 5.13. definiciét) inkdbb csak azért volt sziiksége,
hogy az utfliggetlenséget biztositsa. A 6.8. tétel viszont nem igaz, ha az
AREF feltételt az utfliiggetlenséggel helyettesitjiik. fgy tehat az utfiiggetlen
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optimum fiiggvények tanulményozdsa az Arrow problémakor nézépontjabol
is indokolt.

A kovetkezd tétel egyszerii jellemzését adja az utfiiggetlen optimum fiigg-
vényeknek:

7.3. Tétel. Egy optimum figguény pontosan akkor utfiggetlen, ha 6roklédo
és vesztesfuggetlen.

Bar az utfliggetlenség definicidja egy bizonyos foku racionalitast fogalmaz
meg, nem minden utfliggetlen optimum fliggvény binaris alapd, amint az
alabbi példa mutatja:

7.4. Példa. A 7.3. tétel és az 5.14. példdban elmondottak alapjan allithatjuk,
hogy a ¢, optimumfiiggvény egy nem binaris alapi utfiiggetlen optimum
fliggvény.

7.5. Példa. Legyen a P egy kvéazitranzitiv relacié az A-n és X C A esetén
legyen f(X) = argmax P|x. Ekkor az 5.12. és a 7.3. tételek alapjin az f
egy utfiiggetlen optimum fiiggvény.

7.6. Példa. Legyen a R egy tranzitiv relacié az A-n és X C A esetén legyen
f(X)={x € A|Jy € X :yRzx}. Ekkor f egy utfiiggetlen halmazfiiggvény.

A 7.3. tétel alapjan az 5.4. és az 5.11. megjegyzések alapjan kapjuk az
alabbi allitast:

7.7. Tétel. Két utfiiggetlen optimum fligguény egyesitése is utfiggetlen.

A 7.3. és az 5.9. valamint az 5.12. tételek alapjan allithatjuk, hogy ha
egy utfiiggetlen optimumfliggvény binaris alapt, akkor kvazitranzitiv alapu.
Az 5.14. példa alapjan azonban vildgos, hogy nem minden utfiiggetlen op-
timum fliggvény bindris alapi. A késébbiekben latni fogjuk, hogy egy-egy
értelmil kapcsolat van az n-elemii A halmazon tekintett tutfiiggetlen opti-
mumfiiggvények és antimatroidok kozott, melyek széma aszimptotikusan 22"
([28]), mig a bindris alapi optimumfiiggvények szdma nyilvan legfeljebb 3(5).
A3() /22" arény azonban gyorsan tart a 0-hoz, amint az n tart a végtelenhez.

A kovetkezé nevezetes tétel egyszerii jellemzését adja az utfiiggetlen op-
timum fliggvényeknek:

7.8. Tétel (Aizerman és Malisevszkij [2]). Egy ¢ optimum fiiggvény pontosan
akkor 4tfiiggetlen, ha taldlhatok olyan L, ..., Ly linedris rendezések az A-n,
melyekre igaz, hogy minden X C A esetén

¢(X) = {argmax L1|x,...,argmax Ly|x } . (16)

7.9. Definicié. Ha X CY C A akkor legyen [X,Y]|={Z CA| X CZ C
Y}. Az [X,Y] halmazt intervallumnak nevezziik.

7.10. Definicié. A P(A)-nak egy particidjira azt mondjuk, hogy intervallum
eltolasra zdrt, ha igaz, hogy ha [X,Y] egy részhalmaza valamely C' osztdlynak,
akkor Z C A\Y esetén [X U Z,Y U Z] is részhalmaza valamely osztalynak
(amely esetleg nem csak a C-tdl figg, hanem magdtdl az [X,Y]-tdl is).
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7.11. Definicié. Ha c egy halmazfiiggvény, akkor X C A esetén legyen
arc(X) ={Y C A| c(Y) = c(X)}, és legyen ko(X) = |Jarc(X).

7.12. Tétel. Ha a c egy ttfiggetlen optimum fiigguény, akkor a P = {arc(X) |
X C A} halmazesaldd egy intervallumokbdl dlld, eltoldsra zdrt particidja
P(A)-nak és az iires halmaz egymaga alkot osztalyt. Forditva, tegyik fel, hogy
) ¢ P ésaP egy intervallumokbdl dlld, eltoldsra zdrt particidja P(A)-nak,
€s az ures halmaz egymaga alkot osztdlyt. Ekkor taldlhato egy olyan egyértel-
mien meghatdrozott c utfiggetlen optimum figgvény, melyre {arc(X) | X C
A} =P.

7.13. Példa. Tegyiik fel, hogy A = {1,2,3,4} és hogy egy doéntéshozé
testiilet egy adott helyzetben (mondjuk egy adott profilnél) olyan c¢ utfiig-
getlen optimum fliggvényt szeretne, melyre

o{1,3,4} ={1,3} és c{2,3,4} ={2,4}. (17)

Ha létezik ilyen ¢, akkor a 7.12. tétel miatt a hozza tartozo P particié osz-
talyainak részei lesznek a [24,234] és a [13,134] intervallumok (a kénnyebb
olvashatésag kedvéért a kapcsos zérdjeleket és a vesszbket elhagytuk). Mivel
a P eltoldsra zért, ezért a [124,1234] és a [123, 1234] nem diszjunkt intervallu-
mok is részei a P bizonyos osztélydnak. De ekkor [124N123,1234] = [12, 1234]
is része a P ezen osztalyanak. Ha most a

{[24,234],[13,134],[12,1234]} (18)
halmazt kiegészitjiik az elfajuld intervallumokbdl allé
{0, 11,1],12,2], [3, 3], [4, 4], [14, 14], [23, 23], [34, 34]} (19)

halmazzal, akkor kénnyen lathatéan egy eltoldsra zart P particidjat kapjuk
a P{1,2,3,4}-nek. fgy tehat a 7.12. tétel miatt a P-hez tartozdé c opti-
mum fliggvény utfliggetlen, és természetesen a kezdeti ¢{1,3,4} = {1,3} és
c{2,3,4} = {2,4} feltételek is teljesiilnek.

A tovéabbiakban egy c utfiiggetlen optimum fliggvény és a hozzdrendelt
k. halmazfliggvény kozotti kapcsolatot vizsgaljuk. Ez a kapcsolat elvezet a
konvex geometriakhoz és az antimatroidokhoz, melyek elmélete kiterjedt és
széles alkalmazasi teriilettel birnak. A k6zolt eredményeket nem bizonyitjuk,
egyrészt helyszitke miatt, mésrészt a (j6l kovethetd) bizonyitdsaik megtaldl-
hatdék a hivatkozott irodalomban.

7.14. Tétel. Ha c egy dutfiggetlen optimum fliggvény, akkor k.-re igazak az
alabbi dllitdsok:

i) ke(0) = 0;
1) X C A esetén X C k.(X) (bévild);

1it) X C A esetén ke(ke(X)) = ko(X) (idempotens);
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w) X CY C A esetén k.(X) C k(Y) (monoton);

v) minden X C A esetén taldlhato olyan M C A, melyre k(M) = k(X),
és ha k(Y') = k(X), akkor M C'Y (taldlhatd legsziikebb feszitd halmaz).

7.15. Definicié. A 7.14. tétel i)—v) feltételeit kielégitd halmazfigguényeket
konver lezdrdsnak nevezzik.

A kovetkezé néhany példara vonatkozé allitas a definicié alapjan kénnyen
bizonyithato:
7.16. Példa. Legyen a R egy parciélis rendezés az A-n és X C A esetén
legyen f(X)={x € A|3Jy € X : yRz}. Ekkor f egy konvex lezirss.
7.17. Tétel. Ha ki és ko konvex lezdrdsok, akkor ki Nky is konvex lezdrds.
7.18. Példa. Legyen A egy véges ponthalmaz R%-ben, és X C A esetén
legyen k(X) = conv(X) N A, ahol conv(X) az X konvex burka, tchit az a

legsziikebb konvex halmaz, amely tartalmazza az X-et. Ekkor a k egy konvex
lezarés.

7.19. Példa. Legyen adott a G fa az A csicshalmazzal. Ha X C A
esetén k(X) az a legszlikebb cstiicshalmaz, melyre a G[k(X)] indukalt részgraf
Osszefiiggo, akkor k egy konvex lezaras.

7.20. Definicié. Ha k egy halmazfiggvény, akkor legyen minden X C A-ra
ek (X) =Nare(X).

7.21. Tétel. Ha k egy konvex lezdrds, akkor cy egy utfiggetlen optimum
fligguény.

7.22. Tétel. A ¢ — k. ill. k — ci leképezések kdlecsondsen egyértelmi
leképezések az utfiggetlen optimum fligguények és a konvex lezdrdsok ill. a
konver lezdrdsok és az utfiiggetlen optimum fiigguények kézott, tovdabbd egymds
inverzei. A két leképezés kozott fenndll tovabbd az aldbbi dudlis kapcsolat:

Z) ChkyiMky = Cky U Cly s Z’L) keyuey = ke, Nke,
7.23. Definicié. Ha k egy halmazfigguény, akkor jelolje Fy a k zdrt hal-
mazainak csalddjdat, tehdt az {X C A| k(X) = X} halmazt.

7.24. Definicié. Ha F egy A-beli halmazrendszer, akkor X C A esetén
legyen kr(X)=({Y e F| X CY}.

7.25. Definicié. Egy F C P(A) halmazrendszert konver geometridnak
neveziink, ha

i) 0,A e F;
it) XY € F esetén X NY € F;

i) X € F, X # A esetén taldlhaté olyan x € A\ X, melyre X Uz € F.
Az F elemett konvexr halmazoknak nevezzik.
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7.26. Tétel. A k — Fy ill. a F — kr leképezések kdlcsondsen egyértelmd
leképezéseket hatdroznak meg a konver lezdrdsok és a konvex geometridk ill.
a konvex geometridk és a konvex lezdrdsok kozott, tovdbbd egymds inverze:.

7.27. Definicié. Egy A-beli A halmazrendszert antimatroidnak neveziink,
ha

i) 0,A €A
ii) X, Y € A esetén X UY € A,
iii) X, Y € A, Y\X # 0 esetén taldlhatd olyan x € Y\ X, melyre XUz € A.

7.28. Tétel. Egy F halmazrendszer az A-n pontosan akkor konvexr geomet-
ria, ha az {F° | F € F} halmazrendszer antimatroid.

7.29. Tétel. Legyenck P és Q véges ponthalmazok az IR%-ben, gy, hogy
conv(P) Nconv(Q) = 0. Ekkor

{XCPlconv(XUQ)NP =X} (20)

eqy konver geometria a P-n.

A (20) tipusi konvex geometridkat konvex burkoldsnak nevezziik. Az
alabbi reprezentacids tétel igaz:

7.30. Tétel (Kashiwabara [25]). Minden konvex geometria izomorf valamely
konvex burkoldssal.

7.31. Definicié. Ha az F egy konver geometria, akkor eqy X € F-re azt
mondjuk, hogy metszet-irreducibilis, ha Y, Z € F, Y N Z = X-bdl kévetkezik,
hogy Y = X wvagy Z = X.

7.32. Tétel (Edelman és Saks [19]). A 7.8. tételben a reprezentdcidhoz ele-
gendd linedris rendezések minimalis szama egyenld az Fi, halmazban o pad-
ronként dsszehasonlithatatlan metszet-irreducibilis halmazok mazximdlis szd-
mdval.

7.33. Példa. Tekintsiikk a 7.13. példaban szerepld ttfliggetlen optimum
fiiggvényt. A (18) és (19) halmazrendszerek egyesitésébdl ad6dé halmazrend-
szerbdl kiolvashaté az F = Fj,_ konvex geometria:

F={0,1,2,3,4,14,23,34,234,134,1234} .
A metszet-irreducibilis halmazok M csalddja F-ben:
M ={0,1,2,14,23,234,134,1234} ,

innen pedig lathaté, hogy M-bol legfeljebb ketté osszehasonlithatatlan hal-
maz vélaszthatd ki. A 7.32. tételbdl kdvetkezik, hogy a c linedris reprezenté-
ci6jahoz elegendd linedris rendezések szamanak minimuma ketté. Konnyen
ellenérizhetd, hogy a 2341 és az 1432 rendezések megfeleloek.
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ARROW-TYPE IMPOSSIBILITY THEOREMS

This review article considers the famous Arrow impossibility theorem of social
choice theory with its generalizations. The theorem is about the impossibility
of a voting system that satisfies a couple of innocent-looking conditions. We show
that the impossibility remains in two models in a very general setting. We give the
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proofs of the theorems showing the basic methods of the theory at the same time.
We also survey the theory of path independent choice functions, a new approach
to resolve Arrow’s theorem.
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POZICIOS JATEKOK!

PLUHAR ANDRAS
Szegedi Tudomdnyegyetem

A porzicids jatékok tobbnyire véges, kétszemélyes, zérusosszegl, teljes in-
formacids jatékok, amelyekben még kevert stratégidk alkalmazasara sincs
sziikség. A poziciés jatékok megadédsi médjuk miatt viszont matrixjatékként
nem kezelhetk jol, igy a vizsgdlatukra valtozatos matematikai eszkoztar
alakult ki. Jelen attekintés célja ezek vazlatos ismertetése, néhol kiterjesztése.

1 Bevezetés

A pozicids jdaték pontos definiciéja nem adhaté meg, mindenféle jatékot bele-
érthetiink, ahol a nyerés feltétele valamely alakzat eléréséhez/elkeriiléséhez
kapcsolédik. Els6 kozelitésben pozicios jdaték, vagy hipergrdf jdték alatt a
kovetkezdt értjitk. Adott egy F = (V,’H) hipergraf, azaz H C 2. AV
halmaz elemei alkotjék a tdbldt, mig az H elemei az un. nyerd halmazok.
Két jatékos, a kezd6 és a masodik, vagy I és I1, felvaltva véalasztja a tabla
elemeit. Amelyikiik elséként megszerezi egy nyerd halmaz Osszes elemét az
megnyeri a jatékot.

Az X jatékos nyer (dontetlent ér el) kifejezés alatt azt értjiik, hogy mindkét
jatékos tokéletes jatéka esetén ez lenne az eredmény. Ha a tabla véges, akkor
hasznélhatjuk az alabbi tételt:

1. Tétel (Zermelo-Neumann, [12, 20]). Egy teljes informdcids, véges, két-
személyes jatékot vagy az egyik jdtékos nyert vagy a jaték dontetlen.

Megjeqyzés. Az 1. tételre Zermelo adott bizonyitast?, igy tobbnyire Zer-
melo tételként, vagy tn. jatékelméleti tertium non datur® elvként hivatkozzak.

1. Példa. Tic-Tac-Toe. I és II felvaltva tesz egy jelet a 9 négyzetbdl
allo, 3 x 3-as tabla egy-egy mezdjére. Aki hamarabb elfoglal egy teljes sort,
oszlopot vagy f6atlot, az nyer.

2. Példa. Tic-Toc-Tac-Toe. Ez a Tic-Tac-Toe 3-dimenzids valtozata, aminek
a tabldja 4 x 4 x 4-es kocka. A nyerd halmazok a sorok, oszlopok, lap és test
f6atlok, osszesen 76 darab.

1Beérkezett: 2007. majus 30. 1991 Mathematics Subject Classification. 91A24,
90D42, 05C65. A kutatdst tamogatta az OTKA T034475 és T049398 palydzata. E-mail:
pluhar@inf.u-szeged.hu.

2 Az elsd bizonyitas hidnyos volt, ezt kés6bb Kénig Dénes és Kalmar Lészlé javitotta ki,
lasd [20].

3 Azaz a harmadik eset nem létezik. Végtelen jatékokra mds a helyzet, u. i. a kivdlasztdsi
azioma hasznalataval készithet6 olyan jaték, amelynek kimenetele eldonthetetlen.
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3. Példa Amdéba (5-in-a-row). Itt a tdbla a végtelen négyzetracs (a gyakor-
latban lehet a 19 x 19-es go tébla vagy fiizetlap). A jatékosok felvaltva jelolik
a mezOket, s aki hamarabb képes 0t, egymast kovetd0 mez6t vizszintesen,
fliggblegesen vagy atlds iranyban elfoglalni, az nyer.

4. Példa k-améba (k-in-a-row). A fentihez hasonld, csak ebben k egymést
kovetd jel kell a nyeréshez.

A gyakorlatbdl tudjuk, a kezdéjatékos (itt I) elényos helyzetben van a fen-
tiekben. Ez matematikai eszkozokkel is belathato, sét sokkal dltalanosabban
igaz:

2. Tétel (Hales-Jewett, [31]). Barmely (V,H) hipergrdf jatékban a kezdd
nyer, vagy dontetlen az eredmény.*

Bizonyitds. Ez az Gn. stratégia lopds médszerrel® kaphaté meg. Altaldnos
poziciés jatékokra Alfred Hales és Robert Jewett mondta ki a [31]-ben. Ha
IT nyerne, azaz lenne nyerd stratégidja®, akkor I is hasznalhatnd ezt, hiszen
a sajat, korabbi 1épései sohasem artanak. Vagyis I megfeledkezhet az els6
1épésérol, és ha a stratégia ezt kérné, akkor ugy tehet, mintha éppen most
1épné meg ezt, és az esedékes 1épését tetszOlegesen helyezheti el. a

Az 1. és 2. tételek sokszor megmondjik, mi lesz az eredmény, de arrdl
keveset arulnak el, hogyan jatszunk. Ez mar a példdinkban sem egyszeri,
altalaban még kevésbé varhat6. A tic-tac-toe koénnyen lathatéan dontetlen,
mig a tic-toc-tac-toe-t I nyeri. Az utdébbi igazoldsahoz viszont 1500 o6ra
gépid6t hasznalt fel Oren Patashnik a hetvenes évek végén, és megjegyezheto
nyer$ stratégidt eddig nem taldltak ra, lasd [16, 42]. Az amobat (legaldbbis
a go t4blan) a kezdd nyeri, a k-amoéba pedig dontetlen, ha k > 8. A k=6,7
esetén viszont nem tudjuk, mi az igazsig, 1lasd [2, 16, 28].

Altaldban sincs ez masképpen, sok kérdésre van j6 valaszunk, még tobbre
viszont nincs. A pozicids jatékoknak szamtalan meglepd kapcsolata van a
matematika egymastol tavoleso teriileteivel; ezért is olyan nehezek és egyben
vonzok a problémadi. Ezekre lathatunk Gjabb példakat a tovabbiakban.

2 Topologia

Kezdjiik a hex jatékkal; ezt Piet Hein 1942-ben, 14sd [34] és John Nash 1948-
ban talalta ki egymaésrol nem tudva. Egy hatszogekbol allo, rombusz alaku
n xXn-es tdblara felvaltva helyezhet I fehér és I'T fekete korongokat. I célja egy
Osszefiiggd fehér Ut létrehozasa az északnyugati és délkeleti, I1-é pedig egy
fekete uté az északkeleti és délnyugati oldalak kozott. A hex —ellentétben
jonéhany csak matematikai szempontbdl érdekes jatékkal— izgalmas, ad-
diktiv jaték. Feladvanyokat kozolnek, versenyeket rendeznek belGle; ilyenkor
az n = 10 vagy n = 11 a tdbla méret. (A legjobb eredményt Kohei Noshita
érte el, n < 8-ra ismert a nyerd stratégia, lasd [41].)

4Ha egyik fél sem nyer véges lépésben, akkor dontetlennek tekintjiik a jatékot.
5A médszert elészor John Nash alkalmazta a hex jaték vizsgélatdra, lasd [16, 26].
S A stratégia egy f fiiggvény, amely a tibla egy dllapotdhoz a teend8 lépést rendeli.
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1. dbra. Az 5 X 5-6s hex tébla

Az elsé definiciénk értelmében a hex mem hipergraf jaték, hiszen a nyerd
halmazok nem egyformdk a két jatékosra. Erdemes tehdt a (V,H1, H2) aszim-
metrikus hipergraf jatékot bevezetni, ahol értelemszertien az [ illetve I1 akkor
nyer, ha a H; illetve a Hy egy elemét hamarabb elfoglalja, ahol Hy, Hy C 2V,

Nyilvanvalonak tiinik, hogy csak az egyik jatékos nyerhet a hexben. Ez
fgy is van, de ekvivalens a szintén egyszeriinek tiind Jordan-féle gorbetétellel” .
Szintén eldkeld rokonsaga van a topoldgiaban az alabbi, Uin. hex tételnek:

3. Tétel (Nash-Gale). Ha a hex tabla dsszes mezdjét kiszinezziik fehérrel vagy
feketével, akkor vagy lesz fehér északnyugati-délkeleti, vagy fekete északkelet-
délnyugati t.

Azaz dontetlen még akkor sem lehetséges, ha a két jatékos erre torekedne.
Kombindlva ezt az eredményt a 2. tétel Gtletével (és felhasznédlva, hogy a Hy
képe egy megfelel§ tengelyes tiikrozésnél éppen a Hz) kapjuk, hogy:

4. Tétel (John Nash, 1949). A kezdd jdtékos nyer a hexben.d

Visszatérve a topoldgiai kapcsolatokra, 1979-ben igazolta David Gale,
hogy a hex tétel és a Brouwer-féle fixpont tétel ekvivalensek, lasd [26]. Vele
egyidGben, tole fiiggetlentil Lovasz Laszlo az un. Sperner lemmdbol vezette le
a hex tételt klasszikus kényvében, [40]. Ehhez hasonlé mddon bizonyitottak
Hochberg és térsai [35], hogy a Sperner lemmabél kovetkezik az in. konnektor
tétel. Késobb Chris Hartman foglalta 0ssze egy nagyon gazdasagos ciklikus
bizonyitdsban a kévetkez6 eredményeket, 14sd [33]. Az egyszertiség kedvéért a
2-dimenzids eseteket mondjuk ki, az n-dimenzids eset a fenti cikkben elérheto.

Legyen T az ABC héromszog egy hdromsziogezése, melynek a pontjai az
aldbbi médon szinezettek: (i) Az A, B és C pontok szinei rendre 1, 2 és 3.
(ii) Az ABC hiromszog oldalain fekvé pontok az oldal egyik végpontjénak a
szinét kapjak.

Sperner lemma. 7T-ben van olyan haromszog, amelynek cstcsai harom
kiilonbo6z6 szint kaptak.

"Egy egyszerti, zart gorbe a sikot két —egy kiilsé és egy bels6— Osszefiiggd részre osztja.

8A tétel a poziciés jatékok taldn legismertebb eredménye. Ugyanakkor egy tisztdan
egzisztencia bizonyitds, amelyben a létezésén kiviil semmit sem tudunk meg a nyer§
stratégiarél. Nagyon nehéz, un. PSPACE-teljes probléma megmondani, hogy melyik fél
nyer, ha adott az n X n-es hex tabla egy részleges kitoltése, [48].
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Legyen G egy, a kiils6 oldalat kivéve, haromszog lapokbol allé sikgraf.
Rogzitsiik a kiils6 oldalon az x,y, z pontokat ebben a koriiljarasi irdnyban.
Az [z,y] intervallum az x-t, y-t és a koztiik 16v6 pontokat jelenti. (Az [y, 2]
és [z, x] anal6g médon.) G pontjainak egy C részhalmaza konnektor, ha a C
altal feszitett részgraf dsszefiiggd, és tartalmaz pontot az [z, y], [y, 2] és [z, x]
intervallumok mindegyikébdl.

Konnektor tétel. Ha két szinnel szinezziink a fenti mddon definidlt G
pontjait, akkor abban lesz egy C' egyszinii konnektor.”

Legyen e; = (1,0) és ea = (0,1) a koordinatatengelyekkel parhuzamos
egységvektorok, és az a,b € Z?, melyre a; < b; i = 1,2re. A D(a,b)
doboz pedig a kovetkezé pontok halmaza: D(a,b) := {(z1,22) : a; < z; <
b; és x; egész i = 1,2}. D két pontja szomszédos, ha mindkét koordindtdjuk
legfeljebb egy egységgel tér el.

Pouzet lemma. Ha egy f: D(a,b) — {te;, tes} fiiggvényre minden x €
D(a,b)-re teljesill az x + f(z) € D, akkor vannak olyan szomszédos x és y
pontok, hogy £(z) = —f(y).

A teljesség kedvéért jegyezziik meg, hogy a hex tabla felfoghatd, mint
az elobbi D. Ebben z,y € D akkor szomszédosak, ha x —y vagy y — =
eleme {0, 1}2-nak, és az egyik jatékosnak a D doboz alsé és felsd, a masiknak
a jobb és bal oldalat kell 6sszekétni. Hasonléan torténhet d-dimenzids hex
tabla megadasa is.

Brouwer-féle fixpont tétel. Ha egy f folytonos fiiggvény az R? egység-
gbémbjét 6nmagdba viszi, akkor van olyan x, melyre f(z) = .

Cris Hartman az aldbbi utat adja a [33]-ban: Sperner lemma = konnektor
tétel = hex tétel = Pouzet lemma = Brouwer-féle fixpont tétel'® = Sperner
lemma.

A konnektor tételt (és az y-jatékot) a hex tétel (hex jéték) altaldnos
forméajdnak tartjak, bar mint lathatd, ekvivalensek. Az egymésbdl levezethe-
t0ség igazabol mindkét irdnyban kénnyid, amely az alabbi abran lathaté.

A baloldal a 4-es y-jaték; vegyiik észre, hogy a szomszédség a grafon olyan,
mint a hexben a mezdk kozott. A kozéps6 dbran egy kitoltott hex tablat
kiegészitettiink egy csupa fehér ill. fekete pontot tartalmazé haromszoggel,
amely egy lejatszott y-jatékra vezet.

9Craige Schensted és Charles Titus, illetve Claude Shannon mér 1952-ben bevezette az
un. y-jdtékot. Ennek a tdbldja a szabdlyos haromszog racs szintén szabdalyos haromszog
alaki darabja és a cél egy konnektor megszerzése, ahol a hidromszog csicsai a rogzitett
pontok. A konnektor tétel miatt az y-jaték nem lehet dontetlen, igy azt a 2. tétel miatt a
kezd§ nyeri.
10Természetesen a véges médszerek csak e-approximéciét adhatnak. Azaz adott € > 0-
ra olyan x létezését, amelyre || f(z) — x|, < €. A fixponthoz még a szokasos kompaktsigi
érvelés sziikséges.
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2. dbra. A 4 X 4-es y-jaték tdbla, a kiegészitett hex tdbla és a t-re tiikkrozott y-jaték

A konnektor tétel miatt van egy egyszinii konnektor, de ez egy egyszinii
nyeré halmazt jelent az eredeti hex tablan. Végiil a jobb oldali dbran egy
lejatszott y-jaték tablajat tiikkrozzik a t-tengelyre, a széls6 sort félbevagva.
Ezzel egy (szimmetrikusan) kitoltott hex tdbldt kapunk. A hex tétel miatt
létez6 nyer6 halmaznak az eredeti tablabdl kilogé részeit ,,visszatiikrozve”
egy egyszini konnektort kapunk.

Sdvszélesség. Hochberg és tarsai a [35]-ben a konnektor tétel felhasznéls-
séval a T),, az n oldalélii hdromszogracs (y-jaték tdbla) sdvszélességére adtak
alsé korldtot.!! A sivszélesség meghatdrozdsa mar specidlis grafokra is ne-
héz feladat; valdjdban mar 3 maximélis fokszdmu fékra is NP-teljes, [29].
Meglep6 tehat, hogy egy nem trividlis esetben a jatékok segitenek ebben.

Forditott jatékok. A hex tétel felveti az un. forditott jaték, (a [16]-ban
misére game) lehet&ségét. Altaldban egy forditott jatékban az nyer, aki az
eredetiben veszitene. A forditott hex sem lehet dontetlen, a stratégia lopas
egy kifinomult véltozatdval mutathaté meg az alédbbi tétel a [38]-bdl:

Miseére hex tétel. A kezd6 nyer a forditott n x n-es hexben, ha n péros,
kiilonben a masodik nyer. Tovabba a vesztes félnek van olyan stratégidja,
amellyel nem veszit a tabla Gsszes mezejének elfoglaldsa eltt.

Vegyiik észre, hogy az allitas méasodik felébdl kovetkezik az els6; ezen alap-
szik az emlitett stratégia. Megmutathato, hogy gondolatmenet alkalmazhato
a forditott y-jatékra is, ott a tédbla pontszdmanak, [V (T,)|, paritdsdn muilik
a nyerés, paros méretre I, paratlanra I1 nyer. Hasonléan definidlhatjuk a
forditott hipergraf jatékokat, amelyek, ha lehet, még nehezebbek, mint a
normal valtozat, hiszen a 2. tétel sem hasznalhaté rajuk.'?

3 Parositasok és matroidok

Nagyon hatékony eszkoz a jatékelméletben a parositas. Egy klasszikus fela-
datban I és II egyforma érméket helyez egy koralaki asztalra. Az atfedés

HLegyen G = (V(G), (G)) egy egyszerii graf. Az n cimkézés V(G) bijekcidja
{1,...,|V(GQ)|}-be. Az n sdquszélessége B(n,G) = max{|n(u) — n(v)| : wv € (G)}. A G
graf sdvszélessége B(G) := min,{B(n,G)}. B(Tn) = n+ 1, mig példdul az n x n-es négy-
zetracsra, a Pp X Pp-re B(Pp X Pn) = n.

12Ebben a sokkal 4ltaldnosabb kombinatorikus jdtékokra hasonlitanak, b&vebben [16,
19.
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nem megengedett, és az veszit, aki nem tud lépni. A kezd6 kénnyen nyer a
kozéppontba téve, majd az ellenfél 1épéseit erre tiikkrozve. (Persze ha az asz-
tal nem kozéppontosan szimmetrikus, alig tudunk valamit.) Egy tengelyes
tiikrozéssel nyerhetd a n x (n + 1)-es hex is a kozelebbi oldalakat 6sszekotni
kivané félnek, [16, 27].

A hipergréf jatékok parositdsi stratégiai a [31]-b6l szarmaznak. Alfred
Hales és Robert Jewett vezette be a HJ(n,d)-vel jelolt jatékokat, ahol n
és d termszetes szamok. A HJ(n,d) tébldja egy d dimenzids kocka, ame-
lyik n? kisebb kockébdl van osszerakva tigy, hogy a nagy kocka minden éle
mentén n kis kocka fekszik. Formadlisan a hipergraf alaphalmaza a d hosszu
sorozatok, ahol minden koordinata egy 1 és n kozott 1évo egész szam, azaz
V(HJ(n,d)) = {1,...,n}% A hipergraf élei azon n elemfi részhalmazok,
melyeknek elemei sorba rendezhetok oly moédon, hogy egy rogzitett koordi-
nataban az 1,2,...,n, azn,n —1,...,1 vagy konstans értéket vesznek fel a
sorozatok. Persze a HJ(3,2) nem mds, mint a tic-tac-toe, a HJ(4, 3) pedig
a tic-toc-tac-toe.

Definicié. Egy x : V — {1,...,k} az F = (V,’H) hipergraf jo szinezése, ha
minden A € H halmaz képe legaldbb kételemii. A minimélis k, amelyre van
j6 szinezés, F kromatikus szama, jele x(F).

Ha egy F hipergrafra a y(F) > 2, akkor a rajta értelmezett ott jaték
nem végzédhet dontetleniil. Az y-jaték mellett példdul a H.J(3,3) is ilyen.
Maésrészt a HJ(4,3) példa arra, hogy I-nek lehet nyerd stratégidja egy F =
(V,’H) jatékban akkor is, ha x(F) = 2.

Hales—Jewett tétel. Barmely n természetes szamra létezik olyan d > 0
egész, hogy a HJ(n,d) jaték hipergrafjanak kromatikus szdma nagyobb, mint
kettd.

fgy az a kérdés, milyen n és d mellett érhet el dontetlent I77 FEnnek
kimond4dsdhoz szitkség van az tin. Kénig-Hall tételre, 1dsd [40].

Adott véges halmazoknak egy { A;}7, véges rendszere. Egy S = {s;}7, C
U, A; diszjunkt reprezentdns rendszer, ha s; # s;, © # j-re és s; € A; az
i=1,...,m esetén.

5. Tétel (Kénig D.-Ph. Hall). A véges halmazokbol dllo {A;}", halmazrend-

szernek pontosan akkor létezik diszjunkt reprezentdns rendszere, ha minden
I C{1,...,m} esetén | Uies A;| > |I].13

6. Tétel (Hales—Jewett). Ha egy véges F = (V, H) hipergrdf jatékban minden
G C'H esetén | Uacg Al > 2|G|, akkor a jdték dontetlen.

Bizonyitdis. Ha H = {A1,...,An}, legyen H* = {Ay, A}, As, A5, ...,
A, A}, ahol A; = Af mindeni = 1,...,m-re. Konnyen ellenérizhet8, hogy
az |Uacg A| > 2|G] feltételbdl kovetkezik, hogy minden G* C H* valasztasra
| Uaeg+ A| > |G*|, azaz a H* rendszerre alkalmazhaté az 5. tétel. Legyen a

13Ké&nig Dénes a tételt paros grafokra vonatkozé alakban mondta ki. Marshall Hall Jr.
1949-ben beldtta olyan végtelen halmazrendszerekre, amelyekben minden pont fokszama
véges, [32].
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diszjunkt reprezentans rendszer S = {a1,a},az,a3,...,am,ak,}. IT kovesse
az aldbbi stratégiat: Valahdnyszor I vélaszt egy elemet S-bél (a;-t vagy
ar-ot), akkor IT vélassza a megegyez6 indexiit (a}-ot vagy a;-t), kiillonben
tetszélegesen léphet. I nem szerezheti meg A; Osszes elemét egyetlen i =
1,...,m-re sem, mert az a;,a; € A; kozil legalabb az egyiket Il szerzi
meg. |

Vegyiik észre, hogy a HJ(n,d) hipergrafban minden pont legfeljebb 3 (39—
1) nyeré halmaznak eleme, ha n paratlan. Paros n-re ez a szdm 29 — 1. fgy
a 6. tételt alkalmazva egybdl kapjuk:

7. Tétel (Hales-Jewett, 1963). A HJ(n,d) déntetlen, ha n > 3¢ — 1 és
n=2+1, vagy han > 2%t —2 ésn =2l

Pérositasi stratégidaval ennél sokkal jobb korlat nem adhatd, mas maod-
szerrel viszont, ahogy azt latni fogjuk, igen. A forditott jaték a paritdstdl
(is) fiigg, I (I1) nem veszit a forditott H.J(n,d)-ben, ha d paratlan (paros).'4

A 6. tételt (Marshall Hall Jr. javitdsdval) alkalmazhatjuk a végtelen tablin
jatszott k-amébara. Ez k > 15 esetén dontetlent ad. Ha d-dimenzids tablan
jétszunk, akkor ez a korlat k > 2(3¢ — 1) — 1, [44]. Hales és Jewett megadott
egy parositast, amely k > 9-re dontetlent ad, de ez nem a 6. tételen alapul,
[16].

Segédjatékok. FEgy parositds nem mdas, mint a tabla szétvagasa kisebb,
konnyebben attekinthet6 részekre. A résztablakon a jatékos egymdstdl fiig-
getlen 1j, segédjatékokat jatszik, amelyek egyiittesen a céljahoz segitik.

Ennek egyik els6 példaja Shannon és Pollak otlete, amellyel a 9-amobéra
adtak dontetlen stratégiat. Ezt megjavitotta egy, a T. G. L. Zetters dlnéven'®
szinre 1épd holland matematikus csoport, belatvan, hogy mar a 8-amdba is
dontetlen, [16, 30].

K
K
K
K
K

8. dbra. A Shannon-Pollak parkettazas és a T. G. L. Zetters parkettazas

T4A {1,...,n}? kocka kozéppontjira szimmetrikus 1épésekkel ez elérhets. Ha n paratlan,
I elfoglalhatja a centrumot, kiilonben 11 jatszhat koézéppontos tiikrozéssel.

15 Az 4lnév régi fogas a matematikdban, amikor tgy véli egy szerzd, hogy tdmadéasoknak
lehet céltdbldja a munkéja miatt, pl. Student, Blanche Descartes, Bourbaki, Alon Nillistb.
A 7-améba kimenetele méig nyitott, a megolddja batran véllalhatna. (Ilyen a 6-amdba és
a HJ(5,3) is.)
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I1, ha lehetséges, azon a résztébldn/parkettdn 1ép, mint 7. A Shannon-
Pollak parketta nyeré halmazait a vékony vonal jeloli; ez négy darab, harom
elemi halmaz. A T. G. L. Zetters parketta nyer6halmazai a parketta harom
sora, négy 45 fokos &tléja és a két, vékony vonallal jelolt par. Egy kis
munkéval ellendrizhetd, hogy (i) a segédjatékokban nem veszit II, (ii) ha
I nem nyer legalabb egy segédjatékban, akkor nem nyerheti meg a 9- illetve
8-amébat sem.

Valéjaban a fentiekben erdsebb éllitasokat igazoltunk, mint amiket ki-
mondtunk. A kezd§ jatékos akkor sem tud nyerd halmazt megszerezni, ha
a masodiknak nincs lehetsége ellentdmadni. Azaz hidba szerez meg I1
egy nyer6 halmazt, a jaték folyik tovabb. Ez a poziciés jatékok un. épits-
rombolé (Maker-Breaker) véltozata, ahol az épité akkor nyer, ha megszerez
egy nyerd halmazt, mig a rombolé akkor, ha ezt megakadilyozza.'® Ha IT
romboléként nyer ebben az épit6-rombold valtozatban, akkor dontetlene van
az eredetiben is. Forditva ez nem igaz, a tic-tac-toe-t a kezdo épitéként meg-
nyeri. Definidlhaté egy épité-rombolé jaték megforditasa is, nevezziik ezt
sumdak-hagjesdr (Avoider-Enforcer) jatéknak. Ebben a sumdk nyer, ha elkeriili
nyeré halmaz megszerzését, a hajcsar pedig akkor, ha ra tudja kényszeriteni
ellenfélet egy nyerdé halmaz elfoglalasara.

A parositasok és a tdbla egyéb felosztasa hatékony mddszer 6nmagaban,
vagy mds eszkozokkel kombinélva. Tovébbi példdk taldlhatéak erre a [8, 12,
14, 22, 45, 46, 49] szdm1 {résokban.

Sdvszélesség jaték. Legyen egy n ponti G gréf sdvszélessége B(G), és a
felek felvéltva helyezzék G pontjaira a {1,...,n} szdmokat. Aki egy x pontot
g-val szamoz, gy, hogy egy z-szel szomszédos pont y pont mar szamozott
r-rel és |¢ — r| > B(G), az veszit. Kozéppontos tiikrozéssel a tablara és
{1,...,n}-re lathatd, hogy a P, x Pj récsra a kezdd pontosan akkor nyer,
ha k& > 1 és paratlan. Més grafokra, mint pl. a 7T} nem ismert, hogyan kell
jatszani, vagy az, hogy ki nyer.!”

Shannon-féle kapcsolé jaték. FEz a jaték a hex, az y-jaték és a David
Gale éltal kigondolt Brigit mintajara késziilt, [16]. Ezekben az 6sszekotés
jatékokban pontosan az egyik fél nyer, kézenfekvo hat, hogy épité-rombold
forméban beszéljiink réluk. Ha adott egy G graf, akkor egy-egy élt'® valasztva
fordulénként az épité G egy feszitéfdjat akarja megszerezni, mig a rombold
célja az, hogy az épitd éleibol allo részgraf ne legyen Gsszefiiggo.

8. Tétel (Alfred Lehman, 1964, [39]). Tegyiik fel, hogy a rombolé kezdi a
Shannon-féle kapcsolo jatékot. Egqy adott n-ponti G grdfra épité pontosan
akkor nyer, ha G-ben van két diszjunkt feszitdfa, Fy és Fy.

16 A nyerés eldontése mind a normél, mind az épité-rombolé viltozatban PSPACE-teljes
feladat, ennek egyszerti bizonyitdsa taldlhaté a [17] dolgozatban.

17Sz4mos kombinatorikai tétel lehet efféle elkerilhetetlenségi jaték alapja. A felsoroltak
mellett a Ramsey, a van der Waerden és a Hales-Jewett tételek jaték hatterét kutattdk
nagy erdékkel, [4, 11].

18 A hex és az y-jaték szintén alapozhaté egy-egy grifra, de ott nem az éleket, hanem a
pontokat szerzik meg a jatékosok. Ez a latszélag kis eltérés egy teljesen mas vildgba visz;
itt képesek vagyunk a nyer$ stratégidik leirdsara.
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Bizonyitds. <: A jaték i-edik menetében F} és Fi fakrdl beszéliink majd
a G; grifban. (G; = G, F} = Fy és F} = F».) Ha a rombold az i-edik
lépésben nem az E(F}) U E(F%)-bél valaszt, akkor az épité barmit léphet.
Ha mondjuk F}-bdl vesz egy e; élt rombolé, akkor az E(F}) \ {e;} élek altal
feszitett részgraf pontosan két, Ci és C%, komponensbél 4ll. Az épit6 ekkor
egy olyan f; € Fi élt valaszt, mely a Ci-t 6sszekoti Ci-vel. (A fak alapvetd
tulajdonsdgai a [40]-bdl felidézhet8k.) Mivel az f; él két végpontja, x; és y;
t6bbé nem szakad el egymastol, hizzuk dssze az f; élt.'° Konnyen lathatd, ha
F} és Fy diszjunkt feszit6fai a G-nek, akkor az F{™' = Fj/ f, és Fit! = Fi/ f;
szintén diszjunkt fesz{t6fdk G;1-ben. Tovébbd |V (G;)|—1 = |V(Gi41)|, ezért
[V(Gn-1)| =1, és az {f1,... fu—1} élek G egy feszitofdjat alkotjik.

= Tegyiik fel, hogy az épité nyer és lopja el ezt a stratégiat a rombols. A
jaték végére a rombold megszerzi az F)., az épité pedig az F,, feszitofa éleit,
amelyek G-ben vannak és diszjunktak. O

Megjegyzés. A fenti érvelést eredetileg nem gréafokra, hanem matroidokra
adtdk. A matroidoknak sok egyenértékii jellemzése van, nekiink most a bdzis
fogalma a legkényelmesebb. A véges V halmaz feletti B halmazrendszert egy
matroid bdzisainak nevezzik, ha

1. B nem-iires,
2.VA BeB,Vze A\ Besetén 3y € B\ A, hogy {A\ {z}}U{y} € B.

Ezzel a 8. tétel altalanosabb formaban igy szdl: Ha az épité-rombold
(V, B) poziciés jatékban a rombold kezd, akkor az épité pontosan akkor nyer,
ha léteznek A, B € B halmazok tgy, hogy AN B = (. Az élek torlése
és kontrakcidja természetes matroid miiveletek, a 2. axiéma mintha a fenti
bizonyitasra lenne szabva.?? A 8. tétel olyan helyzetekben is miikodik, amikor
parositési stratégia biztosan nem létezik. Vegyiik a teljes grafot az {x,y, v, w}
pontokon, és a ¢, z pontokat ugy, hogy g szomszédos z-szel és y-nal, z pedig
v-vel és w-vel.

4 A véletlen moédszer és a sulyfiuggvények

A véletlen médszerek a matematika legtobb dgdban jelentés szerepet jatsza-
nak, a kombinatorikdban és a jatékelméletben pedig alapvetét. Az inkabb
a meglepd, hogy viszonylag késén jelentek meg a pozicids jatékokban. Az
attorést Erdés Pal és John Selfridge 1973-as eredménye, [24], hozta.?!

19Az 1j grafban, G;11-ben x; és y; helyett egy 1j, z; pontot vesziink fel, melyet x; és y;
Osszes szomszédjaval kotiink Ossze, jelben Gir1 = Gi/ fi.

20A litszat csal, hiszen a matroidokat mar Hassler Whitney [53] vizsgélta az 1930-as
években. Lehman tétele jelent&sen novelte a matroidok elfogadottsidgat. Ezt megel6zéen
pl. William Tutte néhdny matroidokra vonatkozé klasszikus eredményét inkdbb grafokra
mondta ki, [36]. Azdta viszont a matroidok a kombinatorika, a kombinatorikus opti-
malizdlds és a véges geometria fontos részévé valtak.

21John H. Conway hires békds probléméja is lehetett volna volna a kezdet, [16]. Az
ott hasznalt silyfliggvénynek viszont nincs kozvetlen valésziniliségi jelentése, taldn emiatt
maradt visszhangtalan.
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9. Tétel (Erdds-Selfridge, 1973). Tegyiik fel, hogy eqy F = (V, H) hipergrdf
jaték épité-rombold vdltozatdban az épitd kezd, és Y 4cqy 2- 1AL < 1. Ekkor
a rombolo nyer.

Bizonyitds. Legyen az épit6 i-edik 1épése x;, mig a romboléé y;, X; =
{.1}1, ce ,.IJ,L'}, K = {yl, ce ,yi} és AL(I) = |AﬂXL|, illetve AL(II) = |AﬂYL_1|
Egy A € H halmaz sulya az i-edik 1épésben:
—|Al+A(I) , =
T
0 kiilénben

Egy x € V elem silya wi(x) = >, 4 wi(A), a potencidl pedig w; =
ZAeH w’i(A)-

A rombol6 az in. mohd algoritmust koveti, azt a z € V\ (X;UY;_1) elemet
veszi az i-edik 1épésben, amelyre a w;(z) érték maximalis. Ez a w; > w;t1
egyenlStlenséget adja minden i-re. Valdban, w;11 < w; — w;(y;) + w; (Ti41),
hisz a rombold i-edik 1épése w;(y;)-vel csokkenti, mig az épitd az i + 1-edik
1épése legfeljebb w;(z;41)-€l névelheti a potencidlt, hisz pontosan azoknak az
x;y1-et tartalmazo halmazok silyat duplazza meg, amelyeknek nem eleme
¥i- A mohé algoritmus miatt w;(y;) > wi(zi+1), {gy adédik a potencidl
monotonitasa. Masrészt wy < 2w mivel x; azon halmazok silyat dupldzza,
amelyeknek eleme.

Ezért a 9. tétel feltétele miatt wy < 2wy = ZAeE(H) 2~ 1A+ < 1. Tegyiik
fel, hogy az épit6é megnyeri a jatékot, mondjuk a k-adik lépésben. Ez azt
jelenti, hogy van olyan A* € H, amelyre |A*| = A;.(1), igy

1> w > wp = Y wy(4) > w(A) =27 AHALD Z 90 g,
A€E(H)

Azaz a feltevésiink, hogy az épité nyer, ellentmondésra vezet. |

Vegyiik észre, hogy amig a 6. tétel csak a ritka, de tetszéleges méretii,
addig a 9. tétel a siri, de legfeljebb exponencidlis méretii hipergrafokra adhat
eredményt. A mddszerek részben Gsszevegyithetbek, lasd [8, 11, 12].

A 9. tétel vezet a hatékony derandomizdcidkhoz és a jatékok mélyebb
megértéséhez. Ez konkrétan éppen ErdGs egy régi tételének bizonyitasabol
tiinteti el a véletlent, mely szerint ha 3,5, 271411 < 1 egy F = (V, H)
hipergrafra, akkor x(F) < 2. Vegyiik észre, ha V pontjait egymé&stol fiig-
getleniil, 1/2 — 1/2 valdszintiséggel szinezziik kékre vagy pirosra??, akkor az
egyszinii halmazok vdrhaté szdma I =3 , 4, 2= 14+ Mivel IF < 1, lennie
kell egy j6 szinezésnek, [1]. Ezért az Gsszes 2IV| darab kettd szinezésbol
legalabb egy jo.

Az F paramétereiben polinom idében is adhatunk egy jé szinezést: jatszon
mindkét jatékos gy, mintha rombolé lenne. A w;(A) sily annak a feltételes
valoszintisége, hogy A példdul kék lesz, ha az i-edik 1épéstdl pénzfeldobéssal

22Eyz egy érme ismételt feldobdsdval elérheté. A példa mutatja, mekkora ereje van a
véletlennek.
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szineziink. A jatékok vizsgalatahoz is kapunk egy vezérfonalat, amely sokszor
segit.

A véletlen heurisztika. Cseréljiik ki a két tokéletesen jatszd jatékost két
teljesen véletleniil jatszéra. Nagyjabdl ugyanaz lesz a végeredmény.?3

A valészintliségszamitasi médszer és a pozicids jatékok elmélete kozt szoros
kapcsolat van. Lényegében minden mdédszernek az els6bol megvan a megfe-
lelje a masodikbdl. 9. tétel, és f6képpen a bizonyitasi mddszere, az in. elsd
momentum mddszer derandomizélésa. Igy szdrmaztathaté a (jatékelméleti)
mésodik momentum mdédszer, Lovasz lokélis lemma stb, [1, 9, 12].

A 9. tétel éles, vannak olyan F hipergrafok, melyre »° , 4, 27 1AL =1 6
az épitd nyer. Legyen T,, egy n-szintes bindris fa, V' = V(T,,) és A € H, ha A
a gyOkér és egy levél kozti it pontjaibdl all. (Az épitd a gyokeret foglalja el,
majd maradékbodl mindig annak a részfanak a gyokerét, amelyiket elkertilte
a rombolé.) Egy mésik példa: V = U Ma;,yi} Uz, A€ Hhaze A$
|AN {x;,y:}| > 0 minden i-re. (Itt az épitd z-t veszi eldszor, majd ha a
rombold egy {x;,y;} par egyik elemét vélasztja, akkor & a masikat.)

Beck Jézsef a [12]-ben vizsgilta a kérdezd-vdlaszts (Picker-Chooser) és
vdlaszto-kérdezd (Chooser-Picker) jatékokat. Itt a kérdezd (Picker) kivesz két
elemet, legyenek ezek {x;, y; } az i-edik forduléban, majd a vélaszt6 (Chooser)
donthet, az egyiket a sajat, a masikat a kérdez6 szinére festi. Az elsé helyen
all6 jatékos az épité, mig a masik a rombold szerepet kapja. A tapasztalat
szerint a kérdezé helyzete nem rosszabb, mintha egy épité-rombold jatékot
kellene jitszania. Ezt a heurisztikdt fejti ki Beck a [10]-ben, pontosabb for-
méjét pedig szerzétarsaimmal a [21] dolgozatban adjuk meg:

10. Sejtés (Beck). A kérdezd nyeri a kérdezd-vdlaszté (vilasztd-kérdezd)
jdtékot az F = (V, H) hipergrdfon, ha épité (rombold), mint mdasodik jdtékos
nyeri az épité-rombolo jdtékot az F hipergrdfon.

Egyel6re csak néhany jatékra?? bizonyitott a 10. sejtés, lasd [10, 21], az
altaldnos eset nem igérkezik konnytiinek. J6val kordbban, lasd [13], felvetette
Beck Jozsef a kérdez6-véalaszté jatékhoz hasonld, az in. meghizd-fest6 jatékot.
Ebben a megbizé a kérdezd, a festé pedig a valaszté. A megbizé nyer,
ha lesz egyszinii halmaz, kiillonben a monoténidt keriilé festé a nyerd. A
[13] tartalmazza a 9. tételt megbizd-festd jatékokra; a bizonyitds a szokdsos
sulyfiggvény modszer.

Az érdekesség kedvéért most bemutatunk egy véletlen médszert haszndld
gondolatmenetet; hasonlét Joel Spencer hasznélt a véglegesités jaték (tenured
game) elemzésben, [1, 50].

23 Természetesen a véletlen heurisztika csak elv, sokszor érvényes, néha nem. De barmely
jaték esetén célszerli megnézni, hogy mit jdsol. Véletleniil jatszani viszont csak ritkan
érdemes, lasd [15].

24Tlyenek a kés6bb emlitett Ramsey jdtékok. Tovabba még a 8. tétel, a 8-amdba és a
HJ(4,2) valaszté-kérdezd viéltozata. A 9. tétel valaszté-kérdezd valtozatit egyelére nem
sikeriilt teljes erejében igazolni, bar ez a 10. sejtés egyik legérdekesebb specidlis esete.



122 Pluhdr Andrés

A 9. tétel megbizé-festd jatékokra. A festé nyer, ha

Z 2 lAIFT 1

AeH

Bizonyitds. Szinezze a festé a kapott elemeket pénzfeldobassal. Nézziik
meg, milyen valdsziniiséggel lesz egyszinli egy A € FE(H) halmaz. Ha egy
{z;,y;} C A, akkor nem lehet egyszini A. Ha |{x;,y;} N A| < 1 minden i-re,
akkor ez a valészintiség 2~ 141+1,

Ezért az egyszinti halmazok varhaté szama I < )7, 4 27141+ < 1 a
meghizd bdarmely stratégidja esetén. Ha a megbizonak lenne nyerd stratégiaja,
akkor minden jaték végén lenne egyszinii halmaz, azaz IE > 1. Mivel a jaték
nem lehet dontetlen, igy az 1. tétel miatt a festének van nyerd stratégigja. O

Elfogult jatékok. Stirii grafokra is érdekessé tehet6 a Shannon-féle kapcsold
jaték, ha a rombolé nem egy, hanem t6bb, mondjuk b élt vehet el egyszerre,
[18]. Ha a K,,-n (n-pontu teljes gréaf) jatszunk, van egy by toréspont, azzal,
ha b < by, akkor az épité, ha b > by akkor meg a rombolé nyer.2> A fenti
példédban by ~ n/logn, vagyis az épitd élei akkor kotik Gssze a pontokat, ha
ennél jéval kisebb a b, és akkor nem, ha b >> by. Az épitd altal megszerezhetd
részgraf mas P tulajdonsigai is érdekesek: Hamilton kor vagy hosszi utak
léte, [7, 9, 51], a legnagyobb komponens mérete, [15], az dtméré, [3] vagy a
minimalis fokszém, [9, 52].

Az egyik legfontosabb eszk6z a 9. tétel dltalanositdsa, Beck Jézsef, [5]. A
(V,H,a,b) hipergraf jaték szabdlyaiban megegyezik a F = (V,H) jétékkal,
csak az egyik fél, (épit6-rombold valtozatban az épitd) a, a mésik (rombold)
pedig b elemet vehet fordulénként.

Erdés-Selfridge-Beck tétel. A (V,H,a,b) hipergraf jaték épité-rombold
véltozatdban ha > 4, (1 +b)!~14/¢ < 1, akkor a rombold nyer.

Igazolni a korabbi sulyfliggvények kis modositasaval lehet. Ez a tétel is
éles, azaz a feltételben egyenlOséget irva mar nem igaz.

Felmeriil, honnan lehet megtippelni, mit varjunk egy-egy graf jatékban,
azaz milyen a és b érték mellett érhet el az épit6 egy P tulajdonsagot? Itt djra
a véletlen heurisztika jétszik donté szerepet, a véletlen grafokra alapozva, [1].

A G(n,p). A G(n,p) valészintliségi mezd gy keletkezik, hogy az n pontu tel-
jes graf éleit egymaéstdl teljesen fiiggetleniil, p valdsziniiséggel hagyjuk meg.26

A G(n,p)-re vonatkoz6 eredmények jé része arrdl szdl, ha adott egy P
monoton graftulajdonsig,?” akkor egy G € G(n,p) milyen fp(p) valészinii-
séggel P tulajdonsdgi? Ha P nem trividlis, akkor f»(0) =0, fp(1) =1, és

25A by pontos értékének kiszdmitdsa tobbnyire reménytelen, dltaldban csak becslések
adhatdk.

2630k més véletlen graf modellt is hasznalnak. A perkoldcid elméletben racsok éleit veszik
p valészinliséggel, az un. kis-vildg grdfok leirdsara egy hatvanytorvényt koévetd fokszam
eloszlasiak koziil hiiznak egyet egyenletes eloszlds szerint.

27A P attél monoton, ha egy G rendelkezik vele, akkor 1j éleket véve G-hez megmarad
P. Monoton pl. az 6sszefliigg6ség, Hamilton kor léte, de nem ilyen Euler koré.
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fp(p) monoton névé p-ben. Sok esetben van egy olyan pg kiiszdb, ami koriil
ugrik fel f» majdnem nullarél majdnem egyre, [1].

A véletlen graf heurisztika. A P monoton graftulajdonsdg elérését célzd,
a K, élein folyo épité-rombold jaték by toréspontja ott van, ahol a megegyezé
élstirtiséget add py kiiszob értéke P-nek a G(n,p)-ban. Pontosabban, by =~
a(1 = po) /po, vagy po = a/(a+ bo), [5].

Ez a heurisztika oly eredményes, hogy az a kiilonleges, ha nem ad jé
eredményt. Erre példa az atmérd jaték, ldsd [3]. Itt egy rogzitett d € IN-
re az épitd azt szeretné, ha a részgrafjanak dtmérdje 2® nem haladni meg
d-t. Jeloljik ezt Dy(a,b)-vel, ahol a és b, mint eddig. A véletlen graf
heurisztika szerint az épitének nyernie kellene az D5(1,1) jatékot, hisz egy
véletlen G € G(n,1/2) gréfra nagy valdsziniiséggel diam(G) = 2. Ez nincs
igy, a rombol6 nyeri a Dy (1, 1) jatékot, ha n > 4. (A rombold vesz egy zy élt,
majd parositast jatszik: az épité egy xz lépésére yz-vel, az yz-re pedig xz-vel
felel.) Ugyanakkor, ha az épité két élt vehet 1épésenként, akkor majdnem
helyreall a rend; az épitd nyeri a Dy(2,b) jatékot, ha b < 0.25n'/7 /(Inn)3/7
és n elég nagy, lasd [3].

Magukon a véletlen grafokon is értelmezhetok pozicids jatékok, itt kovetjik
Milos Stojakovié és Szabd Tibor lefrdsat az [51]-b6l. Adott egy (V,H,a,b)
hipergraf jaték. A (V,,H,,a,b) véletlen jdték olyan jatékok valdszintiségi
mez06je, melyekre minden x € V egymastodl fiiggetleniil, p valdsziniiséggel
keriil V)-be, és az H, = {W € H: W C V,}. Ha példaul V = (K,,) és
H a K, graf feszitofai, akkor feltehetd a kérdés, milyen p értékekre nyer az
épité (rombold) nagy valésziniiséggel a (V,,, H,, a,b) véletlen jatékban? Mint
a véletlen graf heurisztika alapjan ez varhato, lesz egy bP téréspont, tovabba
b? = O(pn/logn), feltéve hogy p > clogn/n, valamely ¢ > O-ra, [51].

Egy pozicids jatékban a lépés joga is fiigghet a véletlentdl. Yuval Peres és
tarsai a [43]-ban egy olyan hexet vizsgdlnak, ahol minden forduléban érme-
dobassal dontik el, hogy melyik fél 1éphet. Tébbféle alaku téabla definidlhato,
de a véletlen heurisztika hibéatlanul joésol: ugyanakkora valdsziniiséggel nyer
az egyik, mondjuk a fehér, a tokéletesen, mint a véletlentil jatszé ellenfelek
esetén. Meglep6 médon az n X n véletlen hex barmely allasdban az optimalis
stratégia polinom idében kiszamithat6 és a valasztandé mez6 mindkét félre
ugyanaz. A jaték szoros kapcsolatban van a hatszogracs perkoldcié elméleté-
vel, és, hataratmenetben, a konform leképzésekkel.

Altaldban is beszélhetiink egy (V,H) jaték véletlen valtozatardl; erre
kiterjesztheto a 9. tétel.

Erdés-Selfridge véletlen jatékra. Ha a (V,H) hipergraf jaték véletlen
valtozatdra >° 4 o4, 27141 < 1, akkor azt legaldbb 1/2 valészinfiséggel nyeri a
rombold.

Bizonyitds. Jatszon a rombold gy, mint a 9. tételben. Ekkor Flw; 1] <
IE[w;] < 1 minden i-re, és ebbdl a Markov egyenlStlenség adja az allitdst. O

28egy G graf dtméréje, diam(G) = max, ,ev(q) 4z, y), ahol d(z,y) az z és y pontok
kozti legrévidebb Ut hossza.



124 Pluhdr Andrés

A masodik momentum mdédszer. Egy G € G(n,1/2)-ben a legnagyobb
klikk mérete, w(G) a legtébb n-re nagy valészintiséggel egy k;, értékre kon-
centralédik,?® [1]. Ez a k,,, pontosabban a g,, = k, —2 = 2log, n—2 log, log, n+
2log, e — 3 szam donté szerepet jatszik a Ramsey jdtékokban. Itt a felek a
K, éleit veszik, és a cél (vagy éppen elkeriilendd dolog) egy K, részgraf
Osszes élének megszerzése. Beck Jozsef beldtta a [10]-ben, hogy ¢, a Ramsey
jatékok toréspontja nagy n-ekre. Pontosabban, ha g, nincs nagyon kozel egy
egészhez, akkor ¢ < |gn]-ra lesz egyszini K,, mig ha ¢ > [q,], akkor ez
elkeriilhets.2 A véletlen heurisztika megint j6l miikédik, hisz a ¢, nemcsak
az épité-rombold, sumak-hajcsar, de a kérdez6-valaszto jatékokra is érvényes.
Szintén a derandomizacié az dtlet a fokszam jétékban, [3, 9, 52], itt az épitd
célja a K, éleibSl minden pontnal legaldbb n/2 — k élt megszerezni. Ha
k > v/nlogn, akkor az épit6, ha k < \/n/24, akkor a rombold nyer. Hasonld
igaz kérdezo-vélasztd, vagy megbizd-festo jatékokra; az utébbi alsé korlatja
kiilonGsen egyszerti.

A megbizé-festd fokszdm jaték. Itt a festé akkor nyer, ha az lesz olyan
x, melynél a megbizé és festd altal vett élek kiillonbsége > k, ahol k elére
adott. Ha k? = (},) = m, akkor a festd nyer.

Bizonyitds (Beck otlete alapjén, ldsd [9]). Az H a graf egy-egy pontjira
illeszkedd élek halmazai. Egy A € H-ra jeldlje A;(F) ill. A;(M) a festd ill. a
megbizé altal az i-dik forduld végéig elfoglalt elemeinek a szamat. Tovabba
az Astlya w;(A) = Aj(F)—Ai(M) és wi = Y 4oy, wP(A). Aw?(A) vdltozdsa
(ha pont egy élét szinezziik) w?, | = w?(A) £ 2w;(A)+1, ezért a fests mindig
elérheti, hogy w; +2 < w;y1. A jaték végén a w,, /o > m, ezért lesz olyan
A*, melyre wfn/Q(A*) > m, vagy Wy, 2(A*) > \/m = k. Ekkor viszont az
egyik jatékosnak k-val tobb éle van az A*-nak megfelelé pontnal, mint a
masiknak. |

Ritka hipergrafok. Tegyiik fel, hogy egy F = (V,H) hipergréfban minden
A € H-ra az |A| > n és A legfeljebb d mésikkal éllel metszédik. Ekkor az un.
Lovész-féle lokélis lemmabdl kovetkezik, ha d < 273 akkor x(F) < 2, lasd
[1, 23]. Sokdig nem volt azonban vildgos, hogyan taldlhatjuk meg gyorsan
(polinom id6ben) az F egy jé szinezését. Kicsivel erésebb feltételek mellett
Beck Jézsef leirt egy ilyen algoritmust a [8]-ban. Ezek alapjdn azt varndnk,
ha d nem til nagy (példdul d < 2"/2), akkor az épité-rombolé jatékot a
rombolé nyeri a H-n.

Altaldban ez a kérdés teljesen nyitott, de az un. majdnem diszjunkt hiper-
grafok esetében tobbet tudunk. Az F = (V, H) hipergraf majdnem diszjunkt,
ha A # B = |[AN B| <1, minden A, B € H-ra. Ez teljesiil a HJ(n,d)
jatékokra; ekkor megmutathatd, léteznek olyan c1,co > 0 konstansok, hogy
a rombol6 nyer, ha d < ¢1n?/logn, mig az épité nyer, ha d > con?, lasd [11,
12]. Ha F = (V,’H) majdnem diszjunkt és |[A| < 3 minden A € H, akkor
polinom idében eldéntheté az épité-rombolé jaték, lasd [37].

29 A koncentrécié bizonyitasdnak eszkéze a masodik momentum médszer.
30Vegyiik észre, hogy ez lényegében teljesen pontos eredmény!
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Ujrafelhasznalt jatékok. A malomhoz (Nine Men’s Morris) hasonl po-
ziciés jatékok az aldbbiak. Adott egy H hipergraf és egy n paraméter. Az
elsé n 1épesben a szokasos mdédon jatszanak a felek, majd utdnna a mar
lerakott (sajat) jeleket Lehet dthelyezni. Ha egy épit6-rombolé F jatékban
a rombolénak van nyerd péarositdsi stratégidja, akkor ez hasznalhaté az RF
ujrafelhasznalt valtozatban is.3! Nyitott kérdés viszont, hogy 4ltaldnositha-
to-e a 9. tétel? Néhany, Kaplansky tipusi ijrafelhaszndlt jatékra vannak nem
trividlis redmények.

Kaplansky eredeti probléméjaban az IR? pontjait vehetik felvaltva a ja-
tékosok, k € IN rogzitett. Az nyer, akinek el0szor k pontja egy olyan £ egye-
nesen, amin az ellenfelének nincsen pontja. (Az épité-rombolé valtozatban
épité akkor nyer, ha lesz olyan ¢ egyenes, amelyen neki k pontja van, mig a
romboldénak egy sem.) A [6]-ban, tébbek kozt szerepel olyan ¢y, ¢y > 0 kons-
tansok 1éte, hogy az n 1épésig tartd jatékot a rombold nyeri, ha k > ¢ logn,
és az épitd nyeri, ha k < cylogn. Az épité nyerése az IR? egy alkalmasan
valasztott véges S halmazén és az alabbi tételen alapul. Itt

Ag(F)=max [{A:zx,yc AeH}|.

z,yeVv

Tétel (Beck, [6]). Az épitd kezdSként megnyeri a (H,p,q) épité-rombold
jatékot, ha

p+q Al 2 2 -3
Yo (— >p ¢ (p+q) "AA(H)V].
AeH p

Ha csak a vizszintes, fligglleges és +1 meredekségii egyeneseken jatszunk,
és p = 2, ¢ = 1 akkor vannak olyan ci,co > 0 konstansok, hogy az djra-
felhasznalt Kaplansky jatékot a rombold nyeri ha k& > c¢; logn, mig az épito
nyer, ha k < ¢z logn, ldsd [47]. Ugyanitt talalhatd, hogy az dltaldnos esetben
(azaz az IR? Gsszes egyenesét tekintve) a rombol6 nyer, ha k > 2n!/3.

Az utébbi eredmény Szemerédi Endre és William Trotter egy klasszikus
kombinatorikus geometriai tételén milik.>? Egy illeszkedés egy (p, L) pér,
ahol p € IR?, L egy egyenes és p € L.

Szemerédi-Trotter tétel. Vegylink n pontot és m egyenest a sikon, és
legyen I az illeszkedések szdma. Ekkor I < c(n +m + (nm)?/?), ahol c egy
abszolut konstans.

fgy ha m azon egyenesek szama, amelyek mindegyike legalabb k£ pontjat
tartalmazza egy n-pontd halmaznak, akkor m < con?/k?, ha k < /n, ahol
co konstans. Ez garantélja, hogy a rombolonak mindig lesz egy olyan pontja,
amelynek elmozditdsa nem befolydsol egy megfelel6 sulyfiiggvényt, [47].

Alakzatok a sikon. Szintén a Kaplansky jaték motivalta az alabbi tipusi
problémaékat, ldsd [14]. Adott egy k pontbdl 4ll6 D alakzat a sikon, és az

31 Az RF-amébit a rombolé nyeri, ha k > 9. A k = 8-ra mar nem vildgos a helyzet.
32Ennek egy nagyon szép, a véletlen médszert hasznalé bizonyitésat adta Székely Laszl,
lasd [1].
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épité akkor nyer, ha megszerzi az Gsszes pontjat valamely ¢(D)-nek, ahol ¢
az IR? mozgascsoportjanak egy eleme.

Tétel (Beck, [14]). Az épit6 nyeri az alakzat jatékot a sikon minden véges
D esetén.

Beck otletes konstrukcidval egyfajta véges racsot készit a D elforgatott,
eltolt példanyaibdl, majd a fent emlitett, [6]-beli tételt alkalmazza.33

5 Nyitott problémak

Az eddigiekbdl taldan az a kép alakult ki, hogy a hipergraf jatékok elmélete
nagyjabdl lezart, jelentés Gj eredmények nem varhatok. Attéréseket termé-
szetesen nem tudunk igérni, de arrdl szd sincs, hogy ne lenne meg ennek
a lehetésége. Tomérdek jatékrdl alig tudunk valamit, illetve a PSPACE-
teljesség miatt egészen kicsiny jatékok sem oldhaték meg szamitégéppel.34
Néhany megoldatlan kérdéssel koszoniink el az Olvasotdl, egy hosszabb lis-
taért lasd [14].

1. Nyer-e a kezdo jatékos az 5-amébaban a végtelen tablan?
2. Ki nyeri az épité-rombold 6- illetve 7-amobat?

3. Jatszuk a 6-amébat a kovetkezd forméban. Az kezd6 jatékos egy elemet
valaszthat, azutan a jatékosok 2-2 elemet vehetnek felvaltva. Mi lesz a
végeredmény?

4. Megnyerheti a kezd6 a HJ(5,3)-at? Mi a helyzet az épité-rombold
valtozattal?

5. Hogyan nyer a kezd6 a 10 x 10-es hexben?

6. Egy épit6-rombold jatékban a végtelen négyzetracson épité célja az
aldbbi D minta egy ¢(D) példénya. D = H? és ¢ egy izometria.
Nyerhet az épit6?

7. Az F = (V,’H) hipergrafra |A| = n minden A € H és minden x € V-re
{A:z € A} <2773/n . Kinyeri az épité-rombolé jatékot F = (V, H)-
n?

8. Egy d-regularis G graf éleit véve jatszik fokszamjatékot épitd és rom-
bolé. El tud érni épité d/2 — cy/dlogd fokszamot minden pontra, ahol
¢ >0, d-t6l és G-t¢l fliggetlen konstans? Esetleg d/3-at?

33 A jaték hossza ezzel a stratégidval éridsi mar akkor is, ha D egy szabdlyos tszog
csucshalmaza.

34Az n. &llapotgraf vizsgélatira van sziikség; ennek nagyjabél O(N3N ) pontja van,
ahol N = |V| a F = (V,H)-ra. Ez pl. a HJ(5,3)-ra O(3!25) pontt grafot jelent, azaz
reménytelen véllalkozas.
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Az F = (V,H) hipergrafra ) ,, 2741 < 1. Igaz, hogy ekkor a
kérdez6 nyeri a valaszto-kérdezé jatékot F-en?

Az F = (V,H) hipergréfra ) 4o, 274" < 1. Igaz, hogy ekkor a
rombolé nyeri az djrafelhasznalt épité-rombolé jatékot F-en?

A K, élein jatszik (1 : b) elfogult jatékot épitd és rombold. Epl’té
akkor nyer, ha megszerez egy fesz{t6fat. Mi a legnagyobb b(n) amelyre
nyerhet? (Nyerhet, ha b(n) = (1 — €)n/logn, € > 0, n > n.?)

F = (V,H) majdnem diszjunkt hipergrafra |A| < 4 minden A € H-ra.
El lehet donteni polinom idében, hogy ki nyeri az épit6-rombolé jatékot
F-n?

PSPACE-teljes probléma eldénteni, hogy ki nyer egy tetszéleges valasz-
to-kérdez6 jatékban?

Nyerhet a kezd6 a Kaplansky jatékban, ha k > 47

Nyerhet a kezd6 az alakzat jatékban a sikon egymilli6 1épésnél keveseb-
bel, ha D a szabdlyos 17-sz0g csucshalmaza?
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POSITIONAL GAMES

In the Introduction we define the Positional (or Hypergraph) Games, and the most
basic facts (Zermelo-von Neumann theorem, the Strategy Stealing argument) con-
cerning those. A few examples are also listed, such as the Tic-Tac-Toe, the Tic-
Toc-Tac-Toe, the 5-in-a-row, and its generalization the k-in-a-row. Formally a
Positional Game is defined as follows. Given an arbitrary hypergraph F = (V, F),
the first and second players take elements of V' in turns. The player, who takes all
elements of an edge A € F first wins the game. In the second section (Topology)
we mainly deal with the game of hex, the hex theorem and its relatives. There
is no draw in hex, and this fact is equivalent to the Brouwer fixed point theorem,
the Pouzet lemma, or that the y-game also cannot end in a draw. The central
result of the third section (Pairing and Matroids) is the Hales-Jewett theorem. It
comes from the classical Kénig-Hall theorem and the main consequences of it are
the bounds on the Hales-Jewett games. There are natural generalizations of pairing
strategies; one is the divisions of the board into pieces that can be used in the k-in-
a-row games. The other is a dynamic pairing that is based on matroids and gives
Lehman’s theorem. The fourth section (The probabilistic method and weight func-
tions) are devoted to the variants of the Erdds-Selfridge theorem. The main issue
is how to turn random graph/hypergraph arguments into deterministic strategies.
Here we discuss Maker-Breaker and Picker-Chooser games, biased games, games
defined on the complete graph K, or even on the random space G(n,p). At the
end of the section we mention some problems involving infinite hypergraphs; those
are the Kaplansky’s game, and its variants/derivatives. Finally we provide a list of
open research problems.
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REGRESSZIOS JATEKOK!

PINTER MIKLOS
Budapesti Corvinus Egyetem

Egy kooperativ jaték megoldasa az egyes jatékosok altal egytittesen elérheto
eredmény bizonyos elvek szerinti elosztasa a jatékosok kozott. Egy regresszios
modellben a rendelkezésre 4ll6 magyarazd valtozok altal egytittesen elérheto
illeszkedés az az eredmény, amit szét szeretnénk osztani. Az egyes magyarazd
valtozok jatékelméleti modszerekkel vald értékelése egyrészt hozzasegit az
adott, modellezni kivant probléma jobb megértéséhez, masrészt segit kiva-
lasztani azoknak a véaltozoknak a korét, amelyek az adott probléma model-
lezéséhez sziikségesek. A cikk célja, hogy a kooperativ jatékelméletben jol
ismert Shapley-érték fogalmat hasznalva értékeljiik a regressziés modellek
magyarazo valtozdit. Attekintjiik a Shapley-érték Hart és Mas-Colell-féle
karakterizacidjat, és példakon mutatjuk be a javasolt eljarast. Konklizié: a
Shapley-érték hasznalata regresszios modellek magyarazo valtozoinak értéke-
lésére védhetd, jol interpretalhaté modszer.

1 Bevezeto

Az 6konometriai, statisztikai elemzések sordn gyakran felmeriil az adott ma-
gyarazo valtozdk, vagy bizonyos hatdsok fontossaganak megallapitdsa. Is-
merjik az elemezni kivant jellemzok egyiittes hatdsait, marginalis hatésait,
ezekbdl szeretnénk a valtozok egy tisztitott, egyéni értékelését kapni, mely
egyéni értékelés jol jellemzi az egyes valtozokat, hatasokat. A feladatot meg-
fogalmazhatjuk gy is, hogy szét szeretnénk osztani az egyes magyarazd
valtozdk egylittes hatasat az egyes véltozdk kozott gy, hogy a szétosztas
rendelkezzen bizonyos tulajdonsidgokkal.

A jatékelméletben az ilyen, vagy ehhez hasonlé kérdésekre az dtruhdzhatd
hasznossagu kooperativ jatékok megoldédsai adnak valaszt. A feladat ott az,
hogy szétosszuk az egyes jatékosok (magyardzé valtozdk) kozott az altaluk
egylittesen elért eredményt (illeszkedést).

A kooperativ jatékelméleti megoldédsok alkalmazésa valtozéértékelésre mar
Chevan és Sutherland [2] cikkében felmertil, akik kiilonb6zé regresszids fela-
datok kapcsdn a magyardzé valtozdk egylittes magyardzderejét (t6bbszords

1K6sz6n6m Forgé Ferenc professzornak, hogy rairanyitotta a figyelmemet a cikk témé-
jara, nevezetesen arra, hogy a kooperativ jatékelméleti megoldaskoncepciék hasznalhatéak
tobbvaltozds regressziés modellek magyarazé valtozdinak értékelésére. Kiilon koszonom a
cikk birdléjanak, Hajdu Otténak, értékes észrevételeit, javaslatait. Koszonettel tartozom
tovabba, Forgé Ferencnek, Orosz Agotédnak és Solymosi Tamasnak, akik szémos megjegy-
zésiikkel, javaslatukkal segitették munkamat. Természetesen az eléfordulé pontatlansigo-
kért, hibdkért egyediil én vagyok a felelés. Ez a munka az OTKA T046194 pélyazat tdmo-
gatdsaval késziilt. Beérkezett: 2007. majus 30. E-mail: miklos.pinter@uni-corvinus.hu.
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determindcids egytitthatd) osztottak szét az egyes véltozdk kozott a Shapley-
érték szerint. Chevan és Sutherland nem ismerte fel, hogy a Shapley-értéket
hasznaltdk értékelésiikre, erre csak Stufken [17] hivta fel a figyelmet késébb.
Ettol a pontdl kezdve viladgos volt, hogy a kiilonbozé statisztikai, valtozé-
értékelési sth. vizsgalatok soran a kooperativ jatékelmélet bizonyos megol-
déskoncepcidi, fogalmai haszndlhatéak. Shorrocks [16] megmutatta, hogy a
hatésértékelési (valtozoértékelési) mddszerek egy széles csoportja tekinthetd
gy, mint a Shapley-érték kiilonb6z6 megfogalmazasai, sét, a szerzé altal az
értékelési eljarasokkal szemben megfogalmazott elvarasoknak a Shapley-érték
eleget tesz, tehat abban az értelemben idedlis értékelési eljaras. Lipovetsky és
Conklin [10] szintén a Shapley-értéket hasznélja regressziés modellek véltozé-
értékelésének meghatarozasara, kiilonos tekintettel a multikollinearitds altal
okozott értékelési problémék kezelésére. Lipovetsky és Conklin nem ismerik
a fenti szerzdket, igy nem tudjak, hogy eredményeik csak részben tjak.

Szamos, a Shapley-értéket hasznald, nem kozgazdasigi, nem itizleti alkal-
magzott irds, alkalmazas, elemzés jelent mar meg. Csak iranymutatéds végett,
példaként megemlitiink néhanyat: Cox [3], Gefeller et al. [6], Albrecht et al.
[1], Wan [18], Zhang és Wan [19].

Gromping [8] a Shapley-érték statisztikai alkalmazdsdnak egy részletes
attekintését adja. A cikk megjelenésének ddtuma (2007), tovdbba annak
tartalma egyértelmiien mutatja, hogy a Shapley-érték statisztikai alkalmaza-
sanak elmélete fontos, még formalddd, korant sem lezart kutatési tertilet.

A cikk célja, hogy elméleti oldalrdl alatamasszuk a Shapley-érték haszné-
latat regresszios modellek magyarazo valtozdinak értékelésére. EbboI a célbol
bevezetjik a regresszios jatékok fogalmat, amely fogalom nem mintakra,
hanem valészintiségi véltozdkra épiilé fogalom. A regresszids jatékok ez a
fajta absztrakt tulajdonsaga lehet&vé teszi, hogy elvi oldalrdl jellemezziik ezt
a jatékosztalyt. A f6 jellemzésiink a Shapley-érték Hart és Mas-Colell-féle
[9] karakterizdcidjara épil. A 27. tételben megmutatjuk, hogy a Shapley-
érték az egyetlen olyan, a regresszios jatékok osztalyan értelmezett értékelés,
amely rendelkezik a Hart és Mas-Colell altal megkovetelt, és a regresszids
problémak soran jél interpretalhatd, jogosan elvarhaté tulajdonsidgokkal.

A munka felépitése a kovetkezd: a 2. szakaszban attekintjitk a cikkben
hasznalt jatékelméleti fogalmakat. A 3. szakaszban a Shapley-érték Hart
és Mas-Colellféle potencidlra tdmaszkodd jellemzését targyaljuk. A 4. sza-
kaszban bevezetjiik a regresszids jaték fogalmét (22. definicid), tovabbd meg-
mutatjuk, hogy a potenciallal miként jellemezhet6 a Shapley-féle értékelés a
regresszis jatékok osztélydn (27. tétel). Végiil, az 5. szakaszban egy konkrét
alkalmazdsi médszert ismertetiink. Az utolsé szakasz az 6sszefoglalasé.

2 Kooperativ jatékok
Ebben a szakaszban réviden attekintjiik a cikkben érintett kooperativ jatékel-

méleti fogalmakat. Nem tériink ki részletesen minden fogalomra, eredményre,
amit hasznédlni kivdnunk, hanem tdmaszkodva az [5] jegyzetre, csak azokat
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a fogalmakat, eredményeket targyaljuk, amelyek kozvetlenitil sziikségesek a
cikk megértéséhez.

1. definicié. Legyen N a jatékosok véges halmaza, és legyen v : P(N) — IR
olyan fiiggvény, hogy v(f)) = 0, ahol P(N) az N halmaz hatvdnyhalmaza.
Ekkor v-t karakterisztikus fiiggvénnyel adott, atruhazhaté hasznossagi, mas
néven TU (transferable utility) kooperativ jatéknak (a tovdbbiakban réviden
,,csak” kooperativ jatéknak) nevezziik.

A fenti definicié mogott meghiizédé intuicié a kovetkezo: az N halmaz
részhalmazai az egyes koalicidk, mig a v karakterisztikus fliggvény értékei az
egyes koaliciok altal elérheté kifizetést, hasznossagot adjak meg. Lathato,
hogy a koalicidk tagjai egyiitt érnek el bizonyos kifizetési értékeket, és az
elért értékeket tetszOlegesen szét tudjak osztani a résztvevék kozott; innen
az atruhazhaté hasznossag jelzo.

2. segédtétel. Legyen GV az |N| (N szdmossiga) elemfi jatékoshalmazzal
INT_q

rendelkezd kooperativ jatékok osztélya. Ekkor tetszéleges N-re GV és IR?
izomorfak.

Bizonyitds. A bizonyitdst az olvaséra bizzuk. |

A fenti segédtételbél kévetkezik, hogy valdjaban nem maga a jatékosok
halmaza N, hanem N szdmossdga az, ami fontos. Tehat a jatékosztéaly fogal-
ma nem a jatékosok személyére, hanem azok szdmara épiil. A tovabbiakban
feltessziik, hogy v € GV olyan kooperativ jaték, amelynek jatékoshalmaza
N ={1,...,n}, és a két tér kozott rogzitett izomorfizmusunk van, magyaran
szblva, feltessziik, hogy IR?" ! egy rogzitett béazisa mellett definigljuk v-t.

3. definici6. A v € GV kooperativ jaték monoton, ha tetszSleges olyan
A, B € P(N) esetén, hogy A C B, v(A4) < v(B).

A monoton kooperativ jatékban egy 1j jatékos tetszéleges koaliciéba vald
belépése nem csokkenti az elérhetd hasznossagot.

4. definicié. A v € GV kooperativ jaték szuperadditiv (szubadditiv), ha
tetszbleges olyan A, B € P(N)-re, hogy AN B =0, v(AU B) > v(A) + v(B)
(v(AU B) < v(A) +v(B)). v additiv, ha egyszerre szuper- és szubadditiv,
tehdt, ha tetsz6leges olyan A, B € P(N)-re, hogy AN B =0, v(AU B) =
v(A) +v(B).

A szuperadditiv kooperativ jatékokban szdmolhatunk a nagykoalicié (N)
megalakuldsaval, hiszen az Osszes jatékos Gsszefogdsa olyan hasznossagi szin-
tet tud biztositani a jatékosoknak, amit mas ,,részosszefogasokkal” felillmulni
nem lehet. A szubadditiv jatékok esetén azonban (kivéve az additiv esetet)
nem varhaté a nagykoalicié megalakulasa, ezek a kooperativ jatékok bizonyos
értelemben patologikusak.

5. definicié. A v € GV kooperativ jaték lényeges, ha v(N) > 3 v({i}).
ieN
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A lényegesség esetében az elvards az, hogy a nagykoalicié altal elérheté
hasznossagi szint haladja meg a jatékosok altal egyénileg elérheté hasznossa-
gok Osszegét. A lényeges elnevezésre a magyardzat abban rejlik, hogy a nem
lényeges jatékok esetén végképp nem szamolhatunk a nagykoalicié megala-
kulasaval.

6. megjegyzés. Nagyon sok egyensulyfogalom csak lényeges jatékok esetén
bir jelentéssel. Igy pl. a mag, kernel, alkuhalmaz, stabil halmaz, nukleolusz
csak lényeges jatékok esetén tartalmas fogalom (Isd. pl. [4, 5, 11]).

Ebben a cikkben a Shapley-értéket (Shapley [14]) hasznaljuk.

7. definicié. Legyen v € GV kooperativ jéték, és legyen v/(S) = v(SU{i})—
v(S), ahol i € N, S € P(N). Legyen tovabba tetszdleges i € N esetén

SIN(|N|—1|S] = 1)! .
gh(s>:{' LN IS D! g

IN|!
kilonben

eloszlas P(N)-en?. Ekkor ¢;(v), az i jatékos Shapley-értéke a kovetkezo:

Gi(v) =Y wi(S) fEu(S) - (1)

SEP(N)

A Shapley-érték mogé egy jol megfoghatd intuicié helyezhets. A v}(S)
az az érték, ami az i jatékos ceteris paribus hozzajaruldsa az S koaliciohoz.
Tehat, ha az i jatékos nem tagja az S koalicionak, akkor az 6 belépése az S
koaliciéba v}(S) ,,tobbletet” hoz, ha pedig az i jatékos tagja az S koaliciénak,
akkor v}(S) = 0. Tegyiik fel, hogy a koalicidk az egyes jatékosok véletlenszert
sorrendjébél alakulnak ki (pl. érkezési sorrend), tehdt minden azonos elem-
szamu koalicié bekovetkezésének azonos a valdszinisége. Legyen S egy tet-
sz6leges koalicid, ekkor ha i ¢ S, akkor az S koalicié |S|I(|N] — |S| — 1)!/|N]!
valészintiséggel alakul meg, igy az ¢ jatékos hozzajaruldsa ezen a koalicion
keresztiil varhatéan v} (S)|S|I(|N| — |S| — 1)I/IN|! = vi(S) £§,,(S), tehdt ¢;(v)
nem més, mint v}, ffgh-ra vonatkozé varhato értéke.

A kovetkez6 példaban a fent ismertetett Shapley-értéket és a hozzd kap-
csolhaté intuiciét mutatjuk be.

8. példa. Legyen N = {1, 2,3}, és legyen v a kovetkez:
v({1}) =1, v({2}) =0, v({3})=2,
U({L 2}) =2, U({1>3}) =2, U({2>3}) =3,

v({1,2,3}) =5.
Erkezési sorrendek:
11 2 2 3 3
2 31 3 1 2
3 2 31 2 1

2Tehat Y fL,(8)=1.
SEP(N)
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~—

Hatdrhozzajarulasok (jatékosonként

11 2 2 0 2
1 3 00 31
31 3 3 2 2

A Shapley-értékek:

1 8
¢1(U)=E(1+1+2+2+0+2)=E
1 8
¢2(U)=E(1+3+0+0+3+1):E
1 14
qﬁg,(u):6(3+1+3+3+2+2):F

Fontos latni, hogy a Shapley-érték azonos valészintiséggel, sullyal kezeli az
egyes jatékosokat (f%,-k). Ez az ,,egyenld” kezelés a Shapley-érték normativ
tulajdonsaga. Természetesen hasznalhatunk mas silyrendszert is, ekkor kap-
juk a Shapley-érték egy altaldnositdsat, az aszimmetrikus Shapley-értéket
(Isd. pl. Shapley [15]).

9. megjegyzés. Vilagos, hogy ¢ egy linearis leképezés, igy annak konkrét
formaéja fiigg mind az értelmezési tartomany, mind az értékkészlet vektorterek
bézisatél. Az értelmezési tartomany bazisat mér rogzitettiik, igy tovabbiak-
ban rogzitjik az értékkészlet egy bazisat is. Ekkor ¢ jéldefinialt.

A kovetkezOkben tisztazzuk, hogy milyen tulajdonsagokkal rendelkezik a
Shapley-érték, illetve, milyen tulajdonsagok meglétével egyenértékii a Shap-
ley-érték. FEz utébbi kérdés a Shapley-érték axiomatizaldsa, és ehhez van
sziikség a kovetkezd fogalmakra, eredményekre.

10. definicié. Legyen v € GV tetsz6legesen rogzitett, és legyen i,5 € N.
Ekkor az i és j jatékosok ekvivalensek (i ~ j), ha minden olyan S € P(N)-re,
hogy i,j ¢ S, vi(S) = vj(9).

A fenti definici6 szerint két jatékos ekvivalens, ha felcserélhetéek, tehét, ha
egy olyan koaliciot vizsgalunk, amiben egyikojiik sincs benne, akkor mindegy,
hogy melyik csatlakozik az adott koalicibhoz, mind a ketten ugyan annyi
,,tobbletet” hoznak. Kénnyen lathatd, hogy ~ ekvivalencia relacié.

11. definicié. A v € GV kooperativ jaték alapjaték, ha i,7 ¢ NP(v)-bdl
kévetkezik, hogy i ~ j, ahol NP(v) = {i € N | v} = 0}, a v jaték nulla-
jatékosainak halmaza.

Egy kooperativ jaték akkor alapjaték, ha a nullajatékosokon kivil csak
egyféle jatékosa van. Az alapjaték fogalom hasznélhatésdga nem dertl ki
igazan a kovetkezOkben targyaldsra keriil6 problémaknal, de mas, itt nem
targyalt axiomatizalasi koncepciéknal kulcsszerepe van.

12. kdévetkezmény. Ha v € GV alapjdték, akkor tetszéleges a € IR esetén
av is alapjdték.
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Bizonyitds. A 11. definicié kozvetlen kévetkezménye. O

Egy alapjaték tetszéleges skalarszorosa is alapjaték. Magyaran szélva, az
alapjatékokat szabadon lehet , nytjtani”, , zsugoritani”, attél még alapjaté-
kok maradnak.

Vildgos, hogy meglehetésen sok fajta alapjaték van. Ennek megmu-
tatdsdra nézziik a kovetkezd, [12]-bél vald allitast.

13. Allitas. Legyen v € GN tetszolegesen rogzitett kooperativ jaték. Ekkor

Jvs, ..., vk € GN alapjdtékok, hogy v = Z V.
i=1
Bizonyitas. Elég azt megmutatni, hogy van 2" — 1 linedrisan fiiggetlen
alapjaték. Legyen
1, haTCS§S
ur($) = {0 kiilsnben,

ahol S,T € P(N), T # ( tetszblegesen rogzitett. Az wur jatékot a T
koalicidhoz tartozé egyetértési jatéknak® nevezziik. Konnyen lathatd, hogy
az egyetértési jatékok alapjatékok.

A kovetkezd 1épés annak megmutatasa, hogy {ur }r.p linedrisan fiiggetlen
vektorrendszer. Indirekt tegyiik fel, hogy 0 =3 7cp(nyg arur és {T' [ ar #
0} # 0. Legyen T* a {T | ar # 0} halmaz egy minimélis eleme. Ekkor

azonban
< Z aTuT> (T*) = Q= 75 0 5

TeP(N)\0
ami ellentmondas. O

A 13. allitds azt mondja, hogy GV-nek van alapjatékokbdl &ll6 bazisa,
amely &llitast egy konkrét bazis megaddsival bizonyitottunk. GV alapjaté-
kokbdl allé bézisainak a jellemzése, kategorizaldsa nyitott kérdés. A kovet-
kez6kben kideriil, hogy egy ilyen karakterizacié sokkal kerekebbé tenné a
Shapley-érték axiomatizalasanak targyaldsat.

3 Potencial fliiggvény

A Shapley-érték Hart és Mas-Colell [9] szerz6ktél szdrmazé jellemzésével
foglalkozunk a kdvetkezOkben. A térgyalds soran [12]-re tdmaszkodunk.

14. definicié. Legyen v € GV tetsz6leges kooperativ jaték, és legyen T C N.
Ekkor a v jaték T-hez tartozé v’ részjatéka a kovetkezd: vl (S) = v(S),
minden S C T-re. Lathat6, hogy v € GT.

Tehat a v jaték részjatékat ugy kapjuk, hogy egyszeriien kihagyunk ja-
tékosokat. Azok a koalicidk, ahol kihagyott jatékosok szerepeltek, azok a
részjatékban mar nem lesznek, tehdt ott a részjatékot nem is kell definialni.

3Az elnevezés nagyon talalé, hiszen a jaték értéke pontosan akkor 1, ha a T koalicié
tagjai ,,egyetértenek”.
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15. definicié. Legyen 'V = UrcnGT, P A — IR fiiggvény, ahol A C TV,
és legyen tetszleges olyan v € G C A jétékra, hogy T # 0, és |T| > 1-re
WV € A,

oy | P(v), ha |T| =1
5@_{mw_mﬂwhkmmm

Ekkor, ha tetszbleges olyan v € GT' C I'N-re, hogy T # 0 és v\ € A
minden ¢ € T-re, fennall, hogy

> Pl(v) =v(T), (2)

ieT
akkor P-t az A halmazon értelmezett potencidlnak nevezziik.

A potenciél tehdt olyan fliggvény, amely a kooperativ jatékok olyan rész-
osztalyan értelmezett, ahol nem rogzitett a jatékosok szama. Ebbdl kovet-
kezoleg, a potencial alkalmas kiilonb6z6 jatékosszamu jatékok Osszehasonli-
tasdra is. (2) szerint, tetszileges jatékban a nagykoalicié értéke megegyezik
az egyes jatékosok potencidlra gyakorolt hatdsainak Osszegével. Tehat azt
mondhatjuk, hogy egy jatékban a nagykoalicié értékét az egyes jatékosok
elhagyasaval kapott jatékok figyelembevételével kalkulaljuk.

Ehhez sziikséges a kovetkezd fogalom.

16. definicié. Az A C T'V jitékosztély részjaték-zart, ha tetszéleges v € IT'V
tetsz6leges v, T'C N, |T| > 1 részjatéka benne van A-ban.

A (2) egyenléségbdl 1dthatd, hogy a potencidl fogalma akkor nem sem-
mitmondo, ha tetszoleges jaték tetszbleges részjatéka is benne van a vizsgalt
részosztalyban. Ellenkez6 esetben a potencidl nem egyértelmi, igy nem
joldefinidlt.

A kévetkezd tétel, amely [12]-b6l vald, a Shapley-érték Hart és Mas-Colell-
féle axiomatizacidja.

17. tétel. Legyen A C T'N részjdték-zdrt jatékosztdly. Ekkor az A-n értel-
mezett fiigguény pontosan akkor potencidl, ha tetszéleges v € GT C A-ra és
tetszbleges i € T-re P (v) = ¢;(v).

Bizonyitds. Elészor megmutatjuk, hogy van A-n potencidl, s6t csak egyet-
len egy van. Vildgos, hogy ha A részjiték-zéart, akkor P/(v) létezik minden
v € A esetén. |T|-n val6 indukciéval bizonyitunk. Legyen v € G C A, hogy
|T'| = 1. Ekkor legyen P(v) = v(T).

Tegyiik fel, hogy a GT' C A, |T| = k < n halmazbeli jitékokra P
joldefinidlt (tehat egyértelmiien definidlt), és legyen v € G¥ C A olyan, hogy
|S|=Fk+1,és

S\{i}
pro) = U9 B P




138 Pintér Miklés

Ekkor .
> (P(v) = P = [S|P(v) = > P\
€S €S
S)+ ZP(US\“}) — ZP(US\{i}) =v(9),
€S €S

tehdt P megfelel (2)-nek, s6t csak P felel meg.

A kovetkezd 1épésben konkrétan megadjuk P-t. Legyen v € GT C A
tetszolegesen rogzitett, {vs}sp, G7 egy alapjatékokbol 4ll6 bézisa (a 13. 4l-
litds miatt ilyen bazis létezik), ahol T\ S = NP(vs), és v = } g4 asVs.
Legyen tovabba

P =Y S
520
Legyen most v € G% C T'V olyan, hogy |T| = 1. Ekkor P*(v) = v(T), tehét
ha |T| =1, akkor P* = P.

Legyen v € GT' C A tetszblegesen rogzitett, ahol |T| > 1. Legyen tovabba

i € T szintén tetszblegesen rogzitett, ekkor

P*(UT\{'L'}): Z asvs(T)

igssz 1S
igy
« Oésvs(T) Oésvs(T) Oésvs(T)
O D e D I Pl ¥
S£0 ¢S, S#£0 i€s
Ekkor

PILUCED 9) UL LI SIRREAREN

ieT i€T i€S S#£0
Tehdt P* potencial, magyaran szolva P* = P.

A kovetkezd 1épés annak megmutatdsa, hogy tetszéleges i € T-re P/ (v) =
#i(v). Legyen vgs € GV tetsz6legesen rogzitett fent hasznalt alapjaték. Ekkor
a Shapley-érték, és az alapjaték fogalmak definiciéibdl (7. és 11. definicidk)
kovetkezik, hogy

Us(T) .
, hate S
$i(vs) = 4 IS o
0 kiilénben,

igy a (3) egyenl6ségbdl és a Shapley-érték linearitdsabdl kévetkezik, hogy
tetszbleges ¢ € T-re

P/(v) = Z Oész|12| Za5¢ vs) = ¢;i(v) .

€S i€T
O

A 17. tételbdl lathatd, hogy a Shapley-féle értékelés potenciallal vald
jellemzésének egyetlen feltétele az, hogy a vizsgalt jatékosztaly részjaték-zart
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legyen. Ez sok esetben nagyon kézenfekvo és konnyen ellendrizheto tulaj-
donsag. Ennek illusztralasira nézziik az aldbbi kovetkezményt.

18. kévetkezmény. A P* a(z)
I'Neen

szuperadditiv jatékok osztdlydn
szubadditiv jdatékok osztdlydn
monoton jatékok osztdlydn

5. additiv jdtékok osztdlydn

= o=

értelmezett fiigguény pontosan akkor potencidl, ha tetszélegesv € GT C TN -re
és tetszdleges i € T-re P/(v) = ¢;(v).

Bizonyitds. Minden emlitett jatékosztaly részjaték-zart, igy alkalmazhat-
juk a 17. tételt. O

Fontos latni, hogy pl. a lényeges jatékok osztalya nem részjaték-zart,
tehat azon a jatékosztalyon a potencidl nem karakterizalja a Shapley-féle
értékelést.

4 Regresszios jatékok

Ebben a szakaszban a linedris regressziés* modellezési problémét vizsgaljuk.
A célunk olyan médszert adni, amelynek segitségével értékelni tudjuk az egyes
magyarazo valtozokat.

Legyenek n a magyardzott, és &;, i = 1,...,n a magyardzé valtozok. Ab-
sztrakt forméban tekintjiik a modellezési feladatot, tehat nem foglalkozunk
becslésekkel, feltessziik, hogy ismerjik a valdsziniiségi valtozdkat, amikkel
dolgozunk.

19. definicié. Legyen N = {&y,...,&,} a jatékosok halmaza, tehdt N, az n
magyarazé valtozo halmaza.

A tovabbiakban feltessziik, hogy N rogzitett, amin azt értjiik, hogy n
magyarazé valtozé van a modellben. Tekintsiik a kvetkezo feladatot (S C N
tetszOlegesen rogzitett):

var () — var (n — Z B3i&) — max
ies 4)
G;€R, €S
20. definicid. Legyen a magyardzott (n), és a magyarazé (&1, ...,&,) valto-
70k rogzitettek. Tetszbleges S € P(IN)-re v(.S) legyen (4) megolddsa.

Az egyes koalicidk értékét az altaluk elért , illeszkedés” (4) jésdga adja. Az
altalunk haszndlt mérdszdm az RSS-nek feleltethetd meg (természetesen nem

4Nem lineéris regressziés problémaékra teljesen analég médon megy a felépités, igy annak
targyaldsatol itt eltekintiink.
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egyezik meg vele). Az alapgondolat a kovetkez6: szokdsos a statisztikai iroda-
lomban, hogy egy modell illeszkedésén a tobbszords determinacids egyiittha-
t6t értik. Ez a mutaté azonban egy lenorméazott érték (0 és 1 kozé esik), ami
matematikai, jatékelméleti szempontbdl nem t1il szerencsés®. Ugyanakkor, az
itt targyalt megkozelitésben nincsenek mintavektorok (minték), valdsziniiségi
véaltozékkal dolgozunk, és az RSS megfelelsjét keressiik®. Mivel a (4) altal
meghatarozott jatékok csak egy pozitiv skalar szorzdval térnek el az RS S altal
meghatédrozottol, és kip strukturank van, igy az RSS és a (4) megkozelitések
ekvivalensnek tekinthetoek.

Chaven és Sutherland [2], Lipovetsky és Conklin [10] az illeszkedés mé-
réjeként a tobbszords determindcids egytitthatét haszndlta. A (4) mérészam
eldnyeként lehet felhozni (a tobbszorés determindcids egytitthatéval szem-
ben), hogy a t&bbszoros determindcids egyiitthaté egy lenormézott érték, igy
a magyardz6valtozék abszolit értelemben nem értékelhetéek altala (t&bb,
kiilénb6z6 modellben szereplé magyardzé valtozdk Osszevetése nehézkes).

21. kovetkezmény. v kooperativ jaték.
Bizonyitds. Az 1, 19, 20. definiciék kozvetlen kévetkezménye. O

Rogzitett magyarazott és magyarazé valtozok esetén a v kooperativ jaték-
ban a kiilonb6z6 bevont magyarazé valtozok altal meghatarozott modellek
adjak a jatékot. Tehat egy jatékban tobb modell van, minden kooperativ
jatékhoz egy jol meghatarozott modellcsoport tartozik.

22. definicié. A 19, 20. definicidk altal meghatarozott jatékokat regresszids
jétékoknak nevezziik. A regresszids jatékok osztalyat GY-rel jeloljiik.
A regressziés jatékok tehdt olyan jatékok, amelyek megfeleltethetéek re-
gresszios feladatoknak.
23. segédtétel. A Qg jatékosztaly része a monoton jdtékok osztdlydnak.
Bizonyitds. A bizonyitdst az olvaséra bizzuk. |

A 23. segédtétel konnyen interpretdlhaté. Amennyiben egy rogzitett mo-
dellbe egy 1j magyarazo valtozot illesztiink, akkor az 1j modell magyarazé-
ereje nem lehet kisebb, mint az eredeti modellé. Vagy masképpen, egy altér és
egy pont tavolsdga nem néhet attol, hogy az alteret egy 4j vektorral bévitjiik.
A kovetkezékben egy példaval illusztraljuk az eddig elmondottakat.

24. példa. Legyen a kovarianciamatrix:

1 0 1 1
0 1 -1 0
1 -1 4 2
1 0 2 3

5Ez a tény nem deriil ki az itt targyalt megkdzelitésben, de arrdl van szé, hogy a reg-
resszids jatékoknak nincs kup struktirdja (az A C IR™ halmaz kip, ha tetszdleges a € IR
esetén aA C A), ha a tobbszords determindciés egytitthatét hasznéljuk az értékelésnél,
ami mds axiomatizdcids eljarasokndl (Shapley, Young) kifejezetten hétranyos.

6Igazabdl, az itt hasznalt absztrakt modellben nincs semmi kétség afel8l, hogy mi legyen
a mérGszam, hiszen nem kell becsiilniink, ismerjiik a valésziniiségi viltozdkat, és egyszertien
csak legkozelebbi pontokat kerestink (pontosabban legkisebb tdvolsdgokat).
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A kovarianciamétrix f6atléjaban rendre a magyardzott (n), és a magyarézé
véltozdk (&1, &, &3) variancidi taldlhatéak. A f64t16n kiviili elemek a szokdsos
kovariancidk. A fenti kovarianciamatrixbdl ldthaté, hogy &;-nek nincs koz-
vetlen hatasa n-ra.

A megfelel6 v regresszios jaték:

=

{1 =0, wi2n=7, W@BH=3,
w({1,2) =3, o({1,3)) =
({1,2,3}) = %

Lathato, hogy v olyan monoton jaték, amely nem szuperadditiv, nem
szubadditiv, és nem is lényeges. A v regresszids jaték Shapley-értéke :

16 121 151
7207 7207 720 )

3

) U({2>3}) = g )

wl
Wl

Komponensenként:
1 1/1 11 16
¢“”=§°+a<ﬁ*ﬂ>+§zazﬁﬁ»
11 1/1 1 11 121
o) =3 1+5(3%31) *3 5 = 70
11 1/1 1 11 151
%@Zgyﬁ@+§ 375 720

Vegyiik észre, hogy a 24. példaban &; és n korrelalatlanok, am &; Shapley-
értéke nem nulla. Vildgos, hogy ha & és n fliggetlenek lennének, akkor a
Shapley-érték nulla lenne. Tehat, a Shapley-érték bizonyos esetekben meg
tudja kiilonboztetni a korreldlatlansagot és a fiiggetlenséget. Ez a jelenség
leithaté a parcidlis korreldcié fogalmaval is, de utalva Grompingre [8], ez
inkdbb elvards, mint 4j tulajdonsiag. Tehat nem arrdl van szd, hogy a
Shapley-érték ebben a tekintetben ujat hoz, hanem arrdl, hogy teljesiti az
ebben a jelenségben megtestesiilo elvarasokat.

25. kovetkezmény. A regresszics jatékok osztdlya nem része sem a szuper-,
sem a szubadditiv, sem a lényeges jatékok osztdlyanak.

Bizonyitds. Lisd. a 24. példat. a
Egyetlen dolgot tudunk mondani.

26. segédtétel. Ha a magyardzd vdltozok korreldlatlanok (corr;; = 0,
Vi, j € N-re), akkor a generdlt regresszids jaték additiv.

Bizonyitds. A bizonyitdst az olvaséra bizzuk. |

A 26. segédtétel nem megfordithaté. Konnyen konstrualhaté olyan példa,
ahol az adott magyarazé valtozok korreldltak, a generdlt jaték mégis additiv.
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Mas oldalrél, minél erésebben korrelalt két magyarazo valtozo, annal jobban
hasonlit a Shapley-értékiik egymasra. Tehat, ha két magyarazo véltozo tel-
jesen korreldlt, akkor a Shapley-értékiik megegyezik. Ugyanakkor, konnyen
megadhatd olyan példa, ahol két magyarazé valtozé korrelalatlan, a Shapley-
értékiik mégis megegyezik. A fentiekbdl is kitiinik, hogy a kovarianciam&trix-
ra (regressziés feladatra) vonatkoz6 fogalmak nem karakterizaljdk a generdlt
jatékot. Tehdt, (dltaldban) kozvetlen, a kovarianciamétrixra épiilé Shapley-
féle értékelésre nem latunk esélyt.

A 25. kévetkezmény és a 6. megjegyzés azt mutatja, hogy a regresszids
jatékok osztalyan miért a Shapley-értékkel probaljuk a magyarazé valtozdkat
értékelni. Természetesen vannak a Shapley-értéken kiviil még olyan megol-
déaskoncepcidk, amelyek nem lényeges jatékok esetén is tartalommal birnak,
de ,,els6 koros”, a ,,legnépszeriibb” megoldds koncepcidk koziil a Shapley-
érték az egyetlen, amely ezzel a tulajdonsiggal bir.

27. tétel. P, a Fg jatékosztalyon értelmezett fiigguény pontosan akkor po-
tencidl, ha P! = ¢7, minden i € N-re.

Bizonyitds. A 17. tétel alkalmazhatésagdhoz, csak azt kell ldtnunk, hogy
tetsz8leges v € G C TN |T| > 1 regressziés jaték, tetszbleges i € T' jatékos
elhagyasaval kapott részjatéka regresszios jaték. Ezt tugy értelmezhetjiik,
hogy egy tetszoleges regresszidés modellbol, annak tetszoleges magyarazo val-
tozdjat elhagyva regresszios modellt kapunk, ami egészen nyilvanvalo. a

A potencidl fogalma (7. definicié) j6l interpretalhaté a regresszids jatékok
esetében’. Tegyiik fel, hogy adott egy regressziés modell. Ekkor az illesz-
kedése, értéke ennek a modellnek az Gsszes magyarazé valtozé bevonasaval
elérheto illeszkedés. Hogyan osszuk szét, ezt ez értéket az egyes magyarazo
valtozdk kozott, mas szavakkal, hogyan értékeljiik ezeket a valdsziniiségi val-
tozdkat?

A potenciél azt mondja, hogy adott magyardzé valtozok értéke az 6 el-
hagydsaval kapott modell illeszkedése (értéke) és az adott modelliink értéké-
nek kiilonbsége legyen. Tehat egy magyarazé valtozd érjen annyit, amennyi
a ceteris paribus hozzajdruldsa az adott modell értékéhez. Az az elvards
pedig, hogy egy modell értéke a beldle egy magyarazé valtozé elhagyasaval
kapott modellek és a teljes modell értékkiilonbségeinek Osszege legyen, igen
természetes.

A Shapley-értéknek a regresszios jatékok esetén, a 7. definicié targyaldskor
adott interpretaciétol eltéré magyarazatot is lehet adni. Szokasos a statisz-
tikai, 6konometriai feladatoknal az optimélis modell kivalasztasahoz, tehat
a magyarazé valtozok értékeléséhez az u.n. stepwise mddszereket hasznélni.
Ezek alapvetéen vagy egyre bévebb, vagy egyre szitkebb magyarazo valtozo
halmazzal rendelkezé modellek Osszevetésével mérik meg az utolsénak bevett,
vagy elhagyott magyarézé véltozé fontossagat (értékét).

"Itt jegyezziik meg, hogy a potencidl fogalma hasonlit ugyan a parcislis determindcids
egyutthaté statisztikai fogalomhoz, de mind elméleti, mind gyakorlati szemszogbél vizsgdl-
va kiilonbozik attol.
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A Shapley-érték ezzel szemben az Osszes lehetséges modellt, tehat az
Osszes lehetséges egyre boviilo, vagy egyre szlikiilé modellsorozatot elemzi, és
az egyes magyarazé valtozék hatdsainak azonos sullyal vett Gsszegét rendeli
az adott magyarazé valtozéhoz. Tehat a Shapley-érték ugy interpretalhato,
mintha megvizsgdltuk volna a modell Gsszes lehetséges felépitését, és csak
ez utan értékeljiik az egyes magyardzé valtozokat. Ebben az értelemben
a Shapley-érték nagyon hasonlit a stepwise mddszerekhez, a kiilonbség az,
hogy mig a stepwise mddszerek lokalisak (egy ldncszemhez kotottek), addig
a Shapley-érték globdlis (az Osszes ldnc, Gsszes lancszeméhez kot6dik).

Mas oldalrdl, ahogy a 7. definicié utan mar emlitettiik, a Shapley-érték
tulajdonképpen egy varhato érték. Ebben az értelemben tehat, a Shapley-féle
értékelés azt mondja, hogy az adott magyarazo valtozé varhatéan mennyivel
jarul hozza az adott modell magyardzderejéhez (illeszkedés).

Ezek utan, a potencial azt mondja, hogy a Shapley-érték fent ismertetett
tulajdonsagu értékelése megkaphatd gy, mint az egyes magyarazd valtozdk
ceteris paribus hozzajaruldsa az adott modell értékéhez.

Egy tulajdonsagra van még sziikséglink. A Shapley-érték potencialfiigg-
vénnyel vald jellemzéséhez a regresszids jatékok osztalyanak részjaték-zartsa-
ga kell. A jétékos (magyardzé véltozd) elhagyhatésidga meglehetdsen kézen-
fekvé tulajdonsag. Ha egy regresszids modellbol kivesziink egy magyarazo
valtozot, természetszeriileg egy regresszidés modellt kapunk, s6t maganak a
regresszios jatéknak fogalma is erre a tulajdonsigra épiil.

Az el6z6ekbdl kovetkezbleg, a Shapley-érték Hart és Mas-Colell-féle axio-
matizaldsa nagyon természetes, igy a Shapley-érték hasznalata magyarazo
valtozdk értékelésére igen kézenfekvo és védheto.

5 Alkalmazas

A kévetkez6kben (gyakorlati) példdkon mutatjuk be az el6zéekben ismertetett
valtozdértékelési médszert. Alkalmazasok esetén nem valdsziniiségi véltozo-
kat kapunk, hanem csak mintdkat, igy a Shapley-féle értékelést is ,,csak”
becstiljiik a konkrét modellcsoport esetén. Amennyiben a magyarazoé valtozok
paramétereinek becslése torzitatlan, annyiban maga a regresszids jaték is
torzitatlanul becsiilt, igy a Shapley-féle értékelés is torzitatlanul becsiilt. A
becslések egyéb tulajdonsigait nem targyaljuk.

A 2. szakaszban nem a regressziés négyzetosszeget, hanem annak egy
pozitiv szdmszorosat haszniltuk. A tovdbbiakban azonban az RSS-t fogjuk
hasznalni. Tekintettel azonban az el6z6ekben mondottakra, minden elméleti
eredményiink érvényben marad.

A kovetkezdkben ismertetésre keriilé médszerek csak egy lehetséges alkal-
mazdsai a Shapley-féle értékelésnek, a cél csak az illusztralds, nem tobb. Az
el6z6 szakaszban leirt eredmények mésképpen is hasznalhatéak magyarazéd
valtozok értékelésére, fontos tovabbé, hogy maguk a javasolt mddszerek nem
kovetelnek meg kiilonosebb jatékelméleti ismereteket.

Az els6 példa egy a gretl [7] programmal egyiitt letolthetd, Ramanathan
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[13] kényvhoz tartozé idésor. Az idsor 1959 és 1989 kozdtt az USA-beli Ore-
gon dllam puhafa kitermelését targyalja. A magyarazni kivant valtozo a teljes
puhafa kitermelés az adott évben millidrd board feet-ben® y. Ot magyarazé
véltozénk van: a puhafa export (USA-n kiviilre szallitott fa) az adott évben
millié board feet-ben x;, a megkezdett lakasépitések szdma az USA-ban az
adott évben millié darab xo, a papir- és faipari termékek termelési indexe az
adott évben x3, a ronkfa arak az észak-nyugat—csendes-6cedni partvidéken
az adott évben $/1000 board feet x4, a termel6i drindex (Gsszes termékre) az
adott évben x5 (az adatok leirdsa megtaldlhaté az adatfajlban).

A feladat elemzése soran tengelymetszet alkalmazasa latszik sziikségesnek,
tehat a konstans minden modellben szerepel. A modellek paraméterbecslését
a hagyomanyos legkisebb négyzetek (a tovabbiakban OLS) becsléssel végeztiik.
Autokorreléacié, heteroszkedaszticitds esetén az OLS becsléssel kapott para-
méterek nem feltétleniil a legkedvezébbek (a becslés hatdsossdga veszhet el).
Ebben a konkrét példaban nem foglalkozunk ezzel a problémaval, hiszen
a cél a moédszer bemutatdsa, miitkodésének illusztralasa. Altaldban azon-
ban az egyes becslési eljardasok szabadon hasznalhatéak az egyes modellek-
ben, tehat elképzelhet6é pl., hogy a modellcsoport egyik elemében OLS-t,
a masikban GLS-t (4ltaldnositott legkisebb négyzetek mddszere) stb., vagy
esetleg ismert eloszlasok esetén maximum likelihood becslést hasznalunk.
Mivel itt a mintakbdl az igazi modellparamétereket csak becsiilni tudjuk, igy
a 4. szakaszban leirtaknak megfelel6en, a megfelel6 modellek magyarazoerejét
becstiljiikk meg.

A Shapley-féle értékelés:

(5.3326;5.2641; 7.2784; 1.0128; 5.7077) , (5)

tehat a valtozdk fontossagi sorrendben: x3, x5, 1, T2, x4. Azt is megilla-
pithatjuk, hogy pl. x3 kozel nyolcszor olyan fontos, mint x4.

Ha két magyarazé valtozo erésen korrelalt, akkor a Shapley-féle értékelésiik
kozel esik egymashoz. Tekintsiik meg ezért a magyarazd valtozdk korrelacios-
matrixat:

1.0000 0.2015 0.9413 0.6833  0.8492
0.2015 1.0000 0.2011 —0.0428 —-0.0110
0.9413 0.2011 1.0000 0.6779  0.9154 . (6)
0.6833 —0.0428 0.6779 1.0000  0.6842
0.8492 —0.0110 0.9154 0.6842 1.0000

Lathato, hogy az x1, x3, x5 valtozok erdsen korreldlnak egymdssal, tehat
mindhdrom egyiittes szerepeltetése nem feltétleniil indokolt. Az zo valtozd
azonban alig korreldl a tobbi magyarazé valtozoval, igy annak fontossidga
felértékelédik.

Tekintstik azt a lesziikitett regresszios jatékot, ahol csak az x1, x2, és x4
magyarazo valtozok a jatékosok, és az egyes modellek értékeit igy szamoljuk,
hogy az x3, x5 valtozék mindig szerepelnek a regresszioban. Tulajdonképpen

81 board feet = kb. 3,744 cm3.
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harom magyardzé valtozds modellcsoportot elemeziink, melyet feltételes (x3,
x5 valtozék minden regressziéban szerepelnek) értékelésnek nevezhetiink.

A kapott Shapley-féle értékelés (az értékek Gsszege: az Gsszes magyarézd
valtozdk egylittes magyarazderejébdl levonva a feltételiil szabott két magyara-
76 véaltozd x3, x5 dltal egyiittesen elért magyardzéerdt, RSSy — RSS 4, 21 ):

(0.3429; 0.6652; 0.6724) . (7)

Megvaltozott a meghagyott valtozok erésorrendje: itt x4 a legerdsebb, mig
az eredeti Shapley-féle értékelésben a leggyengébb volt. Masrészt lathato,
hogy ez a harom valtozd Osszesen is csak 1.6805-tel tudja novelni a magya-
rdzéerét? (6.83%), ami nagyon csekély. Léthaté tovdbbd, hogy az eredeti
modellben zy ,,bevétele” 5.2641-gyel noveli a magyardzderét (21.4%), ami
jelentosnek tunik. Kisziirve azonban x3, x5 magyarazo véltozdk hatésat
jelentOs visszaesést tapasztalunk, ami arra utal, hogy xo mar korantsem
viselkedik fiiggetleniil az x3, x5 egylittestol. Erdekes azonban, hogy x4
egészen sokat megorzott értékébdl, igy x4 fontosabb véaltozonak tiinik, mint
azt az eredeti (nem feltételes) értékelés sugallta (Isd. a 24. példa utdni sz6-
vegrészt).

A miésodik példdnk szintén egy a gretl programmal egyiitt letélthetd,
Ramanathan konyvhéz tartozé idésor. Az idésor az USA-ban eladott 1j
auték alloményanak, negyedéves bontasban, elemzésére szolgdl. A magya-
rézni kivant valtozé az eladott 4j auték szdma 1000 db-ban y. Ot magyardzod
valtozénk van: népesség millié {6 x1, az egy fére eso6 elkolthetd jovedelem ezer
dollarban, 1982-es béazisévvel xo, az Gj auték arindexe 1982-es bazisévvel s,
az els6dleges, bankok altal alkalmazott kamatlab (%) =4, munkanélkiiliségi
rata (%) x5 (az adatok lefrdsa megtaldlhaté az adatfdjlban).

Az el6z6 példdhoz hasonléan csak OLS becslést haszndlunk és tengely-
metszetet tesziink a modellekbe. A modellszelekcids kritériumok két modellt
javasoltak:

y =9541.4 — 57.921 — 595.925 — 34.3x4 , (8)

y = 13386 — 82x1 + 659x5 + 11x3 — 3924 . (9)
A Shapley-féle értékelés (T'SS = 5719200):

(692900; 559000; 593000; 1125600; 546800) , (10)

tehat a valtozok fontossagi sorrendben: x4, x1, x3, T2, T5. Egy 1j modszer
illusztralasa céljabol végezziink tovabbi elemzéseket ezen a példan.
Tekintstik a magyarazd valtozok korrelacios-matrixat:

1.0000  0.9568  0.9797 —0.0324 —0.2195
0.9568 1.0000  0.9059 —0.1484 —0.4563
0.9797  0.9059 1.0000  0.0765 —0.0887 | . (11)
—0.0324 —-0.1484 0.0765 1.0000  0.2949
—0.2195 —0.4563 —0.0887  0.2949 1.0000

9TSS=30.8184



146 Pintér Miklés

Az 1, x9, x3 véltozdk erdsen korrelalnak egymaéssal, mig az x4, x5 valtozok
gyengén korrelaltak. Az xq, xo, x3 valtozdkat vonjuk Gssze egy szupervalto-
zOba, amit ugy kapunk, hogy csak azokat a koaliciékat engedjiik meg, ahol
a fent emlitett harom véltozd egyiitt szerepel vagy egyiitt nem szerepel. Az
igy kapott hérom ,,véltozés” modellcsoport Shapley-féle értékelése (az elsd
érték az 1j szupervéltozé értékelése):

(2036600; 1103800; 376800) . (12)

Léthatd, hogy ha az eredeti értékelésben (lsd. (10)) az els§ hérom valtozd
(amiket Osszevontunk) értékeléseit 6sszeadjuk, akkor kisebb értéket kapunk
(32.26%), mint az 1j modellben, ahol ez a hdrom magyarazo valtozo egyiittes
erejét mérjiik (35.61%). Ez a jelenség azt mutatja, hogy az eredeti mo-
dellcsoport Shapley-féle értékelése alulbecsili x1, x2, x3 valtozok egyiittes
fontossagat.

6 (")sszegzés

A cikk célja, hogy megmutassuk, jatékelméleti, pontosabban kooperativ j&-
tékelméleti fogalmakkal kezelhetoek valtozoértékelési problémak. Semmikép-
pen sem tekintjik o cikket teljesnek abban az értelemben, hogy teljes korien és
minden pontban helyesen haszndlta az 6konometriai, statisztikai modszereket,
bar nem is ez volt a cél. Azt céloztuk meg, hogy elméletileg megalapozzuk, és
példakon keresztil megmutassuk, hogy az 6konometria, statisztika teriileten
is hasznalhatdéak jatékelméleti fogalmak, eredmények.

A cikk 6 eredménye, hogy a regresszids jaték fogalmanak bevezetésével
egy olyan j6l definidlt jatékosztdlyt kaptunk (22. definicié), amely elméleti
szempontbdl jol jellemezhetd. A jellemzések az alkalmazdsok sordn (5. sza-
kasz) jol mutatjak, hogy mely utakon érdemes elindulni, mely jatékelméleti
fogalmak, eredmények atiiltetésére van esély. Elméleti értelemben a 27. tétel a
cikk f6 eredménye, amely azt mutatja meg, hogy a Shapley-érték alkalmazasa
magyarazo valtozok értékelésére regresszios modellekben védheté maédszer.

Ami a tovabbi kutatdsokat illeti, gazdag lehetOségeket latunk konkrét,
valds modellezési'®, és elméleti konometriai (médszertani) elemzéseknek a
tdrgyalt teriileten. A jatékelmélet oldalardl nézve, tovabbi megoldds kon-
cepcidk hasznalata, mas axiomatizalasi megkozelitések érvényességének vizs-
galata, illetve jabb Okonometriai, statisztikai problémak jatékelméleti meg-
kozelitésében latunk kutatasi lehet&ségeket.

10Terjedelmi okokbdl nem keriilt bele ebbe a munkaba a Shapley-érték alkalmazisa tény-
leges modellszelekcids problémékra. Ennek a teriiletnek targyaldsa elméleti szempontbdl az
u.n. semi-value—k ismertetését, gyakorlati szemszogbdl pedig a kiilénb6z6 modellszelekcios
kritériumok bevezetését, targyaldsat igényelné, ami tébb, mint megdupldzta volna a cikk
terjedelmét.
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REGRESSION GAMES

A solution of a TU coalitional game is an allocation of the payoff (utility) achieved
by the players together. In a regression model, the evaluation of the explanatory
variables can be an allocation of the overall fit got by those together. Therefore a
regression model can be taken as a TU coalitional game, in which the explanatory
variables are the players. The various solution concepts of TU coalitional games
can help the modeler in recognizing the important explanatory (regressor) variables
and make her possible to understand the examined model more. In this paper we
build a solid mathematical background for this problem. We use the Shapley value
for evaluating the explanatory variables in regression models.
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REDUNDANCIA KOOPERATIV JATEKOK
MEGOLDASAIBAN I: A MAG ES A SZUKMAG!

SOLYMOSI TAMAS
Budapesti Corvinus Egyetem

1 Bevezetés, alapfogalmak

A kooperativ jatékok az olyan tobbszereplés déntési helyzetek matematikai
modelljei, amelyekben a szereplék egyiittmiikodhetnek egymassal, ha az szé-
mukra el6ny6s. Mint minden a jatékelmélet eszkozeivel vizsgalt helyzetben,
a szereplOk itt is szuverén dontéshozdk, akik csak részleges befolyassal birnak
a helyzet kimenetelére, ugyanakkor —a tobbi szereplé dontésétol valo fliggés
keretein belill— képesek a sajat érdekeik érvényesitésére, példaul ugy, hogy
nem vesznek részt egy szamukra nem kedvezd egytlittmiikodésben.

Az elemzéshez hasznalt modellek fontos sajatossaga az, hogy nem részlete-
zik a jaték idobeli lefolyasat, a szereplék dontési lehetdségeit, az informéciok
elérhetdségét, az alkufolyamatokat, hanem csak az egyes tarsuldsok altal elér-
het6 kimeneteleket adjak meg. Jelentés mértékben megkonnyiti a kooperativ
dontési helyzet modellezését és vizsgalatat, ha az elérheté kimeneteleknek
van egy olyan tetszolegesen oszthatd és a szereplok kozott atviheto eleme,
ami egy minden szerepld szamara azonos megitélési skalat adhat. Ilyen eset-
ben ugyanis ezen az egységes skalan mérhetjiik az egyes tarsulasok egytitt-
miikodési potencidljat. Jelen dolgozatban csak ilyen kooperativ dontési hely-
zetekkel foglalkozunk, és a feltételezett univerzélis érték-kozvetité eszkozt
pénznek fogjuk hivni. Habar tudjuk jél, hogy a valdsdgban egy adott pénz-
mennyiség megszerzése vagy elvesztése nem ugyanazt jelenti egy koldusnak,
mint egy milliomosnak, mégis szamos esetben jogos a szereplok azonos érté-
kelését feltételezni.

Egy ilyen ,,egy-az-egyben” atvalthaté egyéni hasznossagokkal rendelkezé
helyzet matematikai modelljét TU-jatéknak (transferable utility game) hiv-
juk, de a tovabbiakban elhagyjuk a TU jelzét. Egy jdték alapvetoen két Gssze-
tevébol all: a jatékosok nemiires, véges N halmazabdl, és egy v : 2V — IR
koalicids fiiggvénybdl, amire az egyetlen megkotés az, hogy v(f) = 0 teljesiil-
jon. A koaliciés fliggvény tehdt a jatékosok tetszéleges S C N koalicidjdra
megadja annak v(S) ,értékét” a feltételezett egységes hasznossdg-skalan.

1Beérkezett: 2008. maércius 16. Ezen munka a szerzé Bolyai Jdnos Kutatési
(")szténdija alatt késziilt, bemutatdsit a First Spain Italy Netherlands Meeting on Game
Theory (Maastricht, NL, 2005) konferencidn az OTKA T46194 pélydzat tdmogatta.
Koszonet illeti Biré Pétert a kiillonb6zé kéziratvaltozatok gondos dtolvasdsaért, pontositéd
észrevételeiért, és kiilonosen a magra vonatkozé megéllapitdsok élesitését eredményezé
hasznos javaslataiért. Természetesen a fennmaradd esetleges hibak kizardlag a szerzé szam-
l4jara iranddk (az aldbbi cimen). E-mail: tamas.solymosi@uni-corvinus.hu.
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Egy S C N koalicié tagsdgi vektora alatt azt az e¥ € {0, 1} vektort értjiik,
amelynek az i € S-hez tartozé komponenseire ef = 1, mig az i € N \ S-hez
tartozé komponenseire e = 0 teljesiil. A nemiires koalicik halmazat N-
nel fogjuk jelolni, azaz N = 2V \ {0}, a valdi részkoalicick halmazat pedig
Ny-al, azaz N =2V \ {0, N}.

Itt csak olyan dontési helyzetekkel foglalkozunk, amelyekben joggal felte-
het6, hogy az Osszes szerepld egyiittmiikodik és 1étrejon az N nagykoalicio.
Ekkor ugyanis a {6 kérdés ,,csak” az, hogy miként részesedjenek az egyes
jatékosok a kozosen elérhetd v(IN)-bdl, de nem kell térédniink a koalicidk
formalédésanak — az osztozkodashoz egyébként szorosan kapcsolddd — prob-
lém3ajaval.

Az egységes hasznossag-skalan mérve jeldlje x; € IR az i € N jatékos
részesedését. Az egyszeriiség kedvéért azt mondjuk, hogy x; az i jatékos
kifizetése. Az (N, v) jaték altal leirt kooperativ dontési helyzet egy lehetséges
kimenetelét a jatékosok kifizetéseit tartalmazé x = (x;);en € IRY vektorral
adjuk meg, amitél csak azt koveteljilk meg, hogy szétosztds® legyen, azaz
teljesitse a .y ; = v(N) egyenléséget®. Ez magiban foglalja egyrészt a
nagykoalicié altali elérhetéséget / megvaldsithatésdgot (Y,cn i < v(N)),
madsrészt a nagykoalici6 éltali elfogadhatésagot (D,cn @i > v(N)).

Az itt targyalt megolddsok abban térnek el egyméstdl, hogy ezen alaphal-
maz elemeire milyen egyéb kivanalmakat ronak ki. Ko6z6s benniik viszont az,
hogy csak a figyelembe vett koalicidk tGbbletétdl fiiggnek. Egy adott (N, v)
jatékban az S C N koaliciénak az = € IRV kifizetésnél vett tobblete alatt az
e(S, z) = v(9)—x(S) szdmot értjiik, ahol 2(S) = e°-x jeldli a koaliciénak juté
Osszkifizetést. A tobblet nemcsak azt jelzi, hogy az adott kifizetés elérhet6-e
a koalicié szamara, hanem mintegy azt is ,,méri”, hogy a koalicié mennyire
,,elégedetlen ill. elégedett” (ha a tobblet pozitiv ill. negativ) a neki jutd
Osszkifizetéssel. Vegyiik észre, hogy tetszbleges (IV,v) jatékban tetszOleges
r € RN Kkifizetésnél e((),z) = 0. A jéték lehetséges kimeneteleinek halmaza
a tobblettel kifejezve:

pIm:{xEBN:e(N,x)zo}. (1)

Allapl'tsuk meg, hogy a szétosztasok halmaza barmely jatékban egy hipersik,
tehat nem iires.

A szébajohet6 kimenetelekkel szemben tdmasztott kivanalmak egyik alap-
tipusa a bizonyos koaliciék altali elfogadhatésdg. Azt mondjuk, hogy az
(N,v) jatékban az x € IRN kifizetésvektor elfogadhaté az S koalicié szdma-
ra, ha ) ;g2 > v(S). Egyébként ugyanis az S koalicié x-nél vett e(S,x)
tobblete pozitiv lenne, s ennek szétosztasaval gy kaphatna tobbet az S mind-
egyik tagja, hogy Osszességében nem 1épnék til az dltaluk elérheté v(S)-t, az
S tehat megalapozottan utasitand el az x-et.

Amennyiben az Gsszes egyszereplés koalicié altali elfogadhatdsagot eldir-

2 Angolul preimputation a leginkabb elterjedt széhasznalat.
3E kovetelményt szokss hatékonysignak / Pareto-optimalitdsnak is nevezni.
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juk, akkor az
Im:{prIm:e({i},x) <0 ViEN} (2)

halmazba tartozo kifizetésvektorokat tekintjiik. Az ilyen kimeneteleket elosz-
tdasnak? nevezziik. Altalénosan, ha az elfogadhatdsagot megkoveteljiik egy
bizonyos B C N csalddba tartozé minden koaliciéra, akkor a szébajohetd
kimenetelek

Co(B) = {x eplm:e(S,z) <0 VSe B} (3)

halmazét B-magnak hivjuk. Az AN, -magot réviden csak magnak® nevezziik,
és egyszerlien Co-val jeloljiik. A B-mag axiomatikus jellemzésével kapcsolat-
ban Pulido és Sanchez-Soriano (2006), illetve Llerena (2007) munkait emlitjiik.

Dolgozatunkban el6szor azt vizsgaljuk, hogy a B-mag miként fiigg a figye-
lembe vett koaliciék B csaladjatol. Melyek azok a B-beli koalicidk, amelyek
elhagyhatok anélkiil, hogy a B-mag megvaltozna? Cikkében e kérdés fontos-
ségat hangsilyozza Ray (1989).

2 A B-mag

Ebben a fejezetben is egy rogzitett (N,v) jaték esetén vizsgiljuk a mag-
koncepciot, ezért a jelolésekben ezeket a paramétereket nem tiintetjiik fel.
Tovabbra is N = 2V \ {0, N} jeloli a valédi koalicidk halmazat.

Kezdjik a B-mag nemiirességének kérdésével. Legyen a B C N koalicié-
csaldd rogzitett. Azt mondjuk, hogy az (N, v) jaték B-kiegyensilyozott, ha

[Z'yTeTzeN;'yTEO VTEB} = Z'yTU(T)SU(N), (4)

azaz ha a szétosztandé v(IN) nem kevesebb, mint az N béarmelyik B-beli
koalicidkkal torténd kiegyensilyozott felbontasanak az értéke.

A kovetkez6 allitas a TU-jatékokban a mag nemiirességét jellemzé, a Bon-
dareva (1963), illetve Shapley (1967) nevéhez kothetd klasszikus eredmény
kézenfekvo altalanositasa. Bizonyitasat is csak a teljesség kedvéért és a ké-
s6bb alkalmazott gondolatmenetek szemléltetése céljabdl adjuk meg. Tovab-
bi dltaldnositdsokra vonatkozé hasonlé eredmények taldlhatok Faigle (1989)
munkajaban.

1. Allitas. Egy jaték B-magja pontosan akkor mem tires, ha a jaték B-ki-
egyensulyozott.

Bizonyitds. A (3) definicié alapjén a B-mag pontosan akkor nem iires, ha

4 Angolul imputation a leginkabb elterjedt széhasznélat.
5 Angolul core.
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van lehetséges megoldédsa az aldbbi linearis programozasi feladatnak:

0

min e" - x

el 2 > o) VI'eB

—eNox = —wu(N) 5)
re RN

Az azonosan 0 célfiiggvény miatt az (5) feladatnak pontosan akkor van
lehetséges megoldésa, ha van optimélis megoldédsa (amikor persze az optimum
értéke 0). A dualitési tétel szerint ez pontosan akkor kovetkezik be, ha az
(5) feladat dudljdnak, azaz a

max Z Arv(T) — unv(N)
TeB

Z Arel — uyeN = e? (6)
TeB

Ar >0, unv€elR, VT eB

linedris programozési feladatnak van optimdalis megolddsa (amikor persze a
dudl optimumérték is 0).

Mivel a (6) feladat barmely lehetséges megolddsanak tetszéleges pozitiv
skalarszorosa is a (6) egy lehetséges megolddsa, igy a (6) feladatnak pon-
tosan akkor van optimélis megoldésa, ha minden nemtrividlis (()\T)Te By [ N)
lehetséges megoldasara a célfiiggvényérték nempozitiv. Ez pedig pontosan azt
jelenti, hogy a jaték B-kiegyensilyozott. Egyrészt ugyanis a (6) tetszileges
nemtrividlis ((Ar)res ,un) lehetséges megolddsdban py > 0 kell legyen,
igy a ('yT = %)Tes egy olyan stlyvektor, amire teljesiil a (4) implikacié
feltétele. Masrészt, a (4) implikdcié feltételét teljesits tetszbleges ('yT)T B
stlyvektorra a kib8vitett ((yr)res ,1) vektor a (6) egy lehetséges megoldésa.
Harmadrészt pedig a (6) egy lehetséges megolddséara a célfiiggvényérték nyil-
vénvaléan pontosan akkor nempozitiv, ha a hozza (kolcsénosen egyértelmii-
en) rendelt sulyvektorra teljesiil a (4) implikdcié kovetkeztetése. O

Legyen a rogzitett (IV,v) jaték B-magja nemiires. Azt mondjuk, hogy az
S € B koalici6 redunddns a B-magra nézve, ha Co(B\ {S}) = Co(B). Mivel
nyilvdn mindig Co(B\{S}) 2 Co(B), egy koalici6 akkor redundéns, ha figyel-
men kiviil hagyasa nem véltoztatja meg a megoldast, djabb kifizetésvektorok
nem keriilnek a magba.

A redundancia jellemzésében kulcsszerepet jatszik egy, a (6)-hoz nagyon
hasonlé feladattipus. Valéjaban csak a feltételi egyenletrendszer jobb oldalat
valtoztatjuk a nullvektorrdl az adott koalicid tagsagi vektorara. TetszOleges
S C N-re és B C Ni-ra jelolje LP(S,B) az aldbbi linedris programozdsi
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feladatot:
max Z Arv(T) — punv(N)
TEeB
LP(S,B) : Z Arel — pye =e’ (7)
TEeB

A >0, puvelR, YT eB

Az S # N koalici6 egy gyenge felbontdsa alatt az LP(S, B) egy olyan lehetséges
megolddsat értjik, amelyben Ag = 0. Amennyiben a puy = 0 is teljesiil
(vegyiik észre, hogy minden lehetséges megolddsban py > 0), akkor a gyenge
jelzét elhagyhatjuk. Az S egy felbontdsa tehat csak az S valédi részhalma-
zaibdl allhat. Az N ¢ B miatt a nagykoalicié gyenge felbontdsérdl nem
beszélhetiink, felbontdsardl viszont igen, ldsd a (4) implikdcié feltételét. Az
N felbontasai tehat pontosan megfeleltethetck a B-kiegyensilyozott koalicio-
csalddoknak.
Fontos a kovetkezd észrevétel.

2. Megjegyzés. Barmely S # () koalicidra, ha az LP (S, B)-nek van lehetséges
megoldasa, akkor van optimélis megoldasa is, hiszen a célfiiggvénye csak
egy olyan lehetséges félegyenes mentén tarthatna a +oo-be, amelyik egy
lehetséges félegyenes az LP(, B) feladatban is, de mivel a két célfiiggvény
azonos, ez ellentmondana a B-mag feltételezett nemiirességének, ugyanis a
jaték B-kiegyensulyozottsaganak eldontését lehetévé tevo, homogén felté-
telrendszerti (6) feladat éppen az LP(0,B8). (Ez a feladat egyébként mds
megoldasi koncepcidk vizsgalatanal is hasznos, erre vonatkozéan lasd Derks
és Reijnierse (1998) cikkét.)

Jelolje max LP(S, B) az LP(S, B) feladat optimumértékét, illetve legyen
max LP(S, B) = —oo, ha a feladatnak nincs lehetséges megoldésa.

3. Allitas. Egy S € B koalicio pontosan akkor redunddns a jaték nemdiires
B-magjdra nézve, ha v(S) < maxLP(S,B\ {S}).

Bizonyitds. Legyen a jaték B-magja nemiires. Ekkor nyilvéan a (B \{S })-mag
sem fires. Tekintsiik az LP (S, B\ {S}) dudljét:

min e -z

el -z > o(T) VT eB\{S}

—eV.ox = —u(N) ®)
re RN

Itt a lehetséges megolddsok halmaza éppen (a nemiires) Co(B\ {S}). Az S
tehdt pontosan akkor redundéns a B-magra nézve, ha a (8) feladat minden
lehetséges megoldéséra az e -z > v(S) egyenlétlenség is teljesiil. Ez viszont
ekvivalens azzal, hogy a minimum is > v(5), és a dualitds tétel miatt azzal
is, hogy max LP (S, B\ {S}) > v(S). O
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A fentiekbdl kévetkezik, hogy egy koaliciénak a B-magra valé redundan-
cidja eldonthetd egy |B|-valtozds, |N|-feltételes linedris programozési feladat
megoldasaval.

A 3. 4llités szerint a nemiires B-magra nézve redundans koaliciék pontosan
a gyengén B-majordlhato koalicidk, vagyis azok, amelyeknek van az értékiiket
eléré vagy azt meghaladé értékii B-beli gyenge felbontasuk. A gyengén
nem B-majordlhaté (vagyis a B-magra nézve nem redundéns) koalicidkra azt
mondjuk, hogy erdsen alapvetéek® a B-ben. Jelélje SV(B) ezek halmazat,
azaz legyen

SV(B) = {s € B:v(S) > max LP(S, B\ {S})} . (9)
Definialjuk tovabba az
SVH(B) = {S € B: v(S) > maxLP(S, B\ {S})} .

koaliciécsaladot.
A 3. allitas bizonyitasabdl vildgos, hogy a B-ben erdsen alapvetd koalicié-
kon kiviil a

H(B) = SVH(B) \ SV(B) = {s € B:v(S) = maxLP(S, B\ {S})}

halmazbeli koalicickhoz tartozé e -z > v(S) félterek is tdmaszfélterei a
B-magnak, hiszen ilyenkor a (8) feladatnak van optimélis megoldasa, és ez
éppen az e° - x = v(S) hatérsikra esik. Akkor miért redunddnsak mégis? A
valasz az, hogy egyenként, a tobbiek megtartdsa mellett valoban elhagyhatdk,
de meghatarozova valhatnak, ha tobb ilyen redundéns koaliciét is figyelmen
kivill hagyunk. A jelenség szemléltetésére nézzitk a kovetkezd 3-szereplds
példat.

4. Példa. Legyen N = {1,2,3}, a koaliciés fiiggvény pedig v(S) = |S|
minden S C N-re.

Legyen el6szor B = N.. A mag egyetlen eleme az (1,1,1) szétosztés.
Koénnyen ellendrizhets, hogy SV(B) = 0 és H(B) = B. Példaul, v(1) =
v(12) + v(13) — v(123) = maxLP(1, B\ {1}), illetve v(12) = v(1) + v(2) =
max LP (ﬁ, B\ {ﬁ})

Mésodszor, legyen B = {12,13,23}. A B-mag egyetlen eleme tovébbra is
az (1,1,1) szétosztds. Ugyanakkor most mar SV(B) = B és H(B) = 0, vagyis
az egyszereplGs koalicidk elhagyasa utédn erdsen alapvetévé valtak az addig
redundans kétszereplos koaliciok.

Jelolje max LP( (S, B) annak az LPy(S, B) feladatnak az optimumértékét,
amelyet az LP(S, B) feladatbdl a py = 0 feltétel hozzdaddsdval (masképpen,
a uy valtozé elhagydsaval) kapunk. Most is legyen max LPy(S, B) = —oo,
ha a feladatnak nincs lehetséges megoldédsa. A

V(B) = {s € BU{N}: v(S) > maxLPy (S, B\ {S})} (10)

6 Angolul strongly vital, de az elnevezés 1j.
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halmazba tartozé koalicidkra azt mondjuk, hogy alapvetéek” a B-ben. Vegyiik
észre, hogy V(B) # (), mert minden a tartalmazdsra nézve minimalis B-beli
koalicié alapvetd B-ben, hiszen a megfelel$ (10)-beli LPg-nak nincs lehetséges
megolddsa. Tovdbba SV(B) C V(B), hisz nyilvdnvaléan max LP > max LP.
A 4. példabeli els§ esetben SV(B) = 0 C {1,2,3} = V(B) C B, tehét az erésen
alapvet§ koaliciék halmaza lehet {ires is, a tartalmazdsok pedig szigoruak. A
mésodik esetben viszont SV(B) = V(B) = B.

5. Megjegyzés. Az 1. éllitds bizonyitasdbdl vildgos, hogy egy jaték B-magja
pontosan akkor nem iires, ha v(N) > maxLPy(N,B\ {N}). Tehét, ha a
B-mag nem iires, de az N nagykoalicié nem alapvetd B-ben, akkor egyrészt
v(N) = per yr v(T) valamilyen pozitiv y7 silyokkal kiegyensiilyozott 7 C
B\ {N} koalicidcsalddra, mésrészt az N akdrmelyik ilyen majordlasaban
szereplé barmelyik T' koalicié kifizetése konstans a B-magon. Pontosabban,
el -z = v(T) tetszbleges z € Co(B)-re, ugyanis a

N)= Z”)/TU(T)S ZvTeT-xzeN-xzv(N)

TeT TeT

lancban szerepl6 egyenl6tlenségnek, s6t az Osszegzésben szereplé mindegyik
v(T) < el -z tag-egyenlétlenségnek is egyenlSségként kell teljesiilnie.

Az eddig bevezetett fogalmak szemléltetésére nézziik a kovetkezd 4-sze-
replGs példat.

6. Példa. Legyen N = {1,2,3,4}, a koaliciés fiiggvény pedig v(12) = 0,
v(23) = 6, v(24) = 6, v(3 4) = 6, v(123) = 6, v(124) = 6, v(134) = 7,
v(234) =9, v(N) = 10 és v(T ) =0 mmden egy¢b T koalicidra.

ladjat. Az 1. tdbldzatban feltiintettuk ezen koallclok besorolasat illetve a
koalicié értékének Osszevetését a megfelelé LP egy-egy maximalis értékii meg-
oldasaval is.

S | w(S) || v(B) SV(B) H(B) maxLP (S, B\ {S})
1 0 + + - (1) > v(12) +v(134) — v(N)
2 0 + - - v(2) < (D) + v(23) +v(24) — v(N)
3 0 + - - v(3) < v(23) 4+ v(134) — v(N)
4 0 + — — v(4) < v(24) +v(134) — v(N)
2 0 — — — v(12) < 20(T) 4 v(23) + v(24) — v(N)
23 6 + + - v(23) > v(2) +v(3)
24 6 + + - v(24) > v(2) + v(4)
34 6 + - + v(34) = v(134) + v(234) — v(N)
34| 7 + + - v(134) > v(1) + v(34)
234 9 — — + v(234) = 2v(23) + 2v(24) + $v(39)
1. tabldzat

7 Angolul vital.
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Minden lehetséges tipusra akad példa, a (+,+,+), (—, +,4+) és (—,+, —)
kombinacidk ugyanis nyilvan nem fordulhatnak el6. Az 12 nem alapvetd és
nem is SVH-beli, mert v(12) = v(1) + v(2) = maxLPy < maxLP. A 234
sem alapvetd, viszont H-beli, ugyanis v(234) = max LPy = max LP. Emlitést
érdemel még az alapvetd és H-beli (és igy nem erdsen alapvets) 34 koalicié
is, amire max LPy < v(34) = max LP. Megjegyezziik, hogy mindkét H-beli
koaliciénak van maximalis értékii, csak SV-beli koalicidkkal torténé gyenge
majoréldsa is, hiszen a tédblazatban megadottakon kiviil v(34) = v(23) +
v(24) + 20v(134) — 20(N), illetve v(234) = v(23) + v(24) + v(134) — v(N) is
teljestl.

Az N alapvet$ a B-re nézve, hiszen v(N) = 10 > 9.5 = max LPo (N, B\
{N}) = 30(T)+50(23) + 3v(24) + 3v(134). A jat¢k B-magja tehdt nem iires
(ldsd az 5. megjegyzést), s6t maximalis-dimenziés, mivel csicspontjai az affin
fiiggetlen (1,3,3,3), (0,2,4,4), (0,3,3,4), (0,3,4, 3) szétosztdsok.

Vizsgalatainkban fontos szerepet jatszanak majd a kovetkezo észrevételek.
7. Lemma. Legyen a jaték B-kiegyensilyozott és S € B tetszdleges. Ekkor
(i) S ¢ V(B) esetén V(B\ {S}) = V(B);

(i) S ¢ SVH(B) esetén SVH(B\ {S}) = SVH(B) és SV(B\ {S}) =
SV(B);

(i) S € H(B) esetén SVH(B\ {S}) = SVH(B) \ {S};
() ha N alapvets B-ben, akkor S ¢ SV(B) esetén SV(B\ {S}) = SV(B).

Bizonyitds. Eldszor a (iv) kijelentést igazoljuk. Azért, hogy gondolatmene-
tiinkbél a t6bbi kijelentés is kdnnyen adédjon, a v(N) > max LPo (N, B\{N})
feltevéssel majd csak akkor éliink, ha elengedhetetleniil sziikséges. Addig csak
egy tetszOleges B-kiegyensulyozott jatékot feltételeziink. Mivel a nagykoali-
cion kiviil el6forduld Gsszes koalicié B-beli, igy az atlathatdsag kedvéért ezt
csak a feltétlentil sziikséges esetekben tiintetjiik fel.

Legyen az S ¢ SV(B) tetsz8legesen rogzitett. Ekkor az LP (S, B\ {S})

feladatnak van olyan (()\ R)R£S) MN) optimaélis megoldasa, amire

o() € 3 Anv(B) - () (1)
R#S
Mivel barmely T' € B-re nyilvan max LP (T, B\{T'}) > max LP (T, B\{S,T?}),
igy ha T € SV(B) akkor T' € SV(B\ {S}). Kapjuk tehét, hogy SV(B) C
SV(B\ {5)).
A forditott irdnyu tartalmazds beldtdsdhoz tegyiik fel, hogy T ¢ SV(B)
és persze T # S (ha nincs két kiilonb6z6 nem erésen alapveté koalicié B-
ben, akkor nincs mit igazolni). Ekkor van olyan ((ar)rxr,Bn) optimélis
megoldésa az LP (T, B\ {T'}) feladatnak, amire

o(T) < asv(S)+ > arv(R) = Byv(N) . (12)
R#S,T
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Két eset lehetséges.

1. Ha ag = 0, akkor T' ¢ SV(B\ {S}), vagyis a T nem erésen alapveté a
B\ {S} koaliciécsaldadban sem.

2. Ha viszont ag > 0, akkor a (11) egyenlStlenség ag-szeresét a (12)
egyenl6tlenségbe helyettesitve kapjuk, hogy

(I—asAr)v(T) < Z (ag +asAr)v(R) — (By +asun)v(N) . (13)
R#S,T

Természetesen, a megfelel6 felbontasokkal ugyanezt a miveletet elvé-
gezve a tagsagi vektorok kozotti analdg Osszefliggés egyenloségként tel-
jesiil. Két aleset lehetséges.

(i) Ha 1—agAr > 0, akkor a (13) egyenl6tlenséget ezzel leosztva kapunk
egy olyan lehetséges megoldésat az LP (T, B\ {S,T}) feladatnak, amire
a célfiiggvény értéke legaldbb v(T'). Tehat a T nem erdsen alapvetd a
B\ {S} koaliciécsaldadban sem.

(ii) Ha viszont 1 — agAr < 0, akkor a (13) egyenlStlenséget dtrendezve
kapjuk a

(Bn + aspun)v(N) < (agAr — Do(T) + Z (ar + asAr)v(R) (14)
R#S,T

Osszefiiggést, amiben a koalicids értékek silyai mar mind nemnegativak.
A bal oldalon a v(N) egyiitthatGja csak puy = By = 0 esetben lehetne
nulla, de ekkor egyrészt az ag feltételezett pozitivitdsa és az LP (T, B\
{T}) feltételrendszerében szereplo tagsagi vektorok nemnegativitdsa
miatt S C T, mésrészt a feltételezett Ay > 1/ag pozitivitdsa és az
LPo (S, B\ {S}) feltételrendszerében szerepld tagsagi vektorok nemne-
gativitdsa miatt T" C S kellene legyen, ami egyszerre nyilvan lehetetlen.
A (14) egyenlétlenséget leosztva a pozitiv (B + aspn )-nel kapunk egy
olyan lehetséges megolddsat az LPo (N, B\ {S, N}) feladatnak, amire a
célfiggvény értéke legaldbb v(N). Kapjuk, hogy

v(N) < maXLPO(N,B\ {S,N}) < maXLPO(N,B\ {N}) <w(N),
(15)
ahol az utolsé egyenlotlenség a jaték B-kiegyensulyozottsaga miatt igaz.
A (15)-beli mindegyik egyenlStlenségnek tehdt egyenléségként kell tel-
jesiilnie. A (iv) kijelentés feltétele viszont ezt kizarja, igy ilyen jatékok-
ban ez az aleset nem fordulhat elé.

T6bb (al)eset nem 1évén a (iv) kijelentés bizonyitdsa ezzel kész.

A (iii) kijelentés nagyon hasonléan igazolhat6. Egyrészt, nyilvin SVH(B)\
{S} € SVH(B\ {S}). Mésrésat, legyen S € H(B) és T ¢ SVH(B). Ekkor
T # S, a (11) egyenldségként, a (12) viszont szigori egyenlStlenségként
teljesiil. Ha a (12)-ben ag = 0, akkor T ¢ SVH(B \ {S}). Ha viszont
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ags > 0, akkor a fenti gondolatmenetet megismételve kapjuk, hogy a (13)
is szigoru egyenl6tlenségként &ll fenn. A 2(i) alesetben azt kapjuk, hogy
T ¢ SVH(B\ {S}). A 2(ii) aleset pedig a (14), illetve a (15)-beli els8
egyenlStlenség szigoru volta miatt zdrhaté ki (barmilyen B-kiegyenstlyozott
jatékban).

A (ii) kijelentés igazoldsa teljesen hasonld. Egyrészt nyilvin SV(B) C
SV(B\{S}) és SVH(B) C SVH(B\{S}). A forditott irdnyt tartalmazésok
beldtdsdhoz legyen S ¢ SVH(B). Tetszbleges T # S és T ¢ SV(B) koaliciéra
fenndll (12), s6t T' ¢ SVH(B)-re szigoru egyenlétlenségként, igy ag = 0 mel-
lett adédik a kivént T ¢ SV(B\ {S}), st az utébbi esetben a T' ¢ SVH (B
{S }) is. Ha viszont ag > 0, akkor a most szigoru egyenlotlenségként teljesild
(11) behelyettesitésébdl azt kapjuk, hogy a (13) is szigoru egyenlStlenségként
all fenn. Innen mér tetszéleges T ¢ SV(B) koaliciéra az addédik a 2(i) al-
esetben, hogy T ¢ SVH(B\ {S}) 2 SV(B\ {S}). A 2(ii) aleset most is
a (14), illetve a (15)-beli elsd egyenlStlenség szigord volta miatt zarhaté ki
(barmilyen B-kiegyensilyozott jatékban).

Az (i) kijelentés is konnyen adédik a fenti gondolatmenetbél, hiszen S, T ¢
V(B) esetén feltehetd, hogy a (11) majordlésban uy = 0, illetve a (12) ma-
joralasban Gy = 0. Masképpen fogalmazva, az emlitett LP feladatok helyett
vehetjiikk a megfelel6 LP, feladatokat, ugyanakkor a megéllapitdsokban az
,,erésen alapvetd”-t nyilvan ,,alapvetd”-re kell cseréljitk. A 2(ii) aleset kiza-
rasahoz ekkor nincs sziikség a jatékra tett semmilyen feltételre, hiszen amint
azt ott mar meggondoltuk, uy = By = 0 esetén ag és Ay egyszerre pozitiv
nem lehet. O

A 7. lemmabeli megallapitasok szemléltetésére vegyiik a kbvetkezd jatékot.

, a koalici6s fiiggvény pedig v(12) =

4
2, v(123) = 6, v(124) = 6, v(134) =

0 minden egyéb T koaliciéra.

8. Példa. Legyen N = {1,2,3,
v(23) = 6, v(24) = 6, U(ﬂ) =
U(234) =7, U(1234) =38, ésv(T)

4,
4,

A jaték B- klegyensulyozott hlszen teljesul ra a ( ) alattl 1mphka(210 Tovabba
mivel v(N) = 8 = Jo(1) +5v(23) +3v(24) + $v(134) = max LP (N, B\{N}),
minden B—magbeh k1ﬁzetesre teljesulnle kell az (1) = 0 = v(1), 2(23) =
6 = v(23), 2(24) = 6 = v(24), 2(134) = 4 = v(134) egyenléségeknek
(ldsd az 5 megjegyzest) Sét, mivel az LPq (N, B\ {N})-nek maximumét
adja az $v(12) + $v(23) + U(24) + 2v(134) felbontés is, a B-mag minden
elemére teljesulnle kell még az x(12) = 4 = v(12) egyenléségnek is. Ennek az
egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van, igy a jaték B-magja az egyetlen
(0,4,2,2) szétosztasbdl all.

A 2. tdbldzatban feltliintettiik a B-beli koaliciék besoroldsat, illetve a ko-
alicio értékének Osszevetését a megfeleld LP egy-egy maximalis értéki meg-
oldasaval is.
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S | ws) || viB) SvB) H(B) maxLP (S, B\ {S})

1 0 + - + v(1) = v(12) + v(134) — v(N)

2 0 + - - v(2) < v(1) +v(23) + v(24) — v(N)

3 0 + - - v(3) < v(23) + v(134) — v(N)

| 0 + —~ = || v®) < v(24) +v(134) — v(N)

12 4 + - + v(?) = 211_(T) + vQ_?)) + v(i_4) —o(N)
23 6 + + - 0(23) > v(3) + v(12) + v(234) — v(N)
24 6 + + - v(24) > v(d) + v(12) + v(234) — v(N)
31 2 + - - v(34) < v(23) + v(24) + 2v(134) — 20(N)
134 | 4 + + - v(134) > v(1) + v(34)
234 7 - - - v(234) < v(23) +v(24) + v(134) — v(N)

2. tdbldzat

A B-ben a 234 koalicié nem alapvetd, ugyanis

537 1353 1357 1 37 — 1 — 1 — 1 —
234:_23 — .24 - .34 - —— Zv(24 - 1) . (1
e g€t Fgen, & v(234) 21}(23)4—2@( )+2U(3 ). (16)
Ugyanakkor a megfelel6 LPy-k megoldasaval konnyen ellenérizhetd, hogy az
Osszes tobbi koalicié alapveté B-ben. Példdul, a 34 koalicié alapvetd B-ben,
hiszen v(34) = 2 > 0 = max LP((34, B\ {34}). Ugyanakkor, a 34 nem erésen
alapvet6 B-ben, mert példaul

34 _ 6134 4 6234 _ 61234

e , de v(34) <v(134) +v(234) —v(1234) . (17)

A megfelel6 LP-k megoldasaval kapjuk, hogy a B-ben erésen alapvetd koali-
ci6k halmaza SV(B) = {23,24,134}.

A 7. lemma (i) kijelentése szerint egy nem alapvetd koalicié elhagydsa
nem véltoztatja meg az alapvetd koaliciék halmazat. A B-ben alapvetd 34
koalicié példdul alapveté marad, ha elhagyjuk a nem alapvetd 234 koaliciét.
Jollehet a 34 nem erdsen alapvetd jellegét mutaté (17) gyenge majordlasban
a 234 is részt vesz, de szerepe kivalthaté a nem alapvetd jellegét mutaté (16)
majoralds behelyettesitésével. Vegyiik észre, hogy a behelyettesitett (16)
majordldsban ugyan részt vesz maga a 34 koalicié is, de csak % sullyal, ezért
a tagsagi vektorok egyenleteibdl a 234-mentes €34 = 23 4 24 4 2¢134 — 21234
gyenge felbontdst kapjuk, ami rdaddsul egy a (17)-belinél magasabb értékii
(egyébként a maximalis értékii, a tdbldzatban is szerepld)

v(34) =2 < 4=v(23) +v(24) + 20(134) — 2v(1234) (18)

gyenge majoralast ad. Ugyanez torténne persze, ha egy ilyen majoralast
egy majoralasba helyettesitenénk: egy legaldbb akkora értékii majoralast
kapndnk. Az adott nem alapveté koalicié tehat nem valna alapvetévé. Ez az
eset egyébként egy példa arra is, amikor egy nem (erésen) alapvetd koalicid
elhagyasa nem véltoztatja meg egy koalicié nem erdsen alapveto jellegét,
jollehet most v(N) = max LPo (N, B\ {N}).

A lemma (ii) kijelentése szerint egy nem SVH-beli koalicié elhagydsa nem
valtoztatja meg sem az SVH, sem az SV halmazokat. Erdemes ugyanakkor
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megemliteni, hogy ilyen esetben az alapveto koalicidk halmaza viszont béviil-
het. A 8. példdban hagyjuk most el a nem SVH(B)-beli (egyébként B-ben
alapvetd) 34 koaliciét. A B-ben nem alapvetd 234 koalici6 a B\ {34} csalédban
mdr alapvetd, hiszen ezen beliil mar csak egyetlen felbontdsa van, mégpedig
a €3 = e3 + ¢! felbontés, erre viszont v(234) =7 > 6 = v(3) + v(24). A

jelenség oka az, hogy a v(234)-nek az egyetlen B-beli majoraldsa a (16)-beli,
de ebbe a v(34) akdrmelyik gyenge majoralasat helyettesitjiik is, mar csak
gyenge majoralast kapunk. Vagyis csak a 234 nem SVH-beli jellege maradt
meg (mert egy nem SVH-beli koaliciét hagytunk el), de nem alapvetd jellege
megvaltozott.

A 7. lemma (iv) kijelentésében szereplé v(N) > maxLPo(N,B\ {N})
feltétel sziikségességének igazolasara vegytlik ismét a 8. példabeli jatékunkat,
ahol ez nem teljesiil, de azért a B-mag nem iires. Sem az 1, sem az 12
koalicié nem erdsen alapvetd, viszont mindketté H-beli, rdadasul szerepel-
nek egymds maximadlis értékii gyenge majordldsdban (lasd a 2. tabldzatot).
Ugyanakkor sem az LP (1, B\{1,12})-nek, sem az LP (12, B\ {1, 12} )-nek nincs
lehetséges megoldasa, tehat az egyik koalicié elhagyasa erdsen alapvetévé
teszi a masikat. Ez egyben példa arra is, hogy egy H-beli koalicié elhagyasa
esetén az SV bévillhet, ami a 7. (iv) miatt persze csak ,,degeneralt” B-
maggal rendelkezd jatékban fordulhat el8, és a 7. (ii) szerint ilyenkor is
csak olyan mdédon, hogy egy H-beli koalicié atkeriil az SV-be. Ugyanakkor,
amint azt a 6. példiban az egymdas maximalis értékii gyenge majoralasaban
szereplé H-beli 34 és 234 koaliciékkal kapcsolatban lattuk, ha a nemiires
B-mag ,nemdegeneralt”, akkor egy gyenge majoraldsban szereplé ugyan-
csak gyengén majoralt koalicid kikiiszobolhetd, tehat barmelyik nem er6sen
alapveto koaliciénak van olyan gyenge majoralasa, amelyben mér csak erésen
alapveto koalicidk szerepelnek. Ilyenkor tehat egy H-beli koalicié elhagyédsa
nem valtoztat a tobbi H-beli koalicié statuszan.

A fejezet 6 allitasa a kdvetkezd.

9. Tétel. Legyen a jaték B-magja nemiires. Ekkor
(i) CO(V(B) N SVH(B)) = Co(B);

(ii) SV(B) C D C SVH(B) minden olyan legsziikebb D C B koalicidcsalddra,
amelyre Co(D) = Co(B);

(iii) ha N alapvets B-ben, akkor Co(SV(B)) = Co(B), tovdbbd egyediil
D = SV(B) a legsziikebb olyan B-beli koalicidcsaldd, amelyre Co(D) =
Co(B).

Bizonyitas. A 7. lemma segitségével az allitdsok induktiven kénnyen iga-
zolhaték. Elészor nézzik az (i)-et. Legyen B\ V(B) = {S1,...,5,} és
V(B) \ SVH(B) = {Sp+1,---,Sp+q}- Természetesen p és/vagy ¢ lehet 0 is.
Jelolje VSVH a VN SVH metszetet. Hagyjuk el egyenként az S; koaliciokat,
eloszor az 1 < ¢ < p indextieket valamilyen tetszoleges sorrendben, majd a
p+1 < i < p+q indextieket Gnmagukon beliil ugyancsak tetszéleges sorrend-
ben. Az egyszeriiség kedvéért vélasszuk az indexek természetes sorrendjét,
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azaz legyen By = B ési=1,...,p+¢gra B; = B;_1 \ {5;}. Nyilvdnvaléan
B, =V(B) és Bpyq = VSVH(B).

Az S1 ¢ V(By) koaliciéra nyilvan S; ¢ SV(By) is igaz, igy a definicidk
alapjén Co(B;) = Co(By \ {S1}) = Co(By). A 7. lemma (i) miatt V(By) =
V(Bo \ {S1}) = V(By), mig a 7. (ii) és (iii) miatt SVH(B1) = SVH (B \
{S1}) = SVH(By) \ {51}, kovetkezésképpen VSVH (B1) = VSVH(By). Az
alapveto koalicidk halmazanak valtozatlansaga miatt ez a gondolatmenet in-
duktivan megismételheté mindaddig, amig el nem hagyjuk az Gsszes az ere-
deti B-ben nem alapvet6 koaliciot. Kapjuk, hogy mindegyik ¢ = 1,..., p-re
egyrészt Co(B;) = Co(B;_1), mésrészt VSVH(B;) = VSVH(B;—1). Ebbél
kovetkezik, hogy

Co(B,) =Co(B) é  VSVH(B,) = VSVH(B) (19)

tovébba, hogy SVH(B,) C B, = V(B,), vagyis a redukalt B, = V(B)-ben a
VSVH metszet méar azonos az SVH-val.

Folytassuk ¢ = p+ 1,...,p + g-ra az S; koalicidk elhagyasat. Mivel
az Sp11 ¢ SVH(B,) koaliciéra S,+1 ¢ SV(B,) is igaz, nyilvadn teljesil a
Co(By11) = Co(B,\{Sp+1}) = Co(B,) azonossdg. Mésrészt, a 7. lemma (ii)
miatt SVH(Bp11) = SVH (B, \ {Sp41}) = SVH(B,). Mivel most mér B, =
V(Bp), nyilvén V(Bp+1) = V(Bp\{Sp+1}) = V(Bp)\{5p+1} = Bp+1 is fennéll,
kévetkezésképpen VSVH(B,41) = VSVH(B,), vagyis most egy nem SVH-
beli koalicié elhagyédsa nem véltoztat a VSVH metszeten. A nem SVH-beli
koaliciék halmazéanak valtozatlansidga miatt ez a gondolatmenet induktivan
megismételhetd mindaddig, amig el nem hagyjuk az Gsszes B, \ SVH(B,)-
beli koaliciot. Kapjuk tehat, hogy mindegyik i = p+1,...,p+ g-ra egyrészt
Co(B;) = Co(B;_1), masrészt VSVH(B;) = VSVH(B;—1). Ebbdl és (19)-bél
kovetkezik, hogy

Co(Bp+q) = Co(B,) = Co(B) .

Figyelembe véve, hogy Bptq = VSVH(By+q) = VSVH(B,) = VSVH(B), az
(1) allitas bizonyitasa ezzel kész.

A (ii) allitds nagyon hasonlé médon igazolhatd. Legyen D C B egy tetsz6-
leges legsziikebb olyan koalicidcsalad, amelyre Co(D) = Co(B). Tegyiik fel,
hogy B\ D ={T,...,T,}, ahol a D-n kiviili koaliciék sorrendje tetsz6leges.
Természetesen r lehet 0 is. Hagyjuk el egyenként a T koalicidkat, az egy-
szertiség kedvéért az indexek természetes sorrendjében. Legyen By = B, és
j=1,...,rre B; = B;j_1 \ {I}}, tehat B, = D.

Mivel nyilvdn Co(B;_1) C Co(B;) minden j = 1,...,7-re, a Co(By) =
Co(B,) feltevés miatt valéjdban Co(B;j_1) = Co(B;) minden j = 1,...,7-
re. Ebb6l kovetkezik, hogy T; ¢ SV(B;_1) minden j = 1,...,r-re, hiszen
ellenkezé esetben a 3. allitas szerint a 7} elhagyasdval a mag szigorian
béviilne. Egyrészt, a definiciékbél adédéan SV(B;_1) C SV(B,), masrészt a
7. (ii) és (iii) megéllapitdasokbdl kévetkezéen SVH(B;) C SVH(B;_1) minden
j=1,...,r-re. Ezekbol kovetkezik, hogy

SV(B)C...CSV(D) C SVH(D) C...C SVH(B).
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Mivel egyetlen D-beli koalicié sem hagyhato el anélkiil, hogy a mag szigorian
béviilne, D C SV(D), vagyis D = SV(D) kell legyen, és ezzel a (ii) bizonyitdsa
kész.

A (iii) Allitdst a (ii) bizonyitdsdval szinte azonos mdédon igazolhatjuk a
7. lemma (iv) segitségével. Legyen most is D C B egy tetsz6leges legsziikebb
olyan koaliciécsaldd, amelyre Co(D) = Co(B). Legyen megint B\ D =
{Th,...,T,}, tovdbbd By = B és j = 1,...,rmre B; = Bj_1 \ {I}}, tehdt
B, =D. Ha az N alapvet6 a B-ben, akkor nyilvan alapveté marad mindegyik
Bj-ben is. A 7. (iv) tehat mindegyik lépésben alkalmazhaté. Kapjuk, hogy
most SV(B;) = SV(B;_1) minden ¢ = 1,...,p-re. Ebbdl, valamint a D
tartalmazéasra minimélis voltabdl pedig adédik, hogy

SV(B)=...=SV(D)=D. (20)

Mivel biztosan van egy olyan legsziikebb D C B koaliciécsalad, amelyre
Co(D) = Co(B), kapjuk egyrészt, hogy Co(SV(B)) = Co(D) = Co(B).
Maésrészt, mivel (20) barmely ilyen D-re fennéll, az SV(B) az egyetlen leg-
sziikebb ilyen koaliciocsalad. a

Szemléltetésképpen nézziik ismét a 8. példat. Amint azt ott mar megal-
lapitottuk, a B-mag degenerlt, egyediil a (0,4,2,2) kifizetés-vektorbdl All.
Az egyetlen nem alapvetd 234 koalicié figyelmen kiviil hagydsa ezen nem
véltoztat, a V(B)-mag tehat valdéban azonos a B-maggal. Ezutin a V(B) \
SVH(B)-beli 2,3, 4 és 34 koalicidk is elhagyhatdk, nem szerepelnek sem egy-
mads, sem a tobbi koalicié gyenge majordldsaban. Tehat a (V(B) NSVH(B))-
mag is azonos a B-maggal. Itt azonban meg kell dlljunk, a V(B) NH(B)-beli
1 és 12 koaliciok koziil csak az egyiket torolhetjiik, mert ezéltal a mdsik
mér erésen alapvetévé valik. Valéban, ha csak az SV(B)-beli 23, 24 és 134
koalicidkat vesszik figyelembe, akkor egy bovebb magot kapunk: példaul
(—2t,4,2+4t,2+t) € Co(SV(B)) minden ¢ > O-ra. Vegyiik észre ugyanakkor,
hogy mivel tetszéleges # € Co(SV(B)) kifizetés-vektorban z1 < 0 és z2 < 4,
az erésen alapvetd koalicidk kiegészitése akar az 1 € H(B) N V(B), akdr az
12 € H(B) N V(B) koaliciéval méar egyértelmiivé teszi a megolddst, vagyis
Co(SV(B) U {1}) = Co(B), illetve Co(SV(B) U {12}) = Co(B). Tehat
degeneraltsaga miatt a B-magot ugyan nem hatarozzak meg teljesen az er6sen
alapveto6 koalicidk, de a nem erdsen alapveto koaliciok majdnem mindegyike
(a H(B)NV(B)-beliek kivételével mindegyik) azért elhagyhatd, csakigy, mint
a nem alapvetd koalicidk.

A 9. tétellel kapcsolatban még megjegyezziik, hogy amennyiben az N nem
alapvetd B-ben, a (degeneralt) B-magot meghatérozé legsziikebb koalicidesa-
ladok kozott lehet(nek) olyan(ok) is, amelyek nem részhalmazai a (B-magot
egyébként mindig meghatédrozd) V(B) N SVH(B) metszetnek. A 4. példdban
B = N esetén az egyetlen szétosztést tartalmazé B-mag megegyezik a D =
{12,13,23} koaliciécsalad dltal meghatdrozott D-maggal. A D minim4lis
is, de diszjunkt az alapvetd koalicick V(B) = {1,2,3} csaladjatdl. Ez azt is
mutatja, hogy az (i) 4llitds bizonyitdsdban a VSVH metszeten kiviili koalicidk
elhagyasanak sorrendje annyiban nem tetszo6leges, hogy elobb kell elhagyni az
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Gsszes nem alapvetd koaliciét, csak ezutan keriilhetnek sorra a V \ SVH-beli
koalicidk.

3 A B-sziikmag

Korabban mar lattuk, hogy szétosztdsok minden jatékban vannak, de a B-
mag csak akkor nem ftres, ha a nagykoalicié értéke ,kelléen nagy” a fi-
gyelembe vett koalicidk alkalmasan silyozott értékeihez képest, vagyis a jaték
B-kiegyenstlyozott, mert ekkor tudunk minden B-beli koalicionak nempozitiv
tobbletet garantalni. Lassuk mi torténik akkor, ha a legnagyobb megengedett
tobblet szintjét nem rogzitjiik le eleve nullara, hanem csak egy relative legjobb
kozos elfogadhatdsagi kiiszobot prébalunk elérni?

Egy tetszbleges (N, v) jaték és B C N, koalicidesaldd esetén a B-szikmag
azon szétosztasok halmaza, amelyeknél az Gsszes B-beli koalicidra vett leg-
nagyobb tobblet a lehetd legkisebb, azaz

: < .
LC(B) = {x € pIm réleage(S x) lglpllnmréleaé{e(é' x)} (21)

Az N -szitkmagot roviden csak szikmagnak® mondjuk. Ezt a megoldési kon-
cepciét Maschler, Peleg és Shapley vizsgaltak el6szor 1979-ben megjelent
cikkiikben. Alapveté megallapitdsaik konnyen éltaldnosithaték akarmelyik
B-szlikmagra (a kézenfekvd bizonyitdsoktol ezért eltekintiink).

10. Allitas. Tetsz8leges B C Ny koalicidcsaldd és v jdték esetén
(i) t* := min,cp1m maxsep (S, ) egy jol meghatdrozott valds szdm;

(ii) LC

(B) nem dres;
(i1i) Co(B) tres < t*>0;
() LC(B

(v) LC(B

(B) = Co(B), de az N nem alapvetd B-ben < t* =0;
(B) C Co(B) és az N alapveté B-ben < t* < 0.

Az 4llitas (iv) és (v) pontjai szerint, ha egy jaték B-magja nem tires, akkor
a B-sziikmag a B-mag része. Innen szdrmazik az elnevezése. A (iv) ponttal
kapcsolatban érdemes felidézni az 5. megjegyzést.

A sziikmagra vonatkozdé 6 allitasunk a kdvetkezd.

11. Tétel. Ha az N alapveté B-ben, akkor LC(B) = LC(SV(B)).

Bizonyitds. Ha az N alapvetd B-ben, akkor a jaték B-magja nem iires, igy
a 9. tétel (iii) megéllapitdsa alapjan Co(B) = Co(SV(B)). A 10. allits
(iv) és (v) pontjai szerint egyrészt LC(B) C Co(B), mésrészt LC(SV(B)) C
Co(SV(B)). Tehat mind a B-szlikmag, mind az SV(B)-sziikmag meghatéro-
zasaban a szétosztasok halmaza leszlikithet6 a B-magra, ahol mar mindegyik

8 Angolul least core.
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B-beli koalicié tébblete nempozitiv. A tétel bizonyitdsahoz tehét elegendd azt
megmutatni, hogy minden z € Co(SV(B)) = Co(B) esetén maxrep (T, ) =
maxresys) e(T, ).

Mivel nyilvanvaléan maxrep e(T,r) > maxpesyg) e(T, ), csak a for-
ditott irdnyu egyenlotlenséget kell igazolnunk. Vegyiink tetszOlegesen egy
S € B\ SV(B) koaliciét. A 7. lemma (iv) pontjat iterativan alkalmazva
kapjuk, hogy van olyan 7 C SV(B) koaliciécsaldd, hogy Ar > 0 (T € T),
illetve pn > 0 sulyokkal egyrészt

eS=ZAT6T—uNeN, (22)
TeT
masrészt
v(S) < Z Aro(T) — unv(N) . (23)
TeT

Ha a (22) felbontdst beszorozzuk egy tetszbleges x szétosztassal, és a kifize-
tésekre igy kapott x(S) = Y pcq Ar2(T) — pn 2(N) egyenletet tagonként
kivonjuk a (23) majoralasbél, azt kapjuk, hogy

e(S,x) < Z Me(T,z) <( Z A1) ma;rie(T,x) ,

Te
TeT TeT

hiszen egyrészt minden x szétosztdsra e(N,z) = 0, masrészt mindegyik A
pozitiv.

Mivel 3 e A > 1 (hiszen S ¢ 7 miatt a (22) felbontas valédi), adédik,
hogy minden € Co(SV(B)) = Co(B) esetén

e(S,x) < (Z)\T) rTngg[{e(T,x) < maxe(T,z) < max e(T,x),

TeT T TeSV(B
Ter €SV(B)

vagyis egy nem erésen alapveto koalicié egyetlen B-magbeli szétosztasnal sem
lehet egyediiliként a maximalis tobbletli, mindig van egy legalabb akkora
tobblettel rendelkezd erdsen alapvet6 koalicid. Tehat valéban minden x €
Co(SV(B)) = Co(B) esetén maxpep e(T, x) = maxresys) e(T, ). O

Osszevetve a 11. tételt a 9. tétel (v) pontjdval azt latjuk, hogy ha egy
(N, v1) jéték nem elfajult Bi-magja megegyezik egy (NN, vo) jaték nem elfajult
Ba-magjéval, akkor SV(B1) = SV(Bs), s igy az (N, vy) jaték Bi-sziikmagja is
megegyezik az (N,vq) jaték By-szitkmagjaval. Figyelembe véve a 10. allitas
(iv) pontjét is, kijelenthetjiik, hogy barmilyen B-kiegyensilyozott jatékban a
nemtires B-magot meghatarozé koaliciécsalddok a B-sziitkmagot is meghaté-
rozzdk. A By = By = N, esetben ez a megéllapitds egy kozvetett bizonyitasat
adja Potters és Tijs (1994) aldbbi eredményének.

12. Kovetkezmény. Kiegyensulyozott jatékokban a szikmag a mag egy
mértani helye, vagyis azonos maggal rendelkezd barmely két jaték szikmagjai
is azonosak.
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A 11. tétellel kapcsolatban még két megjegyzést tesziink. Az els6, hogy
a szliikmag esetében —ellentétben a maggal, ldsd a 9. tétel (iii) pontjat—
altalanos érvénnyel akkor sem azonosithatunk egy, a megoldast meghatarozé
legsziikebb koaliciécsaladot, ha az N alapvetdé B-ben. A kdvetkezd egy olyan
4-szereplGs példa, amelyben a hét erdsen alapvetd koalicié kozott csak egy
olyan van, amelyik tagja mind a nyolc legszlikebb meghatarozé koalicidcsa-
ladnak.
13. Példa. Legyen N = {1,2,3,4}, vegyiik a koalicick B = {1,2,3,4,

S
v(S)

=3I\
o | el
[« N

12 13 14 23 34 123 | N
8§ 4 8 8 8 10 | 18

o |+l

Az 123 koalicié nem alapvetd, mivel v(123) = 10 = 1v(12) + $0(13) +
1v(23). Ezen kivill csak az (alapvetd) T illetve 3 koaliciok nem er8sen alap-

Mivel t* = min,cprm maxsep e(S,z) = —1 < 0, a jaték B-kiegyenstilyo-
zott, sét az N alapvetd B-ben. A B-sziikmag a B-mag (alacsonyabb dimen-
zi6s) szigoru részhalmaza, hiszen a minimdlis t* = —1 t&bbletszintet eredmé-
nyezd szétosztdsoktdl megkovetelt e(12,7) = 8 — x(12) < —1 és e(34,7) =
8—z(34) < —1, de #(12)+x(34) = 18 rendszer minden megoldaséban z(12) =
9 és 2(34) = 9 kell teljesiiljion (v6. 5. megjegyzés). Hasonlé ok miatt végig
konstans t* = —1 a B-sziikmagon az 14 illetve 23 koaliciék tobblete. Az
r(12) = 9, 2(34) = 9, x(14) = 9 és 2(23) = 9 egyenletrendszer minden
megolddsa (y,9 — y,y,9 — y) alaki. A mésik hdrom erdsen alapvetd koalicid
tobbletét is t* = —1-ben maximalva kapjuk, hogy LC(B) = {(y,9 —y,%,9 —
y) : 5/2 <y <8}

Vegyiik észre, hogy a B-szilkmagot tartalmazd egyenest megadd négy
egyenlet koziil barmelyik harombdl kovetkezik a negyedik, igy akarmelyikiik
(de csak az egyikiik) figyelmen kiviil hagyhaté. Ettdl fiiggetleniil kihagyhatd
akdr a 2 akdr a 4 koalicié, mert tobbletiik limitdldsa ugyanazt az y < 8
korlatot eredményezi. Tehét nyolc olyan szigoru részhalmaza is van SV(B)-
nek, amelyik ugyancsak az LC(B)-t hatdrozza meg. Egyedil az y > 5/2
korlatot eredményez6 13 koalicié szerepe nem kivalthato.

A tétellel kapcsolatos masik megjegyzésiink az, hogy a jaték B-kiegyen-
sulyozottsagara tett feltevés nem elhagyhaté.

14. Példa. Vegyiik a 13. példabeli helyzetet, de csokkentsiik a nagykoalicio
értékét 12-re, azaz legyen:

S
v(S)

(=R RN
o | el
S|l

12 13 14 23 34 123 | N
8§ 4 8 8 8 10 | 12

o |+l

Mivel t* = min,cpm maxses e(S, ) = 2 > 0, a jaték nem B-kiegyensi-
lyozott, a B-mag iires. A 13. példabeli gondolatmenetet megismételve most is
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azt kapjuk, hogy a B-szitkmagnak benne kell lennie az z(12) = 6, 2(34) = 6,
x(14) = 6 és x(23) = 6 egyenletrendszer (y,6 — y,y, 6 — y) alakti megoldésai-
nak halmazaban. A t6bbi B-beli koalicié t&bbletét is t* = 2-ben maximalva
kapjuk, hogy LC(B) = {(y,6 — y,4,6 —y) : 2 <y <8}.

Az y > 2 korldtot egyediil az 123 koalicié adja, a kdvetkezd legszigoribb
als6 korlat az 13-hoz tartozé y > 1. Adédik, hogy LC(B\ {123}) = {(y,6 —
y,,6 —y) : 1 <y < 8}. Mivel LC(B\ {123}) szigortian bévebb, mint
LC(B), a most sem alapvet§ 123 koalicié nem redundéns a sziitkmagra nézve.
Az erésen alapvet6 koaliciék tehat nem feltétleniil elegendék a B-szitkmag
meghatarozasdhoz akkor, ha a B-mag iires.
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REDUNDANCY IN SOLUTIONS OF COOPERATIVE GAMES I:
THE CORE AND THE LEAST CORE

The various solutions of transferable utility games take into account the coopera-
tive possibilities of all coalitions of players in one way or another. Although their
definitions formally involve each of the coalitional values, many of the excess-based
solutions are actually determined by a smaller family of coalitions. Disregarding
superfluous coalitions can make the analysis and/or the computation of these solu-
tions significantly easier, especially for games related to situations with restricted
cooperation possibilities. In this paper we investigate the redundancy of coalitions
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with respect to the core and the least core. We identify several smaller families of
coalitions which completely determine these solutions. In case the core is not empty
and not degenerate, we find the smallest such family for the core, but demonstrate
that no such smallest family exists for the least core.
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