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MARTOS B¶ELA
(1920-2007)

Martos B¶ela 1920-ban szÄuletett. 1938-ban ¶eretts¶egizett. Zsid¶o sz¶armaz¶asa
miatt nem mehetett egyetemre, de szerencs¶ere az¶ert villamosszerel}o-inasnak
m¶eg felvett¶ek. Ez mentette meg att¶ol, hogy 1942-ben gimn¶aziumi bar¶ataihoz
hasonl¶oan elpusztuljon a Don-kanyarban. Munkaszolg¶alatosk¶ent szabadult
fel 1944 v¶eg¶en Miskolc kÄorny¶ek¶en, az utols¶o napokat egy der¶ek munk¶as krump-
liskamr¶aj¶aban v¶eszelve ¶at. A h¶abor¶uban ¶edesapja ¶es testv¶ere elpusztult,
¶edesanyja azonban ¶eletben maradt.

1945-ben Szegedre ment matematik¶at tanulni | olyan kiv¶al¶os¶agok t¶ar-
sas¶ag¶aban, mint R¶enyi Alfr¶ed, olyan tan¶arokt¶ol, mint Kalm¶ar L¶aszl¶o. Hogy
ne haljon ¶ehen, tÄobbek kÄozÄott cigarettapap¶³rral feketekereskedik. Egyetemi
tanulm¶anyai alatt bel¶epett a Magyar Kommunista P¶artba, ¶es hamarosan
¶allamhivatalnokk¶a v¶alik. KÄozben megszerzi a matematikus diplom¶at. KÄoz-
szolg¶alat¶ar¶ol ut¶olag nem nagy lelkesed¶essel besz¶elt, pedig megj¶arta a KSH-t,
a KGM-et (Koh¶o- ¶es G¶epipari Miniszt¶erium) ¶es tal¶an az OT-t (Orsz¶agos
Tervhivatal) is, de ahogyan ismertem, biztos der¶ek munk¶at v¶egzett ott is.
Az 1970-es ¶evekben a FAO-ban is dolgozott R¶om¶aban, ¶es j¶ol hasznos¶³totta
k¶epess¶egeit.

1962-ben kÄorÄul dÄontÄott ¶ugy, hogy m¶egis kutat¶o lesz. Hi¶aba h¶³vta R¶enyi
az ¶altala vezetett, az¶ota r¶ola elnevezett Matematikai Int¶ezetbe, nem fogadta
el, ¶uri luxusnak tartva a matematikai kutat¶ast. Ink¶abb a gyakorlatiasabb
kÄozgazdas¶agtudom¶anyt v¶alasztotta, ¶es bel¶epett az MTA KÄozgazdas¶agtudo-
m¶anyi Int¶ezet¶ebe. Ott is maradt 1990-ig, amikor nyugd¶³jba vonult. De a
legutols¶o ¶evekig szorgalmasan bej¶art az int¶ezetbe, ¶es r¶eszt vett a tudom¶anyos
¶eletben.

Tudom¶anyos munk¶ass¶ag¶at h¶arom nagy r¶eszre lehet osztani:

1. matematikai programoz¶as,
2. kÄozgazdas¶agi szab¶alyoz¶aselm¶elet,
3. nyugd¶³jmodellez¶es.

1. A matematikai programoz¶as feladata: c¶elfÄuggv¶enyt maximaliz¶alni
bizonyos felt¶etelek mellett. TÄort¶enetileg az els}o sikeresen megoldott fela-
dat a line¶aris programoz¶as volt, ahol line¶aris c¶elfÄuggv¶enyt maximaliz¶altak
line¶aris korl¶atok mellett. A siker kulcsa egy roppant hat¶ekony algoritmus
volt: az ¶un. szimplex m¶odszer. Martos egyik legnagyobb hat¶as¶u felfedez¶ese az
volt, hogy meghat¶arozta a nemline¶aris programoz¶asi feladatoknak egy sz¶eles
kÄor¶et, amelyre az eredetileg a line¶aris programoz¶asra kidolgozott szimplex
m¶odszer j¶ol m}ukÄodik. Nemline¶aris programoz¶asi kutat¶asait egy nagysiker}u
monogr¶a¯¶aban foglalta Äossze 1974-ben, amelyre tÄobb mint sz¶az Google-hi-
vatkoz¶ast tal¶altam.
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2. A kÄozgazdas¶agi szab¶alyoz¶aselm¶elet a m}uszaki tudom¶anyokb¶ol kÄolcsÄon-
vett m¶odszerrel vizsg¶alja, hogy mik¶epp lehet egy gazdas¶agi szab¶alyoz¶asi rend-
szert m}ukÄodtetni, stabiliz¶alni vagy optimaliz¶alni. Martos B¶ela Kornai J¶anossal
egyÄutt 1970-ben kezdett e t¶emakÄorrel foglalkozni, ¶es a vegetat¶³v szab¶alyoz¶asr¶ol
¶³rt cikkÄuk 1973-ban az Econometric¶aban jelent meg. Az 1970-1980-as ¶evekben
B¶ela is ezen a terÄuleten dolgozott, f}oleg a kÄulÄonf¶ele szab¶alyoz¶asok ekviva-
lenci¶aja ¶erdekelte. 1980-ban J¶anossal egyÄutt egy tanulm¶anykÄotetet szerkesz-
tettek: Szab¶alyoz¶as ¶arjelz¶esek n¶elkÄul, amely magyarul ¶es angolul is megjelent.
B¶el¶anak annyira megtetszett a t¶emakÄor, hogy 1990-ben a szab¶alyoz¶aselm¶e-
letr}ol egy m¶asodik monogr¶a¯¶at ¶³rt, ez¶uttal egyedÄul.

3. A nyugd¶³jmodellez¶es volt B¶ela utols¶o kutat¶asi terÄulete. Sokunkkal
egyÄutt }ot is Bod P¶eter ¶es Augusztinovics M¶aria vonta be e gyorsan n¶epszer}uv¶e
¶es fontoss¶a v¶al¶o kutat¶asi terÄuletbe, 1990 kÄorÄul. B¶ela f}oleg a nyugd¶³jak egyen-
l}otlens¶eg¶evel foglalkozott, ¶es szellemes javaslatot tett a nyugd¶³jak kereset-
fÄugg}os¶eg¶enek ¶esszer}us¶³t¶es¶ere.

Tudom¶anyszervez¶esi tev¶ekenys¶eg¶enek s¶ulypontjak¶ent B¶ela 1968 ¶es 1990
kÄozÄott az els}o magyar matematikai-kÄozgazdas¶agtani foly¶oirat, a Szigma f}o-
szerkeszt}oje volt. Ennek jelent}os¶eg¶et csak az ¶ertheti meg, aki k¶ezbe veszi
az akkori KÄozgazdas¶agi Szeml¶et, ¶es meg¶allap¶³tja, mennyire ritka volt benne
a kvantitat¶³v elemz¶es. B¶ela ig¶enyes szerkeszt}o volt, megkÄovetelte a vil¶agos
szerkezetet ¶es a vil¶agos kifejt¶est. ÄUldÄozte az angol szavakat, ¶es csak a latin
eredet}u idegen szavakat t}urte meg. (Velem is harcolt, hogy ford¶³tsam le a
team-et csapatra, de sajnos nem voltam r¶a hajland¶o.)

Nem lehet befejezni egy eml¶ekez¶est B¶el¶ar¶ol, ha nem sz¶olunk r¶ola, mint
emberr}ol. Vid¶am ¶es kiegyens¶ulyozott volt, nem nagyon panaszkodott. Si-
keres kutat¶asa mellett sok id}ot tÄoltÄott csal¶adj¶aval: els}o feles¶eg¶evel, Ver¶aval;
l¶any¶aval, Julival; vej¶evel, B¶ecivel, ¶es unok¶aival, P¶eterrel ¶es Lill¶aval. Vera
hal¶ala ut¶an ¶ujb¶ol megn}osÄult, ¶es ¯atalabb bar¶atai, j¶omagam is ink¶abb m¶ar
M¶ari¶at ismertÄuk meg. Fiatalabb kor¶aban term¶eszetj¶ar¶o volt, megm¶aszta a
2500 m magas t¶atrai cs¶ucsokat. ¶Elete v¶eg¶eig szenved¶elyes bridzsel}o volt, aki
az int¶ezetben is bridzstanfolyamot tartott az 1970-es ¶evekben. Sokat olvasott,
¶es szeretett besz¶elgetni (nem sz¶onokolni!) Id}osebb ¶eveiben megtanult f}ozni,
¶es vacsoravend¶egek¶ent tan¶us¶³thatom, hogy ebben is mester volt.

Ha volt hib¶aja, akkor az t¶ulzott szer¶enys¶ege volt. Soha nem tolta mag¶at
el}ot¶erbe, soha nem dicsekedett, pedig tiszt¶aban volt k¶epess¶egeivel. Azt gon-
dolhatta, hogy amit ¶³gy el¶ert, az is el¶eg. Igaza volt.

B¶eke veled, B¶ela!

Simonovits Andr¶as
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ARROW-T¶IPUS¶U LEHETETLENS¶EGI T¶ETELEK1

MALA J¶OZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem

1 TÄort¶enelmi bevezet¶es

A szavaz¶as elm¶elete a francia felvil¶agosod¶as kor¶aba ny¶ulik vissza, amikor a
t¶arsadalmi v¶altoz¶asok kÄovetkezt¶eben egy igazs¶agos szavaz¶asi rendszer meg-
alkot¶asa szÄuks¶egess¶e v¶alt. Az els}o ¶eszrev¶etelek, eredm¶enyek k¶et francia aka-
d¶emikus, Condorcet [11] ¶es Borda [10] nev¶ehez f}uz}odnek, de Laplace [27]
is kÄozÄolt eredm¶enyeket a terÄuleten. Az els}o ¶eszrev¶etel az volt, hogy ha
legal¶abb h¶arom jelÄoltre tÄort¶enik szavaz¶as, akkor a plur¶alis szavaz¶asi elj¶ar¶as
(teh¶at amelyben a szavazat nem m¶as, mint egy jelÄolt megad¶asa, ¶es a legtÄobb
szavazatot kapott jelÄolt a gy}oztes) kÄonnyen siralmas eredm¶enyre vezethet,
mert megtÄort¶enhet, hogy a szavaz¶ok olyan jelÄoltet v¶alasztanak meg, akit
j¶okora tÄobbs¶eg elutas¶³t az Äosszes tÄobbi jelÄolttel szemben. Ez¶ert Condorcet egy
olyan jelÄolt megv¶alaszt¶as¶at szorgalmazta (m¶ar amennyiben ilyen l¶etezik), akit
a tÄobbi jelÄolt mindegyik¶evel szemben valamilyen tÄobbs¶eg t¶amogat. Ilyen ¶u.n.
Condorcet-gy}oztes l¶etez¶ese ¶altal¶aban val¶oban nem garant¶alhat¶o, amint azt az
al¶abbi p¶elda mutatja. TegyÄuk fel, hogy h¶arom jelÄoltÄunk van (legyenek ezek
a; b ¶es c), tov¶abb¶a h¶arom szavaz¶onk ( jelÄoljÄuk }oket 1; 2; 3-mal) ¶es a szavaz¶oink
az al¶abbi preferenci¶akkal rendelkeznek a jelÄoltekre vonatkoz¶oan:

1 : a b c ; 2 : b c a ; 3 : c a b ; (1)

teh¶at az 1-es szavaz¶o legink¶abb az a-t, ut¶ana a b-t, legkev¶esb¶e a c-t prefer¶alja,
s.¶³.t.

Hogy a fenti probl¶em¶at megkerÄulje, Borda egy ¶uj szavaz¶asi rendszert java-
solt, amely ma Borda-pontoz¶as n¶even ismeretes (}o maga ¶erdemi szavaz¶asnak
nevezte).2 A Borda-pontoz¶as sor¶an a leadott szavazat nem m¶as, mint egy
list¶aja az n jelÄoltnek, kezdve az illet}o szavaz¶o ¶altal legjobbnak tartott jelÄoltt}ol
az ¶altala legkev¶esb¶e t¶amogatottig. A szavaz¶ok legjobb jelÄoltjei n ¡ 1 pon-
tot kapnak, a m¶asodik legjobbak n ¡ 2-t, s.¶³.t., teh¶at a legutols¶ok nem
kapnak pontot. Az a jelÄolt a gy}oztes, aki a legtÄobb pontot szerzi meg az
Äosszes¶³t¶esn¶el. MegjegyezzÄuk, hogy a Borda-pontoz¶as nem Condorcet t¶³pus¶u
szavaz¶asi elj¶ar¶as, azaz a Borda-gy}oztes kÄulÄonbÄozhet a Condorcet-gy}oztest}ol
(s}ot, az is megeshet, hogy a Condorcet-gy}oztest semmilyen pontoz¶ason ala-
pul¶o elj¶ar¶as sem hozza ki gy}oztesk¶ent).

1Be¶erkezett: 2007. m¶ajus 30. E-mail: jozsef.mala@math.bke.hu. A szerz}o kÄoszÄonettel
tartozik az OTK¶Anak a ny¶ujtott t¶amogat¶as¶ert. A szerz}o megkÄoszÄoni az egyik b¶³r¶al¶o lelki-
ismeretes munk¶aj¶at, megjegyz¶eseit, javaslatait, melyek jav¶³tottak a cikk min}os¶eg¶en.

2Borda elj¶ar¶as¶at a francia akad¶emia alkalmazta is a jelÄoltek kiv¶alaszt¶as¶ara, m¶³gnem egy
frissen megv¶alasztott tag javasolta az eltÄorl¶es¶et. Az ¶uj tag Bonaparte Nap¶oleon volt.
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A francia forradalom lever¶ese ut¶an hossz¶u id}ore megcsappant az ¶erdekl}od¶es
a szavaz¶asi rendszerek vizsg¶alata ir¶ant, tal¶an csak Charles Dodgson [15,
16, 17] (ismertebb nev¶en Lewis Carroll) vizsg¶al¶od¶asait ¶erdemes kiemelni,
aki egy olyan rendszert tartott volna ide¶alisnak, ahol a szavaz¶ok strat¶egiai
szavaz¶assal (azaz megfelel}o }oszint¶etlen szavazat lead¶as¶aval) nem juthatnak
el}onyhÄoz. ¶Erdemes megeml¶³teni, hogy a Borda pontoz¶as kor¶antsem mentes
ett}ol a lehet}os¶egt}ol.

Az ¶attÄor¶es Kenneth Arrow [3] munk¶ass¶ag¶aval kezd}odÄott az 1950-es ¶evek
elej¶en, aki l¶enyeg¶eben megmutatta, hogy olyan szavaz¶asi rendszer, amely
kikÄuszÄobÄoli a fent eml¶³tett k¶et fogyat¶ekoss¶agot, teh¶at az (1)-ben bemutatott
ciklikus jelens¶eget valamint a strat¶egiai szavaz¶as lehet}os¶eg¶et (azaz }oszintes¶egre
b¶³rja a szavaz¶ot), nem l¶etezik, jobban mondva, csak gyakorlatban haszn¶al-
hatatlan rendszerek jÄohetnek sz¶oba. Az Arrow-t¶etel ¶ori¶asi hat¶assal volt az
ezut¶an megindul¶o kutat¶asokra, ez a terÄulet ma is intenz¶³ven fejl}odik.

Jelen dolgozat sz¶and¶eka |a kiterjedt szakirodalom miatt| csak az lehet,
hogy ¶³zel¶³t}ot adjon az Arrow-f¶ele probl¶emakÄorb}ol. A v¶alogat¶as ez¶ert j¶or¶eszt
szubjekt¶³v, de igyekeztÄunk olyan kutat¶asi ir¶anyokat is bemutatni, melyek
jÄov}obeli alkalmaz¶asokkal kecsegtetnek. A dolgozat fel¶ep¶³t¶ese az al¶abbi: Az
els}o szakasz a tÄobbs¶egi szavaz¶asra vonatkoz¶o n¶eh¶any olyan eredm¶enyt is-
mertet, melyeknek haszn¶at vesszÄuk az Arrow probl¶emakÄor illusztr¶al¶as¶an¶al. A
m¶asodik szakaszban az Arrow t¶etel Wilson-f¶ele [40] ¶altal¶anos¶³t¶as¶at igazoljuk,
a harmadik szakaszban Gibbard [21], Blair ¶es Pollak [8] valamint Banks [4]
t¶eteleit ismertetjÄuk, mint pr¶ob¶alkoz¶asokat az Arrow t¶etel felold¶as¶ara. A ne-
gyedik szakasz az Arrow t¶etelt t¶argyalja az optimum fÄuggv¶enyes modellben,
majd az ÄotÄodik szakasz az ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶enyek elm¶elet¶et is-
merteti, mint az ut¶obbi ¶evekben fejl}od¶esnek indult ¶³g¶eretes terÄuletet (l¶asd
[6, 12, 24, 26, 33, 36]).

2 JelÄol¶esek, alapvet}o fogalmak, egycs¶ucs¶u pre-
ferenci¶ak, tÄobbs¶egi szavaz¶as, napirendi sza-
vaz¶as

Ha csak m¶ast nem mondunk, v¶egig feltesszÄuk, hogy az alternat¶³v¶ak A hal-
maza ¶es a szavaz¶ok V halmaza v¶eges ¶es legal¶abb k¶et elem}u, b¶ar a t¶etelek egy
r¶esze v¶egtelen A eset¶ere is igaz. Egy X v¶eges halmaz elemsz¶am¶at jelÄolje #X:
Ha csak m¶ast nem mondunk, V -t azonos¶³tjuk az f1; . . . ;mg halmazzal. Ha R
egy (bin¶aris) rel¶aci¶o az A-n, azaz R ½ A £ A; akkor xRy eset¶en id}ok¶ent |a
gr¶afelm¶eleti sz¶ohaszn¶alattal ¶elve| azt mondjuk, hogy xy egy (ir¶any¶³tott) ¶ele
az R-nek.

2.1. De¯n¶³ci¶o. Legyen a T egy rel¶aci¶o az A-n. Azt mondjuk, hogy a T egy
bajnoks¶ag, ha T antiszimmetrikus (xTy ¶es yTx eset¶en x = y) ¶es teljes (xTy
vagy yTx).

A bajnoks¶agokat, mint val¶odi bajnoks¶agok eredm¶enyeit interpret¶alhatjuk,
melyekben b¶armely k¶et r¶esztvev}o j¶atszott egym¶assal, ¶es x 6= y eset¶en xTy
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azt jelenti, hogy x legy}ozte y-t.

2.2. De¯n¶³ci¶o. Egy tranzit¶³v (xRy ¶es yRz eset¶en xRz) ¶es teljes rel¶aci¶ot
gyenge rendez¶esnek, egy antiszimmetrikus gyenge rendez¶est pedig line¶aris ren-
dez¶esnek nevezÄunk. JelÄolje WL(A) ill. L(A) a gyenge ill. line¶aris rendez¶esek
halmaz¶at az A-n.

2.3. De¯n¶³ci¶o. Az R rel¶aci¶o szigor¶u r¶esz¶en azt az RÂ rel¶aci¶ot ¶ertjÄuk, melyre
minden x; y 2 A eset¶en xRÂy , [xRy ¶es :yRx], az R kÄozÄombÄos r¶esz¶en pedig
azt az R» rel¶aci¶ot ¶ertjÄuk, melyre minden x; y 2 A eset¶en xR»y , [xRy ¶es
yRx].

Minden R rel¶aci¶o teh¶at egy RÂ szigor¶u r¶eszre (amely aszimmetrikus, teh¶at
xRÂy eset¶en :yRÂx) ¶es egy R» kÄozÄombÄos r¶eszre (amely szimmetrikus, teh¶at
xR»y eset¶en yR»x) esik sz¶et.

2.4. De¯n¶³ci¶o. A WL(A)m-beli R = (R1; . . . ;Rm) rendezett m-est pro¯lnak
nevezzÄuk. Ha R 2 L(A)m; akkor szigor¶u pro¯lr¶ol besz¶elÄunk.

Az Ri komponenst ¶ugy interpret¶aljuk, mint az i 2 V szavaz¶o prefe-
renciarel¶aci¶oj¶at, amely teh¶at a szavaz¶o alternat¶³vap¶arokra vonatkoz¶o pref-
erenci¶aib¶ol ¶all Äossze gyenge (vagy speci¶alis esetben line¶aris) rendez¶ess¶e. Az,
hogy az Ri egy gyenge rendez¶ese az A-nak ¶ugy ¶ertelmezhet}o, hogy szavaz¶onk
rangsorolni k¶epes az alternat¶³v¶akat (gyenge rendez¶esn¶el a kÄozÄombÄoss¶eg meg-
engedett, line¶aris rendez¶es eset¶en azonban nem).

2.5. De¯n¶³ci¶o. Ha az R egy rel¶aci¶o az A-n, ; 6= B ½ A, akkor az R-
nek a B-re val¶o megszor¶³t¶as¶an a (B £ B) \ R rel¶aci¶ot ¶ertjÄuk (a B-n), ¶es
azt RjB-vel jelÄoljÄuk. Ha R = (R1; . . . ;Rm) egy pro¯l, akkor legyen RjB =
(R1jB ; . . . ;RmjB):

Az RjB rel¶aci¶o teh¶at a B-ben fut¶o ¶elek (¶es csak azok) megtart¶as¶aval ke-
letkezik az R-b}ol.

2.6. De¯n¶³ci¶o. Ha (R1; . . . ;Rm) egy szigor¶u pro¯l, ® 2
£

1
2 ; 1

¤
; akkor az

xMy , #fi 2 V j xRiyg ¸ ®m rel¶aci¶ot ®-tÄobbs¶egi rel¶aci¶onak nevezzÄuk. Az
® = 1=2 esetben ink¶abb azt mondjuk, hogy az M az egyszer}u tÄobbs¶egi rel¶aci¶o.

Az al¶abbi t¶etel azt mondja, hogy egyszer}u tÄobbs¶egi rel¶aci¶ok¶ent (® = 1=2)
minden bajnoks¶agot megkaphatunk, az ® > 1=2 esetben azonban bizonyos
¶ertelemben ¶eppen ford¶³tott a helyzet.

2.7. ¶All¶³t¶as (McGarvey [32], Mala [29]). Az al¶abbi ¶all¶³t¶asok igazak:

i) tetsz}oleges bajnoks¶aghoz tal¶alhat¶o olyan szigor¶u pro¯l, melynek egyszer}u
tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja ¶eppen ez a bajnoks¶ag;

ii) minden ® > 1=2-hez tal¶alhat¶o olyan bajnoks¶ag, mely nem az ®-tÄobbs¶egi
rel¶aci¶oja semmilyen szigor¶u pro¯lnak sem.

Bizony¶³t¶as. i). Legyen T egy tetsz}oleges bajnoks¶ag az A = fa1; . . . ; ang-
n ¶es legyen 1 · i · n: Ha az xs-ek azok az alternat¶³v¶ak, amelyeket az ai
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legy}ozÄott a T -ben (s = 1; . . . ; k), az yt-k pedig azok, amelyek legy}ozt¶ek az
ai-t (t = 1; . . . ; n ¡ k ¡ 1), akkor tekintsÄuk az al¶abbi R2i¡1 ¶es R2i line¶aris
rendez¶eseket:

R2i¡1 : aix1 . . . xky1 . . . yn¡k¡1; R2i : yn¡k¡1 . . . y1aixk . . .x1 :

Ekkor az (R1; R2; . . . ;R2n¡1; R2n) pro¯l tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja ¶eppen T . Val¶oban,
ha aTb; a 6= b; akkor a = ai valamely i 2 f1; . . . ; ng-nel, tov¶abb¶a b = xs

valamely s 2 f1; . . . ; kg-val. Ekkor aR2i¡1b; aR2ib; tov¶abb¶a az a ¶es a b
ellent¶etes sorrendben szerepelnek az Äosszes tÄobbi R2j¡1; R2j line¶aris ren-
dez¶esp¶arban (j 6= i), teh¶at aMb, de nem bMa:

ii). El}oszÄor is megjegyezzÄuk, hogy tetsz}oleges T bajnoks¶agra ¶es (R1; . . . ;Rm)
szigor¶u pro¯lra ¶erv¶enyes a kÄovetkez}o

X

aTb

#fi j aRibg =
mX

i=1

#(Ri \ T ) (2)

egyenl}os¶eg, hiszen mindk¶et oldalon azon T -beli ¶elek elemsz¶ama ¶all (multi-
plicit¶assal), amelyek az Ri-knek is ¶elei (i = 1; . . . ; m).

Legyen ® > 1=2 tetsz}oleges. Erd}os ¶es Moon [20] egy t¶etele szerint ha
az A halmaz n elemsz¶ama el¶eg nagy, akkor tal¶alhat¶o olyan T bajnoks¶ag az
A-n, melyben minden aciklikus ¶elhalmaz elemsz¶ama kisebb, mint ®

¡
n
2

¢
. Ha T

az ®-tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja lenne valamely (R1; . . . ;Rm) szigor¶u pro¯lnak, akkor
aTb eset¶en #fi j aRibg ¸ ®m teljesÄulne ¶es ¶³gy Äosszead¶assal ad¶odn¶ek, hogy

X

aTb

#fi j aRibg ¸
µ

n

2

¶
®m : (3)

M¶asr¶eszt 1 · i · m eset¶en igaz, hogy #(Ri \ T ) < ®
¡
n
2

¢
; (hiszen Ri \ T

aciklikus ¶elhalmaza Ri-nek ¶es ¶³gy T -nek is) ahonnan ism¶et Äosszead¶assal kap-
juk, hogy

mX

i=1

#(Ri \ T ) < m®

µ
n

2

¶
; (4)

A (2), (3) ¶es (4) ¶all¶³t¶asok azonban ellentmondanak egym¶asnak. 2

2.8. Megjegyz¶es. A 2.7. ¶all¶³t¶asbeli ii) ¶all¶³t¶asn¶al val¶oj¶aban tÄobb is mond-
hat¶o, nevezetesen megmutathat¶o, hogy adott ® > 1=2 eset¶en ii) majdnem
minden bajnoks¶agra teljesÄul, ami ¶ugy ¶ertend}o, hogy azon bajnoks¶agok sz¶am-
ar¶anya, amelyekre teljesÄul, tart az egyhez, amint az A elemsz¶ama minden
hat¶aron t¶ul nÄovekszik.

2.9. P¶elda. TekintsÄuk az al¶abbi szavaz¶asi elj¶ar¶ast. Az alternat¶³v¶akat egy
adott a1 . . . an sorrendben ÄutkÄoztetjÄuk egym¶assal egyszer}u tÄobbs¶egi alapon.
Ez azt jelenti, hogy el}oszÄor a1 ¶es a2 kÄozÄott dÄontenek a szavaz¶ok, majd a
gy}oztes ¶es a3 kÄozÄott, s ¶³gy tov¶abb a sor v¶eg¶eig. NevezzÄuk ezt az elj¶ar¶ast
napirendi szavaz¶asnak. Az elnevez¶es arra utal, hogy a parlamentben egy
tÄorv¶enyjavaslat eset¶en el}oszÄor a tÄorv¶enyjavaslat m¶odos¶³t¶as¶anak m¶odos¶³t¶asa ¶es
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a m¶odos¶³t¶asa kÄozÄott dÄontenek, majd a gy}oztes alternat¶³va ¶es a tÄorv¶enyjavaslat
kÄozÄott, v¶egÄul ennek gy}oztese ¶es az eredeti, hat¶alyban ¶all¶o tÄorv¶eny kÄozÄott.
Mivel a 2.7. ¶all¶³t¶as miatt az egyszer}u tÄobbs¶egi rel¶aci¶o tartalmazhat Hamilton-
kÄort, azaz olyan ir¶any¶³tott kÄort, amely minden cs¶ucson ¶atmegy ¶es csak egy-
f¶elek¶eppen3, ez¶ert vil¶agos, hogy a napirendi szavaz¶as eredm¶enye nagym¶ert¶ek-
ben fÄugg a napirendt}ol, vagyis az a1 . . .an sorrendt}ol.

L¶etezik azonban a line¶aris rendez¶eseknek egy nevezetes oszt¶alya, melyr}ol
felt¶etelezhet}o, hogy bizonyos kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott a szavaz¶ok preferencia-
rel¶aci¶oi (m¶ar amennyiben ha azok is line¶aris rendez¶esek) ide esnek. Ha ez
teljesÄul, akkor m¶ar |mint l¶atni fogjuk| a tÄobbs¶egi rel¶aci¶oban nem fordul-
hatnak el}o kÄorÄok.

TegyÄuk fel ugyanis, hogy az alternat¶³v¶ak a szavaz¶ok preferenci¶ait¶ol fÄug-
getlenÄul ¶ugy elrendezhet}ok egy sorozatba, hogy ha k¶et alternat¶³va a szavaz¶o
ide¶alisnak v¶elt alternat¶³v¶aj¶anak ugyanazon oldal¶an helyezkedik el a sk¶al¶an,
akkor szavaz¶o kÄozÄulÄuk mindig az ide¶alis alternat¶³v¶ahoz kÄozelebbit v¶alasztja.
Ilyenek a preferenci¶ak p¶eld¶aul akkor, ha a p¶artok egy ideol¶ogiai bal-jobb
sk¶al¶an helyezhet}ok el. A form¶alis de¯n¶³ci¶o a kÄovetkez}o:

2.10. De¯n¶³ci¶o. Az R line¶aris rendez¶esre azt mondjuk, hogy egycs¶ucs¶u az
a1 . . .an alapsorrendre n¶ezve, ha tal¶alhat¶o olyan 1 · p · n; melyre p · s · t
vagy p ¸ s ¸ t eset¶en asRat: Az ap alternat¶³v¶at az R cs¶ucs¶anak nevezzÄuk.
Ha egy pro¯l minden komponense egycs¶ucs¶u valamely rÄogz¶³tett alapsorrend-
re n¶ezve, akkor a pro¯lt egycs¶ucs¶unak nevezzÄuk. Ha y az alapsorrendben x
¶es z (itt mindegy, hogy x vagy z van el}obb az alapsorrendben) kÄoz¶e esik (a
hat¶arokat is bele¶ertve), akkor ezt y 2 [x; z]-vel jelÄoljÄuk.

Ha R egycs¶ucs¶u ¶es y 2 [x; z]; akkor xRy eset¶en x ¶es az R cs¶ucsa (az alap-
sorrendre n¶ezve) y-nak ugyanazon oldal¶an kell, hogy legyen, ez¶ert yRz-nek
teljesÄulnie kell, s ¶³gy az R tranzitivit¶asa miatt kapjuk, hogy igaz a kÄovetkez}o

2.11. Lemma. Legyen az R egy egycs¶ucs¶u line¶aris rendez¶es. Ha az x; y; z
alternat¶³v¶akra y 2 [x; z]; akkor xRy eset¶en xRz:

2.12. T¶etel (Black [7]). Ha M egy egycs¶ucs¶u pro¯l tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja, akkor
xMÂy ¶es yMÂz eset¶en xMÂz:

Bizony¶³t¶as. H¶arom esetet tekintÄunk.
1. eset. x 2 [y; z]: Ha xMÂz nem teljesÄulne, azaz zMx ¶allna fenn, akkor

a 2.11. lemma miatt zMy is ¶allna, ellentmond¶asban yMÂz-vel.
2. eset. y 2 [x; z]: xMÂy azt jelenti, hogy a szavaz¶oknak tÄobb, mint a

fele x-et prefer¶alja az y-nal szemben. A 2.11. lemma miatt ezek a szavaz¶ok
x-et z-vel szemben is prefer¶alj¶ak, teh¶at xMÂz.

3. eset. z 2 [x; y]: Ez az eset nem jÄohet l¶etre, ellenkez}o esetben ugyanis
az yMÂz felt¶etel ¶es a 2.11. lemma miatt yMÂx ¶allna fenn, ami ellentmond
xMÂy-nak. 2

3S}ot, ha a szavaz¶ok preferenciarel¶aci¶oit egyenletes eloszl¶as jellemzi, akkor ez 1-hez kÄozeli
val¶osz¶³n}us¶eggel bekÄovetkezik (Bell [5])
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A fentiek alapj¶an ¶all¶³thatjuk, hogy b¶armely R egycs¶ucs¶u pro¯lhoz tartozik
Condorcet-gy}oztes, s}ot, ha ; 6= B ½ A, akkor RjB-hez is, hiszen kÄonnyen
l¶athat¶oan RjB maga is egycs¶ucs¶u pro¯l.

2.13. De¯n¶³ci¶o. Egy rel¶aci¶ot kv¶azitranzit¶³vnak nevezÄunk, ha a szigor¶u r¶esze
tranzit¶³v. Egy teljes kv¶azitranzit¶³v rel¶aci¶ot kv¶aziline¶arisnak nevezÄunk.

A fenti de¯n¶³ci¶oval a 2.12. t¶etel ¶ugy is fogalmazhat¶o, hogy minden egy-
cs¶ucs¶u pro¯l egyszer}u tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja kv¶azitranzit¶³v (vagy ami most ugyan-
az: kv¶aziline¶aris).

Az egycs¶ucs¶us¶agot ¶altal¶anosabban is ¶ertelmezhetjÄuk: ha adott egy G fa
(teh¶at egy olyan gr¶af, mely nem tartalmaz kÄort ¶es ÄosszefÄugg}o, azaz b¶armely
k¶et cs¶ucsa kÄozÄott fut ¶ut) az A-n, akkor egy line¶aris rendez¶est egycs¶ucs¶unak
nevezÄunk a G-re n¶ezve, ha minden G-beli ¶utra n¶ezve egycs¶ucs¶u. Ide k¶³v¶an-
kozik, b¶ar a k¶es}obbiekben nem lesz szÄuks¶egÄunk r¶a, Demange [14] t¶etele:

2.14. T¶etel. Ha egy pro¯l valamennyi komponense egycs¶ucs¶u valamely f¶ara
n¶ezve, akkor a tÄobbs¶egi rel¶aci¶ohoz tartozik Condorcet-gy}oztes.

MegjegyezzÄuk, hogy a fenti t¶etelben nem ¶all¶³that¶o, hogy a tÄobbs¶egi rel¶aci¶o
kv¶azitranzit¶³v, a tÄobbs¶egi rel¶aci¶o nagyon is tartalmazhat ir¶any¶³tott kÄorÄoket.

A tov¶abbiakban rÄoviden ¶attekintÄunk n¶eh¶any, a racionalit¶as bizonyos fo-
kozataival ÄosszefÄugg}o olyan de¯n¶³ci¶ot ¶es ¶all¶³t¶ast, melyekre a tov¶abbiakban
szÄuks¶egÄunk lesz.

2.15. ¶All¶³t¶as. Ha az R egy tranzit¶³v rel¶aci¶o, akkor minden x; y; z 2 A-ra

i) xRy; yRÂz ) xRÂz ii) xRÂy; yRz ) xRÂz :

A fenti ¶all¶³t¶as egyszer}u kÄovetkezm¶enye, hogy minden tranzit¶³v rel¶aci¶o
kv¶azitranzit¶³v:

2.16. ¶All¶³t¶as. Ha az R egy kv¶aziline¶aris rel¶aci¶o, akkor minden x; y; z 2 A-ra

i) xRy; yRÂz ) xRz; ii) xRÂy; yRz ) xRz :

2.17. De¯n¶³ci¶o. Az R rel¶aci¶ora azt mondjuk, hogy ciklikus, ha tal¶alhat¶o
olyan k 2 IN; a1; . . . ; ak 2 A melyekre aiR

Âai+1 minden i = 1; . . . ; k-ra. Ha
az R nem ciklikus, akkor aciklikusnak nevezzÄuk.

Az al¶abbi ¶all¶³t¶as nyilv¶anval¶o:

2.18. ¶All¶³t¶as. Minden kv¶azitranzit¶³v rel¶aci¶o aciklikus.

2.19. De¯n¶³ci¶o. Az R rel¶aci¶o maxim¶alis elemeinek halmaz¶an az

fx 2 A j :9y 2 A : yRÂxg = argmax R

halmazt ¶ertjÄuk.
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Ha az R egy teljes rel¶aci¶o, akkor nyilv¶an

argmaxR = fx 2 A j 8y 2 A : xRyg:

Az aciklikus rel¶aci¶ok fontoss¶ag¶at mutatja az al¶abbi:

2.20. ¶All¶³t¶as. Legyen az A v¶eges halmaz, ¶es legyen az R egy rel¶aci¶o az A-n.
Ekkor az al¶abbi ¶all¶³t¶asok ekvivalensek:

i) argmaxRjX 6= ;, ha ; 6= X ½ A

ii) R aciklikus.

3 Arrow t¶etele

Ebben a szakaszban a nevezetes Arrow-f¶ele lehetetlens¶egi t¶etel tal¶an legis-
mertebb ¶altal¶anos¶³t¶as¶at t¶argyaljuk. Az Arrow t¶etel [3] arr¶ol sz¶ol, hogy ha az
alternat¶³v¶ak sz¶ama legal¶abb 3; akkor nem l¶etezik olyan Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny,
mely eleget tesz n¶eh¶any elemi racionalit¶asi (pl. az Äosszpreferencia tranzitivi-
t¶asa) ill. demokratikuss¶agi (pl. a Pareto-tulajdons¶ag, dikt¶atormentess¶eg) kri-
t¶eriumnak. Az ¶altal¶anos¶³t¶as (Wilson [40]) egyidej}uleg k¶et ir¶anyban tÄort¶enik:
egyr¶eszt megengedjÄuk, hogy az ¶ertelmez¶esi tartom¶any bizonyos ¶ertelemben
sz}uk legyen, m¶asr¶eszt a (az egy¶ebk¶ent nehezen kifog¶asolhat¶o) Pareto-felt¶etelt
elejtjÄuk. Sajnos a Wilson-t¶etel sem hoz pozit¶³vumot az elm¶eletbe: a fenti
laz¶abb felt¶etelek mellett is csak degener¶alt, gyakorlatban haszn¶alhatatlan
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyek el¶eg¶³tik ki a kir¶ott felt¶eteleket.

3.1. De¯n¶³ci¶o. Ha R(A) jelÄoli a teljes rel¶aci¶ok halmaz¶at az A-n ¶es ; 6=
D ½ WL(A)m; akkor egy F : D ! R(A) fÄuggv¶enyt Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enynek
nevezÄunk ¶es az F (R) fÄuggv¶eny¶ert¶ekeket Äosszpreferenci¶anak (vagy t¶arsadalmi
preferenci¶anak) h¶³vjuk. Ha az F ¶ert¶ekei csak bizonyos P tulajdons¶ag¶u tel-
jes rel¶aci¶ok lehetnek, akkor P -Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyr}ol besz¶elÄunk. ¶Igy p¶eld¶aul
besz¶elhetÄunk tranzit¶³v, kv¶azitranzit¶³v, aciklikus stb. Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekr}ol.

A tov¶abbiakban n¶eh¶any, az elm¶eletben standardnak tekintett p¶eld¶at mu-
tatunk Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyre.

3.2. P¶elda. Legyen ; 6= D ½ WL(A)m tetsz}oleges ¶es R 2 D eset¶en legyen
T (R) az al¶abbi rel¶aci¶o az A-n:

xT (R)y , #fi 2 V j xRiyg ¸ #fi 2 V j yRixg : (5)

A T (R) rel¶aci¶o nyilv¶an teljes, ez¶ert a T tÄobbs¶egi fÄuggv¶eny egy Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶eny. A Condorcet-paradoxonhoz hasonl¶oan kÄonnyen l¶athat¶o, hogy T
ciklikus, ha jAj; jV j ¸ 3;L(A)m ½ D: Ha azonban D az A egy valamely
alapsorrendj¶ere n¶ezve egycs¶ucs¶u pro¯lok halmaza, akkor T (a 2.12. t¶etel mi-
att) egy kv¶azitranzt¶³v Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, s}ot, ha a jV j p¶aratlan, akkor a T
tranzit¶³v is.



84 Mala J¶ozsef

3.3. P¶elda. A Borda pontoz¶asb¶ol nyilv¶an egy tranzit¶³v Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt
kapunk, ha az alternat¶³v¶akat az el¶ert Borda-pontsz¶amoknak megfelel}oen rang-
soroljuk.

3.4. P¶elda. Legyen ; 6= D ½ WL(A)m tetsz}oleges ¶es R 2 D eset¶en legyen
P (R) az al¶abbi rel¶aci¶o az A-n:

xP (R)y , 9i 2 V : xRiy : (6)

A P (R) rel¶aci¶o nyilv¶an teljes, ez¶ert a P ¶u.n. gyenge Pareto fÄuggv¶eny egy
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Vil¶agos, hogy xP (R)Ây pontosan akkor teljesÄul, ha
xRÂ

i y minden i 2 V -re, s innen az Ri-k tranzitivit¶asa alapj¶an vil¶agos, hogy
a P kv¶azitranzit¶³v.

3.5. P¶elda. Legyen ; 6= D ½ WL(A)m tetsz}oleges ¶es R 2 D eset¶en legyen
¹P (R) az al¶abbi rel¶aci¶o az A-n:

x ¹P (R)y , [9i 2 V : xRÂ
i y] vagy [8i 2 V : xR»

i y] : (7)

A ¹P (R) rel¶aci¶o nyilv¶an teljes, ez¶ert a ¹P ¶u.n. er}os Pareto fÄuggv¶eny egy
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Vil¶agos, hogy x ¹P (R)Ây pontosan akkor teljesÄul, ha xRiy
minden i 2 V -re ¶es xRÂ

i y legal¶abb egy i 2 V -re. Innen az Ri-k tranzitivit¶asa
¶es a 2.15. ¶all¶³t¶as alapj¶an vil¶agos, hogy a ¹P kv¶azitranzit¶³v.

3.6. P¶elda. Legyen ; 6= D ½ WL(A)m tetsz}oleges ¶es R 2 D eset¶en legyen
F (R) az al¶abbi rel¶aci¶o az A-n:

xF (R)y , 9i; j 2 V; i 6= j : xRiy; xRjy : (8)

3.7. Megjegyz¶es. A 3.6. p¶elda F (¶u.n. v¶et¶omentes) Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enye
aciklikus, ha m > n; azaz, ha #V > #A: Ha ugyanis tal¶aln¶ank olyan
p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o a1; . . . ; ak 2 A alternat¶³v¶akat, melyekre s = 1; . . . ; k
eset¶en asF (R)Âas+1 (az ak+1 = a1 konvenci¶oval), akkor mivel minden s-hez
legfeljebb egy olyan i 2 V szavaz¶o tal¶alhat¶o, akire as+1Rias; ez¶ert m > n ¸ k
miatt tal¶alhat¶o olyan i 2 V; aki semelyik s-hez sem tartozik, azaz akire
asR

Â
i as+1 minden s = 1; . . . ; k-ra. Ez azonban lehetetlen, hiszen az Ri acik-

likus.

3.8. De ¶̄³ci¶o. Azt mondjuk, hogy az F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny teljes¶³ti a p¶arok
fÄuggetlens¶ege felt¶etelt (PF-et), ha minden x; y 2 A-ra ¶es tetsz}oleges R;S 2 D
pro¯lokra teljesÄul, hogy Rjfx;yg = Sjfx;yg eset¶en F (R)jfx;yg = F (S)jfx;yg.

A Borda pontoz¶ast kiv¶eve a fenti p¶eld¶ak mindegyike teljes¶³ti PF-et, amint
az a megfelel}o de¯n¶³ci¶okb¶ol azonnal kÄovetkezik. A Borda pontoz¶as eset¶eben
tekintsÄuk az al¶abbi k¶et pro¯lt:

R :

1 2
a c
c b
b a

R0 :

1 2
a c
b b
c a
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Ha B a Borda-f¶ele Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, akkor aB(R)Âb ¶es aB(R0)»b, j¶ollehet
Rjfa;bg = R0jfa;bg.

A p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel eset¶en nem fordulhat el}o az a furcsa eset,
hogy k¶et alternat¶³va kÄozÄotti t¶arsadalmi preferenci¶at befoly¶asolj¶ak m¶as alter-
nat¶³vap¶arokra vonatkoz¶o preferenci¶ak, tov¶abb¶a, ha PF nem teljesÄul, el}ofor-
dulhat, hogy strat¶egiai meggondol¶asok eredm¶enyek¶ent a szavaz¶ok akarat¶aval
szemben¶all¶o eredm¶enyek szÄuletnek. Riaszt¶o p¶eldak¶ent tekintsÄuk a Borda f¶ele
pontoz¶asos rendszerben a kÄovetkez}o 15 szavaz¶os szitu¶aci¶ot:

1 7 7
a c b
b b c
c a a

ahol a pro¯l fejl¶ec¶eben szerepl}o sz¶amok jelzik, hogy az alattuk l¶ev}o (}oszinte)
preferenciarendez¶es h¶any szavaz¶ohoz tartozik. A Borda pontsz¶amok a kÄovet-
kez}ok: a : 2; b : 22; c : 21: A c t¶amogat¶oi azonban csÄokkenthetik a riv¶alis b
alternat¶³va pontsz¶am¶at, ha azt a legutols¶o helyre rangsorolj¶ak:

1 7 7
a c b
b a c
c b a

Ezt felismerv¶en, b t¶amogat¶oi is ¶erdekeiknek megfelel}oen szavaznak:

1 7 7
a c b
b a a
c b c

¶Igy teh¶at az es¶elytelen a nevet}o harmadikk¶ent gy}oztese lett a szavaz¶asnak.
PF ellen sz¶ol viszont az al¶abbi ¶ervel¶es:

7 6 5
a c b
b a c
c b a

A fenti szavaz¶asi szitu¶aci¶oban az ¶altal¶anoss¶ag nem t¶ul nagy megszor¶³t¶asa mel-
lett feltehetjÄuk, hogy a a gy}oztes. TegyÄuk most fel, hogy b kiesik a versenyb}ol
(pl., mint jelÄolt visszal¶ep). Az ¶uj pro¯l:

7 6 5
a c c
c a a

ahol viszont nem az a; hanem nyilv¶anval¶oan a c a gy}oztes.
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Ma is vita t¶argya, hogy PF-re szÄuks¶eg van-e (l¶asd pl. [30, 31, 37, 38]).

3.9. De¯n¶³ci¶o. Ha R 2 WL(A)m; akkor RÂ
K jelentse azt, hogy xRÂ

Ky ,
xRÂ

i y; i 2 K.

3.10. De¯n¶³ci¶o. Legyen az F egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny ¶es legyen x; y 2 A; x 6=
y: Egy K ½ V koal¶³ci¶ot (x; y)-er}osnek (inverz-(x; y) er}osnek) nevezÄunk, ha
tetsz}oleges R 2 D pro¯l eset¶en, melyre xRÂ

Ky; teljesÄul igaz, hogy xF (R)Ây
(yF (R)Âx). Ha egy koal¶³ci¶o minden x; y 2 A;x 6= y eset¶en er}os (inverz-
er}os), akkor er}osnek (inverz er}osnek) nevezzÄuk.

Ha egy koal¶³ci¶o (x; y) er}os (inverz-(x; y) er}os), akkor nyilv¶an minden n¶ala
b}ovebb koal¶³ci¶o is (x; y) er}os (inverz-(x; y) er}os).

Az L(A)m ½ D ½ WL(A)m esetben a tÄobbs¶egi fÄuggv¶enyn¶el egy koal¶³ci¶o
nyilv¶an pontosan akkor er}os, ha a szavaz¶oknak tÄobb, mint a fel¶et tartalmazza.

3.11. De¯n¶³ci¶o. Egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt Arrow-t¶³pus¶unak nevezÄunk, ha
tranzit¶³v (azaz csak gyenge rendez¶eseket vesz fel), ¶es teljes¶³ti a p¶arok fÄug-
getlens¶ege felt¶etelt.

3.12. P¶elda. Legyen D = WL(A)m: Ekkor az al¶abbi fÄuggv¶enyek Arrow-
t¶³pus¶uak:

1. Legyen Q 2 WL(A)m rÄogz¶³tett ¶es legyen F (R) = Q minden R 2 D-re.
2. Legyen F (R) = R1 minden R 2 D-re.
3. F (R) = R¡1

1 minden R 2 D-re.

Sajnos, ha jAj ¸ 3 ¶es D = WL(A)m vagy D = L(A)m; akkor a fentiekn¶el
l¶enyegesen ,,demokratikusabb" p¶eld¶at Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyre nem
lehet adni, amint azt a 3.24. t¶etelben l¶atni fogjuk.

3.13. De¯n¶³ci¶o. Egy D ¶ertelmez¶esi tartom¶anyra azt mondjuk, hogy (x; y; z)-
teljes, ha x; y; z 2 A p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}oek ¶es Djfx;y;zg = WL(fx; y; zg)m

vagy Djfx;y;zg = L(fx; y; zg)m.

3.14. De¯n¶³ci¶o. Legyen D ½ WL(A)m: A D-t ÄosszefÄugg}onek nevezzÄuk, ha
minden x; y; u; v 2 A;x 6= y; u 6= v eset¶en tal¶alhat¶o olyan a1; a2; . . . ; ak¡1; ak

sorozat az A-ban, ahol a1 = x; a2 = y; ak¡1 = u; ak = v, hogy a D ¶ertelmez¶esi
tartom¶any (ai; ai+1; ai+2)-teljes minden i = 1; . . . ; k ¡ 2-re.

3.15. De¯n¶³ci¶o. Legyen az F egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Ha valamely x; y 2
A-ra xF (R)Ây teljesÄul minden R 2 D eset¶en, akkor az F -et elfogultnak
nevezzÄuk.

Az elfogults¶ag nyilv¶an egy h¶atr¶anyos tulajdons¶ag, hiszen ekkor bizonyos
Äosszpreferenci¶ak nem val¶osulhatnak meg a szavaz¶ok semmilyen preferenci¶ai
eset¶en.

3.16. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3 ¶es legyen a D ÄosszefÄugg}o. Ha az
F Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny nem elfogult, akkor minden (x; y)-er}os
(inverz-(x; y)-er}os) koal¶³ci¶o egyben er}os (inverz-er}os) is.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az F -re teljesÄulnek a t¶etel felt¶etelei, ¶es
tegyÄuk fel, hogy a K ½ V koal¶³ci¶o (x; y)-er}os. Az az eset, amikor a K
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koal¶³ci¶o (x; y) inverz er}os, hasonl¶oan igazolhat¶o. Mivel a D ÄosszefÄugg}o, ez¶ert
tal¶alhat¶o olyan a 2 A n fx; yg melyre igaz, hogy a D ¶ertelmez¶esi tartom¶any
(x; y; a)-teljes.

1. ¶all¶³t¶as. A K koal¶³ci¶o (x; a)-er}os. Legyen ugyanis R 2 D egy tetsz}oleges
olyan pro¯l, melyre xRÂ

Ka: Az R pro¯l sz¶amunkra ¶erdekes r¶esz¶et egy egyszer}u
¶abr¶an szeml¶eltethetjÄuk:

R :

K V n K

x [xa]R
a

ahol [xa]R a V n K koal¶³ci¶o tagjainak az (x; a) alternat¶³vap¶arra vonatkoz¶o
tetsz}oleges preferenci¶ait k¶epviseli. Mivel az F nem elfogult, ez¶ert tal¶alhat¶o
egy olyan S 2 D pro¯l, melyre

yF (S)a : (9)

Legyen most T 2 D egy olyan pro¯l, melyre

Tjfa;xg = Rjfa;xg (10)

¶es
Tjfy;ag = Sjfy;ag ; (11)

tov¶abb¶a
xTÂ

Ky : (12)

¶Abr¶an:

T :

K V n K

x [xa]R[ya]S
[ya]S

ahol p¶eld¶aul [ya]S a V nK oszlop¶aban azt jelenti, hogy a V nK-beliek T-beli,
(y; a) alternat¶³vap¶arra vonatkoz¶o preferenci¶ai megegyeznek az S pro¯lbeli
(y; a) p¶arra vonatkoz¶o preferenci¶aikkal. Ilyen T pro¯l nyilv¶an l¶etezik.

Mivel a K egy (x; y)-er}os koal¶³ci¶o, ez¶ert (12) miatt xF (T)Ây; tov¶abb¶a
(9) ¶es (11) valamint a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel miatt yF (T)a; s ¶³gy a
2.15. ¶all¶³t¶as miatt xF (T)Âa; innen pedig (10) ¶es a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel
alapj¶an kapjuk, hogy xF (R)Âa: Teh¶at a K egy (x; a)-er}os koal¶³ci¶o.

2. ¶all¶³t¶as. A K egy (a; y) er}os koal¶³ci¶o. A bizony¶³t¶ashoz most tekintsÄunk
egy tetsz}oleges olyan R 2 D pro¯lt, melyre aRÂ

Ky: Mivel az F nem elfogult,
ez¶ert tal¶alunk olyan S 2 D pro¯lt, melyre aF (S)x: TekintsÄunk egy, az al¶abbi
¶abr¶anak megfelel}o T pro¯lt:

T :

K V n K

[ax]S [ay]R[ax]S
y

Az 1. ¶all¶³t¶ashoz hasonl¶oan igazolhat¶o, hogy aF (R)Ây, teh¶at a K koal¶³ci¶o
(a; y) er}os.
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3. ¶all¶³t¶as. A K koal¶³ci¶o er}os minden fx; y; ag-beli p¶arra. Val¶oban, az 1. ¶es
a 2. ¶all¶³t¶asokat alkalmazva kÄonnyen ad¶odik az eredm¶eny.

Most m¶ar bel¶athatjuk, hogy a K koal¶³ci¶o (u; v)-er}os minden (u; v) p¶arra.
A D ÄosszefÄugg}os¶ege miatt tal¶alhat¶ok olyan a1; . . . ; ak alternat¶³v¶ak (k 2 IN),
melyekre igaz, hogy a D ¶ertelmez¶esi tartom¶any (ai; ai+1; ai+2) teljes (ahol
a1 = x; a2 = y; ak¡1 = u; ak = v) minden i = 1; . . . ; k¡2 eset¶en. Ekkor azon-
ban a 3. ¶all¶³t¶as miatt a K koal¶³ci¶o (y; a1)-er}os, innen kapjuk, hogy (a1; a2)-
er}os, v¶egÄul kapjuk, hogy (u; v)-er}os. Bebizony¶³tottuk teh¶at, hogy a K koal¶³ci¶o
er}os. 2

3.17. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt kÄozÄombÄosnek nevezÄunk, ha min-
den R 2 D eset¶en F (R) = A £ A.

A kÄozÄombÄoss¶eg nyilv¶an egy nemk¶³v¶anatos tulajdons¶ag, hiszen egy ilyen
tulajdons¶ag¶u fÄuggv¶eny ¶altal semmilyen inform¶aci¶o nem nyerhet}o egy pro-
¯lb¶ol.

3.18. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3, tov¶abb¶a, hogy a D ÄosszefÄugg}o ¶es
legyen az F : D ! R(A) egy nem kÄozÄombÄos ¶es nem elfogult Arrow-t¶³pus¶u
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Ekkor a V vagy er}os, vagy inverz er}os.

Bizony¶³t¶as. Mivel az F nem kÄozÄombÄos, ez¶ert tal¶alhat¶o egy olyan R 2 D
pro¯l, ¶es x; y alternat¶³v¶ak, melyekre xF (R)Ây: Legyen most a egy olyan
alternat¶³va, melyre igaz, hogy az D ¶ertelmez¶esi tartom¶any (x; y; a)-teljes ¶es
tekintsÄunk egy olyan S 2 D pro¯lt, melyre aSÂ

V x ¶es aSÂ
V y teljesÄul, tov¶abb¶a

Sjfx;yg = Rjfx;yg. Ilyen S pro¯l nyilv¶an l¶etezik. ¶Abr¶an:

S :

V

a
[xy]R

A p¶arok fÄuggetlens¶ege miatt xF (S)Ây. Ha aF (S)Ây; akkor a p¶arok fÄugget-
lens¶ege miatt a V egy (a; y) er}os koal¶³ci¶o ¶es ¶³gy a 3.16. lemma miatt a V er}os.
Ha yF (S)a; akkor a 2.15. ¶all¶³t¶as ¶es xF (S)Ây miatt xF (S)Âa; s ¶³gy a V inverz
er}os ism¶et a 3.16. lemma miatt. 2

A tov¶abbiakban n¶eh¶any ¶all¶³t¶ast mondunk ki a szavaz¶ok halmaz¶an tekin-
tett speci¶alis halmazrendszerekre. Egyr¶eszt ki fogjuk mutatni, hogy az (in-
verz) er}os koal¶³ci¶ok rendelkeznek ezzel a specialit¶assal, m¶asr¶eszt bel¶atjuk,
hogy ez a specialit¶as az egy elem (a dikt¶ator) ¶altali gener¶al¶ast jelenti.

3.19. De¯n¶³ci¶o. Egy X halmazrendszerre azt mondjuk, hogy monoton, ha
X 2 X , X0 ¾ X eset¶en X0 2 X . Az ilyen halmazrendszereket felsz¶all¶onak is
nevezik.

3.20. De¯n¶³ci¶o. Egy X halmazrendszerre azt mondjuk, hogy z¶art a v¶eges
metszetre, ha X1; . . . ; Xt 2 X , t ¸ 2 eset¶en

Tt
s=1 Xs 2 X .

A 3.20. de¯n¶³ci¶oban nyilv¶an el¶eg t = 2-t venni, akkor is ugyanazt a fogal-
mat kapjuk.
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3.21. De¯n¶³ci¶o. Egy X0-beli X nemÄures halmazrendszerre, melyre ; =2 X ,
azt mondjuk, hogy egy sz}ur}o az X0 felett, ha monoton, valamint z¶art a v¶eges
metszetre n¶ezve. Ha a fentieken k¶³vÄul m¶eg az

X =2 X eset¶en X0 n X 2 X (13)

tulajdons¶ag is teljesÄul, akkor ultrasz}ur}or}ol besz¶elÄunk.

Ha ; 6= Y0 ½ X0 ¶es X = fX j Y0 ½ X ½ X0g, akkor az X nyilv¶an sz}ur}o
az X0 felett, ¶es pontosan akkor ultrasz}ur}o, ha az Y0 egyelem}u. A fenti tulaj-
dons¶ag¶u X -eket f}osz}ur}onek, egyelem}u Y0 eset¶en pedig alapsz}ur}onek nevezzÄuk,
¶es azt mondjuk, hogy az X -et az Y0 gener¶alja. Az ultrasz}ur}ok maxim¶alis
sz}ur}ok, amennyiben minden sz}ur}o r¶esze egy ultrasz}ur}onek. V¶egtelen X0

eset¶en ennek az ¶all¶³t¶asnak az igazol¶asa transz¯nit eszkÄozÄoket ig¶enyel, v¶eges
X0 eset¶en azonban kÄonnyen igazolhat¶o az al¶abbi ¶all¶³t¶as:

3.22. ¶All¶³t¶as. Legyen a X0 egy v¶eges halmaz. Ekkor

i) minden X0 feletti sz}ur}o f}osz}ur}o;

ii) minden X0 feletti ultrasz}ur}o alapsz}ur}o.

Bizony¶³t¶as. i). Ha az X sz}ur}o egy X0 feletti sz}ur}o, akkor az X0 v¶egess¶ege
¶es a v¶egesmetszet tulajdons¶ag miatt

TX 2 X : ¶Igy teh¶at a monotonit¶as miatt
az X val¶oban f}osz}ur}o.

ii). Ha az X egy ultrasz}ur}o az X0-n, akkor i) miatt az X f}osz}ur}o.
Bel¶atjuk, hogy fxg 2 X valamilyen x 2 X0-ra. Ha ez nem lenne igaz, akkor
(13) miatt X0 n fxg 2 X minden x 2 X0-ra, s ¶³gy ; =

T
x2X0

(X0 n fxg) 2 X ;
ami ellentmond¶as. Teh¶at X val¶oban alapsz}ur}o. 2

3.23. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt diktat¶orikusnak (inverz dik-
tat¶orikusnak) nevezÄunk, ha tal¶alhat¶o olyan i 2 V melyre az fig koal¶³ci¶o er}os
(inverz er}os). Ilyenkor az i-t dikt¶atornak (inverz dikt¶atornak) nevezzÄuk.

Nyilv¶anval¶o, hogy egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny eset¶eben legfeljebb egy dikt¶ator
l¶etezhet. Ha azonban az i egy dikt¶ator, akkor xR»

i y m¶eg nem jelenti felt¶etle-
nÄul azt, hogy xF (R)»y: TekintsÄuk p¶eld¶anak kÄovetkez}o Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt:
R 2 WL(A)m eset¶en legyen xF (R)y pontosan akkor igaz, ha minden i 2 V -
hez, melyre yRÂ

i x teljesÄul, tal¶alhat¶o olyan j 2 V; j < i; melyre xRÂ
j y: Az

F -n¶el az 1 dikt¶ator, azonban ha xRÂ
1 y; akkor az F (R)jfx;yg preferenci¶at a

tÄobbi szavaz¶o preferenci¶ainak hierarchikus rendje (a 2-t}ol lefel¶e az m-ig) ha-
t¶arozza meg.

3.24. T¶etel (Wilson [40]). Ha jAj ¸ 3; akkor minden Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶enyre, melynek ¶ertelmez¶esi tartom¶anya ÄosszefÄugg}o, az al¶abbi tulajdon-
s¶agok valamelyike igaz:

i) kÄozÄombÄos ii) elfogult iii) inverz diktat¶orikus iv) diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az F : D ! R(A) Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny teljes¶³ti
a t¶etel felt¶eteleit. TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy az F nem kÄozÄombÄos ¶es nem el-
fogult. Bel¶atjuk, hogy ekkor vagy az er}os vagy az inverz er}os koal¶³ci¶ok ultra-
sz}ur}ot alkotnak a V -n. Innen a 3.22. ¶all¶³t¶as alapj¶an m¶ar kÄovetkezik t¶etelÄunk
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¶all¶³t¶asa. TegyÄuk fel egyel}ore, hogy a V koal¶³ci¶o er}os, s ¶³gy az er}os koal¶³ci¶ok
U halmaza nemÄures.

Mivel a V er}os, ez¶ert ; =2 U : Az er}os koal¶³ci¶okn¶al b}ovebb koal¶³ci¶ok is
er}osek, ez¶ert az U monoton.

Most bel¶atjuk, hogy U z¶art a v¶egesmetszet k¶epz¶esre n¶ezve. Legyen K; L 2
U ; ¶es R 2 D egy tetsz}oleges olyan pro¯l, melyre xRÂ

K\Ly. Legyen az a egy
harmadik alternat¶³va ¶es S 2 D egy, az al¶abbi ¶abr¶anak megfelel}o pro¯l:

S :

K \ L K n L V n K

x [xy]R a
a a [xy]R
y

:

Ekkor xF (S)Âa; hiszen a K er}os koal¶³ci¶o. Tov¶abb¶a aF (S)Ây; hiszen az L
feltev¶esÄunk szerint egy er}os koal¶³ci¶o s ¶³gy a n¶ala b}ovebb (K \L)[ (V n K) =
L [ (V n K) koal¶³ci¶o is er}os. Innen a tranzitivit¶as miatt xF (S)Ây, majd
tekintettel a p¶arok fÄuggetlens¶eg¶ere kapjuk, hogy xF (R)Ây: Bel¶attuk teh¶at,
hogy a K \ L koal¶³ci¶o er}os.

Bel¶atjuk v¶egÄul, hogy a (13) tulajdons¶ag teljesÄul. TegyÄuk fel, hogy K ½
V;K =2 U : Ekkor tal¶alhat¶o olyan R 2 D pro¯l ¶es x; y 2 A; melyre xRÂ

Ky ¶es
m¶egis yF (R)x: Legyen az a egy harmadik alternat¶³va, ¶es legyen az S 2 D
egy tetsz}oleges olyan pro¯l, melyre ySÂ

V nKa: Legyen v¶egÄul T 2 D egy olyan

pro¯l, amely megfelel az al¶abbi ¶abr¶anak:

T :

K V n K

x [xy]R
[ya]S a

:

Ekkor a p¶arok fÄuggetlens¶ege miatt yF (T)x; ¶es mivel a V er}os, xF (T)Âa is
teljesÄul, ahonnan a 2.15. ¶all¶³t¶as miatt yF (T)Âa. Innen a p¶arok fÄuggetlens¶ege
felt¶etel alapj¶an kapjuk, hogy yF (S)Âa: Mivel az S 2 D egy tetsz}oleges olyan
pro¯l volt, melyre ySÂ

V nKa, ez¶ert bebizony¶³tottuk, hogy a V nK koal¶³ci¶o er}os

az (y; a) p¶arra, s ¶³gy a 3.16 lemma alapj¶an kapjuk, hogy V n K 2 U :
Bel¶attuk teh¶at, hogy az U egy ultrasz}ur}o, s ¶³gy abban az esetben, amikor

a V er}os, a lemma bizony¶³t¶as¶aval k¶eszen vagyunk. A 3.18. lemma miatt az
egyetlen m¶asik lehet}os¶eg az, hogy a V inverz er}os. Ebben az esetben viszont a
fenti bizony¶³t¶ast kÄovetve kapjuk, hogy most az inverz er}os koal¶³ci¶ok alkotnak
ultrasz}ur}ot. 2

3.25. De¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny teljes¶³ti a Pareto-
felt¶etelt, ha a V er}os.

Egy Pareto-felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny teh¶at nem lehet elfogult.
A 3.24. t¶etel egyszer}u kÄovetkezm¶enye az al¶abbi, Arrow-t¶ol sz¶armaz¶o t¶etel:

3.26. KÄovetkezm¶eny (Arrow [3]). TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; ¶es legyen az F
egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul

i) D = WL(A)m vagy D = L(A)m;
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ii) a Pareto-felt¶etel.

Ekkor az F diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. Val¶oban, a Pareto-felt¶etel miatt a 3.24. t¶etelben az i); ii) ¶es
iii) tulajdons¶agok nem teljesÄulhetnek, s ¶³gy az F csak diktat¶orikus lehet. 2

Legyen D az A egy adott rendez¶es¶ere n¶ezve egycs¶ucs¶u pro¯lok halmaza.
Ha jV j p¶aratlan, akkor a T tÄobbs¶egi fÄuggv¶eny D-re val¶o megszor¶³t¶asa nyilv¶an
teljes¶³ti a t¶etelbeli felt¶eteleket, kiv¶eve azt, hogy D = WL(A)m vagy D =
L(A)m; m¶egsem dikt¶ator senki sem.

Ha L(A)m ½
6= D ½

6= WL(A)m; akkor sem felt¶etlenÄul igaz az Arrow t¶etel.
Legyen ugyanis D = (L(A)[fOg)m (ahol O = A£A); legyen jAj ¸ 3; jV j ¸ 2
¶es legyen az F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny az R 2 D pro¯ln¶al az al¶abbiak szerint
megadva:

F (R) =

½
R1 ha Ri 6= O minden i 2 V -re;
O egy¶ebk¶ent.

Ez az F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny kÄonnyen ellen}orizhet}oen Arrow-t¶³pus¶u, teljesÄul a
Pareto-felt¶etel is, de az F m¶egsem diktat¶orikus.

Ha az Arrow t¶etelben az F tranzitivit¶as¶at elejtjÄuk, akkor m¶ar nem igaz a
t¶etel. Val¶oj¶aban m¶ar akkor sem igaz, ha a tranzitivit¶ast kv¶azitranzitivit¶asra
enyh¶³tjÄuk, amint azt a Pareto fÄuggv¶eny p¶eld¶aja mutatja (L¶asd a 3.4. p¶eld¶at).

4 Oligarchi¶ak, v¶et¶o ¶es koll¶egium

Az Arrow (¶es a Wilson) t¶etel egy kifog¶asolhat¶o pontja az Äosszpreferenci¶at¶ol
megkÄovetelt tranzitivit¶as, amelyet ¶ugy interpret¶alhatunk, mint t¶arsadalmi
szint}u racionalit¶ast. Egyr¶eszt eleve k¶erd¶es, hogy helyes-e az egy¶enekre jel-
lemz}o racionalit¶ast a t¶arsadalomt¶ol is megkÄovetelni, ¶es ez¶altal a t¶arsadalmat
valamif¶ele ,,szem¶elyis¶egk¶ent" kezelni, m¶asr¶eszt a fenti racionalit¶as matem-
atikai szempontb¶ol is t¶ul er}osnek t}unik, hiszen az F (R) t¶arsadalmi rel¶aci¶onak
els}osorban az a szerepe, hogy seg¶³ts¶eg¶evel kiv¶alasszuk az alternat¶³v¶ak egy
adott r¶eszhalmaz¶aban a maxim¶alis elemeket. Ez pedig akkor is lehets¶eges, ha
csak annyit kÄovetelÄunk meg, hogy az Äosszpreferencia aciklikus legyen (l¶asd
a 2.20. ¶all¶³t¶ast). Mivel az aciklikus, PF-et kiel¶eg¶³t}o Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyek
elm¶elete ma sem lez¶art terÄulet, ¶erthet}o, hogy az els}o eredm¶enyek speci¶alis
aciklikus, nevezetesen kv¶azitranzit¶³v Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekre szÄulettek. Az
egyik ilyen t¶etel ([21]) szerint a racionalit¶asnak ez a fajta enyh¶³t¶ese sem
hoz ,,enyhÄul¶est", tov¶abbra is csak gyakorlatban haszn¶alhatatlan Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶enyek jÄohetnek sz¶oba. Az aciklikus (¶es PF-et teljes¶³t}o) Äosszj¶ol¶eti fÄugg-
v¶enyek eset¶eben a k¶ep valamivel ¶arnyaltabb, de az ¶altal¶anos esetben ezek
haszn¶alhat¶os¶aga is k¶erd¶eses.

4.1. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny eset¶eben egy K koal¶³ci¶ot v¶et¶o-
er}osnek nevezÄunk az (x; y) p¶ar fÄolÄott (x; y 2 A; x 6= y); ha minden R 2 D
pro¯l eset¶en abb¶ol, hogy xRÂ

Ky; kÄovetkezik, hogy xF (R)y: Ha a K minden x; y
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p¶ar fÄolÄott v¶et¶oer}os, akkor v¶et¶oer}osnek mondjuk. Az i 2 V szavaz¶o v¶et¶oer}os,
ha az fig koal¶³ci¶o v¶et¶oer}os.

A de¯n¶³ci¶ob¶ol vil¶agos, hogy minden er}os koal¶³ci¶o egyben v¶et¶oer}os is.

4.2. De¯n¶³ci¶o. Egy kv¶azitranzit¶³v Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt mely teljes¶³ti a p¶arok
fÄuggetlens¶ege felt¶etel¶et kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u fÄuggv¶enynek nevezÄunk.

4.3. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; D ÄosszefÄugg}o ¶es legyen az F egy
kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel. Ekkor minden
(x; y)-er}os koal¶³ci¶o egyben er}os is.

Bizony¶³t¶as. A 3.16. lemma bizony¶³t¶asa most is megy, ott ugyanis az F -r}ol
nem haszn¶altuk ki, hogy tranzit¶³v, csup¶an azt, hogy kv¶azitranzit¶³v. 2

A 3.24. t¶etel bizony¶³t¶as¶at kÄovetve ¶es az ¶ertelemszer}u kis m¶odos¶³t¶asokat
megt¶eve kapjuk, hogy igaz az al¶abbi k¶et lemma:

4.4. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; a D ÄosszefÄugg}o ¶es legyen az F
egy kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel,
tov¶abb¶a D ÄosszefÄugg}o. Ekkor az er}os koal¶³ci¶ok sz}ur}ot alkotnak.

4.5. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; a D ÄosszefÄugg}o ¶es legyen az F
egy kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel,
tov¶abb¶a D ÄosszefÄugg}o. Ekkor egy nem v¶et¶oer}os koal¶³ci¶o komplementere er}os.

4.6. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt oligarchikusnak nevezÄunk, ha
l¶etezik oligarchia, vagyis olyan koal¶³ci¶o, mely er}os ¶es minden tagja v¶et¶oer}os.

4.7. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; a D ÄosszefÄugg}o ¶es legyen az F egy kv¶azi
Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel. Ekkor az
F oligarchikus.

Bizony¶³t¶as. Az er}os koal¶³ci¶ok W halmaza a 4.4 lemma miatt sz}ur}o, s a V
v¶egess¶ege miatt ez egy K koal¶³ci¶o ¶altal gener¶alt f}osz}ur}o. ¶All¶³tjuk, hogy K a
keresett oligarchia. Val¶oban, ha a K-beli i szavaz¶o nem lenne v¶et¶oer}os, akkor
a 4.5. lemma miatt a V nfig koal¶³ci¶o er}os lenne, s ¶³gy a K\(V nfig) = K nfig
koal¶³ci¶o is er}os lenne, ami lehetetlen, hiszen a W-t a K gener¶alja. A t¶etelt
ezzel bebizony¶³tottuk. 2

A 4.7. t¶etel egyszer}u kÄovetkezm¶enye az al¶abbi t¶etel:

4.8. KÄovetkezm¶eny (Gibbard [21]). TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; ¶es legyen az
F egy kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul

i) D = WL(A)m vagy D = L(A)m;

ii) a Pareto-felt¶etel.

Ekkor az F oligarchikus.

A 4.7. t¶etel bizony¶³t¶as¶aban szerepl}o K ¶eppen a v¶et¶oer}os szavaz¶ok halmaza,
hiszen a K-n k¶³vÄuliek nem lehetnek v¶et¶oer}osek, mert a K er}os. Megeshet
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azonban, hogy minden szavaz¶o v¶et¶oer}os, amint azt a Pareto fÄuggv¶eny esete
mutatja (l¶asd a 3.4. ¶es 3.5. p¶eld¶akat).

Ha D val¶odi r¶eszhalmaza L(A)m-nek, akkor m¶ar nem felt¶etlenÄul igaz a
4.8 t¶etel. Legyen D az A egy adott rendez¶es¶ere n¶ezve egycs¶ucs¶u pro¯lok
halmaza. Ekkor a T tÄobbs¶egi fÄuggv¶eny nyilv¶an teljes¶³ti a 4.8. t¶etel felt¶eteleit,
kiv¶eve i)-t. Most nincs olyan szavaz¶o, aki v¶et¶oer}os lenne, amennyiben m ¸ 2:

4.9. P¶elda. Ha a 4.7. t¶etelben az F kv¶azitranzitivit¶as¶at elejtjÄuk, akkor m¶ar
nem igaz a t¶etel. Val¶oj¶aban m¶ar akkor sem igaz, ha a kv¶azitranzitivit¶ast
aciklikuss¶agra enyh¶³tjÄuk. Legyen ugyanis #V > #A;D = L(A)m ¶es legyen
F a 3.6. p¶elda v¶et¶omentes fÄuggv¶enye. Az F ekkor a 3.7. megjegyz¶es miatt
aciklikus, tov¶abb¶a a kv¶azitranzitivit¶ast kiv¶eve teljes¶³ti a 4.7. t¶etel valamennyi
felt¶etel¶et, azonban nincs olyan szavaz¶o, aki v¶et¶oer}os lenne.

4.10. De¯n¶³ci¶o. Legyen az R egy rel¶aci¶o az A-n. Ha az a1; . . . ; ak 2 A
sorozat csupa kÄulÄonbÄoz}o elemb}ol ¶all, akkor a1Ra2; . . . ; ak¡1Rak eset¶en ir¶a-
ny¶³tott egyszer}u ¶utr¶ol, ¶es ha a fentieken k¶³vÄul m¶eg akRa1 is fenn¶all, akkor
egyszer}u ir¶any¶³tott kÄorr}ol besz¶elÄunk. Ir¶any¶³tott egyszer}u utak egy rendszer¶et
pont-diszjunktnak nevezzÄuk, ha a hozz¶ajuk tartoz¶o cs¶ucsok halmazai p¶aronk¶ent
diszjunktak.

4.11. De¯n¶³ci¶o. Azokat az aciklikus Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyeket, melyekre tel-
jesÄul a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel, dÄont¶esi fÄuggv¶enyeknek nevezzÄuk.

Az elnevez¶est indokolja, hogy a 2.20. ¶all¶³t¶as miatt pontosan az aciklikus
rel¶aci¶ok azok a rel¶aci¶ok, melyekre igaz, hogy az alternat¶³v¶ak b¶armely nemÄures
r¶eszhalmaz¶aban van maxim¶alis elemÄuk.

4.12. T¶etel. (Blair-Pollak [8]) Legyen #A = n ¸ 4; n > m ¶es legyen adott
az F dÄont¶esi fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul

i) D = WL(A)m vagy D = L(A)m;

ii) a Pareto-felt¶etel.

Ekkor valaki legal¶abb (n ¡ m + 1)(n ¡ 1) p¶ar fÄolÄott v¶et¶oer}os.

Bizony¶³t¶as. A t¶etel ¶all¶³t¶as¶aval ellent¶etben, tegyÄuk fel, hogy mindenki
kevesebb, mint (n ¡ m + 1)(n ¡ 1) p¶ar fÄolÄott v¶et¶oer}os.

SzÄuks¶egÄunk lesz a kÄovetkez}o gr¶afelm¶eleti t¶etelre, amelynek bizony¶³t¶asa
meghaladja e cikk kereteit, ¶³gy azt mell}ozzÄuk (l¶asd [9]):

T¶etel. Legyen #A = n ¸ 4; n > m: Ha adottak a Di (i = 1; . . . ; m) irre°ex¶³v
(teh¶at xDix semmilyen x 2 A-ra sem teljesÄul) rel¶aci¶ok az A-n, ¶ugy, hogy Di

legal¶abb (m¡1)(n¡1)+1 ¶elet tartalmaz (i = 1; . . . ; m); akkor tal¶alhat¶ok olyan
ei 2 Di; (i = 1 . . . ;m) ¶elek, hogy az fe1; . . . ; emg ¶elrendszer pont-diszjunkt
egyszer}u utak egyes¶³t¶ese.

Visszat¶erve t¶etelÄunk bizony¶³t¶as¶ahoz, minden i = 1; . . . ; m eset¶en de¯ni¶al-
juk a Di rel¶aci¶ot az A-n az al¶abbi m¶odon:

aDib , az i nem v¶et¶oer}os a (b; a) fÄolÄott.
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Indirekt feltev¶esÄunk miatt a Di-k mindegyike legal¶abb n(n ¡ 1) ¡ (n ¡ m +
1)(n ¡ 1) + 1 = (n ¡ 1)(m ¡ 1) + 1 ¶elet tartalmaz.

A fenti t¶etel miatt tal¶alhat¶o olyan pont-diszjunkt egyszer}u utak egye-
s¶³t¶esek¶ent el}o¶all¶o E = feigm

i=1 ¶elrendszer, melyre ei 2 Di; ha i 2 V . ¶Uj
¶elek hozz¶av¶etel¶evel eg¶esz¶³tsÄuk ki az E ¶elrendszert egy a1; . . . ; am+k egyszer}u
ir¶any¶³tott kÄorr¶e. Legyen ebben a kÄorben ei = (ai¤ ; ai¤+1); i = 1; . . . ;m. A
k¶enyelmesebb jelÄol¶esm¶od ¶erdek¶eben nevezzÄuk ¶at a V szavaz¶oit ¶ugy, hogy az
i ¶uj neve i¤ legyen minden i 2 V -re, ¶es legyen az ¶uj n¶evhalmaz V ¤: Ekkor
teh¶at azt mondhatjuk, hogy a i 2 V ¤ szavaz¶o nem v¶et¶oer}os az (ai+1; ai) p¶arra
n¶ezve. Ez azt jelenti, hogy minden i 2 V ¤-ra tal¶alhat¶o olyan Ri 2 D pro¯l,
melyre ai+1(R

i
i)

Âai ¶es aiF (Ri)Âai+1.
M¶asr¶eszt, ha i 2 f1; . . . ;m + kg n V ¤; akkor legyen Ri 2 D egy olyan

pro¯l, melyre ai(Ri
j)

Âai+1 minden j 2 V ¤-ra. Mivel az F -re teljesÄul a

Pareto-felt¶etel, ez¶ert aiF (Ri)Âai+1; ha i 2 f1; . . . ;m + kg n V ¤ (a szok¶asos
am+k+1 = a1 konvenci¶oval). Az eddigieket Äosszevetve kapjuk, hogy minden
i = 1; 2; . . . ; m + k-ra igaz, hogy aiF (Ri)Âai+1. Ha tal¶aln¶ank olyan R 2 D
pro¯lt, melyre minden i = 1; 2; . . . ;m + k-n¶al igaz, hogy

Rjfai;ai+1g = Rijfai;ai+1g; ha i = 1; . . . ;m + k ;

akkor k¶eszen voln¶ank, hiszen ekkor a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel ¶es

aiF (Ri)Âai+1; (i = 1; 2; . . . ;m + k)

miatt az F (R) rel¶aci¶o ciklikus lenne, ellent¶etben felt¶etelez¶esÄunkkel.
Ilyen pro¯l azonban tal¶alhat¶o, hiszen ha a t 2 V ¤ szavaz¶ot rÄogz¶³tjÄuk,

akkor a
©
Ri

tjfai;ai+1g
ª

i=1;...;m+k
preferenciahalmaz D = WL(A)m ill. D =

WL(A)m eset¶en egyar¶ant kieg¶esz¶³thet}o az A line¶aris ill. gyenge rendez¶es¶ev¶e
(ekkor mindk¶et esetben az am+kRi

ta1 ¶es a at+1Ri
tat szigor¶u preferenci¶ak el-

lent¶etes ir¶any¶uak az a1 . . .am+k kÄorÄon), s ¶³gy R = (Ri)i2V ¤ megfelel, hiszen
i) miatt R 2 D. 2

A 4.12. t¶etelben a (n ¡ m + 1)(n ¡ 1) korl¶at az m ¸ 3 esetben a lehet}o
legjobb. Legyen ugyanis D = L(A)m vagy D = WL(A)m; ¶es ha A =
fa1; . . . ; ang, akkor R 2 D eset¶en legyen asF (R)at , [1 · t · m ¡ 1 ¶es
9i; j 2 V; i 6= j : asRiat; asRjat] vagy [m · t · n ¶es 9i 2 V : asRiat]. Mivel
m ¸ 3, ez¶ert az F (R) teljess¶ege nyilv¶anval¶o. Minden szavaz¶o az (as; at) p¶ar
fÄolÄott v¶et¶oer}os, ahol m · t · n; 1 · s · n; azaz ¶eppen (n¡m+1)(n¡1) p¶ar
fÄolÄott. Az F de¯n¶³ci¶oj¶ab¶ol vil¶agos, hogy a p¶arok fÄuggetlens¶ege ¶es a Pareto-
felt¶etel is teljesÄul. Az aciklikuss¶ag igazol¶as¶ahoz indirekte, tegyÄuk fel, hogy
valamely R 2 D pro¯lra az F (R) rel¶aci¶o ciklikus, legyen az b1; . . . ; bk egy
olyan A-beli sorozat, melyben ism¶etl}od¶es nem fordul el}o ¶es minden t =
1; . . . ; k-ra btF (R)Âbt+1 teljesÄul. Ilyen sorozat nyilv¶an tal¶alhat¶o. Az F
de¯n¶³ci¶oja alapj¶an csak az olyan t-kre tal¶alhatunk (¶es akkor is csak egy) olyan
i szavaz¶ot, akire bt+1Ribt; melyekre bt+1 = as valamilyen s = 1; . . . ;m¡1-re.
Mivel m szavaz¶onk van, ez¶ert lesz egy olyan i szavaz¶o, akire bt+1R

Â
i bt minden

t = 1; . . . ; k-ra, ami ellentmond¶as, hiszen Ri aciklikus.
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A szakasz h¶atral¶ev}o r¶esz¶eben a Banks-t¶etellel foglakozunk. Ez a t¶etel
aciklikus Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekr}ol sz¶ol, ¶es azt mondja, hogy ha #V ¸ #A
¶es a Pareto-felt¶etel teljesÄul, akkor mindig tal¶alhatunk olyan szavaz¶ot, aki
n¶elkÄul nincs er}os koal¶³ci¶o. Egy ilyen szavaz¶o nyilv¶an t¶ul nagy hatalommal
rendelkezik,¶³gy teh¶at ez is egy negat¶³v eredm¶eny. Az eredm¶eny igen ¶altal¶anos,
hiszen az igazol¶ashoz m¶eg a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etelre sincs szÄuks¶eg.

4.13. De¯n¶³ci¶o. A V -beli W monoton halmazrendszert egyszer}u j¶at¶eknak
nevezzÄuk, ha ; =2 W.

A W-beli koal¶³ci¶okat ¶ugy interpret¶alhatjuk, mint |bizonyos ¶ertelemben|
nyertes koal¶³ci¶okat, melyek nyertes volta valamilyen el}ore megadott szab¶alyb¶ol
kÄovetkezik.

4.14. De¯n¶³ci¶o. Egy W egyszer}u j¶at¶ekot val¶odinak nevezÄunk, ha abb¶ol, hogy
K 2 W ; kÄovetkezik, hogy V n K =2 W:

A fenti term¶eszetes kÄovetelm¶eny azt fogalmazza meg, hogy egy nyertes
koal¶³ci¶on k¶³vÄuli egy¶enek nem alak¶³thatnak nyertes koal¶³ci¶ot.

4.15. De¯n¶³ci¶o. Ha W egy val¶odi egyszer}u j¶at¶ek, ¶es adott az A alter-
nat¶³vahalmaz, akkor R 2 WL(A)m eset¶en legyen az FW(R) rel¶aci¶o az a teljes
rel¶aci¶o az A-n, melynek FW (R)Â szigor¶u r¶esze az al¶abbiak szerint adott:

xFW(R)Ây , 9K 2 W : xRÂ
Ky:

Mivel a W egyszer}u j¶at¶ek val¶odi, ez¶ert a fenti FW Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny
j¶olde¯ni¶alt.

4.16. De¯n¶³ci¶o. Egy W egyszer}u j¶at¶ekot v¶et¶omentesnek nevezÄunk, ha

\
W = ;:

4.17. De¯n¶³ci¶o. Egy W v¶et¶omentes egyszer}u j¶at¶ek eset¶en legyen

º(W) = minf#W0 j W 0 ½ W;
\

W0 = ;g :

A º(W) sz¶amot a W Nakamura-sz¶am¶anak nevezzÄuk.

Egy W v¶et¶omentes egyszer}u j¶at¶ek Nakamura-sz¶ama teh¶at az olyan nyer}o
koal¶³ci¶ok minim¶alis sz¶ama, melyeknek nincs kÄozÄos eleme. A fenti de¯n¶³ci¶o
fontoss¶ag¶at mutatja az al¶abbi lemma:

4.18. Lemma. Legyenek a1; . . . ; ak p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o alternat¶³v¶ak ¶es
K1; . . . ;Kk koal¶³ci¶ok. Pontosan akkor tal¶alhat¶o olyan R 2 L(A)m pro¯l,

melyre aiR
Â
Ki

ai+1 minden i = 1; . . . ; k-ra, ha
Tk

j=1 Kj = ;:

Bizony¶³t¶as. El¶egs¶egess¶eg. Minden i 2 V -re legyen Bi = f(aj; aj+1) j
i 2 Kjg. Mivel most minden i 2 V -hez tal¶alhat¶o olyan j 2 f1; . . . ; kg melyre
i =2 Kj; ez¶ert minden i 2 V -hez tal¶alhat¶o olyan j 2 V , melyre (aj ; aj+1) =2 Bi.
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Ez¶ert Bi aciklikus ¶es mivel m¶eg aszimmetrikus is, ¶³gy nyilv¶an kiterjeszthet}o
egy Ri line¶aris rendez¶ess¶e. Az R = (R1; . . . ;Rm) pro¯l rendelkezik a k¶³v¶ant
tulajdons¶aggal.

SzÄuks¶egess¶eg. Ha
Tk

j=1 Kj 6= ; lenne, akkor i 2 Tk
j=1 Kj eset¶en ajRiaj+1

teljesÄulne minden j = 1; . . . ; k-ra, ami ellentmond annak, hogy Ri aciklikus.2

4.19. T¶etel (Nakamura [35]). Ha W egy val¶odi ¶es v¶et¶omentes egyszer}u j¶at¶ek,
akkor az FW Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny pontosan akkor aciklikus, ha #A < º(W).

Bizony¶³t¶as. SzÄuks¶egess¶eg. A º(W) = º de¯n¶³ci¶oja alapj¶an tal¶alhat¶ok
olyan K1; . . . ;Kº 2 W koal¶³ci¶ok, melyek metszete Äures. A t¶etel ¶all¶³t¶as¶aval
ellent¶etben tegyÄuk fel, hogy jAj ¸ º; s ¶³gy tal¶alhatunk º p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o
elemet az A-ban, legyenek ezek a1; . . . ; aº. Ekkor a 4.18. lemma miatt l¶etezik
olyan R 2 L(A)m pro¯l, melyre aiR

Â
Ki

ai+1; i = 1; . . . ; º. ¶Igy azonban
aiFW(R)Âai+1 minden i = 1; . . . ; º-re, azaz FW nem aciklikus.

El¶egs¶egess¶eg. Indirekte, tegyÄuk fel, hogy az FW nem aciklikus, teh¶at ta-
l¶alhat¶ok olyan p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o a1; . . . ; ak alternat¶³v¶ak, melyekre minden
i = 1; . . . ; k-ra aiFW(R)Âai+1. ¶Igy teh¶at aiR

Â
Ki

ai+1 bizonyos Ki 2 W koa-

l¶³ci¶okra (i = 1; . . . ; k · #A). Ekkor azonban a 4.18. miatt
Tk

i=1 Ki = ;, ami
alapj¶an k ¸ º(W), s ¶³gy #A ¸ º(G), ellentmond¶as. 2

4.20. De¯n¶³ci¶o. Egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt koll¶egiuminak nevezÄunk, ha vala-
mely szavaz¶o minden er}os koal¶³ci¶onak tagja.

4.21. De¯n¶³ci¶o. Ha F egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, akkor jelÄolje WF az er}os
koal¶³ci¶ok halmaz¶at.

4.22. Lemma. Ha az F nem koll¶egiumi Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyre teljesÄul a
Pareto-felt¶etel, akkor º(WF ) · m.

Bizony¶³t¶as. A WF halmazrendszer most nyilv¶an egy val¶odi egyszer}u j¶at¶ek,
amely az F nem koll¶egiumi volta miatt v¶et¶omentes. Legyen º(WF ) = º ¶es
legyen K1; . . . ;Kº 2 WF ,

Tº
i=1 Ki = ;. Ekkor a Ki-k kÄozÄul ak¶arh¶anynak

a metszet¶et is vesszÄuk, az nem r¶esze egy, a metszetben nem szerepl}o index}u
Ki-nek, hiszen ellenkez}o esetben a fKigº

i=1 rendszer nem volna minim¶alis,
ellent¶etben º de¯n¶³ci¶oj¶aval. Innen indukci¶oval vil¶agos, hogy

m ¡ º ¸
¯̄
¯

º\

i=1

Ki

¯̄
¯ = 0 :

2

4.23. T¶etel (Banks [4]). TegyÄuk fel, hogy m · n ¶es legyen D ¾ L(A)m.
Ha az F aciklikus Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel, akkor az F
koll¶egiumi.

Bizony¶³t¶as. Ha a t¶etel ¶all¶³t¶as¶aval ellent¶etben az F nem volna koll¶egiumi,
akkor a 4.22. lemma miatt º(WF ) · m teljesÄulne ¶es ez az m · n felt¶etelÄunkkel
egyÄutt azt eredm¶enyezn¶e, hogy º(WF ) · n. Mivel a WF most v¶et¶omentes,
¶³gy a 4.19. t¶etel szerint az FWF (R) rel¶aci¶o ciklikus valamely R pro¯l eset¶eben.
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M¶asr¶eszt nyilv¶an FWF
(R)Â ½ F (R)Â, teh¶at az F (R) is ciklikus, ellent¶etben

felt¶etelez¶esÄunkkel. 2

A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as mutatja, hogy a 4.23. ¶es a 4.12. t¶etelek nem igazak,
ha #A > #V :

4.24. ¶All¶³t¶as. Ha #V > #A; akkor l¶etezik olyan, a Pareto-felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o
dÄont¶esi fÄuggv¶eny, melyn¶el senki sem v¶et¶oer}os semmilyen alternat¶³vap¶ar fÄolÄott.

Bizony¶³t¶as. Legyen #V = m, #A = n, m > n, n¡1
n < ® · m¡1

m , D =
WL(A)m. Tetsz}oleges x; y 2 A eset¶en ¶alljon fenn xF (R)y pontosan akkor, ha
#fi 2 V j xRiyg > (1 ¡ ®)m. Mivel ® > 1

2 ; ez¶ert az F (R) egy teljes rel¶aci¶o
minden R 2 D-re. Teh¶at F egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Az F de¯n¶³ci¶oja alapj¶an
az F -re teljesÄul a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel, tov¶abb¶a ® · m¡1

m
miatt minden

m¡1 tag¶u koal¶³ci¶o er}os, ez¶ert teljesÄul a Pareto-felt¶etel, s}ot, senki sem v¶et¶oer}os
semmilyen alternat¶³vap¶ar fÄolÄott. Az F aciklikuss¶ag¶anak igazol¶as¶ahoz indi-
rekte, tegyÄuk fel, hogy az a1; . . . ; ak olyan, p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o A-beli al-
ternat¶³v¶ak, melyekre aiF (R)Âai+1 minden i = 1; . . . ; k-ra. A Ki = fj 2 V j
aiRjai+1g jelÄol¶essel az F de¯n¶³ci¶oja alapj¶an ekkor l¶atszik, hogy #Ki ¸ ®m
minden i = 1; . . . ; k-ra. Ez¶ert a de-Morgan szab¶alyt felhaszn¶alva kapjuk,

hogy #
Tk

i=1 Ki = #
³Sk

i=1 Kc
i

´c

= m ¡ #
Sk

i=1 Kc
i ¸ m ¡ Pk

i=1 #Kc
i ¸

m ¡ m(1 ¡ ®)k ¸ m ¡ m(1 ¡ ®)n > m ¡ m 1
nn = 0. A fenti egyenl}otlens¶eg-

sorozatb¶ol kÄovetkezik, hogy #
Tk

i=1 Ki > 0; azaz
Tk

i=1 Ki 6= ;: Ez indirekt
felt¶etelez¶esÄunkkel egyÄutt ellentmond a 4.18. lemm¶anak, teh¶at F val¶oban acik-
likus. 2

5 Bin¶aris alap¶u optimum fÄuggv¶enyek

Ebben a fejezetben ¶es a k¶es}obbiekben is az ¶all¶³t¶asok, t¶etelek bizony¶³t¶as¶at
j¶or¶eszt mell}ozzÄuk. Ennek oka, hogy a bizony¶³t¶asok vagy puszt¶an technikai jel-
leg}uek, j¶oform¶an semmit sem adva az elm¶elet l¶enyeg¶ehez, vagy ¶eppen nehezek
¶es hossz¶uak, ez¶ert a terjedelmi korl¶atok nem teszik lehet}ov¶e azok megad¶as¶at.

5.1. De¯n¶³ci¶o. Egy c : P(A) ! P(A) t¶³pus¶u fÄuggv¶enyt optimum fÄuggv¶enynek
nevezÄunk, ha c(X) ½ X minden X ½ A-ra teljesÄul, tov¶abb¶a c(X) = ;-b}ol
kÄovetkezik, hogy X = ;.

A k¶es}obbiekben ismertetend}o modellben minden pro¯lhoz hozz¶arendelÄunk
egy c optimumfÄuggv¶enyt, ¶es a c(X)-et ¶ugy interpret¶aljuk, mint az X-beli
t¶arsadalmilag |vagy legal¶abbis a szavaz¶asi rendszer tervez}oje ¶altal| op-
tim¶alisnak tekintett alternat¶³v¶ak halmaz¶at az adott pro¯ln¶al.

5.2. De¯n¶³ci¶o. Legyen f1 ¶es f2 k¶et optimum fÄuggv¶eny. Az f1 ¶es f2 optimum
fÄuggv¶enyek f1 [ f2 egyes¶³t¶es¶et ill. f1 \ f2 kÄozÄos r¶esz¶et az (f1 [ f2)(X) =
f1(X)[f2(X); ill. (f1\f2)(X) = f1(X)\f2(X) egyenl}os¶egekkel de¯ni¶aljuk.

Vil¶agos, hogy k¶et optimum fÄuggv¶eny egyes¶³t¶ese is optimum fÄuggv¶eny.
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5.3. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy ÄorÄokl}od}o, ha
X ½ Y ½ A eset¶en c(Y ) \ X ½ c(X).

Az ÄorÄokl}od¶est ¶ugy illusztr¶alhatjuk, hogy azok a magyarok, akik vil¶agbaj-
nokok, egyben magyar bajnokok is. A de¯n¶³ci¶ob¶ol kÄonnyen kÄovetkezik az
al¶abbi

5.4. ¶All¶³t¶as. K¶et ÄorÄokl}od}o optimum fÄuggv¶eny egyes¶³t¶ese is ÄorÄokl}od}o.

5.5. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy kiterjed}o, ha
X;Y ½ A eset¶en c(X) \ c(Y ) ½ c(X [ Y ):

A de¯n¶³ci¶o teh¶at azt mondja, hogy egy kiterjed}o optimum fÄuggv¶eny ese-
t¶eben ha egy alternat¶³va k¶et halmazban is optim¶alis, akkor optim¶alis azok
egyes¶³t¶es¶eben is.

5.6. Megjegyz¶es. Ha a c optimum fÄuggv¶eny kiterjed}o, akkor indukci¶oval
kÄonnyen ad¶odik, hogy Xi ½ A, i = 1; . . . ; k eset¶en

Tk
i=1 c(Xi) ½ c(

Sk
i=1 Xi).

5.7. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy bin¶aris alap¶u,
ha tal¶alhat¶o olyan R rel¶aci¶o az A-n, melyre c(X) = argmaxRjX minden X ½
A halmazra teljesÄul, ¶es ilyenkor R-re azt mondjuk, hogy a c egy alaprel¶aci¶oja.
Ha az R v¶alaszthat¶o aciklikusnak, kv¶azitranzit¶³vnak ill. tranzit¶³vnak, akkor
aciklikus, kv¶azitranzit¶³v ill. tranzit¶³v alap¶u optimum fÄuggv¶enyr}ol besz¶elÄunk.

A bin¶aris alap¶u optimum fÄuggv¶enyek igen fontosak, hiszen az ilyen fÄugg-
v¶enyek helyettes¶³thet}ok egy (teljes) rel¶aci¶oval, s ¶³gy kapcsolatba hozhat¶ok az
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekkel.

5.8. ¶All¶³t¶as. Egy bin¶aris alap¶u optimumfÄuggv¶enynek minden alaprel¶aci¶oja
aciklikus, s ¶³gy minden bin¶aris alap¶u optimumfÄuggv¶eny aciklikus alap¶u.

5.9. T¶etel. Egy c optimum fÄuggv¶eny pontosan akkor bin¶aris alap¶u, ha
ÄorÄokl}od}o ¶es kiterjed}o.

5.10. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy vesztesfÄug-
getlen, ha c(Y ) ½ X ½ Y ½ A eset¶en c(X) = c(Y ):

Egy c vesztesfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny eset¶eben teh¶at, ha elt¶avol¶³tunk
n¶eh¶any ,,vesztest" az Xnc(X) halmazb¶ol, akkor a keletkezett sz}ukebb halmaz
,,gy}ozteseinek" halmaza megegyezik c(X)-szel.

5.11. Megjegyz¶es. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy k¶et vesztesfÄuggetlen optimum
fÄuggv¶eny egyes¶³t¶ese is vesztesfÄuggetlen.

5.12. T¶etel (Schwartz [39]). Egy c optimum fÄuggv¶eny pontosan akkor kv¶azi-
tranzit¶³v alap¶u, ha ÄorÄokl}od}o, kiterjed}o ¶es vesztesfÄuggetlen.

5.13. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti az Arrow f¶ele racionalit¶asi
felt¶etelt (ARF-et), ha X ½ Y ½ A ¶es c(Y )\X 6= ; eset¶en c(Y )\X = c(X).

MegjegyezzÄuk, hogy egy ARF-et teljes¶³t}o optimum fÄuggv¶eny nyilv¶an
mindig ÄorÄokl}od}o.
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5.14. P¶elda. Legyen p 2 IN ¶es legyen R 2 L(A) rÄogz¶³tett, ¶ugy, hogy
a1Ra2R . . .Ran. Ha X ½ A, jXj > p, akkor legyen cp(X) az R szerinti
p legjobb eleme az X-nek, azaz legyen cp(X) = Y , ahol Y ½ X, jY j = p,
Y R(X n Y ). KÄulÄonben legyen cp(X) = X. A cp optimum fÄuggv¶eny ÄorÄokl}o-
d}o, hiszen egy alternat¶³va poz¶³ci¶oja egy sz}ukebb halmazban nem romolhat.
A vesztesfÄuggetlens¶eg is vil¶agos, hiszen ha sz}uk¶³tjÄuk a sz¶oban forg¶o halmazt
¶ugy, hogy annak p legjobb elem¶et megtartjuk, akkor a p legjobb elem ugyanaz
marad. Ha 2 · p < n, akkor viszont a cp nem kiterjed}o s ¶³gy az 5.9. t¶etel
miatt nem is bin¶aris alap¶u. Legyen ugyanis X = fa1; a3; . . . ; ap+1g, Y =
fa2; a3; . . . ; ap+1g, akkor cp(X) \ cp(Y ) = fa3; . . . ; ap+1g, m¶³g cp(X [ Y ) =
X [ Y = fa1; a2; . . . ; apg.

5.15. T¶etel. Egy c optimum fÄuggv¶eny pontosan akkor gyenge rendez¶es alap¶u,
ha teljes¶³ti ARF-et.

5.16. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy teljes¶³ti a
kinyilv¶an¶³tott preferencia felt¶etelt (MPF-et), ha X; Y ½ A eset¶en abb¶ol, hogy
x 2 c(X), y 2 X n c(X), kÄovetkezik, hogy ha x 2 Y , akkor y =2 c(Y ).

A fenti de¯n¶³ci¶o egyszer}u ¶atfogalmaz¶asak¶ent ad¶odik a kÄovetkez}o

5.17. ¶All¶³t¶as. Egy c optimumfÄuggv¶eny pontosan akkor teljes¶³ti MPF-et, ha
x; y 2 X \ Y , x 2 c(X), y 2 c(Y ) eset¶en x 2 c(Y ).

A kinyilv¶an¶³tott preferencia felt¶etel szerint ha az alternat¶³v¶ak egy adott
megengedett halmaz¶aban az x alternat¶³va optim¶alis, de az y nem, akkor ha
egy m¶asik megengedett halmazban az x jelen van, akkor az y ott szint¶en nem
lehet optim¶alis. Ez bin¶aris h¶atteret sejtet, val¶oban, a kÄovetkez}o t¶etel szerint
az MPF nem ¶uj felt¶etel:

5.18. T¶etel. ARF ¶es MPF ekvivalensek.

5.19. De¯n¶³ci¶o. Egy optimumfÄuggv¶enyt r¶eszlegesen bin¶aris alap¶unak ne-
vezÄunk, ha tal¶alhat¶o olyan L line¶aris rendez¶es, melyre argmaxLjX 2 c(X)
minden ; 6= X ½ A-ra teljesÄul.

Egy bin¶aris alap¶u optimumfÄuggv¶eny r¶eszlegesen is bin¶aris alap¶u, amint
az kÄonnyen l¶athat¶o.

5.20. ¶All¶³t¶as. Egy c optimumfÄuggv¶eny pontosan akkor r¶eszlegesen bin¶aris
alap¶u, ha minden ; 6= X ½ A eset¶en tal¶alhat¶o olyan x 2 c(X); melyre minden
Y ½ X eset¶en igaz, hogy

x 2 Y ) x 2 c(Y ) : (14)

Mivel ÄorÄokl}od}o optimumfÄuggv¶eny eset¶en a (14)-ben szerepl}o x tetsz}olege-
sen v¶alaszthat¶o a c(X)-ben, ez¶ert igaz az

5.21. ¶All¶³t¶as. Egy ÄorÄokl}od}o optimum fÄuggv¶eny mindig r¶eszlegesen bin¶aris
alap¶u.
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6 A modell kiterjeszt¶ese

6.1. De¯n¶³ci¶o. Ha ; 6= S ½ P(A); akkor egy c¤ : S ! P(A) fÄuggv¶enyt,
melyre minden X 2 S eset¶en c¤(X) ½ X, tov¶abb¶a X 2 S, c¤(X) = ; eset¶en
X = ;, ¶altal¶anos¶³tott optimum fÄuggv¶enynek nevezÄunk.

A szok¶asos ¶ertelmez¶es szerint az S halmaz a megengedett alternat¶³va
halmazok csal¶adja. Ebben a modellben teh¶at lehet}os¶eg ny¶³lik arra, hogy
olyan eseteket is kezeljÄunk, amikor egy jelÄolt |mondjuk strat¶egiai meggon-
dol¶asb¶ol| visszal¶ep a megm¶erettet¶est}ol.

6.2. De¯n¶³ci¶o. Legyen ; 6= S ½ P(A): Egy F : D £ S ! P(A) fÄuggv¶enyt
Äosszoptimum fÄuggv¶enynek nevezÄunk, ha minden R 2 D-re az F (R; ¢ ) fÄugg-
v¶eny egy ¶altal¶anos¶³tott optimum fÄuggv¶eny. Ha S = fAg; akkor egyszer}u Äossz-
optimum fÄuggv¶enyr}ol, ha pedig S = P(A) (teh¶at amikor F (R; ¢ ) egy optimum
fÄuggv¶eny) akkor teljes Äosszoptimum fÄuggv¶enyr}ol besz¶elÄunk.

6.3. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszoptimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt, ha
x; y 2 X 2 S, R 2 D eset¶en xRÂ

V y-b¶ol kÄovetkezik, hogy y =2 F (R; X).

6.4. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszoptimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti a fÄuggetlens¶egi felt¶etelt,
ha abb¶ol, hogy X 2 S, R;S 2 D, RjX = SjX , kÄovetkezik, hogy F (R;X) =
F (S; X).

6.5. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszoptimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti az Arrow f¶ele racio-
nalit¶asi felt¶etelt (ARF-et), ha minden R 2 D-re az F (R; ¢ ) optimum fÄugg-
v¶enyre teljesÄul, hogy X;Y 2 S, X ½ Y , F (R; Y ) \ X 6= ; eset¶en F (R; Y ) \
X = F (R;X).

6.6. De¯n¶³ci¶o. Ha F egy Äosszoptimum fÄuggv¶eny, ¶es tal¶alhat¶o olyan i 2 V ,
melyre minden R 2 D, X 2 S eset¶en F (R; X) ½ argmax RijX, akkor az i-t
dikt¶atornak, az F -t diktat¶orikusnak nevezzÄuk.

6.7. De¯n¶³ci¶o. Egy Äosszoptimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy Arrow-
t¶³pus¶u, ha

i) teljes¶³ti a fÄuggetlens¶egi felt¶etelt;
ii) teljes¶³ti az Arrow f¶ele racionalit¶asi felt¶etelt (ARF-et).

6.8. T¶etel (Arrow [3]). Legyen jAj ¸ 3; ¶es D = WL(A)m vagy D = L(A)m:
Ha F egy teljes Arrow-t¶³pus¶u Äosszoptimum fÄuggv¶eny, amely teljes¶³ti a Pareto-
felt¶etelt, akkor az F diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. Ha R 2 D; akkor ha xRy , x 2 F (R, fx; yg), akkor az R !
R hozz¶arendel¶es az 5.15. t¶etel miatt egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny
mely teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt is, teh¶at Arrow t¶etele (3.26. kÄovetkezm¶eny)
miatt diktat¶orikus az ottani ¶ertelemben. Ebb}ol viszont kÄovetkezik a t¶etel
¶all¶³t¶asa. 2

Az egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶eny fogalma lehet}ov¶e teszi, hogy az ¶u.n.
Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etelt de¯ni¶aljuk. Ily m¶odon az Arrow-f¶ele prob-
l¶em¶at megfogalmazhatjuk egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶enyes modellben is.
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Sajnos, mint l¶atni fogjuk (6.11. t¶etel), a megfelel}o negat¶³v tartalm¶u t¶etel itt
is ¶all.

6.9. De¯n¶³ci¶o. Egy F egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti a Hansson-
f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etelt, ha minden olyan x; y 2 A, R, S 2 D eset¶en,
melyre Rjfx;yg = Sjfx;yg, abb¶ol, hogy x 2 F (R) ¶es y =2 F (R), kÄovetkezik,
hogy y =2 F (S) (itt ¶es a tov¶abbiakban is F (R; A) helyett F (R)-t ¶³runk).

6.10. De¯n¶³ci¶o. Legyen az F egy egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶eny. Azt
mondjuk, hogy a K ½ V koal¶³ci¶o er}os, ha minden x; y 2 A-ra ¶es minden
R 2 D-re teljesÄul, hogy xRÂ

Ky eset¶en y =2 F (R).

6.11. T¶etel (Hansson [23]). Legyen jAj ¸ 3 ¶es D = L(A)m vagy D =
WL(A)m. Ha az F egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶enyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel
¶es a Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etel, akkor az F diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. Legyen az L egy rÄogz¶³tett line¶aris rendez¶es az A-n, ¶es ha
X ½ A, akkor minden R 2 D eset¶en legyen RX = (RX

1 ; RX
2 ; . . . ;RX

m) az
al¶abbi pro¯l:

RX :

1 2 . . . m

R1jX R2jX . . . RmjX
LjAnX LjAnX . . . LjAnX

teh¶at a L = (L;L; . . . ; L) jelÄol¶essel RX jX = RjX ;RX jAnX = LjAnX , tov¶abb¶a
X(RX)Â

V Y: Vagyis arr¶ol van sz¶o, hogy az RX pro¯lban az X-beli alternat¶³v¶ak
kÄozÄott az R-beli preferenci¶ak teljesÄulnek, a szigor¶uan alattuk l¶ev}o A n X-
beliekre pedig az L-beli preferenci¶ak.

Legyen R 2 D; x; y 2 A eset¶en az F¤(R) rel¶aci¶o az al¶abbiak szerint
megadva az A-n:

xF¤(R)y , x 2 F (Rfx;yg) :

¶All¶³tjuk, hogy F ¤ egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. El}oszÄor is megjegyez-
zÄuk, hogy a Pareto-felt¶etel miatt F (RX) ½ X mindig teljesÄul, ha ; 6= X ½ A;
s ¶³gy az X = fx; yg esetben kapjuk, hogy x 2 F (Rfx;yg) vagy y 2 F (Rfx;yg),
teh¶at F¤(R) egy teljes rel¶aci¶o minden R 2 D-re, s ¶³gy az F¤ egy Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶eny.

A bizony¶³t¶as tov¶abbi r¶esz¶eben tÄobbszÄor haszn¶alni fogjuk a Hansson-f¶ele
fÄuggetlens¶egi felt¶etel al¶abbi ¶atfogalmaz¶as¶at:

R;S 2 D; Rjfx;yg = Sjfx;yg; x 2 F (R); y 2 F (S) ) x 2 F (S) : (15)

A tranzitivit¶as igazol¶as¶ahoz tegyÄuk fel, hogy R 2 D, xF¤(R)y ¶es yF ¤(R)z.
Mivel x 2 F (Rfx;yg) teljesÄul, ez¶ert ha y 2 F (Rfx;y;zg), akkor Rfx;ygjfx;yg =

Rfx;y;zgjfx;yg miatt (15) alapj¶an x 2 F (Rfx;y;zg). Mivel y 2 F (Rfy;zg),

¶³gy ha z 2 F (Rfx;y;zg); akkor az el}oz}oekhez hasonl¶oan kapjuk, hogy y 2
F (Rfx;y;zg), ¶es ¶³gy a fentiek miatt megint csak x 2 F (Rfx;y;zg). Teh¶at
x 2 F (Rfx;y;zg)-nek mindenk¶eppen teljesÄulnie kell, ez¶ert, ha z 2 F (Rfx;zg),
akkor megint csak a fentiekhez hasonl¶oan kapjuk, hogy x 2 F (Rfx;zg). ¶Igy
teh¶at x 2 F (Rfx;zg), s ¶³gy xF¤(R)z.
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Az F ¤-ra teljesÄul a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel is, hiszen ha R;S 2 D;
Rjfx;yg = Sjfx;yg; akkor Rfx;yg = Sfx;yg.

Bel¶attuk teh¶at F¤ egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Az F ¤-ra teljesÄul
a Pareto-felt¶etel, hiszen ha R 2 D, xRÂ

V y, akkor F (Rfx;yg) = x az F -re
vonatkoz¶o Pareto-felt¶etel miatt, s ¶³gy xF ¤(R)Ây.

A 3.26. kÄovetkezm¶eny felt¶etelei teh¶at teljesÄulnek F¤-ra, s ¶³gy F ¤ dik-
tat¶orikus, legyen a dikt¶ator i. ¶All¶³tjuk, hogy ekkor az i dikt¶atora F -nek
is. TegyÄuk fel, hogy x 2 F (R); ¶es ¶all¶³t¶asunkkal ellent¶etben, tegyÄuk fel,
hogy yRÂ

i x valamely y 2 A-ra. Ekkor yF¤(R)Âx; ¶³gy teh¶at y 2 F (Rfx;yg),
x =2 F (Rfx;yg), de ekkor a Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etel miatt kapjuk,
hogy x =2 F (R), ellentmond¶as. 2

Az al¶abbi kÄonnyen igazolhat¶o ¶all¶³t¶as mutatja, hogy bizonyos ¶ertelemben
az egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi
felt¶etel gyeng¶ebb, mint a Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o
p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel:

6.12. ¶All¶³t¶as. Legyen az F : D ! WL(A) egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶eny. Ekkor a G(R) = argmaxF (R) egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶enyre
teljesÄul a Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etel.

A kÄovetkez}o, Äosszoptimum fÄuggv¶enyekr}ol sz¶ol¶o t¶etel kiutat jelenthet a
lehetetlens¶egi t¶etelek kÄor¶eb}ol abban a speci¶alis esetben, amikor a megengedett
halmazok kÄozÄos r¶esze nemÄures, azaz l¶etezik egy olyan alternat¶³va (nevezhetjÄuk
status quo-nak), amely minden helyzetben |mondjuk dÄont¶esk¶eptelens¶eg ese-
t¶eben| adopt¶alhat¶o.

6.13. T¶etel (Gibbard-Hylland-Weymark [22]). Legyen jAj ¸ 3, jV j ¸ 2,
S ½ P(A). TegyÄuk fel, hogy

TS 6= ;, ¶es tegyÄuk fel, hogy #S > 1. Tetsz}oleges
D ½ WL(A)m eset¶en tal¶alhat¶o olyan Arrow-t¶³pus¶u Äosszoptimum fÄuggv¶eny,
mely teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt ¶es m¶egsem diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. Legyen a 2 T S: Ha (R; X) 2 D£S akkor legyen F0(R; X) =
fx 2 X j xRV ag; ¶es legyen F (R;X) = argmaxR1jF0(R;X): Mivel ha X 2 S ;

akkor a 2 F0(R;X) ½ X; ez¶ert az F nyilv¶an egy Äosszoptimum fÄuggv¶eny.
Bel¶atjuk, hogy F -re teljesÄul a Pareto-felt¶etel. TegyÄuk fel, hogy (R; X) 2
D £ S ; x; y 2 X;xRÂ

V y: K¶et eset lehets¶eges:
1. eset: y =2 F0(R; X). Ekkor nyilv¶an y =2 F (R;X). 2. eset: y 2 F0(R; X).

Ekkor xRÂ
V y miatt x 2 F0(R; X); ¶es ¶³gy xRÂ

1 y miatt y =2 F (R; X) megint
csak teljesÄul.

Az F -re teljesÄul a fÄuggetlens¶egi felt¶etel, hiszen ha (R; X), (S; X) 2 D £S
¶es RjX = SjX , akkor a 2 X miatt F0(R; X) = F0(S;X), s ¶³gy val¶oban
F (R;X) = F (S; X).

Bel¶atjuk, hogy F -re teljesÄul az Arrow-f¶ele racionalit¶asi felt¶etel. TegyÄuk
fel, hogy X; Y 2 S , X ½ Y . TegyÄuk fel, hogy x 2 F (R; Y ) \ X tetsz}oleges.
Ekkor x 2 X, tov¶abb¶a xRV a ¶es minden y 2 F0(Y )-ra teljesÄul, hogy xR1y.
Ez¶ert x 2 X ¶es X ½ Y miatt vil¶agos, hogy x 2 F (R;X).

TegyÄuk fel most, hogy x 2 F (R; X) tetsz}oleges ¶es hogy F (R; Y )\X 6= ;,
mondjuk, x0 2 F (R; Y ) \ X. Az el}oz}o paragrafus miatt x0 2 F (R; X);
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ez¶ert xR1x0. Ha y 2 F0(R; Y ) tetsz}oleges, akkor x0R1y, ez¶ert xR1y, s ¶³gy
x 2 F (R; Y ) \ X.

Az F nem diktat¶orikus, hiszen b¶arki b¶armely olyan alternat¶³v¶at megv¶e-
t¶ozhat a-n k¶³vÄul, amely megengedett halmazba tartozik (¶es ilyen l¶etezik, mert
a t¶etel

T S 6= ; ¶es #S > 1 felt¶eteleib}ol kÄovetkezik, hogy tal¶alhat¶o legal¶abb
k¶etelem}u megengedett halmaz). 2

7 ¶UtfÄuggetlen optimum fÄuggv¶enyek

A gyakorlatban, amikor a legjobb (vagy legal¶abbis a sz¶amunkra elfogadhat¶o)
alternat¶³v¶akat keressÄuk, gyakran j¶arunk el ¶ugy, hogy el}oszÄor az alternat¶³v¶ak
n¶eh¶any ¶attekinthet}o r¶eszhalmaz¶aban keressÄuk meg a legjobb elemeket, ¶³gy
megszabadulv¶an az es¶elytelenekt}ol. Ezt az elj¶ar¶ast folytatjuk a megmaradt
halmazzal, s.¶³.t., am¶³g el nem jutunk a legjobb alternat¶³v¶aknak egy v¶egs}onek
tekintett halmaz¶ahoz. Erre a m¶odszerre szÄuks¶eg lehet p¶eld¶aul, amikor a
kommunik¶aci¶os vagy a logisztikai kÄolts¶egek magasak. Megeshet azonban,
hogy az elj¶ar¶as v¶egeredm¶enye fÄugg a r¶eszhalmazok megv¶alaszt¶as¶at¶ol. P¶eld¶aul
a tÄobbs¶egi rel¶aci¶ot alapul v¶eve, a napirendi szavaz¶as nagym¶ert¶ekben fÄugg
a napirendt}ol (l¶asd a 2.9. p¶eld¶at), teh¶at az ÄutkÄoztetend}o alternat¶³vap¶arok
megv¶alaszt¶as¶at¶ol. Minim¶alis konzisztencia-kÄovetelm¶eny ez¶ert, hogy az elj¶ar¶as
v¶egeredm¶enye ne fÄuggjÄon az ¶altalunk v¶alasztott r¶eszhalmazokt¶ol, az ,,¶utt¶ol",
melyen hozz¶a jutunk. A kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶o ezt fogalmazza meg a legegysze-
r}ubb esetben, de l¶atni fogjuk, hogy ez m¶ar mag¶aban hordozza a fenti ¶altal¶anos
k¶³v¶analmat is.

7.1. De¯n¶³ci¶o. Az f : P(A) ! P(A) t¶³pus¶u fÄuggv¶enyeket halmazfÄuggv¶e-
nyeknek h¶³vjuk. Egy halmazfÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy ¶utfÄuggetlen, ha
f(X [ Y ) = f(f(X) [ Y ) teljesÄul minden X;Y ½ A-ra.

Mint l¶athat¶o, a de¯n¶³ci¶o ¶altal¶aban halmaz fÄuggv¶enyekre lett kimondva.
Ennek oka, hogy a k¶es}obbiekben az ¶utfÄuggetlen optimumfÄuggv¶enyek vizsg¶a-
lat¶an¶al szÄuks¶egÄunk lesz erre az ¶altal¶anos fogalomra. A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶ast az
Y = ; v¶alaszt¶assal kapjuk a 7.1. de¯n¶³ci¶oban:

7.2. ¶All¶³t¶as. Egy f ¶utfÄuggetlen halmazfÄuggv¶eny mindig idempotens, azaz
f(f(X)) = f(X) minden X ½ A-ra.

A 7.1. de¯n¶³ci¶o egyenes kÄovetkezm¶enye tov¶abb¶a, hogy ha adott az X ½
A halmaz egy tetsz}oleges felbont¶asa, melyben a halmazok nem felt¶etlenÄul
diszjunktak, de m¶eg csak nem is felt¶etlenÄul kÄulÄonbÄoz}ok, akkor ha ezekb}ol
a halmazokb¶ol fel¶ep¶³tÄunk egy tÄobbszÄorÄosen Äosszetett kifejez¶est az egyes¶³t¶es
m}uvelet ¶es a c ¶utfÄuggetlen halmazfÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel, majd az eredm¶enyt
c-be helyettes¶³tjÄuk, akkor az eredm¶eny mindig c(X) lesz. P¶eld¶anak tekintsÄuk
az A ± B = c(A [ B) m}uveletet, amely a fentiek alapj¶an teh¶at asszociat¶³v.

Arrow maga is foglalkozott az ¶utfÄuggetlens¶eg probl¶em¶aj¶aval [3], elismerve,
hogy az ARF-re (l¶asd az 5.13. de¯n¶³ci¶ot) ink¶abb csak az¶ert volt szÄuks¶ege,
hogy az ¶utfÄuggetlens¶eget biztos¶³tsa. A 6.8. t¶etel viszont nem igaz, ha az
ARF felt¶etelt az ¶utfÄuggetlens¶eggel helyettes¶³tjÄuk. ¶Igy teh¶at az ¶utfÄuggetlen
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optimum fÄuggv¶enyek tanulm¶anyoz¶asa az Arrow probl¶emakÄor n¶ez}opontj¶ab¶ol
is indokolt.

A kÄovetkez}o t¶etel egyszer}u jellemz¶es¶et adja az ¶utfÄuggetlen optimum fÄugg-
v¶enyeknek:

7.3. T¶etel. Egy optimum fÄuggv¶eny pontosan akkor ¶utfÄuggetlen, ha ÄorÄokl}od}o
¶es vesztesfÄuggetlen.

B¶ar az ¶utfÄuggetlens¶eg de¯n¶³ci¶oja egy bizonyos fok¶u racionalit¶ast fogalmaz
meg, nem minden ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny bin¶aris alap¶u, amint az
al¶abbi p¶elda mutatja:

7.4. P¶elda. A 7.3. t¶etel ¶es az 5.14. p¶eld¶aban elmondottak alapj¶an ¶all¶³thatjuk,
hogy a ck optimumfÄuggv¶eny egy nem bin¶aris alap¶u ¶utfÄuggetlen optimum
fÄuggv¶eny.

7.5. P¶elda. Legyen a P egy kv¶azitranzit¶³v rel¶aci¶o az A-n ¶es X ½ A eset¶en
legyen f(X) = argmaxP jX : Ekkor az 5.12. ¶es a 7.3. t¶etelek alapj¶an az f
egy ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny.

7.6. P¶elda. Legyen a R egy tranzit¶³v rel¶aci¶o az A-n ¶es X ½ A eset¶en legyen
f(X) = fx 2 A j 9y 2 X : yRxg. Ekkor f egy ¶utfÄuggetlen halmazfÄuggv¶eny.

A 7.3. t¶etel alapj¶an az 5.4. ¶es az 5.11. megjegyz¶esek alapj¶an kapjuk az
al¶abbi ¶all¶³t¶ast:

7.7. T¶etel. K¶et ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny egyes¶³t¶ese is ¶utfÄuggetlen.

A 7.3. ¶es az 5.9. valamint az 5.12. t¶etelek alapj¶an ¶all¶³thatjuk, hogy ha
egy ¶utfÄuggetlen optimumfÄuggv¶eny bin¶aris alap¶u, akkor kv¶azitranzit¶³v alap¶u.
Az 5.14. p¶elda alapj¶an azonban vil¶agos, hogy nem minden ¶utfÄuggetlen op-
timum fÄuggv¶eny bin¶aris alap¶u. A k¶es}obbiekben l¶atni fogjuk, hogy egy-egy
¶ertelm}u kapcsolat van az n-elem}u A halmazon tekintett ¶utfÄuggetlen opti-
mumfÄuggv¶enyek ¶es antimatroidok kÄozÄott, melyek sz¶ama aszimptotikusan 22n

([28]), m¶³g a bin¶aris alap¶u optimumfÄuggv¶enyek sz¶ama nyilv¶an legfeljebb 3(n
2):

A 3(n
2)=22n

ar¶any azonban gyorsan tart a 0-hoz, amint az n tart a v¶egtelenhez.
A kÄovetkez}o nevezetes t¶etel egyszer}u jellemz¶es¶et adja az ¶utfÄuggetlen op-

timum fÄuggv¶enyeknek:

7.8. T¶etel (AÄ³zerman ¶es Malisevszkij [2]). Egy c optimum fÄuggv¶eny pontosan
akkor ¶utfÄuggetlen, ha tal¶alhat¶ok olyan L1; . . . ; Lk line¶aris rendez¶esek az A-n,
melyekre igaz, hogy minden X ½ A eset¶en

c(X) = fargmaxL1jX ; . . . ; argmaxLkjXg : (16)

7.9. De¯n¶³ci¶o. Ha X ½ Y ½ A akkor legyen [X;Y ] = fZ ½ A j X ½ Z ½
Y g: Az [X; Y ] halmazt intervallumnak nevezzÄuk.

7.10. De¯n¶³ci¶o. A P(A)-nak egy part¶³ci¶oj¶ara azt mondjuk, hogy intervallum
eltol¶asra z¶art, ha igaz, hogy ha [X;Y ] egy r¶eszhalmaza valamely C oszt¶alynak,
akkor Z ½ A n Y eset¶en [X [ Z;Y [ Z] is r¶eszhalmaza valamely oszt¶alynak
(amely esetleg nem csak a C-t}ol fÄugg, hanem mag¶at¶ol az [X; Y ]-t¶ol is).
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7.11. De¯n¶³ci¶o. Ha c egy halmazfÄuggv¶eny, akkor X ½ A eset¶en legyen
arc(X) = fY ½ A j c(Y ) = c(X)g; ¶es legyen kc(X) =

S
arc(X).

7.12. T¶etel. Ha a c egy ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny, akkor a P = farc(X) j
X ½ Ag halmazcsal¶ad egy intervallumokb¶ol ¶all¶o, eltol¶asra z¶art part¶³ci¶oja
P(A)-nak ¶es az Äures halmaz egymaga alkot oszt¶alyt. Ford¶³tva, tegyÄuk fel, hogy
; =2 P ¶es a P egy intervallumokb¶ol ¶all¶o, eltol¶asra z¶art part¶³ci¶oja P(A)-nak,
¶es az Äures halmaz egymaga alkot oszt¶alyt. Ekkor tal¶alhat¶o egy olyan egy¶ertel-
m}uen meghat¶arozott c ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny, melyre farc(X) j X ½
Ag = P.

7.13. P¶elda. TegyÄuk fel, hogy A = f1; 2; 3; 4g ¶es hogy egy dÄont¶eshoz¶o
testÄulet egy adott helyzetben (mondjuk egy adott pro¯ln¶al) olyan c ¶utfÄug-
getlen optimum fÄuggv¶enyt szeretne, melyre

cf1; 3; 4g = f1; 3g ¶es cf2; 3; 4g = f2; 4g : (17)

Ha l¶etezik ilyen c; akkor a 7.12. t¶etel miatt a hozz¶a tartoz¶o P part¶³ci¶o osz-
t¶alyainak r¶eszei lesznek a [24; 234] ¶es a [13; 134] intervallumok (a kÄonnyebb
olvashat¶os¶ag kedv¶e¶ert a kapcsos z¶ar¶ojeleket ¶es a vessz}oket elhagytuk). Mivel
a P eltol¶asra z¶art, ez¶ert a [124; 1234] ¶es a [123; 1234] nem diszjunkt intervallu-
mok is r¶eszei a P bizonyos oszt¶aly¶anak. De ekkor [124\123; 1234] = [12; 1234]
is r¶esze a P ezen oszt¶aly¶anak. Ha most a

f[24; 234]; [13; 134]; [12; 1234]g (18)

halmazt kieg¶esz¶³tjÄuk az elfajul¶o intervallumokb¶ol ¶all¶o

f;; [1; 1]; [2; 2]; [3; 3]; [4; 4]; [14; 14]; [23; 23]; [34; 34]g (19)

halmazzal, akkor kÄonnyen l¶athat¶oan egy eltol¶asra z¶art P part¶³ci¶oj¶at kapjuk
a Pf1; 2; 3; 4g-nek. ¶Igy teh¶at a 7.12. t¶etel miatt a P-hez tartoz¶o c opti-
mum fÄuggv¶eny ¶utfÄuggetlen, ¶es term¶eszetesen a kezdeti cf1; 3; 4g = f1; 3g ¶es
cf2; 3; 4g = f2; 4g felt¶etelek is teljesÄulnek.

A tov¶abbiakban egy c ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny ¶es a hozz¶arendelt
kc halmazfÄuggv¶eny kÄozÄotti kapcsolatot vizsg¶aljuk. Ez a kapcsolat elvezet a
konvex geometri¶akhoz ¶es az antimatroidokhoz, melyek elm¶elete kiterjedt ¶es
sz¶eles alkalmaz¶asi terÄulettel b¶³rnak. A kÄozÄolt eredm¶enyeket nem bizony¶³tjuk,
egyr¶eszt helysz}uke miatt, m¶asr¶eszt a (j¶ol kÄovethet}o) bizony¶³t¶asaik megtal¶al-
hat¶ok a hivatkozott irodalomban.

7.14. T¶etel. Ha c egy ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny, akkor kc-re igazak az
al¶abbi ¶all¶³t¶asok:

i) kc(;) = ;;

ii) X ½ A eset¶en X ½ kc(X) (b}ovÄul}o);

iii) X ½ A eset¶en kc(kc(X)) = kc(X) (idempotens);
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iv) X ½ Y ½ A eset¶en kc(X) ½ kc(Y ) (monoton);

v) minden X ½ A eset¶en tal¶alhat¶o olyan M ½ A, melyre k(M) = k(X),
¶es ha k(Y ) = k(X), akkor M ½ Y (tal¶alhat¶o legsz}ukebb fesz¶³t}o halmaz).

7.15. De¯n¶³ci¶o. A 7.14. t¶etel i){v) felt¶eteleit kiel¶eg¶³t}o halmazfÄuggv¶enyeket
konvex lez¶ar¶asnak nevezzÄuk.

A kÄovetkez}o n¶eh¶any p¶eld¶ara vonatkoz¶o ¶all¶³t¶as a de¯n¶³ci¶o alapj¶an kÄonnyen
bizony¶³that¶o:

7.16. P¶elda. Legyen a R egy parci¶alis rendez¶es az A-n ¶es X ½ A eset¶en
legyen f(X) = fx 2 A j 9y 2 X : yRxg. Ekkor f egy konvex lez¶ar¶as.

7.17. T¶etel. Ha k1 ¶es k2 konvex lez¶ar¶asok, akkor k1 \k2 is konvex lez¶ar¶as.

7.18. P¶elda. Legyen A egy v¶eges ponthalmaz IRd-ben, ¶es X ½ A eset¶en
legyen k(X) = conv(X) \ A, ahol conv(X) az X konvex burka, teh¶at az a
legsz}ukebb konvex halmaz, amely tartalmazza az X-et. Ekkor a k egy konvex
lez¶ar¶as.

7.19. P¶elda. Legyen adott a G fa az A cs¶ucshalmazzal. Ha X ½ A
eset¶en k(X) az a legsz}ukebb cs¶ucshalmaz, melyre a G[k(X)] induk¶alt r¶eszgr¶af
ÄosszefÄugg}o, akkor k egy konvex lez¶ar¶as.

7.20. De¯n¶³ci¶o. Ha k egy halmazfÄuggv¶eny, akkor legyen minden X ½ A-ra
ck(X) =

T
arc(X).

7.21. T¶etel. Ha k egy konvex lez¶ar¶as, akkor ck egy ¶utfÄuggetlen optimum
fÄuggv¶eny.

7.22. T¶etel. A c ! kc ill. k ! ck lek¶epez¶esek kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u
lek¶epez¶esek az ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶enyek ¶es a konvex lez¶ar¶asok ill. a
konvex lez¶ar¶asok ¶es az ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶enyek kÄozÄott, tov¶abb¶a egym¶as
inverzei. A k¶et lek¶epez¶es kÄozÄott fenn¶all tov¶abb¶a az al¶abbi du¶alis kapcsolat:

i) ck1\k2 = ck1 [ ck2 ; ii) kc1[c2 = kc1 \ kc2 :

7.23. De¯n¶³ci¶o. Ha k egy halmazfÄuggv¶eny, akkor jelÄolje Fk a k z¶art hal-
mazainak csal¶adj¶at, teh¶at az fX ½ A j k(X) = Xg halmazt.

7.24. De¯n¶³ci¶o. Ha F egy A-beli halmazrendszer, akkor X ½ A eset¶en
legyen kF (X) =

TfY 2 F j X ½ Y g.
7.25. De¯n¶³ci¶o. Egy F ½ P(A) halmazrendszert konvex geometri¶anak
nevezÄunk, ha

i) ;;A 2 F ;

ii) X; Y 2 F eset¶en X \ Y 2 F ;

iii) X 2 F, X 6= A eset¶en tal¶alhat¶o olyan x 2 A n X; melyre X [ x 2 F :
Az F elemeit konvex halmazoknak nevezzÄuk.
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7.26. T¶etel. A k ! Fk ill. a F ! kF lek¶epez¶esek kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u
lek¶epez¶eseket hat¶aroznak meg a konvex lez¶ar¶asok ¶es a konvex geometri¶ak ill.
a konvex geometri¶ak ¶es a konvex lez¶ar¶asok kÄozÄott, tov¶abb¶a egym¶as inverzei.

7.27. De¯n¶³ci¶o. Egy A-beli A halmazrendszert antimatroidnak nevezÄunk,
ha

i) ;;A 2 A;

ii) X; Y 2 A eset¶en X [ Y 2 A;

iii) X; Y 2 A, Y nX 6= ; eset¶en tal¶alhat¶o olyan x 2 Y nX, melyre X[x 2 A.

7.28. T¶etel. Egy F halmazrendszer az A-n pontosan akkor konvex geomet-
ria, ha az fF c j F 2 Fg halmazrendszer antimatroid.

7.29. T¶etel. Legyenek P ¶es Q v¶eges ponthalmazok az IRd-ben, ¶ugy, hogy
conv(P ) \ conv(Q) = ;: Ekkor

fX ½ P j conv(X [ Q) \ P = Xg (20)

egy konvex geometria a P -n.

A (20) t¶³pus¶u konvex geometri¶akat konvex burkol¶asnak nevezzÄuk. Az
al¶abbi reprezent¶aci¶os t¶etel igaz:

7.30. T¶etel (Kashiwabara [25]). Minden konvex geometria izomorf valamely
konvex burkol¶assal.

7.31. De¯n¶³ci¶o. Ha az F egy konvex geometria, akkor egy X 2 F-re azt
mondjuk, hogy metszet-irreducibilis, ha Y; Z 2 F, Y \ Z = X-b}ol kÄovetkezik,
hogy Y = X vagy Z = X.

7.32. T¶etel (Edelman ¶es Saks [19]). A 7.8. t¶etelben a reprezent¶aci¶ohoz ele-
gend}o line¶aris rendez¶esek minim¶alis sz¶ama egyenl}o az Fkc halmazban a p¶a-
ronk¶ent Äosszehasonl¶³thatatlan metszet-irreducibilis halmazok maxim¶alis sz¶a-
m¶aval.

7.33. P¶elda. TekintsÄuk a 7.13. p¶eld¶aban szerepl}o ¶utfÄuggetlen optimum
fÄuggv¶enyt. A (18) ¶es (19) halmazrendszerek egyes¶³t¶es¶eb}ol ad¶od¶o halmazrend-
szerb}ol kiolvashat¶o az F = Fkc konvex geometria:

F = f;; 1; 2; 3; 4; 14; 23; 34; 234; 134; 1234g :

A metszet-irreducibilis halmazok M csal¶adja F-ben:

M = f;; 1; 2; 14; 23; 234; 134; 1234g ;

innen pedig l¶athat¶o, hogy M-b}ol legfeljebb kett}o Äosszehasonl¶³thatatlan hal-
maz v¶alaszthat¶o ki. A 7.32. t¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy a c line¶aris reprezent¶a-
ci¶oj¶ahoz elegend}o line¶aris rendez¶esek sz¶am¶anak minimuma kett}o. KÄonnyen
ellen}orizhet}o, hogy a 2341 ¶es az 1432 rendez¶esek megfelel}oek.
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ARROW-TYPE IMPOSSIBILITY THEOREMS

This review article considers the famous Arrow impossibility theorem of social
choice theory with its generalizations. The theorem is about the impossibility
of a voting system that satis¯es a couple of innocent-looking conditions. We show
that the impossibility remains in two models in a very general setting. We give the
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proofs of the theorems showing the basic methods of the theory at the same time.
We also survey the theory of path independent choice functions, a new approach
to resolve Arrow's theorem.
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POZ¶ICI¶OS J¶AT¶EKOK1

PLUH¶AR ANDR¶AS
Szegedi Tudom¶anyegyetem

A poz¶³ci¶os j¶at¶ekok tÄobbnyire v¶eges, k¶etszem¶elyes, z¶erusÄosszeg}u, teljes in-
form¶aci¶os j¶at¶ekok, amelyekben m¶eg kevert strat¶egi¶ak alkalmaz¶as¶ara sincs
szÄuks¶eg. A poz¶³ci¶os j¶at¶ekok megad¶asi m¶odjuk miatt viszont m¶atrixj¶at¶ekk¶ent
nem kezelhet}ok j¶ol, ¶³gy a vizsg¶alatukra v¶altozatos matematikai eszkÄozt¶ar
alakult ki. Jelen ¶attekint¶es c¶elja ezek v¶azlatos ismertet¶ese, n¶ehol kiterjeszt¶ese.

1 Bevezet¶es

A poz¶³ci¶os j¶at¶ek pontos de¯n¶³ci¶oja nem adhat¶o meg, mindenf¶ele j¶at¶ekot bele-
¶erthetÄunk, ahol a nyer¶es felt¶etele valamely alakzat el¶er¶es¶ehez/elkerÄul¶es¶ehez
kapcsol¶odik. Els}o kÄozel¶³t¶esben poz¶³ci¶os j¶at¶ek, vagy hipergr¶af j¶at¶ek alatt a
kÄovetkez}ot ¶ertjÄuk. Adott egy F = (V;H) hipergr¶af, azaz H ½ 2V . A V
halmaz elemei alkotj¶ak a t¶abl¶at, m¶³g az H elemei az ¶un. nyer}o halmazok.
K¶et j¶at¶ekos, a kezd}o ¶es a m¶asodik, vagy I ¶es II , felv¶altva v¶alasztja a t¶abla
elemeit. AmelyikÄuk els}ok¶ent megszerezi egy nyer}o halmaz Äosszes elem¶et az
megnyeri a j¶at¶ekot.

Az X j¶at¶ekos nyer (dÄontetlent ¶er el) kifejez¶es alatt azt ¶ertjÄuk, hogy mindk¶et
j¶at¶ekos tÄok¶eletes j¶at¶eka eset¶en ez lenne az eredm¶eny. Ha a t¶abla v¶eges, akkor
haszn¶alhatjuk az al¶abbi t¶etelt:

1. T¶etel (Zermelo-Neumann, [12, 20]). Egy teljes inform¶aci¶os, v¶eges, k¶et-
szem¶elyes j¶at¶ekot vagy az egyik j¶at¶ekos nyeri vagy a j¶at¶ek dÄontetlen.

Megjegyz¶es. Az 1. t¶etelre Zermelo adott bizony¶³t¶ast2, ¶³gy tÄobbnyire Zer-
melo t¶etelk¶ent, vagy ¶un. j¶at¶ekelm¶eleti tertium non datur3 elvk¶ent hivatkozz¶ak.

1. P¶elda. Tic-Tac-Toe. I ¶es II felv¶altva tesz egy jelet a 9 n¶egyzetb}ol
¶all¶o, 3 £ 3-as t¶abla egy-egy mez}oj¶ere. Aki hamarabb elfoglal egy teljes sort,
oszlopot vagy f}o¶atl¶ot, az nyer.

2. P¶elda. Tic-Toc-Tac-Toe. Ez a Tic-Tac-Toe 3-dimenzi¶os v¶altozata, aminek
a t¶abl¶aja 4 £ 4 £ 4-es kocka. A nyer}o halmazok a sorok, oszlopok, lap ¶es test
f}o¶atl¶ok, Äosszesen 76 darab.

1Be¶erkezett: 2007. m¶ajus 30. 1991 Mathematics Subject Classi¯cation. 91A24,
90D42, 05C65. A kutat¶ast t¶amogatta az OTKA T034475 ¶es T049398 p¶aly¶azata. E-mail:
pluhar@inf.u-szeged.hu.

2Az els}o bizony¶³t¶as hi¶anyos volt, ezt k¶es}obb K}onig D¶enes ¶es Kalm¶ar L¶aszl¶o jav¶³totta ki,
l¶asd [20].

3Azaz a harmadik eset nem l¶etezik. V¶egtelen j¶at¶ekokra m¶as a helyzet, u. i. a kiv¶alaszt¶asi
axi¶oma haszn¶alat¶aval k¶esz¶³thet}o olyan j¶at¶ek, amelynek kimenetele eldÄonthetetlen.
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3. P¶elda Am}oba (5-in-a-row). Itt a t¶abla a v¶egtelen n¶egyzetr¶acs (a gyakor-
latban lehet a 19£19-es go t¶abla vagy fÄuzetlap). A j¶at¶ekosok felv¶altva jelÄolik
a mez}oket, s aki hamarabb k¶epes Äot, egym¶ast kÄovet}o mez}ot v¶³zszintesen,
fÄugg}olegesen vagy ¶atl¶os ir¶anyban elfoglalni, az nyer.

4. P¶elda k-am}oba (k-in-a-row). A fentihez hasonl¶o, csak ebben k egym¶ast
kÄovet}o jel kell a nyer¶eshez.

A gyakorlatb¶ol tudjuk, a kezd}oj¶at¶ekos (itt I) el}onyÄos helyzetben van a fen-
tiekben. Ez matematikai eszkÄozÄokkel is bel¶athat¶o, s}ot sokkal ¶altal¶anosabban
igaz:

2. T¶etel (Hales-Jewett, [31]). B¶armely (V;H) hipergr¶af j¶at¶ekban a kezd}o
nyer, vagy dÄontetlen az eredm¶eny.4

Bizony¶³t¶as. Ez az ¶un. strat¶egia lop¶as m¶odszerrel5 kaphat¶o meg. ¶Altal¶anos
poz¶³ci¶os j¶at¶ekokra Alfred Hales ¶es Robert Jewett mondta ki a [31]-ben. Ha
II nyerne, azaz lenne nyer}o strat¶egi¶aja6, akkor I is haszn¶alhatn¶a ezt, hiszen
a saj¶at, kor¶abbi l¶ep¶esei sohasem ¶artanak. Vagyis I megfeledkezhet az els}o
l¶ep¶es¶er}ol, ¶es ha a strat¶egia ezt k¶ern¶e, akkor ¶ugy tehet, mintha ¶eppen most
l¶epn¶e meg ezt, ¶es az esed¶ekes l¶ep¶es¶et tetsz}olegesen helyezheti el. 2

Az 1. ¶es 2. t¶etelek sokszor megmondj¶ak, mi lesz az eredm¶eny, de arr¶ol
keveset ¶arulnak el, hogyan j¶atszunk. Ez m¶ar a p¶eld¶ainkban sem egyszer}u,
¶altal¶aban m¶eg kev¶esb¶e v¶arhat¶o. A tic-tac-toe kÄonnyen l¶athat¶oan dÄontetlen,
m¶³g a tic-toc-tac-toe-t I nyeri. Az ut¶obbi igazol¶as¶ahoz viszont 1500 ¶ora
g¶epid}ot haszn¶alt fel Oren Patashnik a hetvenes ¶evek v¶eg¶en, ¶es megjegyezhet}o
nyer}o strat¶egi¶at eddig nem tal¶altak r¶a, l¶asd [16, 42]. Az am}ob¶at (legal¶abbis
a go t¶abl¶an) a kezd}o nyeri, a k-am}oba pedig dÄontetlen, ha k ¸ 8. A k = 6; 7
eset¶en viszont nem tudjuk, mi az igazs¶ag, l¶asd [2, 16, 28].

¶Altal¶aban sincs ez m¶ask¶eppen, sok k¶erd¶esre van j¶o v¶alaszunk, m¶eg tÄobbre
viszont nincs. A poz¶³ci¶os j¶at¶ekoknak sz¶amtalan meglep}o kapcsolata van a
matematika egym¶ast¶ol t¶avoles}o terÄuleteivel; ez¶ert is olyan nehezek ¶es egyben
vonz¶ok a probl¶em¶ai. Ezekre l¶athatunk ¶ujabb p¶eld¶akat a tov¶abbiakban.

2 Topol¶ogia

KezdjÄuk a hex j¶at¶ekkal; ezt Piet Hein 1942-ben, l¶asd [34] ¶es John Nash 1948-
ban tal¶alta ki egym¶asr¶ol nem tudva. Egy hatszÄogekb}ol ¶all¶o, rombusz alak¶u
n£n-es t¶abl¶ara felv¶altva helyezhet I feh¶er ¶es II fekete korongokat. I c¶elja egy
ÄosszefÄugg}o feh¶er ¶ut l¶etrehoz¶asa az ¶eszaknyugati ¶es d¶elkeleti, II-¶e pedig egy
fekete ¶ut¶e az ¶eszakkeleti ¶es d¶elnyugati oldalak kÄozÄott. A hex |ellent¶etben
j¶on¶eh¶any csak matematikai szempontb¶ol ¶erdekes j¶at¶ekkal| izgalmas, ad-
dikt¶³v j¶at¶ek. Feladv¶anyokat kÄozÄolnek, versenyeket rendeznek bel}ole; ilyenkor
az n = 10 vagy n = 11 a t¶abla m¶eret. (A legjobb eredm¶enyt Kohei Noshita
¶erte el, n · 8-ra ismert a nyer}o strat¶egia, l¶asd [41].)

4Ha egyik f¶el sem nyer v¶eges l¶ep¶esben, akkor dÄontetlennek tekintjÄuk a j¶at¶ekot.
5A m¶odszert el}oszÄor John Nash alkalmazta a hex j¶at¶ek vizsg¶alat¶ara, l¶asd [16, 26].
6A strat¶egia egy f fÄuggv¶eny, amely a t¶abla egy ¶allapot¶ahoz a teend}o l¶ep¶est rendeli.
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1. ¶abra. Az 5 £ 5-Äos hex t¶abla

Az els}o de¯n¶³ci¶onk ¶ertelm¶eben a hex nem hipergr¶af j¶at¶ek, hiszen a nyer}o
halmazok nem egyform¶ak a k¶et j¶at¶ekosra. ¶Erdemes teh¶at a (V;H1; H2) aszim-
metrikus hipergr¶af j¶at¶ekot bevezetni, ahol ¶ertelemszer}uen az I illetve II akkor
nyer, ha a H1 illetve a H2 egy elem¶et hamarabb elfoglalja, ahol H1;H2 ½ 2V .

Nyilv¶anval¶onak t}unik, hogy csak az egyik j¶at¶ekos nyerhet a hexben. Ez
¶³gy is van, de ekvivalens a szint¶en egyszer}unek t}un}o Jordan-f¶ele gÄorbet¶etellel7.
Szint¶en el}okel}o rokons¶aga van a topol¶ogi¶aban az al¶abbi, ¶un. hex t¶etelnek:

3. T¶etel (Nash-Gale). Ha a hex t¶abla Äosszes mez}oj¶et kisz¶³nezzÄuk feh¶errel vagy
feket¶evel, akkor vagy lesz feh¶er ¶eszaknyugati-d¶elkeleti, vagy fekete ¶eszakkelet-
d¶elnyugati ¶ut.

Azaz dÄontetlen m¶eg akkor sem lehets¶eges, ha a k¶et j¶at¶ekos erre tÄorekedne.
Kombin¶alva ezt az eredm¶enyt a 2. t¶etel Äotlet¶evel (¶es felhaszn¶alva, hogy a H1

k¶epe egy megfelel}o tengelyes tÄukrÄoz¶esn¶el ¶eppen a H2) kapjuk, hogy:

4. T¶etel (John Nash, 1949). A kezd}o j¶at¶ekos nyer a hexben.8

Visszat¶erve a topol¶ogiai kapcsolatokra, 1979-ben igazolta David Gale,
hogy a hex t¶etel ¶es a Brouwer-f¶ele ¯xpont t¶etel ekvivalensek, l¶asd [26]. Vele
egyid}oben, t}ole fÄuggetlenÄul Lov¶asz L¶aszl¶o az ¶un. Sperner lemm¶ab¶ol vezette le
a hex t¶etelt klasszikus kÄonyv¶eben, [40]. Ehhez hasonl¶o m¶odon bizony¶³tott¶ak
Hochberg ¶es t¶arsai [35], hogy a Sperner lemm¶ab¶ol kÄovetkezik az ¶un. konnektor
t¶etel. K¶es}obb Chris Hartman foglalta Äossze egy nagyon gazdas¶agos ciklikus
bizony¶³t¶asban a kÄovetkez}o eredm¶enyeket, l¶asd [33]. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert a
2-dimenzi¶os eseteket mondjuk ki, az n-dimenzi¶os eset a fenti cikkben el¶erhet}o.

Legyen T az ABC h¶aromszÄog egy h¶aromszÄogez¶ese, melynek a pontjai az
al¶abbi m¶odon sz¶³nezettek: (i) Az A, B ¶es C pontok sz¶³nei rendre 1, 2 ¶es 3.
(ii) Az ABC h¶aromszÄog oldalain fekv}o pontok az oldal egyik v¶egpontj¶anak a
sz¶³n¶et kapj¶ak.

Sperner lemma. T -ben van olyan h¶aromszÄog, amelynek cs¶ucsai h¶arom
kÄulÄonbÄoz}o sz¶³nt kaptak.

7Egy egyszer}u, z¶art gÄorbe a s¶³kot k¶et |egy kÄuls}o ¶es egy bels}o| ÄosszefÄugg}o r¶eszre osztja.
8A t¶etel a poz¶³ci¶os j¶at¶ekok tal¶an legismertebb eredm¶enye. Ugyanakkor egy tiszt¶an

egzisztencia bizony¶³t¶as, amelyben a l¶etez¶es¶en k¶³vÄul semmit sem tudunk meg a nyer}o
strat¶egi¶ar¶ol. Nagyon neh¶ez, ¶un. PSPACE-teljes probl¶ema megmondani, hogy melyik f¶el
nyer, ha adott az n£ n-es hex t¶abla egy r¶eszleges kitÄolt¶ese, [48].
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Legyen G egy, a kÄuls}o oldal¶at kiv¶eve, h¶aromszÄog lapokb¶ol ¶all¶o s¶³kgr¶af.
RÄogz¶³tsÄuk a kÄuls}o oldalon az x; y; z pontokat ebben a kÄorÄulj¶ar¶asi ir¶anyban.
Az [x; y] intervallum az x-t, y-t ¶es a kÄoztÄuk l¶ev}o pontokat jelenti. (Az [y; z]
¶es [z; x] anal¶og m¶odon.) G pontjainak egy C r¶eszhalmaza konnektor, ha a C
¶altal fesz¶³tett r¶eszgr¶af ÄosszefÄugg}o, ¶es tartalmaz pontot az [x; y], [y; z] ¶es [z; x]
intervallumok mindegyik¶eb}ol.

Konnektor t¶etel. Ha k¶et sz¶³nnel sz¶³nezzÄunk a fenti m¶odon de¯ni¶alt G
pontjait, akkor abban lesz egy C egysz¶³n}u konnektor.9

Legyen e1 = (1; 0) ¶es e2 = (0; 1) a koordin¶atatengelyekkel p¶arhuzamos
egys¶egvektorok, ¶es az a; b 2 ZZ2, melyre ai · bi i = 1; 2-re. A D(a; b)
doboz pedig a kÄovetkez}o pontok halmaza: D(a; b) := f(x1; x2) : ai · xi ·
bi ¶es xi eg¶esz i = 1; 2g. D k¶et pontja szomsz¶edos, ha mindk¶et koordin¶at¶ajuk
legfeljebb egy egys¶eggel t¶er el.

Pouzet lemma. Ha egy f : D(a; b) 7! f§e1; §e2g fÄuggv¶enyre minden x 2
D(a; b)-re teljesÄul az x + f(x) 2 D, akkor vannak olyan szomsz¶edos x ¶es y
pontok, hogy f(x) = ¡f(y).

A teljess¶eg kedv¶e¶ert jegyezzÄuk meg, hogy a hex t¶abla felfoghat¶o, mint
az el}obbi D. Ebben x; y 2 D akkor szomsz¶edosak, ha x ¡ y vagy y ¡ x
eleme f0; 1g2-nak, ¶es az egyik j¶at¶ekosnak a D doboz als¶o ¶es fels}o, a m¶asiknak
a jobb ¶es bal oldal¶at kell ÄosszekÄotni. Hasonl¶oan tÄort¶enhet d-dimenzi¶os hex
t¶abla megad¶asa is.

Brouwer-f¶ele ¯xpont t¶etel. Ha egy f folytonos fÄuggv¶eny az R2 egys¶eg-
gÄombj¶et Äonmag¶aba viszi, akkor van olyan x, melyre f(x) = x.

Cris Hartman az al¶abbi utat adja a [33]-ban: Sperner lemma ) konnektor
t¶etel ) hex t¶etel ) Pouzet lemma ) Brouwer-f¶ele ¯xpont t¶etel10 ) Sperner
lemma.

A konnektor t¶etelt (¶es az y-j¶at¶ekot) a hex t¶etel (hex j¶at¶ek) ¶altal¶anos
form¶aj¶anak tartj¶ak, b¶ar mint l¶athat¶o, ekvivalensek. Az egym¶asb¶ol levezethe-
t}os¶eg igaz¶ab¶ol mindk¶et ir¶anyban kÄonny}u, amely az al¶abbi ¶abr¶an l¶athat¶o.

A baloldal a 4-es y-j¶at¶ek; vegyÄuk ¶eszre, hogy a szomsz¶eds¶ag a gr¶afon olyan,
mint a hexben a mez}ok kÄozÄott. A kÄoz¶eps}o ¶abr¶an egy kitÄoltÄott hex t¶abl¶at
kieg¶esz¶³tettÄunk egy csupa feh¶er ill. fekete pontot tartalmaz¶o h¶aromszÄoggel,
amely egy lej¶atszott y-j¶at¶ekra vezet.

9Craige Schensted ¶es Charles Titus, illetve Claude Shannon m¶ar 1952-ben bevezette az
¶un. y-j¶at¶ekot. Ennek a t¶abl¶aja a szab¶alyos h¶aromszÄog r¶acs szint¶en szab¶alyos h¶aromszÄog
alak¶u darabja ¶es a c¶el egy konnektor megszerz¶ese, ahol a h¶aromszÄog cs¶ucsai a rÄogz¶³tett
pontok. A konnektor t¶etel miatt az y-j¶at¶ek nem lehet dÄontetlen, ¶³gy azt a 2. t¶etel miatt a
kezd}o nyeri.
10Term¶eszetesen a v¶eges m¶odszerek csak ²-approxim¶aci¶ot adhatnak. Azaz adott ² > 0-

ra olyan x l¶etez¶es¶et, amelyre kf (x)¡ xk2 < ². A ¯xponthoz m¶eg a szok¶asos kompakts¶agi
¶ervel¶es szÄuks¶eges.
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2. ¶abra. A 4 £ 4-es y-j¶at¶ek t¶abla, a kieg¶esz¶³tett hex t¶abla ¶es a t-re tÄukrÄozÄott y-j¶at¶ek

A konnektor t¶etel miatt van egy egysz¶³n}u konnektor, de ez egy egysz¶³n}u
nyer}o halmazt jelent az eredeti hex t¶abl¶an. V¶egÄul a jobb oldali ¶abr¶an egy
lej¶atszott y-j¶at¶ek t¶abl¶aj¶at tÄukrÄozzÄuk a t-tengelyre, a sz¶els}o sort f¶elbev¶agva.
Ezzel egy (szimmetrikusan) kitÄoltÄott hex t¶abl¶at kapunk. A hex t¶etel miatt
l¶etez}o nyer}o halmaznak az eredeti t¶abl¶ab¶ol kil¶og¶o r¶eszeit ,,visszatÄukrÄozve"
egy egysz¶³n}u konnektort kapunk.

S¶avsz¶eless¶eg. Hochberg ¶es t¶arsai a [35]-ben a konnektor t¶etel felhaszn¶al¶a-
s¶aval a Tn, az n oldal¶el}u h¶aromszÄogr¶acs (y-j¶at¶ek t¶abla) s¶avsz¶eless¶eg¶ere adtak
als¶o korl¶atot.11 A s¶avsz¶eless¶eg meghat¶aroz¶asa m¶ar speci¶alis gr¶afokra is ne-
h¶ez feladat; val¶oj¶aban m¶ar 3 maxim¶alis foksz¶am¶u f¶akra is NP-teljes, [29].
Meglep}o teh¶at, hogy egy nem trivi¶alis esetben a j¶at¶ekok seg¶³tenek ebben.

Ford¶³tott j¶at¶ekok. A hex t¶etel felveti az ¶un. ford¶³tott j¶at¶ek, (a [16]-ban
misµere game) lehet}os¶eg¶et. ¶Altal¶aban egy ford¶³tott j¶at¶ekban az nyer, aki az
eredetiben vesz¶³tene. A ford¶³tott hex sem lehet dÄontetlen, a strat¶egia lop¶as
egy ki¯nomult v¶altozat¶aval mutathat¶o meg az al¶abbi t¶etel a [38]-b¶ol:

Misµere hex t¶etel. A kezd}o nyer a ford¶³tott n £ n-es hexben, ha n p¶aros,
kÄulÄonben a m¶asodik nyer. Tov¶abb¶a a vesztes f¶elnek van olyan strat¶egi¶aja,
amellyel nem vesz¶³t a t¶abla Äosszes mezej¶enek elfoglal¶asa el}ott.

VegyÄuk ¶eszre, hogy az ¶all¶³t¶as m¶asodik fel¶eb}ol kÄovetkezik az els}o; ezen alap-
szik az eml¶³tett strat¶egia. Megmutathat¶o, hogy gondolatmenet alkalmazhat¶o
a ford¶³tott y-j¶at¶ekra is, ott a t¶abla pontsz¶am¶anak, jV (Tn)j, parit¶as¶an m¶ulik
a nyer¶es, p¶aros m¶eretre I, p¶aratlanra II nyer. Hasonl¶oan de¯ni¶alhatjuk a
ford¶³tott hipergr¶af j¶at¶ekokat, amelyek, ha lehet, m¶eg nehezebbek, mint a
norm¶al v¶altozat, hiszen a 2. t¶etel sem haszn¶alhat¶o r¶ajuk.12

3 P¶aros¶³t¶asok ¶es matroidok

Nagyon hat¶ekony eszkÄoz a j¶at¶ekelm¶eletben a p¶aros¶³t¶as. Egy klasszikus fela-
datban I ¶es II egyforma ¶erm¶eket helyez egy kÄoralak¶u asztalra. Az ¶atfed¶es

11Legyen G = (V (G); (G)) egy egyszer}u gr¶af. Az ´ cimk¶ez¶es V (G) bijekci¶oja
f1; . . . ; jV (G)jg-be. Az ´ s¶avsz¶eless¶ege B(´; G) = maxfj´(u) ¡ ´(v)j : uv 2 (G)g: A G
gr¶af s¶avsz¶eless¶ege B(G) := min´fB(´;G)g: B(Tn) = n+ 1, m¶³g p¶eld¶aul az n£ n-es n¶egy-
zetr¶acsra, a Pn £ Pn-re B(Pn £ Pn) = n.
12Ebben a sokkal ¶altal¶anosabb kombinatorikus j¶at¶ekokra hasonl¶³tanak, b}ovebben [16,

19].
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nem megengedett, ¶es az vesz¶³t, aki nem tud l¶epni. A kezd}o kÄonnyen nyer a
kÄoz¶eppontba t¶eve, majd az ellenf¶el l¶ep¶eseit erre tÄukrÄozve. (Persze ha az asz-
tal nem kÄoz¶eppontosan szimmetrikus, alig tudunk valamit.) Egy tengelyes
tÄukrÄoz¶essel nyerhet}o a n £ (n + 1)-es hex is a kÄozelebbi oldalakat ÄosszekÄotni
k¶³v¶an¶o f¶elnek, [16, 27].

A hipergr¶af j¶at¶ekok p¶aros¶³t¶asi strat¶egi¶ai a [31]-b}ol sz¶armaznak. Alfred
Hales ¶es Robert Jewett vezette be a HJ(n; d)-vel jelÄolt j¶at¶ekokat, ahol n
¶es d term¶szetes sz¶amok. A HJ(n; d) t¶abl¶aja egy d dimenzi¶os kocka, ame-
lyik nd kisebb kock¶ab¶ol van Äosszerakva ¶ugy, hogy a nagy kocka minden ¶ele
ment¶en n kis kocka fekszik. Form¶alisan a hipergr¶af alaphalmaza a d hossz¶u
sorozatok, ahol minden koordin¶ata egy 1 ¶es n kÄozÄott l¶ev}o eg¶esz sz¶am, azaz
V (HJ(n; d)) = f1; . . . ; ngd. A hipergr¶af ¶elei azon n elem}u r¶eszhalmazok,
melyeknek elemei sorba rendezhet}ok oly m¶odon, hogy egy rÄogz¶³tett koordi-
n¶at¶aban az 1; 2; . . . ; n, az n;n ¡ 1; . . . ; 1 vagy konstans ¶ert¶eket vesznek fel a
sorozatok. Persze a HJ(3; 2) nem m¶as, mint a tic-tac-toe, a HJ(4; 3) pedig
a tic-toc-tac-toe.

De¯n¶³ci¶o. Egy Â : V 7! f1; . . . ; kg az F = (V;H) hipergr¶af j¶o sz¶³nez¶ese, ha
minden A 2 H halmaz k¶epe legal¶abb k¶etelem}u. A minim¶alis k, amelyre van
j¶o sz¶³nez¶es, F kromatikus sz¶ama, jele Â(F).

Ha egy F hipergr¶afra a Â(F) > 2, akkor a rajta ¶ertelmezett ott j¶at¶ek
nem v¶egz}odhet dÄontetlenÄul. Az y-j¶at¶ek mellett p¶eld¶aul a HJ(3; 3) is ilyen.
M¶asr¶eszt a HJ(4; 3) p¶elda arra, hogy I-nek lehet nyer}o strat¶egi¶aja egy F =
(V;H) j¶at¶ekban akkor is, ha Â(F) = 2.

Hales{Jewett t¶etel. B¶armely n term¶eszetes sz¶amra l¶etezik olyan d > 0
eg¶esz, hogy a HJ(n; d) j¶at¶ek hipergr¶afj¶anak kromatikus sz¶ama nagyobb, mint
kett}o.

¶Igy az a k¶erd¶es, milyen n ¶es d mellett ¶erhet el dÄontetlent II? Ennek
kimond¶as¶ahoz szÄuks¶eg van az ¶un. K}onig-Hall t¶etelre, l¶asd [40].

Adott v¶eges halmazoknak egy fAigm
i=1 v¶eges rendszere. Egy S = fsigm

i=1 µ
[m

i=1 Ai diszjunkt reprezent¶ans rendszer, ha si 6= sj, i 6= j-re ¶es si 2 Ai az
i = 1; :::;m eset¶en.

5. T¶etel (K}onig D.-Ph. Hall). A v¶eges halmazokb¶ol ¶all¶o fAigm
i=1 halmazrend-

szernek pontosan akkor l¶etezik diszjunkt reprezent¶ans rendszere, ha minden
I µ f1; . . . ;mg eset¶en j [i2I Aij ¸ jI j.13

6. T¶etel (Hales{Jewett). Ha egy v¶eges F = (V;H) hipergr¶af j¶at¶ekban minden
G µ H eset¶en j [A2G Aj ¸ 2jGj, akkor a j¶at¶ek dÄontetlen.

Bizony¶³t¶as. Ha H = fA1; . . . ;Amg, legyen H¤ = fA1; A
¤
1;A2; A

¤
2; . . . ;

Am;A¤
mg, ahol Ai = A¤

i minden i = 1; . . . ; m-re. KÄonnyen ellen}orizhet}o, hogy
az j [A2G Aj ¸ 2jGj felt¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy minden G¤ ½ H¤ v¶alaszt¶asra
j [A2G¤ Aj ¸ jG¤j, azaz a H¤ rendszerre alkalmazhat¶o az 5. t¶etel. Legyen a

13K}onig D¶enes a t¶etelt p¶aros gr¶afokra vonatkoz¶o alakban mondta ki. Marshall Hall Jr.
1949-ben bel¶atta olyan v¶egtelen halmazrendszerekre, amelyekben minden pont foksz¶ama
v¶eges, [32].
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diszjunkt reprezent¶ans rendszer S = fa1; a¤
1; a2; a¤

2; . . . ; am; a¤
mg. II kÄovesse

az al¶abbi strat¶egi¶at: Valah¶anyszor I v¶alaszt egy elemet S-b}ol (ai-t vagy
a¤

i -ot), akkor II v¶alassza a megegyez}o index}ut (a¤
i -ot vagy ai-t), kÄulÄonben

tetsz}olegesen l¶ephet. I nem szerezheti meg Ai Äosszes elem¶et egyetlen i =
1; . . . ;m-re sem, mert az ai; a

¤
i 2 Ai kÄozÄul legal¶abb az egyiket II szerzi

meg. 2

VegyÄuk ¶eszre, hogy a HJ(n; d) hipergr¶afban minden pont legfeljebb 1
2 (3d¡

1) nyer}o halmaznak eleme, ha n p¶aratlan. P¶aros n-re ez a sz¶am 2d ¡ 1. ¶Igy
a 6. t¶etelt alkalmazva egyb}ol kapjuk:

7. T¶etel (Hales{Jewett, 1963). A HJ(n; d) dÄontetlen, ha n ¸ 3d ¡ 1 ¶es
n = 2l + 1, vagy ha n ¸ 2d+1 ¡ 2 ¶es n = 2l.

P¶aros¶³t¶asi strat¶egi¶aval enn¶el sokkal jobb korl¶at nem adhat¶o, m¶as m¶od-
szerrel viszont, ahogy azt l¶atni fogjuk, igen. A ford¶³tott j¶at¶ek a parit¶ast¶ol
(is) fÄugg, I (II) nem vesz¶³t a ford¶³tott HJ(n; d)-ben, ha d p¶aratlan (p¶aros).14

A 6. t¶etelt (Marshall Hall Jr. jav¶³t¶as¶aval) alkalmazhatjuk a v¶egtelen t¶abl¶an
j¶atszott k-am}ob¶ara. Ez k ¸ 15 eset¶en dÄontetlent ad. Ha d-dimenzi¶os t¶abl¶an
j¶atszunk, akkor ez a korl¶at k ¸ 2(3d ¡ 1) ¡ 1, [44]. Hales ¶es Jewett megadott
egy p¶aros¶³t¶ast, amely k ¸ 9-re dÄontetlent ad, de ez nem a 6. t¶etelen alapul,
[16].

Seg¶edj¶at¶ekok. Egy p¶aros¶³t¶as nem m¶as, mint a t¶abla sz¶etv¶ag¶asa kisebb,
kÄonnyebben ¶attekinthet}o r¶eszekre. A r¶eszt¶abl¶akon a j¶at¶ekos egym¶ast¶ol fÄug-
getlen ¶uj, seg¶edj¶at¶ekokat j¶atszik, amelyek egyÄuttesen a c¶elj¶ahoz seg¶³tik.

Ennek egyik els}o p¶eld¶aja Shannon ¶es Pollak Äotlete, amellyel a 9-am}ob¶ara
adtak dÄontetlen strat¶egi¶at. Ezt megjav¶³totta egy, a T. G. L. Zetters ¶aln¶even15

sz¶³nre l¶ep}o holland matematikus csoport, bel¶atv¶an, hogy m¶ar a 8-am}oba is
dÄontetlen, [16, 30].

3. ¶abra. A Shannon-Pollak parkett¶az¶as ¶es a T. G. L. Zetters parkett¶az¶as

14A f1; . . . ; ngd kocka kÄoz¶eppontj¶ara szimmetrikus l¶ep¶esekkel ez el¶erhet}o. Ha n p¶aratlan,
I elfoglalhatja a centrumot, kÄulÄonben II j¶atszhat kÄoz¶eppontos tÄukrÄoz¶essel.
15Az ¶aln¶ev r¶egi fog¶as a matematik¶aban, amikor ¶ugy v¶eli egy szerz}o, hogy t¶amad¶asoknak

lehet c¶elt¶abl¶aja a munk¶aja miatt, pl. Student, Blanche Descartes, Bourbaki, Alon Nilli stb.
A 7-am}oba kimenetele m¶aig nyitott, a megold¶oja b¶atran v¶allalhatn¶a. (Ilyen a 6-am}oba ¶es
a HJ(5; 3) is.)
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II , ha lehets¶eges, azon a r¶eszt¶abl¶an/parkett¶an l¶ep, mint I. A Shannon-
Pollak parketta nyer}o halmazait a v¶ekony vonal jelÄoli; ez n¶egy darab, h¶arom
elem}u halmaz. A T. G. L. Zetters parketta nyer}ohalmazai a parketta h¶arom
sora, n¶egy 45 fokos ¶atl¶oja ¶es a k¶et, v¶ekony vonallal jelÄolt p¶ar. Egy kis
munk¶aval ellen}orizhet}o, hogy (i) a seg¶edj¶at¶ekokban nem vesz¶³t II , (ii) ha
I nem nyer legal¶abb egy seg¶edj¶at¶ekban, akkor nem nyerheti meg a 9- illetve
8-am}ob¶at sem.

Val¶oj¶aban a fentiekben er}osebb ¶all¶³t¶asokat igazoltunk, mint amiket ki-
mondtunk. A kezd}o j¶at¶ekos akkor sem tud nyer}o halmazt megszerezni, ha
a m¶asodiknak nincs lehet}os¶ege ellent¶amadni. Azaz hi¶aba szerez meg II
egy nyer}o halmazt, a j¶at¶ek folyik tov¶abb. Ez a poz¶³ci¶os j¶at¶ekok ¶un. ¶ep¶³t}o-
rombol¶o (Maker-Breaker) v¶altozata, ahol az ¶ep¶³t}o akkor nyer, ha megszerez
egy nyer}o halmazt, m¶³g a rombol¶o akkor, ha ezt megakad¶alyozza.16 Ha II
rombol¶ok¶ent nyer ebben az ¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozatban, akkor dÄontetlene van
az eredetiben is. Ford¶³tva ez nem igaz, a tic-tac-toe-t a kezd}o ¶ep¶³t}ok¶ent meg-
nyeri. De¯ni¶alhat¶o egy ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ek megford¶³t¶asa is, nevezzÄuk ezt
sum¶ak-hajcs¶ar (Avoider-Enforcer) j¶at¶eknak. Ebben a sum¶ak nyer, ha elkerÄuli
nyer}o halmaz megszerz¶es¶et, a hajcs¶ar pedig akkor, ha r¶a tudja k¶enyszer¶³teni
ellenf¶elet egy nyer}o halmaz elfoglal¶as¶ara.

A p¶aros¶³t¶asok ¶es a t¶abla egy¶eb feloszt¶asa hat¶ekony m¶odszer Äonmag¶aban,
vagy m¶as eszkÄozÄokkel kombin¶alva. Tov¶abbi p¶eld¶ak tal¶alhat¶oak erre a [8, 12,
14, 22, 45, 46, 49] sz¶am¶u ¶³r¶asokban.

S¶avsz¶eless¶eg j¶at¶ek. Legyen egy n pont¶u G gr¶af s¶avsz¶eless¶ege B(G), ¶es a
felek felv¶altva helyezz¶ek G pontjaira a f1; . . . ; ng sz¶amokat. Aki egy x pontot
q-val sz¶amoz, ¶ugy, hogy egy x-szel szomsz¶edos pont y pont m¶ar sz¶amozott
r-rel ¶es jq ¡ rj ¸ B(G), az vesz¶³t. KÄoz¶eppontos tÄukrÄoz¶essel a t¶abl¶ara ¶es
f1; . . . ; ng-re l¶athat¶o, hogy a Pk £ Pk r¶acsra a kezd}o pontosan akkor nyer,
ha k > 1 ¶es p¶aratlan. M¶as gr¶afokra, mint pl. a Tk nem ismert, hogyan kell
j¶atszani, vagy az, hogy ki nyer.17

Shannon-f¶ele kapcsol¶o j¶at¶ek. Ez a j¶at¶ek a hex, az y-j¶at¶ek ¶es a David
Gale ¶altal kigondolt Brigit mint¶aj¶ara k¶eszÄult, [16]. Ezekben az ÄosszekÄot}os
j¶at¶ekokban pontosan az egyik f¶el nyer, k¶ezenfekv}o h¶at, hogy ¶ep¶³t}o-rombol¶o
form¶aban besz¶eljÄunk r¶oluk. Ha adott egy G gr¶af, akkor egy-egy ¶elt18 v¶alasztva
fordul¶onk¶ent az ¶ep¶³t}o G egy fesz¶³t}of¶aj¶at akarja megszerezni, m¶³g a rombol¶o
c¶elja az, hogy az ¶ep¶³t}o ¶eleib}ol ¶all¶o r¶eszgr¶af ne legyen ÄosszefÄugg}o.

8. T¶etel (Alfred Lehman, 1964, [39]). TegyÄuk fel, hogy a rombol¶o kezdi a
Shannon-f¶ele kapcsol¶o j¶at¶ekot. Egy adott n-pont¶u G gr¶afra ¶ep¶³t}o pontosan
akkor nyer, ha G-ben van k¶et diszjunkt fesz¶³t}ofa, F1 ¶es F2.

16A nyer¶es eldÄont¶ese mind a norm¶al, mind az ¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozatban PSPACE-teljes
feladat, ennek egyszer}u bizony¶³t¶asa tal¶alhat¶o a [17] dolgozatban.
17Sz¶amos kombinatorikai t¶etel lehet e®¶ele elkerÄulhetetlens¶egi j¶at¶ek alapja. A felsoroltak

mellett a Ramsey, a van der Waerden ¶es a Hales-Jewett t¶etelek j¶at¶ek h¶atter¶et kutatt¶ak
nagy er}okkel, [4, 11].
18A hex ¶es az y-j¶at¶ek szint¶en alapozhat¶o egy-egy gr¶afra, de ott nem az ¶eleket, hanem a

pontokat szerzik meg a j¶at¶ekosok. Ez a l¶atsz¶olag kis elt¶er¶es egy teljesen m¶as vil¶agba visz;
itt k¶epesek vagyunk a nyer}o strat¶egi¶ak le¶³r¶as¶ara.
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Bizony¶³t¶as. (: A j¶at¶ek i-edik menet¶eben F i
1 ¶es F i

2 f¶akr¶ol besz¶elÄunk majd
a Gi gr¶afban. (G1 = G, F 1

1 = F1 ¶es F 1
2 = F2.) Ha a rombol¶o az i-edik

l¶ep¶esben nem az E(F i
1) [ E(F i

2)-b}ol v¶alaszt, akkor az ¶ep¶³t}o b¶armit l¶ephet.
Ha mondjuk F i

1-b}ol vesz egy ei ¶elt rombol¶o, akkor az E(F i
1) n feig ¶elek ¶altal

fesz¶³tett r¶eszgr¶af pontosan k¶et, Ci
1 ¶es Ci

2, komponensb}ol ¶all. Az ¶ep¶³t}o ekkor
egy olyan fi 2 F i

2 ¶elt v¶alaszt, mely a Ci
1-t ÄosszekÄoti Ci

2-vel. (A f¶ak alapvet}o
tulajdons¶agai a [40]-b}ol felid¶ezhet}ok.) Mivel az fi ¶el k¶et v¶egpontja, xi ¶es yi

tÄobb¶e nem szakad el egym¶ast¶ol, h¶uzzuk Äossze az fi ¶elt.19 KÄonnyen l¶athat¶o, ha
F i

1 ¶es F i
2 diszjunkt fesz¶³t}of¶ai a Gi-nek, akkor az F i+1

1 = F i
1=fi ¶es F i+1

2 = F i
2=fi

szint¶en diszjunkt fesz¶³t}of¶ak Gi+1-ben. Tov¶abb¶a jV (Gi)j¡1 = jV (Gi+1)j, ez¶ert
jV (Gn¡1)j = 1, ¶es az ff1; . . . fn¡1g ¶elek G egy fesz¶³t}of¶aj¶at alkotj¶ak.

): TegyÄuk fel, hogy az ¶ep¶³t}o nyer ¶es lopja el ezt a strat¶egi¶at a rombol¶o. A
j¶at¶ek v¶eg¶ere a rombol¶o megszerzi az Fr , az ¶ep¶³t}o pedig az Fm fesz¶³t}ofa ¶eleit,
amelyek G-ben vannak ¶es diszjunktak. 2

Megjegyz¶es. A fenti ¶ervel¶est eredetileg nem gr¶afokra, hanem matroidokra
adt¶ak. A matroidoknak sok egyen¶ert¶ek}u jellemz¶ese van, nekÄunk most a b¶azis
fogalma a legk¶enyelmesebb. A v¶eges V halmaz feletti B halmazrendszert egy
matroid b¶azisainak nevezzÄuk, ha

1. B nem-Äures,

2. 8 A; B 2 B, 8 x 2 A n B eset¶en 9 y 2 B n A, hogy fA n fxgg [ fyg 2 B.

Ezzel a 8. t¶etel ¶altal¶anosabb form¶aban ¶³gy sz¶ol: Ha az ¶ep¶³t}o-rombol¶o
(V;B) poz¶³ci¶os j¶at¶ekban a rombol¶o kezd, akkor az ¶ep¶³t}o pontosan akkor nyer,
ha l¶eteznek A; B 2 B halmazok ¶ugy, hogy A \ B = ;. Az ¶elek tÄorl¶ese
¶es kontrakci¶oja term¶eszetes matroid m}uveletek, a 2. axi¶oma mintha a fenti
bizony¶³t¶asra lenne szabva.20 A 8. t¶etel olyan helyzetekben is m}ukÄodik, amikor
p¶aros¶³t¶asi strat¶egia biztosan nem l¶etezik. VegyÄuk a teljes gr¶afot az fx; y; v; wg
pontokon, ¶es a q; z pontokat ¶ugy, hogy q szomsz¶edos x-szel ¶es y-nal, z pedig
v-vel ¶es w-vel.

4 A v¶eletlen m¶odszer ¶es a s¶ulyfÄuggv¶enyek

A v¶eletlen m¶odszerek a matematika legtÄobb ¶ag¶aban jelent}os szerepet j¶atsza-
nak, a kombinatorik¶aban ¶es a j¶at¶ekelm¶eletben pedig alapvet}ot. Az ink¶abb
a meglep}o, hogy viszonylag k¶es}on jelentek meg a poz¶³ci¶os j¶at¶ekokban. Az
¶attÄor¶est Erd}os P¶al ¶es John Selfridge 1973-as eredm¶enye, [24], hozta.21

19Az ¶uj gr¶afban, Gi+1-ben xi ¶es yi helyett egy ¶uj, zi pontot veszÄunk fel, melyet xi ¶es yi
Äosszes szomsz¶edj¶aval kÄotÄunk Äossze, jelben Gi+1 = Gi=fi.
20A l¶atszat csal, hiszen a matroidokat m¶ar Hassler Whitney [53] vizsg¶alta az 1930-as

¶evekben. Lehman t¶etele jelent}osen nÄovelte a matroidok elfogadotts¶ag¶at. Ezt megel}oz}oen
pl. William Tutte n¶eh¶any matroidokra vonatkoz¶o klasszikus eredm¶eny¶et ink¶abb gr¶afokra
mondta ki, [36]. Az¶ota viszont a matroidok a kombinatorika, a kombinatorikus opti-
maliz¶al¶as ¶es a v¶eges geometria fontos r¶esz¶ev¶e v¶altak.
21John H. Conway h¶³res b¶ek¶as probl¶em¶aja is lehetett volna volna a kezdet, [16]. Az

ott haszn¶alt s¶ulyfÄuggv¶enynek viszont nincs kÄozvetlen val¶osz¶³n}us¶egi jelent¶ese, tal¶an emiatt
maradt visszhangtalan.
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9. T¶etel (Erd}os-Selfridge, 1973). TegyÄuk fel, hogy egy F = (V;H) hipergr¶af
j¶at¶ek ¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozat¶aban az ¶ep¶³t}o kezd, ¶es

P
A2H 2¡jAj+1 < 1: Ekkor

a rombol¶o nyer.

Bizony¶³t¶as. Legyen az ¶ep¶³t}o i-edik l¶ep¶ese xi, m¶³g a rombol¶o¶e yi, Xi =
fx1; . . . ; xig, Yi = fy1; . . . ; yig ¶es Ai(I) = jA\Xij, illetve Ai(II) = jA\Yi¡1j.

Egy A 2 H halmaz s¶ulya az i-edik l¶ep¶esben:

wi(A) =

½
2¡jAj+Ai(I) ha Ai(II) = 0
0 kÄulÄonben

Egy x 2 V elem s¶ulya wi(x) =
P

x2A wi(A); a potenci¶al pedig wi =P
A2H wi(A):
A rombol¶o az ¶un. moh¶o algoritmust kÄoveti, azt a z 2 V n(Xi[Yi¡1) elemet

veszi az i-edik l¶ep¶esben, amelyre a wi(z) ¶ert¶ek maxim¶alis. Ez a wi ¸ wi+1

egyenl}otlens¶eget adja minden i-re. Val¶oban, wi+1 · wi ¡ wi(yi) + wi(xi+1),
hisz a rombol¶o i-edik l¶ep¶ese wi(yi)-vel csÄokkenti, m¶³g az ¶ep¶³t}o az i + 1-edik
l¶ep¶ese legfeljebb wi(xi+1)-el nÄovelheti a potenci¶alt, hisz pontosan azoknak az
xi+1-et tartalmaz¶o halmazok s¶uly¶at dupl¶azza meg, amelyeknek nem eleme
yi. A moh¶o algoritmus miatt wi(yi) ¸ wi(xi+1), ¶³gy ad¶odik a potenci¶al
monotonit¶asa. M¶asr¶eszt w1 · 2w0 mivel x1 azon halmazok s¶uly¶at dupl¶azza,
amelyeknek eleme.

Ez¶ert a 9. t¶etel felt¶etele miatt w1 · 2w0 =
P

A2E(H) 2¡jAj+1 < 1. TegyÄuk
fel, hogy az ¶ep¶³t}o megnyeri a j¶at¶ekot, mondjuk a k-adik l¶ep¶esben. Ez azt
jelenti, hogy van olyan A¤ 2 H, amelyre jA¤j = A¤

k(I), ¶³gy

1 > w1 ¸ wk =
X

A2E(H)

wk(A) ¸ wk(A¤) = 2¡jA¤j+A¤
k(I) = 20 = 1:

Azaz a feltev¶esÄunk, hogy az ¶ep¶³t}o nyer, ellentmond¶asra vezet. 2

VegyÄuk ¶eszre, hogy am¶³g a 6. t¶etel csak a ritka, de tetsz}oleges m¶eret}u,
addig a 9. t¶etel a s}ur}u, de legfeljebb exponenci¶alis m¶eret}u hipergr¶afokra adhat
eredm¶enyt. A m¶odszerek r¶eszben Äosszevegy¶³thet}oek, l¶asd [8, 11, 12].

A 9. t¶etel vezet a hat¶ekony derandomiz¶aci¶okhoz ¶es a j¶at¶ekok m¶elyebb
meg¶ert¶es¶ehez. Ez konkr¶etan ¶eppen Erd}os egy r¶egi t¶etel¶enek bizony¶³t¶as¶ab¶ol
tÄunteti el a v¶eletlent, mely szerint ha

P
A2H 2¡jAj+1 < 1 egy F = (V; H)

hipergr¶afra, akkor Â(F) · 2. VegyÄuk ¶eszre, ha V pontjait egym¶ast¶ol fÄug-
getlenÄul, 1=2 ¡ 1=2 val¶osz¶³n}us¶eggel sz¶³nezzÄuk k¶ekre vagy pirosra22, akkor az
egysz¶³n}u halmazok v¶arhat¶o sz¶ama IE =

P
A2H 2¡jAj+1. Mivel IE < 1, lennie

kell egy j¶o sz¶³nez¶esnek, [1]. Ez¶ert az Äosszes 2jV j darab kett}o sz¶³nez¶esb}ol
legal¶abb egy j¶o.

Az F param¶etereiben polinom id}oben is adhatunk egy j¶o sz¶³nez¶est: j¶atszon
mindk¶et j¶at¶ekos ¶ugy, mintha rombol¶o lenne. A wi(A) s¶uly annak a felt¶eteles
val¶osz¶³n}us¶ege, hogy A p¶eld¶aul k¶ek lesz, ha az i-edik l¶ep¶est}ol p¶enzfeldob¶assal

22Ez egy ¶erme ism¶etelt feldob¶as¶aval el¶erhet}o. A p¶elda mutatja, mekkora ereje van a
v¶eletlennek.
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sz¶³nezÄunk. A j¶at¶ekok vizsg¶alat¶ahoz is kapunk egy vez¶erfonalat, amely sokszor
seg¶³t.

A v¶eletlen heurisztika. Cser¶eljÄuk ki a k¶et tÄok¶eletesen j¶atsz¶o j¶at¶ekost k¶et
teljesen v¶eletlenÄul j¶atsz¶ora. Nagyj¶ab¶ol ugyanaz lesz a v¶egeredm¶eny.23

A val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asi m¶odszer ¶es a poz¶³ci¶os j¶at¶ekok elm¶elete kÄozt szoros
kapcsolat van. L¶enyeg¶eben minden m¶odszernek az els}ob}ol megvan a megfe-
lel}oje a m¶asodikb¶ol. 9. t¶etel, ¶es f}ok¶eppen a bizony¶³t¶asi m¶odszere, az ¶un. els}o
momentum m¶odszer derandomiz¶al¶asa. ¶Igy sz¶armaztathat¶o a (j¶at¶ekelm¶eleti)
m¶asodik momentum m¶odszer, Lov¶asz lok¶alis lemma stb, [1, 9, 12].

A 9. t¶etel ¶eles, vannak olyan F hipergr¶afok, melyre
P

A2H 2¡jAj+1 = 1, ¶es
az ¶ep¶³t}o nyer. Legyen Tn egy n-szintes bin¶aris fa, V = V (Tn) ¶es A 2 H, ha A
a gyÄok¶er ¶es egy lev¶el kÄozti ¶ut pontjaib¶ol ¶all. (Az ¶ep¶³t}o a gyÄokeret foglalja el,
majd marad¶ekb¶ol mindig annak a r¶eszf¶anak a gyÄoker¶et, amelyiket elkerÄulte
a rombol¶o.) Egy m¶asik p¶elda: V = [n¡1

i=1 fxi; yig [ z, A 2 H ha z 2 A ¶s
jA \ fxi; yigj > 0 minden i-re. (Itt az ¶ep¶³t}o z-t veszi el}oszÄor, majd ha a
rombol¶o egy fxi; yig p¶ar egyik elem¶et v¶alasztja, akkor }o a m¶asikat.)

Beck J¶ozsef a [12]-ben vizsg¶alta a k¶erdez}o-v¶alaszt¶o (Picker-Chooser) ¶es
v¶alaszt¶o-k¶erdez}o (Chooser-Picker) j¶at¶ekokat. Itt a k¶erdez}o (Picker) kivesz k¶et
elemet, legyenek ezek fxi; yig az i-edik fordul¶oban, majd a v¶alaszt¶o (Chooser)
dÄonthet, az egyiket a saj¶at, a m¶asikat a k¶erdez}o sz¶³n¶ere festi. Az els}o helyen
¶all¶o j¶at¶ekos az ¶ep¶³t}o, m¶³g a m¶asik a rombol¶o szerepet kapja. A tapasztalat
szerint a k¶erdez}o helyzete nem rosszabb, mintha egy ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot
kellene j¶atszania. Ezt a heurisztik¶at fejti ki Beck a [10]-ben, pontosabb for-
m¶aj¶at pedig szerz}ot¶arsaimmal a [21] dolgozatban adjuk meg:

10. Sejt¶es (Beck). A k¶erdez}o nyeri a k¶erdez}o-v¶alaszt¶o (v¶alaszt¶o-k¶erdez}o)
j¶at¶ekot az F = (V;H) hipergr¶afon, ha ¶ep¶³t}o (rombol¶o), mint m¶asodik j¶at¶ekos
nyeri az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot az F hipergr¶afon.

Egyel}ore csak n¶eh¶any j¶at¶ekra24 bizony¶³tott a 10. sejt¶es, l¶asd [10, 21], az
¶altal¶anos eset nem ig¶erkezik kÄonny}unek. J¶oval kor¶abban, l¶asd [13], felvetette
Beck J¶ozsef a k¶erdez}o-v¶alaszt¶o j¶at¶ekhoz hasonl¶o, az ¶un. megb¶³z¶o-fest}o j¶at¶ekot.
Ebben a megb¶³z¶o a k¶erdez}o, a fest}o pedig a v¶alaszt¶o. A megb¶³z¶o nyer,
ha lesz egysz¶³n}u halmaz, kÄulÄonben a monot¶oni¶at kerÄul}o fest}o a nyer}o. A
[13] tartalmazza a 9. t¶etelt megb¶³z¶o-fest}o j¶at¶ekokra; a bizony¶³t¶as a szok¶asos
s¶ulyfÄuggv¶eny m¶odszer.

Az ¶erdekess¶eg kedv¶e¶ert most bemutatunk egy v¶eletlen m¶odszert haszn¶al¶o
gondolatmenetet; hasonl¶ot Joel Spencer haszn¶alt a v¶egleges¶³t¶es j¶at¶ek (tenured
game) elemz¶esben, [1, 50].

23Term¶eszetesen a v¶eletlen heurisztika csak elv, sokszor ¶erv¶enyes, n¶eha nem. De b¶armely
j¶at¶ek eset¶en c¶elszer}u megn¶ezni, hogy mit j¶osol. V¶eletlenÄul j¶atszani viszont csak ritk¶an
¶erdemes, l¶asd [15].
24Ilyenek a k¶es}obb eml¶³tett Ramsey j¶at¶ekok. Tov¶abb¶a m¶eg a 8. t¶etel, a 8-am}oba ¶es a

HJ(4; 2) v¶alaszt¶o-k¶erdez}o v¶altozata. A 9. t¶etel v¶alaszt¶o-k¶erdez}o v¶altozat¶at egyel}ore nem
sikerÄult teljes erej¶eben igazolni, b¶ar ez a 10. sejt¶es egyik leg¶erdekesebb speci¶alis esete.
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A 9. t¶etel megb¶³z¶o-fest}o j¶at¶ekokra. A fest}o nyer, ha
X

A2H
2¡jAj+1 < 1 :

Bizony¶³t¶as. Sz¶³nezze a fest}o a kapott elemeket p¶enzfeldob¶assal. N¶ezzÄuk
meg, milyen val¶osz¶³n}us¶eggel lesz egysz¶³n}u egy A 2 E(H) halmaz. Ha egy
fxi; yig ½ A, akkor nem lehet egysz¶³n}u A. Ha jfxi; yig \ Aj · 1 minden i-re,
akkor ez a val¶osz¶³n}us¶eg 2¡jAj+1.

Ez¶ert az egysz¶³n}u halmazok v¶arhat¶o sz¶ama IE · P
A2H 2¡jAj+1 < 1 a

megb¶³z¶o b¶armely strat¶egi¶aja eset¶en. Ha a megb¶³z¶onak lenne nyer}o strat¶egi¶aja,
akkor minden j¶at¶ek v¶eg¶en lenne egysz¶³n}u halmaz, azaz IE ¸ 1. Mivel a j¶at¶ek
nem lehet dÄontetlen, ¶³gy az 1. t¶etel miatt a fest}onek van nyer}o strat¶egi¶aja. 2

Elfogult j¶at¶ekok. S}ur}u gr¶afokra is ¶erdekess¶e tehet}o a Shannon-f¶ele kapcsol¶o
j¶at¶ek, ha a rombol¶o nem egy, hanem tÄobb, mondjuk b ¶elt vehet el egyszerre,
[18]. Ha a Kn-n (n-pont¶u teljes gr¶af) j¶atszunk, van egy b0 tÄor¶espont, azzal,
ha b < b0, akkor az ¶ep¶³t}o, ha b > b0 akkor meg a rombol¶o nyer.25 A fenti
p¶eld¶aban b0 ¼ n= log n, vagyis az ¶ep¶³t}o ¶elei akkor kÄotik Äossze a pontokat, ha
enn¶el j¶oval kisebb a b, ¶es akkor nem, ha b >> b0. Az ¶ep¶³t}o ¶altal megszerezhet}o
r¶eszgr¶af m¶as P tulajdons¶agai is ¶erdekesek: Hamilton kÄor vagy hossz¶u utak
l¶ete, [7, 9, 51], a legnagyobb komponens m¶erete, [15], az ¶atm¶er}o, [3] vagy a
minim¶alis foksz¶am, [9, 52].

Az egyik legfontosabb eszkÄoz a 9. t¶etel ¶altal¶anos¶³t¶asa, Beck J¶ozsef, [5]. A
(V;H; a; b) hipergr¶af j¶at¶ek szab¶alyaiban megegyezik a F = (V;H) j¶at¶ekkal,
csak az egyik f¶el, (¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozatban az ¶ep¶³t}o) a, a m¶asik (rombol¶o)
pedig b elemet vehet fordul¶onk¶ent.

Erd}os-Selfridge-Beck t¶etel. A (V;H; a; b) hipergr¶af j¶at¶ek ¶ep¶³t}o-rombol¶o
v¶altozat¶aban ha

P
A2H(1 + b)1¡jAj=a < 1, akkor a rombol¶o nyer.

Igazolni a kor¶abbi s¶ulyfÄuggv¶enyek kis m¶odos¶³t¶as¶aval lehet. Ez a t¶etel is
¶eles, azaz a felt¶etelben egyenl}os¶eget ¶³rva m¶ar nem igaz.

FelmerÄul, honnan lehet megtippelni, mit v¶arjunk egy-egy gr¶af j¶at¶ekban,
azaz milyen a ¶es b ¶ert¶ek mellett ¶erhet el az ¶ep¶³t}o egy P tulajdons¶agot? Itt ¶ujra
a v¶eletlen heurisztika j¶atszik dÄont}o szerepet, a v¶eletlen gr¶afokra alapozva, [1].

A G(n; p). A G(n; p) val¶osz¶³n}us¶egi mez}o ¶ugy keletkezik, hogy az n pont¶u tel-
jes gr¶af ¶eleit egym¶ast¶ol teljesen fÄuggetlenÄul, p val¶osz¶³n}us¶eggel hagyjuk meg.26

A G(n; p)-re vonatkoz¶o eredm¶enyek j¶o r¶esze arr¶ol sz¶ol, ha adott egy P
monoton gr¶aftulajdons¶ag,27 akkor egy G 2 G(n; p) milyen fP(p) val¶osz¶³n}u-
s¶eggel P tulajdons¶ag¶u? Ha P nem trivi¶alis, akkor fP(0) = 0, fP(1) = 1, ¶es

25A b0 pontos ¶ert¶ek¶enek kisz¶am¶³t¶asa tÄobbnyire rem¶enytelen, ¶altal¶aban csak becsl¶esek
adhat¶ok.
26Sok m¶as v¶eletlen gr¶af modellt is haszn¶alnak. A perkol¶aci¶o elm¶eletben r¶acsok ¶eleit veszik

p val¶osz¶³n}us¶eggel, az ¶un. kis-vil¶ag gr¶afok le¶³r¶as¶ara egy hatv¶anytÄorv¶enyt kÄovet}o foksz¶am
eloszl¶as¶uak kÄozÄul h¶uznak egyet egyenletes eloszl¶as szerint.
27A P att¶ol monoton, ha egy G rendelkezik vele, akkor ¶uj ¶eleket v¶eve G-hez megmarad

P . Monoton pl. az ÄosszefÄugg}os¶eg, Hamilton kÄor l¶ete, de nem ilyen Euler kÄor¶e.
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fP(p) monoton nÄov}o p-ben. Sok esetben van egy olyan p0 kÄuszÄob, ami kÄorÄul
ugrik fel fP majdnem null¶ar¶ol majdnem egyre, [1].

A v¶eletlen gr¶af heurisztika. A P monoton gr¶aftulajdons¶ag el¶er¶es¶et c¶elz¶o,
a Kn ¶elein foly¶o ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ek b0 tÄor¶espontja ott van, ahol a megegyez}o
¶els}ur}us¶eget ad¶o p0 kÄuszÄob ¶ert¶eke P-nek a G(n; p)-ban. Pontosabban, b0 ¼
a(1 ¡ p0)=p0, vagy p0 ¼ a=(a + b0), [5].

Ez a heurisztika oly eredm¶enyes, hogy az a kÄulÄonleges, ha nem ad j¶o
eredm¶enyt. Erre p¶elda az ¶atm¶er}o j¶at¶ek, l¶asd [3]. Itt egy rÄogz¶³tett d 2 IN-
re az ¶ep¶³t}o azt szeretn¶e, ha a r¶eszgr¶afj¶anak ¶atm¶er}oje 28 nem haladn¶a meg
d-t. JelÄoljÄuk ezt Dd(a; b)-vel, ahol a ¶es b, mint eddig. A v¶eletlen gr¶af
heurisztika szerint az ¶ep¶³t}onek nyernie kellene az D2(1; 1) j¶at¶ekot, hisz egy
v¶eletlen G 2 G(n; 1=2) gr¶afra nagy val¶osz¶³n}us¶eggel diam(G) = 2. Ez nincs
¶³gy, a rombol¶o nyeri a D2(1; 1) j¶at¶ekot, ha n ¸ 4. (A rombol¶o vesz egy xy ¶elt,
majd p¶aros¶³t¶ast j¶atszik: az ¶ep¶³t}o egy xz l¶ep¶es¶ere yz-vel, az yz-re pedig xz-vel
felel.) Ugyanakkor, ha az ¶ep¶³t}o k¶et ¶elt vehet l¶ep¶esenk¶ent, akkor majdnem
helyre¶all a rend; az ¶ep¶³t}o nyeri a D2(2; b) j¶at¶ekot, ha b · 0:25n1=7=(lnn)3=7

¶es n el¶eg nagy, l¶asd [3].
Magukon a v¶eletlen gr¶afokon is ¶ertelmezhet}ok poz¶³ci¶os j¶at¶ekok, itt kÄovetjÄuk

Milo·s Stojakovi¶c ¶es Szab¶o Tibor le¶³r¶as¶at az [51]-b}ol. Adott egy (V;H; a; b)
hipergr¶af j¶at¶ek. A (Vp; Hp; a; b) v¶eletlen j¶at¶ek olyan j¶at¶ekok val¶osz¶³n}us¶egi
mez}oje, melyekre minden x 2 V egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul, p val¶osz¶³n}us¶eggel
kerÄul Vp-be, ¶es az Hp = fW 2 H : W ½ Vpg. Ha p¶eld¶aul V = (Kn) ¶es
H a Kn gr¶af fesz¶³t}of¶ai, akkor feltehet}o a k¶erd¶es, milyen p ¶ert¶ekekre nyer az
¶ep¶³t}o (rombol¶o) nagy val¶osz¶³n}us¶eggel a (Vp; Hp; a; b) v¶eletlen j¶at¶ekban? Mint
a v¶eletlen gr¶af heurisztika alapj¶an ez v¶arhat¶o, lesz egy bp tÄor¶espont, tov¶abb¶a
bp = £(pn= log n), felt¶eve hogy p ¸ c log n=n, valamely c > 0-ra, [51].

Egy poz¶³ci¶os j¶at¶ekban a l¶ep¶es joga is fÄugghet a v¶eletlent}ol. Yuval Peres ¶es
t¶arsai a [43]-ban egy olyan hexet vizsg¶alnak, ahol minden fordul¶oban ¶erme-
dob¶assal dÄontik el, hogy melyik f¶el l¶ephet. TÄobbf¶ele alak¶u t¶abla de¯ni¶alhat¶o,
de a v¶eletlen heurisztika hib¶atlanul j¶osol: ugyanakkora val¶osz¶³n}us¶eggel nyer
az egyik, mondjuk a feh¶er, a tÄok¶eletesen, mint a v¶eletlenÄul j¶atsz¶o ellenfelek
eset¶en. Meglep}o m¶odon az n£n v¶eletlen hex b¶armely ¶all¶as¶aban az optim¶alis
strat¶egia polinom id}oben kisz¶am¶³that¶o ¶es a v¶alasztand¶o mez}o mindk¶et f¶elre
ugyanaz. A j¶at¶ek szoros kapcsolatban van a hatszÄogr¶acs perkol¶aci¶o elm¶elet¶e-
vel, ¶es, hat¶ar¶atmenetben, a konform lek¶epz¶esekkel.

¶Altal¶aban is besz¶elhetÄunk egy (V; H) j¶at¶ek v¶eletlen v¶altozat¶ar¶ol; erre
kiterjeszthet}o a 9. t¶etel.

Erd}os-Selfridge v¶eletlen j¶at¶ekra. Ha a (V; H) hipergr¶af j¶at¶ek v¶eletlen
v¶altozat¶ara

P
A2H 2¡jAj < 1, akkor azt legal¶abb 1=2 val¶osz¶³n}us¶eggel nyeri a

rombol¶o.

Bizony¶³t¶as. J¶atszon a rombol¶o ¶ugy, mint a 9. t¶etelben. Ekkor IE[wi+1] ·
IE[wi] < 1 minden i-re, ¶es ebb}ol a Markov egyenl}otlens¶eg adja az ¶all¶³t¶ast. 2

28egy G gr¶af ¶atm¶er}oje, diam(G) = maxx;y2V (G) d(x; y), ahol d(x; y) az x ¶es y pontok
kÄozti legrÄovidebb ¶ut hossza.
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A m¶asodik momentum m¶odszer. Egy G 2 G(n; 1=2)-ben a legnagyobb
klikk m¶erete, !(G) a legtÄobb n-re nagy val¶osz¶³n}us¶eggel egy kn ¶ert¶ekre kon-
centr¶al¶odik,29 [1]. Ez a kn, pontosabban a qn = kn¡2 = 2 log2 n¡2 log2 log2 n+
2 log2 e ¡ 3 sz¶am dÄont}o szerepet j¶atszik a Ramsey j¶at¶ekokban. Itt a felek a
Kn ¶eleit veszik, ¶es a c¶el (vagy ¶eppen elkerÄulend}o dolog) egy Kq r¶eszgr¶af
Äosszes ¶el¶enek megszerz¶ese. Beck J¶ozsef bel¶atta a [10]-ben, hogy qn a Ramsey
j¶at¶ekok tÄor¶espontja nagy n-ekre. Pontosabban, ha qn nincs nagyon kÄozel egy
eg¶eszhez, akkor q · bqnc-ra lesz egysz¶³n}u Kq , m¶³g ha q ¸ dqne, akkor ez
elkerÄulhet}o.30 A v¶eletlen heurisztika megint j¶ol m}ukÄodik, hisz a qn nemcsak
az ¶ep¶³t}o-rombol¶o, sum¶ak-hajcs¶ar, de a k¶erdez}o-v¶alaszt¶o j¶at¶ekokra is ¶erv¶enyes.
Szint¶en a derandomiz¶aci¶o az Äotlet a foksz¶am j¶at¶ekban, [3, 9, 52], itt az ¶ep¶³t}o
c¶elja a Kn ¶eleib}ol minden pontn¶al legal¶abb n=2 ¡ k ¶elt megszerezni. Ha
k ¸ p

n log n, akkor az ¶ep¶³t}o, ha k · p
n=24, akkor a rombol¶o nyer. Hasonl¶o

igaz k¶erdez}o-v¶alaszt¶o, vagy megb¶³z¶o-fest}o j¶at¶ekokra; az ut¶obbi als¶o korl¶atja
kÄulÄonÄosen egyszer}u.

A megb¶³z¶o-fest}o foksz¶am j¶at¶ek. Itt a fest}o akkor nyer, ha az lesz olyan
x, melyn¶el a megb¶³z¶o ¶es fest}o ¶altal vett ¶elek kÄulÄonbs¶ege ¸ k, ahol k el}ore
adott. Ha k2 =

¡
n
2

¢
= m, akkor a fest}o nyer.

Bizony¶³t¶as (Beck Äotlete alapj¶an, l¶asd [9]). Az H a gr¶af egy-egy pontj¶ara
illeszked}o ¶elek halmazai. Egy A 2 H-ra jelÄolje Ai(F ) ill. Ai(M) a fest}o ill. a
megb¶³z¶o ¶altal az i-dik fordul¶o v¶eg¶eig elfoglalt elemeinek a sz¶am¶at. Tov¶abb¶a
az A s¶ulya wi(A) = Ai(F )¡Ai(M) ¶es wi =

P
A2H w2

i (A). A w2
i (A) v¶altoz¶asa

(ha pont egy ¶el¶et sz¶³nezzÄuk) w2
i+1 = w2

i (A)§2wi(A)+1, ez¶ert a fest}o mindig
el¶erheti, hogy wi + 2 · wi+1. A j¶at¶ek v¶eg¶en a wm=2 ¸ m, ez¶ert lesz olyan
A¤, melyre w2

m=2(A
¤) ¸ m, vagy wm=2(A

¤) ¸ p
m = k. Ekkor viszont az

egyik j¶at¶ekosnak k-val tÄobb ¶ele van az A¤-nak megfelel}o pontn¶al, mint a
m¶asiknak. 2

Ritka hipergr¶afok. TegyÄuk fel, hogy egy F = (V;H) hipergr¶afban minden
A 2 H-ra az jAj ¸ n ¶es A legfeljebb d m¶asikkal ¶ellel metsz}odik. Ekkor az ¶un.
Lov¶asz-f¶ele lok¶alis lemm¶ab¶ol kÄovetkezik, ha d · 2n¡3, akkor Â(F) · 2, l¶asd
[1, 23]. Sok¶aig nem volt azonban vil¶agos, hogyan tal¶alhatjuk meg gyorsan
(polinom id}oben) az F egy j¶o sz¶³nez¶es¶et. Kicsivel er}osebb felt¶etelek mellett
Beck J¶ozsef le¶³rt egy ilyen algoritmust a [8]-ban. Ezek alapj¶an azt v¶arn¶ank,
ha d nem t¶ul nagy (p¶eld¶aul d · 2n=2), akkor az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot a
rombol¶o nyeri a H-n.

¶Altal¶aban ez a k¶erd¶es teljesen nyitott, de az ¶un. majdnem diszjunkt hiper-
gr¶afok eset¶eben tÄobbet tudunk. Az F = (V; H) hipergr¶af majdnem diszjunkt,
ha A 6= B ) jA \ Bj · 1, minden A;B 2 H-ra. Ez teljesÄul a HJ(n; d)
j¶at¶ekokra; ekkor megmutathat¶o, l¶eteznek olyan c1; c2 > 0 konstansok, hogy
a rombol¶o nyer, ha d < c1n

2= log n, m¶³g az ¶ep¶³t}o nyer, ha d > c2n
2, l¶asd [11,

12]. Ha F = (V; H) majdnem diszjunkt ¶es jAj · 3 minden A 2 H, akkor
polinom id}oben eldÄonthet}o az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ek, l¶asd [37].

29A koncentr¶aci¶o bizony¶³t¶as¶anak eszkÄoze a m¶asodik momentum m¶odszer.
30VegyÄuk ¶eszre, hogy ez l¶enyeg¶eben teljesen pontos eredm¶eny!
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¶Ujrafelhaszn¶alt j¶at¶ekok. A malomhoz (Nine Men's Morris) hasonl¶o po-
z¶³ci¶os j¶at¶ekok az al¶abbiak. Adott egy H hipergr¶af ¶es egy n param¶eter. Az
els}o n l¶epesben a szok¶asos m¶odon j¶atszanak a felek, majd ut¶anna a m¶ar
lerakott (saj¶at) jeleket Lehet ¶athelyezni. Ha egy ¶ep¶³t}o-rombol¶o F j¶at¶ekban
a rombol¶onak van nyer}o p¶aros¶³t¶asi strat¶egi¶aja, akkor ez haszn¶alhat¶o az RF
¶ujrafelhaszn¶alt v¶altozatban is.31 Nyitott k¶erd¶es viszont, hogy ¶altal¶anos¶³tha-
t¶o-e a 9. t¶etel? N¶eh¶any, Kaplansky t¶³pus¶u ¶ujrafelhaszn¶alt j¶at¶ekra vannak nem
trivi¶alis redm¶enyek.

Kaplansky eredeti probl¶em¶aj¶aban az IR2 pontjait vehetik felv¶altva a j¶a-
t¶ekosok, k 2 IN rÄogz¶³tett. Az nyer, akinek el}oszÄor k pontja egy olyan ` egye-
nesen, amin az ellenfel¶enek nincsen pontja. (Az ¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozatban
¶ep¶³t}o akkor nyer, ha lesz olyan ` egyenes, amelyen neki k pontja van, m¶³g a
rombol¶onak egy sem.) A [6]-ban, tÄobbek kÄozt szerepel olyan c1; c2 > 0 kons-
tansok l¶ete, hogy az n l¶ep¶esig tart¶o j¶at¶ekot a rombol¶o nyeri, ha k > c1 log n,
¶es az ¶ep¶³t}o nyeri, ha k < c2 log n. Az ¶ep¶³t}o nyer¶ese az IR2 egy alkalmasan
v¶alasztott v¶eges S halmaz¶an ¶es az al¶abbi t¶etelen alapul. Itt

¢2(F) = max
x;y2V

jfA : x; y 2 A 2 Hgj :

T¶etel (Beck, [6]). Az ¶ep¶³t}o kezd}ok¶ent megnyeri a (H; p; q) ¶ep¶³t}o-rombol¶o
j¶at¶ekot, ha

X

A2H

µ
p + q

p

¶¡jAj
¸ p2q2(p + q)¡3¢2(H)jV j:

Ha csak a v¶³zszintes, fÄugg}oleges ¶es §1 meredeks¶eg}u egyeneseken j¶atszunk,
¶es p = 2, q = 1 akkor vannak olyan c1; c2 > 0 konstansok, hogy az ¶ujra-
felhaszn¶alt Kaplansky j¶at¶ekot a rombol¶o nyeri ha k > c1 log n, m¶³g az ¶ep¶³t}o
nyer, ha k < c2 log n, l¶asd [47]. Ugyanitt tal¶alhat¶o, hogy az ¶altal¶anos esetben
(azaz az IR2 Äosszes egyenes¶et tekintve) a rombol¶o nyer, ha k > 2n1=3.

Az ut¶obbi eredm¶eny Szemer¶edi Endre ¶es William Trotter egy klasszikus
kombinatorikus geometriai t¶etel¶en m¶ulik.32 Egy illeszked¶es egy (p;L) p¶ar,
ahol p 2 IR2, L egy egyenes ¶es p 2 L.

Szemer¶edi-Trotter t¶etel. VegyÄunk n pontot ¶es m egyenest a s¶³kon, ¶es
legyen I az illeszked¶esek sz¶ama. Ekkor I · c(n + m + (nm)2=3), ahol c egy
abszol¶ut konstans.

¶Igy ha m azon egyenesek sz¶ama, amelyek mindegyike legal¶abb k pontj¶at
tartalmazza egy n-pont¶u halmaznak, akkor m · c2n

2=k3, ha k · p
n, ahol

c2 konstans. Ez garant¶alja, hogy a rombol¶onak mindig lesz egy olyan pontja,
amelynek elmozd¶³t¶asa nem befoly¶asol egy megfelel}o s¶ulyfÄuggv¶enyt, [47].

Alakzatok a s¶³kon. Szint¶en a Kaplansky j¶at¶ek motiv¶alta az al¶abbi t¶³pus¶u
probl¶em¶akat, l¶asd [14]. Adott egy k pontb¶ol ¶all¶o D alakzat a s¶³kon, ¶es az

31Az RF-am}ob¶at a rombol¶o nyeri, ha k ¸ 9. A k = 8-ra m¶ar nem vil¶agos a helyzet.
32Ennek egy nagyon sz¶ep, a v¶eletlen m¶odszert haszn¶al¶o bizony¶³t¶as¶at adta Sz¶ekely L¶aszl¶o,

l¶asd [1].
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¶ep¶³t}o akkor nyer, ha megszerzi az Äosszes pontj¶at valamely Á(D)-nek, ahol Á
az IR2 mozg¶ascsoportj¶anak egy eleme.

T¶etel (Beck, [14]). Az ¶ep¶³t}o nyeri az alakzat j¶at¶ekot a s¶³kon minden v¶eges
D eset¶en.

Beck Äotletes konstrukci¶oval egyfajta v¶eges r¶acsot k¶esz¶³t a D elforgatott,
eltolt p¶eld¶anyaib¶ol, majd a fent eml¶³tett, [6]-beli t¶etelt alkalmazza.33

5 Nyitott probl¶em¶ak

Az eddigiekb}ol tal¶an az a k¶ep alakult ki, hogy a hipergr¶af j¶at¶ekok elm¶elete
nagyj¶ab¶ol lez¶art, jelent}os ¶uj eredm¶enyek nem v¶arhat¶ok. ¶AttÄor¶eseket term¶e-
szetesen nem tudunk ¶³g¶erni, de arr¶ol sz¶o sincs, hogy ne lenne meg ennek
a lehet}os¶ege. TÄom¶erdek j¶at¶ekr¶ol alig tudunk valamit, illetve a PSPACE-
teljess¶eg miatt eg¶eszen kicsiny j¶at¶ekok sem oldhat¶ok meg sz¶am¶³t¶og¶eppel.34

N¶eh¶any megoldatlan k¶erd¶essel kÄoszÄonÄunk el az Olvas¶ot¶ol, egy hosszabb lis-
t¶a¶ert l¶asd [14].

1. Nyer-e a kezd}o j¶at¶ekos az 5-am}ob¶aban a v¶egtelen t¶abl¶an?

2. Ki nyeri az ¶ep¶³t}o-rombol¶o 6- illetve 7-am}ob¶at?

3. J¶atszuk a 6-am}ob¶at a kÄovetkez}o form¶aban. Az kezd}o j¶at¶ekos egy elemet
v¶alaszthat, azut¶an a j¶at¶ekosok 2-2 elemet vehetnek felv¶altva. Mi lesz a
v¶egeredm¶eny?

4. Megnyerheti a kezd}o a HJ(5; 3)-at? Mi a helyzet az ¶ep¶³t}o-rombol¶o
v¶altozattal?

5. Hogyan nyer a kezd}o a 10 £ 10-es hexben?

6. Egy ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekban a v¶egtelen n¶egyzetr¶acson ¶ep¶³t}o c¶elja az
al¶abbi D minta egy Á(D) p¶eld¶anya. D = 2222

22 ¶es Á egy izometria.
Nyerhet az ¶ep¶³t}o?

7. Az F = (V; H) hipergr¶afra jAj = n minden A 2 H ¶es minden x 2 V -re
jfA : x 2 Agj · 2n¡3=n . Ki nyeri az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot F = (V; H)-
n?

8. Egy d-regul¶aris G gr¶af ¶eleit v¶eve j¶atszik foksz¶amj¶at¶ekot ¶ep¶³t}o ¶es rom-
bol¶o. El tud ¶erni ¶ep¶³t}o d=2 ¡ c

p
d log d foksz¶amot minden pontra, ahol

c > 0, d-t}ol ¶es G-t}ol fÄuggetlen konstans? Esetleg d=3-at?

33A j¶at¶ek hossza ezzel a strat¶egi¶aval ¶ori¶asi m¶ar akkor is, ha D egy szab¶alyos ÄotszÄog
cs¶ucshalmaza.
34Az ¶un. ¶allapotgr¶af vizsg¶alat¶ara van szÄuks¶eg; ennek nagyj¶ab¶ol O(N3N) pontja van,

ahol N = jV j a F = (V;H)-ra. Ez pl. a HJ(5; 3)-ra O(3125) pont¶u gr¶afot jelent, azaz
rem¶enytelen v¶allalkoz¶as.



Poz¶³ci¶os j¶at¶ekok 127

9. Az F = (V; H) hipergr¶afra
P

A2H 2¡jAj+1 < 1. Igaz, hogy ekkor a
k¶erdez}o nyeri a v¶alaszt¶o-k¶erdez}o j¶at¶ekot F-en?

10. Az F = (V; H) hipergr¶afra
P

A2H 2¡jAj+1 < 1. Igaz, hogy ekkor a
rombol¶o nyeri az ¶ujrafelhaszn¶alt ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot F-en?

11. A Kn ¶elein j¶atszik (1 : b) elfogult j¶at¶ekot ¶ep¶³t}o ¶es rombol¶o. ¶Ep¶³t}o
akkor nyer, ha megszerez egy fesz¶³t}of¶at. Mi a legnagyobb b(n) amelyre
nyerhet? (Nyerhet, ha b(n) = (1 ¡ ²)n= log n, ² > 0, n > n²?)

12. F = (V;H) majdnem diszjunkt hipergr¶afra jAj · 4 minden A 2 H-ra.
El lehet dÄonteni polinom id}oben, hogy ki nyeri az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot
F-n?

13. PSPACE-teljes probl¶ema eldÄonteni, hogy ki nyer egy tetsz}oleges v¶alasz-
t¶o-k¶erdez}o j¶at¶ekban?

14. Nyerhet a kezd}o a Kaplansky j¶at¶ekban, ha k ¸ 4?

15. Nyerhet a kezd}o az alakzat j¶at¶ekban a s¶³kon egymilli¶o l¶ep¶esn¶el keveseb-
bel, ha D a szab¶alyos 17-szÄog cs¶ucshalmaza?
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POSITIONAL GAMES

In the Introduction we de¯ne the Positional (or Hypergraph) Games, and the most
basic facts (Zermelo-von Neumann theorem, the Strategy Stealing argument) con-
cerning those. A few examples are also listed, such as the Tic-Tac-Toe, the Tic-
Toc-Tac-Toe, the 5-in-a-row, and its generalization the k-in-a-row. Formally a
Positional Game is de¯ned as follows. Given an arbitrary hypergraph F = (V;F),
the ¯rst and second players take elements of V in turns. The player, who takes all
elements of an edge A 2 F ¯rst wins the game. In the second section (Topology)
we mainly deal with the game of hex, the hex theorem and its relatives. There
is no draw in hex, and this fact is equivalent to the Brouwer ¯xed point theorem,
the Pouzet lemma, or that the y-game also cannot end in a draw. The central
result of the third section (Pairing and Matroids) is the Hales-Jewett theorem. It
comes from the classical K}onig-Hall theorem and the main consequences of it are
the bounds on the Hales-Jewett games. There are natural generalizations of pairing
strategies; one is the divisions of the board into pieces that can be used in the k-in-
a-row games. The other is a dynamic pairing that is based on matroids and gives
Lehman's theorem. The fourth section (The probabilistic method and weight func-
tions) are devoted to the variants of the ErdÄos-Selfridge theorem. The main issue
is how to turn random graph/hypergraph arguments into deterministic strategies.
Here we discuss Maker-Breaker and Picker-Chooser games, biased games, games
de¯ned on the complete graph Kn or even on the random space G(n; p). At the
end of the section we mention some problems involving in¯nite hypergraphs; those
are the Kaplansky's game, and its variants/derivatives. Finally we provide a list of
open research problems.
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REGRESSZI¶OS J¶AT¶EKOK1

PINT¶ER MIKL¶OS
Budapesti Corvinus Egyetem

Egy kooperat¶³v j¶at¶ek megold¶asa az egyes j¶at¶ekosok ¶altal egyÄuttesen el¶erhet}o
eredm¶eny bizonyos elvek szerinti eloszt¶asa a j¶at¶ekosok kÄozÄott. Egy regresszi¶os
modellben a rendelkez¶esre ¶all¶o magyar¶az¶o v¶altoz¶ok ¶altal egyÄuttesen el¶erhet}o
illeszked¶es az az eredm¶eny, amit sz¶et szeretn¶enk osztani. Az egyes magyar¶az¶o
v¶altoz¶ok j¶at¶ekelm¶eleti m¶odszerekkel val¶o ¶ert¶ekel¶ese egyr¶eszt hozz¶aseg¶³t az
adott, modellezni k¶³v¶ant probl¶ema jobb meg¶ert¶es¶ehez, m¶asr¶eszt seg¶³t kiv¶a-
lasztani azoknak a v¶altoz¶oknak a kÄor¶et, amelyek az adott probl¶ema model-
lez¶es¶ehez szÄuks¶egesek. A cikk c¶elja, hogy a kooperat¶³v j¶at¶ekelm¶eletben j¶ol
ismert Shapley-¶ert¶ek fogalmat haszn¶alva ¶ert¶ekeljÄuk a regresszi¶os modellek
magyar¶az¶o v¶altoz¶oit. ¶AttekintjÄuk a Shapley-¶ert¶ek Hart ¶es Mas-Colell{f¶ele
karakteriz¶aci¶oj¶at, ¶es p¶eld¶akon mutatjuk be a javasolt elj¶ar¶ast. Konkl¶uzi¶o: a
Shapley-¶ert¶ek haszn¶alata regresszi¶os modellek magyar¶az¶o v¶altoz¶oinak ¶ert¶eke-
l¶es¶ere v¶edhet}o, j¶ol interpret¶alhat¶o m¶odszer.

1 Bevezet}o

Az Äokonometriai, statisztikai elemz¶esek sor¶an gyakran felmerÄul az adott ma-
gyar¶az¶o v¶altoz¶ok, vagy bizonyos hat¶asok fontoss¶ag¶anak meg¶allap¶³t¶asa. Is-
merjÄuk az elemezni k¶³v¶ant jellemz}ok egyÄuttes hat¶asait, margin¶alis hat¶asait,
ezekb}ol szeretn¶enk a v¶altoz¶ok egy tiszt¶³tott, egy¶eni ¶ert¶ekel¶es¶et kapni, mely
egy¶eni ¶ert¶ekel¶es j¶ol jellemzi az egyes v¶altoz¶okat, hat¶asokat. A feladatot meg-
fogalmazhatjuk ¶ugy is, hogy sz¶et szeretn¶enk osztani az egyes magyar¶az¶o
v¶altoz¶ok egyÄuttes hat¶as¶at az egyes v¶altoz¶ok kÄozÄott ¶ugy, hogy a sz¶etoszt¶as
rendelkezzen bizonyos tulajdons¶agokkal.

A j¶at¶ekelm¶eletben az ilyen, vagy ehhez hasonl¶o k¶erd¶esekre az ¶atruh¶azhat¶o
hasznoss¶ag¶u kooperat¶³v j¶at¶ekok megold¶asai adnak v¶alaszt. A feladat ott az,
hogy sz¶etosszuk az egyes j¶at¶ekosok (magyar¶az¶o v¶altoz¶ok) kÄozÄott az ¶altaluk
egyÄuttesen el¶ert eredm¶enyt (illeszked¶est).

A kooperat¶³v j¶at¶ekelm¶eleti megold¶asok alkalmaz¶asa v¶altoz¶o¶ert¶ekel¶esre m¶ar
Chevan ¶es Sutherland [2] cikk¶eben felmerÄul, akik kÄulÄonbÄoz}o regresszi¶os fela-
datok kapcs¶an a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok egyÄuttes magyar¶az¶oerej¶et (tÄobbszÄorÄos

1KÄoszÄonÄom Forg¶o Ferenc professzornak, hogy r¶air¶any¶³totta a ¯gyelmemet a cikk t¶em¶a-
j¶ara, nevezetesen arra, hogy a kooperat¶³v j¶at¶ekelm¶eleti megold¶askoncepci¶ok haszn¶alhat¶oak
tÄobbv¶altoz¶os regresszi¶os modellek magyar¶az¶o v¶altoz¶oinak ¶ert¶ekel¶es¶ere. KÄulÄon kÄoszÄonÄom a
cikk b¶³r¶al¶oj¶anak, Hajdu Ott¶onak, ¶ert¶ekes ¶eszrev¶eteleit, javaslatait. KÄoszÄonettel tartozom
tov¶abb¶a Forg¶o Ferencnek, Orosz ¶Agot¶anak ¶es Solymosi Tam¶asnak, akik sz¶amos megjegy-
z¶esÄukkel, javaslatukkal seg¶³tett¶ek munk¶amat. Term¶eszetesen az el}ofordul¶o pontatlans¶ago-
k¶ert, hib¶ak¶ert egyedÄul ¶en vagyok a felel}os. Ez a munka az OTKA T046194 p¶aly¶azat t¶amo-
gat¶as¶aval k¶eszÄult. Be¶erkezett: 2007. m¶ajus 30. E-mail: miklos.pinter@uni-corvinus.hu.
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determin¶aci¶os egyÄutthat¶o) osztott¶ak sz¶et az egyes v¶altoz¶ok kÄozÄott a Shapley-
¶ert¶ek szerint. Chevan ¶es Sutherland nem ismerte fel, hogy a Shapley-¶ert¶eket
haszn¶alt¶ak ¶ert¶ekel¶esÄukre, erre csak Stufken [17] h¶³vta fel a ¯gyelmet k¶es}obb.
Ett}ol a pont¶ol kezdve vil¶agos volt, hogy a kÄulÄonbÄoz}o statisztikai, v¶altoz¶o-
¶ert¶ekel¶esi stb. vizsg¶alatok sor¶an a kooperat¶³v j¶at¶ekelm¶elet bizonyos megol-
d¶askoncepci¶oi, fogalmai haszn¶alhat¶oak. Shorrocks [16] megmutatta, hogy a
hat¶as¶ert¶ekel¶esi (v¶altoz¶o¶ert¶ekel¶esi) m¶odszerek egy sz¶eles csoportja tekinthet}o
¶ugy, mint a Shapley-¶ert¶ek kÄulÄonbÄoz}o megfogalmaz¶asai, s}ot, a szerz}o ¶altal az
¶ert¶ekel¶esi elj¶ar¶asokkal szemben megfogalmazott elv¶ar¶asoknak a Shapley-¶ert¶ek
eleget tesz, teh¶at abban az ¶ertelemben ide¶alis ¶ert¶ekel¶esi elj¶ar¶as. Lipovetsky ¶es
Conklin [10] szint¶en a Shapley-¶ert¶eket haszn¶alja regresszi¶os modellek v¶altoz¶o-
¶ert¶ekel¶es¶enek meghat¶aroz¶as¶ara, kÄulÄonÄos tekintettel a multikollinearit¶as ¶altal
okozott ¶ert¶ekel¶esi probl¶em¶ak kezel¶es¶ere. Lipovetsky ¶es Conklin nem ismerik
a fenti szerz}oket, ¶³gy nem tudj¶ak, hogy eredm¶enyeik csak r¶eszben ¶ujak.

Sz¶amos, a Shapley-¶ert¶eket haszn¶al¶o, nem kÄozgazdas¶agi, nem Äuzleti alkal-
mazott ¶³r¶as, alkalmaz¶as, elemz¶es jelent m¶ar meg. Csak ir¶anymutat¶as v¶egett,
p¶eldak¶ent megeml¶³tÄunk n¶eh¶anyat: Cox [3], Gefeller et al. [6], Albrecht et al.
[1], Wan [18], Zhang ¶es Wan [19].

GrÄomping [8] a Shapley-¶ert¶ek statisztikai alkalmaz¶as¶anak egy r¶eszletes
¶attekint¶es¶et adja. A cikk megjelen¶es¶enek d¶atuma (2007), tov¶abb¶a annak
tartalma egy¶ertelm}uen mutatja, hogy a Shapley-¶ert¶ek statisztikai alkalmaz¶a-
s¶anak elm¶elete fontos, m¶eg form¶al¶od¶o, kor¶ant sem lez¶art kutat¶asi terÄulet.

A cikk c¶elja, hogy elm¶eleti oldalr¶ol al¶at¶amasszuk a Shapley-¶ert¶ek haszn¶a-
lat¶at regresszi¶os modellek magyar¶az¶o v¶altoz¶oinak ¶ert¶ekel¶es¶ere. Ebb}ol a c¶elb¶ol
bevezetjÄuk a regresszi¶os j¶at¶ekok fogalm¶at, amely fogalom nem mint¶akra,
hanem val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okra ¶epÄul}o fogalom. A regresszi¶os j¶at¶ekok ez a
fajta absztrakt tulajdons¶aga lehet}ov¶e teszi, hogy elvi oldalr¶ol jellemezzÄuk ezt
a j¶at¶ekoszt¶alyt. A f}o jellemz¶esÄunk a Shapley-¶ert¶ek Hart ¶es Mas-Colell{f¶ele
[9] karakteriz¶aci¶oj¶ara ¶epÄul. A 27. t¶etelben megmutatjuk, hogy a Shapley-
¶ert¶ek az egyetlen olyan, a regresszi¶os j¶at¶ekok oszt¶aly¶an ¶ertelmezett ¶ert¶ekel¶es,
amely rendelkezik a Hart ¶es Mas-Colell ¶altal megkÄovetelt, ¶es a regresszi¶os
probl¶em¶ak sor¶an j¶ol interpret¶alhat¶o, jogosan elv¶arhat¶o tulajdons¶agokkal.

A munka fel¶ep¶³t¶ese a kÄovetkez}o: a 2. szakaszban ¶attekintjÄuk a cikkben
haszn¶alt j¶at¶ekelm¶eleti fogalmakat. A 3. szakaszban a Shapley-¶ert¶ek Hart
¶es Mas-Colell{f¶ele potenci¶alra t¶amaszkod¶o jellemz¶es¶et t¶argyaljuk. A 4. sza-
kaszban bevezetjÄuk a regresszi¶os j¶at¶ek fogalm¶at (22. de¯n¶³ci¶o), tov¶abb¶a meg-
mutatjuk, hogy a potenci¶allal mik¶ent jellemezhet}o a Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶es a
regresszi¶os j¶at¶ekok oszt¶aly¶an (27. t¶etel). V¶egÄul, az 5. szakaszban egy konkr¶et
alkalmaz¶asi m¶odszert ismertetÄunk. Az utols¶o szakasz az Äosszefoglal¶as¶e.

2 Kooperat¶³v j¶at¶ekok

Ebben a szakaszban rÄoviden ¶attekintjÄuk a cikkben ¶erintett kooperat¶³v j¶at¶ekel-
m¶eleti fogalmakat. Nem t¶erÄunk ki r¶eszletesen minden fogalomra, eredm¶enyre,
amit haszn¶alni k¶³v¶anunk, hanem t¶amaszkodva az [5] jegyzetre, csak azokat
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a fogalmakat, eredm¶enyeket t¶argyaljuk, amelyek kÄozvetlenÄul szÄuks¶egesek a
cikk meg¶ert¶es¶ehez.

1. de¯n¶³ci¶o. Legyen N a j¶at¶ekosok v¶eges halmaza, ¶es legyen v : P(N) ! IR
olyan fÄuggv¶eny, hogy v(;) = 0, ahol P(N) az N halmaz hatv¶anyhalmaza.
Ekkor v-t karakterisztikus fÄuggv¶ennyel adott, ¶atruh¶azhat¶o hasznoss¶ag¶u, m¶as
n¶even TU (transferable utility) kooperat¶³v j¶at¶eknak (a tov¶abbiakban rÄoviden
,,csak" kooperat¶³v j¶at¶eknak) nevezzÄuk.

A fenti de¯n¶³ci¶o mÄogÄott megh¶uz¶od¶o intu¶³ci¶o a kÄovetkez}o: az N halmaz
r¶eszhalmazai az egyes koal¶³ci¶ok, m¶³g a v karakterisztikus fÄuggv¶eny ¶ert¶ekei az
egyes koal¶³ci¶ok ¶altal el¶erhet}o ki¯zet¶est, hasznoss¶agot adj¶ak meg. L¶athat¶o,
hogy a koal¶³ci¶ok tagjai egyÄutt ¶ernek el bizonyos ki¯zet¶esi ¶ert¶ekeket, ¶es az
el¶ert ¶ert¶ekeket tetsz}olegesen sz¶et tudj¶ak osztani a r¶esztvev}ok kÄozÄott; innen
az ¶atruh¶azhat¶o hasznoss¶ag jelz}o.

2. seg¶edt¶etel. Legyen GN az jN j (N sz¶amoss¶aga) elem}u j¶at¶ekoshalmazzal

rendelkez}o kooperat¶³v j¶at¶ekok oszt¶alya. Ekkor tetsz}oleges N-re GN ¶es IR2jNj¡1

izomorfak.

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶ast az olvas¶ora b¶³zzuk. 2

A fenti seg¶edt¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy val¶oj¶aban nem maga a j¶at¶ekosok
halmaza N , hanem N sz¶amoss¶aga az, ami fontos. Teh¶at a j¶at¶ekoszt¶aly fogal-
ma nem a j¶at¶ekosok szem¶ely¶ere, hanem azok sz¶am¶ara ¶epÄul. A tov¶abbiakban
feltesszÄuk, hogy v 2 GN olyan kooperat¶³v j¶at¶ek, amelynek j¶at¶ekoshalmaza
N = f1; . . . ; ng, ¶es a k¶et t¶er kÄozÄott rÄogz¶³tett izomor¯zmusunk van, magyar¶an
sz¶olva, feltesszÄuk, hogy IR2n¡1 egy rÄogz¶³tett b¶azisa mellett de¯ni¶aljuk v-t.

3. de¯n¶³ci¶o. A v 2 GN kooperat¶³v j¶at¶ek monoton, ha tetsz}oleges olyan
A; B 2 P(N) eset¶en, hogy A µ B, v(A) · v(B).

A monoton kooperat¶³v j¶at¶ekban egy ¶uj j¶at¶ekos tetsz}oleges koal¶³ci¶oba val¶o
bel¶ep¶ese nem csÄokkenti az el¶erhet}o hasznoss¶agot.

4. de¯n¶³ci¶o. A v 2 GN kooperat¶³v j¶at¶ek szuperaddit¶³v (szubaddit¶³v), ha
tetsz}oleges olyan A;B 2 P(N)-re, hogy A \ B = ;, v(A [ B) ¸ v(A) + v(B)
(v(A [ B) · v(A) + v(B)). v addit¶³v, ha egyszerre szuper- ¶es szubaddit¶³v,
teh¶at, ha tetsz}oleges olyan A; B 2 P(N)-re, hogy A \ B = ;, v(A [ B) =
v(A) + v(B).

A szuperaddit¶³v kooperat¶³v j¶at¶ekokban sz¶amolhatunk a nagykoal¶³ci¶o (N)
megalakul¶as¶aval, hiszen az Äosszes j¶at¶ekos Äosszefog¶asa olyan hasznoss¶agi szin-
tet tud biztos¶³tani a j¶at¶ekosoknak, amit m¶as ,,r¶eszÄosszefog¶asokkal" felÄulm¶ulni
nem lehet. A szubaddit¶³v j¶at¶ekok eset¶en azonban (kiv¶eve az addit¶³v esetet)
nem v¶arhat¶o a nagykoal¶³ci¶o megalakul¶asa, ezek a kooperat¶³v j¶at¶ekok bizonyos
¶ertelemben patologikusak.

5. de¯n¶³ci¶o. A v 2 GN kooperat¶³v j¶at¶ek l¶enyeges, ha v(N) >
P

i2N

v(fig).
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A l¶enyegess¶eg eset¶eben az elv¶ar¶as az, hogy a nagykoal¶³ci¶o ¶altal el¶erhet}o
hasznoss¶agi szint haladja meg a j¶at¶ekosok ¶altal egy¶enileg el¶erhet}o hasznoss¶a-
gok Äosszeg¶et. A l¶enyeges elnevez¶esre a magyar¶azat abban rejlik, hogy a nem
l¶enyeges j¶at¶ekok eset¶en v¶egk¶epp nem sz¶amolhatunk a nagykoal¶³ci¶o megala-
kul¶as¶aval.

6. megjegyz¶es. Nagyon sok egyens¶ulyfogalom csak l¶enyeges j¶at¶ekok eset¶en
b¶³r jelent¶essel. ¶Igy pl. a mag, kernel, alkuhalmaz, stabil halmaz, nukleolusz
csak l¶enyeges j¶at¶ekok eset¶en tartalmas fogalom (lsd. pl. [4, 5, 11]).

Ebben a cikkben a Shapley-¶ert¶eket (Shapley [14]) haszn¶aljuk.

7. de¯n¶³ci¶o. Legyen v 2 GN kooperat¶³v j¶at¶ek, ¶es legyen v0
i(S) = v(S[fig)¡

v(S), ahol i 2 N , S 2 P(N). Legyen tov¶abb¶a tetsz}oleges i 2 N eset¶en

f i
Sh(S) =

( jSj!(jN j ¡ jSj ¡ 1)!

jN j! ; ha i =2 S

0 kÄulÄonben

eloszl¶as P(N)-en2. Ekkor Ái(v), az i j¶at¶ekos Shapley-¶ert¶eke a kÄovetkez}o:

Ái(v) =
X

S2P(N)

v0
i(S) f i

Sh(S) : (1)

A Shapley-¶ert¶ek mÄog¶e egy j¶ol megfoghat¶o intu¶³ci¶o helyezhet}o. A v0
i(S)

az az ¶ert¶ek, ami az i j¶at¶ekos ceteris paribus hozz¶aj¶arul¶asa az S koal¶³ci¶ohoz.
Teh¶at, ha az i j¶at¶ekos nem tagja az S koal¶³ci¶onak, akkor az }o bel¶ep¶ese az S
koal¶³ci¶oba v0

i(S) ,,tÄobbletet" hoz, ha pedig az i j¶at¶ekos tagja az S koal¶³ci¶onak,
akkor v0

i(S) = 0. TegyÄuk fel, hogy a koal¶³ci¶ok az egyes j¶at¶ekosok v¶eletlenszer}u
sorrendj¶eb}ol alakulnak ki (pl. ¶erkez¶esi sorrend), teh¶at minden azonos elem-
sz¶am¶u koal¶³ci¶o bekÄovetkez¶es¶enek azonos a val¶osz¶³n}us¶ege. Legyen S egy tet-
sz}oleges koal¶³ci¶o, ekkor ha i =2 S, akkor az S koal¶³ci¶o jSj!(jN j ¡ jSj ¡ 1)!=jN j!
val¶osz¶³n}us¶eggel alakul meg, ¶³gy az i j¶at¶ekos hozz¶aj¶arul¶asa ezen a koal¶³ci¶on
keresztÄul v¶arhat¶oan v0

i(S)jSj!(jN j ¡ jSj ¡ 1)!=jN j! = v0
i(S)fi

Sh(S), teh¶at Ái(v)
nem m¶as, mint v0

i, fi
Sh-ra vonatkoz¶o v¶arhat¶o ¶ert¶eke.

A kÄovetkez}o p¶eld¶aban a fent ismertetett Shapley-¶ert¶eket ¶es a hozz¶a kap-
csolhat¶o intu¶³ci¶ot mutatjuk be.

8. p¶elda. Legyen N = f1; 2; 3g, ¶es legyen v a kÄovetkez}o:

v(f1g) = 1 ; v(f2g) = 0 ; v(f3g) = 2 ;

v(f1; 2g) = 2 ; v(f1; 3g) = 2 ; v(f2; 3g) = 3 ;

v(f1; 2; 3g) = 5 :

¶Erkez¶esi sorrendek:
1 1 2 2 3 3
2 3 1 3 1 2
3 2 3 1 2 1

2Teh¶at
P

S2P(N)
f iSh(S) = 1.
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Hat¶arhozz¶aj¶arul¶asok (j¶at¶ekosonk¶ent):

1 1 2 2 0 2
1 3 0 0 3 1
3 1 3 3 2 2

A Shapley-¶ert¶ekek:

Á1(v) =
1

6

¡
1 + 1 + 2 + 2 + 0 + 2

¢
=

8

6

Á2(v) =
1

6

¡
1 + 3 + 0 + 0 + 3 + 1

¢
=

8

6

Á3(v) =
1

6

¡
3 + 1 + 3 + 3 + 2 + 2

¢
=

14

6

Fontos l¶atni, hogy a Shapley-¶ert¶ek azonos val¶osz¶³n}us¶eggel, s¶ullyal kezeli az
egyes j¶at¶ekosokat (f i

Sh-k). Ez az ,,egyenl}o" kezel¶es a Shapley-¶ert¶ek normat¶³v
tulajdons¶aga. Term¶eszetesen haszn¶alhatunk m¶as s¶ulyrendszert is, ekkor kap-
juk a Shapley-¶ert¶ek egy ¶altal¶anos¶³t¶as¶at, az aszimmetrikus Shapley-¶ert¶eket
(lsd. pl. Shapley [15]).

9. megjegyz¶es. Vil¶agos, hogy Á egy line¶aris lek¶epez¶es, ¶³gy annak konkr¶et
form¶aja fÄugg mind az ¶ertelmez¶esi tartom¶any, mind az ¶ert¶ekk¶eszlet vektorterek
b¶azis¶at¶ol. Az ¶ertelmez¶esi tartom¶any b¶azis¶at m¶ar rÄogz¶³tettÄuk, ¶³gy tov¶abbiak-
ban rÄogz¶³tjÄuk az ¶ert¶ekk¶eszlet egy b¶azis¶at is. Ekkor Á j¶olde¯ni¶alt.

A kÄovetkez}okben tiszt¶azzuk, hogy milyen tulajdons¶agokkal rendelkezik a
Shapley-¶ert¶ek, illetve, milyen tulajdons¶agok megl¶et¶evel egyen¶ert¶ek}u a Shap-
ley-¶ert¶ek. Ez ut¶obbi k¶erd¶es a Shapley-¶ert¶ek axiomatiz¶al¶asa, ¶es ehhez van
szÄuks¶eg a kÄovetkez}o fogalmakra, eredm¶enyekre.

10. de¯n¶³ci¶o. Legyen v 2 GN tetsz}olegesen rÄogz¶³tett, ¶es legyen i; j 2 N .
Ekkor az i ¶es j j¶at¶ekosok ekvivalensek (i » j), ha minden olyan S 2 P(N)-re,
hogy i; j =2 S, v0

i(S) = v0
j(S).

A fenti de¯n¶³ci¶o szerint k¶et j¶at¶ekos ekvivalens, ha felcser¶elhet}oek, teh¶at, ha
egy olyan koal¶³ci¶ot vizsg¶alunk, amiben egyik}ojÄuk sincs benne, akkor mindegy,
hogy melyik csatlakozik az adott koal¶³ci¶ohoz, mind a ketten ugyan annyi
,,tÄobbletet" hoznak. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy » ekvivalencia rel¶aci¶o.

11. de¯n¶³ci¶o. A v 2 GN kooperat¶³v j¶at¶ek alapj¶at¶ek, ha i; j =2 NP (v)-b}ol
kÄovetkezik, hogy i » j, ahol NP (v) = fi 2 N j v0

i = 0g, a v j¶at¶ek nulla-
j¶at¶ekosainak halmaza.

Egy kooperat¶³v j¶at¶ek akkor alapj¶at¶ek, ha a nullaj¶at¶ekosokon k¶³vÄul csak
egyf¶ele j¶at¶ekosa van. Az alapj¶at¶ek fogalom haszn¶alhat¶os¶aga nem derÄul ki
igaz¶an a kÄovetkez}okben t¶argyal¶asra kerÄul}o probl¶em¶akn¶al, de m¶as, itt nem
t¶argyalt axiomatiz¶al¶asi koncepci¶okn¶al kulcsszerepe van.

12. kÄovetkezm¶eny. Ha v 2 GN alapj¶at¶ek, akkor tetsz}oleges ® 2 IR eset¶en
®v is alapj¶at¶ek.
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Bizony¶³t¶as. A 11. de¯n¶³ci¶o kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye. 2

Egy alapj¶at¶ek tetsz}oleges skal¶arszorosa is alapj¶at¶ek. Magyar¶an sz¶olva, az
alapj¶at¶ekokat szabadon lehet ,,ny¶ujtani", ,,zsugor¶³tani", att¶ol m¶eg alapj¶at¶e-
kok maradnak.

Vil¶agos, hogy meglehet}osen sok fajta alapj¶at¶ek van. Ennek megmu-
tat¶as¶ara n¶ezzÄuk a kÄovetkez}o, [12]-b}ol val¶o ¶all¶³t¶ast.

13. ¶all¶³t¶as. Legyen v 2 GN tetsz}olegesen rÄogz¶³tett kooperat¶³v j¶at¶ek. Ekkor

9vi; . . . ; vk 2 GN alapj¶at¶ekok, hogy v =
kP

i=1

vk.

Bizony¶³t¶as. El¶eg azt megmutatni, hogy van 2n ¡ 1 line¶arisan fÄuggetlen
alapj¶at¶ek. Legyen

uT (S) =

½
1; ha T µ S
0 kÄulÄonben,

ahol S;T 2 P(N), T 6= ; tetsz}olegesen rÄogz¶³tett. Az uT j¶at¶ekot a T
koal¶³ci¶ohoz tartoz¶o egyet¶ert¶esi j¶at¶eknak3 nevezzÄuk. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy
az egyet¶ert¶esi j¶at¶ekok alapj¶at¶ekok.

A kÄovetkez}o l¶ep¶es annak megmutat¶asa, hogy fuT gT 6=; line¶arisan fÄuggetlen
vektorrendszer. Indirekt tegyÄuk fel, hogy 0 =

P
T2P(N)n; ®T uT ¶es fT j ®T 6=

0g 6= ;. Legyen T ¤ a fT j ®T 6= 0g halmaz egy minim¶alis eleme. Ekkor
azonban µ X

T2P(N)n;
®T uT

¶
(T ¤) = ®T ¤ 6= 0 ;

ami ellentmond¶as. 2

A 13. ¶all¶³t¶as azt mondja, hogy GN -nek van alapj¶at¶ekokb¶ol ¶all¶o b¶azisa,
amely ¶all¶³t¶ast egy konkr¶et b¶azis megad¶as¶aval bizony¶³tottunk. GN alapj¶at¶e-
kokb¶ol ¶all¶o b¶azisainak a jellemz¶ese, kategoriz¶al¶asa nyitott k¶erd¶es. A kÄovet-
kez}okben kiderÄul, hogy egy ilyen karakteriz¶aci¶o sokkal kerekebb¶e tenn¶e a
Shapley-¶ert¶ek axiomatiz¶al¶as¶anak t¶argyal¶as¶at.

3 Potenci¶al fÄuggv¶eny

A Shapley-¶ert¶ek Hart ¶es Mas-Colell [9] szerz}okt}ol sz¶armaz¶o jellemz¶es¶evel
foglalkozunk a kÄovetkez}okben. A t¶argyal¶as sor¶an [12]-re t¶amaszkodunk.

14. de¯n¶³ci¶o. Legyen v 2 GN tetsz}oleges kooperat¶³v j¶at¶ek, ¶es legyen T µ N .
Ekkor a v j¶at¶ek T -hez tartoz¶o vT r¶eszj¶at¶eka a kÄovetkez}o: vT (S) = v(S),
minden S µ T -re. L¶athat¶o, hogy vT 2 GT .

Teh¶at a v j¶at¶ek r¶eszj¶at¶ek¶at ¶ugy kapjuk, hogy egyszer}uen kihagyunk j¶a-
t¶ekosokat. Azok a koal¶³ci¶ok, ahol kihagyott j¶at¶ekosok szerepeltek, azok a
r¶eszj¶at¶ekban m¶ar nem lesznek, teh¶at ott a r¶eszj¶at¶ekot nem is kell de¯ni¶alni.

3Az elnevez¶es nagyon tal¶al¶o, hiszen a j¶at¶ek ¶ert¶eke pontosan akkor 1, ha a T koal¶³ci¶o
tagjai ,,egyet¶ertenek".
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15. de¯n¶³ci¶o. Legyen ¡N = [TµNGT , P : A ! IR fÄuggv¶eny, ahol A µ ¡N ,
¶es legyen tetsz}oleges olyan v 2 GT µ A j¶at¶ekra, hogy T 6= ;, ¶es jT j > 1-re
vTnfig 2 A,

P 0
i (v) =

½
P (v); ha jT j = 1
P (v) ¡ P (vT nfig) kÄulÄonben

Ekkor, ha tetsz}oleges olyan v 2 GT µ ¡N -re, hogy T 6= ; ¶es vTnfig 2 A
minden i 2 T -re, fenn¶all, hogy

X

i2T

P 0
i (v) = v(T ) ; (2)

akkor P -t az A halmazon ¶ertelmezett potenci¶alnak nevezzÄuk.

A potenci¶al teh¶at olyan fÄuggv¶eny, amely a kooperat¶³v j¶at¶ekok olyan r¶esz-
oszt¶aly¶an ¶ertelmezett, ahol nem rÄogz¶³tett a j¶at¶ekosok sz¶ama. Ebb}ol kÄovet-
kez}oleg, a potenci¶al alkalmas kÄulÄonbÄoz}o j¶at¶ekossz¶am¶u j¶at¶ekok Äosszehasonl¶³-
t¶as¶ara is. (2) szerint, tetsz}oleges j¶at¶ekban a nagykoal¶³ci¶o ¶ert¶eke megegyezik
az egyes j¶at¶ekosok potenci¶alra gyakorolt hat¶asainak Äosszeg¶evel. Teh¶at azt
mondhatjuk, hogy egy j¶at¶ekban a nagykoal¶³ci¶o ¶ert¶ek¶et az egyes j¶at¶ekosok
elhagy¶as¶aval kapott j¶at¶ekok ¯gyelembev¶etel¶evel kalkul¶aljuk.

Ehhez szÄuks¶eges a kÄovetkez}o fogalom.

16. de¯n¶³ci¶o. Az A µ ¡N j¶at¶ekoszt¶aly r¶eszj¶at¶ek-z¶art, ha tetsz}oleges v 2 ¡N

tetsz}oleges vT , T µ N, jT j > 1 r¶eszj¶at¶eka benne van A-ban.

A (2) egyenl}os¶egb}ol l¶athat¶o, hogy a potenci¶al fogalma akkor nem sem-
mitmond¶o, ha tetsz}oleges j¶at¶ek tetsz}oleges r¶eszj¶at¶eka is benne van a vizsg¶alt
r¶eszoszt¶alyban. Ellenkez}o esetben a potenci¶al nem egy¶ertelm}u, ¶³gy nem
j¶olde¯ni¶alt.

A kÄovetkez}o t¶etel, amely [12]-b}ol val¶o, a Shapley-¶ert¶ek Hart ¶es Mas-Colell{
f¶ele axiomatiz¶aci¶oja.

17. t¶etel. Legyen A µ ¡N r¶eszj¶at¶ek-z¶art j¶at¶ekoszt¶aly. Ekkor az A-n ¶ertel-
mezett fÄuggv¶eny pontosan akkor potenci¶al, ha tetsz}oleges v 2 GT µ A-ra ¶es
tetsz}oleges i 2 T -re P 0

i (v) = Ái(v).

Bizony¶³t¶as. El}oszÄor megmutatjuk, hogy van A-n potenci¶al, s}ot csak egyet-
len egy van. Vil¶agos, hogy ha A r¶eszj¶at¶ek-z¶art, akkor P 0

i (v) l¶etezik minden
v 2 A eset¶en. jT j-n val¶o indukci¶oval bizony¶³tunk. Legyen v 2 GT µ A, hogy
jT j = 1. Ekkor legyen P (v) = v(T ).

TegyÄuk fel, hogy a GT µ A, jT j = k < n halmazbeli j¶at¶ekokra P
j¶olde¯ni¶alt (teh¶at egy¶ertelm}uen de¯ni¶alt), ¶es legyen v 2 GS µ A olyan, hogy
jSj = k + 1, ¶es

P (v) =
v(S) +

P
i2S P (vSnfig)

jSj :
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Ekkor X

i2S

(P (v) ¡ P (vSnfig)) = jSjP (v) ¡
X

i2S

P (vSnfig) =

= v(S) +
X

i2S

P (vSnfig) ¡
X

i2S

P (vSnfig) = v(S) ;

teh¶at P megfelel (2)-nek, s}ot csak P felel meg.
A kÄovetkez}o l¶ep¶esben konkr¶etan megadjuk P -t. Legyen v 2 GT µ A

tetsz}olegesen rÄogz¶³tett, fvSgS 6=;, GT egy alapj¶at¶ekokb¶ol ¶all¶o b¶azisa (a 13. ¶al-
l¶³t¶as miatt ilyen b¶azis l¶etezik), ahol T n S = NP (vS), ¶es v =

P
S 6=; ®SvS .

Legyen tov¶abb¶a

P ¤(v) =
X

S 6=;

®SvS(T )

jSj :

Legyen most v 2 GS µ ¡N olyan, hogy jT j = 1. Ekkor P¤(v) = v(T ), teh¶at
ha jT j = 1, akkor P¤ = P .

Legyen v 2 GT µ A tetsz}olegesen rÄogz¶³tett, ahol jT j > 1. Legyen tov¶abb¶a
i 2 T szint¶en tetsz}olegesen rÄogz¶³tett, ekkor

P¤(vTnfig) =
X

i=2S; S 6=;

®SvS(T )

jSj ;

¶³gy

P ¤0
i (v) =

X

S 6=;

®SvS(T )

jSj ¡
X

i=2S; S 6=;

®SvS(T )

jSj =
X

i2S

®SvS(T )

jSj : (3)

Ekkor X

i2T

P ¤0
i (v) =

X

i2T

X

i2S

®SvS(T )

jSj =
X

S 6=;
®SvS(T ) = v(T ) :

Teh¶at P ¤ potenci¶al, magyar¶an sz¶olva P¤ = P .
A kÄovetkez}o l¶ep¶es annak megmutat¶asa, hogy tetsz}oleges i 2 T -re P 0

i (v) =
Ái(v). Legyen vS 2 GN tetsz}olegesen rÄogz¶³tett fent haszn¶alt alapj¶at¶ek. Ekkor
a Shapley-¶ert¶ek, ¶es az alapj¶at¶ek fogalmak de¯n¶³ci¶oib¶ol (7. ¶es 11. de¯n¶³ci¶ok)
kÄovetkezik, hogy

Ái(vS) =

8
<
:

vS(T )

jSj ; ha i 2 S

0 kÄulÄonben,

¶³gy a (3) egyenl}os¶egb}ol ¶es a Shapley-¶ert¶ek linearit¶as¶ab¶ol kÄovetkezik, hogy
tetsz}oleges i 2 T -re

P 0
i (v) =

X

i2S

®SvS(T )

jSj =
X

i2T

®SÁi(vS) = Ái(v) :

2

A 17. t¶etelb}ol l¶athat¶o, hogy a Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶es potenci¶allal val¶o
jellemz¶es¶enek egyetlen felt¶etele az, hogy a vizsg¶alt j¶at¶ekoszt¶aly r¶eszj¶at¶ek-z¶art
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legyen. Ez sok esetben nagyon k¶ezenfekv}o ¶es kÄonnyen ellen}orizhet}o tulaj-
dons¶ag. Ennek illusztr¶al¶as¶ara n¶ezzÄuk az al¶abbi kÄovetkezm¶enyt.

18. kÄovetkezm¶eny. A P ¤ a(z)

1. ¡N -en
2. szuperaddit¶³v j¶at¶ekok oszt¶aly¶an
3. szubaddit¶³v j¶at¶ekok oszt¶aly¶an
4. monoton j¶at¶ekok oszt¶aly¶an
5. addit¶³v j¶at¶ekok oszt¶aly¶an

¶ertelmezett fÄuggv¶eny pontosan akkor potenci¶al, ha tetsz}oleges v 2 GT µ ¡N -re
¶es tetsz}oleges i 2 T -re P 0

i (v) = Ái(v).

Bizony¶³t¶as. Minden eml¶³tett j¶at¶ekoszt¶aly r¶eszj¶at¶ek-z¶art, ¶³gy alkalmazhat-
juk a 17. t¶etelt. 2

Fontos l¶atni, hogy pl. a l¶enyeges j¶at¶ekok oszt¶alya nem r¶eszj¶at¶ek-z¶art,
teh¶at azon a j¶at¶ekoszt¶alyon a potenci¶al nem karakteriz¶alja a Shapley-f¶ele
¶ert¶ekel¶est.

4 Regresszi¶os j¶at¶ekok

Ebben a szakaszban a line¶aris regresszi¶os4 modellez¶esi probl¶em¶at vizsg¶aljuk.
A c¶elunk olyan m¶odszert adni, amelynek seg¶³ts¶eg¶evel ¶ert¶ekelni tudjuk az egyes
magyar¶az¶o v¶altoz¶okat.

Legyenek ´ a magyar¶azott, ¶es »i, i = 1; . . . ; n a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok. Ab-
sztrakt form¶aban tekintjÄuk a modellez¶esi feladatot, teh¶at nem foglalkozunk
becsl¶esekkel, feltesszÄuk, hogy ismerjÄuk a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat, amikkel
dolgozunk.

19. de¯n¶³ci¶o. Legyen N = f»1; . . . ; »ng a j¶at¶ekosok halmaza, teh¶at N , az n
magyar¶az¶o v¶altoz¶o halmaza.

A tov¶abbiakban feltesszÄuk, hogy N rÄogz¶³tett, amin azt ¶ertjÄuk, hogy n
magyar¶az¶o v¶altoz¶o van a modellben. TekintsÄuk a kÄovetkez}o feladatot (S µ N
tetsz}olegesen rÄogz¶³tett):

var (´) ¡ var (´ ¡
X

i2S

¯i»i) ! max

¯i 2 IR; i 2 S

(4)

20. de¯n¶³ci¶o. Legyen a magyar¶azott (´), ¶es a magyar¶az¶o (»1; . . . ; »n) v¶alto-
z¶ok rÄogz¶³tettek. Tetsz}oleges S 2 P(N)-re v(S) legyen (4) megold¶asa.

Az egyes koal¶³ci¶ok ¶ert¶ek¶et az ¶altaluk el¶ert ,,illeszked¶es" (4) j¶os¶aga adja. Az
¶altalunk haszn¶alt m¶er}osz¶am az RSS-nek feleltethet}o meg (term¶eszetesen nem

4Nem line¶aris regresszi¶os probl¶em¶akra teljesen anal¶og m¶odon megy a fel¶ep¶³t¶es, ¶³gy annak
t¶argyal¶as¶at¶ol itt eltekintÄunk.
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egyezik meg vele). Az alapgondolat a kÄovetkez}o: szok¶asos a statisztikai iroda-
lomban, hogy egy modell illeszked¶es¶en a tÄobbszÄorÄos determin¶aci¶os egyÄuttha-
t¶ot ¶ertik. Ez a mutat¶o azonban egy lenorm¶azott ¶ert¶ek (0 ¶es 1 kÄoz¶e esik), ami
matematikai, j¶at¶ekelm¶eleti szempontb¶ol nem t¶ul szerencs¶es5. Ugyanakkor, az
itt t¶argyalt megkÄozel¶³t¶esben nincsenek mintavektorok (mint¶ak), val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶okkal dolgozunk, ¶es az RSS megfelel}oj¶et keressÄuk6. Mivel a (4) ¶altal
meghat¶arozott j¶at¶ekok csak egy pozit¶³v skal¶ar szorz¶oval t¶ernek el az RSS ¶altal
meghat¶arozott¶ol, ¶es k¶up strukt¶ur¶ank van, ¶³gy az RSS ¶es a (4) megkÄozel¶³t¶esek
ekvivalensnek tekinthet}oek.

Chaven ¶es Sutherland [2], Lipovetsky ¶es Conklin [10] az illeszked¶es m¶e-
r}ojek¶ent a tÄobbszÄorÄos determin¶aci¶os egyÄutthat¶ot haszn¶alta. A (4) m¶er}osz¶am
el}onyek¶ent lehet felhozni (a tÄobbszÄorÄos determin¶aci¶os egyÄutthat¶oval szem-
ben), hogy a tÄobbszÄorÄos determin¶aci¶os egyÄutthat¶o egy lenorm¶azott ¶ert¶ek, ¶³gy
a magyar¶az¶ov¶altoz¶ok abszol¶ut ¶ertelemben nem ¶ert¶ekelhet}oek ¶altala (tÄobb,
kÄulÄonbÄoz}o modellben szerepl}o magyar¶az¶o v¶altoz¶ok Äosszevet¶ese neh¶ezkes).

21. kÄovetkezm¶eny. v kooperat¶³v j¶at¶ek.

Bizony¶³t¶as. Az 1, 19, 20. de¯n¶³ci¶ok kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye. 2

RÄogz¶³tett magyar¶azott ¶es magyar¶az¶o v¶altoz¶ok eset¶en a v kooperat¶³v j¶at¶ek-
ban a kÄulÄonbÄoz}o bevont magyar¶az¶o v¶altoz¶ok ¶altal meghat¶arozott modellek
adj¶ak a j¶at¶ekot. Teh¶at egy j¶at¶ekban tÄobb modell van, minden kooperat¶³v
j¶at¶ekhoz egy j¶ol meghat¶arozott modellcsoport tartozik.

22. de¯n¶³ci¶o. A 19, 20. de¯n¶³ci¶ok ¶altal meghat¶arozott j¶at¶ekokat regresszi¶os
j¶at¶ekoknak nevezzÄuk. A regresszi¶os j¶at¶ekok oszt¶aly¶at GN

R -rel jelÄoljÄuk.

A regresszi¶os j¶at¶ekok teh¶at olyan j¶at¶ekok, amelyek megfeleltethet}oek re-
gresszi¶os feladatoknak.

23. seg¶edt¶etel. A GN
R j¶at¶ekoszt¶aly r¶esze a monoton j¶at¶ekok oszt¶aly¶anak.

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶ast az olvas¶ora b¶³zzuk. 2

A 23. seg¶edt¶etel kÄonnyen interpret¶alhat¶o. Amennyiben egy rÄogz¶³tett mo-
dellbe egy ¶uj magyar¶az¶o v¶altoz¶ot illesztÄunk, akkor az ¶uj modell magyar¶az¶o-
ereje nem lehet kisebb, mint az eredeti modell¶e. Vagy m¶ask¶eppen, egy alt¶er ¶es
egy pont t¶avols¶aga nem n}ohet att¶ol, hogy az alteret egy ¶uj vektorral b}ov¶³tjÄuk.
A kÄovetkez}okben egy p¶eld¶aval illusztr¶aljuk az eddig elmondottakat.

24. p¶elda. Legyen a kovarianciam¶atrix:
0
B@

1 0 1 1
0 1 ¡1 0
1 ¡1 4 2
1 0 2 3

1
CA

5Ez a t¶eny nem derÄul ki az itt t¶argyalt megkÄozel¶³t¶esben, de arr¶ol van sz¶o, hogy a reg-
resszi¶os j¶at¶ekoknak nincs k¶up strukt¶ur¶aja (az A µ IRn halmaz k¶up, ha tetsz}oleges ® 2 IR+
eset¶en ®A µ A), ha a tÄobbszÄorÄos determin¶aci¶os egyÄutthat¶ot haszn¶aljuk az ¶ert¶ekel¶esn¶el,
ami m¶as axiomatiz¶aci¶os elj¶ar¶asokn¶al (Shapley, Young) kifejezetten h¶atr¶anyos.

6Igaz¶ab¶ol, az itt haszn¶alt absztrakt modellben nincs semmi k¶ets¶eg afel}ol, hogy mi legyen
a m¶er}osz¶am, hiszen nem kell becsÄulnÄunk, ismerjÄuk a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat, ¶es egyszer}uen
csak legkÄozelebbi pontokat keresÄunk (pontosabban legkisebb t¶avols¶agokat).
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A kovarianciam¶atrix f}o¶atl¶oj¶aban rendre a magyar¶azott (´), ¶es a magyar¶az¶o
v¶altoz¶ok (»1, »2, »3) varianci¶ai tal¶alhat¶oak. A f}o¶atl¶on k¶³vÄuli elemek a szok¶asos
kovarianci¶ak. A fenti kovarianciam¶atrixb¶ol l¶athat¶o, hogy »1-nek nincs kÄoz-
vetlen hat¶asa ´-ra.

A megfelel}o v regresszi¶os j¶at¶ek:

v(f1g) = 0 ; v(f2g) =
1

4
; v(f3g) =

1

3
;

v(f1; 2g) =
1

3
; v(f1; 3g) =

1

3
; v(f2; 3g) =

3

8
;

v(f1; 2; 3g) =
2

5
:

L¶athat¶o, hogy v olyan monoton j¶at¶ek, amely nem szuperaddit¶³v, nem
szubaddit¶³v, ¶es nem is l¶enyeges. A v regresszi¶os j¶at¶ek Shapley-¶ert¶eke :

µ
16

720
;

121

720
;

151

720

¶
:

Komponensenk¶ent:

Á1(v) =
1

3
0 +

1

6

µ
1

12
+ 0

¶
+

1

3

1

40
=

16

720
;

Á2(v) =
1

3

1

4
+

1

6

µ
1

3
+

1

24

¶
+

1

3

1

15
=

121

720
;

Á3(v) =
1

3

1

3
+

1

6

µ
1

3
+

1

8

¶
+

1

3

1

15
=

151

720
:

VegyÄuk ¶eszre, hogy a 24. p¶eld¶aban »1 ¶es ´ korrel¶alatlanok, ¶am »1 Shapley-
¶ert¶eke nem nulla. Vil¶agos, hogy ha »1 ¶es ´ fÄuggetlenek lenn¶enek, akkor a
Shapley-¶ert¶ek nulla lenne. Teh¶at, a Shapley-¶ert¶ek bizonyos esetekben meg
tudja kÄulÄonbÄoztetni a korrel¶alatlans¶agot ¶es a fÄuggetlens¶eget. Ez a jelens¶eg
le¶³rhat¶o a parci¶alis korrel¶aci¶o fogalm¶aval is, de utalva GrÄompingre [8], ez
ink¶abb elv¶ar¶as, mint ¶uj tulajdons¶ag. Teh¶at nem arr¶ol van sz¶o, hogy a
Shapley-¶ert¶ek ebben a tekintetben ¶ujat hoz, hanem arr¶ol, hogy teljes¶³ti az
ebben a jelens¶egben megtestesÄul}o elv¶ar¶asokat.

25. kÄovetkezm¶eny. A regresszi¶os j¶at¶ekok oszt¶alya nem r¶esze sem a szuper-,
sem a szubaddit¶³v, sem a l¶enyeges j¶at¶ekok oszt¶aly¶anak.

Bizony¶³t¶as. Lsd. a 24. p¶eld¶at. 2

Egyetlen dolgot tudunk mondani.

26. seg¶edt¶etel. Ha a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok korrel¶alatlanok (corr i;j = 0,
8i; j 2 N-re), akkor a gener¶alt regresszi¶os j¶at¶ek addit¶³v.

Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶ast az olvas¶ora b¶³zzuk. 2

A 26. seg¶edt¶etel nem megford¶³that¶o. KÄonnyen konstru¶alhat¶o olyan p¶elda,
ahol az adott magyar¶az¶o v¶altoz¶ok korrel¶altak, a gener¶alt j¶at¶ek m¶egis addit¶³v.
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M¶as oldalr¶ol, min¶el er}osebben korrel¶alt k¶et magyar¶az¶o v¶altoz¶o, ann¶al jobban
hasonl¶³t a Shapley-¶ert¶ekÄuk egym¶asra. Teh¶at, ha k¶et magyar¶az¶o v¶altoz¶o tel-
jesen korrel¶alt, akkor a Shapley-¶ert¶ekÄuk megegyezik. Ugyanakkor, kÄonnyen
megadhat¶o olyan p¶elda, ahol k¶et magyar¶az¶o v¶altoz¶o korrel¶alatlan, a Shapley-
¶ert¶ekÄuk m¶egis megegyezik. A fentiekb}ol is kit}unik, hogy a kovarianciam¶atrix-
ra (regresszi¶os feladatra) vonatkoz¶o fogalmak nem karakteriz¶alj¶ak a gener¶alt
j¶at¶ekot. Teh¶at, (¶altal¶aban) kÄozvetlen, a kovarianciam¶atrixra ¶epÄul}o Shapley-
f¶ele ¶ert¶ekel¶esre nem l¶atunk es¶elyt.

A 25. kÄovetkezm¶eny ¶es a 6. megjegyz¶es azt mutatja, hogy a regresszi¶os
j¶at¶ekok oszt¶aly¶an mi¶ert a Shapley-¶ert¶ekkel pr¶ob¶aljuk a magyar¶az¶o v¶altoz¶okat
¶ert¶ekelni. Term¶eszetesen vannak a Shapley-¶ert¶eken k¶³vÄul m¶eg olyan megol-
d¶askoncepci¶ok, amelyek nem l¶enyeges j¶at¶ekok eset¶en is tartalommal b¶³rnak,
de ,,els}o kÄorÄos", a ,,legn¶epszer}ubb" megold¶as koncepci¶ok kÄozÄul a Shapley-
¶ert¶ek az egyetlen, amely ezzel a tulajdons¶aggal b¶³r.

27. t¶etel. P , a ¡N
R j¶at¶ekoszt¶alyon ¶ertelmezett fÄuggv¶eny pontosan akkor po-

tenci¶al, ha P 0
i = ÁS

i , minden i 2 N-re.

Bizony¶³t¶as. A 17. t¶etel alkalmazhat¶os¶ag¶ahoz, csak azt kell l¶atnunk, hogy
tetsz}oleges v 2 GT

R µ ¡N
R , jT j > 1 regresszi¶os j¶at¶ek, tetsz}oleges i 2 T j¶at¶ekos

elhagy¶as¶aval kapott r¶eszj¶at¶eka regresszi¶os j¶at¶ek. Ezt ¶ugy ¶ertelmezhetjÄuk,
hogy egy tetsz}oleges regresszi¶os modellb}ol, annak tetsz}oleges magyar¶az¶o v¶al-
toz¶oj¶at elhagyva regresszi¶os modellt kapunk, ami eg¶eszen nyilv¶anval¶o. 2

A potenci¶al fogalma (7. de¯n¶³ci¶o) j¶ol interpret¶alhat¶o a regresszi¶os j¶at¶ekok
eset¶eben7. TegyÄuk fel, hogy adott egy regresszi¶os modell. Ekkor az illesz-
ked¶ese, ¶ert¶eke ennek a modellnek az Äosszes magyar¶az¶o v¶altoz¶o bevon¶as¶aval
el¶erhet}o illeszked¶es. Hogyan osszuk sz¶et, ezt ez ¶ert¶eket az egyes magyar¶az¶o
v¶altoz¶ok kÄozÄott, m¶as szavakkal, hogyan ¶ert¶ekeljÄuk ezeket a val¶osz¶³n}us¶egi v¶al-
toz¶okat?

A potenci¶al azt mondja, hogy adott magyar¶az¶o v¶altoz¶ok ¶ert¶eke az }o el-
hagy¶as¶aval kapott modell illeszked¶ese (¶ert¶eke) ¶es az adott modellÄunk ¶ert¶ek¶e-
nek kÄulÄonbs¶ege legyen. Teh¶at egy magyar¶az¶o v¶altoz¶o ¶erjen annyit, amennyi
a ceteris paribus hozz¶aj¶arul¶asa az adott modell ¶ert¶ek¶ehez. Az az elv¶ar¶as
pedig, hogy egy modell ¶ert¶eke a bel}ole egy magyar¶az¶o v¶altoz¶o elhagy¶as¶aval
kapott modellek ¶es a teljes modell ¶ert¶ekkÄulÄonbs¶egeinek Äosszege legyen, igen
term¶eszetes.

A Shapley-¶ert¶eknek a regresszi¶os j¶at¶ekok eset¶en, a 7. de¯n¶³ci¶o t¶argyal¶askor
adott interpret¶aci¶ot¶ol elt¶er}o magyar¶azatot is lehet adni. Szok¶asos a statisz-
tikai, Äokonometriai feladatokn¶al az optim¶alis modell kiv¶alaszt¶as¶ahoz, teh¶at
a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok ¶ert¶ekel¶es¶ehez az ¶u.n. stepwise m¶odszereket haszn¶alni.
Ezek alapvet}oen vagy egyre b}ovebb, vagy egyre sz}ukebb magyar¶az¶o v¶altoz¶o
halmazzal rendelkez}o modellek Äosszevet¶es¶evel m¶erik meg az utols¶onak bevett,
vagy elhagyott magyar¶az¶o v¶altoz¶o fontoss¶ag¶at (¶ert¶ek¶et).

7Itt jegyezzÄuk meg, hogy a potenci¶al fogalma hasonl¶³t ugyan a parci¶alis determin¶aci¶os
egyÄutthat¶o statisztikai fogalomhoz, de mind elm¶eleti, mind gyakorlati szemszÄogb}ol vizsg¶al-
va kÄulÄonbÄozik att¶ol.
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A Shapley-¶ert¶ek ezzel szemben az Äosszes lehets¶eges modellt, teh¶at az
Äosszes lehets¶eges egyre b}ovÄul}o, vagy egyre sz}ukÄul}o modellsorozatot elemzi, ¶es
az egyes magyar¶az¶o v¶altoz¶ok hat¶asainak azonos s¶ullyal vett Äosszeg¶et rendeli
az adott magyar¶az¶o v¶altoz¶ohoz. Teh¶at a Shapley-¶ert¶ek ¶ugy interpret¶alhat¶o,
mintha megvizsg¶altuk volna a modell Äosszes lehets¶eges fel¶ep¶³t¶es¶et, ¶es csak
ez ut¶an ¶ert¶ekeljÄuk az egyes magyar¶az¶o v¶altoz¶okat. Ebben az ¶ertelemben
a Shapley-¶ert¶ek nagyon hasonl¶³t a stepwise m¶odszerekhez, a kÄulÄonbs¶eg az,
hogy m¶³g a stepwise m¶odszerek lok¶alisak (egy l¶ancszemhez kÄotÄottek), addig
a Shapley-¶ert¶ek glob¶alis (az Äosszes l¶anc, Äosszes l¶ancszem¶ehez kÄot}odik).

M¶as oldalr¶ol, ahogy a 7. de¯n¶³ci¶o ut¶an m¶ar eml¶³tettÄuk, a Shapley-¶ert¶ek
tulajdonk¶eppen egy v¶arhat¶o ¶ert¶ek. Ebben az ¶ertelemben teh¶at, a Shapley-f¶ele
¶ert¶ekel¶es azt mondja, hogy az adott magyar¶az¶o v¶altoz¶o v¶arhat¶oan mennyivel
j¶arul hozz¶a az adott modell magyar¶az¶oerej¶ehez (illeszked¶es).

Ezek ut¶an, a potenci¶al azt mondja, hogy a Shapley-¶ert¶ek fent ismertetett
tulajdons¶ag¶u ¶ert¶ekel¶ese megkaphat¶o ¶ugy, mint az egyes magyar¶az¶o v¶altoz¶ok
ceteris paribus hozz¶aj¶arul¶asa az adott modell ¶ert¶ek¶ehez.

Egy tulajdons¶agra van m¶eg szÄuks¶egÄunk. A Shapley-¶ert¶ek potenci¶alfÄugg-
v¶ennyel val¶o jellemz¶es¶ehez a regresszi¶os j¶at¶ekok oszt¶aly¶anak r¶eszj¶at¶ek-z¶arts¶a-
ga kell. A j¶at¶ekos (magyar¶az¶o v¶altoz¶o) elhagyhat¶os¶aga meglehet}osen k¶ezen-
fekv}o tulajdons¶ag. Ha egy regresszi¶os modellb}ol kiveszÄunk egy magyar¶az¶o
v¶altoz¶ot, term¶eszetszer}uleg egy regresszi¶os modellt kapunk, s}ot mag¶anak a
regresszi¶os j¶at¶eknak fogalma is erre a tulajdons¶agra ¶epÄul.

Az el}oz}oekb}ol kÄovetkez}oleg, a Shapley-¶ert¶ek Hart ¶es Mas-Colell{f¶ele axio-
matiz¶al¶asa nagyon term¶eszetes, ¶³gy a Shapley-¶ert¶ek haszn¶alata magyar¶az¶o
v¶altoz¶ok ¶ert¶ekel¶es¶ere igen k¶ezenfekv}o ¶es v¶edhet}o.

5 Alkalmaz¶as

A kÄovetkez}okben (gyakorlati) p¶eld¶akon mutatjuk be az el}oz}oekben ismertetett
v¶altoz¶o¶ert¶ekel¶esi m¶odszert. Alkalmaz¶asok eset¶en nem val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o-
kat kapunk, hanem csak mint¶akat, ¶³gy a Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶est is ,,csak"
becsÄuljÄuk a konkr¶et modellcsoport eset¶en. Amennyiben a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok
param¶etereinek becsl¶ese torz¶³tatlan, annyiban maga a regresszi¶os j¶at¶ek is
torz¶³tatlanul becsÄult, ¶³gy a Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶es is torz¶³tatlanul becsÄult. A
becsl¶esek egy¶eb tulajdons¶agait nem t¶argyaljuk.

A 2. szakaszban nem a regresszi¶os n¶egyzetÄosszeget, hanem annak egy
pozit¶³v sz¶amszoros¶at haszn¶altuk. A tov¶abbiakban azonban az RSS-t fogjuk
haszn¶alni. Tekintettel azonban az el}oz}oekben mondottakra, minden elm¶eleti
eredm¶enyÄunk ¶erv¶enyben marad.

A kÄovetkez}okben ismertet¶esre kerÄul}o m¶odszerek csak egy lehets¶eges alkal-
maz¶asai a Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶esnek, a c¶el csak az illusztr¶al¶as, nem tÄobb. Az
el}oz}o szakaszban le¶³rt eredm¶enyek m¶ask¶eppen is haszn¶alhat¶oak magyar¶az¶o
v¶altoz¶ok ¶ert¶ekel¶es¶ere, fontos tov¶abb¶a, hogy maguk a javasolt m¶odszerek nem
kÄovetelnek meg kÄulÄonÄosebb j¶at¶ekelm¶eleti ismereteket.

Az els}o p¶elda egy a gretl [7] programmal egyÄutt letÄolthet}o, Ramanathan
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[13] kÄonyvhÄoz tartoz¶o id}osor. Az id}osor 1959 ¶es 1989 kÄozÄott az USA-beli Ore-
gon ¶allam puhafa kitermel¶es¶et t¶argyalja. A magyar¶azni k¶³v¶ant v¶altoz¶o a teljes
puhafa kitermel¶es az adott ¶evben milli¶ard board feet-ben8 y. ÄOt magyar¶az¶o
v¶altoz¶onk van: a puhafa export (USA-n k¶³vÄulre sz¶all¶³tott fa) az adott ¶evben
milli¶o board feet-ben x1, a megkezdett lak¶as¶ep¶³t¶esek sz¶ama az USA-ban az
adott ¶evben milli¶o darab x2, a pap¶³r- ¶es faipari term¶ekek termel¶esi indexe az
adott ¶evben x3, a rÄonkfa ¶arak az ¶eszak-nyugat{csendes-¶oce¶ani partvid¶eken
az adott ¶evben $/1000 board feet x4, a termel}oi ¶arindex (Äosszes term¶ekre) az
adott ¶evben x5 (az adatok le¶³r¶asa megtal¶alhat¶o az adatf¶ajlban).

A feladat elemz¶ese sor¶an tengelymetszet alkalmaz¶asa l¶atszik szÄuks¶egesnek,
teh¶at a konstans minden modellben szerepel. A modellek param¶eterbecsl¶es¶et
a hagyom¶anyos legkisebb n¶egyzetek (a tov¶abbiakban OLS) becsl¶essel v¶egeztÄuk.
Autokorrel¶aci¶o, heteroszkedaszticit¶as eset¶en az OLS becsl¶essel kapott para-
m¶eterek nem felt¶etlenÄul a legkedvez}obbek (a becsl¶es hat¶asoss¶aga veszhet el).
Ebben a konkr¶et p¶eld¶aban nem foglalkozunk ezzel a probl¶em¶aval, hiszen
a c¶el a m¶odszer bemutat¶asa, m}ukÄod¶es¶enek illusztr¶al¶asa. ¶Altal¶aban azon-
ban az egyes becsl¶esi elj¶ar¶asok szabadon haszn¶alhat¶oak az egyes modellek-
ben, teh¶at elk¶epzelhet}o pl., hogy a modellcsoport egyik elem¶eben OLS-t,
a m¶asikban GLS-t (¶altal¶anos¶³tott legkisebb n¶egyzetek m¶odszere) stb., vagy
esetleg ismert eloszl¶asok eset¶en maximum likelihood becsl¶est haszn¶alunk.
Mivel itt a mint¶akb¶ol az igazi modellparam¶etereket csak becsÄulni tudjuk, ¶³gy
a 4. szakaszban le¶³rtaknak megfelel}oen, a megfelel}o modellek magyar¶az¶oerej¶et
becsÄuljÄuk meg.

A Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶es:

(5:3326; 5:2641; 7:2784; 1:0128; 5:7077) ; (5)

teh¶at a v¶altoz¶ok fontoss¶agi sorrendben: x3, x5, x1, x2, x4. Azt is meg¶alla-
p¶³thatjuk, hogy pl. x3 kÄozel nyolcszor olyan fontos, mint x4.

Ha k¶et magyar¶az¶o v¶altoz¶o er}osen korrel¶alt, akkor a Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶esÄuk
kÄozel esik egym¶ashoz. TekintsÄuk meg ez¶ert a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok korrel¶aci¶os-
m¶atrix¶at:

0
BBB@

1:0000 0:2015 0:9413 0:6833 0:8492
0:2015 1:0000 0:2011 ¡0:0428 ¡0:0110
0:9413 0:2011 1:0000 0:6779 0:9154
0:6833 ¡0:0428 0:6779 1:0000 0:6842
0:8492 ¡0:0110 0:9154 0:6842 1:0000

1
CCCA : (6)

L¶athat¶o, hogy az x1, x3, x5 v¶altoz¶ok er}osen korrel¶alnak egym¶assal, teh¶at
mindh¶arom egyÄuttes szerepeltet¶ese nem felt¶etlenÄul indokolt. Az x2 v¶altoz¶o
azonban alig korrel¶al a tÄobbi magyar¶az¶o v¶altoz¶oval, ¶³gy annak fontoss¶aga
fel¶ert¶ekel}odik.

TekintsÄuk azt a lesz}uk¶³tett regresszi¶os j¶at¶ekot, ahol csak az x1, x2, ¶es x4

magyar¶az¶o v¶altoz¶ok a j¶at¶ekosok, ¶es az egyes modellek ¶ert¶ekeit ¶ugy sz¶amoljuk,
hogy az x3, x5 v¶altoz¶ok mindig szerepelnek a regresszi¶oban. Tulajdonk¶eppen

81 board feet = kb. 3,744 cm3.
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h¶arom magyar¶az¶o v¶altoz¶os modellcsoportot elemezÄunk, melyet felt¶eteles (x3,
x5 v¶altoz¶ok minden regresszi¶oban szerepelnek) ¶ert¶ekel¶esnek nevezhetÄunk.

A kapott Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶es (az ¶ert¶ekek Äosszege: az Äosszes magyar¶az¶o
v¶altoz¶ok egyÄuttes magyar¶az¶oerej¶eb}ol levonva a felt¶etelÄul szabott k¶et magyar¶a-
z¶o v¶altoz¶o x3, x5 ¶altal egyÄuttesen el¶ert magyar¶az¶oer}ot, RSSN ¡RSSfx3;x5g):

(0:3429; 0:6652; 0:6724) : (7)

Megv¶altozott a meghagyott v¶altoz¶ok er}osorrendje: itt x4 a leger}osebb, m¶³g
az eredeti Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶esben a leggyeng¶ebb volt. M¶asr¶eszt l¶athat¶o,
hogy ez a h¶arom v¶altoz¶o Äosszesen is csak 1.6805-tel tudja nÄovelni a magya-
r¶az¶oer}ot9 (6.83%), ami nagyon csek¶ely. L¶athat¶o tov¶abb¶a, hogy az eredeti
modellben x2 ,,bev¶etele" 5.2641-gyel nÄoveli a magyar¶az¶oer}ot (21.4%), ami
jelent}osnek t}unik. Kisz}urve azonban x3, x5 magyar¶az¶o v¶altoz¶ok hat¶as¶at
jelent}os visszaes¶est tapasztalunk, ami arra utal, hogy x2 m¶ar kor¶antsem
viselkedik fÄuggetlenÄul az x3, x5 egyÄuttest}ol. ¶Erdekes azonban, hogy x4

eg¶eszen sokat meg}orzÄott ¶ert¶ek¶eb}ol, ¶³gy x4 fontosabb v¶altoz¶onak t}unik, mint
azt az eredeti (nem felt¶eteles) ¶ert¶ekel¶es sugallta (lsd. a 24. p¶elda ut¶ani szÄo-
vegr¶eszt).

A m¶asodik p¶eld¶ank szint¶en egy a gretl programmal egyÄutt letÄolthet}o,
Ramanathan kÄonyvhÄoz tartoz¶o id}osor. Az id}osor az USA-ban eladott ¶uj
aut¶ok ¶allom¶any¶anak, negyed¶eves bont¶asban, elemz¶es¶ere szolg¶al. A magya-
r¶azni k¶³v¶ant v¶altoz¶o az eladott ¶uj aut¶ok sz¶ama 1000 db-ban y. ÄOt magyar¶az¶o
v¶altoz¶onk van: n¶epess¶eg milli¶o f}o x1, az egy f}ore es}o elkÄolthet}o jÄovedelem ezer
doll¶arban, 1982-es b¶azis¶evvel x2, az ¶uj aut¶ok ¶arindexe 1982-es b¶azis¶evvel x3,
az els}odleges, bankok ¶altal alkalmazott kamatl¶ab (%) x4, munkan¶elkÄulis¶egi
r¶ata (%) x5 (az adatok le¶³r¶asa megtal¶alhat¶o az adatf¶ajlban).

Az el}oz}o p¶eld¶ahoz hasonl¶oan csak OLS becsl¶est haszn¶alunk ¶es tengely-
metszetet teszÄunk a modellekbe. A modellszelekci¶os krit¶eriumok k¶et modellt
javasoltak:

y = 9541:4 ¡ 57:9x1 ¡ 595:9x2 ¡ 34:3x4 ; (8)

y = 13386 ¡ 82x1 + 659x2 + 11x3 ¡ 39x4 : (9)

A Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶es (TSS = 5719200):

(692900; 559000; 593000; 1125600; 546800) ; (10)

teh¶at a v¶altoz¶ok fontoss¶agi sorrendben: x4, x1, x3, x2, x5. Egy ¶uj m¶odszer
illusztr¶al¶asa c¶elj¶ab¶ol v¶egezzÄunk tov¶abbi elemz¶eseket ezen a p¶eld¶an.

TekintsÄuk a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok korrel¶aci¶os-m¶atrix¶at:

0
BBB@

1:0000 0:9568 0:9797 ¡0:0324 ¡0:2195
0:9568 1:0000 0:9059 ¡0:1484 ¡0:4563
0:9797 0:9059 1:0000 0:0765 ¡0:0887

¡0:0324 ¡0:1484 0:0765 1:0000 0:2949
¡0:2195 ¡0:4563 ¡0:0887 0:2949 1:0000

1
CCCA : (11)

9TSS=30.8184
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Az x1, x2, x3 v¶altoz¶ok er}osen korrel¶alnak egym¶assal, m¶³g az x4, x5 v¶altoz¶ok
gyeng¶en korrel¶altak. Az x1, x2, x3 v¶altoz¶okat vonjuk Äossze egy szuperv¶alto-
z¶oba, amit ¶ugy kapunk, hogy csak azokat a koal¶³ci¶okat engedjÄuk meg, ahol
a fent eml¶³tett h¶arom v¶altoz¶o egyÄutt szerepel vagy egyÄutt nem szerepel. Az
¶³gy kapott h¶arom ,,v¶altoz¶os" modellcsoport Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶ese (az els}o
¶ert¶ek az ¶uj szuperv¶altoz¶o ¶ert¶ekel¶ese):

(2036600; 1103800; 376800) : (12)

L¶athat¶o, hogy ha az eredeti ¶ert¶ekel¶esben (lsd. (10)) az els}o h¶arom v¶altoz¶o
(amiket Äosszevontunk) ¶ert¶ekel¶eseit Äosszeadjuk, akkor kisebb ¶ert¶eket kapunk
(32.26%), mint az ¶uj modellben, ahol ez a h¶arom magyar¶az¶o v¶altoz¶o egyÄuttes
erej¶et m¶erjÄuk (35.61%). Ez a jelens¶eg azt mutatja, hogy az eredeti mo-
dellcsoport Shapley-f¶ele ¶ert¶ekel¶ese alulbecsÄuli x1, x2, x3 v¶altoz¶ok egyÄuttes
fontoss¶ag¶at.

6 ÄOsszegz¶es

A cikk c¶elja, hogy megmutassuk, j¶at¶ekelm¶eleti, pontosabban kooperat¶³v j¶a-
t¶ekelm¶eleti fogalmakkal kezelhet}oek v¶altoz¶o¶ert¶ekel¶esi probl¶em¶ak. Semmik¶ep-
pen sem tekintjÄuk a cikket teljesnek abban az ¶ertelemben, hogy teljes kÄor}uen ¶es
minden pontban helyesen haszn¶alta az Äokonometriai, statisztikai m¶odszereket,
b¶ar nem is ez volt a c¶el. Azt c¶eloztuk meg, hogy elm¶eletileg megalapozzuk, ¶es
p¶eld¶akon keresztÄul megmutassuk, hogy az Äokonometria, statisztika terÄuleten
is haszn¶alhat¶oak j¶at¶ekelm¶eleti fogalmak, eredm¶enyek.

A cikk f}o eredm¶enye, hogy a regresszi¶os j¶at¶ek fogalm¶anak bevezet¶es¶evel
egy olyan j¶ol de¯ni¶alt j¶at¶ekoszt¶alyt kaptunk (22. de¯n¶³ci¶o), amely elm¶eleti
szempontb¶ol j¶ol jellemezhet}o. A jellemz¶esek az alkalmaz¶asok sor¶an (5. sza-
kasz) j¶ol mutatj¶ak, hogy mely utakon ¶erdemes elindulni, mely j¶at¶ekelm¶eleti
fogalmak, eredm¶enyek ¶atÄultet¶es¶ere van es¶ely. Elm¶eleti ¶ertelemben a 27. t¶etel a
cikk f}o eredm¶enye, amely azt mutatja meg, hogy a Shapley-¶ert¶ek alkalmaz¶asa
magyar¶az¶o v¶altoz¶ok ¶ert¶ekel¶es¶ere regresszi¶os modellekben v¶edhet}o m¶odszer.

Ami a tov¶abbi kutat¶asokat illeti, gazdag lehet}os¶egeket l¶atunk konkr¶et,
val¶os modellez¶esi10, ¶es elm¶eleti Äokonometriai (m¶odszertani) elemz¶eseknek a
t¶argyalt terÄuleten. A j¶at¶ekelm¶elet oldal¶ar¶ol n¶ezve, tov¶abbi megold¶as kon-
cepci¶ok haszn¶alata, m¶as axiomatiz¶al¶asi megkÄozel¶³t¶esek ¶erv¶enyess¶eg¶enek vizs-
g¶alata, illetve ¶ujabb Äokonometriai, statisztikai probl¶em¶ak j¶at¶ekelm¶eleti meg-
kÄozel¶³t¶es¶eben l¶atunk kutat¶asi lehet}os¶egeket.

10Terjedelmi okokb¶ol nem kerÄult bele ebbe a munk¶aba a Shapley-¶ert¶ek alkalmaz¶asa t¶eny-
leges modellszelekci¶os probl¶em¶akra. Ennek a terÄuletnek t¶argyal¶asa elm¶eleti szempontb¶ol az
¶u.n. semi-value{k ismertet¶es¶et, gyakorlati szemszÄogb}ol pedig a kÄulÄonbÄoz}o modellszelekci¶os
krit¶eriumok bevezet¶es¶et, t¶argyal¶as¶at ig¶enyeln¶e, ami tÄobb, mint megdupl¶azta volna a cikk
terjedelm¶et.
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REGRESSION GAMES

A solution of a TU coalitional game is an allocation of the payo® (utility) achieved
by the players together. In a regression model, the evaluation of the explanatory
variables can be an allocation of the overall ¯t got by those together. Therefore a
regression model can be taken as a TU coalitional game, in which the explanatory
variables are the players. The various solution concepts of TU coalitional games
can help the modeler in recognizing the important explanatory (regressor) variables
and make her possible to understand the examined model more. In this paper we
build a solid mathematical background for this problem. We use the Shapley value
for evaluating the explanatory variables in regression models.
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REDUNDANCIA KOOPERAT¶IV J¶AT¶EKOK
MEGOLD¶ASAIBAN I: A MAG ¶ES A SZ}UKMAG1

SOLYMOSI TAM¶AS
Budapesti Corvinus Egyetem

1 Bevezet¶es, alapfogalmak

A kooperat¶³v j¶at¶ekok az olyan tÄobbszerepl}os dÄont¶esi helyzetek matematikai
modelljei, amelyekben a szerepl}ok egyÄuttm}ukÄodhetnek egym¶assal, ha az sz¶a-
mukra el}onyÄos. Mint minden a j¶at¶ekelm¶elet eszkÄozeivel vizsg¶alt helyzetben,
a szerepl}ok itt is szuver¶en dÄont¶eshoz¶ok, akik csak r¶eszleges befoly¶assal b¶³rnak
a helyzet kimenetel¶ere, ugyanakkor |a tÄobbi szerepl}o dÄont¶es¶et}ol val¶o fÄugg¶es
keretein belÄul| k¶epesek a saj¶at ¶erdekeik ¶erv¶enyes¶³t¶es¶ere, p¶eld¶aul ¶ugy, hogy
nem vesznek r¶eszt egy sz¶amukra nem kedvez}o egyÄuttm}ukÄod¶esben.

Az elemz¶eshez haszn¶alt modellek fontos saj¶atoss¶aga az, hogy nem r¶eszlete-
zik a j¶at¶ek id}obeli lefoly¶as¶at, a szerepl}ok dÄont¶esi lehet}os¶egeit, az inform¶aci¶ok
el¶erhet}os¶eg¶et, az alkufolyamatokat, hanem csak az egyes t¶arsul¶asok ¶altal el¶er-
het}o kimeneteleket adj¶ak meg. Jelent}os m¶ert¶ekben megkÄonny¶³ti a kooperat¶³v
dÄont¶esi helyzet modellez¶es¶et ¶es vizsg¶alat¶at, ha az el¶erhet}o kimeneteleknek
van egy olyan tetsz}olegesen oszthat¶o ¶es a szerepl}ok kÄozÄott ¶atvihet}o eleme,
ami egy minden szerepl}o sz¶am¶ara azonos meg¶³t¶el¶esi sk¶al¶at adhat. Ilyen eset-
ben ugyanis ezen az egys¶eges sk¶al¶an m¶erhetjÄuk az egyes t¶arsul¶asok egyÄutt-
m}ukÄod¶esi potenci¶alj¶at. Jelen dolgozatban csak ilyen kooperat¶³v dÄont¶esi hely-
zetekkel foglalkozunk, ¶es a felt¶etelezett univerz¶alis ¶ert¶ek-kÄozvet¶³t}o eszkÄozt
p¶enznek fogjuk h¶³vni. Hab¶ar tudjuk j¶ol, hogy a val¶os¶agban egy adott p¶enz-
mennyis¶eg megszerz¶ese vagy elveszt¶ese nem ugyanazt jelenti egy koldusnak,
mint egy milliomosnak, m¶egis sz¶amos esetben jogos a szerepl}ok azonos ¶ert¶e-
kel¶es¶et felt¶etelezni.

Egy ilyen ,,egy-az-egyben" ¶atv¶althat¶o egy¶eni hasznoss¶agokkal rendelkez}o
helyzet matematikai modellj¶et TU-j¶at¶eknak (transferable utility game) h¶³v-
juk, de a tov¶abbiakban elhagyjuk a TU jelz}ot. Egy j¶at¶ek alapvet}oen k¶et Äossze-
tev}ob}ol ¶all: a j¶at¶ekosok nemÄures, v¶eges N halmaz¶ab¶ol, ¶es egy v : 2N ! IR
koal¶³ci¶os fÄuggv¶enyb}ol, amire az egyetlen megkÄot¶es az, hogy v(;) = 0 teljesÄul-
jÄon. A koal¶³ci¶os fÄuggv¶eny teh¶at a j¶at¶ekosok tetsz}oleges S µ N koal¶³ci¶oj¶ara
megadja annak v(S) ,,¶ert¶ek¶et" a felt¶etelezett egys¶eges hasznoss¶ag-sk¶al¶an.

1Be¶erkezett: 2008. m¶arcius 16. Ezen munka a szerz}o Bolyai J¶anos Kutat¶asi
ÄOsztÄond¶³ja alatt k¶eszÄult, bemutat¶as¶at a First Spain Italy Netherlands Meeting on Game
Theory (Maastricht, NL, 2005) konferenci¶an az OTKA T46194 p¶aly¶azat t¶amogatta.
KÄoszÄonet illeti Bir¶o P¶etert a kÄulÄonbÄoz}o k¶eziratv¶altozatok gondos ¶atolvas¶as¶a¶ert, pontos¶³t¶o
¶eszrev¶etelei¶ert, ¶es kÄulÄonÄosen a magra vonatkoz¶o meg¶allap¶³t¶asok ¶eles¶³t¶es¶et eredm¶enyez}o
hasznos javaslatai¶ert. Term¶eszetesen a fennmarad¶o esetleges hib¶ak kiz¶ar¶olag a szerz}o sz¶am-
l¶aj¶ara ¶³rand¶ok (az al¶abbi c¶³men). E-mail: tamas.solymosi@uni-corvinus.hu.
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Egy S µ N koal¶³ci¶o tags¶agi vektora alatt azt az eS 2 f0; 1gN vektort ¶ertjÄuk,
amelynek az i 2 S-hez tartoz¶o komponenseire eS

i = 1, m¶³g az i 2 N n S-hez
tartoz¶o komponenseire eS

i = 0 teljesÄul. A nemÄures koal¶³ci¶ok halmaz¶at N -
nel fogjuk jelÄolni, azaz N = 2N n f;g, a val¶odi r¶eszkoal¶³ci¶ok halmaz¶at pedig
N+-al, azaz N+ = 2N n f;;Ng.

Itt csak olyan dÄont¶esi helyzetekkel foglalkozunk, amelyekben joggal felte-
het}o, hogy az Äosszes szerepl}o egyÄuttm}ukÄodik ¶es l¶etrejÄon az N nagykoal¶³ci¶o.
Ekkor ugyanis a f}o k¶erd¶es ,,csak" az, hogy mik¶ent r¶eszesedjenek az egyes
j¶at¶ekosok a kÄozÄosen el¶erhet}o v(N)-b}ol, de nem kell tÄor}odnÄunk a koal¶³ci¶ok
form¶al¶od¶as¶anak | az osztozkod¶ashoz egy¶ebk¶ent szorosan kapcsol¶od¶o | prob-
l¶em¶aj¶aval.

Az egys¶eges hasznoss¶ag-sk¶al¶an m¶erve jelÄolje xi 2 IR az i 2 N j¶at¶ekos
r¶eszesed¶es¶et. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert azt mondjuk, hogy xi az i j¶at¶ekos
ki¯zet¶ese. Az (N; v) j¶at¶ek ¶altal le¶³rt kooperat¶³v dÄont¶esi helyzet egy lehets¶eges
kimenetel¶et a j¶at¶ekosok ki¯zet¶eseit tartalmaz¶o x = (xi)i2N 2 IRN vektorral
adjuk meg, amit}ol csak azt kÄoveteljÄuk meg, hogy sz¶etoszt¶as2 legyen, azaz
teljes¶³tse a

P
i2N xi = v(N) egyenl}os¶eget3. Ez mag¶aban foglalja egyr¶eszt a

nagykoal¶³ci¶o ¶altali el¶erhet}os¶eget / megval¶os¶³that¶os¶agot
¡P

i2N xi · v(N)
¢
,

m¶asr¶eszt a nagykoal¶³ci¶o ¶altali elfogadhat¶os¶agot
¡P

i2N xi ¸ v(N)
¢
.

Az itt t¶argyalt megold¶asok abban t¶ernek el egym¶ast¶ol, hogy ezen alaphal-
maz elemeire milyen egy¶eb k¶³v¶analmakat r¶onak ki. KÄozÄos bennÄuk viszont az,
hogy csak a ¯gyelembe vett koal¶³ci¶ok tÄobblet¶et}ol fÄuggnek. Egy adott (N;v)
j¶at¶ekban az S µ N koal¶³ci¶onak az x 2 IRN ki¯zet¶esn¶el vett tÄobblete alatt az
e(S; x) = v(S)¡x(S) sz¶amot ¶ertjÄuk, ahol x(S) = eS ¢x jelÄoli a koal¶³ci¶onak jut¶o
Äosszki¯zet¶est. A tÄobblet nemcsak azt jelzi, hogy az adott ki¯zet¶es el¶erhet}o-e
a koal¶³ci¶o sz¶am¶ara, hanem mintegy azt is ,,m¶eri", hogy a koal¶³ci¶o mennyire
,,el¶egedetlen ill. el¶egedett" (ha a tÄobblet pozit¶³v ill. negat¶³v) a neki jut¶o
Äosszki¯zet¶essel. VegyÄuk ¶eszre, hogy tetsz}oleges (N; v) j¶at¶ekban tetsz}oleges
x 2 IRN ki¯zet¶esn¶el e(;; x) = 0. A j¶at¶ek lehets¶eges kimeneteleinek halmaza
a tÄobblettel kifejezve:

pIm =
n

x 2 IRN : e(N;x) = 0
o

: (1)

¶Allap¶³tsuk meg, hogy a sz¶etoszt¶asok halmaza b¶armely j¶at¶ekban egy hipers¶³k,
teh¶at nem Äures.

A sz¶obajÄohet}o kimenetelekkel szemben t¶amasztott k¶³v¶analmak egyik alap-
t¶³pusa a bizonyos koal¶³ci¶ok ¶altali elfogadhat¶os¶ag. Azt mondjuk, hogy az
(N; v) j¶at¶ekban az x 2 IRN ki¯zet¶esvektor elfogadhat¶o az S koal¶³ci¶o sz¶am¶a-
ra, ha

P
i2S xi ¸ v(S). Egy¶ebk¶ent ugyanis az S koal¶³ci¶o x-n¶el vett e(S;x)

tÄobblete pozit¶³v lenne, s ennek sz¶etoszt¶as¶aval ¶ugy kaphatna tÄobbet az S mind-
egyik tagja, hogy Äosszess¶eg¶eben nem l¶epn¶ek t¶ul az ¶altaluk el¶erhet}o v(S)-t, az
S teh¶at megalapozottan utas¶³tan¶a el az x-et.

Amennyiben az Äosszes egyszerepl}os koal¶³ci¶o ¶altali elfogadhat¶os¶agot el}o¶³r-

2Angolul preimputation a legink¶abb elterjedt sz¶ohaszn¶alat.
3E kÄovetelm¶enyt szok¶as hat¶ekonys¶agnak / Pareto-optimalit¶asnak is nevezni.
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juk, akkor az

Im =
n

x 2 pIm : e(fig; x) · 0 8i 2 N
o

(2)

halmazba tartoz¶o ki¯zet¶esvektorokat tekintjÄuk. Az ilyen kimeneteleket elosz-
t¶asnak4 nevezzÄuk. ¶Altal¶anosan, ha az elfogadhat¶os¶agot megkÄoveteljÄuk egy
bizonyos B µ N+ csal¶adba tartoz¶o minden koal¶³ci¶ora, akkor a sz¶obajÄohet}o
kimenetelek

Co(B) =
n
x 2 pIm : e(S;x) · 0 8S 2 B

o
(3)

halmaz¶at B-magnak h¶³vjuk. Az N+-magot rÄoviden csak magnak5 nevezzÄuk,
¶es egyszer}uen Co-val jelÄoljÄuk. A B-mag axiomatikus jellemz¶es¶evel kapcsolat-
ban Pulido ¶es S¶anchez-Soriano (2006), illetve Llerena (2007) munk¶ait eml¶³tjÄuk.

Dolgozatunkban el}oszÄor azt vizsg¶aljuk, hogy a B-mag mik¶ent fÄugg a ¯gye-
lembe vett koal¶³ci¶ok B csal¶adj¶at¶ol. Melyek azok a B-beli koal¶³ci¶ok, amelyek
elhagyhat¶ok an¶elkÄul, hogy a B-mag megv¶altozna? Cikk¶eben e k¶erd¶es fontos-
s¶ag¶at hangs¶ulyozza Ray (1989).

2 A B-mag

Ebben a fejezetben is egy rÄogz¶³tett (N; v) j¶at¶ek eset¶en vizsg¶aljuk a mag-
koncepci¶ot, ez¶ert a jelÄol¶esekben ezeket a param¶etereket nem tÄuntetjÄuk fel.
Tov¶abbra is N+ = 2N n f;;Ng jelÄoli a val¶odi koal¶³ci¶ok halmaz¶at.

KezdjÄuk a B-mag nemÄuress¶eg¶enek k¶erd¶es¶evel. Legyen a B µ N+ koal¶³ci¶o-
csal¶ad rÄogz¶³tett. Azt mondjuk, hogy az (N;v) j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozott, ha

h X

T2B
°T eT = eN ; °T ¸ 0 8T 2 B

i
=)

X

T2B
°T v(T ) · v(N) ; (4)

azaz ha a sz¶etosztand¶o v(N) nem kevesebb, mint az N b¶armelyik B-beli
koal¶³ci¶okkal tÄort¶en}o kiegyens¶ulyozott felbont¶as¶anak az ¶ert¶eke.

A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as a TU-j¶at¶ekokban a mag nemÄuress¶eg¶et jellemz}o, a Bon-
dareva (1963), illetve Shapley (1967) nev¶ehez kÄothet}o klasszikus eredm¶eny
k¶ezenfekv}o ¶altal¶anos¶³t¶asa. Bizony¶³t¶as¶at is csak a teljess¶eg kedv¶e¶ert ¶es a k¶e-
s}obb alkalmazott gondolatmenetek szeml¶eltet¶ese c¶elj¶ab¶ol adjuk meg. Tov¶ab-
bi ¶altal¶anos¶³t¶asokra vonatkoz¶o hasonl¶o eredm¶enyek tal¶alhat¶ok Faigle (1989)
munk¶aj¶aban.

1. ¶All¶³t¶as. Egy j¶at¶ek B-magja pontosan akkor nem Äures, ha a j¶at¶ek B-ki-
egyens¶ulyozott.

Bizony¶³t¶as. A (3) de¯n¶³ci¶o alapj¶an a B-mag pontosan akkor nem Äures, ha

4Angolul imputation a legink¶abb elterjedt sz¶ohaszn¶alat.
5Angolul core.
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van lehets¶eges megold¶asa az al¶abbi line¶aris programoz¶asi feladatnak:

min e; ¢ x
eT ¢ x ¸ v(T ) 8T 2 B

¡ eN ¢ x = ¡v(N)

x 2 IRN :

(5)

Az azonosan 0 c¶elfÄuggv¶eny miatt az (5) feladatnak pontosan akkor van
lehets¶eges megold¶asa, ha van optim¶alis megold¶asa (amikor persze az optimum
¶ert¶eke 0). A dualit¶asi t¶etel szerint ez pontosan akkor kÄovetkezik be, ha az
(5) feladat du¶alj¶anak, azaz a

max
X

T2B
¸T v(T ) ¡ ¹Nv(N)

X

T 2B
¸T eT ¡ ¹NeN = e;

¸T ¸ 0 ; ¹N 2 IR ; 8T 2 B

(6)

line¶aris programoz¶asi feladatnak van optim¶alis megold¶asa (amikor persze a
du¶al optimum¶ert¶ek is 0).

Mivel a (6) feladat b¶armely lehets¶eges megold¶as¶anak tetsz}oleges pozit¶³v
skal¶arszorosa is a (6) egy lehets¶eges megold¶asa, ¶³gy a (6) feladatnak pon-
tosan akkor van optim¶alis megold¶asa, ha minden nemtrivi¶alis

¡
(¸T )T2B; ¹N

¢

lehets¶eges megold¶as¶ara a c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶ek nempozit¶³v. Ez pedig pontosan azt
jelenti, hogy a j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozott. Egyr¶eszt ugyanis a (6) tetsz}oleges
nemtrivi¶alis

¡
(¸T )T2B ; ¹N

¢
lehets¶eges megold¶as¶aban ¹N > 0 kell legyen,

¶³gy a
¡
°T = ¸T

¹N

¢
T2B egy olyan s¶ulyvektor, amire teljesÄul a (4) implik¶aci¶o

felt¶etele. M¶asr¶eszt, a (4) implik¶aci¶o felt¶etel¶et teljes¶³t}o tetsz}oleges
¡
°T

¢
T2B

s¶ulyvektorra a kib}ov¶³tett
¡
(°T )T2B ; 1

¢
vektor a (6) egy lehets¶eges megold¶asa.

Harmadr¶eszt pedig a (6) egy lehets¶eges megold¶as¶ara a c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶ek nyil-
v¶anval¶oan pontosan akkor nempozit¶³v, ha a hozz¶a (kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u-
en) rendelt s¶ulyvektorra teljesÄul a (4) implik¶aci¶o kÄovetkeztet¶ese. 2

Legyen a rÄogz¶³tett (N; v) j¶at¶ek B-magja nemÄures. Azt mondjuk, hogy az
S 2 B koal¶³ci¶o redund¶ans a B-magra n¶ezve, ha Co(B n fSg) = Co(B). Mivel
nyilv¶an mindig Co(BnfSg) ¶ Co(B), egy koal¶³ci¶o akkor redund¶ans, ha ¯gyel-
men k¶³vÄul hagy¶asa nem v¶altoztatja meg a megold¶ast, ¶ujabb ki¯zet¶esvektorok
nem kerÄulnek a magba.

A redundancia jellemz¶es¶eben kulcsszerepet j¶atszik egy, a (6)-hoz nagyon
hasonl¶o feladatt¶³pus. Val¶oj¶aban csak a felt¶eteli egyenletrendszer jobb oldal¶at
v¶altoztatjuk a nullvektorr¶ol az adott koal¶³ci¶o tags¶agi vektor¶ara. Tetsz}oleges
S µ N -re ¶es B µ N+-ra jelÄolje LP(S;B) az al¶abbi line¶aris programoz¶asi
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feladatot:

max
X

T2B
¸T v(T ) ¡ ¹Nv(N)

LP(S;B) :
X

T2B
¸T eT ¡ ¹NeN = eS

¸T ¸ 0 ; ¹N 2 IR ; 8T 2 B

(7)

Az S 6= N koal¶³ci¶o egy gyenge felbont¶asa alatt az LP(S;B) egy olyan lehets¶eges
megold¶as¶at ¶ertjÄuk, amelyben ¸S = 0. Amennyiben a ¹N = 0 is teljesÄul
(vegyÄuk ¶eszre, hogy minden lehets¶eges megold¶asban ¹N ¸ 0), akkor a gyenge
jelz}ot elhagyhatjuk. Az S egy felbont¶asa teh¶at csak az S val¶odi r¶eszhalma-
zaib¶ol ¶allhat. Az N =2 B miatt a nagykoal¶³ci¶o gyenge felbont¶as¶ar¶ol nem
besz¶elhetÄunk, felbont¶as¶ar¶ol viszont igen, l¶asd a (4) implik¶aci¶o felt¶etel¶et. Az
N felbont¶asai teh¶at pontosan megfeleltethet}ok a B-kiegyens¶ulyozott koal¶³ci¶o-
csal¶adoknak.

Fontos a kÄovetkez}o ¶eszrev¶etel.

2. Megjegyz¶es. B¶armely S 6= ; koal¶³ci¶ora, ha az LP(S;B)-nek van lehets¶eges
megold¶asa, akkor van optim¶alis megold¶asa is, hiszen a c¶elfÄuggv¶enye csak
egy olyan lehets¶eges f¶elegyenes ment¶en tarthatna a +1-be, amelyik egy
lehets¶eges f¶elegyenes az LP(;; B) feladatban is, de mivel a k¶et c¶elfÄuggv¶eny
azonos, ez ellentmondana a B-mag felt¶etelezett nemÄuress¶eg¶enek, ugyanis a
j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozotts¶ag¶anak eldÄont¶es¶et lehet}ov¶e tev}o, homog¶en felt¶e-
telrendszer}u (6) feladat ¶eppen az LP(;;B). (Ez a feladat egy¶ebk¶ent m¶as
megold¶asi koncepci¶ok vizsg¶alat¶an¶al is hasznos, erre vonatkoz¶oan l¶asd Derks
¶es Reijnierse (1998) cikk¶et.)

JelÄolje maxLP(S; B) az LP(S; B) feladat optimum¶ert¶ek¶et, illetve legyen
maxLP(S; B) = ¡1, ha a feladatnak nincs lehets¶eges megold¶asa.

3. ¶All¶³t¶as. Egy S 2 B koal¶³ci¶o pontosan akkor redund¶ans a j¶at¶ek nemÄures
B-magj¶ara n¶ezve, ha v(S) · maxLP

¡
S;B n fSg

¢
.

Bizony¶³t¶as. Legyen a j¶at¶ek B-magja nemÄures. Ekkor nyilv¶an a
¡
BnfSg

¢
-mag

sem Äures. TekintsÄuk az LP
¡
S; B n fSg

¢
du¶alj¶at:

min eS ¢ x

eT ¢ x ¸ v(T ) 8T 2 B n fSg
¡ eN ¢ x = ¡v(N)

x 2 IRN :

(8)

Itt a lehets¶eges megold¶asok halmaza ¶eppen (a nemÄures) Co
¡
B n fSg

¢
. Az S

teh¶at pontosan akkor redund¶ans a B-magra n¶ezve, ha a (8) feladat minden
lehets¶eges megold¶as¶ara az eS ¢ x ¸ v(S) egyenl}otlens¶eg is teljesÄul. Ez viszont
ekvivalens azzal, hogy a minimum is ¸ v(S), ¶es a dualit¶as t¶etel miatt azzal
is, hogy maxLP

¡
S;B n fSg

¢
¸ v(S). 2
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A fentiekb}ol kÄovetkezik, hogy egy koal¶³ci¶onak a B-magra val¶o redundan-
ci¶aja eldÄonthet}o egy jBj-v¶altoz¶os, jN j-felt¶eteles line¶aris programoz¶asi feladat
megold¶as¶aval.

A 3. ¶all¶³t¶as szerint a nemÄures B-magra n¶ezve redund¶ans koal¶³ci¶ok pontosan
a gyeng¶en B-major¶alhat¶o koal¶³ci¶ok, vagyis azok, amelyeknek van az ¶ert¶ekÄuket
el¶er}o vagy azt meghalad¶o ¶ert¶ek}u B-beli gyenge felbont¶asuk. A gyeng¶en
nem B-major¶alhat¶o (vagyis a B-magra n¶ezve nem redund¶ans) koal¶³ci¶okra azt
mondjuk, hogy er}osen alapvet}oek6 a B-ben. JelÄolje SV(B) ezek halmaz¶at,
azaz legyen

SV(B) =
n
S 2 B : v(S) > maxLP

¡
S;B n fSg¢o

: (9)

De¯ni¶aljuk tov¶abb¶a az

SVH(B) =
n

S 2 B : v(S) ¸ maxLP
¡
S;B n fSg¢o

:

koal¶³ci¶ocsal¶adot.
A 3. ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶ab¶ol vil¶agos, hogy a B-ben er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o-

kon k¶³vÄul a

H(B) = SVH(B) n SV(B) =
n

S 2 B : v(S) = maxLP
¡
S;B n fSg

¢o

halmazbeli koal¶³ci¶okhoz tartoz¶o eS ¢ x ¸ v(S) f¶elterek is t¶amaszf¶elterei a
B-magnak, hiszen ilyenkor a (8) feladatnak van optim¶alis megold¶asa, ¶es ez
¶eppen az eS ¢ x = v(S) hat¶ars¶³kra esik. Akkor mi¶ert redund¶ansak m¶egis? A
v¶alasz az, hogy egyenk¶ent, a tÄobbiek megtart¶asa mellett val¶oban elhagyhat¶ok,
de meghat¶aroz¶ov¶a v¶alhatnak, ha tÄobb ilyen redund¶ans koal¶³ci¶ot is ¯gyelmen
k¶³vÄul hagyunk. A jelens¶eg szeml¶eltet¶es¶ere n¶ezzÄuk a kÄovetkez}o 3-szerepl}os
p¶eld¶at.

4. P¶elda. Legyen N = f1; 2; 3g, a koal¶³ci¶os fÄuggv¶eny pedig v(S) = jSj
minden S µ N -re.

Legyen el}oszÄor B = N+. A mag egyetlen eleme az (1; 1; 1) sz¶etoszt¶as.
KÄonnyen ellen}orizhet}o, hogy SV(B) = ; ¶es H(B) = B. P¶eld¶aul, v(1) =
v(12) + v(13) ¡ v(123) = maxLP(1;B n f1g), illetve v(12) = v(1) + v(2) =
maxLP

¡
12; B n f12g

¢
.

M¶asodszor, legyen B = f12; 13; 23g. A B-mag egyetlen eleme tov¶abbra is
az (1; 1; 1) sz¶etoszt¶as. Ugyanakkor most m¶ar SV(B) = B ¶es H(B) = ;, vagyis
az egyszerepl}os koal¶³ci¶ok elhagy¶asa ut¶an er}osen alapvet}ov¶e v¶altak az addig
redund¶ans k¶etszerepl}os koal¶³ci¶ok.

JelÄolje maxLP0(S;B) annak az LP0(S;B) feladatnak az optimum¶ert¶ek¶et,
amelyet az LP(S; B) feladatb¶ol a ¹N = 0 felt¶etel hozz¶aad¶as¶aval (m¶ask¶eppen,
a ¹N v¶altoz¶o elhagy¶as¶aval) kapunk. Most is legyen maxLP0(S;B) = ¡1,
ha a feladatnak nincs lehets¶eges megold¶asa. A

V(B) =
n

S 2 B [ fNg : v(S) > maxLP0

¡
S; B n fSg

¢o
(10)

6Angolul strongly vital, de az elnevez¶es ¶uj.
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halmazba tartoz¶o koal¶³ci¶okra azt mondjuk, hogy alapvet}oek7 a B-ben. VegyÄuk
¶eszre, hogy V(B) 6= ;, mert minden a tartalmaz¶asra n¶ezve minim¶alis B-beli
koal¶³ci¶o alapvet}o B-ben, hiszen a megfelel}o (10)-beli LP0-nak nincs lehets¶eges
megold¶asa. Tov¶abb¶a SV(B) µ V(B), hisz nyilv¶anval¶oan maxLP ¸ maxLP0.
A 4. p¶eldabeli els}o esetben SV(B) = ; ½ f1; 2; 3g = V(B) ½ B, teh¶at az er}osen
alapvet}o koal¶³ci¶ok halmaza lehet Äures is, a tartalmaz¶asok pedig szigor¶uak. A
m¶asodik esetben viszont SV(B) = V(B) = B.

5. Megjegyz¶es. Az 1. ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶ab¶ol vil¶agos, hogy egy j¶at¶ek B-magja
pontosan akkor nem Äures, ha v(N) ¸ maxLP0

¡
N;B n fNg¢

. Teh¶at, ha a
B-mag nem Äures, de az N nagykoal¶³ci¶o nem alapvet}o B-ben, akkor egyr¶eszt
v(N) =

P
T2T °T v(T ) valamilyen pozit¶³v °T s¶ulyokkal kiegyens¶ulyozott T µ

B n fNg koal¶³ci¶ocsal¶adra, m¶asr¶eszt az N ak¶armelyik ilyen major¶al¶as¶aban
szerepl}o b¶armelyik T koal¶³ci¶o ki¯zet¶ese konstans a B-magon. Pontosabban,
eT ¢ x = v(T ) tetsz}oleges x 2 Co(B)-re, ugyanis a

v(N) =
X

T2T
°T v(T ) ·

X

T2T
°T eT ¢ x = eN ¢ x = v(N)

l¶ancban szerepl}o egyenl}otlens¶egnek, s}ot az Äosszegz¶esben szerepl}o mindegyik
v(T ) · eT ¢ x tag-egyenl}otlens¶egnek is egyenl}os¶egk¶ent kell teljesÄulnie.

Az eddig bevezetett fogalmak szeml¶eltet¶es¶ere n¶ezzÄuk a kÄovetkez}o 4-sze-
repl}os p¶eld¶at.

6. P¶elda. Legyen N = f1; 2; 3; 4g, a koal¶³ci¶os fÄuggv¶eny pedig v(12) = 0,
v(23) = 6, v(24) = 6, v(34) = 6, v(123) = 6, v(124) = 6, v(134) = 7,
v(234) = 9, v(N) = 10, ¶es v(T ) = 0 minden egy¶eb T koal¶³ci¶ora.

TekintsÄuk a koal¶³ci¶ok B = f1; 2; 3; 4; 12; 23; 24; 34; 134; 234g ½ N+ csa-
l¶adj¶at. Az 1. t¶abl¶azatban feltÄuntettÄuk ezen koal¶³ci¶ok besorol¶as¶at, illetve a
koal¶³ci¶o ¶ert¶ek¶enek Äosszevet¶es¶et a megfelel}o LP egy-egy maxim¶alis ¶ert¶ek}u meg-
old¶as¶aval is.

S v(S) V(B) SV(B) H(B) maxLP
¡
S;B n fSg

¢

1 0 + + ¡ v(1) > v(12) + v(134) ¡ v(N )
2 0 + ¡ ¡ v(2) < v(1) + v(23) + v(24) ¡ v(N )
3 0 + ¡ ¡ v(3) < v(23) + v(134) ¡ v(N )
4 0 + ¡ ¡ v(4) < v(24) + v(134) ¡ v(N )

12 0 ¡ ¡ ¡ v(12) < 2v(1) + v(23) + v(24)¡ v(N)
23 6 + + ¡ v(23) > v(2) + v(3)

24 6 + + ¡ v(24) > v(2) + v(4)
34 6 + ¡ + v(34) = v(134) + v(234)¡ v(N)

134 7 + + ¡ v(134) > v(1) + v(34)
234 9 ¡ ¡ + v(234) = 1

2
v(23) + 1

2
v(24) + 1

2
v(34)

1. t¶abl¶azat

7Angolul vital.
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Minden lehets¶eges t¶³pusra akad p¶elda, a (+; +; +), (¡; +;+) ¶es (¡;+; ¡)
kombin¶aci¶ok ugyanis nyilv¶an nem fordulhatnak el}o. Az 12 nem alapvet}o ¶es
nem is SVH-beli, mert v(12) = v(1) + v(2) = maxLP0 < maxLP. A 234
sem alapvet}o, viszont H-beli, ugyanis v(234) = maxLP0 = maxLP. Eml¶³t¶est
¶erdemel m¶eg az alapvet}o ¶es H-beli (¶es ¶³gy nem er}osen alapvet}o) 34 koal¶³ci¶o
is, amire maxLP0 < v(34) = maxLP. MegjegyezzÄuk, hogy mindk¶et H-beli
koal¶³ci¶onak van maxim¶alis ¶ert¶ek}u, csak SV-beli koal¶³ci¶okkal tÄort¶en}o gyenge
major¶al¶asa is, hiszen a t¶abl¶azatban megadottakon k¶³vÄul v(34) = v(23) +
v(24) + 2v(134) ¡ 2v(N), illetve v(234) = v(23) + v(24) + v(134) ¡ v(N) is
teljesÄul.

Az N alapvet}o a B-re n¶ezve, hiszen v(N) = 10 > 9:5 = maxLP0

¡
N; B n

fNg¢
= 1

2
v(1)+ 1

2
v(23)+ 1

2
v(24)+ 1

2
v(134). A j¶at¶ek B-magja teh¶at nem Äures

(l¶asd az 5. megjegyz¶est), s}ot maxim¶alis-dimenzi¶os, mivel cs¶ucspontjai az a±n
fÄuggetlen (1; 3; 3; 3), (0; 2; 4; 4), (0; 3; 3; 4), (0; 3; 4; 3) sz¶etoszt¶asok.

Vizsg¶alatainkban fontos szerepet j¶atszanak majd a kÄovetkez}o ¶eszrev¶etelek.

7. Lemma. Legyen a j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozott ¶es S 2 B tetsz}oleges. Ekkor

(i) S =2 V(B) eset¶en V
¡
B n fSg

¢
= V(B);

(ii) S =2 SVH(B) eset¶en SVH
¡
B n fSg

¢
= SVH(B) ¶es SV

¡
B n fSg

¢
=

SV(B);

(iii) S 2 H(B) eset¶en SVH¡B n fSg¢
= SVH(B) n fSg;

(iv) ha N alapvet}o B-ben, akkor S =2 SV(B) eset¶en SV¡B n fSg¢
= SV(B).

Bizony¶³t¶as. El}oszÄor a (iv) kijelent¶est igazoljuk. Az¶ert, hogy gondolatmene-
tÄunkb}ol a tÄobbi kijelent¶es is kÄonnyen ad¶odjon, a v(N) > maxLP0

¡
N; BnfNg

¢

feltev¶essel majd csak akkor ¶elÄunk, ha elengedhetetlenÄul szÄuks¶eges. Addig csak
egy tetsz}oleges B-kiegyens¶ulyozott j¶at¶ekot felt¶etelezÄunk. Mivel a nagykoal¶³-
ci¶on k¶³vÄul el}ofordul¶o Äosszes koal¶³ci¶o B-beli, ¶³gy az ¶atl¶athat¶os¶ag kedv¶e¶ert ezt
csak a felt¶etlenÄul szÄuks¶eges esetekben tÄuntetjÄuk fel.

Legyen az S =2 SV(B) tetsz}olegesen rÄogz¶³tett. Ekkor az LP
¡
S; B n fSg

¢

feladatnak van olyan
¡
(¸R)R 6=S ; ¹N

¢
optim¶alis megold¶asa, amire

v(S) ·
X

R 6=S

¸Rv(R) ¡ ¹Nv(N) : (11)

Mivel b¶armely T 2 B-re nyilv¶an maxLP
¡
T;BnfTg

¢
¸ maxLP

¡
T; BnfS; Tg

¢
,

¶³gy ha T 2 SV(B) akkor T 2 SV
¡
B n fSg

¢
. Kapjuk teh¶at, hogy SV(B) µ

SV
¡
B n fSg

¢
.

A ford¶³tott ir¶any¶u tartalmaz¶as bel¶at¶as¶ahoz tegyÄuk fel, hogy T =2 SV(B)
¶es persze T 6= S (ha nincs k¶et kÄulÄonbÄoz}o nem er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o B-
ben, akkor nincs mit igazolni). Ekkor van olyan

¡
(®R)R 6=T ; ¯N

¢
optim¶alis

megold¶asa az LP
¡
T; B n fTg¢

feladatnak, amire

v(T ) · ®Sv(S) +
X

R 6=S;T

®Rv(R) ¡ ¯Nv(N) : (12)
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K¶et eset lehets¶eges.

1. Ha ®S = 0, akkor T =2 SV¡B n fSg¢
, vagyis a T nem er}osen alapvet}o a

B n fSg koal¶³ci¶ocsal¶adban sem.

2. Ha viszont ®S > 0, akkor a (11) egyenl}otlens¶eg ®S-szeres¶et a (12)
egyenl}otlens¶egbe helyettes¶³tve kapjuk, hogy

(1¡®S¸T )v(T ) ·
X

R 6=S;T

(®R +®S¸R)v(R)¡ (¯N +®S¹N )v(N) : (13)

Term¶eszetesen, a megfelel}o felbont¶asokkal ugyanezt a m}uveletet elv¶e-
gezve a tags¶agi vektorok kÄozÄotti anal¶og ÄosszefÄugg¶es egyenl}os¶egk¶ent tel-
jesÄul. K¶et aleset lehets¶eges.

(i) Ha 1¡®S¸T > 0, akkor a (13) egyenl}otlens¶eget ezzel leosztva kapunk
egy olyan lehets¶eges megold¶as¶at az LP

¡
T;BnfS;Tg

¢
feladatnak, amire

a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke legal¶abb v(T ). Teh¶at a T nem er}osen alapvet}o a
B n fSg koal¶³ci¶ocsal¶adban sem.

(ii) Ha viszont 1 ¡ ®S¸T · 0, akkor a (13) egyenl}otlens¶eget ¶atrendezve
kapjuk a

(¯N + ®S¹N )v(N) · (®S¸T ¡ 1)v(T ) +
X

R 6=S;T

(®R + ®S¸R)v(R) (14)

ÄosszefÄugg¶est, amiben a koal¶³ci¶os ¶ert¶ekek s¶ulyai m¶ar mind nemnegat¶³vak.
A bal oldalon a v(N) egyÄutthat¶oja csak ¹N = ¯N = 0 esetben lehetne
nulla, de ekkor egyr¶eszt az ®S felt¶etelezett pozitivit¶asa ¶es az LP0

¡
T; Bn

fTg
¢

felt¶etelrendszer¶eben szerepl}o tags¶agi vektorok nemnegativit¶asa
miatt S ½ T , m¶asr¶eszt a felt¶etelezett ¸T ¸ 1=®S pozitivit¶asa ¶es az
LP0

¡
S;B n fSg

¢
felt¶etelrendszer¶eben szerepl}o tags¶agi vektorok nemne-

gativit¶asa miatt T ½ S kellene legyen, ami egyszerre nyilv¶an lehetetlen.
A (14) egyenl}otlens¶eget leosztva a pozit¶³v (¯N +®S¹N )-nel kapunk egy
olyan lehets¶eges megold¶as¶at az LP0

¡
N;B nfS;Ng

¢
feladatnak, amire a

c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke legal¶abb v(N). Kapjuk, hogy

v(N) · maxLP0

¡
N; B n fS;Ng¢ · maxLP0

¡
N;B n fNg¢ · v(N) ;

(15)
ahol az utols¶o egyenl}otlens¶eg a j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozotts¶aga miatt igaz.
A (15)-beli mindegyik egyenl}otlens¶egnek teh¶at egyenl}os¶egk¶ent kell tel-
jesÄulnie. A (iv) kijelent¶es felt¶etele viszont ezt kiz¶arja, ¶³gy ilyen j¶at¶ekok-
ban ez az aleset nem fordulhat el}o.

TÄobb (al)eset nem l¶ev¶en a (iv) kijelent¶es bizony¶³t¶asa ezzel k¶esz.

A (iii) kijelent¶es nagyon hasonl¶oan igazolhat¶o. Egyr¶eszt, nyilv¶an SVH(B)n
fSg µ SVH¡B n fSg¢

. M¶asr¶eszt, legyen S 2 H(B) ¶es T =2 SVH(B). Ekkor
T 6= S, a (11) egyenl}os¶egk¶ent, a (12) viszont szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent
teljesÄul. Ha a (12)-ben ®S = 0, akkor T =2 SVH

¡
B n fSg

¢
. Ha viszont
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®S > 0, akkor a fenti gondolatmenetet megism¶etelve kapjuk, hogy a (13)
is szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent ¶all fenn. A 2(i) alesetben azt kapjuk, hogy
T =2 SVH

¡
B n fSg

¢
. A 2(ii) aleset pedig a (14), illetve a (15)-beli els}o

egyenl}otlens¶eg szigor¶u volta miatt z¶arhat¶o ki (b¶armilyen B-kiegyens¶ulyozott
j¶at¶ekban).

A (ii) kijelent¶es igazol¶asa teljesen hasonl¶o. Egyr¶eszt nyilv¶an SV(B) µ
SV

¡
B nfSg

¢
¶es SVH(B) µ SVH

¡
B nfSg

¢
. A ford¶³tott ir¶any¶u tartalmaz¶asok

bel¶at¶as¶ahoz legyen S =2 SVH(B). Tetsz}oleges T 6= S ¶es T =2 SV(B) koal¶³ci¶ora
fenn¶all (12), s}ot T =2 SVH(B)-re szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent, ¶³gy ®S = 0 mel-
lett ad¶odik a k¶³v¶ant T =2 SV

¡
B n fSg

¢
, s}ot az ut¶obbi esetben a T =2 SVH

¡
B n

fSg
¢

is. Ha viszont ®S > 0, akkor a most szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent teljesÄul}o
(11) behelyettes¶³t¶es¶eb}ol azt kapjuk, hogy a (13) is szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent
¶all fenn. Innen m¶ar tetsz}oleges T =2 SV(B) koal¶³ci¶ora az ad¶odik a 2(i) al-
esetben, hogy T =2 SVH¡B n fSg¢ ¶ SV¡B n fSg¢

. A 2(ii) aleset most is
a (14), illetve a (15)-beli els}o egyenl}otlens¶eg szigor¶u volta miatt z¶arhat¶o ki
(b¶armilyen B-kiegyens¶ulyozott j¶at¶ekban).

Az (i) kijelent¶es is kÄonnyen ad¶odik a fenti gondolatmenetb}ol, hiszen S;T =2
V(B) eset¶en feltehet}o, hogy a (11) major¶al¶asban ¹N = 0, illetve a (12) ma-
jor¶al¶asban ¯N = 0. M¶ask¶eppen fogalmazva, az eml¶³tett LP feladatok helyett
vehetjÄuk a megfelel}o LP0 feladatokat, ugyanakkor a meg¶allap¶³t¶asokban az
,,er}osen alapvet}o"-t nyilv¶an ,,alapvet}o"-re kell cser¶eljÄuk. A 2(ii) aleset kiz¶a-
r¶as¶ahoz ekkor nincs szÄuks¶eg a j¶at¶ekra tett semmilyen felt¶etelre, hiszen amint
azt ott m¶ar meggondoltuk, ¹N = ¯N = 0 eset¶en ®S ¶es ¸T egyszerre pozit¶³v
nem lehet. 2

A 7. lemmabeli meg¶allap¶³t¶asok szeml¶eltet¶es¶ere vegyÄuk a kÄovetkez}o j¶at¶ekot.

8. P¶elda. Legyen N = f1; 2; 3; 4g, a koal¶³ci¶os fÄuggv¶eny pedig v(12) = 4,
v(23) = 6, v(24) = 6, v(34) = 2, v(123) = 6, v(124) = 6, v(134) = 4,
v(234) = 7, v(1234) = 8, ¶es v(T ) = 0 minden egy¶eb T koal¶³ci¶ora.

TekintsÄuk a koal¶³ci¶ok B = f1; 2; 3; 4; 12; 23; 24; 34; 134; 234g ½ N+ csal¶adj¶at.
A j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozott, hiszen teljesÄul r¶a a (4) alatti implik¶aci¶o. Tov¶abb¶a,
mivel v(N) = 8 = 1

2v(1)+ 1
2v(23)+ 1

2v(24)+ 1
2v(134) = maxLP0

¡
N;BnfNg

¢
,

minden B-magbeli ki¯zet¶esre teljesÄulnie kell az x(1) = 0 = v(1), x(23) =
6 = v(23), x(24) = 6 = v(24), x(134) = 4 = v(134) egyenl}os¶egeknek
(l¶asd az 5. megjegyz¶est). S}ot, mivel az LP0

¡
N; B n fNg

¢
-nek maximum¶at

adja az 1
3
v(12) + 1

3
v(23) + 1

3
v(24) + 2

3
v(134) felbont¶as is, a B-mag minden

elem¶ere teljesÄulnie kell m¶eg az x(12) = 4 = v(12) egyenl}os¶egnek is. Ennek az
egyenletrendszernek egyetlen megold¶asa van, ¶³gy a j¶at¶ek B-magja az egyetlen
(0; 4; 2; 2) sz¶etoszt¶asb¶ol ¶all.

A 2. t¶abl¶azatban feltÄuntettÄuk a B-beli koal¶³ci¶ok besorol¶as¶at, illetve a ko-
al¶³ci¶o ¶ert¶ek¶enek Äosszevet¶es¶et a megfelel}o LP egy-egy maxim¶alis ¶ert¶ek}u meg-
old¶as¶aval is.
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S v(S) V(B) SV(B) H(B) maxLP
¡
S;B n fSg

¢

1 0 + ¡ + v(1) = v(12) + v(134) ¡ v(N)
2 0 + ¡ ¡ v(2) < v(1) + v(23) + v(24)¡ v(N)
3 0 + ¡ ¡ v(3) < v(23) + v(134) ¡ v(N)
4 0 + ¡ ¡ v(4) < v(24) + v(134) ¡ v(N)

12 4 + ¡ + v(12) = 2v(1) + v(23) + v(24) ¡ v(N )
23 6 + + ¡ v(23) > v(3) + v(12) + v(234) ¡ v(N )
24 6 + + ¡ v(24) > v(4) + v(12) + v(234) ¡ v(N )
34 2 + ¡ ¡ v(34) < v(23) + v(24) + 2v(134) ¡ 2v(N )

134 4 + + ¡ v(134) > v(1) + v(34)
234 7 ¡ ¡ ¡ v(234) < v(23) + v(24) + v(134) ¡ v(N )

2. t¶abl¶azat

A B-ben a 234 koal¶³ci¶o nem alapvet}o, ugyanis

e234 =
1

2
e23 +

1

2
e24 +

1

2
e34 ; ¶es v(234) =

1

2
v(23)+

1

2
v(24)+

1

2
v(34) : (16)

Ugyanakkor a megfelel}o LP0-k megold¶as¶aval kÄonnyen ellen}orizhet}o, hogy az
Äosszes tÄobbi koal¶³ci¶o alapvet}o B-ben. P¶eld¶aul, a 34 koal¶³ci¶o alapvet}o B-ben,
hiszen v(34) = 2 > 0 = maxLP0(34; B n f34g). Ugyanakkor, a 34 nem er}osen
alapvet}o B-ben, mert p¶eld¶aul

e34 = e134 + e234 ¡ e1234 ; de v(34) < v(134) + v(234) ¡ v(1234) : (17)

A megfelel}o LP-k megold¶as¶aval kapjuk, hogy a B-ben er}osen alapvet}o koal¶³-
ci¶ok halmaza SV(B) = f23; 24; 134g.

A 7. lemma (i) kijelent¶ese szerint egy nem alapvet}o koal¶³ci¶o elhagy¶asa
nem v¶altoztatja meg az alapvet}o koal¶³ci¶ok halmaz¶at. A B-ben alapvet}o 34
koal¶³ci¶o p¶eld¶aul alapvet}o marad, ha elhagyjuk a nem alapvet}o 234 koal¶³ci¶ot.
J¶ollehet a 34 nem er}osen alapvet}o jelleg¶et mutat¶o (17) gyenge major¶al¶asban
a 234 is r¶eszt vesz, de szerepe kiv¶althat¶o a nem alapvet}o jelleg¶et mutat¶o (16)
major¶al¶as behelyettes¶³t¶es¶evel. VegyÄuk ¶eszre, hogy a behelyettes¶³tett (16)
major¶al¶asban ugyan r¶eszt vesz maga a 34 koal¶³ci¶o is, de csak 1

2
s¶ullyal, ez¶ert

a tags¶agi vektorok egyenleteib}ol a 234-mentes e34 = e23 +e24 +2e134 ¡2e1234

gyenge felbont¶ast kapjuk, ami r¶aad¶asul egy a (17)-belin¶el magasabb ¶ert¶ek}u
(egy¶ebk¶ent a maxim¶alis ¶ert¶ek}u, a t¶abl¶azatban is szerepl}o)

v(34) = 2 < 4 = v(23) + v(24) + 2v(134) ¡ 2v(1234) (18)

gyenge major¶al¶ast ad. Ugyanez tÄort¶enne persze, ha egy ilyen major¶al¶ast
egy major¶al¶asba helyettes¶³ten¶enk: egy legal¶abb akkora ¶ert¶ek}u major¶al¶ast
kapn¶ank. Az adott nem alapvet}o koal¶³ci¶o teh¶at nem v¶alna alapvet}ov¶e. Ez az
eset egy¶ebk¶ent egy p¶elda arra is, amikor egy nem (er}osen) alapvet}o koal¶³ci¶o
elhagy¶asa nem v¶altoztatja meg egy koal¶³ci¶o nem er}osen alapvet}o jelleg¶et,
j¶ollehet most v(N) = maxLP0

¡
N; B n fNg¢

.
A lemma (ii) kijelent¶ese szerint egy nem SVH-beli koal¶³ci¶o elhagy¶asa nem

v¶altoztatja meg sem az SVH, sem az SV halmazokat. ¶Erdemes ugyanakkor
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megeml¶³teni, hogy ilyen esetben az alapvet}o koal¶³ci¶ok halmaza viszont b}ovÄul-
het. A 8. p¶eld¶aban hagyjuk most el a nem SVH(B)-beli (egy¶ebk¶ent B-ben
alapvet}o) 34 koal¶³ci¶ot. A B-ben nem alapvet}o 234 koal¶³ci¶o a Bnf34g csal¶adban
m¶ar alapvet}o, hiszen ezen belÄul m¶ar csak egyetlen felbont¶asa van, m¶egpedig

a e234 = e3 + e24 felbont¶as, erre viszont v(234) = 7 > 6 = v(3) + v(24). A
jelens¶eg oka az, hogy a v(234)-nek az egyetlen B-beli major¶al¶asa a (16)-beli,
de ebbe a v(34) ak¶armelyik gyenge major¶al¶as¶at helyettes¶³tjÄuk is, m¶ar csak
gyenge major¶al¶ast kapunk. Vagyis csak a 234 nem SVH-beli jellege maradt
meg (mert egy nem SVH-beli koal¶³ci¶ot hagytunk el), de nem alapvet}o jellege
megv¶altozott.

A 7. lemma (iv) kijelent¶es¶eben szerepl}o v(N) > maxLP0(N;B n fNg)
felt¶etel szÄuks¶egess¶eg¶enek igazol¶as¶ara vegyÄuk ism¶et a 8. p¶eldabeli j¶at¶ekunkat,
ahol ez nem teljesÄul, de az¶ert a B-mag nem Äures. Sem az 1, sem az 12
koal¶³ci¶o nem er}osen alapvet}o, viszont mindkett}o H-beli, r¶aad¶asul szerepel-
nek egym¶as maxim¶alis ¶ert¶ek}u gyenge major¶al¶as¶aban (l¶asd a 2. t¶abl¶azatot).
Ugyanakkor sem az LP(1; Bnf1; 12g)-nek, sem az LP(12; Bnf1; 12g)-nek nincs
lehets¶eges megold¶asa, teh¶at az egyik koal¶³ci¶o elhagy¶asa er}osen alapvet}ov¶e
teszi a m¶asikat. Ez egyben p¶elda arra is, hogy egy H-beli koal¶³ci¶o elhagy¶asa
eset¶en az SV b}ovÄulhet, ami a 7. (iv) miatt persze csak ,,degener¶alt" B-
maggal rendelkez}o j¶at¶ekban fordulhat el}o, ¶es a 7. (ii) szerint ilyenkor is
csak olyan m¶odon, hogy egy H-beli koal¶³ci¶o ¶atkerÄul az SV-be. Ugyanakkor,
amint azt a 6. p¶eld¶aban az egym¶as maxim¶alis ¶ert¶ek}u gyenge major¶al¶as¶aban
szerepl}o H-beli 34 ¶es 234 koal¶³ci¶okkal kapcsolatban l¶attuk, ha a nemÄures
B-mag ,,nemdegener¶alt", akkor egy gyenge major¶al¶asban szerepl}o ugyan-
csak gyeng¶en major¶alt koal¶³ci¶o kikÄuszÄobÄolhet}o, teh¶at b¶armelyik nem er}osen
alapvet}o koal¶³ci¶onak van olyan gyenge major¶al¶asa, amelyben m¶ar csak er}osen
alapvet}o koal¶³ci¶ok szerepelnek. Ilyenkor teh¶at egy H-beli koal¶³ci¶o elhagy¶asa
nem v¶altoztat a tÄobbi H-beli koal¶³ci¶o st¶atusz¶an.

A fejezet f}o ¶all¶³t¶asa a kÄovetkez}o.

9. T¶etel. Legyen a j¶at¶ek B-magja nemÄures. Ekkor

(i) Co
¡
V(B) \ SVH(B)

¢
= Co(B);

(ii) SV(B) µ D µ SVH(B) minden olyan legsz}ukebb D µ B koal¶³ci¶ocsal¶adra,
amelyre Co(D) = Co(B);

(iii) ha N alapvet}o B-ben, akkor Co
¡
SV(B)

¢
= Co(B), tov¶abb¶a egyedÄul

D = SV(B) a legsz}ukebb olyan B-beli koal¶³ci¶ocsal¶ad, amelyre Co(D) =
Co(B).

Bizony¶³t¶as. A 7. lemma seg¶³ts¶eg¶evel az ¶all¶³t¶asok indukt¶³ven kÄonnyen iga-
zolhat¶ok. El}oszÄor n¶ezzÄuk az (i)-et. Legyen B n V(B) = fS1; . . . ; Spg ¶es
V(B) n SVH(B) = fSp+1; . . . ; Sp+qg. Term¶eszetesen p ¶es/vagy q lehet 0 is.
JelÄolje VSVH a V \SVH metszetet. Hagyjuk el egyenk¶ent az Si koal¶³ci¶okat,
el}oszÄor az 1 · i · p index}ueket valamilyen tetsz}oleges sorrendben, majd a
p+1 · i · p+q index}ueket Äonmagukon belÄul ugyancsak tetsz}oleges sorrend-
ben. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert v¶alasszuk az indexek term¶eszetes sorrendj¶et,
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azaz legyen B0 = B ¶es i = 1; . . . ; p + q-ra Bi = Bi¡1 n fSig. Nyilv¶anval¶oan
Bp = V(B) ¶es Bp+q = VSVH(B).

Az S1 =2 V(B0) koal¶³ci¶ora nyilv¶an S1 =2 SV(B0) is igaz, ¶³gy a de¯n¶³ci¶ok
alapj¶an Co(B1) = Co

¡
B0 n fS1g

¢
= Co(B0). A 7. lemma (i) miatt V(B1) =

V
¡
B0 n fS1g

¢
= V(B0), m¶³g a 7. (ii) ¶es (iii) miatt SVH(B1) = SVH

¡
B0 n

fS1g
¢

= SVH(B0) n fS1g, kÄovetkez¶esk¶eppen VSVH(B1) = VSVH(B0). Az
alapvet}o koal¶³ci¶ok halmaz¶anak v¶altozatlans¶aga miatt ez a gondolatmenet in-
dukt¶³van megism¶etelhet}o mindaddig, am¶³g el nem hagyjuk az Äosszes az ere-
deti B-ben nem alapvet}o koal¶³ci¶ot. Kapjuk, hogy mindegyik i = 1; . . . ; p-re
egyr¶eszt Co(Bi) = Co(Bi¡1), m¶asr¶eszt VSVH(Bi) = VSVH(Bi¡1). Ebb}ol
kÄovetkezik, hogy

Co(Bp) = Co(B) ¶es VSVH(Bp) = VSVH(B) ; (19)

tov¶abb¶a, hogy SVH(Bp) µ Bp = V(Bp), vagyis a reduk¶alt Bp = V(B)-ben a
VSVH metszet m¶ar azonos az SVH-val.

Folytassuk i = p + 1; . . . ; p + q-ra az Si koal¶³ci¶ok elhagy¶as¶at. Mivel
az Sp+1 =2 SVH(Bp) koal¶³ci¶ora Sp+1 =2 SV(Bp) is igaz, nyilv¶an teljesÄul a
Co(Bp+1) = Co

¡
BpnfSp+1g

¢
= Co(Bp) azonoss¶ag. M¶asr¶eszt, a 7. lemma (ii)

miatt SVH(Bp+1) = SVH
¡
Bp n fSp+1g

¢
= SVH(Bp). Mivel most m¶ar Bp =

V(Bp), nyilv¶an V(Bp+1) = V
¡
BpnfSp+1g

¢
= V(Bp)nfSp+1g = Bp+1 is fenn¶all,

kÄovetkez¶esk¶eppen VSVH(Bp+1) = VSVH(Bp), vagyis most egy nem SVH-
beli koal¶³ci¶o elhagy¶asa nem v¶altoztat a VSVH metszeten. A nem SVH-beli
koal¶³ci¶ok halmaz¶anak v¶altozatlans¶aga miatt ez a gondolatmenet indukt¶³van
megism¶etelhet}o mindaddig, am¶³g el nem hagyjuk az Äosszes Bp n SVH(Bp)-
beli koal¶³ci¶ot. Kapjuk teh¶at, hogy mindegyik i = p + 1; . . . ; p + q-ra egyr¶eszt
Co(Bi) = Co(Bi¡1), m¶asr¶eszt VSVH(Bi) = VSVH(Bi¡1). Ebb}ol ¶es (19)-b}ol
kÄovetkezik, hogy

Co(Bp+q) = Co(Bp) = Co(B) :

Figyelembe v¶eve, hogy Bp+q = VSVH(Bp+q) = VSVH(Bp) = VSVH(B), az
(i) ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶asa ezzel k¶esz.

A (ii) ¶all¶³t¶as nagyon hasonl¶o m¶odon igazolhat¶o. Legyen D µ B egy tetsz}o-
leges legsz}ukebb olyan koal¶³ci¶ocsal¶ad, amelyre Co(D) = Co(B). TegyÄuk fel,
hogy B n D = fT1; . . . ; Trg, ahol a D-n k¶³vÄuli koal¶³ci¶ok sorrendje tetsz}oleges.
Term¶eszetesen r lehet 0 is. Hagyjuk el egyenk¶ent a Tj koal¶³ci¶okat, az egy-
szer}us¶eg kedv¶e¶ert az indexek term¶eszetes sorrendj¶eben. Legyen B0 = B, ¶es
j = 1; . . . ; r-re Bj = Bj¡1 n fTjg, teh¶at Br = D.

Mivel nyilv¶an Co(Bj¡1) µ Co(Bj) minden j = 1; . . . ; r-re, a Co(B0) =
Co(Br) feltev¶es miatt val¶oj¶aban Co(Bj¡1) = Co(Bj) minden j = 1; . . . ; r-
re. Ebb}ol kÄovetkezik, hogy Tj =2 SV(Bj¡1) minden j = 1; . . . ; r-re, hiszen
ellenkez}o esetben a 3. ¶all¶³t¶as szerint a Tj elhagy¶as¶aval a mag szigor¶uan
b}ovÄulne. Egyr¶eszt, a de¯n¶³ci¶okb¶ol ad¶od¶oan SV(Bj¡1) µ SV(Bj), m¶asr¶eszt a
7. (ii) ¶es (iii) meg¶allap¶³t¶asokb¶ol kÄovetkez}oen SVH(Bj) µ SVH(Bj¡1) minden
j = 1; . . . ; r-re. Ezekb}ol kÄovetkezik, hogy

SV(B) µ . . . µ SV(D) µ SVH(D) µ . . . µ SVH(B) :
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Mivel egyetlen D-beli koal¶³ci¶o sem hagyhat¶o el an¶elkÄul, hogy a mag szigor¶uan
b}ovÄulne, D µ SV(D), vagyis D = SV(D) kell legyen, ¶es ezzel a (ii) bizony¶³t¶asa
k¶esz.

A (iii) ¶all¶³t¶ast a (ii) bizony¶³t¶as¶aval szinte azonos m¶odon igazolhatjuk a
7. lemma (iv) seg¶³ts¶eg¶evel. Legyen most is D µ B egy tetsz}oleges legsz}ukebb
olyan koal¶³ci¶ocsal¶ad, amelyre Co(D) = Co(B). Legyen megint B n D =
fT1; . . . ; Trg, tov¶abb¶a B0 = B ¶es j = 1; . . . ; r-re Bj = Bj¡1 n fTjg, teh¶at
Br = D. Ha az N alapvet}o a B-ben, akkor nyilv¶an alapvet}o marad mindegyik
Bj-ben is. A 7. (iv) teh¶at mindegyik l¶ep¶esben alkalmazhat¶o. Kapjuk, hogy
most SV(Bi) = SV(Bi¡1) minden i = 1; . . . ; p-re. Ebb}ol, valamint a D
tartalmaz¶asra minim¶alis volt¶ab¶ol pedig ad¶odik, hogy

SV(B) = . . . = SV(D) = D : (20)

Mivel biztosan van egy olyan legsz}ukebb D µ B koal¶³ci¶ocsal¶ad, amelyre
Co(D) = Co(B), kapjuk egyr¶eszt, hogy Co

¡
SV(B)

¢
= Co(D) = Co(B).

M¶asr¶eszt, mivel (20) b¶armely ilyen D-re fenn¶all, az SV(B) az egyetlen leg-
sz}ukebb ilyen koal¶³ci¶ocsal¶ad. 2

Szeml¶eltet¶esk¶eppen n¶ezzÄuk ism¶et a 8. p¶eld¶at. Amint azt ott m¶ar meg¶al-
lap¶³tottuk, a B-mag degener¶alt, egyedÄul a (0; 4; 2; 2) ki¯zet¶es-vektorb¶ol ¶all.
Az egyetlen nem alapvet}o 234 koal¶³ci¶o ¯gyelmen k¶³vÄul hagy¶asa ezen nem
v¶altoztat, a V(B)-mag teh¶at val¶oban azonos a B-maggal. Ezut¶an a V(B) n
SVH(B)-beli 2; 3; 4 ¶es 34 koal¶³ci¶ok is elhagyhat¶ok, nem szerepelnek sem egy-
m¶as, sem a tÄobbi koal¶³ci¶o gyenge major¶al¶as¶aban. Teh¶at a

¡
V(B)\SVH(B)

¢
-

mag is azonos a B-maggal. Itt azonban meg kell ¶alljunk, a V(B) \ H(B)-beli
1 ¶es 12 koal¶³ci¶ok kÄozÄul csak az egyiket tÄorÄolhetjÄuk, mert ez¶altal a m¶asik
m¶ar er}osen alapvet}ov¶e v¶alik. Val¶oban, ha csak az SV(B)-beli 23, 24 ¶es 134
koal¶³ci¶okat vesszÄuk ¯gyelembe, akkor egy b}ovebb magot kapunk: p¶eld¶aul
(¡2t; 4; 2+t; 2+t) 2 Co

¡
SV(B)

¢
minden t ¸ 0-ra. VegyÄuk ¶eszre ugyanakkor,

hogy mivel tetsz}oleges x 2 Co
¡
SV(B)

¢
ki¯zet¶es-vektorban x1 · 0 ¶es x2 · 4,

az er}osen alapvet}o koal¶³ci¶ok kieg¶esz¶³t¶ese ak¶ar az 1 2 H(B) \ V(B), ak¶ar az
12 2 H(B) \ V(B) koal¶³ci¶oval m¶ar egy¶ertelm}uv¶e teszi a megold¶ast, vagyis
Co

¡SV(B) [ f1g¢
= Co(B), illetve Co

¡SV(B) [ f12g¢
= Co(B). Teh¶at

degener¶alts¶aga miatt a B-magot ugyan nem hat¶arozz¶ak meg teljesen az er}osen
alapvet}o koal¶³ci¶ok, de a nem er}osen alapvet}o koal¶³ci¶ok majdnem mindegyike
(a H(B)\V(B)-beliek kiv¶etel¶evel mindegyik) az¶ert elhagyhat¶o, csak¶ugy, mint
a nem alapvet}o koal¶³ci¶ok.

A 9. t¶etellel kapcsolatban m¶eg megjegyezzÄuk, hogy amennyiben az N nem
alapvet}o B-ben, a (degener¶alt) B-magot meghat¶aroz¶o legsz}ukebb koal¶³ci¶ocsa-
l¶adok kÄozÄott lehet(nek) olyan(ok) is, amelyek nem r¶eszhalmazai a (B-magot
egy¶ebk¶ent mindig meghat¶aroz¶o) V(B) \ SVH(B) metszetnek. A 4. p¶eld¶aban
B = N+ eset¶en az egyetlen sz¶etoszt¶ast tartalmaz¶o B-mag megegyezik a D =
f12; 13; 23g koal¶³ci¶ocsal¶ad ¶altal meghat¶arozott D-maggal. A D minim¶alis
is, de diszjunkt az alapvet}o koal¶³ci¶ok V(B) = f1; 2; 3g csal¶adj¶at¶ol. Ez azt is
mutatja, hogy az (i) ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶aban a VSVH metszeten k¶³vÄuli koal¶³ci¶ok
elhagy¶as¶anak sorrendje annyiban nem tetsz}oleges, hogy el}obb kell elhagyni az
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Äosszes nem alapvet}o koal¶³ci¶ot, csak ezut¶an kerÄulhetnek sorra a V n SVH-beli
koal¶³ci¶ok.

3 A B-sz}ukmag

Kor¶abban m¶ar l¶attuk, hogy sz¶etoszt¶asok minden j¶at¶ekban vannak, de a B-
mag csak akkor nem Äures, ha a nagykoal¶³ci¶o ¶ert¶eke ,,kell}oen nagy" a ¯-
gyelembe vett koal¶³ci¶ok alkalmasan s¶ulyozott ¶ert¶ekeihez k¶epest, vagyis a j¶at¶ek
B-kiegyens¶ulyozott, mert ekkor tudunk minden B-beli koal¶³ci¶onak nempozit¶³v
tÄobbletet garant¶alni. L¶assuk mi tÄort¶enik akkor, ha a legnagyobb megengedett
tÄobblet szintj¶et nem rÄogz¶³tjÄuk le eleve null¶ara, hanem csak egy relat¶³ve legjobb
kÄozÄos elfogadhat¶os¶agi kÄuszÄobÄot pr¶ob¶alunk el¶erni?

Egy tetsz}oleges (N;v) j¶at¶ek ¶es B µ N+ koal¶³ci¶ocsal¶ad eset¶en a B-sz}ukmag
azon sz¶etoszt¶asok halmaza, amelyekn¶el az Äosszes B-beli koal¶³ci¶ora vett leg-
nagyobb tÄobblet a lehet}o legkisebb, azaz

LC(B) =
n

x 2 pIm : max
S2B

e(S;x) · min
x2pIm

max
S2B

e(S; x)
o

: (21)

Az N+-sz}ukmagot rÄoviden csak sz}ukmagnak8 mondjuk. Ezt a megold¶asi kon-
cepci¶ot Maschler, Peleg ¶es Shapley vizsg¶alt¶ak el}oszÄor 1979-ben megjelent
cikkÄukben. Alapvet}o meg¶allap¶³t¶asaik kÄonnyen ¶altal¶anos¶³that¶ok ak¶armelyik
B-sz}ukmagra (a k¶ezenfekv}o bizony¶³t¶asokt¶ol ez¶ert eltekintÄunk).

10. ¶All¶³t¶as. Tetsz}oleges B µ N+ koal¶³ci¶ocsal¶ad ¶es v j¶at¶ek eset¶en

(i) t¤ := minx2pImmaxS2B e(S; x) egy j¶ol meghat¶arozott val¶os sz¶am;

(ii) LC(B) nem Äures;

(iii) Co(B) Äures , t¤ > 0;

(iv) LC(B) = Co(B), de az N nem alapvet}o B-ben , t¤ = 0;

(v) LC(B) ½ Co(B) ¶es az N alapvet}o B-ben , t¤ < 0.

Az ¶all¶³t¶as (iv) ¶es (v) pontjai szerint, ha egy j¶at¶ek B-magja nem Äures, akkor
a B-sz}ukmag a B-mag r¶esze. Innen sz¶armazik az elnevez¶ese. A (iv) ponttal
kapcsolatban ¶erdemes felid¶ezni az 5. megjegyz¶est.

A sz}ukmagra vonatkoz¶o f}o ¶all¶³t¶asunk a kÄovetkez}o.

11. T¶etel. Ha az N alapvet}o B-ben, akkor LC(B) = LC
¡
SV(B)

¢
.

Bizony¶³t¶as. Ha az N alapvet}o B-ben, akkor a j¶at¶ek B-magja nem Äures, ¶³gy
a 9. t¶etel (iii) meg¶allap¶³t¶asa alapj¶an Co(B) = Co

¡
SV(B)

¢
. A 10. ¶all¶³t¶as

(iv) ¶es (v) pontjai szerint egyr¶eszt LC(B) µ Co(B), m¶asr¶eszt LC
¡SV(B)

¢ µ
Co

¡SV(B)
¢
. Teh¶at mind a B-sz}ukmag, mind az SV(B)-sz}ukmag meghat¶aro-

z¶as¶aban a sz¶etoszt¶asok halmaza lesz}uk¶³thet}o a B-magra, ahol m¶ar mindegyik

8Angolul least core.
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B-beli koal¶³ci¶o tÄobblete nempozit¶³v. A t¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz teh¶at elegend}o azt
megmutatni, hogy minden x 2 Co

¡
SV(B)

¢
= Co(B) eset¶en maxT2B e(T; x) =

maxT2SV(B) e(T; x).
Mivel nyilv¶anval¶oan maxT2B e(T; x) ¸ maxT2SV(B) e(T; x), csak a for-

d¶³tott ir¶any¶u egyenl}otlens¶eget kell igazolnunk. VegyÄunk tetsz}olegesen egy
S 2 B n SV(B) koal¶³ci¶ot. A 7. lemma (iv) pontj¶at iterat¶³van alkalmazva
kapjuk, hogy van olyan T µ SV(B) koal¶³ci¶ocsal¶ad, hogy ¸T > 0 (T 2 T ),
illetve ¹N ¸ 0 s¶ulyokkal egyr¶eszt

eS =
X

T2T
¸T eT ¡ ¹N eN ; (22)

m¶asr¶eszt

v(S) ·
X

T2T
¸T v(T ) ¡ ¹N v(N) : (23)

Ha a (22) felbont¶ast beszorozzuk egy tetsz}oleges x sz¶etoszt¶assal, ¶es a ki¯ze-
t¶esekre ¶³gy kapott x(S) =

P
T2T ¸T x(T ) ¡ ¹N x(N) egyenletet tagonk¶ent

kivonjuk a (23) major¶al¶asb¶ol, azt kapjuk, hogy

e(S; x) ·
X

T2T
¸T e(T; x) · ¡ X

T 2T
¸T

¢
max
T2T

e(T; x) ;

hiszen egyr¶eszt minden x sz¶etoszt¶asra e(N;x) = 0, m¶asr¶eszt mindegyik ¸T

pozit¶³v.
Mivel

P
T2T ¸T > 1 (hiszen S =2 T miatt a (22) felbont¶as val¶odi), ad¶odik,

hogy minden x 2 Co
¡
SV(B)

¢
= Co(B) eset¶en

e(S; x) ·
¡ X

T2T
¸T

¢
max
T2T

e(T; x) · max
T2T

e(T; x) · max
T2SV(B)

e(T; x) ;

vagyis egy nem er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o egyetlen B-magbeli sz¶etoszt¶asn¶al sem
lehet egyedÄulik¶ent a maxim¶alis tÄobblet}u, mindig van egy legal¶abb akkora
tÄobblettel rendelkez}o er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o. Teh¶at val¶oban minden x 2
Co

¡SV(B)
¢

= Co(B) eset¶en maxT2B e(T; x) = maxT2SV(B) e(T; x). 2

ÄOsszevetve a 11. t¶etelt a 9. t¶etel (v) pontj¶aval azt l¶atjuk, hogy ha egy
(N; v1) j¶at¶ek nem elfajult B1-magja megegyezik egy (N;v2) j¶at¶ek nem elfajult
B2-magj¶aval, akkor SV(B1) = SV(B2), s ¶³gy az (N; v1) j¶at¶ek B1-sz}ukmagja is
megegyezik az (N;v2) j¶at¶ek B2-sz}ukmagj¶aval. Figyelembe v¶eve a 10. ¶all¶³t¶as
(iv) pontj¶at is, kijelenthetjÄuk, hogy b¶armilyen B-kiegyens¶ulyozott j¶at¶ekban a
nemÄures B-magot meghat¶aroz¶o koal¶³ci¶ocsal¶adok a B-sz}ukmagot is meghat¶a-
rozz¶ak. A B1 = B2 = N+ esetben ez a meg¶allap¶³t¶as egy kÄozvetett bizony¶³t¶as¶at
adja Potters ¶es Tijs (1994) al¶abbi eredm¶eny¶enek.

12. KÄovetkezm¶eny. Kiegyens¶ulyozott j¶at¶ekokban a sz}ukmag a mag egy
m¶ertani helye, vagyis azonos maggal rendelkez}o b¶armely k¶et j¶at¶ek sz}ukmagjai
is azonosak.
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A 11. t¶etellel kapcsolatban m¶eg k¶et megjegyz¶est teszÄunk. Az els}o, hogy
a sz}ukmag eset¶eben |ellent¶etben a maggal, l¶asd a 9. t¶etel (iii) pontj¶at|
¶altal¶anos ¶erv¶ennyel akkor sem azonos¶³thatunk egy, a megold¶ast meghat¶aroz¶o
legsz}ukebb koal¶³ci¶ocsal¶adot, ha az N alapvet}o B-ben. A kÄovetkez}o egy olyan
4-szerepl}os p¶elda, amelyben a h¶et er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o kÄozÄott csak egy
olyan van, amelyik tagja mind a nyolc legsz}ukebb meghat¶aroz¶o koal¶³ci¶ocsa-
l¶adnak.

13. P¶elda. Legyen N = f1; 2; 3; 4g, vegyÄuk a koal¶³ci¶ok B = f1; 2; 3; 4,
12; 13; 14; 23; 34, 123g ½ N+ csal¶adj¶at, ¶es a koal¶³ci¶os ¶ert¶ekek legyenek:

S 1 2 3 4 12 13 14 23 34 123 N

v(S) 0 0 0 0 8 4 8 8 8 10 18

Az 123 koal¶³ci¶o nem alapvet}o, mivel v(123) = 10 = 1
2v(12) + 1

2v(13) +
1
2v(23). Ezen k¶³vÄul csak az (alapvet}o) 1 illetve 3 koal¶³ci¶ok nem er}osen alap-
vet}oek B-ben, azaz SV(B) = f2; 4; 12; 13; 14; 23; 34g.

Mivel t¤ = minx2pImmaxS2B e(S;x) = ¡1 < 0, a j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyo-
zott, s}ot az N alapvet}o B-ben. A B-sz}ukmag a B-mag (alacsonyabb dimen-
zi¶os) szigor¶u r¶eszhalmaza, hiszen a minim¶alis t¤ = ¡1 tÄobbletszintet eredm¶e-
nyez}o sz¶etoszt¶asokt¶ol megkÄovetelt e(12; x) = 8 ¡ x(12) · ¡1 ¶es e(34; x) =
8¡x(34) · ¡1, de x(12)+x(34) = 18 rendszer minden megold¶as¶aban x(12) =
9 ¶es x(34) = 9 kell teljesÄuljÄon (vÄo. 5. megjegyz¶es). Hasonl¶o ok miatt v¶egig
konstans t¤ = ¡1 a B-sz}ukmagon az 14 illetve 23 koal¶³ci¶ok tÄobblete. Az
x(12) = 9, x(34) = 9, x(14) = 9 ¶es x(23) = 9 egyenletrendszer minden
megold¶asa (y; 9 ¡ y; y; 9 ¡ y) alak¶u. A m¶asik h¶arom er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o
tÄobblet¶et is t¤ = ¡1-ben maxim¶alva kapjuk, hogy LC(B) =

©
(y; 9 ¡ y; y; 9 ¡

y) : 5=2 · y · 8
ª
.

VegyÄuk ¶eszre, hogy a B-sz}ukmagot tartalmaz¶o egyenest megad¶o n¶egy
egyenlet kÄozÄul b¶armelyik h¶aromb¶ol kÄovetkezik a negyedik, ¶³gy ak¶armelyikÄuk
(de csak az egyikÄuk) ¯gyelmen k¶³vÄul hagyhat¶o. Ett}ol fÄuggetlenÄul kihagyhat¶o
ak¶ar a 2 ak¶ar a 4 koal¶³ci¶o, mert tÄobbletÄuk limit¶al¶asa ugyanazt az y · 8
korl¶atot eredm¶enyezi. Teh¶at nyolc olyan szigor¶u r¶eszhalmaza is van SV(B)-
nek, amelyik ugyancsak az LC(B)-t hat¶arozza meg. EgyedÄul az y ¸ 5=2
korl¶atot eredm¶enyez}o 13 koal¶³ci¶o szerepe nem kiv¶althat¶o.

A t¶etellel kapcsolatos m¶asik megjegyz¶esÄunk az, hogy a j¶at¶ek B-kiegyen-
s¶ulyozotts¶ag¶ara tett feltev¶es nem elhagyhat¶o.

14. P¶elda. VegyÄuk a 13. p¶eldabeli helyzetet, de csÄokkentsÄuk a nagykoal¶³ci¶o
¶ert¶ek¶et 12-re, azaz legyen:

S 1 2 3 4 12 13 14 23 34 123 N

v(S) 0 0 0 0 8 4 8 8 8 10 12

Mivel t¤ = minx2pImmaxS2B e(S; x) = 2 > 0, a j¶at¶ek nem B-kiegyens¶u-
lyozott, a B-mag Äures. A 13. p¶eldabeli gondolatmenetet megism¶etelve most is
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azt kapjuk, hogy a B-sz}ukmagnak benne kell lennie az x(12) = 6, x(34) = 6,
x(14) = 6 ¶es x(23) = 6 egyenletrendszer (y; 6 ¡ y; y; 6 ¡ y) alak¶u megold¶asai-
nak halmaz¶aban. A tÄobbi B-beli koal¶³ci¶o tÄobblet¶et is t¤ = 2-ben maxim¶alva
kapjuk, hogy LC(B) =

©
(y; 6 ¡ y; y; 6 ¡ y) : 2 · y · 8

ª
.

Az y ¸ 2 korl¶atot egyedÄul az 123 koal¶³ci¶o adja, a kÄovetkez}o legszigor¶ubb
als¶o korl¶at az 13-hoz tartoz¶o y ¸ 1. Ad¶odik, hogy LC

¡
B n f123g

¢
=

©
(y; 6 ¡

y; y; 6 ¡ y) : 1 · y · 8
ª
. Mivel LC

¡
B n f123g

¢
szigor¶uan b}ovebb, mint

LC(B), a most sem alapvet}o 123 koal¶³ci¶o nem redund¶ans a sz}ukmagra n¶ezve.
Az er}osen alapvet}o koal¶³ci¶ok teh¶at nem felt¶etlenÄul elegend}ok a B-sz}ukmag
meghat¶aroz¶as¶ahoz akkor, ha a B-mag Äures.
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REDUNDANCY IN SOLUTIONS OF COOPERATIVE GAMES I:

THE CORE AND THE LEAST CORE

The various solutions of transferable utility games take into account the coopera-
tive possibilities of all coalitions of players in one way or another. Although their
de¯nitions formally involve each of the coalitional values, many of the excess-based
solutions are actually determined by a smaller family of coalitions. Disregarding
super°uous coalitions can make the analysis and/or the computation of these solu-
tions signi¯cantly easier, especially for games related to situations with restricted
cooperation possibilities. In this paper we investigate the redundancy of coalitions
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with respect to the core and the least core. We identify several smaller families of
coalitions which completely determine these solutions. In case the core is not empty
and not degenerate, we ¯nd the smallest such family for the core, but demonstrate
that no such smallest family exists for the least core.
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