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1 Torténelmi bevezetés

A szavazds elmélete a francia felvildgosodas kordba nyilik vissza, amikor a
tarsadalmi valtozasok kovetkeztében egy igazsdgos szavazdsi rendszer meg-
alkotédsa sziikségessé valt. Az elsd észrevételek, eredmények két francia aka-
démikus, Condorcet [11] és Borda [10] nevéhez fiiz6dnek, de Laplace [27]
is kozolt eredményeket a teriileten. Az els6 észrevétel az volt, hogy ha
legalabb harom jeldltre torténik szavazas, akkor a plurdlis szavazasi eljaras
(tehdt amelyben a szavazat nem més, mint egy jelolt megadasa, és a legtébb
szavazatot kapott jelolt a gyOztes) konnyen siralmas eredményre vezethet,
mert megtorténhet, hogy a szavazok olyan jeloltet véalasztanak meg, akit
jOkora tObbség elutasit az Gsszes tobbi jeldlttel szemben. Ezért Condorcet egy
olyan jelolt megvélasztdsat szorgalmazta (mér amennyiben ilyen 1étezik), akit
a tobbi jelolt mindegyikével szemben valamilyen tobbség tamogat. Ilyen d.n.
Condorcet-gy&ztes 1étezése dltalaban valéban nem garantalhatd, amint azt az
aldbbi példa mutatja. Tegyiik fel, hogy hdrom jel6ltiink van (legyenek ezek
a, b és c), tovdbbd harom szavazénk ( jeloljiik 6ket 1,2, 3-mal) és a szavazéink
az alabbi preferencidkkal rendelkeznek a jel6ltekre vonatkozoéan:

l1: abe; 2:bca; 3:cabd, (1)

tehdat az 1-es szavazd leginkabb az a-t, utana a b-t, legkevéshé a c-t preferalja,
s.i.t.

Hogy a fenti problémat megkertilje, Borda egy 1j szavazasi rendszert java-
solt, amely ma Borda-pontozés néven ismeretes (6 maga érdemi szavazasnak
nevezte).?2 A Borda-pontozés sordn a leadott szavazat nem mds, mint egy
listaja az n jeloltnek, kezdve az illetd szavazoé altal legjobbnak tartott jelolttol
az altala legkevésbé tamogatottig. A szavazdk legjobb jeldltjei n — 1 pon-
tot kapnak, a maésodik legjobbak n — 2-t, s.i.t., tehat a legutolsék nem
kapnak pontot. Az a jelolt a gydztes, aki a legtobb pontot szerzi meg az
Osszesitésnél. Megjegyezziik, hogy a Borda-pontozas nem Condorcet tipusu
szavazasi eljaras, azaz a Borda-gyGztes kiilonbozhet a Condorcet-gyztestol
(s6t, az is megeshet, hogy a Condorcet-gy6ztest semmilyen pontozdson ala-
puld eljards sem hozza ki gyéztesként).

IBeérkezett: 2007. majus 30. E-mail: jozsef.mala@math.bke.hu. A szerzd koszonettel
tartozik az OTKAnak a nytdjtott tdmogatdsért. A szerz8 megkdszoni az egyik biralé lelki-
ismeretes munk&jat, megjegyzéseit, javaslatait, melyek javitottak a cikk mindségén.

2Borda eljarasat a francia akadémia alkalmazta is a jeloltek kivalasztdsara, mignem egy
frissen megvalasztott tag javasolta az eltorlését. Az Gj tag Bonaparte Napdleon volt.
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A francia forradalom leverése utan hosszi idére megcsappant az érdeklédés
a szavazasi rendszerek vizsgdlata irdnt, taldn csak Charles Dodgson [15,
16, 17] (ismertebb nevén Lewis Carroll) vizsgdlédédsait érdemes kiemelni,
aki egy olyan rendszert tartott volna idedlisnak, ahol a szavazdk stratégiai
szavazdssal (azaz megfelel6 Gszintétlen szavazat leaddsdval) nem juthatnak
elényhoz. Erdemes megemliteni, hogy a Borda pontozas korantsem mentes
ettdl a lehetoségtol.

Az 4ttorés Kenneth Arrow [3] munkéssigaval kezd8dott az 1950-es évek
elején, aki lényegében megmutatta, hogy olyan szavazasi rendszer, amely
kikiiszoboli a fent emlitett két fogyatékossdgot, tehdt az (1)-ben bemutatott
ciklikus jelenséget valamint a stratégiai szavazés lehet0ségét (azaz Gszinteségre
birja a szavazdt), nem létezik, jobban mondva, csak gyakorlatban hasznal-
hatatlan rendszerek johetnek széba. Az Arrow-tétel 6ridsi hatdssal volt az
ezutan meginduld kutatasokra, ez a teriilet ma is intenziven fejlédik.

Jelen dolgozat szandéka —a kiterjedt szakirodalom miatt— csak az lehet,
hogy izelit6t adjon az Arrow-féle problémakorbdl. A valogatés ezért jorészt
szubjektiv, de igyekeztliink olyan kutatasi irdnyokat is bemutatni, melyek
jovobeli alkalmazasokkal kecsegtetnek. A dolgozat felépitése az alabbi: Az
els6 szakasz a tobbségi szavazasra vonatkoz6 néhany olyan eredményt is-
mertet, melyeknek hasznat vessziik az Arrow problémakor illusztralasanal. A
mésodik szakaszban az Arrow tétel Wilson-féle [40] dltaldnositasat igazoljuk,
a harmadik szakaszban Gibbard [21], Blair és Pollak [8] valamint Banks [4]
tételeit ismertetjiik, mint prébélkozasokat az Arrow tétel felolddsara. A ne-
gyedik szakasz az Arrow tételt targyalja az optimum fiiggvényes modellben,
majd az 0todik szakasz az utfliggetlen optimum fiiggvények elméletét is-
merteti, mint az utébbi években fejlédésnek indult igéretes teriiletet (14sd
[6, 12, 24, 26, 33, 36]).

2 Jelolések, alapveto fogalmak, egycstcsi pre
ferenciak, tobbségi szavazas, napirendi sza-
vazas

Ha csak mdast nem mondunk, végig feltessziik, hogy az alternativik A hal-
maza és a szavazdk V halmaza véges és legalabb két elemi, bar a tételek egy
része végtelen A esetére is igaz. Egy X véges halmaz elemszamat jelolje #X.
Ha csak mdst nem mondunk, V-t azonositjuk az {1,...,m} halmazzal. Ha R
egy (bindris) relacié az A-n, azaz R C A x A, akkor xRy esetén idéként —a
grafelméleti sz6hasznélattal élve— azt mondjuk, hogy xy egy (irdnyitott) éle
az R-nek.
2.1. Definicié. Legyen a T egy relicio az A-n. Azt mondjuk, hogy a T egy
bajnoksag, ha T antiszimmetrikus (xTy és yTx esetén x =1y) és teljes (xTy
vagy yT'z).

A bajnoksagokat, mint valédi bajnoksdgok eredményeit interpretalhatjuk,
melyekben barmely két résztvevé jatszott egymdssal, és x # y esetén Ty
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azt jelenti, hogy x legyoGzte y-t.

2.2. Definicié. FEgy tranzitiv (xRy és yRz esetén xRz) és teljes relacidt
gyenge rendezésnek, eqy antiszimmetrikus gyenge rendezést pedig linedris ren-
dezésnek neveziink. Jelolje WL(A) ill. L(A) a gyenge ill. linedris rendezések
halmazdt az A-n.

2.3. Definicid. Az R reldcid szigori részén azt az R™ reldcidt értjik, melyre
minden z,y € A esetén tR™y < [xRy és ~yRzx], az R k6z6mbds részén pedig
azt az R™ reldcidt értjik, melyre minden x,y € A esetén xR~y < [xRy és
yRx].

Minden R reléci6 tehdt egy R™ szigori részre (amely aszimmetrikus, tehat
xRy esetén ~yR”™ ) és egy R~ koz6mbos részre (amely szimmetrikus, tehdt
xR™y esetén yR™x) esik szét.

2.4. Definicié. A WL(A)™-beli R = (Ry, ..., Ry) rendezett m-est profilnak
nevezziik. Ha R € L(A)™, akkor szigori profilrdl beszéliink.

Az R; komponenst gy interpretdljuk, mint az ¢ € V szavazd prefe-
renciarelaciéjat, amely tehat a szavazd alternativaparokra vonatkozo pref-
erencidibol &ll Gssze gyenge (vagy specidlis esetben linedris) rendezéssé. Az,
hogy az R; egy gyenge rendezése az A-nak gy értelmezhetd, hogy szavazénk
rangsorolni képes az alternativdkat (gyenge rendezésnél a k6z6mbosség meg-
engedett, linedris rendezés esetén azonban nem).

2.5. Definicié. Ha az R egy reldcié az A-n, § # B C A, akkor az R-
nek a B-re vald megszoritisin a (B x B) N R reldcidt értjik (a B-n), és
azt R|p-vel jeloljik. Ha R = (Ry,...,Rm) egy profil, akkor legyen R|p =
(R1|B) s )RUL|B)-
Az R|p reldcié tehdt a B-ben futé élek (és csak azok) megtartdsaval ke-
letkezik az R-bol.
2.6. Definicié. Ha (Ry,...,R;) egy szigord profil, a € [%, 1] , akkor az
xMy < #{i € V | 2Ry} > am reldcidt a-tdbbségi reldcionak nevezzik. Az
a = 1/2 esetben inkdbb azt mondjuk, hogy az M az egyszerd tibbségi reldcid.
Az alabbi tétel azt mondja, hogy egyszerii tobbségi reldcidként (o = 1/2)
minden bajnoksidgot megkaphatunk, az o > 1/2 esetben azonban bizonyos

értelemben éppen forditott a helyzet.
2.7. Allitas (McGarvey [32], Mala [29]). Az aldbbi dllitdsok igazak:

i) tetszdleges bajnoksdghoz taldlhatd olyan szigori profil, melynek egyszerd
tobbségi reldcidja éppen ez a bajnoksdg;

it) minden o > 1/2-hez taldlhatd olyan bajnoksdg, mely nem az a-tébbségi
reldcioja semmilyen szigori profilnak sem.

Bizonyitds. 1). Legyen T egy tetszdleges bajnoksig az A = {a1,...,an}-
n és legyen 1 < ¢ < n. Ha az x,-ek azok az alternativak, amelyeket az a;
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legy6z6tt a T-ben (s = 1,...,k), az y-k pedig azok, amelyek legy6zték az
ai-t (t =1,...,n —k — 1), akkor tekintsiik az aldbbi Rg;—1 és Ra; linedris
rendezéseket:

Ryi—1: aiey .. mpyn - Yn—k—15  R2it Yn—k—1...910;Tk ... T1 -

Ekkor az (Ry, Ra, . .., Ran_1, Ray,) profil tobbségi reldcidja éppen T'. Val6ban,
ha aTb,a # b, akkor a = a; valamely i € {1,...,n}-nel, tovdbbd b = x,
valamely s € {1,...,k}-val. Ekkor aR2;—1b,aR;b, tovdbbd az a és a b
ellentétes sorrendben szerepelnek az Osszes tobbi Raj_1, Rp; linedris ren-
dezéspérban (j # i), tehat aMb, de nem bMa.

ii). Elészor is megjegyezziik, hogy tetszbleges T bajnoksdgra és (Ry, ..., Ry)
szigoru profilra érvényes a kovetkezd

m

Y #HilaRiby =Y #(RiNT) (2)

aTb i=1

egyenldség, hiszen mindkét oldalon azon T-beli élek elemszdma &ll (multi-
plicitassal), amelyek az R;-knek is élei (1 = 1,...,m).

Legyen a > 1/2 tetszOleges. Erdés és Moon [20] egy tétele szerint ha
az A halmaz n elemszama elég nagy, akkor taldlhaté olyan T bajnoksig az
A-n, melyben minden aciklikus élhalmaz elemszama kisebb, mint a(g). HaT
az a-t0bbségi reldciGja lenne valamely (Ry,. .., R,,) szigori profilnak, akkor
aTb esetén #{i | aR;b} > am teljesiilne és igy Gsszeaddssal adédnék, hogy

S #{i | aRib) > <Z> am . (3)

aTb

Mésrészt 1 < i < m esetén igaz, hogy #(R; NT) < af(}), (hiszen R, NT
aciklikus élhalmaza R;-nek és igy T-nek is) ahonnan ismét Gsszeaddssal kap-
juk, hogy

m

; #(RiNT) < ma <;‘> : (4)

A (2), (3) és (4) allitdasok azonban ellentmondanak egymdsnak. 0

2.8. Megjegyzés. A 2.7. éllitdsbeli i) allitdsnél valdjdban t6bb is mond-
hatd, nevezetesen megmutathatd, hogy adott o > 1/2 esetén ii) majdnem
minden bajnoksagra teljesil, ami ugy értendd, hogy azon bajnoksagok szam-
ardnya, amelyekre teljesiil, tart az egyhez, amint az A elemszdama minden
hataron tul névekszik.

2.9. Példa. Tekintsiik az aldbbi szavazasi eljardst. Az alternativékat egy
adott ay ...a, sorrendben titkoztetjiik egymassal egyszeri tobbségi alapon.
Ez azt jelenti, hogy el0szor a; és ap kozott dontenek a szavazok, majd a
gyOztes és ag kozott, s igy tovabb a sor végéig. Nevezzik ezt az eljarast
napirendi szavazasnak. Az elnevezés arra utal, hogy a parlamentben egy
torvényjavaslat esetén elGszor a torvényjavaslat modositasanak modositasa és
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a modositasa kozott dontenek, majd a gyoztes alternativa és a torvényjavaslat
kozott, végiil ennek gyoztese és az eredeti, hatdlyban all6 torvény kozott.
Mivel a 2.7. éllitas miatt az egyszeri tobbségi relacio tartalmazhat Hamilton-
kort, azaz olyan irdnyitott kort, amely minden csticson atmegy és csak egy-
féleképpen?, ezért vildgos, hogy a napirendi szavazés eredménye nagymérték-
ben fligg a napirendtdl, vagyis az a; .. .a, sorrendtol.

Létezik azonban a linedris rendezéseknek egy nevezetes osztalya, melyrol
feltételezhet, hogy bizonyos korilmények kozott a szavazdk preferencia-
reldciéi (mar amennyiben ha azok is linedris rendezésck) ide esnek. Ha ez
teljesiil, akkor mar —mint 1atni fogjuk— a tobbségi reldciéban nem fordul-
hatnak el6 korok.

Tegytik fel ugyanis, hogy az alternativdk a szavazdk preferenciditdl fiig-
getlentl tgy elrendezheték egy sorozatba, hogy ha két alternativa a szavazo
idedlisnak vélt alternativdjanak ugyanazon oldalan helyezkedik el a skalén,
akkor szavazé koziiliik mindig az idealis alternativahoz kozelebbit valasztja.
Ilyenek a preferencidk példaul akkor, ha a partok egy ideoldgiai bal-jobb
skéldn helyezhetdk el. A formaélis definicié a kovetkezo:

2.10. Definicié. Az R linedris rendezésre azt mondjuk, hogy egycsicsi az
ai . ..ay, alapsorrendre nézve, ha taldlhato olyan 1 < p <n, melyrep < s <t
vagy p > s >t esetén asRar. Az ap, alternativdt az R csucsdnak nevezzik.
Ha egy profil minden komponense egycsicst valamely rogzitett alapsorrend-
re nézve, akkor a profilt egycsicsunak nevezzik. Ha y az alapsorrendben x
és z (itt mindegy, hogy x vagy z van elébb az alapsorrendben) kizé esik (a
hatdrokat is beleértve), akkor ezty € [z, z]-vel jeldljiik.

Ha R egycsicsu és y € [z, z], akkor xRy esetén x és az R csticsa (az alap-
sorrendre nézve) y-nak ugyanazon oldaldn kell, hogy legyen, ezért yRz-nek
teljestilnie kell, s igy az R tranzitivitasa miatt kapjuk, hogy igaz a kovetkezo

2.11. Lemma. Legyen az R eqy egycsicsi linedris rendezés. Ha az x,y,z
alternativdkra y € [z, 2|, akkor xRy esetén xRz.

2.12. Tétel (Black [7]). Ha M egy egycsicsi profil tobbségi reldcidja, akkor
xM™y és yM™z esetén xM™ z.

Bizonyitds. Harom esetet tekintiink.

1. eset. x € [y, z]. Ha tM” z nem teljesiilne, azaz z Mz éllna fenn, akkor
a 2.11. lemma miatt zMy is éllna, ellentmonddsban yM ™ z-vel.

2. eset. y € [x,z]. tM™y azt jelenti, hogy a szavazdknak tobb, mint a
fele x-et preferdlja az y-nal szemben. A 2.11. lemma miatt ezek a szavazdk
z-et z-vel szemben is preferaljdk, tehat xM ™ z.

3. eset. z € [x,y]. Ez az eset nem johet létre, ellenkez6 esetben ugyanis
az yM™ z feltétel és a 2.11. lemma miatt yM ™z &llna fenn, ami ellentmond
xM™ y-nak. O

386t, ha a szavazok preferenciareldciéit egyenletes eloszlés jellemzi, akkor ez 1-hez kozeli
valészintliséggel bekovetkezik (Bell [5])
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A fentiek alapjén allithatjuk, hogy barmely R egycsicsu profilhoz tartozik
Condorcet-gy6ztes, s6t, ha § # B C A, akkor R|p-hez is, hiszen konnyen
lathatéan R|p maga is egycsicsi profil.

2.13. Definicié. Egy reldciot kvdzitranzitivnak nevezink, ha a szigori része
tranzitiv. Egy teljes kvdzitranzitiv reldciot kvdzilinedrisnak nevezunk.

A fenti definicidval a 2.12. tétel tgy is fogalmazhaté, hogy minden egy-
cstcst profil egyszert tobbségi reldcidja kvazitranzitiv (vagy ami most ugyan-
az: kvazilinedris).

Az egycsicsisigot dltaldnosabban is értelmezhetjiik: ha adott egy G fa
(tehdt egy olyan graf, mely nem tartalmaz kort és Gsszefiiggd, azaz barmely
két csticsa kozott fut ut) az A-n, akkor egy linedris rendezést egycsticsinak
neveziink a G-re nézve, ha minden G-beli itra nézve egycsicsi. Ide kivan-
kozik, bar a késébbiekben nem lesz szitkségiink rd, Demange [14] tétele:

2.14. Tétel. Ha egy profil valamennyi komponense egycsucsi valamely fdara
nézve, akkor a t6bbségi reldcichoz tartozik Condorcet-gydztes.

Megjegyezziik, hogy a fenti tételben nem allithatd, hogy a tobbségi relacio
kvazitranzitiv, a tobbségi relacié nagyon is tartalmazhat iranyitott koroket.

A tovébbiakban roviden &ttekintiink néhény, a racionalitds bizonyos fo-
kozataival Osszefliggd olyan definiciét és allitast, melyekre a tovabbiakban
sziikséglink lesz.

2.15. Allitas. Ha az R eqy tranzitiv reldcid, akkor minden x,y,z € A-ra

i) TRy, yR™ 2z = xR" 2 it) *R”y, yRz = xR™ 2 .

A fenti allitas egyszerii kdvetkezménye, hogy minden tranzitiv relacié
kvazitranzitiv:

2.16. Allités. Ha az R egy kvdzilinedris reldcid, akkor minden x,y, z € A-ra

i) xRy, yR™ 2z = xRz; it1) *R™y, yRz = xRz .

2.17. Definicié. Az R reldcidra azt mondjuk, hogy ciklikus, ha taldlhato
olyan k € IN,a1,...,ar € A melyekre a;R” a;11 minden i =1,...,k-ra. Ha
az R nem ciklikus, akkor aciklikusnak nevezziik.

Az aldbbi éllitas nyilvanvald:
2.18. Allitas. Minden kvdzitranzitiv reldcié aciklikus.
2.19. Definicié. Az R reldcic maximdlis elemeinek halmazdn az
{reA|-Jye A:yR 2z} = argmax R

halmazt értyik.
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Ha az R egy teljes relacié, akkor nyilvan
argmax R={z € A|Vy € A: zRy}.

Az aciklikus reldciok fontossdgat mutatja az aldbbi:

2.20. Allitas. Legyen az A véges halmaz, és legyen az R eqgy reldcid az A-n.
Ekkor az aldabbi dllitdsok ekvivalensek:

i) argmax R|x # 0, ha D #£A#X C A

it) R aciklikus.

3 Arrow tétele

Ebben a szakaszban a nevezetes Arrow-féle lehetetlenségi tétel taldn legis-
mertebb dltaldnositasat targyaljuk. Az Arrow tétel [3] arrdl szdl, hogy ha az
alternativak szama legalabb 3, akkor nem létezik olyan 0sszjoléti fiiggvény,
mely eleget tesz néhdny elemi racionalitdsi (pl. az Osszpreferencia tranzitivi-
tasa) ill. demokratikusségi (pl. a Pareto-tulajdonsdg, diktdtormentesség) kri-
tériumnak. Az dltaldnositdas (Wilson [40]) egyidejiileg két irdnyban torténik:
egyrészt megengedjik, hogy az értelmezési tartomany bizonyos értelemben
sziik legyen, mésrészt a (az egyébként nehezen kifogdsolhaté) Pareto-feltételt
elejtjuk. Sajnos a Wilson-tétel sem hoz pozitivumot az elméletbe: a fenti
lazabb feltételek mellett is csak degeneralt, gyakorlatban hasznalhatatlan
Osszjoléti fuggvények elégitik ki a kirott feltételeket.

3.1. Definicié. Ha R(A) jeloli a teljes reldcidk halmazdt az A-n és ) #
D C WL(A)™, akkor egqy F : D — R(A) fiiggvényt dsszjoléti figgvénynek
neveziink és az F(R) figguényértékeket dsszpreferencidnak (vagy tdarsadalmsi
preferencianak) hivjuk. Ha az F értékei csak bizonyos P tulajdonsdgi tel-
jes relaciok lehetnek, akkor P-0sszjoléti fiigguényrdl beszélunk. fgy példdul
beszélhetiink tranzitiv, kvdzitranzitiv, aciklikus stb. dsszjoléti fiiggvényekril.

A tovabbiakban néhiny, az elméletben standardnak tekintett példat mu-
tatunk osszjoléti fiiggvényre.

3.2. Példa. Legyen () # D C WL(A)™ tetszbleges és R € D esetén legyen
T(R) az alabbi reldci6 az A-n:

eT(R)y & #{i € V| xRy} > #{i € V | yRix} . (5)

A T(R) relacié nyilvan teljes, ezért a T tObbségi fliggvény egy 0Osszjoléti
fliggvény. A Condorcet-paradoxonhoz hasonléan kénnyen lathatéd, hogy T
ciklikus, ha |A|,|V| > 3,L(A)™ C D. Ha azonban D az A egy valamely
alapsorrendjére nézve egycsucsu profilok halmaza, akkor T' (a 2.12. tétel mi-
att) egy kvazitranztiv Gsszjoléti fiiggvény, s6t, ha a |V| paratlan, akkor a T'
tranzitiv is.
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3.3. Példa. A Borda pontozasbdl nyilvéan egy tranzitiv 6sszjoléti fiiggvényt
kapunk, ha az alternativékat az elért Borda-pontszamoknak megfeleléen rang-
soroljuk.

3.4. Példa. Legyen () # D C WL(A)™ tetszbleges és R € D esetén legyen
P(R) az aldbbi reléci6 az A-n:

zPR)yy< eV :axRy. (6)

A P(R) relacié nyilvén teljes, ezért a P d.n. gyenge Pareto fiiggvény egy
Osszjoléti fuggvény. Vildgos, hogy zP(R)”y pontosan akkor teljesiil, ha
xRy minden i € V-re, s innen az R;-k tranzitivitdsa alapjan vildgos, hogy
a P kvazitranzitiv.

3.5. Példa. Legyen () # D C WL(A)™ tetszbleges és R € D esetén legyen
P(R) az aldbbi reléci6 az A-n:

zPR)y< [FieV:zR y] vagy [VieV:zR]y|. (7)

A P(R) relcié nyilvén teljes, ezért a P t.n. erés Pareto fiiggvény egy
Osszjoléti fiiggvény. Vildgos, hogy = P(R)™y pontosan akkor teljesiil, ha xR,y
minden i € V-re és xR y legaldbb egy i € V-re. Innen az R;-k tranzitivitdsa
és a 2.15. 4llitas alapjan vildgos, hogy a P kvézitranzitiv.

3.6. Példa. Legyen () £ D C WL(A)™ tetszbleges és R € D esetén legyen
F(R) az aldbbi reléci6 az A-n:

sFR)y e 3i,jeVi#j: 2Ry, xRy . (8)

3.7. Megjegyzés. A 3.6. példa F' (i.n. vétémentes) Osszjoléti fliggvénye
aciklikus, ha m > n, azaz, ha #V > #A. Ha ugyanis taldlnank olyan
paronként kiilonbozé aq,...,ar € A alternativdkat, melyekre s = 1,...,k
esetén a, F(R)™ asy1 (az apy1 = aq konvenciéval), akkor mivel minden s-hez
legfeljebb egy olyan i € V szavazo talalhato, akire asy1 R;as, €zért m >n > k
miatt taldlhaté olyan i € V. aki semelyik s-hez sem tartozik, azaz akire
asR as11 minden s =1,...,k-ra. Ez azonban lehetetlen, hiszen az R; acik-
likus.

3.8. Defiicié. Azt mondjuk, hogy az F' dsszjoléti fiigguény teljesiti a pdrok
fliggetlensége feltételt (PF-et), ha minden x,y € A-ra és tetszdleges R, S € D
profilokra teljesiil, hogy Ry} = Sl{z,y} esetén F(R)|(z,y1 = F(S)|{a,y}-

A Borda pontozast kivéve a fenti példdk mindegyike teljesiti PF-et, amint
az a megfelel§ definiciékbdl azonnal kovetkezik. A Borda pontozés esetében
tekintsiik az aldbbi két profilt:

1 2 1 2
R’ :

S>to
QT O
o o9
QT O
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Ha B a Borda-féle 6sszjéléti fliggvény, akkor a B(R)™b és aB(R’)™b, j6llehet
R|{a,b} = RI|{a,b}-

A pérok fliggetlensége feltétel esetén nem fordulhat el az a furcsa eset,
hogy két alternativa kozotti tarsadalmi preferenciat befolyasoljak mas alter-
nativaparokra vonatkozo6 preferencidk, tovabbé, ha PF nem teljesil, el6for-
dulhat, hogy stratégiai meggondolasok eredményeként a szavazdk akarataval
szembendllé eredmények sziiletnek. Riasztd példaként tekintsiik a Borda féle
pontozasos rendszerben a kovetkezd 15 szavazds szituaciot:

QO S|
SIS N IEN|
[SE RIS IEN|

ahol a profil fejlécében szerepld szamok jelzik, hogy az alattuk 1évé (&szinte)
preferenciarendezés hany szavazéhoz tartozik. A Borda pontszdmok a kévet-
kezbk: a:2, b:22, ¢:21. A ¢ tdmogat6i azonban csokkenthetik a rivélis b
alternativa pontszamat, ha azt a legutolsé helyre rangsoroljak:

QO S|
SR O
Qo oI

Ezt felismervén, b tdmogatdi is érdekeiknek megfeleléen szavaznak:

QO S|
SR O
o2

Igy tehat az esélytelen a nevetd harmadikként gySztese lett a szavazésnak.
PF ellen sz6l viszont az alabbi érvelés:

7 6 5
a ¢ b
b a c
c b a

A fenti szavazasi szitudciéban az dltaldnossag nem til nagy megszoritdsa mel-
lett feltehetjiik, hogy a a gyoztes. Tegyiik most fel, hogy b kiesik a versenybol
(pl., mint jelolt visszalép). Az 1j profil:

7 6 5
a c c
c a a

ahol viszont nem az a, hanem nyilvanvaléan a c a gyGztes.
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Ma is vita térgya, hogy PF-re sziikség van-e (ldsd pl. [30, 31, 37, 38]).

3.9. Definicié. Ha R € WL(A)™, akkor R} jelentse azt, hogy tRLy <
TRy, i€ K.

3.10. Definicié. Legyen az F' eqy 0sszjoléti fligguvény és legyen x,y € A, x #
y. BEgy K C V koaliciot (x,y)-erdsnek (inverz-(x,y) erdsnek) neveziink, ha
tetszéleges R € D profil esetén, melyre xRy, teljesil igaz, hogy zF(R)™y
(yF(R)"z). Ha egy koalicié minden x,y € A,x # y esetén erds (inverz-
erds), akkor erdsnek (inverz erdsnek) nevezzik.

Ha egy koalicié (z,y) er6s (inverz-(x,y) erés), akkor nyilvan minden nala
bévebb koalicié is (z,y) erds (inverz-(x,y) erds).

Az L{A)™ C D C WL(A)™ esetben a tobbségi fliggvénynél egy koalicid
nyilvan pontosan akkor erds, ha a szavazéknak tobb, mint a felét tartalmazza.
3.11. Definicié. Egy dsszjoléti fligguényt Arrow-tipusinak neveziink, ha

tranzitiv (azaz csak gyenge rendezéseket vesz fel), és teljesiti a pdrok fig-
getlensége feltételt.

3.12. Példa. Legyen D = WL(A)™. Ekkor az aldbbi fliggvények Arrow-
tipusuak:

1. Legyen Q € WL(A)™ rogzitett és legyen F(R) = @ minden R € D-re.

2. Legyen F(R) = Ry minden R € D-re.

3. F(R)= R;' minden R € D-re.

Sajnos, ha |A| > 3 és D = WL(A)™ vagy D = L(A)™, akkor a fentieknél
lényegesen ,,demokratikusabb” példat Arrow-tipusi 6sszj6léti fiiggvényre nem
lehet adni, amint azt a 3.24. tételben latni fogjuk.

3.13. Definicié. Egy D értelmezési tartomdnyra azt mondjuk, hogy (z,y, 2)-
teljes, ha x,y,z € A pdronként kiilonbézéek és Dlg, .y = WLH{x,y, 2})"
vagy Dlay.zy = L2,y 21)™.

3.14. Definicié. Legyen D C WL(A)™. A D-t dsszefiiggbnek nevezzik, ha

minden x,y,u,v € A, x # y,u £ v esetén taldlhaté olyan ay,as,...,ar_1,ak
sorozat az A-ban, ahol ay = x,as =y, ar_1 = u,ar = v, hogy a D értelmezési
tartomany (a;, a;y1,a;42)-teljes minden i =1,... k — 2-re.

3.15. Definicié. Legyen az F egy osszjoléti fugguény. Ha valamely x,y €
A-ra xF(R)™y teljesil minden R € D esetén, akkor az F-et elfogultnak
nevezzik.

Az elfogultsdg nyilvan egy hatrdnyos tulajdonsdg, hiszen ekkor bizonyos
Osszpreferenciak nem valésulhatnak meg a szavazok semmilyen preferenciai
esetén.

3.16. Lemma. Tegyiik fel, hogy |A| > 3 és legyen a D dsszefiiggé. Ha az
F Arrow-tipusi dsszjoléti fiiggvény nem elfogult, akkor minden (z,y)-erds
(inverz-(z,y)-erds) koalicid egyben erds (inverz-erds) is.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az F-re teljesiilnek a tétel feltételei, és
tegytk fel, hogy a K C V koalicié (x,y)-er6s. Az az eset, amikor a K
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koalicié (x,y) inverz erds, hasonléan igazolhaté. Mivel a D Osszefiiggd, ezért
taldlhaté olyan a € A\ {x,y} melyre igaz, hogy a D értelmezési tartomény
(x,y, a)-teljes.

1. dllitds. A K koalici6 (x, a)-erés. Legyen ugyanis R € D egy tetszileges
olyan profil, melyre xR} a. Az R profil szimunkra érdekes részét egy egyszert
abran szemléltethetjiik:

K V\K
R: r  [ralg
a

ahol [ra|lg a V' \ K koalicié tagjainak az (z,a) alternativapérra vonatkozé
tetszbleges preferenciait képviseli. Mivel az F' nem elfogult, ezért taldlhato
egy olyan S € D profil, melyre

yF(S)a . 9)

Legyen most T € D egy olyan profil, melyre

és

Tlty.ay = Slgy.a} » (11)
tovabba

z2Try . (12)
Abran:
K V\K
T: x  [ralg[yadlg
lyalg

ahol példaul [ya]g a V'\ K oszlopdban azt jelenti, hogy a V'\ K-beliek T-beli,
(y,a) alternativapérra vonatkozé preferencidi megegyeznek az S profilbeli
(y, a) parra vonatkozé preferencidikkal. Ilyen T profil nyilvén létezik.

Mivel a K egy (z,y)-erés koalicid, ezért (12) miatt zF(T)”y, tovdbbd
(9) és (11) valamint a pdrok fluggetlensége feltétel miatt yF(T)a, s igy a
2.15. allitds miatt zF'(T)” a, innen pedig (10) és a parok fiiggetlensége feltétel
alapjan kapjuk, hogy ©F(R)”a. Tehat a K egy (z, a)-erds koalicié.

2. dllitds. A K egy (a,y) erbs koalicié. A bizonyitdshoz most tekintsiink
egy tetszOleges olyan R € D profilt, melyre aR%y. Mivel az F nem elfogult,
ezért taldlunk olyan S € D profilt, melyre aF'(S)z. Tekintsiink egy, az aldbbi
abranak megfelelo T profilt:

K V\K
T:  az]g [aylR[az]g
y

Az 1. allitdshoz hasonléan igazolhatd, hogy aF(R)”y, tehdt a K koalicid
(a,y) erés.
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3. dllitds. A K koalicié erés minden {x,y, a}-beli parra. Valéban, az 1. és
a 2. allitasokat alkalmazva konnyen adédik az eredmény.

Most mér beldthatjuk, hogy a K koalicié (u,v)-erés minden (u,v) pérra.
A D Osszefiiggésége miatt taldlhatok olyan ay, ..., ay alternativdk (k € IV),
melyekre igaz, hogy a D értelmezési tartomény (a;,a;4+1,a;+2) teljes (ahol
a1 =x,a3 =Y, ak—1 = u,ar = v) minden i = 1,..., k—2 esetén. Ekkor azon-
ban a 3. allitds miatt a K koalicié (y, a1)-erds, innen kapjuk, hogy (aq, as)-
er6s, végiil kapjuk, hogy (u, v)-erés. Bebizonyitottuk tehat, hogy a K koalicié
eros. m|

3.17. Definicié. Egy F dsszjoléti fiigguényt kozombosnek nevezink, ha min-
den R € D esetén F(R) = A x A.

A kozOmbdsség nyilvan egy nemkivanatos tulajdonsdg, hiszen egy ilyen
tulajdonsagu figgvény altal semmilyen informacié nem nyerheté egy pro-
filbdl.

3.18. Lemma. Tegyiik fel, hogy |A| > 3, tovdbbd, hogy a D dsszefiiggd és
legyen az F : D — R(A) egy nem kézombds és nem elfoqult Arrow-tipusi
osszjoléti fugguény. Ekkor a V wvagy erds, vagy inverz erds.

Bizonyitds. Mivel az F' nem ko6zombos, ezért talalhaté egy olyan R € D
profil, és x,y alternativdk, melyekre xF(R)”y. Legyen most a egy olyan
alternativa, melyre igaz, hogy az D értelmezési tartomany (z,y, a)-teljes és
tekintsiink egy olyan S € D profilt, melyre aS;vx, és aSyy teljesiil, tovabba
Sl{z,y} = Rl{a,yy- llyen S profil nyilvan létezik. Abran:

_v_
S : a
[2yIR,

A pérok fliggetlensége miatt zF(S)”y. Ha aF(S)”y, akkor a parok fligget-
lensége miatt a V egy (a,y) erds koalici és igy a 3.16. lemma miatt a V erds.
Ha yF(S)a, akkor a 2.15. &llitds és x F(S)”y miatt xF(S)"a, s igy a V inverz
er0s ismét a 3.16. lemma miatt. a

A tovabbiakban néhany allitdst mondunk ki a szavazdk halmazédn tekin-
tett specidlis halmazrendszerekre. Egyrészt ki fogjuk mutatni, hogy az (in-
verz) erés koaliciok rendelkeznek ezzel a specialitdssal, mésrészt beldtjuk,
hogy ez a specialitds az egy elem (a diktétor) &ltali generdldst jelenti.

3.19. Definicié. Egy X halmazrendszerre azt mondjuk, hogy monoton, ha
XeX, X' DX esetén X' € X. Az ilyen halmazrendszereket felszdllénak is
nevezik.

3.20. Definicié. Egy X halmazrendszerre azt mondjuk, hogy zdrt a véges
metszetre, ha X1,...,X; € X, t > 2 esetén ﬂizl X, e X.

A 3.20. definiciéban nyilvan elég t = 2-t venni, akkor is ugyanazt a fogal-
mat kapjuk.
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3.21. Definicié. Egy Xo-beli X nemidires halmazrendszerre, melyre () ¢ X,
azt mondjuk, hogy eqy szird az Xo felett, ha monoton, valamint zdrt a véges
metszetre nézve. Ha a fentieken kivil még az

X¢&X esetén Xo\XeX (13)

tulajdonsdg is teljesiil, akkor ultraszirordl beszélunk.

Ha® #Y, C Xoés X ={X | Yy C X C Xg}, akkor az X nyilvén sz(ir§
az Xy felett, és pontosan akkor ultrasziir, ha az Yy egyelemi. A fenti tulaj-
donsagu X-eket {Gsziironek, egyelemii Y; esetén pedig alapsziirének nevezziik,
és azt mondjuk, hogy az X-et az Yp generdlja. Az ultraszlirék maximalis
szirok, amennyiben minden sziir6 része egy ultrasziironek. Végtelen X
esetén ennek az allitasnak az igazolasa transzfinit eszkozoket igényel, véges
X esetén azonban konnyen igazolhat6 az alabbi allités:

3.22. Allitas. Legyen a Xo egy véges halmaz. Fkkor
i) minden X, feletti szird fésziird;

it) minden X, feletti ultraszird alapsziré.

Bizonyitds. i). Ha az X szlir6 egy X feletti sziird, akkor az X, végessége
és a végesmetszet tulajdonsdg miatt (X € X. fgy tehdt a monotonitas miatt
az X valéban f6sziir6.

i1). Ha az X egy ultrasziir§ az Xo-n, akkor i) miatt az X {8sz{ir6.
Bel4tjuk, hogy {z} € X valamilyen z € Xy-ra. Ha ez nem lenne igaz, akkor
(13) miatt Xo \ {z} € X minden z € Xo-ra, s igy 0 = (N cx, (Xo \ {z}) € &,
ami ellentmondas. Tehat X valéban alapsziiro. O

3.23. Definicié. FEgy F dsszjoléti fiiggvényt diktatorikusnak (inverz dik-
tatorikusnak) neveziink, ha taldlhatd olyan i € V- melyre az {i} koalicic erds
(inverz erds). Ilyenkor azi-t diktdtornak (inverz diktdtornak) nevezzik.

Nyilvanvald, hogy egy 0sszjoléti fiiggvény esetében legfeljebb egy diktator
létezhet. Ha azonban az i egy diktator, akkor zR;"y még nem jelenti feltétle-
nil azt, hogy ©F(R)~y. Tekintsiik példanak kovetkezd Gsszjoléti fliggvényt:
R € WL(A)™ esetén legyen 2 F(R)y pontosan akkor igaz, ha minden i € V-
hez, melyre yR; x teljesiil, taldlhat6 olyan j € V,j < i, melyre xRJ*y Az
F-nél az 1 diktétor, azonban ha xR]y, akkor az F(R)|(,,,} preferenciat a
tobbi szavazé preferencidinak hierarchikus rendje (a 2-t6l lefelé az m-ig) ha-
tdrozza meg.

3.24. Tétel (Wilson [40]). Ha |A| > 3, akkor minden Arrow-tipusi dsszjoléti
figgvényre, melynek értelmezési tartomdnya 0sszefiiggd, az aldbbi tulajdon-
sagok valamelyike igaz:
i) kozombos i) elfogult i) inverz diktatorikus i) diktatorikus.
Bizonyitds. Tegytk fel, hogy az F' : D — R(A) 6sszj6léti fliggvény teljesiti
a tétel feltételeit. Tegyiik fel tovabba, hogy az F nem k6zombos és nem el-

fogult. Belatjuk, hogy ekkor vagy az erés vagy az inverz erds koalicidék ultra-
szirot alkotnak a V-n. Innen a 3.22. allitds alapjan mar kovetkezik tételiink
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allitasa. Tegytk fel egyelore, hogy a V' koalicié erds, s igy az erés koaliciok
U halmaza nemiires.

Mivel a V erds, ezért § ¢ U. Az erds koalicidknal bdvebb koalicidk is
erbsek, ezért az U monoton.

Most belatjuk, hogy U zart a végesmetszet képzésre nézve. Legyen K, L €
U, és R € D egy tetszbleges olyan profil, melyre zR% -, y. Legyen az a egy
harmadik alternativa és S € D egy, az alabbi abranak megfeleld profil:

KNnL K\L V\K

S . x [zyIR a
a a [zy] R
Yy

Ekkor zF(S)”a, hiszen a K er6s koalicié. Tovdbbd aF(S)”y, hiszen az L
feltevésiink szerint egy erds koalicié s igy a néla bévebb (K NL)U(V\ K) =
LU (V\ K) koalici6 is erés. Innen a tranzitivitds miatt zF(S)”y, majd
tekintettel a parok fiiggetlenségére kapjuk, hogy zF(R)™y. Beldttuk tehét,
hogy a K N L koalici6 erés.

Beldtjuk végiil, hogy a (13) tulajdonsig teljesiil. Tegyiik fel, hogy K C
V,K ¢ U. Ekkor taldlhaté olyan R € D profil és z,y € A, melyre 2Ry és
mégis yF(R)x. Legyen az a egy harmadik alternativa, és legyen az S € D
egy tetszoleges olyan profil, melyre yS;\ @ Legyen végiil T € D egy olyan
profil, amely megfelel az alabbi dbranak:

K V\K
T: r  [vylR
lyalg a

Ekkor a pdrok fiiggetlensége miatt yF(T)z, és mivel a V er6s, 2F(T)" a is
teljesiil, ahonnan a 2.15. llitds miatt yF (T)”a. Innen a pérok fiiggetlensége
feltétel alapjan kapjuk, hogy yF(S)™a. Mivel az S € D egy tetszéleges olyan
profil volt, melyre yS;\ @, ezért bebizonyitottuk, hogy a V'\ K koalici6 erds
az (y, a) péarra, s igy a 3.16 lemma alapjan kapjuk, hogy V' \ K € U.
Belattuk tehat, hogy az U egy ultrasziird, s igy abban az esetben, amikor
a V er6s, a lemma bizonyitdsaval készen vagyunk. A 3.18. lemma miatt az
egyetlen masik lehetéség az, hogy a V inverz erds. Ebben az esetben viszont a
fenti bizonyitast kovetve kapjuk, hogy most az inverz erds koalicidk alkotnak
ultrasziirét. a

3.25. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy dsszjoléti fiigguény teljesiti a Pareto-
feltételt, ha a V erds.

Egy Pareto-feltételt kielégito 6sszjdléti fliggvény tehat nem lehet elfogult.
A 3.24. tétel egyszerli kovetkezménye az aldbbi, Arrow-tdl szdrmazé tétel:

3.26. Kovetkezmény (Arrow [3]). Tegytik fel, hogy |A| > 3, és legyen az F

eqy Arrow-tipusiu 0sszjoléti fiigguvény, melyre teljesiil

i) D=WL(A)™ vagy D = L(A)™;
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it) a Pareto-feltétel.

Ekkor az F diktatorikus.

Bizonyitds. Valéban, a Pareto-feltétel miatt a 3.24. tételben az i), i) és
1i1) tulajdonsdgok nem teljesiilhetnek, s igy az F' csak diktatérikus lehet. O

Legyen D az A egy adott rendezésére nézve egycsicsu profilok halmaza.
Ha |V| paratlan, akkor a T t6bbségi fliggvény D-re valé megszoritdsa nyilvan
teljesiti a tételbeli feltételeket, kivéve azt, hogy D = WL(A)™ vagy D =
L(A)™, mégsem diktator senki sem.

Ha L(A)™ 2 D 2 WL(A)™, akkor sem feltétleniil igaz az Arrow tétel.
Legyen ugyanis D = (L(A)U{O})™ (ahol O = Ax A), legyen [A| > 3,|V]| > 2
és legyen az F 0Osszjoléti fiiggvény az R € D profilndl az aldbbiak szerint
megadva:

Ry ha R; # O minden i € V-re;
F(R) = {0 egyébként.

Ez az F 6sszjoléti fiiggvény konnyen ellenérizhetéen Arrow-tipusd, teljesiil a
Pareto-feltétel is, de az F' mégsem diktatérikus.

Ha az Arrow tételben az F' tranzitivitasat elejtjiik, akkor mér nem igaz a
tétel. Valéjaban mar akkor sem igaz, ha a tranzitivitast kvazitranzitivitasra
enyhitjiik, amint azt a Pareto fiiggvény példdja mutatja (Lésd a 3.4. péld4t).

4 Oligarchiak, véto és kollégium

Az Arrow (és a Wilson) tétel egy kifogdsolhaté pontja az Gsszpreferencigtol
megkovetelt tranzitivitas, amelyet gy interpretalhatunk, mint tarsadalmi
szintll racionalitast. Egyrészt eleve kérdés, hogy helyes-e az egyénekre jel-
lemz6 racionalitast a tarsadalomtdl is megkovetelni, és ezaltal a tarsadalmat
valamiféle ,személyiségként” kezelni, masrészt a fenti racionalitds matem-
atikai szempontbdl is til erésnek tlinik, hiszen az F'(R) tarsadalmi reldciénak
elsGsorban az a szerepe, hogy segitségével kivalasszuk az alternativak egy
adott részhalmazaban a maximalis elemeket. Ez pedig akkor is lehetséges, ha
csak annyit koveteliink meg, hogy az Gsszpreferencia aciklikus legyen (1dsd
a 2.20. allitast). Mivel az aciklikus, PF-et kielégit6é 0sszjoléti fliggvények
elmélete ma sem lezart teriilet, érthetd, hogy az elsé eredmények specialis
aciklikus, nevezetesen kvézitranzitiv 6sszjoléti fliggvényekre sziilettek. Az
egyik ilyen tétel ([21]) szerint a racionalitdsnak ez a fajta enyhitése sem
hoz ,,enyhiilést”, tovabbra is csak gyakorlatban hasznalhatatlan Gsszjoléti
fiiggvények johetnek széba. Az aciklikus (és PF-et teljesitd) Osszjoléti fiigg-
vények esetében a kép valamivel drnyaltabb, de az &dltalanos esetben ezek
hasznalhatésaga is kérdéses.

4.1. Definicié. Egy F osszjoléti figguény esetében egqy K koaliciot véto-
erdsnek nevezink az (x,y) pdr folott (x,y € A,x # y), ha minden R € D
profil esetén abbdl, hogy Ry, kovetkezik, hogy xF(R)y. Ha a K minden x,y
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pdr folott vétderds, akkor vétéerdsnek mondjuk. Az i € V szavazd vétderds,
ha az {i} koalicid vétderds.

A definiciébdl vildgos, hogy minden erés koalicié egyben vétderds is.

4.2. Definicié. Egy kvdzitranzitiv 6sszjoléti fligguényt mely teljesiti a pdrok
fiiggetlensége feltételét kvazi Arrow-tipusi fliggvénynek nevezink.

4.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy |A| > 3, D dsszefiiggd és legyen az F egy
kvdzi Arrow-tipusi fligguény, melyre teljestil a Pareto-feltétel. Ekkor minden
(x,y)-erds koalicié egyben erds is.

Bizonyitds. A 3.16. lemma bizonyitdsa most is megy, ott ugyanis az F-r6l
nem haszndltuk ki, hogy tranzitiv, csupan azt, hogy kvazitranzitiv. a

A 3.24. tétel bizonyitasat kovetve és az értelemszerii kis médositdsokat
megtéve kapjuk, hogy igaz az aldbbi két lemma:

4.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy |Al > 3, a D dsszefiiggé és legyen az F
eqy kvdzi Arrow-tipusi dsszjoléti fligguény, melyre teljesiil a Pareto-feltétel,
tovabbd D osszefiiggd. Ekkor az erds koaliciok szirdt alkotnak.

4.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy |Al > 3, a D dsszefiiggé és legyen az F
eqy kvdzi Arrow-tipusi dsszjoléti fligguény, melyre teljesiil a Pareto-feltétel,
tovabbd D osszefiiggd. Fkkor eqy nem vétderds koalicio komplementere erds.

4.6. Definicié. Egy F dsszjoléti fugguényt oligarchikusnak nevezink, ha
létezik oligarchia, vagyis olyan koalicio, mely erds és minden tagja vétoerads.

4.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy |A| > 3, a D dsszefiiggd és legyen az F' egy kvdzi
Arrow-tipusi 0sszjoléti fligguény, melyre teljestl a Pareto-feltétel. Ekkor az
F oligarchikus.

Bizonyitds. Az er6s koaliciék VW halmaza a 4.4 lemma miatt sziiré, s a V'
végessége miatt ez egy K koalicié altal generdlt {6sziird. Alh’tjuk, hogy K a
keresett oligarchia. Valéban, ha a K-beli ¢ szavazé nem lenne vétoerds, akkor
a 4.5. lemma miatt a V'\ {i} koalicié erds lenne, s igy a KN(V\{:}) = K\ {i}
koalicié is erds lenne, ami lehetetlen, hiszen a W-t a K generédlja. A tételt
ezzel bebizonyitottuk. a

A 4.7. tétel egyszerii kovetkezménye az alabbi tétel:

4.8. Kovetkezmény (Gibbard [21]). Tegyiik fel, hogy |A| > 3, és legyen az
F eqy kvdzi Arrow-tipusi dsszjdléti fligguény, melyre teljestil

i) D=WL(A)™ vagy D = L(A)™;
it) a Pareto-feltétel.

Ekkor az F oligarchikus.

A 4.7. tétel bizonyitasdban szereplé K éppen a vétderds szavazok halmaza,
hiszen a K-n kiviliek nem lehetnek vétderosek, mert a K erés. Megeshet
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azonban, hogy minden szavaz6 vétoerds, amint azt a Pareto fliggvény esete
mutatja (lasd a 3.4. és 3.5. példdkat).

Ha D val6di részhalmaza L£(A)™-nek, akkor mar nem feltétleniil igaz a
4.8 tétel. Legyen D az A egy adott rendezésére nézve egycsicsi profilok
halmaza. Ekkor a T tobbségi fiiggvény nyilvan teljesiti a 4.8. tétel feltételeit,
kivéve 7)-t. Most nincs olyan szavazd, aki vétderds lenne, amennyiben m > 2.

4.9. Példa. Ha a 4.7. tételben az F' kvazitranzitivitasat elejtjik, akkor mar
nem igaz a tétel. Valdjdban mér akkor sem igaz, ha a kvazitranzitivitast
aciklikussdgra enyhitjiik. Legyen ugyanis #V > #A D = L(A)™ és legyen
F a 3.6. példa vétomentes fiiggvénye. Az F' ekkor a 3.7. megjegyzés miatt
aciklikus, tovabba a kvazitranzitivitast kivéve teljesiti a 4.7. tétel valamennyi
feltételét, azonban nincs olyan szavazd, aki vétoerds lenne.

4.10. Definicié. Legyen az R egy relicio az A-n. Ha az ay,...,a; € A
sorozat csupa kilonbozo elembdl dll, akkor aiRas,...,ax—1 Ray esetén ird-
nyitott egyszerd utrol, és ha a fentieken kivil még apRay is fenndll, akkor
egyszertd iranyitott korrdl beszéliink. Irdnyitott egyszeri utak egy rendszerét
pont-diszjunktnak nevezzik, ha a hozzdjuk tartozo csicsok halmazai pdronként
diszjunktak.

4.11. Definicié. Azokat az aciklikus dsszjoléti fligguényeket, melyekre tel-
jesul a pdarok fiiggetlensége feltétel, dontési fiigguényeknek nevezzik.

Az elnevezést indokolja, hogy a 2.20. allitds miatt pontosan az aciklikus
relacidk azok a relacidk, melyekre igaz, hogy az alternativak barmely nemiires
részhalmazaban van maximalis elemiik.

4.12. Tétel. (Blair-Pollak [8]) Legyen #A =n > 4,n > m és legyen adott
az F' dontési fiigguény, melyre teljesiil

i) D=WL(A)™ vagy D = L(A)™;
it) a Pareto-feltétel.
FEkkor valaki legaldbb (n — m + 1)(n — 1) pdr folott vétéerds.

Bizonyitds. A tétel allitasdval ellentétben, tegyiik fel, hogy mindenki
kevesebb, mint (n — m 4 1)(n — 1) par f6lott vétderds.

Sziikségiink lesz a kovetkezd grafelméleti tételre, amelynek bizonyitasa
meghaladja e cikk kereteit, {gy azt mellézziik (14sd [9)):

Tétel. Legyen #A =n >4,n > m. Ha adottak a D; (i = 1,...,m) irreflexiv
(tehdt xD;x semmilyen x € A-ra sem teljesil) reldcick az A-n, gy, hogy D;
legalabb (m—1)(n—1)+1 élet tartalmaz (i = 1,...,m), akkor taldlhatdk olyan
e; € D;,(i = 1...,m) élek, hogy az {e1,...,en} €élrendszer pont-diszjunkt
egyszeri utak egyesitése.

Visszatérve tételiink bizonyitdsahoz, minden i = 1,..., m esetén definidl-
juk a D; relaciét az A-n az alabbi médon:

aD;b < az i nem vétderss a (b, a) f6lott.
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Indirekt feltevésiink miatt a D;-k mindegyike legaldbb n(n — 1) — (n — m +
Din—1)+1=(n—1)(m—1)+1 éet tartalmaz.
A fenti tétel miatt taldlhaté olyan pont-diszjunkt egyszeri utak egye-

sitéseként el6dlldé E = {e;}™, élrendszer, melyre e; € D;, ha i € V. Uj
élek hozzavételével egesmtsuk ki az I élrendszert egy ay,. .., Qmyr egyszeri
irdnyitott korré. Legyen ebben a korben e; = (a;«,a;«41),0 = 1,...,m. A

kényelmesebb jelolésmod érdekében nevezziik at a V' szavazoéit gy, hogy az
i 4j neve ¢* legyen minden i € V-re, és legyen az Gj névhalmaz V*. Ekkor
tehat azt mondhatjuk, hogy a ¢ € V* szavazd nem vétderés az (aH_l, i) Parra
nézve. Ez azt jelenti, hogy minden ¢ € V*-ra taldlhaté olyan R’ € D profil,
melyre a;41(RY)™a; és a;F(RY) ™ a; 1.

Mésrészt, ha i € {1,...,m + k} \ V*, akkor legyen R! € D egy olyan
profil, melyre a;(R})”a;y; minden j € V*-ra. Mivel az F-re teljesiil a
Pareto-feltétel, ezért a; F(R')~a;41, hai € {1,...,m +k}\ V* (a szokésos
am+k+1 = a1 konvenciéval). Az eddigieket Gsszevetve kapjuk, hogy minden
i=1,2,...,m+ k-ra igaz, hogy a;F(R%)"a;;1. Ha taldlndnk olyan R € D
profilt, melyre minden ¢ = 1,2,...,m + k-nal igaz, hogy

R|{ai,ai+1}:Ri|{ai,ai+1}) ha i=1,...,m—|—k,
akkor készen volnank, hiszen ekkor a parok fiiggetlensége feltétel és
aiF(Ri)>ai+1, (ZZ 1,2,...,m—|—k;)

miatt az F'(R) relacié ciklikus lenne, ellentétben feltételezésiinkkel.

Ilyen profil azonban taldlhaté, hiszen ha a ¢t € V* szavazdt rogzitjuk,
akkor a { Ri|(a,.a,41} },_ 1....my ) Preferenciahalmaz D = WL(A)™ ill. D =
WL(A)™ esetén egyarant kiegészitheté az A linedris ill. gyenge rendezésévé
(ekkor mindkét esetben az a1 Riay és a a;y1Ria, szigord preferencidk el-
lentétes irdnytak az a; ...am1r koron), s igy R = (R;);cv~ megfelel, hiszen
i) miatt R € D. O

A 4.12. tételben a (n — m + 1)(n — 1) korldt az m > 3 esetben a lehetd
legjobb. Legyen ugyanis D = L(A)™ vagy D = WL(A)™, és ha A =
{ai,...,a,}, akkor R € D esetén legyen asF(R)a; < [1 <t < m —1és
3,5 €Vi#j:asRia,asRja] vagy [m <t <nésJi €V :asRia;]. Mivel
m > 3, ezért az F(R) teljessége nyilvdnvals. Minden szavazé az (as,at) par
folott vétderds, ahol m <t <n,1 < s <n, azaz éppen (n—m+1)(n—1) par
folott. Az F' definiciéjabdl vildgos, hogy a parok fiiggetlensége és a Pareto-
feltétel is teljestil. Az aciklikussag igazoldsahoz indirekte, tegytlk fel, hogy
valamely R € D profilra az F(R) relacié ciklikus, legyen az by, ..., b, egy
olyan A-beli sorozat, melyben ismétlédés nem fordul el és minden ¢t =

S kra by F(R)"byyy teljesiil.  Ilyen sorozat nyilvéan taldlhaté. Az F
definiciéja alapjén csak az olyan t-kre taldlhatunk (és akkor is csak egy) olyan
1 szavazot, akire byqq1 R;by, melyekre by 11 = as valamilyen s =1,...,m—1-re.
Mivel m szavazénk van, ezért lesz egy olyan i szavazd, akire byy1 R} b, minden
t=1,...,kra, ami ellentmondas, hiszen R; aciklikus.
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A szakasz hétralévé részében a Banks-tétellel foglakozunk. FEz a tétel
aciklikus 6sszjoléti fiiggvényekrol szol, és azt mondja, hogy ha #V > #A
és a Pareto-feltétel teljesiil, akkor mindig talalhatunk olyan szavazot, aki
nélkiil nincs erds koalicié. Egy ilyen szavazé nyilvan til nagy hatalommal
rendelkezik, igy tehdt ez is egy negativ eredmény. Az eredmény igen dltalanos,
hiszen az igazolashoz még a parok fiiggetlensége feltételre sincs sziikség.

4.13. Definicié. A V-beli W monoton halmazrendszert egyszerd jatéknak
nevezziik, ha ) ¢ W.

A Wh-beli koaliciékat gy interpretalhatjuk, mint —bizonyos értelemben—
nyertes koalicidkat, melyek nyertes volta valamilyen elére megadott szabalybol
kovetkezik.

4.14. Definicié. Fgy W egyszeri jdatékot valodinak neveziink, ha abbdl, hogy
K e W, kévetkezik, hogy V \ K ¢ W.

A fenti természetes kovetelmény azt fogalmazza meg, hogy egy nyertes
koalicién kiviili egyének nem alakithatnak nyertes koaliciét.

4.15. Definicié. Ha W egy valddi egyszeri jaték, és adott az A alter-
nativahalmaz, akkor R € WL(A)™ esetén legyen az Fyy(R) reldcid az a teljes
reldcié az A-n, melynek Fyy(R)™ szigori része az aldbbiak szerint adott:

zFPw(R) y < 3K € W: zRy.
K

Mivel a W egyszerti jaték valodi, ezért a fenti Fyy Osszjoléti fiuggvény
joldefinialt.

4.16. Definicié. Eqgy W egyszeri jatékot vétdmentesnek neveziink, ha

(w =0.

4.17. Definicié. Egy W vétomentes egyszeri jaték esetén legyen
v(W) = min{#W | W cW, (W =0}.

A v(W) szamot a W Nakamura-szamdnak nevezziik.

Egy W vétémentes egyszert jaték Nakamura-szama tehat az olyan nyerd
koaliciok minimélis szdma, melyeknek nincs kozos eleme. A fenti definicid
fontossagat mutatja az aldbbi lemma:

4.18. Lemma. Legyenek ai,...,ar pdronként kilonbézé alternativdk és
Ky, ..., K}y koalicidk. Pontosan akkor taldlhaté olyan R € L(A)™ profil,
melyre aiR;iaiH mindeni=1,...,k-ra, ha ﬂjf:l K; =0.

Bizonyitds. Elégségesség. Minden i € V-re legyen B; = {(a;,a;+1) |
i € K;}. Mivel most minden ¢ € V-hez talalhaté olyan j € {1,...,k} melyre
i ¢ K, ezért minden ¢ € V-hez taldlhaté olyan j € V, melyre (a;,a,41) ¢ Bi.
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Ezért B; aciklikus és mivel még aszimmetrikus is, igy nyilvan kiterjesztheto
egy R; linedris rendezéssé. Az R = (Ry,..., R,,) profil rendelkezik a kivant
tulajdonsaggal.

Sziikségesség. Ha ﬂle K; # 0 lenne, akkor i € ﬂjf:l K esetén a; R;a;+1
teljesiilne minden j = 1, ..., k-ra, ami ellentmond annak, hogy R; aciklikus. O

4.19. Tétel (Nakamura [35]). Ha W egy valddi és vétdmentes egyszeri jaték,
akkor az Fyy dsszjoléti fiigguény pontosan akkor aciklikus, ha #A < v(W).

Bizonyitds. Szikségesség. A v(W) = v definicidja alapjén taldlhatok
olyan Ki,..., K, € W koalicidk, melyek metszete lires. A tétel allitasaval
ellentétben tegyiik fel, hogy |A| > v, s igy taldlhatunk v paronként kiilonb6z6
elemet az A-ban, legyenek ezek aq, ..., a,. Ekkor a 4.18. lemma miatt létezik
olyan R € L(A)™ profil, melyre a;R% ait1, i = 1,...,v. Igy azonban
a; Fyy(R)”a;+1 minden ¢ = 1,...,v-re, azaz F), nem aciklikus.

Elégségesség. Indirekte, tegyiik fel, hogy az Fyy nem aciklikus, tehat ta-
lalhatdék olyan paronként kiillonb6zo a, . . ., aj, alternativak, melyekre minden
i=1,....kra a;Flw(R)" a;41. fgy tehat a,-R;i a;+1 bizonyos K; € W koa-
liciékra (i = 1,...,k < #A). Ekkor azonban a 4.18. miatt ﬂle K; =0, ami
alapjan k > v(W), s igy #A > v(G), ellentmondés. O

4.20. Definicid. Egy dsszjoléti fligguényt kollégiuminak neveziink, ha vala-
mely szavazoé minden erds koalicionak tagja.

4.21. Definicié. Ha F egy 0sszjoléti figguény, akkor jeldlje Wr az erds
koaliciok halmazdt.

4.22. Lemma. Ha az F nem kollégiumi 0sszjoléti fligguényre teljestl a
Pareto-feltétel, akkor v(Wr) < m.

Bizonyitds. A Wr halmazrendszer most nyilvéan egy valddi egyszerii jaték,
amely az F' nem kollégiumi volta miatt vétémentes. Legyen v(Wg) = v és
legyen Ki,..., K, € Wg, N;_; K; = 0. Ekkor a K;-k koziil akarhdnynak
a metszetét is vesszik, az nem része egy, a metszetben nem szerepld indexii
K;-nek, hiszen ellenkezd esetben a {K;}7_; rendszer nem volna minim4lis,
ellentétben v definicigjaval. Innen indukciéval vilagos, hogy

m—uz‘h[(,- 0.
i=1

a

4.23. Tétel (Banks [4]). Tegyik fel, hogy m < n és legyen D D L(A)™.
Ha az F aciklikus 0sszjoléti fligguényre teljesil a Pareto-feltétel, akkor az F
kollégiumi.

Bizonyitds. Ha a tétel allitasaval ellentétben az F' nem volna kollégiumi,
akkor a 4.22. lemma miatt v(Wr) < m teljesiilne és ez az m < n feltételiinkkel
egylitt azt eredményezné, hogy v(Wr) < n. Mivel a Wr most vétémentes,
igy a 4.19. tétel szerint az Fyy, (R) relacio ciklikus valamely R profil esetében.
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Masrészt nyilvan Fyy,(R)” C F(R)™, tehdt az F(R) is ciklikus, ellentétben
feltételezésiinkkel. 0

A kovetkezd &llitas mutatja, hogy a 4.23. és a 4.12. tételek nem igazak,
ha #A > #V:

4.24. Allit4s. Ha #V > #A, akkor létezik olyan, a Pareto-feltételt kielégitd
dontési fligguény, melynél senki sem vétoerds semmilyen alternativapdr folott.

Bizonyitds. Legyen #V = m, #A =n, m > n, ”r—_bl < a< %, D=
WL(A)™. Tetszbleges x,y € A esetén alljon fenn 2 F'(R)y pontosan akkor, ha
#{i e V | 2Ry} > (1 — a)m. Mivel a > 1, ezért az F(R) egy teljes relcié
minden R € D-re. Tehat F' egy 0sszjoléti fliggvény. Az I definicidja alapjan
az F-re teljestil a parok fliggetlensége feltétel, tovabba a < %;1 miatt minden
m—1 tagu koalicié erGs, ezért teljesiil a Pareto-feltétel, s6t, senki sem vétderos
semmilyen alternativapar f6lott. Az F' aciklikussidgdnak igazoldsahoz indi-
rekte, tegylik fel, hogy az aq, ..., ax olyan, paronként kiilonb6z6 A-beli al-
ternativak, melyekre a; FF(R)”a;11 minden ¢ =1,... kra. A K, ={j € V|
a;Rja;1} jeloléssel az F' definici6ja alapjan ekkor latszik, hogy #K; > am
minden ¢ = 1,...,k-ra. Ezért a de-Morgan szabalyt felhasznalva kapjuk,
hogy # MLy K = # (Ui K¢) = m — # UL K¢S = m— S0, #K7 >
m—m(l —a)k >m—m(l—a)n>m—min=0. A fenti egyenl6tlenség-
sorozatbdl kovetkezik, hogy #ﬂle K; > 0, azaz ﬂle K; # (). Ez indirekt
feltételezésiinkkel egyiitt ellentmond a 4.18. lemmanak, tehat F' valéban acik-
likus. O

5 Binaris alapt optimum fiiggvények

Ebben a fejezetben és a késObbiekben is az &llitasok, tételek bizonyitasat
jorészt mellézziik. Ennek oka, hogy a bizonyitasok vagy pusztan technikai jel-
legiiek, j6formén semmit sem adva az elmélet 1ényegéhez, vagy éppen nehezek
és hosszuak, ezért a terjedelmi korlatok nem teszik lehetové azok megadasat.

5.1. Definicié. Egyc: P(A) — P(A) tipusi fiigguényt optimum fiiggvénynek
neveziink, ha ¢(X) C X minden X C A-ra teljesiil, tovibbd c¢(X) = 0-bdl
kovetkezik, hogy X = ().

A késbbbiekben ismertetendé modellben minden profilhoz hozzérendeliink
egy ¢ optimumfiiggvényt, és a c(X)-et gy interpretaljuk, mint az X-beli
tarsadalmilag —vagy legaldbbis a szavazasi rendszer tervezdje altal— op-
timélisnak tekintett alternativak halmazat az adott profilnal.

5.2. Definicié. Legyen fi és fo két optimum fiiggvény. Az fi és fo optimum
flggvények f1 U fo egyesitését ill. f1 N fo kozds részét az (f1 U f2)(X) =
F(X)Uf(X), dl. (finfo)(X) = L(X)NfoX) egyenlbségekkel definidljuk.

Viladgos, hogy két optimum fliggvény egyesitése is optimum fliggvény.
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5.3. Definicié. Egy c optimum fiigguényre azt mondjuk, hogy oroklédsd, ha
X CY C Aeseténc(Y)NX Cc(X).

Az 6roklédést gy illusztralhatjuk, hogy azok a magyarok, akik vilaghaj-
nokok, egyben magyar bajnokok is. A definiciébdl kénnyen kévetkezik az
aldbbi

5.4. Allitas. Két orokléds optimum fligguény egyesitése is oroklido.

5.5. Definicié. Egy c optimum figguényre azt mondjuk, hogy kiterjedd, ha
X, Y C Aeseténc(X)Ne(Y) Ce(XUY).

A definicié tehdt azt mondja, hogy egy kiterjed$ optimum fiiggvény ese-
tében ha egy alternativa két halmazban is optimdlis, akkor optimélis azok
egyesitésében is.

5.6. Megjegyzés. Ha a c optimum fiiggvény kitergedé, akkor indukcidoval
konnyen adédik, hogy X; C A, i =1,...,k esetén (,_, c(X;) C c(Ui.":1 X;).

5.7. Definicié. FEgy c optimum fiigguényre azt mondjuk, hogy bindris alap,
ha taldlhatd olyan R reldcié az A-n, melyre ¢(X) = argmax R|x minden X C
A halmazra teljesiil, és ilyenkor R-re azt mondjuk, hogy a ¢ egy alapreldcidja.
Ha az R vdlaszthato aciklikusnak, kvdzitranzitivnek ill. tranzitivnek, akkor
aciklikus, kvdzitranzitiv ill. tranzitiv alapd optimum fiigguényrdl beszélunk.

A bindris alapt optimum fiiggvények igen fontosak, hiszen az ilyen fiigg-
vények helyettesithet6k egy (teljes) reldciéval, s igy kapcsolatba hozhaték az
0Osszjoléti fliggvényekkel.

5.8. Allitas. Egy bindris alapt optimumfiggvénynek minden alapreldcidja
aciklikus, s igy minden bindris alapi optimumfiiggvény aciklikus alapi.

5.9. Tétel. FEgy c optimum figgvény pontosan akkor bindris alapu, ha
oroklodo és kiterjedd.

5.10. Definicié. Egy c optimum fiugguényre azt mondjuk, hogy vesztesfig-
getlen, ha c(Y) C X CY C A esetén ¢(X) = c(Y).

Egy c vesztesfiiggetlen optimum fliggvény esetében tehat, ha eltavolitunk
néhany ,,vesztest” az X \ c(X) halmazbdl, akkor a keletkezett sziikebb halmaz
,,gyOzteseinek” halmaza megegyezik c¢(X)-szel.

5.11. Megjegyzés. Konnyen lathatd, hogy két vesztesfiiggetlen optimum
fliggvény egyesitése is vesztesfiiggetlen.

5.12. Tétel (Schwartz [39]). Egy ¢ optimum fligguény pontosan akkor kvdzi-
tranzitiv alapu, ha 6réklédd, kiterjedd és vesztesfiiggetlen.

5.13. Definicié. Egy c optimum fligguény teljesiti az Arrow féle racionalitdsi
feltételt (ARF-et), ha X CY C A ésc(Y)NX # 0 esetén c(Y)NX = ¢(X).

Megjegyezzik, hogy egy ARF-et teljesité optimum figgvény nyilvan
mindig 6roklodo.
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5.14. Példa. Legyen p € IN és legyen R € L(A) rogzitett, gy, hogy
a1RasR...Ra,. Ha X C A, |X| > p, akkor legyen ¢,(X) az R szerinti
p legjobb eleme az X-nek, azaz legyen ¢,(X) =Y, ahol Y C X, Y] = p,
YR(X \Y). Kiilénben legyen c¢,(X) = X. A ¢, optimum fliggvény 6roklé-
do, hiszen egy alternativa pozicidja egy sziilkebb halmazban nem romolhat.
A vesztesfiiggetlenség is vildgos, hiszen ha sziikitjiik a széban forgé halmazt
ugy, hogy annak p legjobb elemét megtartjuk, akkor a p legjobb elem ugyanaz
marad. Ha 2 < p < n, akkor viszont a ¢, nem kiterjedd s igy az 5.9. tétel
miatt nem is bindris alapi. Legyen ugyanis X = {a1,as,...,apt1}, ¥ =
{az,a3,...,ap41}, akkor ¢,(X) Ne,(Y) = {as,...,ap11}, mig ¢,(XUY) =
XUY ={a1,az,...,a,}.

5.15. Tétel. Egy c optimum fiigguény pontosan akkor gyenge rendezés alapi,
ha teljesiti ARF-et.

5.16. Definicié. Egy c optimum figgvényre azt mondjuk, hogy teljesiti a
kinyilvdnitott preferencia feltételt (MPF-et), ha X, Y C A esetén abbdl, hogy
z €c(X), ye X\ c(X), kévetkezik, hogy ha x €Y, akkor y ¢ c(Y).

A fenti definici6 egyszerii atfogalmazédsaként adédik a kovetkezd

5.17. Allit4s. Egy ¢ optimumfiigguény pontosan akkor teljesiti MPF-et, ha
r,ye XNY, z€c(X), yec(Y) esetén x € c(Y).

A kinyilvanitott preferencia feltétel szerint ha az alternativdk egy adott
megengedett halmazaban az = alternativa optimaélis, de az y nem, akkor ha
egy masik megengedett halmazban az x jelen van, akkor az y ott szintén nem
lehet optimalis. Ez binaris hatteret sejtet, valéban, a kovetkezo tétel szerint
az MPF nem 1j feltétel:

5.18. Tétel. ARF ¢és MPF ekvivalensek.

5.19. Definicié. FEgy optimumfiggvényt részlegesen bindris alapunak ne-
veziink, ha taldlhato olyan L linedris rendezés, melyre argmax L|x € ¢(X)
minden ) # X C A-ra teljestil.

Egy bindris alapi optimumfiiggvény részlegesen is bindris alapi, amint
az konnyen lathato.

5.20. Allitas. Egy ¢ optimumfigguény pontosan akkor részlegesen bindris
alapi, ha minden ) # X C A esetén taldlhatd olyan x € ¢(X), melyre minden
Y C X esetén igaz, hogy

zeY = xecY). (14)

Mivel 6rokl6d6 optimumfiiggvény esetén a (14)-ben szerepld z tetszblege-
sen valaszthaté a ¢(X)-ben, ezért igaz az

5.21. Allitas. Egy 6rokléds optimum fligguény mindig részlegesen bindris
alap1i.
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6 A modell kiterjesztése

6.1. Definicié. Ha ) # S C P(A), akkor egy ¢* : S — P(A) figgvényt,
melyre minden X € S esetén c¢*(X) C X, tovibbd X € S, ¢*(X) = 0 esetén
X =0, dltaldnositott optimum fiigguénynek neveziink.

A szokdsos értelmezés szerint az S halmaz a megengedett alternativa
halmazok csalddja. Ebben a modellben tehdt lehetoség nyilik arra, hogy
olyan eseteket is kezeljiink, amikor egy jelolt —mondjuk stratégiai meggon-
dolasbdl— visszalép a megmérettetéstol.

6.2. Definicié. Legyen ) # S C P(A). Egy F : D x S — P(A) figgvényt
dsszoptimum fliggvénynek nevezink, ha minden R € D-re az F(R, -) figg-
vény egy dltalanositott optimum fiigguény. Ha S = {A}, akkor egyszerd dssz-
optimum figguényrdl, ha pedig S = P(A) (tehdt amikor F(R, -) egy optimum
fliggvény) akkor teljes Gsszoptimum fligguényrdl beszélink.

6.3. Definicié. Egy F' osszoptimum fiigguény teljesiti a Pareto-feltételt, ha
z,y € X €S, R €D esetén xR y-bdl kévetkezik, hogy y ¢ F(R, X).

6.4. Definicié. Egy F' dsszoptimum fiigguény teljesiti a fliggetlenségi feltételt,
ha abbdl, hogy X € S, R,S € D, R|x = S|x, kovetkezik, hogy F(R,X) =
F(S,X).

6.5. Definicié. Egy F' dsszoptimum fiiggvény teljesiti az Arrow féle racio-
nalitdsi feltételt (ARF-et), ha minden R € D-re az F(R, ) optimum fiigg-
vényre teljesil, hogy X,Y € S, X CY, F(R,Y)NX # 0 esetén F(R,Y) N
X = F(R, X).

6.6. Definicié. Ha F' egy dsszoptimum fliggvény, és taldlhato olyan i € V,
melyre minden R € D, X € § esetén F(R, X) C argmax R;|x, akkor azi-t
diktatornak, az F-t diktatorikusnak nevezziik.

6.7. Definicié. Egy dsszoptimum fliggvényre azt mondjuk, hogy Arrow-
tipusi, ha

i)  teljesiti a figgetlenségi feltételt;

i) teljesiti az Arrow féle racionalitdsi feltételt (ARF -et).

6.8. Tétel (Arrow [3]). Legyen |A| > 3, és D = WL(A)™ vagy D = L(A)™.
Ha F eqgy teljes Arrow-tipusi dsszoptimum fliigguény, amely teljesiti a Pareto-
feltételt, akkor az F diktatorikus.

Bizonyitds. Ha R € D, akkor ha Ry < = € F(R, {z,y}), akkor az R —
R hozzérendelés az 5.15. tétel miatt egy Arrow-tipusu Osszjoléti fiiggvény
mely teljesiti a Pareto-feltételt is, tehat Arrow tétele (3.26. kovetkezmény)
miatt diktatérikus az ottani értelemben. Ebbdl viszont kovetkezik a tétel
allitasa. |

Az egyszerii 6sszoptimum fiiggvény fogalma lehetévé teszi, hogy az d.n.
Hansson-féle fliggetlenségi feltételt definidljuk. Ily médon az Arrow-féle prob-
lémat megfogalmazhatjuk egyszerii Gsszoptimum fiiggvényes modellben is.
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Sajnos, mint ldtni fogjuk (6.11. tétel), a megfelels negativ tartalma tétel itt
is all.

6.9. Definicié. Fgy F' egyszeri dsszoptimum fiigguény teljesiti a Hansson-
féle figgetlenségi feltételt, ha minden olyan x,y € A, R, S € D esetén,
melyre R|(zy = Sl{z,y}, abb0l, hogy x € F(R) és y ¢ F(R), kévetkezik,
hogy y ¢ F(S) (itt és a tovdbbiakban is F(R, A) helyett F(R)-t frunk).

6.10. Definicié. Legyen az F egy egyszerii dsszoptimum fiigguény. Azt
mondjuk, hogy a K C V koalicid erds, ha minden x,y € A-ra és minden
R € D-re teljesiil, hogy xRy esetén y ¢ F(R).

6.11. Tétel (Hansson [23]). Legyen |A| > 3 és D = L(A)™ vagy D =
WL(A)™. Ha az F egyszert dsszoptimum fiigguényre teljesil a Pareto-feltétel
és a Hansson-féle figgetlenségi feltétel, akkor az F diktatorikus.

Bizonyitds. Legyen az L egy rogzitett linedris rendezés az A-n, és ha
X C A, akkor minden R € D esetén legyen RY = (R, RY,...,RX) az
alabbi profil:

1 2 m
RX : R1|X R2|X e RrrL|X

tehat aL = (L, L, ..., L) jeloléssel RX|x = R|X,RX|A\X = L| 4\ x, tovabba
X(RX )vY. Vagyis arrél van sz6, hogy az RX profilban az X-beli alternativik
kozott az R-beli preferencidk teljesiilnek, a szigorian alattuk 1évé A\ X-
beliekre pedig az L-beli preferencidk.
Legyen R € D,x,y € A esetén az F*(R) reldcié az aldbbiak szerint
megadva az A-n:
tF*R)y &z € F(R=Y))

Alh’tjuk, hogy F* egy Arrow-tipusi 6sszjoléti fliggvény. ElGszOr is megjegyez-
ziik, hogy a Pareto-feltétel miatt F/(RX) C X mindig teljesiil, ha () # X C A4,
s fgy az X = {z,y} esetben kapjuk, hogy x € F(R{#¥}) vagy y € F(R{=¥}),
tehdt F*(R) egy teljes reldcié minden R € D-re, s igy az F* egy 0sszjoléti
fliggvény.

A bizonyitds tovabbi részében tobbszor hasznalni fogjuk a Hansson-féle
fliggetlenségi feltétel alabbi atfogalmazasat:

R,S €D, Rl =Sliayy, € FR), y€ F(S) = z€ F(S). (15)

A tranzitivitas igazoldsahoz tegyiik fel, hogy R € D, z F*(R)y és yF™*(R)z.
Mivel z € F(R{=¥}) teljesiil, ezért ha y € F(R{=¥:2}), akkor R{=¥}(, \ =
R=¥:2} |y miatt (15) alapjan z € F(R®@v2}). Mivel y € F(RW}),
igy ha z € F (R{”"’y’z} ), akkor az el6zbekhez hasonléan kapjuk, hogy y €
FRI=v2h) | és igy a fentiek miatt megint csak € F(RI#%2}). Tehat
r € F(R{#¥2})nek mindenképpen teljesiilnie kell, ezért, ha z € F(R{#=}),
akkor megint csak a fentiekhez hasonléan kapjuk, hogy x € F(RI##}). fgy
tehat x € F(R{®2}), s fgy 2F*(R)z2.
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Az F*-ra teljesiil a parok fiiggetlensége feltétel is, hiszen ha R,S € D,
R|{l.7y} = S|{l.7y}, akkor Ri#z¥} = §lww},

Belattuk tehat F* egy Arrow-tipusi 6sszjéléti fiiggvény. Az F*-ra teljesiil
a Pareto-feltétel, hiszen ha R € D, 2R}y, akkor F(RI*%}) = x az F-re
vonatkozé Pareto-feltétel miatt, s igy zF™*(R)™y.

A 3.26. kovetkezmény feltételei tehat teljesiilnek F*-ra, s igy F* dik-
tatorikus, legyen a diktator i. Alh’tjuk, hogy ekkor az ¢ diktatora F-nek
is. Tegyiik fel, hogy x € F(R), és allitdsunkkal ellentétben, tegyiik fel,
hogy yR; x valamely y € A-ra. Ekkor yF*(R)”"x, igy tehat y € F(Ri=v})
r ¢ F(R{®Y}) de ekkor a Hansson-féle fiiggetlenségi feltétel miatt kapjuk,
hogy = ¢ F(R), ellentmondas. O

Az alabbi kénnyen igazolhaté éllitds mutatja, hogy bizonyos értelemben
az egyszerl Osszoptimum fiiggvényekre vonatkozé Hansson-féle fiiggetlenségi
feltétel gyengébb, mint a Arrow-tipusi Gsszjdléti fiiggvényekre vonatkozd
parok fiiggetlensége feltétel:

6.12. Allitas. Legyen az F : D — WL(A) egy Arrow-tipusi dsszjoléti
fliggvény. Ekkor a G(R) = argmax F(R) egyszeri dsszoptimum fiigguényre
teljesiil a Hansson-féle fiiggetlenségi feltétel.

A kovetkezd, Gsszoptimum fiiggvényekrol szdlé tétel kiutat jelenthet a
lehetetlenségi tételek korébol abban a specidlis esetben, amikor a megengedett
halmazok k&z0s része nemiires, azaz létezik egy olyan alternativa (nevezhetjitk
status quo-nak), amely minden helyzetben —mondjuk dontésképtelenség ese-
tében— adoptélhato.

6.13. Tétel (Gibbard-Hylland-Weymark [22]). Legyen |A| > 3, |V]| > 2,
S C P(A). Tegyiik fel, hogy (S # 0, és tegyiik fel, hogy #S > 1. Tetszbleges
D C WL(A)™ esetén taldlhatd olyan Arrow-tipusi dsszoptimum fliggvény,
mely teljesiti a Pareto-feltételt és mégsem diktatorikus.

Bizonyitds. Legyen a € (| S. Ha (R, X) € D xS akkor legyen Fy(R, X) =
{r € X | 2Rva}, és legyen F(R, X) = argmax R1 |, R, x)- Mivel ha X € S,
akkor a € Fy(R,X) C X, ezért az F nyilvdn egy Gsszoptimum fliggvény.
Beldtjuk, hogy F-re teljesiil a Pareto-feltétel. Tegyiik fel, hogy (R, X) €
D x S,z,y € X, 2Ry y. Két eset lehetséges:

l.eset: y ¢ Fo(R, X). Ekkor nyilviny ¢ F(R, X). 2.eset: y € Fy(R, X).
Ekkor zR{;y miatt x € Fy(R, X), és igy xR7y miatt y ¢ F(R, X) megint
csak teljestil.

Az F-re teljestl a fiiggetlenségi feltétel, hiszen ha (R, X), (S,X) e Dx S
és R|x = S|x, akkor ¢ € X miatt Fo(R,X) = Fy(S,X), s igy valéban
FR,X)=F(S,X).

Beldtjuk, hogy F-re teljesiil az Arrow-féle racionalitési feltétel. Tegyiik
fel, hogy X,Y € S, X C Y. Tegyiik fel, hogy = € F(R,Y) N X tetsz6leges.
Ekkor z € X, tovibbd xRy a és minden y € Fy(Y)-ra teljesiil, hogy xRyy.
Ezért x € X és X C Y miatt vildgos, hogy = € F(R, X).

Tegyiik fel most, hogy = € F(R, X) tetsz6leges és hogy F(R,Y)NX # 0,
mondjuk, g € F(R,Y)N X. Az eléz6 paragrafus miatt zo € F(R, X),
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ezért xRyxg. Ha y € Fy(R,Y) tetszbleges, akkor xgRyy, ezért xRy, s igy
r € F(R,Y)NnX.

Az F nem diktatdrikus, hiszen barki barmely olyan alternativit megvé-
tézhat a-n kiviil, amely megengedett halmazba tartozik (és ilyen létezik, mert
a tétel NS # 0 és #S > 1 feltételeibdl kovetkezik, hogy taldlhaté legaldbb
kételemii megengedett halmaz). ]

7 Ijtfﬁggetlen optimum fuggvények

A gyakorlatban, amikor a legjobb (vagy legalabbis a szamunkra elfogadhatd)
alternativiakat keressiik, gyakran jarunk el gy, hogy el0szor az alternativak
néhany attekintheto részhalmazaban keressiik meg a legjobb elemeket, igy
megszabadulvan az esélytelenektol. Ezt az eljarast folytatjuk a megmaradt
halmazzal, s.i.t., amig el nem jutunk a legjobb alternativaknak egy végsének
tekintett halmazdhoz. FErre a moddszerre sziikség lehet példaul, amikor a
kommunikacids vagy a logisztikai koltségek magasak. Megeshet azonban,
hogy az eljaras végeredménye fiigg a részhalmazok megvalasztasatol. Példaul
a tObbségi relaciot alapul véve, a napirendi szavazas nagymértékben fiigg
a napirendt6l (ldsd a 2.9. péld4t), tehat az iitkoztetendé alternativaparok
megvalasztasatél. Minimalis konzisztencia-kovetelmény ezért, hogy az eljaras
végeredménye ne fliiggjon az altalunk valasztott részhalmazoktdl, az ,,attdl”,
melyen hozza jutunk. A kévetkezé definicié ezt fogalmazza meg a legegysze-
riibb esetben, de latni fogjuk, hogy ez mar magaban hordozza a fenti altalanos
kivanalmat is.

7.1. Definicié. Az f : P(A) — P(A) tipusi figguényeket halmazfiggvé-
nyeknek hivjuk. Egy halmazfiigguényre azt mondjuk, hogy utfiggetlen, ha
F(XUY) = f(f(X)UY) teljesil minden X,Y C A-ra.

Mint lathatd, a definicié altaldban halmaz fiiggvényekre lett kimondva.
Ennek oka, hogy a késObbiekben az utfliggetlen optimumfiiggvények vizsga-
latdndl sziikségiink lesz erre az dltaldanos fogalomra. A kovetkezd allitast az
Y = () valasztéssal kapjuk a 7.1. definicidban:

7.2. Allitds. Egy f atfiggetlen halmazfiggvény mindig idempotens, azaz
f(f(X)) = f(X) minden X C A-ra.

A 7.1. definicié egyenes kovetkezménye tovabbd, hogy ha adott az X C
A halmaz egy tetszéleges felbontdsa, melyben a halmazok nem feltétlentil
diszjunktak, de még csak nem is feltétleniil kiilonb6zok, akkor ha ezekbol
a halmazokbdl felépitiink egy tObbszorosen Osszetett kifejezést az egyesités
miivelet és a c utfiiggetlen halmazfiiggvény segitségével, majd az eredményt
c-be helyettesitjiik, akkor az eredmény mindig ¢(X) lesz. Példdnak tekintsiik
az Ao B = ¢(AU B) miiveletet, amely a fentiek alapjin tehat asszociativ.

Arrow maga is foglalkozott az utfiiggetlenség problémajéval [3], elismerve,
hogy az ARF-re (14sd az 5.13. definiciét) inkdbb csak azért volt sziiksége,
hogy az utfliggetlenséget biztositsa. A 6.8. tétel viszont nem igaz, ha az
AREF feltételt az utfliiggetlenséggel helyettesitjiik. fgy tehat az utfiiggetlen
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optimum fiiggvények tanulményozdsa az Arrow problémakor nézépontjabol
is indokolt.

A kovetkezd tétel egyszerii jellemzését adja az utfiiggetlen optimum fiigg-
vényeknek:

7.3. Tétel. Egy optimum figguény pontosan akkor utfiggetlen, ha 6roklédo
és vesztesfuggetlen.

Bar az utfliggetlenség definicidja egy bizonyos foku racionalitast fogalmaz
meg, nem minden utfliggetlen optimum fliggvény binaris alapd, amint az
alabbi példa mutatja:

7.4. Példa. A 7.3. tétel és az 5.14. példdban elmondottak alapjan allithatjuk,
hogy a ¢, optimumfiiggvény egy nem binaris alapi utfiiggetlen optimum
fliggvény.

7.5. Példa. Legyen a P egy kvéazitranzitiv relacié az A-n és X C A esetén
legyen f(X) = argmax P|x. Ekkor az 5.12. és a 7.3. tételek alapjin az f
egy utfiiggetlen optimum fiiggvény.

7.6. Példa. Legyen a R egy tranzitiv relacié az A-n és X C A esetén legyen
f(X)={x € A|Jy € X :yRzx}. Ekkor f egy utfiiggetlen halmazfiiggvény.

A 7.3. tétel alapjan az 5.4. és az 5.11. megjegyzések alapjan kapjuk az
alabbi allitast:

7.7. Tétel. Két utfiiggetlen optimum fligguény egyesitése is utfiggetlen.

A 7.3. és az 5.9. valamint az 5.12. tételek alapjan allithatjuk, hogy ha
egy utfiiggetlen optimumfliggvény binaris alapt, akkor kvazitranzitiv alapu.
Az 5.14. példa alapjan azonban vildgos, hogy nem minden utfiiggetlen op-
timum fliggvény bindris alapi. A késébbiekben latni fogjuk, hogy egy-egy
értelmil kapcsolat van az n-elemii A halmazon tekintett tutfiiggetlen opti-
mumfiiggvények és antimatroidok kozott, melyek széma aszimptotikusan 22"
([28]), mig a bindris alapi optimumfiiggvények szdma nyilvan legfeljebb 3(5).
A3() /22" arény azonban gyorsan tart a 0-hoz, amint az n tart a végtelenhez.

A kovetkezé nevezetes tétel egyszerii jellemzését adja az utfiiggetlen op-
timum fliggvényeknek:

7.8. Tétel (Aizerman és Malisevszkij [2]). Egy ¢ optimum fiiggvény pontosan
akkor 4tfiiggetlen, ha taldlhatok olyan L, ..., Ly linedris rendezések az A-n,
melyekre igaz, hogy minden X C A esetén

¢(X) = {argmax L1|x,...,argmax Ly|x } . (16)

7.9. Definicié. Ha X CY C A akkor legyen [X,Y]|={Z CA| X CZ C
Y}. Az [X,Y] halmazt intervallumnak nevezziik.

7.10. Definicié. A P(A)-nak egy particidjira azt mondjuk, hogy intervallum
eltolasra zdrt, ha igaz, hogy ha [X,Y] egy részhalmaza valamely C' osztdlynak,
akkor Z C A\Y esetén [X U Z,Y U Z] is részhalmaza valamely osztalynak
(amely esetleg nem csak a C-tdl figg, hanem magdtdl az [X,Y]-tdl is).
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7.11. Definicié. Ha c egy halmazfiiggvény, akkor X C A esetén legyen
arc(X) ={Y C A| c(Y) = c(X)}, és legyen ko(X) = |Jarc(X).

7.12. Tétel. Ha a c egy ttfiggetlen optimum fiigguény, akkor a P = {arc(X) |
X C A} halmazesaldd egy intervallumokbdl dlld, eltoldsra zdrt particidja
P(A)-nak és az iires halmaz egymaga alkot osztalyt. Forditva, tegyik fel, hogy
) ¢ P ésaP egy intervallumokbdl dlld, eltoldsra zdrt particidja P(A)-nak,
€s az ures halmaz egymaga alkot osztdlyt. Ekkor taldlhato egy olyan egyértel-
mien meghatdrozott c utfiggetlen optimum figgvény, melyre {arc(X) | X C
A} =P.

7.13. Példa. Tegyiik fel, hogy A = {1,2,3,4} és hogy egy doéntéshozé
testiilet egy adott helyzetben (mondjuk egy adott profilnél) olyan c¢ utfiig-
getlen optimum fliggvényt szeretne, melyre

o{1,3,4} ={1,3} és c{2,3,4} ={2,4}. (17)

Ha létezik ilyen ¢, akkor a 7.12. tétel miatt a hozza tartozo P particié osz-
talyainak részei lesznek a [24,234] és a [13,134] intervallumok (a kénnyebb
olvashatésag kedvéért a kapcsos zérdjeleket és a vesszbket elhagytuk). Mivel
a P eltoldsra zért, ezért a [124,1234] és a [123, 1234] nem diszjunkt intervallu-
mok is részei a P bizonyos osztélydnak. De ekkor [124N123,1234] = [12, 1234]
is része a P ezen osztalyanak. Ha most a

{[24,234],[13,134],[12,1234]} (18)
halmazt kiegészitjiik az elfajuld intervallumokbdl allé
{0, 11,1],12,2], [3, 3], [4, 4], [14, 14], [23, 23], [34, 34]} (19)

halmazzal, akkor kénnyen lathatéan egy eltoldsra zart P particidjat kapjuk
a P{1,2,3,4}-nek. fgy tehat a 7.12. tétel miatt a P-hez tartozdé c opti-
mum fliggvény utfliggetlen, és természetesen a kezdeti ¢{1,3,4} = {1,3} és
c{2,3,4} = {2,4} feltételek is teljesiilnek.

A tovéabbiakban egy c utfiiggetlen optimum fliggvény és a hozzdrendelt
k. halmazfliggvény kozotti kapcsolatot vizsgaljuk. Ez a kapcsolat elvezet a
konvex geometriakhoz és az antimatroidokhoz, melyek elmélete kiterjedt és
széles alkalmazasi teriilettel birnak. A k6zolt eredményeket nem bizonyitjuk,
egyrészt helyszitke miatt, mésrészt a (j6l kovethetd) bizonyitdsaik megtaldl-
hatdék a hivatkozott irodalomban.

7.14. Tétel. Ha c egy dutfiggetlen optimum fliggvény, akkor k.-re igazak az
alabbi dllitdsok:

i) ke(0) = 0;
1) X C A esetén X C k.(X) (bévild);

1it) X C A esetén ke(ke(X)) = ko(X) (idempotens);
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w) X CY C A esetén k.(X) C k(Y) (monoton);

v) minden X C A esetén taldlhato olyan M C A, melyre k(M) = k(X),
és ha k(Y') = k(X), akkor M C'Y (taldlhatd legsziikebb feszitd halmaz).

7.15. Definicié. A 7.14. tétel i)—v) feltételeit kielégitd halmazfigguényeket
konver lezdrdsnak nevezzik.

A kovetkezé néhany példara vonatkozé allitas a definicié alapjan kénnyen
bizonyithato:
7.16. Példa. Legyen a R egy parciélis rendezés az A-n és X C A esetén
legyen f(X)={x € A|3Jy € X : yRz}. Ekkor f egy konvex lezirss.
7.17. Tétel. Ha ki és ko konvex lezdrdsok, akkor ki Nky is konvex lezdrds.
7.18. Példa. Legyen A egy véges ponthalmaz R%-ben, és X C A esetén
legyen k(X) = conv(X) N A, ahol conv(X) az X konvex burka, tchit az a

legsziikebb konvex halmaz, amely tartalmazza az X-et. Ekkor a k egy konvex
lezarés.

7.19. Példa. Legyen adott a G fa az A csicshalmazzal. Ha X C A
esetén k(X) az a legszlikebb cstiicshalmaz, melyre a G[k(X)] indukalt részgraf
Osszefiiggo, akkor k egy konvex lezaras.

7.20. Definicié. Ha k egy halmazfiggvény, akkor legyen minden X C A-ra
ek (X) =Nare(X).

7.21. Tétel. Ha k egy konvex lezdrds, akkor cy egy utfiggetlen optimum
fligguény.

7.22. Tétel. A ¢ — k. ill. k — ci leképezések kdlecsondsen egyértelmi
leképezések az utfiggetlen optimum fligguények és a konvex lezdrdsok ill. a
konver lezdrdsok és az utfiiggetlen optimum fiigguények kézott, tovdabbd egymds
inverzei. A két leképezés kozott fenndll tovabbd az aldbbi dudlis kapcsolat:

Z) ChkyiMky = Cky U Cly s Z’L) keyuey = ke, Nke,
7.23. Definicié. Ha k egy halmazfigguény, akkor jelolje Fy a k zdrt hal-
mazainak csalddjdat, tehdt az {X C A| k(X) = X} halmazt.

7.24. Definicié. Ha F egy A-beli halmazrendszer, akkor X C A esetén
legyen kr(X)=({Y e F| X CY}.

7.25. Definicié. Egy F C P(A) halmazrendszert konver geometridnak
neveziink, ha

i) 0,A e F;
it) XY € F esetén X NY € F;

i) X € F, X # A esetén taldlhaté olyan x € A\ X, melyre X Uz € F.
Az F elemett konvexr halmazoknak nevezzik.
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7.26. Tétel. A k — Fy ill. a F — kr leképezések kdlcsondsen egyértelmd
leképezéseket hatdroznak meg a konver lezdrdsok és a konvex geometridk ill.
a konvex geometridk és a konvex lezdrdsok kozott, tovdbbd egymds inverze:.

7.27. Definicié. Egy A-beli A halmazrendszert antimatroidnak neveziink,
ha

i) 0,A €A
ii) X, Y € A esetén X UY € A,
iii) X, Y € A, Y\X # 0 esetén taldlhatd olyan x € Y\ X, melyre XUz € A.

7.28. Tétel. Egy F halmazrendszer az A-n pontosan akkor konvexr geomet-
ria, ha az {F° | F € F} halmazrendszer antimatroid.

7.29. Tétel. Legyenck P és Q véges ponthalmazok az IR%-ben, gy, hogy
conv(P) Nconv(Q) = 0. Ekkor

{XCPlconv(XUQ)NP =X} (20)

eqy konver geometria a P-n.

A (20) tipusi konvex geometridkat konvex burkoldsnak nevezziik. Az
alabbi reprezentacids tétel igaz:

7.30. Tétel (Kashiwabara [25]). Minden konvex geometria izomorf valamely
konvex burkoldssal.

7.31. Definicié. Ha az F egy konver geometria, akkor eqy X € F-re azt
mondjuk, hogy metszet-irreducibilis, ha Y, Z € F, Y N Z = X-bdl kévetkezik,
hogy Y = X wvagy Z = X.

7.32. Tétel (Edelman és Saks [19]). A 7.8. tételben a reprezentdcidhoz ele-
gendd linedris rendezések minimalis szama egyenld az Fi, halmazban o pad-
ronként dsszehasonlithatatlan metszet-irreducibilis halmazok mazximdlis szd-
mdval.

7.33. Példa. Tekintsiikk a 7.13. példaban szerepld ttfliggetlen optimum
fiiggvényt. A (18) és (19) halmazrendszerek egyesitésébdl ad6dé halmazrend-
szerbdl kiolvashaté az F = Fj,_ konvex geometria:

F={0,1,2,3,4,14,23,34,234,134,1234} .
A metszet-irreducibilis halmazok M csalddja F-ben:
M ={0,1,2,14,23,234,134,1234} ,

innen pedig lathaté, hogy M-bol legfeljebb ketté osszehasonlithatatlan hal-
maz vélaszthatd ki. A 7.32. tételbdl kdvetkezik, hogy a c linedris reprezenté-
ci6jahoz elegendd linedris rendezések szamanak minimuma ketté. Konnyen
ellenérizhetd, hogy a 2341 és az 1432 rendezések megfeleloek.
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ARROW-TYPE IMPOSSIBILITY THEOREMS

This review article considers the famous Arrow impossibility theorem of social
choice theory with its generalizations. The theorem is about the impossibility
of a voting system that satisfies a couple of innocent-looking conditions. We show
that the impossibility remains in two models in a very general setting. We give the
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proofs of the theorems showing the basic methods of the theory at the same time.
We also survey the theory of path independent choice functions, a new approach
to resolve Arrow’s theorem.



