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ARROW-T¶IPUS¶U LEHETETLENS¶EGI T¶ETELEK1

MALA J¶OZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem

1 TÄort¶enelmi bevezet¶es

A szavaz¶as elm¶elete a francia felvil¶agosod¶as kor¶aba ny¶ulik vissza, amikor a
t¶arsadalmi v¶altoz¶asok kÄovetkezt¶eben egy igazs¶agos szavaz¶asi rendszer meg-
alkot¶asa szÄuks¶egess¶e v¶alt. Az els}o ¶eszrev¶etelek, eredm¶enyek k¶et francia aka-
d¶emikus, Condorcet [11] ¶es Borda [10] nev¶ehez f}uz}odnek, de Laplace [27]
is kÄozÄolt eredm¶enyeket a terÄuleten. Az els}o ¶eszrev¶etel az volt, hogy ha
legal¶abb h¶arom jelÄoltre tÄort¶enik szavaz¶as, akkor a plur¶alis szavaz¶asi elj¶ar¶as
(teh¶at amelyben a szavazat nem m¶as, mint egy jelÄolt megad¶asa, ¶es a legtÄobb
szavazatot kapott jelÄolt a gy}oztes) kÄonnyen siralmas eredm¶enyre vezethet,
mert megtÄort¶enhet, hogy a szavaz¶ok olyan jelÄoltet v¶alasztanak meg, akit
j¶okora tÄobbs¶eg elutas¶³t az Äosszes tÄobbi jelÄolttel szemben. Ez¶ert Condorcet egy
olyan jelÄolt megv¶alaszt¶as¶at szorgalmazta (m¶ar amennyiben ilyen l¶etezik), akit
a tÄobbi jelÄolt mindegyik¶evel szemben valamilyen tÄobbs¶eg t¶amogat. Ilyen ¶u.n.
Condorcet-gy}oztes l¶etez¶ese ¶altal¶aban val¶oban nem garant¶alhat¶o, amint azt az
al¶abbi p¶elda mutatja. TegyÄuk fel, hogy h¶arom jelÄoltÄunk van (legyenek ezek
a; b ¶es c), tov¶abb¶a h¶arom szavaz¶onk ( jelÄoljÄuk }oket 1; 2; 3-mal) ¶es a szavaz¶oink
az al¶abbi preferenci¶akkal rendelkeznek a jelÄoltekre vonatkoz¶oan:

1 : a b c ; 2 : b c a ; 3 : c a b ; (1)

teh¶at az 1-es szavaz¶o legink¶abb az a-t, ut¶ana a b-t, legkev¶esb¶e a c-t prefer¶alja,
s.¶³.t.

Hogy a fenti probl¶em¶at megkerÄulje, Borda egy ¶uj szavaz¶asi rendszert java-
solt, amely ma Borda-pontoz¶as n¶even ismeretes (}o maga ¶erdemi szavaz¶asnak
nevezte).2 A Borda-pontoz¶as sor¶an a leadott szavazat nem m¶as, mint egy
list¶aja az n jelÄoltnek, kezdve az illet}o szavaz¶o ¶altal legjobbnak tartott jelÄoltt}ol
az ¶altala legkev¶esb¶e t¶amogatottig. A szavaz¶ok legjobb jelÄoltjei n ¡ 1 pon-
tot kapnak, a m¶asodik legjobbak n ¡ 2-t, s.¶³.t., teh¶at a legutols¶ok nem
kapnak pontot. Az a jelÄolt a gy}oztes, aki a legtÄobb pontot szerzi meg az
Äosszes¶³t¶esn¶el. MegjegyezzÄuk, hogy a Borda-pontoz¶as nem Condorcet t¶³pus¶u
szavaz¶asi elj¶ar¶as, azaz a Borda-gy}oztes kÄulÄonbÄozhet a Condorcet-gy}oztest}ol
(s}ot, az is megeshet, hogy a Condorcet-gy}oztest semmilyen pontoz¶ason ala-
pul¶o elj¶ar¶as sem hozza ki gy}oztesk¶ent).

1Be¶erkezett: 2007. m¶ajus 30. E-mail: jozsef.mala@math.bke.hu. A szerz}o kÄoszÄonettel
tartozik az OTK¶Anak a ny¶ujtott t¶amogat¶as¶ert. A szerz}o megkÄoszÄoni az egyik b¶³r¶al¶o lelki-
ismeretes munk¶aj¶at, megjegyz¶eseit, javaslatait, melyek jav¶³tottak a cikk min}os¶eg¶en.

2Borda elj¶ar¶as¶at a francia akad¶emia alkalmazta is a jelÄoltek kiv¶alaszt¶as¶ara, m¶³gnem egy
frissen megv¶alasztott tag javasolta az eltÄorl¶es¶et. Az ¶uj tag Bonaparte Nap¶oleon volt.
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A francia forradalom lever¶ese ut¶an hossz¶u id}ore megcsappant az ¶erdekl}od¶es
a szavaz¶asi rendszerek vizsg¶alata ir¶ant, tal¶an csak Charles Dodgson [15,
16, 17] (ismertebb nev¶en Lewis Carroll) vizsg¶al¶od¶asait ¶erdemes kiemelni,
aki egy olyan rendszert tartott volna ide¶alisnak, ahol a szavaz¶ok strat¶egiai
szavaz¶assal (azaz megfelel}o }oszint¶etlen szavazat lead¶as¶aval) nem juthatnak
el}onyhÄoz. ¶Erdemes megeml¶³teni, hogy a Borda pontoz¶as kor¶antsem mentes
ett}ol a lehet}os¶egt}ol.

Az ¶attÄor¶es Kenneth Arrow [3] munk¶ass¶ag¶aval kezd}odÄott az 1950-es ¶evek
elej¶en, aki l¶enyeg¶eben megmutatta, hogy olyan szavaz¶asi rendszer, amely
kikÄuszÄobÄoli a fent eml¶³tett k¶et fogyat¶ekoss¶agot, teh¶at az (1)-ben bemutatott
ciklikus jelens¶eget valamint a strat¶egiai szavaz¶as lehet}os¶eg¶et (azaz }oszintes¶egre
b¶³rja a szavaz¶ot), nem l¶etezik, jobban mondva, csak gyakorlatban haszn¶al-
hatatlan rendszerek jÄohetnek sz¶oba. Az Arrow-t¶etel ¶ori¶asi hat¶assal volt az
ezut¶an megindul¶o kutat¶asokra, ez a terÄulet ma is intenz¶³ven fejl}odik.

Jelen dolgozat sz¶and¶eka |a kiterjedt szakirodalom miatt| csak az lehet,
hogy ¶³zel¶³t}ot adjon az Arrow-f¶ele probl¶emakÄorb}ol. A v¶alogat¶as ez¶ert j¶or¶eszt
szubjekt¶³v, de igyekeztÄunk olyan kutat¶asi ir¶anyokat is bemutatni, melyek
jÄov}obeli alkalmaz¶asokkal kecsegtetnek. A dolgozat fel¶ep¶³t¶ese az al¶abbi: Az
els}o szakasz a tÄobbs¶egi szavaz¶asra vonatkoz¶o n¶eh¶any olyan eredm¶enyt is-
mertet, melyeknek haszn¶at vesszÄuk az Arrow probl¶emakÄor illusztr¶al¶as¶an¶al. A
m¶asodik szakaszban az Arrow t¶etel Wilson-f¶ele [40] ¶altal¶anos¶³t¶as¶at igazoljuk,
a harmadik szakaszban Gibbard [21], Blair ¶es Pollak [8] valamint Banks [4]
t¶eteleit ismertetjÄuk, mint pr¶ob¶alkoz¶asokat az Arrow t¶etel felold¶as¶ara. A ne-
gyedik szakasz az Arrow t¶etelt t¶argyalja az optimum fÄuggv¶enyes modellben,
majd az ÄotÄodik szakasz az ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶enyek elm¶elet¶et is-
merteti, mint az ut¶obbi ¶evekben fejl}od¶esnek indult ¶³g¶eretes terÄuletet (l¶asd
[6, 12, 24, 26, 33, 36]).

2 JelÄol¶esek, alapvet}o fogalmak, egycs¶ucs¶u pre-
ferenci¶ak, tÄobbs¶egi szavaz¶as, napirendi sza-
vaz¶as

Ha csak m¶ast nem mondunk, v¶egig feltesszÄuk, hogy az alternat¶³v¶ak A hal-
maza ¶es a szavaz¶ok V halmaza v¶eges ¶es legal¶abb k¶et elem}u, b¶ar a t¶etelek egy
r¶esze v¶egtelen A eset¶ere is igaz. Egy X v¶eges halmaz elemsz¶am¶at jelÄolje #X:
Ha csak m¶ast nem mondunk, V -t azonos¶³tjuk az f1; . . . ;mg halmazzal. Ha R
egy (bin¶aris) rel¶aci¶o az A-n, azaz R ½ A £ A; akkor xRy eset¶en id}ok¶ent |a
gr¶afelm¶eleti sz¶ohaszn¶alattal ¶elve| azt mondjuk, hogy xy egy (ir¶any¶³tott) ¶ele
az R-nek.

2.1. De¯n¶³ci¶o. Legyen a T egy rel¶aci¶o az A-n. Azt mondjuk, hogy a T egy
bajnoks¶ag, ha T antiszimmetrikus (xTy ¶es yTx eset¶en x = y) ¶es teljes (xTy
vagy yTx).

A bajnoks¶agokat, mint val¶odi bajnoks¶agok eredm¶enyeit interpret¶alhatjuk,
melyekben b¶armely k¶et r¶esztvev}o j¶atszott egym¶assal, ¶es x 6= y eset¶en xTy
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azt jelenti, hogy x legy}ozte y-t.

2.2. De¯n¶³ci¶o. Egy tranzit¶³v (xRy ¶es yRz eset¶en xRz) ¶es teljes rel¶aci¶ot
gyenge rendez¶esnek, egy antiszimmetrikus gyenge rendez¶est pedig line¶aris ren-
dez¶esnek nevezÄunk. JelÄolje WL(A) ill. L(A) a gyenge ill. line¶aris rendez¶esek
halmaz¶at az A-n.

2.3. De¯n¶³ci¶o. Az R rel¶aci¶o szigor¶u r¶esz¶en azt az RÂ rel¶aci¶ot ¶ertjÄuk, melyre
minden x; y 2 A eset¶en xRÂy , [xRy ¶es :yRx], az R kÄozÄombÄos r¶esz¶en pedig
azt az R» rel¶aci¶ot ¶ertjÄuk, melyre minden x; y 2 A eset¶en xR»y , [xRy ¶es
yRx].

Minden R rel¶aci¶o teh¶at egy RÂ szigor¶u r¶eszre (amely aszimmetrikus, teh¶at
xRÂy eset¶en :yRÂx) ¶es egy R» kÄozÄombÄos r¶eszre (amely szimmetrikus, teh¶at
xR»y eset¶en yR»x) esik sz¶et.

2.4. De¯n¶³ci¶o. A WL(A)m-beli R = (R1; . . . ;Rm) rendezett m-est pro¯lnak
nevezzÄuk. Ha R 2 L(A)m; akkor szigor¶u pro¯lr¶ol besz¶elÄunk.

Az Ri komponenst ¶ugy interpret¶aljuk, mint az i 2 V szavaz¶o prefe-
renciarel¶aci¶oj¶at, amely teh¶at a szavaz¶o alternat¶³vap¶arokra vonatkoz¶o pref-
erenci¶aib¶ol ¶all Äossze gyenge (vagy speci¶alis esetben line¶aris) rendez¶ess¶e. Az,
hogy az Ri egy gyenge rendez¶ese az A-nak ¶ugy ¶ertelmezhet}o, hogy szavaz¶onk
rangsorolni k¶epes az alternat¶³v¶akat (gyenge rendez¶esn¶el a kÄozÄombÄoss¶eg meg-
engedett, line¶aris rendez¶es eset¶en azonban nem).

2.5. De¯n¶³ci¶o. Ha az R egy rel¶aci¶o az A-n, ; 6= B ½ A, akkor az R-
nek a B-re val¶o megszor¶³t¶as¶an a (B £ B) \ R rel¶aci¶ot ¶ertjÄuk (a B-n), ¶es
azt RjB-vel jelÄoljÄuk. Ha R = (R1; . . . ;Rm) egy pro¯l, akkor legyen RjB =
(R1jB ; . . . ;RmjB):

Az RjB rel¶aci¶o teh¶at a B-ben fut¶o ¶elek (¶es csak azok) megtart¶as¶aval ke-
letkezik az R-b}ol.

2.6. De¯n¶³ci¶o. Ha (R1; . . . ;Rm) egy szigor¶u pro¯l, ® 2
£

1
2 ; 1

¤
; akkor az

xMy , #fi 2 V j xRiyg ¸ ®m rel¶aci¶ot ®-tÄobbs¶egi rel¶aci¶onak nevezzÄuk. Az
® = 1=2 esetben ink¶abb azt mondjuk, hogy az M az egyszer}u tÄobbs¶egi rel¶aci¶o.

Az al¶abbi t¶etel azt mondja, hogy egyszer}u tÄobbs¶egi rel¶aci¶ok¶ent (® = 1=2)
minden bajnoks¶agot megkaphatunk, az ® > 1=2 esetben azonban bizonyos
¶ertelemben ¶eppen ford¶³tott a helyzet.

2.7. ¶All¶³t¶as (McGarvey [32], Mala [29]). Az al¶abbi ¶all¶³t¶asok igazak:

i) tetsz}oleges bajnoks¶aghoz tal¶alhat¶o olyan szigor¶u pro¯l, melynek egyszer}u
tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja ¶eppen ez a bajnoks¶ag;

ii) minden ® > 1=2-hez tal¶alhat¶o olyan bajnoks¶ag, mely nem az ®-tÄobbs¶egi
rel¶aci¶oja semmilyen szigor¶u pro¯lnak sem.

Bizony¶³t¶as. i). Legyen T egy tetsz}oleges bajnoks¶ag az A = fa1; . . . ; ang-
n ¶es legyen 1 · i · n: Ha az xs-ek azok az alternat¶³v¶ak, amelyeket az ai
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legy}ozÄott a T -ben (s = 1; . . . ; k), az yt-k pedig azok, amelyek legy}ozt¶ek az
ai-t (t = 1; . . . ; n ¡ k ¡ 1), akkor tekintsÄuk az al¶abbi R2i¡1 ¶es R2i line¶aris
rendez¶eseket:

R2i¡1 : aix1 . . . xky1 . . . yn¡k¡1; R2i : yn¡k¡1 . . . y1aixk . . .x1 :

Ekkor az (R1; R2; . . . ;R2n¡1; R2n) pro¯l tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja ¶eppen T . Val¶oban,
ha aTb; a 6= b; akkor a = ai valamely i 2 f1; . . . ; ng-nel, tov¶abb¶a b = xs

valamely s 2 f1; . . . ; kg-val. Ekkor aR2i¡1b; aR2ib; tov¶abb¶a az a ¶es a b
ellent¶etes sorrendben szerepelnek az Äosszes tÄobbi R2j¡1; R2j line¶aris ren-
dez¶esp¶arban (j 6= i), teh¶at aMb, de nem bMa:

ii). El}oszÄor is megjegyezzÄuk, hogy tetsz}oleges T bajnoks¶agra ¶es (R1; . . . ;Rm)
szigor¶u pro¯lra ¶erv¶enyes a kÄovetkez}o

X

aTb

#fi j aRibg =
mX

i=1

#(Ri \ T ) (2)

egyenl}os¶eg, hiszen mindk¶et oldalon azon T -beli ¶elek elemsz¶ama ¶all (multi-
plicit¶assal), amelyek az Ri-knek is ¶elei (i = 1; . . . ; m).

Legyen ® > 1=2 tetsz}oleges. Erd}os ¶es Moon [20] egy t¶etele szerint ha
az A halmaz n elemsz¶ama el¶eg nagy, akkor tal¶alhat¶o olyan T bajnoks¶ag az
A-n, melyben minden aciklikus ¶elhalmaz elemsz¶ama kisebb, mint ®

¡
n
2

¢
. Ha T

az ®-tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja lenne valamely (R1; . . . ;Rm) szigor¶u pro¯lnak, akkor
aTb eset¶en #fi j aRibg ¸ ®m teljesÄulne ¶es ¶³gy Äosszead¶assal ad¶odn¶ek, hogy

X

aTb

#fi j aRibg ¸
µ

n

2

¶
®m : (3)

M¶asr¶eszt 1 · i · m eset¶en igaz, hogy #(Ri \ T ) < ®
¡
n
2

¢
; (hiszen Ri \ T

aciklikus ¶elhalmaza Ri-nek ¶es ¶³gy T -nek is) ahonnan ism¶et Äosszead¶assal kap-
juk, hogy

mX

i=1

#(Ri \ T ) < m®

µ
n

2

¶
; (4)

A (2), (3) ¶es (4) ¶all¶³t¶asok azonban ellentmondanak egym¶asnak. 2

2.8. Megjegyz¶es. A 2.7. ¶all¶³t¶asbeli ii) ¶all¶³t¶asn¶al val¶oj¶aban tÄobb is mond-
hat¶o, nevezetesen megmutathat¶o, hogy adott ® > 1=2 eset¶en ii) majdnem
minden bajnoks¶agra teljesÄul, ami ¶ugy ¶ertend}o, hogy azon bajnoks¶agok sz¶am-
ar¶anya, amelyekre teljesÄul, tart az egyhez, amint az A elemsz¶ama minden
hat¶aron t¶ul nÄovekszik.

2.9. P¶elda. TekintsÄuk az al¶abbi szavaz¶asi elj¶ar¶ast. Az alternat¶³v¶akat egy
adott a1 . . . an sorrendben ÄutkÄoztetjÄuk egym¶assal egyszer}u tÄobbs¶egi alapon.
Ez azt jelenti, hogy el}oszÄor a1 ¶es a2 kÄozÄott dÄontenek a szavaz¶ok, majd a
gy}oztes ¶es a3 kÄozÄott, s ¶³gy tov¶abb a sor v¶eg¶eig. NevezzÄuk ezt az elj¶ar¶ast
napirendi szavaz¶asnak. Az elnevez¶es arra utal, hogy a parlamentben egy
tÄorv¶enyjavaslat eset¶en el}oszÄor a tÄorv¶enyjavaslat m¶odos¶³t¶as¶anak m¶odos¶³t¶asa ¶es
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a m¶odos¶³t¶asa kÄozÄott dÄontenek, majd a gy}oztes alternat¶³va ¶es a tÄorv¶enyjavaslat
kÄozÄott, v¶egÄul ennek gy}oztese ¶es az eredeti, hat¶alyban ¶all¶o tÄorv¶eny kÄozÄott.
Mivel a 2.7. ¶all¶³t¶as miatt az egyszer}u tÄobbs¶egi rel¶aci¶o tartalmazhat Hamilton-
kÄort, azaz olyan ir¶any¶³tott kÄort, amely minden cs¶ucson ¶atmegy ¶es csak egy-
f¶elek¶eppen3, ez¶ert vil¶agos, hogy a napirendi szavaz¶as eredm¶enye nagym¶ert¶ek-
ben fÄugg a napirendt}ol, vagyis az a1 . . .an sorrendt}ol.

L¶etezik azonban a line¶aris rendez¶eseknek egy nevezetes oszt¶alya, melyr}ol
felt¶etelezhet}o, hogy bizonyos kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott a szavaz¶ok preferencia-
rel¶aci¶oi (m¶ar amennyiben ha azok is line¶aris rendez¶esek) ide esnek. Ha ez
teljesÄul, akkor m¶ar |mint l¶atni fogjuk| a tÄobbs¶egi rel¶aci¶oban nem fordul-
hatnak el}o kÄorÄok.

TegyÄuk fel ugyanis, hogy az alternat¶³v¶ak a szavaz¶ok preferenci¶ait¶ol fÄug-
getlenÄul ¶ugy elrendezhet}ok egy sorozatba, hogy ha k¶et alternat¶³va a szavaz¶o
ide¶alisnak v¶elt alternat¶³v¶aj¶anak ugyanazon oldal¶an helyezkedik el a sk¶al¶an,
akkor szavaz¶o kÄozÄulÄuk mindig az ide¶alis alternat¶³v¶ahoz kÄozelebbit v¶alasztja.
Ilyenek a preferenci¶ak p¶eld¶aul akkor, ha a p¶artok egy ideol¶ogiai bal-jobb
sk¶al¶an helyezhet}ok el. A form¶alis de¯n¶³ci¶o a kÄovetkez}o:

2.10. De¯n¶³ci¶o. Az R line¶aris rendez¶esre azt mondjuk, hogy egycs¶ucs¶u az
a1 . . .an alapsorrendre n¶ezve, ha tal¶alhat¶o olyan 1 · p · n; melyre p · s · t
vagy p ¸ s ¸ t eset¶en asRat: Az ap alternat¶³v¶at az R cs¶ucs¶anak nevezzÄuk.
Ha egy pro¯l minden komponense egycs¶ucs¶u valamely rÄogz¶³tett alapsorrend-
re n¶ezve, akkor a pro¯lt egycs¶ucs¶unak nevezzÄuk. Ha y az alapsorrendben x
¶es z (itt mindegy, hogy x vagy z van el}obb az alapsorrendben) kÄoz¶e esik (a
hat¶arokat is bele¶ertve), akkor ezt y 2 [x; z]-vel jelÄoljÄuk.

Ha R egycs¶ucs¶u ¶es y 2 [x; z]; akkor xRy eset¶en x ¶es az R cs¶ucsa (az alap-
sorrendre n¶ezve) y-nak ugyanazon oldal¶an kell, hogy legyen, ez¶ert yRz-nek
teljesÄulnie kell, s ¶³gy az R tranzitivit¶asa miatt kapjuk, hogy igaz a kÄovetkez}o

2.11. Lemma. Legyen az R egy egycs¶ucs¶u line¶aris rendez¶es. Ha az x; y; z
alternat¶³v¶akra y 2 [x; z]; akkor xRy eset¶en xRz:

2.12. T¶etel (Black [7]). Ha M egy egycs¶ucs¶u pro¯l tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja, akkor
xMÂy ¶es yMÂz eset¶en xMÂz:

Bizony¶³t¶as. H¶arom esetet tekintÄunk.
1. eset. x 2 [y; z]: Ha xMÂz nem teljesÄulne, azaz zMx ¶allna fenn, akkor

a 2.11. lemma miatt zMy is ¶allna, ellentmond¶asban yMÂz-vel.
2. eset. y 2 [x; z]: xMÂy azt jelenti, hogy a szavaz¶oknak tÄobb, mint a

fele x-et prefer¶alja az y-nal szemben. A 2.11. lemma miatt ezek a szavaz¶ok
x-et z-vel szemben is prefer¶alj¶ak, teh¶at xMÂz.

3. eset. z 2 [x; y]: Ez az eset nem jÄohet l¶etre, ellenkez}o esetben ugyanis
az yMÂz felt¶etel ¶es a 2.11. lemma miatt yMÂx ¶allna fenn, ami ellentmond
xMÂy-nak. 2

3S}ot, ha a szavaz¶ok preferenciarel¶aci¶oit egyenletes eloszl¶as jellemzi, akkor ez 1-hez kÄozeli
val¶osz¶³n}us¶eggel bekÄovetkezik (Bell [5])
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A fentiek alapj¶an ¶all¶³thatjuk, hogy b¶armely R egycs¶ucs¶u pro¯lhoz tartozik
Condorcet-gy}oztes, s}ot, ha ; 6= B ½ A, akkor RjB-hez is, hiszen kÄonnyen
l¶athat¶oan RjB maga is egycs¶ucs¶u pro¯l.

2.13. De¯n¶³ci¶o. Egy rel¶aci¶ot kv¶azitranzit¶³vnak nevezÄunk, ha a szigor¶u r¶esze
tranzit¶³v. Egy teljes kv¶azitranzit¶³v rel¶aci¶ot kv¶aziline¶arisnak nevezÄunk.

A fenti de¯n¶³ci¶oval a 2.12. t¶etel ¶ugy is fogalmazhat¶o, hogy minden egy-
cs¶ucs¶u pro¯l egyszer}u tÄobbs¶egi rel¶aci¶oja kv¶azitranzit¶³v (vagy ami most ugyan-
az: kv¶aziline¶aris).

Az egycs¶ucs¶us¶agot ¶altal¶anosabban is ¶ertelmezhetjÄuk: ha adott egy G fa
(teh¶at egy olyan gr¶af, mely nem tartalmaz kÄort ¶es ÄosszefÄugg}o, azaz b¶armely
k¶et cs¶ucsa kÄozÄott fut ¶ut) az A-n, akkor egy line¶aris rendez¶est egycs¶ucs¶unak
nevezÄunk a G-re n¶ezve, ha minden G-beli ¶utra n¶ezve egycs¶ucs¶u. Ide k¶³v¶an-
kozik, b¶ar a k¶es}obbiekben nem lesz szÄuks¶egÄunk r¶a, Demange [14] t¶etele:

2.14. T¶etel. Ha egy pro¯l valamennyi komponense egycs¶ucs¶u valamely f¶ara
n¶ezve, akkor a tÄobbs¶egi rel¶aci¶ohoz tartozik Condorcet-gy}oztes.

MegjegyezzÄuk, hogy a fenti t¶etelben nem ¶all¶³that¶o, hogy a tÄobbs¶egi rel¶aci¶o
kv¶azitranzit¶³v, a tÄobbs¶egi rel¶aci¶o nagyon is tartalmazhat ir¶any¶³tott kÄorÄoket.

A tov¶abbiakban rÄoviden ¶attekintÄunk n¶eh¶any, a racionalit¶as bizonyos fo-
kozataival ÄosszefÄugg}o olyan de¯n¶³ci¶ot ¶es ¶all¶³t¶ast, melyekre a tov¶abbiakban
szÄuks¶egÄunk lesz.

2.15. ¶All¶³t¶as. Ha az R egy tranzit¶³v rel¶aci¶o, akkor minden x; y; z 2 A-ra

i) xRy; yRÂz ) xRÂz ii) xRÂy; yRz ) xRÂz :

A fenti ¶all¶³t¶as egyszer}u kÄovetkezm¶enye, hogy minden tranzit¶³v rel¶aci¶o
kv¶azitranzit¶³v:

2.16. ¶All¶³t¶as. Ha az R egy kv¶aziline¶aris rel¶aci¶o, akkor minden x; y; z 2 A-ra

i) xRy; yRÂz ) xRz; ii) xRÂy; yRz ) xRz :

2.17. De¯n¶³ci¶o. Az R rel¶aci¶ora azt mondjuk, hogy ciklikus, ha tal¶alhat¶o
olyan k 2 IN; a1; . . . ; ak 2 A melyekre aiR

Âai+1 minden i = 1; . . . ; k-ra. Ha
az R nem ciklikus, akkor aciklikusnak nevezzÄuk.

Az al¶abbi ¶all¶³t¶as nyilv¶anval¶o:

2.18. ¶All¶³t¶as. Minden kv¶azitranzit¶³v rel¶aci¶o aciklikus.

2.19. De¯n¶³ci¶o. Az R rel¶aci¶o maxim¶alis elemeinek halmaz¶an az

fx 2 A j :9y 2 A : yRÂxg = argmax R

halmazt ¶ertjÄuk.
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Ha az R egy teljes rel¶aci¶o, akkor nyilv¶an

argmaxR = fx 2 A j 8y 2 A : xRyg:

Az aciklikus rel¶aci¶ok fontoss¶ag¶at mutatja az al¶abbi:

2.20. ¶All¶³t¶as. Legyen az A v¶eges halmaz, ¶es legyen az R egy rel¶aci¶o az A-n.
Ekkor az al¶abbi ¶all¶³t¶asok ekvivalensek:

i) argmaxRjX 6= ;, ha ; 6= X ½ A

ii) R aciklikus.

3 Arrow t¶etele

Ebben a szakaszban a nevezetes Arrow-f¶ele lehetetlens¶egi t¶etel tal¶an legis-
mertebb ¶altal¶anos¶³t¶as¶at t¶argyaljuk. Az Arrow t¶etel [3] arr¶ol sz¶ol, hogy ha az
alternat¶³v¶ak sz¶ama legal¶abb 3; akkor nem l¶etezik olyan Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny,
mely eleget tesz n¶eh¶any elemi racionalit¶asi (pl. az Äosszpreferencia tranzitivi-
t¶asa) ill. demokratikuss¶agi (pl. a Pareto-tulajdons¶ag, dikt¶atormentess¶eg) kri-
t¶eriumnak. Az ¶altal¶anos¶³t¶as (Wilson [40]) egyidej}uleg k¶et ir¶anyban tÄort¶enik:
egyr¶eszt megengedjÄuk, hogy az ¶ertelmez¶esi tartom¶any bizonyos ¶ertelemben
sz}uk legyen, m¶asr¶eszt a (az egy¶ebk¶ent nehezen kifog¶asolhat¶o) Pareto-felt¶etelt
elejtjÄuk. Sajnos a Wilson-t¶etel sem hoz pozit¶³vumot az elm¶eletbe: a fenti
laz¶abb felt¶etelek mellett is csak degener¶alt, gyakorlatban haszn¶alhatatlan
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyek el¶eg¶³tik ki a kir¶ott felt¶eteleket.

3.1. De¯n¶³ci¶o. Ha R(A) jelÄoli a teljes rel¶aci¶ok halmaz¶at az A-n ¶es ; 6=
D ½ WL(A)m; akkor egy F : D ! R(A) fÄuggv¶enyt Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enynek
nevezÄunk ¶es az F (R) fÄuggv¶eny¶ert¶ekeket Äosszpreferenci¶anak (vagy t¶arsadalmi
preferenci¶anak) h¶³vjuk. Ha az F ¶ert¶ekei csak bizonyos P tulajdons¶ag¶u tel-
jes rel¶aci¶ok lehetnek, akkor P -Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyr}ol besz¶elÄunk. ¶Igy p¶eld¶aul
besz¶elhetÄunk tranzit¶³v, kv¶azitranzit¶³v, aciklikus stb. Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekr}ol.

A tov¶abbiakban n¶eh¶any, az elm¶eletben standardnak tekintett p¶eld¶at mu-
tatunk Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyre.

3.2. P¶elda. Legyen ; 6= D ½ WL(A)m tetsz}oleges ¶es R 2 D eset¶en legyen
T (R) az al¶abbi rel¶aci¶o az A-n:

xT (R)y , #fi 2 V j xRiyg ¸ #fi 2 V j yRixg : (5)

A T (R) rel¶aci¶o nyilv¶an teljes, ez¶ert a T tÄobbs¶egi fÄuggv¶eny egy Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶eny. A Condorcet-paradoxonhoz hasonl¶oan kÄonnyen l¶athat¶o, hogy T
ciklikus, ha jAj; jV j ¸ 3;L(A)m ½ D: Ha azonban D az A egy valamely
alapsorrendj¶ere n¶ezve egycs¶ucs¶u pro¯lok halmaza, akkor T (a 2.12. t¶etel mi-
att) egy kv¶azitranzt¶³v Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, s}ot, ha a jV j p¶aratlan, akkor a T
tranzit¶³v is.
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3.3. P¶elda. A Borda pontoz¶asb¶ol nyilv¶an egy tranzit¶³v Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt
kapunk, ha az alternat¶³v¶akat az el¶ert Borda-pontsz¶amoknak megfelel}oen rang-
soroljuk.

3.4. P¶elda. Legyen ; 6= D ½ WL(A)m tetsz}oleges ¶es R 2 D eset¶en legyen
P (R) az al¶abbi rel¶aci¶o az A-n:

xP (R)y , 9i 2 V : xRiy : (6)

A P (R) rel¶aci¶o nyilv¶an teljes, ez¶ert a P ¶u.n. gyenge Pareto fÄuggv¶eny egy
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Vil¶agos, hogy xP (R)Ây pontosan akkor teljesÄul, ha
xRÂ

i y minden i 2 V -re, s innen az Ri-k tranzitivit¶asa alapj¶an vil¶agos, hogy
a P kv¶azitranzit¶³v.

3.5. P¶elda. Legyen ; 6= D ½ WL(A)m tetsz}oleges ¶es R 2 D eset¶en legyen
¹P (R) az al¶abbi rel¶aci¶o az A-n:

x ¹P (R)y , [9i 2 V : xRÂ
i y] vagy [8i 2 V : xR»

i y] : (7)

A ¹P (R) rel¶aci¶o nyilv¶an teljes, ez¶ert a ¹P ¶u.n. er}os Pareto fÄuggv¶eny egy
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Vil¶agos, hogy x ¹P (R)Ây pontosan akkor teljesÄul, ha xRiy
minden i 2 V -re ¶es xRÂ

i y legal¶abb egy i 2 V -re. Innen az Ri-k tranzitivit¶asa
¶es a 2.15. ¶all¶³t¶as alapj¶an vil¶agos, hogy a ¹P kv¶azitranzit¶³v.

3.6. P¶elda. Legyen ; 6= D ½ WL(A)m tetsz}oleges ¶es R 2 D eset¶en legyen
F (R) az al¶abbi rel¶aci¶o az A-n:

xF (R)y , 9i; j 2 V; i 6= j : xRiy; xRjy : (8)

3.7. Megjegyz¶es. A 3.6. p¶elda F (¶u.n. v¶et¶omentes) Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enye
aciklikus, ha m > n; azaz, ha #V > #A: Ha ugyanis tal¶aln¶ank olyan
p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o a1; . . . ; ak 2 A alternat¶³v¶akat, melyekre s = 1; . . . ; k
eset¶en asF (R)Âas+1 (az ak+1 = a1 konvenci¶oval), akkor mivel minden s-hez
legfeljebb egy olyan i 2 V szavaz¶o tal¶alhat¶o, akire as+1Rias; ez¶ert m > n ¸ k
miatt tal¶alhat¶o olyan i 2 V; aki semelyik s-hez sem tartozik, azaz akire
asR

Â
i as+1 minden s = 1; . . . ; k-ra. Ez azonban lehetetlen, hiszen az Ri acik-

likus.

3.8. De ¶̄³ci¶o. Azt mondjuk, hogy az F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny teljes¶³ti a p¶arok
fÄuggetlens¶ege felt¶etelt (PF-et), ha minden x; y 2 A-ra ¶es tetsz}oleges R;S 2 D
pro¯lokra teljesÄul, hogy Rjfx;yg = Sjfx;yg eset¶en F (R)jfx;yg = F (S)jfx;yg.

A Borda pontoz¶ast kiv¶eve a fenti p¶eld¶ak mindegyike teljes¶³ti PF-et, amint
az a megfelel}o de¯n¶³ci¶okb¶ol azonnal kÄovetkezik. A Borda pontoz¶as eset¶eben
tekintsÄuk az al¶abbi k¶et pro¯lt:

R :

1 2
a c
c b
b a

R0 :

1 2
a c
b b
c a
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Ha B a Borda-f¶ele Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, akkor aB(R)Âb ¶es aB(R0)»b, j¶ollehet
Rjfa;bg = R0jfa;bg.

A p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel eset¶en nem fordulhat el}o az a furcsa eset,
hogy k¶et alternat¶³va kÄozÄotti t¶arsadalmi preferenci¶at befoly¶asolj¶ak m¶as alter-
nat¶³vap¶arokra vonatkoz¶o preferenci¶ak, tov¶abb¶a, ha PF nem teljesÄul, el}ofor-
dulhat, hogy strat¶egiai meggondol¶asok eredm¶enyek¶ent a szavaz¶ok akarat¶aval
szemben¶all¶o eredm¶enyek szÄuletnek. Riaszt¶o p¶eldak¶ent tekintsÄuk a Borda f¶ele
pontoz¶asos rendszerben a kÄovetkez}o 15 szavaz¶os szitu¶aci¶ot:

1 7 7
a c b
b b c
c a a

ahol a pro¯l fejl¶ec¶eben szerepl}o sz¶amok jelzik, hogy az alattuk l¶ev}o (}oszinte)
preferenciarendez¶es h¶any szavaz¶ohoz tartozik. A Borda pontsz¶amok a kÄovet-
kez}ok: a : 2; b : 22; c : 21: A c t¶amogat¶oi azonban csÄokkenthetik a riv¶alis b
alternat¶³va pontsz¶am¶at, ha azt a legutols¶o helyre rangsorolj¶ak:

1 7 7
a c b
b a c
c b a

Ezt felismerv¶en, b t¶amogat¶oi is ¶erdekeiknek megfelel}oen szavaznak:

1 7 7
a c b
b a a
c b c

¶Igy teh¶at az es¶elytelen a nevet}o harmadikk¶ent gy}oztese lett a szavaz¶asnak.
PF ellen sz¶ol viszont az al¶abbi ¶ervel¶es:

7 6 5
a c b
b a c
c b a

A fenti szavaz¶asi szitu¶aci¶oban az ¶altal¶anoss¶ag nem t¶ul nagy megszor¶³t¶asa mel-
lett feltehetjÄuk, hogy a a gy}oztes. TegyÄuk most fel, hogy b kiesik a versenyb}ol
(pl., mint jelÄolt visszal¶ep). Az ¶uj pro¯l:

7 6 5
a c c
c a a

ahol viszont nem az a; hanem nyilv¶anval¶oan a c a gy}oztes.
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Ma is vita t¶argya, hogy PF-re szÄuks¶eg van-e (l¶asd pl. [30, 31, 37, 38]).

3.9. De¯n¶³ci¶o. Ha R 2 WL(A)m; akkor RÂ
K jelentse azt, hogy xRÂ

Ky ,
xRÂ

i y; i 2 K.

3.10. De¯n¶³ci¶o. Legyen az F egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny ¶es legyen x; y 2 A; x 6=
y: Egy K ½ V koal¶³ci¶ot (x; y)-er}osnek (inverz-(x; y) er}osnek) nevezÄunk, ha
tetsz}oleges R 2 D pro¯l eset¶en, melyre xRÂ

Ky; teljesÄul igaz, hogy xF (R)Ây
(yF (R)Âx). Ha egy koal¶³ci¶o minden x; y 2 A;x 6= y eset¶en er}os (inverz-
er}os), akkor er}osnek (inverz er}osnek) nevezzÄuk.

Ha egy koal¶³ci¶o (x; y) er}os (inverz-(x; y) er}os), akkor nyilv¶an minden n¶ala
b}ovebb koal¶³ci¶o is (x; y) er}os (inverz-(x; y) er}os).

Az L(A)m ½ D ½ WL(A)m esetben a tÄobbs¶egi fÄuggv¶enyn¶el egy koal¶³ci¶o
nyilv¶an pontosan akkor er}os, ha a szavaz¶oknak tÄobb, mint a fel¶et tartalmazza.

3.11. De¯n¶³ci¶o. Egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt Arrow-t¶³pus¶unak nevezÄunk, ha
tranzit¶³v (azaz csak gyenge rendez¶eseket vesz fel), ¶es teljes¶³ti a p¶arok fÄug-
getlens¶ege felt¶etelt.

3.12. P¶elda. Legyen D = WL(A)m: Ekkor az al¶abbi fÄuggv¶enyek Arrow-
t¶³pus¶uak:

1. Legyen Q 2 WL(A)m rÄogz¶³tett ¶es legyen F (R) = Q minden R 2 D-re.
2. Legyen F (R) = R1 minden R 2 D-re.
3. F (R) = R¡1

1 minden R 2 D-re.

Sajnos, ha jAj ¸ 3 ¶es D = WL(A)m vagy D = L(A)m; akkor a fentiekn¶el
l¶enyegesen ,,demokratikusabb" p¶eld¶at Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyre nem
lehet adni, amint azt a 3.24. t¶etelben l¶atni fogjuk.

3.13. De¯n¶³ci¶o. Egy D ¶ertelmez¶esi tartom¶anyra azt mondjuk, hogy (x; y; z)-
teljes, ha x; y; z 2 A p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}oek ¶es Djfx;y;zg = WL(fx; y; zg)m

vagy Djfx;y;zg = L(fx; y; zg)m.

3.14. De¯n¶³ci¶o. Legyen D ½ WL(A)m: A D-t ÄosszefÄugg}onek nevezzÄuk, ha
minden x; y; u; v 2 A;x 6= y; u 6= v eset¶en tal¶alhat¶o olyan a1; a2; . . . ; ak¡1; ak

sorozat az A-ban, ahol a1 = x; a2 = y; ak¡1 = u; ak = v, hogy a D ¶ertelmez¶esi
tartom¶any (ai; ai+1; ai+2)-teljes minden i = 1; . . . ; k ¡ 2-re.

3.15. De¯n¶³ci¶o. Legyen az F egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Ha valamely x; y 2
A-ra xF (R)Ây teljesÄul minden R 2 D eset¶en, akkor az F -et elfogultnak
nevezzÄuk.

Az elfogults¶ag nyilv¶an egy h¶atr¶anyos tulajdons¶ag, hiszen ekkor bizonyos
Äosszpreferenci¶ak nem val¶osulhatnak meg a szavaz¶ok semmilyen preferenci¶ai
eset¶en.

3.16. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3 ¶es legyen a D ÄosszefÄugg}o. Ha az
F Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny nem elfogult, akkor minden (x; y)-er}os
(inverz-(x; y)-er}os) koal¶³ci¶o egyben er}os (inverz-er}os) is.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az F -re teljesÄulnek a t¶etel felt¶etelei, ¶es
tegyÄuk fel, hogy a K ½ V koal¶³ci¶o (x; y)-er}os. Az az eset, amikor a K
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koal¶³ci¶o (x; y) inverz er}os, hasonl¶oan igazolhat¶o. Mivel a D ÄosszefÄugg}o, ez¶ert
tal¶alhat¶o olyan a 2 A n fx; yg melyre igaz, hogy a D ¶ertelmez¶esi tartom¶any
(x; y; a)-teljes.

1. ¶all¶³t¶as. A K koal¶³ci¶o (x; a)-er}os. Legyen ugyanis R 2 D egy tetsz}oleges
olyan pro¯l, melyre xRÂ

Ka: Az R pro¯l sz¶amunkra ¶erdekes r¶esz¶et egy egyszer}u
¶abr¶an szeml¶eltethetjÄuk:

R :

K V n K

x [xa]R
a

ahol [xa]R a V n K koal¶³ci¶o tagjainak az (x; a) alternat¶³vap¶arra vonatkoz¶o
tetsz}oleges preferenci¶ait k¶epviseli. Mivel az F nem elfogult, ez¶ert tal¶alhat¶o
egy olyan S 2 D pro¯l, melyre

yF (S)a : (9)

Legyen most T 2 D egy olyan pro¯l, melyre

Tjfa;xg = Rjfa;xg (10)

¶es
Tjfy;ag = Sjfy;ag ; (11)

tov¶abb¶a
xTÂ

Ky : (12)

¶Abr¶an:

T :

K V n K

x [xa]R[ya]S
[ya]S

ahol p¶eld¶aul [ya]S a V nK oszlop¶aban azt jelenti, hogy a V nK-beliek T-beli,
(y; a) alternat¶³vap¶arra vonatkoz¶o preferenci¶ai megegyeznek az S pro¯lbeli
(y; a) p¶arra vonatkoz¶o preferenci¶aikkal. Ilyen T pro¯l nyilv¶an l¶etezik.

Mivel a K egy (x; y)-er}os koal¶³ci¶o, ez¶ert (12) miatt xF (T)Ây; tov¶abb¶a
(9) ¶es (11) valamint a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel miatt yF (T)a; s ¶³gy a
2.15. ¶all¶³t¶as miatt xF (T)Âa; innen pedig (10) ¶es a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel
alapj¶an kapjuk, hogy xF (R)Âa: Teh¶at a K egy (x; a)-er}os koal¶³ci¶o.

2. ¶all¶³t¶as. A K egy (a; y) er}os koal¶³ci¶o. A bizony¶³t¶ashoz most tekintsÄunk
egy tetsz}oleges olyan R 2 D pro¯lt, melyre aRÂ

Ky: Mivel az F nem elfogult,
ez¶ert tal¶alunk olyan S 2 D pro¯lt, melyre aF (S)x: TekintsÄunk egy, az al¶abbi
¶abr¶anak megfelel}o T pro¯lt:

T :

K V n K

[ax]S [ay]R[ax]S
y

Az 1. ¶all¶³t¶ashoz hasonl¶oan igazolhat¶o, hogy aF (R)Ây, teh¶at a K koal¶³ci¶o
(a; y) er}os.
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3. ¶all¶³t¶as. A K koal¶³ci¶o er}os minden fx; y; ag-beli p¶arra. Val¶oban, az 1. ¶es
a 2. ¶all¶³t¶asokat alkalmazva kÄonnyen ad¶odik az eredm¶eny.

Most m¶ar bel¶athatjuk, hogy a K koal¶³ci¶o (u; v)-er}os minden (u; v) p¶arra.
A D ÄosszefÄugg}os¶ege miatt tal¶alhat¶ok olyan a1; . . . ; ak alternat¶³v¶ak (k 2 IN),
melyekre igaz, hogy a D ¶ertelmez¶esi tartom¶any (ai; ai+1; ai+2) teljes (ahol
a1 = x; a2 = y; ak¡1 = u; ak = v) minden i = 1; . . . ; k¡2 eset¶en. Ekkor azon-
ban a 3. ¶all¶³t¶as miatt a K koal¶³ci¶o (y; a1)-er}os, innen kapjuk, hogy (a1; a2)-
er}os, v¶egÄul kapjuk, hogy (u; v)-er}os. Bebizony¶³tottuk teh¶at, hogy a K koal¶³ci¶o
er}os. 2

3.17. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt kÄozÄombÄosnek nevezÄunk, ha min-
den R 2 D eset¶en F (R) = A £ A.

A kÄozÄombÄoss¶eg nyilv¶an egy nemk¶³v¶anatos tulajdons¶ag, hiszen egy ilyen
tulajdons¶ag¶u fÄuggv¶eny ¶altal semmilyen inform¶aci¶o nem nyerhet}o egy pro-
¯lb¶ol.

3.18. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3, tov¶abb¶a, hogy a D ÄosszefÄugg}o ¶es
legyen az F : D ! R(A) egy nem kÄozÄombÄos ¶es nem elfogult Arrow-t¶³pus¶u
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Ekkor a V vagy er}os, vagy inverz er}os.

Bizony¶³t¶as. Mivel az F nem kÄozÄombÄos, ez¶ert tal¶alhat¶o egy olyan R 2 D
pro¯l, ¶es x; y alternat¶³v¶ak, melyekre xF (R)Ây: Legyen most a egy olyan
alternat¶³va, melyre igaz, hogy az D ¶ertelmez¶esi tartom¶any (x; y; a)-teljes ¶es
tekintsÄunk egy olyan S 2 D pro¯lt, melyre aSÂ

V x ¶es aSÂ
V y teljesÄul, tov¶abb¶a

Sjfx;yg = Rjfx;yg. Ilyen S pro¯l nyilv¶an l¶etezik. ¶Abr¶an:

S :

V

a
[xy]R

A p¶arok fÄuggetlens¶ege miatt xF (S)Ây. Ha aF (S)Ây; akkor a p¶arok fÄugget-
lens¶ege miatt a V egy (a; y) er}os koal¶³ci¶o ¶es ¶³gy a 3.16. lemma miatt a V er}os.
Ha yF (S)a; akkor a 2.15. ¶all¶³t¶as ¶es xF (S)Ây miatt xF (S)Âa; s ¶³gy a V inverz
er}os ism¶et a 3.16. lemma miatt. 2

A tov¶abbiakban n¶eh¶any ¶all¶³t¶ast mondunk ki a szavaz¶ok halmaz¶an tekin-
tett speci¶alis halmazrendszerekre. Egyr¶eszt ki fogjuk mutatni, hogy az (in-
verz) er}os koal¶³ci¶ok rendelkeznek ezzel a specialit¶assal, m¶asr¶eszt bel¶atjuk,
hogy ez a specialit¶as az egy elem (a dikt¶ator) ¶altali gener¶al¶ast jelenti.

3.19. De¯n¶³ci¶o. Egy X halmazrendszerre azt mondjuk, hogy monoton, ha
X 2 X , X0 ¾ X eset¶en X0 2 X . Az ilyen halmazrendszereket felsz¶all¶onak is
nevezik.

3.20. De¯n¶³ci¶o. Egy X halmazrendszerre azt mondjuk, hogy z¶art a v¶eges
metszetre, ha X1; . . . ; Xt 2 X , t ¸ 2 eset¶en

Tt
s=1 Xs 2 X .

A 3.20. de¯n¶³ci¶oban nyilv¶an el¶eg t = 2-t venni, akkor is ugyanazt a fogal-
mat kapjuk.
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3.21. De¯n¶³ci¶o. Egy X0-beli X nemÄures halmazrendszerre, melyre ; =2 X ,
azt mondjuk, hogy egy sz}ur}o az X0 felett, ha monoton, valamint z¶art a v¶eges
metszetre n¶ezve. Ha a fentieken k¶³vÄul m¶eg az

X =2 X eset¶en X0 n X 2 X (13)

tulajdons¶ag is teljesÄul, akkor ultrasz}ur}or}ol besz¶elÄunk.

Ha ; 6= Y0 ½ X0 ¶es X = fX j Y0 ½ X ½ X0g, akkor az X nyilv¶an sz}ur}o
az X0 felett, ¶es pontosan akkor ultrasz}ur}o, ha az Y0 egyelem}u. A fenti tulaj-
dons¶ag¶u X -eket f}osz}ur}onek, egyelem}u Y0 eset¶en pedig alapsz}ur}onek nevezzÄuk,
¶es azt mondjuk, hogy az X -et az Y0 gener¶alja. Az ultrasz}ur}ok maxim¶alis
sz}ur}ok, amennyiben minden sz}ur}o r¶esze egy ultrasz}ur}onek. V¶egtelen X0

eset¶en ennek az ¶all¶³t¶asnak az igazol¶asa transz¯nit eszkÄozÄoket ig¶enyel, v¶eges
X0 eset¶en azonban kÄonnyen igazolhat¶o az al¶abbi ¶all¶³t¶as:

3.22. ¶All¶³t¶as. Legyen a X0 egy v¶eges halmaz. Ekkor

i) minden X0 feletti sz}ur}o f}osz}ur}o;

ii) minden X0 feletti ultrasz}ur}o alapsz}ur}o.

Bizony¶³t¶as. i). Ha az X sz}ur}o egy X0 feletti sz}ur}o, akkor az X0 v¶egess¶ege
¶es a v¶egesmetszet tulajdons¶ag miatt

TX 2 X : ¶Igy teh¶at a monotonit¶as miatt
az X val¶oban f}osz}ur}o.

ii). Ha az X egy ultrasz}ur}o az X0-n, akkor i) miatt az X f}osz}ur}o.
Bel¶atjuk, hogy fxg 2 X valamilyen x 2 X0-ra. Ha ez nem lenne igaz, akkor
(13) miatt X0 n fxg 2 X minden x 2 X0-ra, s ¶³gy ; =

T
x2X0

(X0 n fxg) 2 X ;
ami ellentmond¶as. Teh¶at X val¶oban alapsz}ur}o. 2

3.23. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt diktat¶orikusnak (inverz dik-
tat¶orikusnak) nevezÄunk, ha tal¶alhat¶o olyan i 2 V melyre az fig koal¶³ci¶o er}os
(inverz er}os). Ilyenkor az i-t dikt¶atornak (inverz dikt¶atornak) nevezzÄuk.

Nyilv¶anval¶o, hogy egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny eset¶eben legfeljebb egy dikt¶ator
l¶etezhet. Ha azonban az i egy dikt¶ator, akkor xR»

i y m¶eg nem jelenti felt¶etle-
nÄul azt, hogy xF (R)»y: TekintsÄuk p¶eld¶anak kÄovetkez}o Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt:
R 2 WL(A)m eset¶en legyen xF (R)y pontosan akkor igaz, ha minden i 2 V -
hez, melyre yRÂ

i x teljesÄul, tal¶alhat¶o olyan j 2 V; j < i; melyre xRÂ
j y: Az

F -n¶el az 1 dikt¶ator, azonban ha xRÂ
1 y; akkor az F (R)jfx;yg preferenci¶at a

tÄobbi szavaz¶o preferenci¶ainak hierarchikus rendje (a 2-t}ol lefel¶e az m-ig) ha-
t¶arozza meg.

3.24. T¶etel (Wilson [40]). Ha jAj ¸ 3; akkor minden Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶enyre, melynek ¶ertelmez¶esi tartom¶anya ÄosszefÄugg}o, az al¶abbi tulajdon-
s¶agok valamelyike igaz:

i) kÄozÄombÄos ii) elfogult iii) inverz diktat¶orikus iv) diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az F : D ! R(A) Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny teljes¶³ti
a t¶etel felt¶eteleit. TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy az F nem kÄozÄombÄos ¶es nem el-
fogult. Bel¶atjuk, hogy ekkor vagy az er}os vagy az inverz er}os koal¶³ci¶ok ultra-
sz}ur}ot alkotnak a V -n. Innen a 3.22. ¶all¶³t¶as alapj¶an m¶ar kÄovetkezik t¶etelÄunk
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¶all¶³t¶asa. TegyÄuk fel egyel}ore, hogy a V koal¶³ci¶o er}os, s ¶³gy az er}os koal¶³ci¶ok
U halmaza nemÄures.

Mivel a V er}os, ez¶ert ; =2 U : Az er}os koal¶³ci¶okn¶al b}ovebb koal¶³ci¶ok is
er}osek, ez¶ert az U monoton.

Most bel¶atjuk, hogy U z¶art a v¶egesmetszet k¶epz¶esre n¶ezve. Legyen K; L 2
U ; ¶es R 2 D egy tetsz}oleges olyan pro¯l, melyre xRÂ

K\Ly. Legyen az a egy
harmadik alternat¶³va ¶es S 2 D egy, az al¶abbi ¶abr¶anak megfelel}o pro¯l:

S :

K \ L K n L V n K

x [xy]R a
a a [xy]R
y

:

Ekkor xF (S)Âa; hiszen a K er}os koal¶³ci¶o. Tov¶abb¶a aF (S)Ây; hiszen az L
feltev¶esÄunk szerint egy er}os koal¶³ci¶o s ¶³gy a n¶ala b}ovebb (K \L)[ (V n K) =
L [ (V n K) koal¶³ci¶o is er}os. Innen a tranzitivit¶as miatt xF (S)Ây, majd
tekintettel a p¶arok fÄuggetlens¶eg¶ere kapjuk, hogy xF (R)Ây: Bel¶attuk teh¶at,
hogy a K \ L koal¶³ci¶o er}os.

Bel¶atjuk v¶egÄul, hogy a (13) tulajdons¶ag teljesÄul. TegyÄuk fel, hogy K ½
V;K =2 U : Ekkor tal¶alhat¶o olyan R 2 D pro¯l ¶es x; y 2 A; melyre xRÂ

Ky ¶es
m¶egis yF (R)x: Legyen az a egy harmadik alternat¶³va, ¶es legyen az S 2 D
egy tetsz}oleges olyan pro¯l, melyre ySÂ

V nKa: Legyen v¶egÄul T 2 D egy olyan

pro¯l, amely megfelel az al¶abbi ¶abr¶anak:

T :

K V n K

x [xy]R
[ya]S a

:

Ekkor a p¶arok fÄuggetlens¶ege miatt yF (T)x; ¶es mivel a V er}os, xF (T)Âa is
teljesÄul, ahonnan a 2.15. ¶all¶³t¶as miatt yF (T)Âa. Innen a p¶arok fÄuggetlens¶ege
felt¶etel alapj¶an kapjuk, hogy yF (S)Âa: Mivel az S 2 D egy tetsz}oleges olyan
pro¯l volt, melyre ySÂ

V nKa, ez¶ert bebizony¶³tottuk, hogy a V nK koal¶³ci¶o er}os

az (y; a) p¶arra, s ¶³gy a 3.16 lemma alapj¶an kapjuk, hogy V n K 2 U :
Bel¶attuk teh¶at, hogy az U egy ultrasz}ur}o, s ¶³gy abban az esetben, amikor

a V er}os, a lemma bizony¶³t¶as¶aval k¶eszen vagyunk. A 3.18. lemma miatt az
egyetlen m¶asik lehet}os¶eg az, hogy a V inverz er}os. Ebben az esetben viszont a
fenti bizony¶³t¶ast kÄovetve kapjuk, hogy most az inverz er}os koal¶³ci¶ok alkotnak
ultrasz}ur}ot. 2

3.25. De¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny teljes¶³ti a Pareto-
felt¶etelt, ha a V er}os.

Egy Pareto-felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny teh¶at nem lehet elfogult.
A 3.24. t¶etel egyszer}u kÄovetkezm¶enye az al¶abbi, Arrow-t¶ol sz¶armaz¶o t¶etel:

3.26. KÄovetkezm¶eny (Arrow [3]). TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; ¶es legyen az F
egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul

i) D = WL(A)m vagy D = L(A)m;
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ii) a Pareto-felt¶etel.

Ekkor az F diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. Val¶oban, a Pareto-felt¶etel miatt a 3.24. t¶etelben az i); ii) ¶es
iii) tulajdons¶agok nem teljesÄulhetnek, s ¶³gy az F csak diktat¶orikus lehet. 2

Legyen D az A egy adott rendez¶es¶ere n¶ezve egycs¶ucs¶u pro¯lok halmaza.
Ha jV j p¶aratlan, akkor a T tÄobbs¶egi fÄuggv¶eny D-re val¶o megszor¶³t¶asa nyilv¶an
teljes¶³ti a t¶etelbeli felt¶eteleket, kiv¶eve azt, hogy D = WL(A)m vagy D =
L(A)m; m¶egsem dikt¶ator senki sem.

Ha L(A)m ½
6= D ½

6= WL(A)m; akkor sem felt¶etlenÄul igaz az Arrow t¶etel.
Legyen ugyanis D = (L(A)[fOg)m (ahol O = A£A); legyen jAj ¸ 3; jV j ¸ 2
¶es legyen az F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny az R 2 D pro¯ln¶al az al¶abbiak szerint
megadva:

F (R) =

½
R1 ha Ri 6= O minden i 2 V -re;
O egy¶ebk¶ent.

Ez az F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny kÄonnyen ellen}orizhet}oen Arrow-t¶³pus¶u, teljesÄul a
Pareto-felt¶etel is, de az F m¶egsem diktat¶orikus.

Ha az Arrow t¶etelben az F tranzitivit¶as¶at elejtjÄuk, akkor m¶ar nem igaz a
t¶etel. Val¶oj¶aban m¶ar akkor sem igaz, ha a tranzitivit¶ast kv¶azitranzitivit¶asra
enyh¶³tjÄuk, amint azt a Pareto fÄuggv¶eny p¶eld¶aja mutatja (L¶asd a 3.4. p¶eld¶at).

4 Oligarchi¶ak, v¶et¶o ¶es koll¶egium

Az Arrow (¶es a Wilson) t¶etel egy kifog¶asolhat¶o pontja az Äosszpreferenci¶at¶ol
megkÄovetelt tranzitivit¶as, amelyet ¶ugy interpret¶alhatunk, mint t¶arsadalmi
szint}u racionalit¶ast. Egyr¶eszt eleve k¶erd¶es, hogy helyes-e az egy¶enekre jel-
lemz}o racionalit¶ast a t¶arsadalomt¶ol is megkÄovetelni, ¶es ez¶altal a t¶arsadalmat
valamif¶ele ,,szem¶elyis¶egk¶ent" kezelni, m¶asr¶eszt a fenti racionalit¶as matem-
atikai szempontb¶ol is t¶ul er}osnek t}unik, hiszen az F (R) t¶arsadalmi rel¶aci¶onak
els}osorban az a szerepe, hogy seg¶³ts¶eg¶evel kiv¶alasszuk az alternat¶³v¶ak egy
adott r¶eszhalmaz¶aban a maxim¶alis elemeket. Ez pedig akkor is lehets¶eges, ha
csak annyit kÄovetelÄunk meg, hogy az Äosszpreferencia aciklikus legyen (l¶asd
a 2.20. ¶all¶³t¶ast). Mivel az aciklikus, PF-et kiel¶eg¶³t}o Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyek
elm¶elete ma sem lez¶art terÄulet, ¶erthet}o, hogy az els}o eredm¶enyek speci¶alis
aciklikus, nevezetesen kv¶azitranzit¶³v Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekre szÄulettek. Az
egyik ilyen t¶etel ([21]) szerint a racionalit¶asnak ez a fajta enyh¶³t¶ese sem
hoz ,,enyhÄul¶est", tov¶abbra is csak gyakorlatban haszn¶alhatatlan Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶enyek jÄohetnek sz¶oba. Az aciklikus (¶es PF-et teljes¶³t}o) Äosszj¶ol¶eti fÄugg-
v¶enyek eset¶eben a k¶ep valamivel ¶arnyaltabb, de az ¶altal¶anos esetben ezek
haszn¶alhat¶os¶aga is k¶erd¶eses.

4.1. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny eset¶eben egy K koal¶³ci¶ot v¶et¶o-
er}osnek nevezÄunk az (x; y) p¶ar fÄolÄott (x; y 2 A; x 6= y); ha minden R 2 D
pro¯l eset¶en abb¶ol, hogy xRÂ

Ky; kÄovetkezik, hogy xF (R)y: Ha a K minden x; y
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p¶ar fÄolÄott v¶et¶oer}os, akkor v¶et¶oer}osnek mondjuk. Az i 2 V szavaz¶o v¶et¶oer}os,
ha az fig koal¶³ci¶o v¶et¶oer}os.

A de¯n¶³ci¶ob¶ol vil¶agos, hogy minden er}os koal¶³ci¶o egyben v¶et¶oer}os is.

4.2. De¯n¶³ci¶o. Egy kv¶azitranzit¶³v Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt mely teljes¶³ti a p¶arok
fÄuggetlens¶ege felt¶etel¶et kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u fÄuggv¶enynek nevezÄunk.

4.3. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; D ÄosszefÄugg}o ¶es legyen az F egy
kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel. Ekkor minden
(x; y)-er}os koal¶³ci¶o egyben er}os is.

Bizony¶³t¶as. A 3.16. lemma bizony¶³t¶asa most is megy, ott ugyanis az F -r}ol
nem haszn¶altuk ki, hogy tranzit¶³v, csup¶an azt, hogy kv¶azitranzit¶³v. 2

A 3.24. t¶etel bizony¶³t¶as¶at kÄovetve ¶es az ¶ertelemszer}u kis m¶odos¶³t¶asokat
megt¶eve kapjuk, hogy igaz az al¶abbi k¶et lemma:

4.4. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; a D ÄosszefÄugg}o ¶es legyen az F
egy kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel,
tov¶abb¶a D ÄosszefÄugg}o. Ekkor az er}os koal¶³ci¶ok sz}ur}ot alkotnak.

4.5. Lemma. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; a D ÄosszefÄugg}o ¶es legyen az F
egy kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel,
tov¶abb¶a D ÄosszefÄugg}o. Ekkor egy nem v¶et¶oer}os koal¶³ci¶o komplementere er}os.

4.6. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt oligarchikusnak nevezÄunk, ha
l¶etezik oligarchia, vagyis olyan koal¶³ci¶o, mely er}os ¶es minden tagja v¶et¶oer}os.

4.7. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; a D ÄosszefÄugg}o ¶es legyen az F egy kv¶azi
Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel. Ekkor az
F oligarchikus.

Bizony¶³t¶as. Az er}os koal¶³ci¶ok W halmaza a 4.4 lemma miatt sz}ur}o, s a V
v¶egess¶ege miatt ez egy K koal¶³ci¶o ¶altal gener¶alt f}osz}ur}o. ¶All¶³tjuk, hogy K a
keresett oligarchia. Val¶oban, ha a K-beli i szavaz¶o nem lenne v¶et¶oer}os, akkor
a 4.5. lemma miatt a V nfig koal¶³ci¶o er}os lenne, s ¶³gy a K\(V nfig) = K nfig
koal¶³ci¶o is er}os lenne, ami lehetetlen, hiszen a W-t a K gener¶alja. A t¶etelt
ezzel bebizony¶³tottuk. 2

A 4.7. t¶etel egyszer}u kÄovetkezm¶enye az al¶abbi t¶etel:

4.8. KÄovetkezm¶eny (Gibbard [21]). TegyÄuk fel, hogy jAj ¸ 3; ¶es legyen az
F egy kv¶azi Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul

i) D = WL(A)m vagy D = L(A)m;

ii) a Pareto-felt¶etel.

Ekkor az F oligarchikus.

A 4.7. t¶etel bizony¶³t¶as¶aban szerepl}o K ¶eppen a v¶et¶oer}os szavaz¶ok halmaza,
hiszen a K-n k¶³vÄuliek nem lehetnek v¶et¶oer}osek, mert a K er}os. Megeshet
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azonban, hogy minden szavaz¶o v¶et¶oer}os, amint azt a Pareto fÄuggv¶eny esete
mutatja (l¶asd a 3.4. ¶es 3.5. p¶eld¶akat).

Ha D val¶odi r¶eszhalmaza L(A)m-nek, akkor m¶ar nem felt¶etlenÄul igaz a
4.8 t¶etel. Legyen D az A egy adott rendez¶es¶ere n¶ezve egycs¶ucs¶u pro¯lok
halmaza. Ekkor a T tÄobbs¶egi fÄuggv¶eny nyilv¶an teljes¶³ti a 4.8. t¶etel felt¶eteleit,
kiv¶eve i)-t. Most nincs olyan szavaz¶o, aki v¶et¶oer}os lenne, amennyiben m ¸ 2:

4.9. P¶elda. Ha a 4.7. t¶etelben az F kv¶azitranzitivit¶as¶at elejtjÄuk, akkor m¶ar
nem igaz a t¶etel. Val¶oj¶aban m¶ar akkor sem igaz, ha a kv¶azitranzitivit¶ast
aciklikuss¶agra enyh¶³tjÄuk. Legyen ugyanis #V > #A;D = L(A)m ¶es legyen
F a 3.6. p¶elda v¶et¶omentes fÄuggv¶enye. Az F ekkor a 3.7. megjegyz¶es miatt
aciklikus, tov¶abb¶a a kv¶azitranzitivit¶ast kiv¶eve teljes¶³ti a 4.7. t¶etel valamennyi
felt¶etel¶et, azonban nincs olyan szavaz¶o, aki v¶et¶oer}os lenne.

4.10. De¯n¶³ci¶o. Legyen az R egy rel¶aci¶o az A-n. Ha az a1; . . . ; ak 2 A
sorozat csupa kÄulÄonbÄoz}o elemb}ol ¶all, akkor a1Ra2; . . . ; ak¡1Rak eset¶en ir¶a-
ny¶³tott egyszer}u ¶utr¶ol, ¶es ha a fentieken k¶³vÄul m¶eg akRa1 is fenn¶all, akkor
egyszer}u ir¶any¶³tott kÄorr}ol besz¶elÄunk. Ir¶any¶³tott egyszer}u utak egy rendszer¶et
pont-diszjunktnak nevezzÄuk, ha a hozz¶ajuk tartoz¶o cs¶ucsok halmazai p¶aronk¶ent
diszjunktak.

4.11. De¯n¶³ci¶o. Azokat az aciklikus Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyeket, melyekre tel-
jesÄul a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel, dÄont¶esi fÄuggv¶enyeknek nevezzÄuk.

Az elnevez¶est indokolja, hogy a 2.20. ¶all¶³t¶as miatt pontosan az aciklikus
rel¶aci¶ok azok a rel¶aci¶ok, melyekre igaz, hogy az alternat¶³v¶ak b¶armely nemÄures
r¶eszhalmaz¶aban van maxim¶alis elemÄuk.

4.12. T¶etel. (Blair-Pollak [8]) Legyen #A = n ¸ 4; n > m ¶es legyen adott
az F dÄont¶esi fÄuggv¶eny, melyre teljesÄul

i) D = WL(A)m vagy D = L(A)m;

ii) a Pareto-felt¶etel.

Ekkor valaki legal¶abb (n ¡ m + 1)(n ¡ 1) p¶ar fÄolÄott v¶et¶oer}os.

Bizony¶³t¶as. A t¶etel ¶all¶³t¶as¶aval ellent¶etben, tegyÄuk fel, hogy mindenki
kevesebb, mint (n ¡ m + 1)(n ¡ 1) p¶ar fÄolÄott v¶et¶oer}os.

SzÄuks¶egÄunk lesz a kÄovetkez}o gr¶afelm¶eleti t¶etelre, amelynek bizony¶³t¶asa
meghaladja e cikk kereteit, ¶³gy azt mell}ozzÄuk (l¶asd [9]):

T¶etel. Legyen #A = n ¸ 4; n > m: Ha adottak a Di (i = 1; . . . ; m) irre°ex¶³v
(teh¶at xDix semmilyen x 2 A-ra sem teljesÄul) rel¶aci¶ok az A-n, ¶ugy, hogy Di

legal¶abb (m¡1)(n¡1)+1 ¶elet tartalmaz (i = 1; . . . ; m); akkor tal¶alhat¶ok olyan
ei 2 Di; (i = 1 . . . ;m) ¶elek, hogy az fe1; . . . ; emg ¶elrendszer pont-diszjunkt
egyszer}u utak egyes¶³t¶ese.

Visszat¶erve t¶etelÄunk bizony¶³t¶as¶ahoz, minden i = 1; . . . ; m eset¶en de¯ni¶al-
juk a Di rel¶aci¶ot az A-n az al¶abbi m¶odon:

aDib , az i nem v¶et¶oer}os a (b; a) fÄolÄott.
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Indirekt feltev¶esÄunk miatt a Di-k mindegyike legal¶abb n(n ¡ 1) ¡ (n ¡ m +
1)(n ¡ 1) + 1 = (n ¡ 1)(m ¡ 1) + 1 ¶elet tartalmaz.

A fenti t¶etel miatt tal¶alhat¶o olyan pont-diszjunkt egyszer}u utak egye-
s¶³t¶esek¶ent el}o¶all¶o E = feigm

i=1 ¶elrendszer, melyre ei 2 Di; ha i 2 V . ¶Uj
¶elek hozz¶av¶etel¶evel eg¶esz¶³tsÄuk ki az E ¶elrendszert egy a1; . . . ; am+k egyszer}u
ir¶any¶³tott kÄorr¶e. Legyen ebben a kÄorben ei = (ai¤ ; ai¤+1); i = 1; . . . ;m. A
k¶enyelmesebb jelÄol¶esm¶od ¶erdek¶eben nevezzÄuk ¶at a V szavaz¶oit ¶ugy, hogy az
i ¶uj neve i¤ legyen minden i 2 V -re, ¶es legyen az ¶uj n¶evhalmaz V ¤: Ekkor
teh¶at azt mondhatjuk, hogy a i 2 V ¤ szavaz¶o nem v¶et¶oer}os az (ai+1; ai) p¶arra
n¶ezve. Ez azt jelenti, hogy minden i 2 V ¤-ra tal¶alhat¶o olyan Ri 2 D pro¯l,
melyre ai+1(R

i
i)

Âai ¶es aiF (Ri)Âai+1.
M¶asr¶eszt, ha i 2 f1; . . . ;m + kg n V ¤; akkor legyen Ri 2 D egy olyan

pro¯l, melyre ai(Ri
j)

Âai+1 minden j 2 V ¤-ra. Mivel az F -re teljesÄul a

Pareto-felt¶etel, ez¶ert aiF (Ri)Âai+1; ha i 2 f1; . . . ;m + kg n V ¤ (a szok¶asos
am+k+1 = a1 konvenci¶oval). Az eddigieket Äosszevetve kapjuk, hogy minden
i = 1; 2; . . . ; m + k-ra igaz, hogy aiF (Ri)Âai+1. Ha tal¶aln¶ank olyan R 2 D
pro¯lt, melyre minden i = 1; 2; . . . ;m + k-n¶al igaz, hogy

Rjfai;ai+1g = Rijfai;ai+1g; ha i = 1; . . . ;m + k ;

akkor k¶eszen voln¶ank, hiszen ekkor a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel ¶es

aiF (Ri)Âai+1; (i = 1; 2; . . . ;m + k)

miatt az F (R) rel¶aci¶o ciklikus lenne, ellent¶etben felt¶etelez¶esÄunkkel.
Ilyen pro¯l azonban tal¶alhat¶o, hiszen ha a t 2 V ¤ szavaz¶ot rÄogz¶³tjÄuk,

akkor a
©
Ri

tjfai;ai+1g
ª

i=1;...;m+k
preferenciahalmaz D = WL(A)m ill. D =

WL(A)m eset¶en egyar¶ant kieg¶esz¶³thet}o az A line¶aris ill. gyenge rendez¶es¶ev¶e
(ekkor mindk¶et esetben az am+kRi

ta1 ¶es a at+1Ri
tat szigor¶u preferenci¶ak el-

lent¶etes ir¶any¶uak az a1 . . .am+k kÄorÄon), s ¶³gy R = (Ri)i2V ¤ megfelel, hiszen
i) miatt R 2 D. 2

A 4.12. t¶etelben a (n ¡ m + 1)(n ¡ 1) korl¶at az m ¸ 3 esetben a lehet}o
legjobb. Legyen ugyanis D = L(A)m vagy D = WL(A)m; ¶es ha A =
fa1; . . . ; ang, akkor R 2 D eset¶en legyen asF (R)at , [1 · t · m ¡ 1 ¶es
9i; j 2 V; i 6= j : asRiat; asRjat] vagy [m · t · n ¶es 9i 2 V : asRiat]. Mivel
m ¸ 3, ez¶ert az F (R) teljess¶ege nyilv¶anval¶o. Minden szavaz¶o az (as; at) p¶ar
fÄolÄott v¶et¶oer}os, ahol m · t · n; 1 · s · n; azaz ¶eppen (n¡m+1)(n¡1) p¶ar
fÄolÄott. Az F de¯n¶³ci¶oj¶ab¶ol vil¶agos, hogy a p¶arok fÄuggetlens¶ege ¶es a Pareto-
felt¶etel is teljesÄul. Az aciklikuss¶ag igazol¶as¶ahoz indirekte, tegyÄuk fel, hogy
valamely R 2 D pro¯lra az F (R) rel¶aci¶o ciklikus, legyen az b1; . . . ; bk egy
olyan A-beli sorozat, melyben ism¶etl}od¶es nem fordul el}o ¶es minden t =
1; . . . ; k-ra btF (R)Âbt+1 teljesÄul. Ilyen sorozat nyilv¶an tal¶alhat¶o. Az F
de¯n¶³ci¶oja alapj¶an csak az olyan t-kre tal¶alhatunk (¶es akkor is csak egy) olyan
i szavaz¶ot, akire bt+1Ribt; melyekre bt+1 = as valamilyen s = 1; . . . ;m¡1-re.
Mivel m szavaz¶onk van, ez¶ert lesz egy olyan i szavaz¶o, akire bt+1R

Â
i bt minden

t = 1; . . . ; k-ra, ami ellentmond¶as, hiszen Ri aciklikus.



Arrow-t¶³pus¶u lehetetlens¶egi t¶etelek 95

A szakasz h¶atral¶ev}o r¶esz¶eben a Banks-t¶etellel foglakozunk. Ez a t¶etel
aciklikus Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekr}ol sz¶ol, ¶es azt mondja, hogy ha #V ¸ #A
¶es a Pareto-felt¶etel teljesÄul, akkor mindig tal¶alhatunk olyan szavaz¶ot, aki
n¶elkÄul nincs er}os koal¶³ci¶o. Egy ilyen szavaz¶o nyilv¶an t¶ul nagy hatalommal
rendelkezik,¶³gy teh¶at ez is egy negat¶³v eredm¶eny. Az eredm¶eny igen ¶altal¶anos,
hiszen az igazol¶ashoz m¶eg a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etelre sincs szÄuks¶eg.

4.13. De¯n¶³ci¶o. A V -beli W monoton halmazrendszert egyszer}u j¶at¶eknak
nevezzÄuk, ha ; =2 W.

A W-beli koal¶³ci¶okat ¶ugy interpret¶alhatjuk, mint |bizonyos ¶ertelemben|
nyertes koal¶³ci¶okat, melyek nyertes volta valamilyen el}ore megadott szab¶alyb¶ol
kÄovetkezik.

4.14. De¯n¶³ci¶o. Egy W egyszer}u j¶at¶ekot val¶odinak nevezÄunk, ha abb¶ol, hogy
K 2 W ; kÄovetkezik, hogy V n K =2 W:

A fenti term¶eszetes kÄovetelm¶eny azt fogalmazza meg, hogy egy nyertes
koal¶³ci¶on k¶³vÄuli egy¶enek nem alak¶³thatnak nyertes koal¶³ci¶ot.

4.15. De¯n¶³ci¶o. Ha W egy val¶odi egyszer}u j¶at¶ek, ¶es adott az A alter-
nat¶³vahalmaz, akkor R 2 WL(A)m eset¶en legyen az FW(R) rel¶aci¶o az a teljes
rel¶aci¶o az A-n, melynek FW (R)Â szigor¶u r¶esze az al¶abbiak szerint adott:

xFW(R)Ây , 9K 2 W : xRÂ
Ky:

Mivel a W egyszer}u j¶at¶ek val¶odi, ez¶ert a fenti FW Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny
j¶olde¯ni¶alt.

4.16. De¯n¶³ci¶o. Egy W egyszer}u j¶at¶ekot v¶et¶omentesnek nevezÄunk, ha

\
W = ;:

4.17. De¯n¶³ci¶o. Egy W v¶et¶omentes egyszer}u j¶at¶ek eset¶en legyen

º(W) = minf#W0 j W 0 ½ W;
\

W0 = ;g :

A º(W) sz¶amot a W Nakamura-sz¶am¶anak nevezzÄuk.

Egy W v¶et¶omentes egyszer}u j¶at¶ek Nakamura-sz¶ama teh¶at az olyan nyer}o
koal¶³ci¶ok minim¶alis sz¶ama, melyeknek nincs kÄozÄos eleme. A fenti de¯n¶³ci¶o
fontoss¶ag¶at mutatja az al¶abbi lemma:

4.18. Lemma. Legyenek a1; . . . ; ak p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o alternat¶³v¶ak ¶es
K1; . . . ;Kk koal¶³ci¶ok. Pontosan akkor tal¶alhat¶o olyan R 2 L(A)m pro¯l,

melyre aiR
Â
Ki

ai+1 minden i = 1; . . . ; k-ra, ha
Tk

j=1 Kj = ;:

Bizony¶³t¶as. El¶egs¶egess¶eg. Minden i 2 V -re legyen Bi = f(aj; aj+1) j
i 2 Kjg. Mivel most minden i 2 V -hez tal¶alhat¶o olyan j 2 f1; . . . ; kg melyre
i =2 Kj; ez¶ert minden i 2 V -hez tal¶alhat¶o olyan j 2 V , melyre (aj ; aj+1) =2 Bi.
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Ez¶ert Bi aciklikus ¶es mivel m¶eg aszimmetrikus is, ¶³gy nyilv¶an kiterjeszthet}o
egy Ri line¶aris rendez¶ess¶e. Az R = (R1; . . . ;Rm) pro¯l rendelkezik a k¶³v¶ant
tulajdons¶aggal.

SzÄuks¶egess¶eg. Ha
Tk

j=1 Kj 6= ; lenne, akkor i 2 Tk
j=1 Kj eset¶en ajRiaj+1

teljesÄulne minden j = 1; . . . ; k-ra, ami ellentmond annak, hogy Ri aciklikus.2

4.19. T¶etel (Nakamura [35]). Ha W egy val¶odi ¶es v¶et¶omentes egyszer}u j¶at¶ek,
akkor az FW Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny pontosan akkor aciklikus, ha #A < º(W).

Bizony¶³t¶as. SzÄuks¶egess¶eg. A º(W) = º de¯n¶³ci¶oja alapj¶an tal¶alhat¶ok
olyan K1; . . . ;Kº 2 W koal¶³ci¶ok, melyek metszete Äures. A t¶etel ¶all¶³t¶as¶aval
ellent¶etben tegyÄuk fel, hogy jAj ¸ º; s ¶³gy tal¶alhatunk º p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o
elemet az A-ban, legyenek ezek a1; . . . ; aº. Ekkor a 4.18. lemma miatt l¶etezik
olyan R 2 L(A)m pro¯l, melyre aiR

Â
Ki

ai+1; i = 1; . . . ; º. ¶Igy azonban
aiFW(R)Âai+1 minden i = 1; . . . ; º-re, azaz FW nem aciklikus.

El¶egs¶egess¶eg. Indirekte, tegyÄuk fel, hogy az FW nem aciklikus, teh¶at ta-
l¶alhat¶ok olyan p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o a1; . . . ; ak alternat¶³v¶ak, melyekre minden
i = 1; . . . ; k-ra aiFW(R)Âai+1. ¶Igy teh¶at aiR

Â
Ki

ai+1 bizonyos Ki 2 W koa-

l¶³ci¶okra (i = 1; . . . ; k · #A). Ekkor azonban a 4.18. miatt
Tk

i=1 Ki = ;, ami
alapj¶an k ¸ º(W), s ¶³gy #A ¸ º(G), ellentmond¶as. 2

4.20. De¯n¶³ci¶o. Egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyt koll¶egiuminak nevezÄunk, ha vala-
mely szavaz¶o minden er}os koal¶³ci¶onak tagja.

4.21. De¯n¶³ci¶o. Ha F egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny, akkor jelÄolje WF az er}os
koal¶³ci¶ok halmaz¶at.

4.22. Lemma. Ha az F nem koll¶egiumi Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyre teljesÄul a
Pareto-felt¶etel, akkor º(WF ) · m.

Bizony¶³t¶as. A WF halmazrendszer most nyilv¶an egy val¶odi egyszer}u j¶at¶ek,
amely az F nem koll¶egiumi volta miatt v¶et¶omentes. Legyen º(WF ) = º ¶es
legyen K1; . . . ;Kº 2 WF ,

Tº
i=1 Ki = ;. Ekkor a Ki-k kÄozÄul ak¶arh¶anynak

a metszet¶et is vesszÄuk, az nem r¶esze egy, a metszetben nem szerepl}o index}u
Ki-nek, hiszen ellenkez}o esetben a fKigº

i=1 rendszer nem volna minim¶alis,
ellent¶etben º de¯n¶³ci¶oj¶aval. Innen indukci¶oval vil¶agos, hogy

m ¡ º ¸
¯̄
¯

º\

i=1

Ki

¯̄
¯ = 0 :

2

4.23. T¶etel (Banks [4]). TegyÄuk fel, hogy m · n ¶es legyen D ¾ L(A)m.
Ha az F aciklikus Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel, akkor az F
koll¶egiumi.

Bizony¶³t¶as. Ha a t¶etel ¶all¶³t¶as¶aval ellent¶etben az F nem volna koll¶egiumi,
akkor a 4.22. lemma miatt º(WF ) · m teljesÄulne ¶es ez az m · n felt¶etelÄunkkel
egyÄutt azt eredm¶enyezn¶e, hogy º(WF ) · n. Mivel a WF most v¶et¶omentes,
¶³gy a 4.19. t¶etel szerint az FWF (R) rel¶aci¶o ciklikus valamely R pro¯l eset¶eben.
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M¶asr¶eszt nyilv¶an FWF
(R)Â ½ F (R)Â, teh¶at az F (R) is ciklikus, ellent¶etben

felt¶etelez¶esÄunkkel. 2

A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as mutatja, hogy a 4.23. ¶es a 4.12. t¶etelek nem igazak,
ha #A > #V :

4.24. ¶All¶³t¶as. Ha #V > #A; akkor l¶etezik olyan, a Pareto-felt¶etelt kiel¶eg¶³t}o
dÄont¶esi fÄuggv¶eny, melyn¶el senki sem v¶et¶oer}os semmilyen alternat¶³vap¶ar fÄolÄott.

Bizony¶³t¶as. Legyen #V = m, #A = n, m > n, n¡1
n < ® · m¡1

m , D =
WL(A)m. Tetsz}oleges x; y 2 A eset¶en ¶alljon fenn xF (R)y pontosan akkor, ha
#fi 2 V j xRiyg > (1 ¡ ®)m. Mivel ® > 1

2 ; ez¶ert az F (R) egy teljes rel¶aci¶o
minden R 2 D-re. Teh¶at F egy Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Az F de¯n¶³ci¶oja alapj¶an
az F -re teljesÄul a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel, tov¶abb¶a ® · m¡1

m
miatt minden

m¡1 tag¶u koal¶³ci¶o er}os, ez¶ert teljesÄul a Pareto-felt¶etel, s}ot, senki sem v¶et¶oer}os
semmilyen alternat¶³vap¶ar fÄolÄott. Az F aciklikuss¶ag¶anak igazol¶as¶ahoz indi-
rekte, tegyÄuk fel, hogy az a1; . . . ; ak olyan, p¶aronk¶ent kÄulÄonbÄoz}o A-beli al-
ternat¶³v¶ak, melyekre aiF (R)Âai+1 minden i = 1; . . . ; k-ra. A Ki = fj 2 V j
aiRjai+1g jelÄol¶essel az F de¯n¶³ci¶oja alapj¶an ekkor l¶atszik, hogy #Ki ¸ ®m
minden i = 1; . . . ; k-ra. Ez¶ert a de-Morgan szab¶alyt felhaszn¶alva kapjuk,

hogy #
Tk

i=1 Ki = #
³Sk

i=1 Kc
i

´c

= m ¡ #
Sk

i=1 Kc
i ¸ m ¡ Pk

i=1 #Kc
i ¸

m ¡ m(1 ¡ ®)k ¸ m ¡ m(1 ¡ ®)n > m ¡ m 1
nn = 0. A fenti egyenl}otlens¶eg-

sorozatb¶ol kÄovetkezik, hogy #
Tk

i=1 Ki > 0; azaz
Tk

i=1 Ki 6= ;: Ez indirekt
felt¶etelez¶esÄunkkel egyÄutt ellentmond a 4.18. lemm¶anak, teh¶at F val¶oban acik-
likus. 2

5 Bin¶aris alap¶u optimum fÄuggv¶enyek

Ebben a fejezetben ¶es a k¶es}obbiekben is az ¶all¶³t¶asok, t¶etelek bizony¶³t¶as¶at
j¶or¶eszt mell}ozzÄuk. Ennek oka, hogy a bizony¶³t¶asok vagy puszt¶an technikai jel-
leg}uek, j¶oform¶an semmit sem adva az elm¶elet l¶enyeg¶ehez, vagy ¶eppen nehezek
¶es hossz¶uak, ez¶ert a terjedelmi korl¶atok nem teszik lehet}ov¶e azok megad¶as¶at.

5.1. De¯n¶³ci¶o. Egy c : P(A) ! P(A) t¶³pus¶u fÄuggv¶enyt optimum fÄuggv¶enynek
nevezÄunk, ha c(X) ½ X minden X ½ A-ra teljesÄul, tov¶abb¶a c(X) = ;-b}ol
kÄovetkezik, hogy X = ;.

A k¶es}obbiekben ismertetend}o modellben minden pro¯lhoz hozz¶arendelÄunk
egy c optimumfÄuggv¶enyt, ¶es a c(X)-et ¶ugy interpret¶aljuk, mint az X-beli
t¶arsadalmilag |vagy legal¶abbis a szavaz¶asi rendszer tervez}oje ¶altal| op-
tim¶alisnak tekintett alternat¶³v¶ak halmaz¶at az adott pro¯ln¶al.

5.2. De¯n¶³ci¶o. Legyen f1 ¶es f2 k¶et optimum fÄuggv¶eny. Az f1 ¶es f2 optimum
fÄuggv¶enyek f1 [ f2 egyes¶³t¶es¶et ill. f1 \ f2 kÄozÄos r¶esz¶et az (f1 [ f2)(X) =
f1(X)[f2(X); ill. (f1\f2)(X) = f1(X)\f2(X) egyenl}os¶egekkel de¯ni¶aljuk.

Vil¶agos, hogy k¶et optimum fÄuggv¶eny egyes¶³t¶ese is optimum fÄuggv¶eny.
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5.3. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy ÄorÄokl}od}o, ha
X ½ Y ½ A eset¶en c(Y ) \ X ½ c(X).

Az ÄorÄokl}od¶est ¶ugy illusztr¶alhatjuk, hogy azok a magyarok, akik vil¶agbaj-
nokok, egyben magyar bajnokok is. A de¯n¶³ci¶ob¶ol kÄonnyen kÄovetkezik az
al¶abbi

5.4. ¶All¶³t¶as. K¶et ÄorÄokl}od}o optimum fÄuggv¶eny egyes¶³t¶ese is ÄorÄokl}od}o.

5.5. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy kiterjed}o, ha
X;Y ½ A eset¶en c(X) \ c(Y ) ½ c(X [ Y ):

A de¯n¶³ci¶o teh¶at azt mondja, hogy egy kiterjed}o optimum fÄuggv¶eny ese-
t¶eben ha egy alternat¶³va k¶et halmazban is optim¶alis, akkor optim¶alis azok
egyes¶³t¶es¶eben is.

5.6. Megjegyz¶es. Ha a c optimum fÄuggv¶eny kiterjed}o, akkor indukci¶oval
kÄonnyen ad¶odik, hogy Xi ½ A, i = 1; . . . ; k eset¶en

Tk
i=1 c(Xi) ½ c(

Sk
i=1 Xi).

5.7. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy bin¶aris alap¶u,
ha tal¶alhat¶o olyan R rel¶aci¶o az A-n, melyre c(X) = argmaxRjX minden X ½
A halmazra teljesÄul, ¶es ilyenkor R-re azt mondjuk, hogy a c egy alaprel¶aci¶oja.
Ha az R v¶alaszthat¶o aciklikusnak, kv¶azitranzit¶³vnak ill. tranzit¶³vnak, akkor
aciklikus, kv¶azitranzit¶³v ill. tranzit¶³v alap¶u optimum fÄuggv¶enyr}ol besz¶elÄunk.

A bin¶aris alap¶u optimum fÄuggv¶enyek igen fontosak, hiszen az ilyen fÄugg-
v¶enyek helyettes¶³thet}ok egy (teljes) rel¶aci¶oval, s ¶³gy kapcsolatba hozhat¶ok az
Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekkel.

5.8. ¶All¶³t¶as. Egy bin¶aris alap¶u optimumfÄuggv¶enynek minden alaprel¶aci¶oja
aciklikus, s ¶³gy minden bin¶aris alap¶u optimumfÄuggv¶eny aciklikus alap¶u.

5.9. T¶etel. Egy c optimum fÄuggv¶eny pontosan akkor bin¶aris alap¶u, ha
ÄorÄokl}od}o ¶es kiterjed}o.

5.10. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy vesztesfÄug-
getlen, ha c(Y ) ½ X ½ Y ½ A eset¶en c(X) = c(Y ):

Egy c vesztesfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny eset¶eben teh¶at, ha elt¶avol¶³tunk
n¶eh¶any ,,vesztest" az Xnc(X) halmazb¶ol, akkor a keletkezett sz}ukebb halmaz
,,gy}ozteseinek" halmaza megegyezik c(X)-szel.

5.11. Megjegyz¶es. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy k¶et vesztesfÄuggetlen optimum
fÄuggv¶eny egyes¶³t¶ese is vesztesfÄuggetlen.

5.12. T¶etel (Schwartz [39]). Egy c optimum fÄuggv¶eny pontosan akkor kv¶azi-
tranzit¶³v alap¶u, ha ÄorÄokl}od}o, kiterjed}o ¶es vesztesfÄuggetlen.

5.13. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti az Arrow f¶ele racionalit¶asi
felt¶etelt (ARF-et), ha X ½ Y ½ A ¶es c(Y )\X 6= ; eset¶en c(Y )\X = c(X).

MegjegyezzÄuk, hogy egy ARF-et teljes¶³t}o optimum fÄuggv¶eny nyilv¶an
mindig ÄorÄokl}od}o.
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5.14. P¶elda. Legyen p 2 IN ¶es legyen R 2 L(A) rÄogz¶³tett, ¶ugy, hogy
a1Ra2R . . .Ran. Ha X ½ A, jXj > p, akkor legyen cp(X) az R szerinti
p legjobb eleme az X-nek, azaz legyen cp(X) = Y , ahol Y ½ X, jY j = p,
Y R(X n Y ). KÄulÄonben legyen cp(X) = X. A cp optimum fÄuggv¶eny ÄorÄokl}o-
d}o, hiszen egy alternat¶³va poz¶³ci¶oja egy sz}ukebb halmazban nem romolhat.
A vesztesfÄuggetlens¶eg is vil¶agos, hiszen ha sz}uk¶³tjÄuk a sz¶oban forg¶o halmazt
¶ugy, hogy annak p legjobb elem¶et megtartjuk, akkor a p legjobb elem ugyanaz
marad. Ha 2 · p < n, akkor viszont a cp nem kiterjed}o s ¶³gy az 5.9. t¶etel
miatt nem is bin¶aris alap¶u. Legyen ugyanis X = fa1; a3; . . . ; ap+1g, Y =
fa2; a3; . . . ; ap+1g, akkor cp(X) \ cp(Y ) = fa3; . . . ; ap+1g, m¶³g cp(X [ Y ) =
X [ Y = fa1; a2; . . . ; apg.

5.15. T¶etel. Egy c optimum fÄuggv¶eny pontosan akkor gyenge rendez¶es alap¶u,
ha teljes¶³ti ARF-et.

5.16. De¯n¶³ci¶o. Egy c optimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy teljes¶³ti a
kinyilv¶an¶³tott preferencia felt¶etelt (MPF-et), ha X; Y ½ A eset¶en abb¶ol, hogy
x 2 c(X), y 2 X n c(X), kÄovetkezik, hogy ha x 2 Y , akkor y =2 c(Y ).

A fenti de¯n¶³ci¶o egyszer}u ¶atfogalmaz¶asak¶ent ad¶odik a kÄovetkez}o

5.17. ¶All¶³t¶as. Egy c optimumfÄuggv¶eny pontosan akkor teljes¶³ti MPF-et, ha
x; y 2 X \ Y , x 2 c(X), y 2 c(Y ) eset¶en x 2 c(Y ).

A kinyilv¶an¶³tott preferencia felt¶etel szerint ha az alternat¶³v¶ak egy adott
megengedett halmaz¶aban az x alternat¶³va optim¶alis, de az y nem, akkor ha
egy m¶asik megengedett halmazban az x jelen van, akkor az y ott szint¶en nem
lehet optim¶alis. Ez bin¶aris h¶atteret sejtet, val¶oban, a kÄovetkez}o t¶etel szerint
az MPF nem ¶uj felt¶etel:

5.18. T¶etel. ARF ¶es MPF ekvivalensek.

5.19. De¯n¶³ci¶o. Egy optimumfÄuggv¶enyt r¶eszlegesen bin¶aris alap¶unak ne-
vezÄunk, ha tal¶alhat¶o olyan L line¶aris rendez¶es, melyre argmaxLjX 2 c(X)
minden ; 6= X ½ A-ra teljesÄul.

Egy bin¶aris alap¶u optimumfÄuggv¶eny r¶eszlegesen is bin¶aris alap¶u, amint
az kÄonnyen l¶athat¶o.

5.20. ¶All¶³t¶as. Egy c optimumfÄuggv¶eny pontosan akkor r¶eszlegesen bin¶aris
alap¶u, ha minden ; 6= X ½ A eset¶en tal¶alhat¶o olyan x 2 c(X); melyre minden
Y ½ X eset¶en igaz, hogy

x 2 Y ) x 2 c(Y ) : (14)

Mivel ÄorÄokl}od}o optimumfÄuggv¶eny eset¶en a (14)-ben szerepl}o x tetsz}olege-
sen v¶alaszthat¶o a c(X)-ben, ez¶ert igaz az

5.21. ¶All¶³t¶as. Egy ÄorÄokl}od}o optimum fÄuggv¶eny mindig r¶eszlegesen bin¶aris
alap¶u.
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6 A modell kiterjeszt¶ese

6.1. De¯n¶³ci¶o. Ha ; 6= S ½ P(A); akkor egy c¤ : S ! P(A) fÄuggv¶enyt,
melyre minden X 2 S eset¶en c¤(X) ½ X, tov¶abb¶a X 2 S, c¤(X) = ; eset¶en
X = ;, ¶altal¶anos¶³tott optimum fÄuggv¶enynek nevezÄunk.

A szok¶asos ¶ertelmez¶es szerint az S halmaz a megengedett alternat¶³va
halmazok csal¶adja. Ebben a modellben teh¶at lehet}os¶eg ny¶³lik arra, hogy
olyan eseteket is kezeljÄunk, amikor egy jelÄolt |mondjuk strat¶egiai meggon-
dol¶asb¶ol| visszal¶ep a megm¶erettet¶est}ol.

6.2. De¯n¶³ci¶o. Legyen ; 6= S ½ P(A): Egy F : D £ S ! P(A) fÄuggv¶enyt
Äosszoptimum fÄuggv¶enynek nevezÄunk, ha minden R 2 D-re az F (R; ¢ ) fÄugg-
v¶eny egy ¶altal¶anos¶³tott optimum fÄuggv¶eny. Ha S = fAg; akkor egyszer}u Äossz-
optimum fÄuggv¶enyr}ol, ha pedig S = P(A) (teh¶at amikor F (R; ¢ ) egy optimum
fÄuggv¶eny) akkor teljes Äosszoptimum fÄuggv¶enyr}ol besz¶elÄunk.

6.3. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszoptimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt, ha
x; y 2 X 2 S, R 2 D eset¶en xRÂ

V y-b¶ol kÄovetkezik, hogy y =2 F (R; X).

6.4. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszoptimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti a fÄuggetlens¶egi felt¶etelt,
ha abb¶ol, hogy X 2 S, R;S 2 D, RjX = SjX , kÄovetkezik, hogy F (R;X) =
F (S; X).

6.5. De¯n¶³ci¶o. Egy F Äosszoptimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti az Arrow f¶ele racio-
nalit¶asi felt¶etelt (ARF-et), ha minden R 2 D-re az F (R; ¢ ) optimum fÄugg-
v¶enyre teljesÄul, hogy X;Y 2 S, X ½ Y , F (R; Y ) \ X 6= ; eset¶en F (R; Y ) \
X = F (R;X).

6.6. De¯n¶³ci¶o. Ha F egy Äosszoptimum fÄuggv¶eny, ¶es tal¶alhat¶o olyan i 2 V ,
melyre minden R 2 D, X 2 S eset¶en F (R; X) ½ argmax RijX, akkor az i-t
dikt¶atornak, az F -t diktat¶orikusnak nevezzÄuk.

6.7. De¯n¶³ci¶o. Egy Äosszoptimum fÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy Arrow-
t¶³pus¶u, ha

i) teljes¶³ti a fÄuggetlens¶egi felt¶etelt;
ii) teljes¶³ti az Arrow f¶ele racionalit¶asi felt¶etelt (ARF-et).

6.8. T¶etel (Arrow [3]). Legyen jAj ¸ 3; ¶es D = WL(A)m vagy D = L(A)m:
Ha F egy teljes Arrow-t¶³pus¶u Äosszoptimum fÄuggv¶eny, amely teljes¶³ti a Pareto-
felt¶etelt, akkor az F diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. Ha R 2 D; akkor ha xRy , x 2 F (R, fx; yg), akkor az R !
R hozz¶arendel¶es az 5.15. t¶etel miatt egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny
mely teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt is, teh¶at Arrow t¶etele (3.26. kÄovetkezm¶eny)
miatt diktat¶orikus az ottani ¶ertelemben. Ebb}ol viszont kÄovetkezik a t¶etel
¶all¶³t¶asa. 2

Az egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶eny fogalma lehet}ov¶e teszi, hogy az ¶u.n.
Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etelt de¯ni¶aljuk. Ily m¶odon az Arrow-f¶ele prob-
l¶em¶at megfogalmazhatjuk egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶enyes modellben is.
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Sajnos, mint l¶atni fogjuk (6.11. t¶etel), a megfelel}o negat¶³v tartalm¶u t¶etel itt
is ¶all.

6.9. De¯n¶³ci¶o. Egy F egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶eny teljes¶³ti a Hansson-
f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etelt, ha minden olyan x; y 2 A, R, S 2 D eset¶en,
melyre Rjfx;yg = Sjfx;yg, abb¶ol, hogy x 2 F (R) ¶es y =2 F (R), kÄovetkezik,
hogy y =2 F (S) (itt ¶es a tov¶abbiakban is F (R; A) helyett F (R)-t ¶³runk).

6.10. De¯n¶³ci¶o. Legyen az F egy egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶eny. Azt
mondjuk, hogy a K ½ V koal¶³ci¶o er}os, ha minden x; y 2 A-ra ¶es minden
R 2 D-re teljesÄul, hogy xRÂ

Ky eset¶en y =2 F (R).

6.11. T¶etel (Hansson [23]). Legyen jAj ¸ 3 ¶es D = L(A)m vagy D =
WL(A)m. Ha az F egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶enyre teljesÄul a Pareto-felt¶etel
¶es a Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etel, akkor az F diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. Legyen az L egy rÄogz¶³tett line¶aris rendez¶es az A-n, ¶es ha
X ½ A, akkor minden R 2 D eset¶en legyen RX = (RX

1 ; RX
2 ; . . . ;RX

m) az
al¶abbi pro¯l:

RX :

1 2 . . . m

R1jX R2jX . . . RmjX
LjAnX LjAnX . . . LjAnX

teh¶at a L = (L;L; . . . ; L) jelÄol¶essel RX jX = RjX ;RX jAnX = LjAnX , tov¶abb¶a
X(RX)Â

V Y: Vagyis arr¶ol van sz¶o, hogy az RX pro¯lban az X-beli alternat¶³v¶ak
kÄozÄott az R-beli preferenci¶ak teljesÄulnek, a szigor¶uan alattuk l¶ev}o A n X-
beliekre pedig az L-beli preferenci¶ak.

Legyen R 2 D; x; y 2 A eset¶en az F¤(R) rel¶aci¶o az al¶abbiak szerint
megadva az A-n:

xF¤(R)y , x 2 F (Rfx;yg) :

¶All¶³tjuk, hogy F ¤ egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. El}oszÄor is megjegyez-
zÄuk, hogy a Pareto-felt¶etel miatt F (RX) ½ X mindig teljesÄul, ha ; 6= X ½ A;
s ¶³gy az X = fx; yg esetben kapjuk, hogy x 2 F (Rfx;yg) vagy y 2 F (Rfx;yg),
teh¶at F¤(R) egy teljes rel¶aci¶o minden R 2 D-re, s ¶³gy az F¤ egy Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶eny.

A bizony¶³t¶as tov¶abbi r¶esz¶eben tÄobbszÄor haszn¶alni fogjuk a Hansson-f¶ele
fÄuggetlens¶egi felt¶etel al¶abbi ¶atfogalmaz¶as¶at:

R;S 2 D; Rjfx;yg = Sjfx;yg; x 2 F (R); y 2 F (S) ) x 2 F (S) : (15)

A tranzitivit¶as igazol¶as¶ahoz tegyÄuk fel, hogy R 2 D, xF¤(R)y ¶es yF ¤(R)z.
Mivel x 2 F (Rfx;yg) teljesÄul, ez¶ert ha y 2 F (Rfx;y;zg), akkor Rfx;ygjfx;yg =

Rfx;y;zgjfx;yg miatt (15) alapj¶an x 2 F (Rfx;y;zg). Mivel y 2 F (Rfy;zg),

¶³gy ha z 2 F (Rfx;y;zg); akkor az el}oz}oekhez hasonl¶oan kapjuk, hogy y 2
F (Rfx;y;zg), ¶es ¶³gy a fentiek miatt megint csak x 2 F (Rfx;y;zg). Teh¶at
x 2 F (Rfx;y;zg)-nek mindenk¶eppen teljesÄulnie kell, ez¶ert, ha z 2 F (Rfx;zg),
akkor megint csak a fentiekhez hasonl¶oan kapjuk, hogy x 2 F (Rfx;zg). ¶Igy
teh¶at x 2 F (Rfx;zg), s ¶³gy xF¤(R)z.
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Az F ¤-ra teljesÄul a p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel is, hiszen ha R;S 2 D;
Rjfx;yg = Sjfx;yg; akkor Rfx;yg = Sfx;yg.

Bel¶attuk teh¶at F¤ egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶eny. Az F ¤-ra teljesÄul
a Pareto-felt¶etel, hiszen ha R 2 D, xRÂ

V y, akkor F (Rfx;yg) = x az F -re
vonatkoz¶o Pareto-felt¶etel miatt, s ¶³gy xF ¤(R)Ây.

A 3.26. kÄovetkezm¶eny felt¶etelei teh¶at teljesÄulnek F¤-ra, s ¶³gy F ¤ dik-
tat¶orikus, legyen a dikt¶ator i. ¶All¶³tjuk, hogy ekkor az i dikt¶atora F -nek
is. TegyÄuk fel, hogy x 2 F (R); ¶es ¶all¶³t¶asunkkal ellent¶etben, tegyÄuk fel,
hogy yRÂ

i x valamely y 2 A-ra. Ekkor yF¤(R)Âx; ¶³gy teh¶at y 2 F (Rfx;yg),
x =2 F (Rfx;yg), de ekkor a Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etel miatt kapjuk,
hogy x =2 F (R), ellentmond¶as. 2

Az al¶abbi kÄonnyen igazolhat¶o ¶all¶³t¶as mutatja, hogy bizonyos ¶ertelemben
az egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi
felt¶etel gyeng¶ebb, mint a Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o
p¶arok fÄuggetlens¶ege felt¶etel:

6.12. ¶All¶³t¶as. Legyen az F : D ! WL(A) egy Arrow-t¶³pus¶u Äosszj¶ol¶eti
fÄuggv¶eny. Ekkor a G(R) = argmaxF (R) egyszer}u Äosszoptimum fÄuggv¶enyre
teljesÄul a Hansson-f¶ele fÄuggetlens¶egi felt¶etel.

A kÄovetkez}o, Äosszoptimum fÄuggv¶enyekr}ol sz¶ol¶o t¶etel kiutat jelenthet a
lehetetlens¶egi t¶etelek kÄor¶eb}ol abban a speci¶alis esetben, amikor a megengedett
halmazok kÄozÄos r¶esze nemÄures, azaz l¶etezik egy olyan alternat¶³va (nevezhetjÄuk
status quo-nak), amely minden helyzetben |mondjuk dÄont¶esk¶eptelens¶eg ese-
t¶eben| adopt¶alhat¶o.

6.13. T¶etel (Gibbard-Hylland-Weymark [22]). Legyen jAj ¸ 3, jV j ¸ 2,
S ½ P(A). TegyÄuk fel, hogy

TS 6= ;, ¶es tegyÄuk fel, hogy #S > 1. Tetsz}oleges
D ½ WL(A)m eset¶en tal¶alhat¶o olyan Arrow-t¶³pus¶u Äosszoptimum fÄuggv¶eny,
mely teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt ¶es m¶egsem diktat¶orikus.

Bizony¶³t¶as. Legyen a 2 T S: Ha (R; X) 2 D£S akkor legyen F0(R; X) =
fx 2 X j xRV ag; ¶es legyen F (R;X) = argmaxR1jF0(R;X): Mivel ha X 2 S ;

akkor a 2 F0(R;X) ½ X; ez¶ert az F nyilv¶an egy Äosszoptimum fÄuggv¶eny.
Bel¶atjuk, hogy F -re teljesÄul a Pareto-felt¶etel. TegyÄuk fel, hogy (R; X) 2
D £ S ; x; y 2 X;xRÂ

V y: K¶et eset lehets¶eges:
1. eset: y =2 F0(R; X). Ekkor nyilv¶an y =2 F (R;X). 2. eset: y 2 F0(R; X).

Ekkor xRÂ
V y miatt x 2 F0(R; X); ¶es ¶³gy xRÂ

1 y miatt y =2 F (R; X) megint
csak teljesÄul.

Az F -re teljesÄul a fÄuggetlens¶egi felt¶etel, hiszen ha (R; X), (S; X) 2 D £S
¶es RjX = SjX , akkor a 2 X miatt F0(R; X) = F0(S;X), s ¶³gy val¶oban
F (R;X) = F (S; X).

Bel¶atjuk, hogy F -re teljesÄul az Arrow-f¶ele racionalit¶asi felt¶etel. TegyÄuk
fel, hogy X; Y 2 S , X ½ Y . TegyÄuk fel, hogy x 2 F (R; Y ) \ X tetsz}oleges.
Ekkor x 2 X, tov¶abb¶a xRV a ¶es minden y 2 F0(Y )-ra teljesÄul, hogy xR1y.
Ez¶ert x 2 X ¶es X ½ Y miatt vil¶agos, hogy x 2 F (R;X).

TegyÄuk fel most, hogy x 2 F (R; X) tetsz}oleges ¶es hogy F (R; Y )\X 6= ;,
mondjuk, x0 2 F (R; Y ) \ X. Az el}oz}o paragrafus miatt x0 2 F (R; X);
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ez¶ert xR1x0. Ha y 2 F0(R; Y ) tetsz}oleges, akkor x0R1y, ez¶ert xR1y, s ¶³gy
x 2 F (R; Y ) \ X.

Az F nem diktat¶orikus, hiszen b¶arki b¶armely olyan alternat¶³v¶at megv¶e-
t¶ozhat a-n k¶³vÄul, amely megengedett halmazba tartozik (¶es ilyen l¶etezik, mert
a t¶etel

T S 6= ; ¶es #S > 1 felt¶eteleib}ol kÄovetkezik, hogy tal¶alhat¶o legal¶abb
k¶etelem}u megengedett halmaz). 2

7 ¶UtfÄuggetlen optimum fÄuggv¶enyek

A gyakorlatban, amikor a legjobb (vagy legal¶abbis a sz¶amunkra elfogadhat¶o)
alternat¶³v¶akat keressÄuk, gyakran j¶arunk el ¶ugy, hogy el}oszÄor az alternat¶³v¶ak
n¶eh¶any ¶attekinthet}o r¶eszhalmaz¶aban keressÄuk meg a legjobb elemeket, ¶³gy
megszabadulv¶an az es¶elytelenekt}ol. Ezt az elj¶ar¶ast folytatjuk a megmaradt
halmazzal, s.¶³.t., am¶³g el nem jutunk a legjobb alternat¶³v¶aknak egy v¶egs}onek
tekintett halmaz¶ahoz. Erre a m¶odszerre szÄuks¶eg lehet p¶eld¶aul, amikor a
kommunik¶aci¶os vagy a logisztikai kÄolts¶egek magasak. Megeshet azonban,
hogy az elj¶ar¶as v¶egeredm¶enye fÄugg a r¶eszhalmazok megv¶alaszt¶as¶at¶ol. P¶eld¶aul
a tÄobbs¶egi rel¶aci¶ot alapul v¶eve, a napirendi szavaz¶as nagym¶ert¶ekben fÄugg
a napirendt}ol (l¶asd a 2.9. p¶eld¶at), teh¶at az ÄutkÄoztetend}o alternat¶³vap¶arok
megv¶alaszt¶as¶at¶ol. Minim¶alis konzisztencia-kÄovetelm¶eny ez¶ert, hogy az elj¶ar¶as
v¶egeredm¶enye ne fÄuggjÄon az ¶altalunk v¶alasztott r¶eszhalmazokt¶ol, az ,,¶utt¶ol",
melyen hozz¶a jutunk. A kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶o ezt fogalmazza meg a legegysze-
r}ubb esetben, de l¶atni fogjuk, hogy ez m¶ar mag¶aban hordozza a fenti ¶altal¶anos
k¶³v¶analmat is.

7.1. De¯n¶³ci¶o. Az f : P(A) ! P(A) t¶³pus¶u fÄuggv¶enyeket halmazfÄuggv¶e-
nyeknek h¶³vjuk. Egy halmazfÄuggv¶enyre azt mondjuk, hogy ¶utfÄuggetlen, ha
f(X [ Y ) = f(f(X) [ Y ) teljesÄul minden X;Y ½ A-ra.

Mint l¶athat¶o, a de¯n¶³ci¶o ¶altal¶aban halmaz fÄuggv¶enyekre lett kimondva.
Ennek oka, hogy a k¶es}obbiekben az ¶utfÄuggetlen optimumfÄuggv¶enyek vizsg¶a-
lat¶an¶al szÄuks¶egÄunk lesz erre az ¶altal¶anos fogalomra. A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶ast az
Y = ; v¶alaszt¶assal kapjuk a 7.1. de¯n¶³ci¶oban:

7.2. ¶All¶³t¶as. Egy f ¶utfÄuggetlen halmazfÄuggv¶eny mindig idempotens, azaz
f(f(X)) = f(X) minden X ½ A-ra.

A 7.1. de¯n¶³ci¶o egyenes kÄovetkezm¶enye tov¶abb¶a, hogy ha adott az X ½
A halmaz egy tetsz}oleges felbont¶asa, melyben a halmazok nem felt¶etlenÄul
diszjunktak, de m¶eg csak nem is felt¶etlenÄul kÄulÄonbÄoz}ok, akkor ha ezekb}ol
a halmazokb¶ol fel¶ep¶³tÄunk egy tÄobbszÄorÄosen Äosszetett kifejez¶est az egyes¶³t¶es
m}uvelet ¶es a c ¶utfÄuggetlen halmazfÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel, majd az eredm¶enyt
c-be helyettes¶³tjÄuk, akkor az eredm¶eny mindig c(X) lesz. P¶eld¶anak tekintsÄuk
az A ± B = c(A [ B) m}uveletet, amely a fentiek alapj¶an teh¶at asszociat¶³v.

Arrow maga is foglalkozott az ¶utfÄuggetlens¶eg probl¶em¶aj¶aval [3], elismerve,
hogy az ARF-re (l¶asd az 5.13. de¯n¶³ci¶ot) ink¶abb csak az¶ert volt szÄuks¶ege,
hogy az ¶utfÄuggetlens¶eget biztos¶³tsa. A 6.8. t¶etel viszont nem igaz, ha az
ARF felt¶etelt az ¶utfÄuggetlens¶eggel helyettes¶³tjÄuk. ¶Igy teh¶at az ¶utfÄuggetlen
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optimum fÄuggv¶enyek tanulm¶anyoz¶asa az Arrow probl¶emakÄor n¶ez}opontj¶ab¶ol
is indokolt.

A kÄovetkez}o t¶etel egyszer}u jellemz¶es¶et adja az ¶utfÄuggetlen optimum fÄugg-
v¶enyeknek:

7.3. T¶etel. Egy optimum fÄuggv¶eny pontosan akkor ¶utfÄuggetlen, ha ÄorÄokl}od}o
¶es vesztesfÄuggetlen.

B¶ar az ¶utfÄuggetlens¶eg de¯n¶³ci¶oja egy bizonyos fok¶u racionalit¶ast fogalmaz
meg, nem minden ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny bin¶aris alap¶u, amint az
al¶abbi p¶elda mutatja:

7.4. P¶elda. A 7.3. t¶etel ¶es az 5.14. p¶eld¶aban elmondottak alapj¶an ¶all¶³thatjuk,
hogy a ck optimumfÄuggv¶eny egy nem bin¶aris alap¶u ¶utfÄuggetlen optimum
fÄuggv¶eny.

7.5. P¶elda. Legyen a P egy kv¶azitranzit¶³v rel¶aci¶o az A-n ¶es X ½ A eset¶en
legyen f(X) = argmaxP jX : Ekkor az 5.12. ¶es a 7.3. t¶etelek alapj¶an az f
egy ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny.

7.6. P¶elda. Legyen a R egy tranzit¶³v rel¶aci¶o az A-n ¶es X ½ A eset¶en legyen
f(X) = fx 2 A j 9y 2 X : yRxg. Ekkor f egy ¶utfÄuggetlen halmazfÄuggv¶eny.

A 7.3. t¶etel alapj¶an az 5.4. ¶es az 5.11. megjegyz¶esek alapj¶an kapjuk az
al¶abbi ¶all¶³t¶ast:

7.7. T¶etel. K¶et ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny egyes¶³t¶ese is ¶utfÄuggetlen.

A 7.3. ¶es az 5.9. valamint az 5.12. t¶etelek alapj¶an ¶all¶³thatjuk, hogy ha
egy ¶utfÄuggetlen optimumfÄuggv¶eny bin¶aris alap¶u, akkor kv¶azitranzit¶³v alap¶u.
Az 5.14. p¶elda alapj¶an azonban vil¶agos, hogy nem minden ¶utfÄuggetlen op-
timum fÄuggv¶eny bin¶aris alap¶u. A k¶es}obbiekben l¶atni fogjuk, hogy egy-egy
¶ertelm}u kapcsolat van az n-elem}u A halmazon tekintett ¶utfÄuggetlen opti-
mumfÄuggv¶enyek ¶es antimatroidok kÄozÄott, melyek sz¶ama aszimptotikusan 22n

([28]), m¶³g a bin¶aris alap¶u optimumfÄuggv¶enyek sz¶ama nyilv¶an legfeljebb 3(n
2):

A 3(n
2)=22n

ar¶any azonban gyorsan tart a 0-hoz, amint az n tart a v¶egtelenhez.
A kÄovetkez}o nevezetes t¶etel egyszer}u jellemz¶es¶et adja az ¶utfÄuggetlen op-

timum fÄuggv¶enyeknek:

7.8. T¶etel (AÄ³zerman ¶es Malisevszkij [2]). Egy c optimum fÄuggv¶eny pontosan
akkor ¶utfÄuggetlen, ha tal¶alhat¶ok olyan L1; . . . ; Lk line¶aris rendez¶esek az A-n,
melyekre igaz, hogy minden X ½ A eset¶en

c(X) = fargmaxL1jX ; . . . ; argmaxLkjXg : (16)

7.9. De¯n¶³ci¶o. Ha X ½ Y ½ A akkor legyen [X;Y ] = fZ ½ A j X ½ Z ½
Y g: Az [X; Y ] halmazt intervallumnak nevezzÄuk.

7.10. De¯n¶³ci¶o. A P(A)-nak egy part¶³ci¶oj¶ara azt mondjuk, hogy intervallum
eltol¶asra z¶art, ha igaz, hogy ha [X;Y ] egy r¶eszhalmaza valamely C oszt¶alynak,
akkor Z ½ A n Y eset¶en [X [ Z;Y [ Z] is r¶eszhalmaza valamely oszt¶alynak
(amely esetleg nem csak a C-t}ol fÄugg, hanem mag¶at¶ol az [X; Y ]-t¶ol is).
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7.11. De¯n¶³ci¶o. Ha c egy halmazfÄuggv¶eny, akkor X ½ A eset¶en legyen
arc(X) = fY ½ A j c(Y ) = c(X)g; ¶es legyen kc(X) =

S
arc(X).

7.12. T¶etel. Ha a c egy ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny, akkor a P = farc(X) j
X ½ Ag halmazcsal¶ad egy intervallumokb¶ol ¶all¶o, eltol¶asra z¶art part¶³ci¶oja
P(A)-nak ¶es az Äures halmaz egymaga alkot oszt¶alyt. Ford¶³tva, tegyÄuk fel, hogy
; =2 P ¶es a P egy intervallumokb¶ol ¶all¶o, eltol¶asra z¶art part¶³ci¶oja P(A)-nak,
¶es az Äures halmaz egymaga alkot oszt¶alyt. Ekkor tal¶alhat¶o egy olyan egy¶ertel-
m}uen meghat¶arozott c ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny, melyre farc(X) j X ½
Ag = P.

7.13. P¶elda. TegyÄuk fel, hogy A = f1; 2; 3; 4g ¶es hogy egy dÄont¶eshoz¶o
testÄulet egy adott helyzetben (mondjuk egy adott pro¯ln¶al) olyan c ¶utfÄug-
getlen optimum fÄuggv¶enyt szeretne, melyre

cf1; 3; 4g = f1; 3g ¶es cf2; 3; 4g = f2; 4g : (17)

Ha l¶etezik ilyen c; akkor a 7.12. t¶etel miatt a hozz¶a tartoz¶o P part¶³ci¶o osz-
t¶alyainak r¶eszei lesznek a [24; 234] ¶es a [13; 134] intervallumok (a kÄonnyebb
olvashat¶os¶ag kedv¶e¶ert a kapcsos z¶ar¶ojeleket ¶es a vessz}oket elhagytuk). Mivel
a P eltol¶asra z¶art, ez¶ert a [124; 1234] ¶es a [123; 1234] nem diszjunkt intervallu-
mok is r¶eszei a P bizonyos oszt¶aly¶anak. De ekkor [124\123; 1234] = [12; 1234]
is r¶esze a P ezen oszt¶aly¶anak. Ha most a

f[24; 234]; [13; 134]; [12; 1234]g (18)

halmazt kieg¶esz¶³tjÄuk az elfajul¶o intervallumokb¶ol ¶all¶o

f;; [1; 1]; [2; 2]; [3; 3]; [4; 4]; [14; 14]; [23; 23]; [34; 34]g (19)

halmazzal, akkor kÄonnyen l¶athat¶oan egy eltol¶asra z¶art P part¶³ci¶oj¶at kapjuk
a Pf1; 2; 3; 4g-nek. ¶Igy teh¶at a 7.12. t¶etel miatt a P-hez tartoz¶o c opti-
mum fÄuggv¶eny ¶utfÄuggetlen, ¶es term¶eszetesen a kezdeti cf1; 3; 4g = f1; 3g ¶es
cf2; 3; 4g = f2; 4g felt¶etelek is teljesÄulnek.

A tov¶abbiakban egy c ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny ¶es a hozz¶arendelt
kc halmazfÄuggv¶eny kÄozÄotti kapcsolatot vizsg¶aljuk. Ez a kapcsolat elvezet a
konvex geometri¶akhoz ¶es az antimatroidokhoz, melyek elm¶elete kiterjedt ¶es
sz¶eles alkalmaz¶asi terÄulettel b¶³rnak. A kÄozÄolt eredm¶enyeket nem bizony¶³tjuk,
egyr¶eszt helysz}uke miatt, m¶asr¶eszt a (j¶ol kÄovethet}o) bizony¶³t¶asaik megtal¶al-
hat¶ok a hivatkozott irodalomban.

7.14. T¶etel. Ha c egy ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶eny, akkor kc-re igazak az
al¶abbi ¶all¶³t¶asok:

i) kc(;) = ;;

ii) X ½ A eset¶en X ½ kc(X) (b}ovÄul}o);

iii) X ½ A eset¶en kc(kc(X)) = kc(X) (idempotens);
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iv) X ½ Y ½ A eset¶en kc(X) ½ kc(Y ) (monoton);

v) minden X ½ A eset¶en tal¶alhat¶o olyan M ½ A, melyre k(M) = k(X),
¶es ha k(Y ) = k(X), akkor M ½ Y (tal¶alhat¶o legsz}ukebb fesz¶³t}o halmaz).

7.15. De¯n¶³ci¶o. A 7.14. t¶etel i){v) felt¶eteleit kiel¶eg¶³t}o halmazfÄuggv¶enyeket
konvex lez¶ar¶asnak nevezzÄuk.

A kÄovetkez}o n¶eh¶any p¶eld¶ara vonatkoz¶o ¶all¶³t¶as a de¯n¶³ci¶o alapj¶an kÄonnyen
bizony¶³that¶o:

7.16. P¶elda. Legyen a R egy parci¶alis rendez¶es az A-n ¶es X ½ A eset¶en
legyen f(X) = fx 2 A j 9y 2 X : yRxg. Ekkor f egy konvex lez¶ar¶as.

7.17. T¶etel. Ha k1 ¶es k2 konvex lez¶ar¶asok, akkor k1 \k2 is konvex lez¶ar¶as.

7.18. P¶elda. Legyen A egy v¶eges ponthalmaz IRd-ben, ¶es X ½ A eset¶en
legyen k(X) = conv(X) \ A, ahol conv(X) az X konvex burka, teh¶at az a
legsz}ukebb konvex halmaz, amely tartalmazza az X-et. Ekkor a k egy konvex
lez¶ar¶as.

7.19. P¶elda. Legyen adott a G fa az A cs¶ucshalmazzal. Ha X ½ A
eset¶en k(X) az a legsz}ukebb cs¶ucshalmaz, melyre a G[k(X)] induk¶alt r¶eszgr¶af
ÄosszefÄugg}o, akkor k egy konvex lez¶ar¶as.

7.20. De¯n¶³ci¶o. Ha k egy halmazfÄuggv¶eny, akkor legyen minden X ½ A-ra
ck(X) =

T
arc(X).

7.21. T¶etel. Ha k egy konvex lez¶ar¶as, akkor ck egy ¶utfÄuggetlen optimum
fÄuggv¶eny.

7.22. T¶etel. A c ! kc ill. k ! ck lek¶epez¶esek kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u
lek¶epez¶esek az ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶enyek ¶es a konvex lez¶ar¶asok ill. a
konvex lez¶ar¶asok ¶es az ¶utfÄuggetlen optimum fÄuggv¶enyek kÄozÄott, tov¶abb¶a egym¶as
inverzei. A k¶et lek¶epez¶es kÄozÄott fenn¶all tov¶abb¶a az al¶abbi du¶alis kapcsolat:

i) ck1\k2 = ck1 [ ck2 ; ii) kc1[c2 = kc1 \ kc2 :

7.23. De¯n¶³ci¶o. Ha k egy halmazfÄuggv¶eny, akkor jelÄolje Fk a k z¶art hal-
mazainak csal¶adj¶at, teh¶at az fX ½ A j k(X) = Xg halmazt.

7.24. De¯n¶³ci¶o. Ha F egy A-beli halmazrendszer, akkor X ½ A eset¶en
legyen kF (X) =

TfY 2 F j X ½ Y g.
7.25. De¯n¶³ci¶o. Egy F ½ P(A) halmazrendszert konvex geometri¶anak
nevezÄunk, ha

i) ;;A 2 F ;

ii) X; Y 2 F eset¶en X \ Y 2 F ;

iii) X 2 F, X 6= A eset¶en tal¶alhat¶o olyan x 2 A n X; melyre X [ x 2 F :
Az F elemeit konvex halmazoknak nevezzÄuk.
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7.26. T¶etel. A k ! Fk ill. a F ! kF lek¶epez¶esek kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u
lek¶epez¶eseket hat¶aroznak meg a konvex lez¶ar¶asok ¶es a konvex geometri¶ak ill.
a konvex geometri¶ak ¶es a konvex lez¶ar¶asok kÄozÄott, tov¶abb¶a egym¶as inverzei.

7.27. De¯n¶³ci¶o. Egy A-beli A halmazrendszert antimatroidnak nevezÄunk,
ha

i) ;;A 2 A;

ii) X; Y 2 A eset¶en X [ Y 2 A;

iii) X; Y 2 A, Y nX 6= ; eset¶en tal¶alhat¶o olyan x 2 Y nX, melyre X[x 2 A.

7.28. T¶etel. Egy F halmazrendszer az A-n pontosan akkor konvex geomet-
ria, ha az fF c j F 2 Fg halmazrendszer antimatroid.

7.29. T¶etel. Legyenek P ¶es Q v¶eges ponthalmazok az IRd-ben, ¶ugy, hogy
conv(P ) \ conv(Q) = ;: Ekkor

fX ½ P j conv(X [ Q) \ P = Xg (20)

egy konvex geometria a P -n.

A (20) t¶³pus¶u konvex geometri¶akat konvex burkol¶asnak nevezzÄuk. Az
al¶abbi reprezent¶aci¶os t¶etel igaz:

7.30. T¶etel (Kashiwabara [25]). Minden konvex geometria izomorf valamely
konvex burkol¶assal.

7.31. De¯n¶³ci¶o. Ha az F egy konvex geometria, akkor egy X 2 F-re azt
mondjuk, hogy metszet-irreducibilis, ha Y; Z 2 F, Y \ Z = X-b}ol kÄovetkezik,
hogy Y = X vagy Z = X.

7.32. T¶etel (Edelman ¶es Saks [19]). A 7.8. t¶etelben a reprezent¶aci¶ohoz ele-
gend}o line¶aris rendez¶esek minim¶alis sz¶ama egyenl}o az Fkc halmazban a p¶a-
ronk¶ent Äosszehasonl¶³thatatlan metszet-irreducibilis halmazok maxim¶alis sz¶a-
m¶aval.

7.33. P¶elda. TekintsÄuk a 7.13. p¶eld¶aban szerepl}o ¶utfÄuggetlen optimum
fÄuggv¶enyt. A (18) ¶es (19) halmazrendszerek egyes¶³t¶es¶eb}ol ad¶od¶o halmazrend-
szerb}ol kiolvashat¶o az F = Fkc konvex geometria:

F = f;; 1; 2; 3; 4; 14; 23; 34; 234; 134; 1234g :

A metszet-irreducibilis halmazok M csal¶adja F-ben:

M = f;; 1; 2; 14; 23; 234; 134; 1234g ;

innen pedig l¶athat¶o, hogy M-b}ol legfeljebb kett}o Äosszehasonl¶³thatatlan hal-
maz v¶alaszthat¶o ki. A 7.32. t¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy a c line¶aris reprezent¶a-
ci¶oj¶ahoz elegend}o line¶aris rendez¶esek sz¶am¶anak minimuma kett}o. KÄonnyen
ellen}orizhet}o, hogy a 2341 ¶es az 1432 rendez¶esek megfelel}oek.
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ARROW-TYPE IMPOSSIBILITY THEOREMS

This review article considers the famous Arrow impossibility theorem of social
choice theory with its generalizations. The theorem is about the impossibility
of a voting system that satis¯es a couple of innocent-looking conditions. We show
that the impossibility remains in two models in a very general setting. We give the
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proofs of the theorems showing the basic methods of the theory at the same time.
We also survey the theory of path independent choice functions, a new approach
to resolve Arrow's theorem.


