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POZ¶ICI¶OS J¶AT¶EKOK1

PLUH¶AR ANDR¶AS
Szegedi Tudom¶anyegyetem

A poz¶³ci¶os j¶at¶ekok tÄobbnyire v¶eges, k¶etszem¶elyes, z¶erusÄosszeg}u, teljes in-
form¶aci¶os j¶at¶ekok, amelyekben m¶eg kevert strat¶egi¶ak alkalmaz¶as¶ara sincs
szÄuks¶eg. A poz¶³ci¶os j¶at¶ekok megad¶asi m¶odjuk miatt viszont m¶atrixj¶at¶ekk¶ent
nem kezelhet}ok j¶ol, ¶³gy a vizsg¶alatukra v¶altozatos matematikai eszkÄozt¶ar
alakult ki. Jelen ¶attekint¶es c¶elja ezek v¶azlatos ismertet¶ese, n¶ehol kiterjeszt¶ese.

1 Bevezet¶es

A poz¶³ci¶os j¶at¶ek pontos de¯n¶³ci¶oja nem adhat¶o meg, mindenf¶ele j¶at¶ekot bele-
¶erthetÄunk, ahol a nyer¶es felt¶etele valamely alakzat el¶er¶es¶ehez/elkerÄul¶es¶ehez
kapcsol¶odik. Els}o kÄozel¶³t¶esben poz¶³ci¶os j¶at¶ek, vagy hipergr¶af j¶at¶ek alatt a
kÄovetkez}ot ¶ertjÄuk. Adott egy F = (V;H) hipergr¶af, azaz H ½ 2V . A V
halmaz elemei alkotj¶ak a t¶abl¶at, m¶³g az H elemei az ¶un. nyer}o halmazok.
K¶et j¶at¶ekos, a kezd}o ¶es a m¶asodik, vagy I ¶es II , felv¶altva v¶alasztja a t¶abla
elemeit. AmelyikÄuk els}ok¶ent megszerezi egy nyer}o halmaz Äosszes elem¶et az
megnyeri a j¶at¶ekot.

Az X j¶at¶ekos nyer (dÄontetlent ¶er el) kifejez¶es alatt azt ¶ertjÄuk, hogy mindk¶et
j¶at¶ekos tÄok¶eletes j¶at¶eka eset¶en ez lenne az eredm¶eny. Ha a t¶abla v¶eges, akkor
haszn¶alhatjuk az al¶abbi t¶etelt:

1. T¶etel (Zermelo-Neumann, [12, 20]). Egy teljes inform¶aci¶os, v¶eges, k¶et-
szem¶elyes j¶at¶ekot vagy az egyik j¶at¶ekos nyeri vagy a j¶at¶ek dÄontetlen.

Megjegyz¶es. Az 1. t¶etelre Zermelo adott bizony¶³t¶ast2, ¶³gy tÄobbnyire Zer-
melo t¶etelk¶ent, vagy ¶un. j¶at¶ekelm¶eleti tertium non datur3 elvk¶ent hivatkozz¶ak.

1. P¶elda. Tic-Tac-Toe. I ¶es II felv¶altva tesz egy jelet a 9 n¶egyzetb}ol
¶all¶o, 3 £ 3-as t¶abla egy-egy mez}oj¶ere. Aki hamarabb elfoglal egy teljes sort,
oszlopot vagy f}o¶atl¶ot, az nyer.

2. P¶elda. Tic-Toc-Tac-Toe. Ez a Tic-Tac-Toe 3-dimenzi¶os v¶altozata, aminek
a t¶abl¶aja 4 £ 4 £ 4-es kocka. A nyer}o halmazok a sorok, oszlopok, lap ¶es test
f}o¶atl¶ok, Äosszesen 76 darab.

1Be¶erkezett: 2007. m¶ajus 30. 1991 Mathematics Subject Classi¯cation. 91A24,
90D42, 05C65. A kutat¶ast t¶amogatta az OTKA T034475 ¶es T049398 p¶aly¶azata. E-mail:
pluhar@inf.u-szeged.hu.

2Az els}o bizony¶³t¶as hi¶anyos volt, ezt k¶es}obb K}onig D¶enes ¶es Kalm¶ar L¶aszl¶o jav¶³totta ki,
l¶asd [20].

3Azaz a harmadik eset nem l¶etezik. V¶egtelen j¶at¶ekokra m¶as a helyzet, u. i. a kiv¶alaszt¶asi
axi¶oma haszn¶alat¶aval k¶esz¶³thet}o olyan j¶at¶ek, amelynek kimenetele eldÄonthetetlen.



112 Pluh¶ar Andr¶as

3. P¶elda Am}oba (5-in-a-row). Itt a t¶abla a v¶egtelen n¶egyzetr¶acs (a gyakor-
latban lehet a 19£19-es go t¶abla vagy fÄuzetlap). A j¶at¶ekosok felv¶altva jelÄolik
a mez}oket, s aki hamarabb k¶epes Äot, egym¶ast kÄovet}o mez}ot v¶³zszintesen,
fÄugg}olegesen vagy ¶atl¶os ir¶anyban elfoglalni, az nyer.

4. P¶elda k-am}oba (k-in-a-row). A fentihez hasonl¶o, csak ebben k egym¶ast
kÄovet}o jel kell a nyer¶eshez.

A gyakorlatb¶ol tudjuk, a kezd}oj¶at¶ekos (itt I) el}onyÄos helyzetben van a fen-
tiekben. Ez matematikai eszkÄozÄokkel is bel¶athat¶o, s}ot sokkal ¶altal¶anosabban
igaz:

2. T¶etel (Hales-Jewett, [31]). B¶armely (V;H) hipergr¶af j¶at¶ekban a kezd}o
nyer, vagy dÄontetlen az eredm¶eny.4

Bizony¶³t¶as. Ez az ¶un. strat¶egia lop¶as m¶odszerrel5 kaphat¶o meg. ¶Altal¶anos
poz¶³ci¶os j¶at¶ekokra Alfred Hales ¶es Robert Jewett mondta ki a [31]-ben. Ha
II nyerne, azaz lenne nyer}o strat¶egi¶aja6, akkor I is haszn¶alhatn¶a ezt, hiszen
a saj¶at, kor¶abbi l¶ep¶esei sohasem ¶artanak. Vagyis I megfeledkezhet az els}o
l¶ep¶es¶er}ol, ¶es ha a strat¶egia ezt k¶ern¶e, akkor ¶ugy tehet, mintha ¶eppen most
l¶epn¶e meg ezt, ¶es az esed¶ekes l¶ep¶es¶et tetsz}olegesen helyezheti el. 2

Az 1. ¶es 2. t¶etelek sokszor megmondj¶ak, mi lesz az eredm¶eny, de arr¶ol
keveset ¶arulnak el, hogyan j¶atszunk. Ez m¶ar a p¶eld¶ainkban sem egyszer}u,
¶altal¶aban m¶eg kev¶esb¶e v¶arhat¶o. A tic-tac-toe kÄonnyen l¶athat¶oan dÄontetlen,
m¶³g a tic-toc-tac-toe-t I nyeri. Az ut¶obbi igazol¶as¶ahoz viszont 1500 ¶ora
g¶epid}ot haszn¶alt fel Oren Patashnik a hetvenes ¶evek v¶eg¶en, ¶es megjegyezhet}o
nyer}o strat¶egi¶at eddig nem tal¶altak r¶a, l¶asd [16, 42]. Az am}ob¶at (legal¶abbis
a go t¶abl¶an) a kezd}o nyeri, a k-am}oba pedig dÄontetlen, ha k ¸ 8. A k = 6; 7
eset¶en viszont nem tudjuk, mi az igazs¶ag, l¶asd [2, 16, 28].

¶Altal¶aban sincs ez m¶ask¶eppen, sok k¶erd¶esre van j¶o v¶alaszunk, m¶eg tÄobbre
viszont nincs. A poz¶³ci¶os j¶at¶ekoknak sz¶amtalan meglep}o kapcsolata van a
matematika egym¶ast¶ol t¶avoles}o terÄuleteivel; ez¶ert is olyan nehezek ¶es egyben
vonz¶ok a probl¶em¶ai. Ezekre l¶athatunk ¶ujabb p¶eld¶akat a tov¶abbiakban.

2 Topol¶ogia

KezdjÄuk a hex j¶at¶ekkal; ezt Piet Hein 1942-ben, l¶asd [34] ¶es John Nash 1948-
ban tal¶alta ki egym¶asr¶ol nem tudva. Egy hatszÄogekb}ol ¶all¶o, rombusz alak¶u
n£n-es t¶abl¶ara felv¶altva helyezhet I feh¶er ¶es II fekete korongokat. I c¶elja egy
ÄosszefÄugg}o feh¶er ¶ut l¶etrehoz¶asa az ¶eszaknyugati ¶es d¶elkeleti, II-¶e pedig egy
fekete ¶ut¶e az ¶eszakkeleti ¶es d¶elnyugati oldalak kÄozÄott. A hex |ellent¶etben
j¶on¶eh¶any csak matematikai szempontb¶ol ¶erdekes j¶at¶ekkal| izgalmas, ad-
dikt¶³v j¶at¶ek. Feladv¶anyokat kÄozÄolnek, versenyeket rendeznek bel}ole; ilyenkor
az n = 10 vagy n = 11 a t¶abla m¶eret. (A legjobb eredm¶enyt Kohei Noshita
¶erte el, n · 8-ra ismert a nyer}o strat¶egia, l¶asd [41].)

4Ha egyik f¶el sem nyer v¶eges l¶ep¶esben, akkor dÄontetlennek tekintjÄuk a j¶at¶ekot.
5A m¶odszert el}oszÄor John Nash alkalmazta a hex j¶at¶ek vizsg¶alat¶ara, l¶asd [16, 26].
6A strat¶egia egy f fÄuggv¶eny, amely a t¶abla egy ¶allapot¶ahoz a teend}o l¶ep¶est rendeli.
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1. ¶abra. Az 5 £ 5-Äos hex t¶abla

Az els}o de¯n¶³ci¶onk ¶ertelm¶eben a hex nem hipergr¶af j¶at¶ek, hiszen a nyer}o
halmazok nem egyform¶ak a k¶et j¶at¶ekosra. ¶Erdemes teh¶at a (V;H1; H2) aszim-
metrikus hipergr¶af j¶at¶ekot bevezetni, ahol ¶ertelemszer}uen az I illetve II akkor
nyer, ha a H1 illetve a H2 egy elem¶et hamarabb elfoglalja, ahol H1;H2 ½ 2V .

Nyilv¶anval¶onak t}unik, hogy csak az egyik j¶at¶ekos nyerhet a hexben. Ez
¶³gy is van, de ekvivalens a szint¶en egyszer}unek t}un}o Jordan-f¶ele gÄorbet¶etellel7.
Szint¶en el}okel}o rokons¶aga van a topol¶ogi¶aban az al¶abbi, ¶un. hex t¶etelnek:

3. T¶etel (Nash-Gale). Ha a hex t¶abla Äosszes mez}oj¶et kisz¶³nezzÄuk feh¶errel vagy
feket¶evel, akkor vagy lesz feh¶er ¶eszaknyugati-d¶elkeleti, vagy fekete ¶eszakkelet-
d¶elnyugati ¶ut.

Azaz dÄontetlen m¶eg akkor sem lehets¶eges, ha a k¶et j¶at¶ekos erre tÄorekedne.
Kombin¶alva ezt az eredm¶enyt a 2. t¶etel Äotlet¶evel (¶es felhaszn¶alva, hogy a H1

k¶epe egy megfelel}o tengelyes tÄukrÄoz¶esn¶el ¶eppen a H2) kapjuk, hogy:

4. T¶etel (John Nash, 1949). A kezd}o j¶at¶ekos nyer a hexben.8

Visszat¶erve a topol¶ogiai kapcsolatokra, 1979-ben igazolta David Gale,
hogy a hex t¶etel ¶es a Brouwer-f¶ele ¯xpont t¶etel ekvivalensek, l¶asd [26]. Vele
egyid}oben, t}ole fÄuggetlenÄul Lov¶asz L¶aszl¶o az ¶un. Sperner lemm¶ab¶ol vezette le
a hex t¶etelt klasszikus kÄonyv¶eben, [40]. Ehhez hasonl¶o m¶odon bizony¶³tott¶ak
Hochberg ¶es t¶arsai [35], hogy a Sperner lemm¶ab¶ol kÄovetkezik az ¶un. konnektor
t¶etel. K¶es}obb Chris Hartman foglalta Äossze egy nagyon gazdas¶agos ciklikus
bizony¶³t¶asban a kÄovetkez}o eredm¶enyeket, l¶asd [33]. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert a
2-dimenzi¶os eseteket mondjuk ki, az n-dimenzi¶os eset a fenti cikkben el¶erhet}o.

Legyen T az ABC h¶aromszÄog egy h¶aromszÄogez¶ese, melynek a pontjai az
al¶abbi m¶odon sz¶³nezettek: (i) Az A, B ¶es C pontok sz¶³nei rendre 1, 2 ¶es 3.
(ii) Az ABC h¶aromszÄog oldalain fekv}o pontok az oldal egyik v¶egpontj¶anak a
sz¶³n¶et kapj¶ak.

Sperner lemma. T -ben van olyan h¶aromszÄog, amelynek cs¶ucsai h¶arom
kÄulÄonbÄoz}o sz¶³nt kaptak.

7Egy egyszer}u, z¶art gÄorbe a s¶³kot k¶et |egy kÄuls}o ¶es egy bels}o| ÄosszefÄugg}o r¶eszre osztja.
8A t¶etel a poz¶³ci¶os j¶at¶ekok tal¶an legismertebb eredm¶enye. Ugyanakkor egy tiszt¶an

egzisztencia bizony¶³t¶as, amelyben a l¶etez¶es¶en k¶³vÄul semmit sem tudunk meg a nyer}o
strat¶egi¶ar¶ol. Nagyon neh¶ez, ¶un. PSPACE-teljes probl¶ema megmondani, hogy melyik f¶el
nyer, ha adott az n£ n-es hex t¶abla egy r¶eszleges kitÄolt¶ese, [48].
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Legyen G egy, a kÄuls}o oldal¶at kiv¶eve, h¶aromszÄog lapokb¶ol ¶all¶o s¶³kgr¶af.
RÄogz¶³tsÄuk a kÄuls}o oldalon az x; y; z pontokat ebben a kÄorÄulj¶ar¶asi ir¶anyban.
Az [x; y] intervallum az x-t, y-t ¶es a kÄoztÄuk l¶ev}o pontokat jelenti. (Az [y; z]
¶es [z; x] anal¶og m¶odon.) G pontjainak egy C r¶eszhalmaza konnektor, ha a C
¶altal fesz¶³tett r¶eszgr¶af ÄosszefÄugg}o, ¶es tartalmaz pontot az [x; y], [y; z] ¶es [z; x]
intervallumok mindegyik¶eb}ol.

Konnektor t¶etel. Ha k¶et sz¶³nnel sz¶³nezzÄunk a fenti m¶odon de¯ni¶alt G
pontjait, akkor abban lesz egy C egysz¶³n}u konnektor.9

Legyen e1 = (1; 0) ¶es e2 = (0; 1) a koordin¶atatengelyekkel p¶arhuzamos
egys¶egvektorok, ¶es az a; b 2 ZZ2, melyre ai · bi i = 1; 2-re. A D(a; b)
doboz pedig a kÄovetkez}o pontok halmaza: D(a; b) := f(x1; x2) : ai · xi ·
bi ¶es xi eg¶esz i = 1; 2g. D k¶et pontja szomsz¶edos, ha mindk¶et koordin¶at¶ajuk
legfeljebb egy egys¶eggel t¶er el.

Pouzet lemma. Ha egy f : D(a; b) 7! f§e1; §e2g fÄuggv¶enyre minden x 2
D(a; b)-re teljesÄul az x + f(x) 2 D, akkor vannak olyan szomsz¶edos x ¶es y
pontok, hogy f(x) = ¡f(y).

A teljess¶eg kedv¶e¶ert jegyezzÄuk meg, hogy a hex t¶abla felfoghat¶o, mint
az el}obbi D. Ebben x; y 2 D akkor szomsz¶edosak, ha x ¡ y vagy y ¡ x
eleme f0; 1g2-nak, ¶es az egyik j¶at¶ekosnak a D doboz als¶o ¶es fels}o, a m¶asiknak
a jobb ¶es bal oldal¶at kell ÄosszekÄotni. Hasonl¶oan tÄort¶enhet d-dimenzi¶os hex
t¶abla megad¶asa is.

Brouwer-f¶ele ¯xpont t¶etel. Ha egy f folytonos fÄuggv¶eny az R2 egys¶eg-
gÄombj¶et Äonmag¶aba viszi, akkor van olyan x, melyre f(x) = x.

Cris Hartman az al¶abbi utat adja a [33]-ban: Sperner lemma ) konnektor
t¶etel ) hex t¶etel ) Pouzet lemma ) Brouwer-f¶ele ¯xpont t¶etel10 ) Sperner
lemma.

A konnektor t¶etelt (¶es az y-j¶at¶ekot) a hex t¶etel (hex j¶at¶ek) ¶altal¶anos
form¶aj¶anak tartj¶ak, b¶ar mint l¶athat¶o, ekvivalensek. Az egym¶asb¶ol levezethe-
t}os¶eg igaz¶ab¶ol mindk¶et ir¶anyban kÄonny}u, amely az al¶abbi ¶abr¶an l¶athat¶o.

A baloldal a 4-es y-j¶at¶ek; vegyÄuk ¶eszre, hogy a szomsz¶eds¶ag a gr¶afon olyan,
mint a hexben a mez}ok kÄozÄott. A kÄoz¶eps}o ¶abr¶an egy kitÄoltÄott hex t¶abl¶at
kieg¶esz¶³tettÄunk egy csupa feh¶er ill. fekete pontot tartalmaz¶o h¶aromszÄoggel,
amely egy lej¶atszott y-j¶at¶ekra vezet.

9Craige Schensted ¶es Charles Titus, illetve Claude Shannon m¶ar 1952-ben bevezette az
¶un. y-j¶at¶ekot. Ennek a t¶abl¶aja a szab¶alyos h¶aromszÄog r¶acs szint¶en szab¶alyos h¶aromszÄog
alak¶u darabja ¶es a c¶el egy konnektor megszerz¶ese, ahol a h¶aromszÄog cs¶ucsai a rÄogz¶³tett
pontok. A konnektor t¶etel miatt az y-j¶at¶ek nem lehet dÄontetlen, ¶³gy azt a 2. t¶etel miatt a
kezd}o nyeri.
10Term¶eszetesen a v¶eges m¶odszerek csak ²-approxim¶aci¶ot adhatnak. Azaz adott ² > 0-

ra olyan x l¶etez¶es¶et, amelyre kf (x)¡ xk2 < ². A ¯xponthoz m¶eg a szok¶asos kompakts¶agi
¶ervel¶es szÄuks¶eges.
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2. ¶abra. A 4 £ 4-es y-j¶at¶ek t¶abla, a kieg¶esz¶³tett hex t¶abla ¶es a t-re tÄukrÄozÄott y-j¶at¶ek

A konnektor t¶etel miatt van egy egysz¶³n}u konnektor, de ez egy egysz¶³n}u
nyer}o halmazt jelent az eredeti hex t¶abl¶an. V¶egÄul a jobb oldali ¶abr¶an egy
lej¶atszott y-j¶at¶ek t¶abl¶aj¶at tÄukrÄozzÄuk a t-tengelyre, a sz¶els}o sort f¶elbev¶agva.
Ezzel egy (szimmetrikusan) kitÄoltÄott hex t¶abl¶at kapunk. A hex t¶etel miatt
l¶etez}o nyer}o halmaznak az eredeti t¶abl¶ab¶ol kil¶og¶o r¶eszeit ,,visszatÄukrÄozve"
egy egysz¶³n}u konnektort kapunk.

S¶avsz¶eless¶eg. Hochberg ¶es t¶arsai a [35]-ben a konnektor t¶etel felhaszn¶al¶a-
s¶aval a Tn, az n oldal¶el}u h¶aromszÄogr¶acs (y-j¶at¶ek t¶abla) s¶avsz¶eless¶eg¶ere adtak
als¶o korl¶atot.11 A s¶avsz¶eless¶eg meghat¶aroz¶asa m¶ar speci¶alis gr¶afokra is ne-
h¶ez feladat; val¶oj¶aban m¶ar 3 maxim¶alis foksz¶am¶u f¶akra is NP-teljes, [29].
Meglep}o teh¶at, hogy egy nem trivi¶alis esetben a j¶at¶ekok seg¶³tenek ebben.

Ford¶³tott j¶at¶ekok. A hex t¶etel felveti az ¶un. ford¶³tott j¶at¶ek, (a [16]-ban
misµere game) lehet}os¶eg¶et. ¶Altal¶aban egy ford¶³tott j¶at¶ekban az nyer, aki az
eredetiben vesz¶³tene. A ford¶³tott hex sem lehet dÄontetlen, a strat¶egia lop¶as
egy ki¯nomult v¶altozat¶aval mutathat¶o meg az al¶abbi t¶etel a [38]-b¶ol:

Misµere hex t¶etel. A kezd}o nyer a ford¶³tott n £ n-es hexben, ha n p¶aros,
kÄulÄonben a m¶asodik nyer. Tov¶abb¶a a vesztes f¶elnek van olyan strat¶egi¶aja,
amellyel nem vesz¶³t a t¶abla Äosszes mezej¶enek elfoglal¶asa el}ott.

VegyÄuk ¶eszre, hogy az ¶all¶³t¶as m¶asodik fel¶eb}ol kÄovetkezik az els}o; ezen alap-
szik az eml¶³tett strat¶egia. Megmutathat¶o, hogy gondolatmenet alkalmazhat¶o
a ford¶³tott y-j¶at¶ekra is, ott a t¶abla pontsz¶am¶anak, jV (Tn)j, parit¶as¶an m¶ulik
a nyer¶es, p¶aros m¶eretre I, p¶aratlanra II nyer. Hasonl¶oan de¯ni¶alhatjuk a
ford¶³tott hipergr¶af j¶at¶ekokat, amelyek, ha lehet, m¶eg nehezebbek, mint a
norm¶al v¶altozat, hiszen a 2. t¶etel sem haszn¶alhat¶o r¶ajuk.12

3 P¶aros¶³t¶asok ¶es matroidok

Nagyon hat¶ekony eszkÄoz a j¶at¶ekelm¶eletben a p¶aros¶³t¶as. Egy klasszikus fela-
datban I ¶es II egyforma ¶erm¶eket helyez egy kÄoralak¶u asztalra. Az ¶atfed¶es

11Legyen G = (V (G); (G)) egy egyszer}u gr¶af. Az ´ cimk¶ez¶es V (G) bijekci¶oja
f1; . . . ; jV (G)jg-be. Az ´ s¶avsz¶eless¶ege B(´; G) = maxfj´(u) ¡ ´(v)j : uv 2 (G)g: A G
gr¶af s¶avsz¶eless¶ege B(G) := min´fB(´;G)g: B(Tn) = n+ 1, m¶³g p¶eld¶aul az n£ n-es n¶egy-
zetr¶acsra, a Pn £ Pn-re B(Pn £ Pn) = n.
12Ebben a sokkal ¶altal¶anosabb kombinatorikus j¶at¶ekokra hasonl¶³tanak, b}ovebben [16,

19].
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nem megengedett, ¶es az vesz¶³t, aki nem tud l¶epni. A kezd}o kÄonnyen nyer a
kÄoz¶eppontba t¶eve, majd az ellenf¶el l¶ep¶eseit erre tÄukrÄozve. (Persze ha az asz-
tal nem kÄoz¶eppontosan szimmetrikus, alig tudunk valamit.) Egy tengelyes
tÄukrÄoz¶essel nyerhet}o a n £ (n + 1)-es hex is a kÄozelebbi oldalakat ÄosszekÄotni
k¶³v¶an¶o f¶elnek, [16, 27].

A hipergr¶af j¶at¶ekok p¶aros¶³t¶asi strat¶egi¶ai a [31]-b}ol sz¶armaznak. Alfred
Hales ¶es Robert Jewett vezette be a HJ(n; d)-vel jelÄolt j¶at¶ekokat, ahol n
¶es d term¶szetes sz¶amok. A HJ(n; d) t¶abl¶aja egy d dimenzi¶os kocka, ame-
lyik nd kisebb kock¶ab¶ol van Äosszerakva ¶ugy, hogy a nagy kocka minden ¶ele
ment¶en n kis kocka fekszik. Form¶alisan a hipergr¶af alaphalmaza a d hossz¶u
sorozatok, ahol minden koordin¶ata egy 1 ¶es n kÄozÄott l¶ev}o eg¶esz sz¶am, azaz
V (HJ(n; d)) = f1; . . . ; ngd. A hipergr¶af ¶elei azon n elem}u r¶eszhalmazok,
melyeknek elemei sorba rendezhet}ok oly m¶odon, hogy egy rÄogz¶³tett koordi-
n¶at¶aban az 1; 2; . . . ; n, az n;n ¡ 1; . . . ; 1 vagy konstans ¶ert¶eket vesznek fel a
sorozatok. Persze a HJ(3; 2) nem m¶as, mint a tic-tac-toe, a HJ(4; 3) pedig
a tic-toc-tac-toe.

De¯n¶³ci¶o. Egy Â : V 7! f1; . . . ; kg az F = (V;H) hipergr¶af j¶o sz¶³nez¶ese, ha
minden A 2 H halmaz k¶epe legal¶abb k¶etelem}u. A minim¶alis k, amelyre van
j¶o sz¶³nez¶es, F kromatikus sz¶ama, jele Â(F).

Ha egy F hipergr¶afra a Â(F) > 2, akkor a rajta ¶ertelmezett ott j¶at¶ek
nem v¶egz}odhet dÄontetlenÄul. Az y-j¶at¶ek mellett p¶eld¶aul a HJ(3; 3) is ilyen.
M¶asr¶eszt a HJ(4; 3) p¶elda arra, hogy I-nek lehet nyer}o strat¶egi¶aja egy F =
(V;H) j¶at¶ekban akkor is, ha Â(F) = 2.

Hales{Jewett t¶etel. B¶armely n term¶eszetes sz¶amra l¶etezik olyan d > 0
eg¶esz, hogy a HJ(n; d) j¶at¶ek hipergr¶afj¶anak kromatikus sz¶ama nagyobb, mint
kett}o.

¶Igy az a k¶erd¶es, milyen n ¶es d mellett ¶erhet el dÄontetlent II? Ennek
kimond¶as¶ahoz szÄuks¶eg van az ¶un. K}onig-Hall t¶etelre, l¶asd [40].

Adott v¶eges halmazoknak egy fAigm
i=1 v¶eges rendszere. Egy S = fsigm

i=1 µ
[m

i=1 Ai diszjunkt reprezent¶ans rendszer, ha si 6= sj, i 6= j-re ¶es si 2 Ai az
i = 1; :::;m eset¶en.

5. T¶etel (K}onig D.-Ph. Hall). A v¶eges halmazokb¶ol ¶all¶o fAigm
i=1 halmazrend-

szernek pontosan akkor l¶etezik diszjunkt reprezent¶ans rendszere, ha minden
I µ f1; . . . ;mg eset¶en j [i2I Aij ¸ jI j.13

6. T¶etel (Hales{Jewett). Ha egy v¶eges F = (V;H) hipergr¶af j¶at¶ekban minden
G µ H eset¶en j [A2G Aj ¸ 2jGj, akkor a j¶at¶ek dÄontetlen.

Bizony¶³t¶as. Ha H = fA1; . . . ;Amg, legyen H¤ = fA1; A
¤
1;A2; A

¤
2; . . . ;

Am;A¤
mg, ahol Ai = A¤

i minden i = 1; . . . ; m-re. KÄonnyen ellen}orizhet}o, hogy
az j [A2G Aj ¸ 2jGj felt¶etelb}ol kÄovetkezik, hogy minden G¤ ½ H¤ v¶alaszt¶asra
j [A2G¤ Aj ¸ jG¤j, azaz a H¤ rendszerre alkalmazhat¶o az 5. t¶etel. Legyen a

13K}onig D¶enes a t¶etelt p¶aros gr¶afokra vonatkoz¶o alakban mondta ki. Marshall Hall Jr.
1949-ben bel¶atta olyan v¶egtelen halmazrendszerekre, amelyekben minden pont foksz¶ama
v¶eges, [32].
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diszjunkt reprezent¶ans rendszer S = fa1; a¤
1; a2; a¤

2; . . . ; am; a¤
mg. II kÄovesse

az al¶abbi strat¶egi¶at: Valah¶anyszor I v¶alaszt egy elemet S-b}ol (ai-t vagy
a¤

i -ot), akkor II v¶alassza a megegyez}o index}ut (a¤
i -ot vagy ai-t), kÄulÄonben

tetsz}olegesen l¶ephet. I nem szerezheti meg Ai Äosszes elem¶et egyetlen i =
1; . . . ;m-re sem, mert az ai; a

¤
i 2 Ai kÄozÄul legal¶abb az egyiket II szerzi

meg. 2

VegyÄuk ¶eszre, hogy a HJ(n; d) hipergr¶afban minden pont legfeljebb 1
2 (3d¡

1) nyer}o halmaznak eleme, ha n p¶aratlan. P¶aros n-re ez a sz¶am 2d ¡ 1. ¶Igy
a 6. t¶etelt alkalmazva egyb}ol kapjuk:

7. T¶etel (Hales{Jewett, 1963). A HJ(n; d) dÄontetlen, ha n ¸ 3d ¡ 1 ¶es
n = 2l + 1, vagy ha n ¸ 2d+1 ¡ 2 ¶es n = 2l.

P¶aros¶³t¶asi strat¶egi¶aval enn¶el sokkal jobb korl¶at nem adhat¶o, m¶as m¶od-
szerrel viszont, ahogy azt l¶atni fogjuk, igen. A ford¶³tott j¶at¶ek a parit¶ast¶ol
(is) fÄugg, I (II) nem vesz¶³t a ford¶³tott HJ(n; d)-ben, ha d p¶aratlan (p¶aros).14

A 6. t¶etelt (Marshall Hall Jr. jav¶³t¶as¶aval) alkalmazhatjuk a v¶egtelen t¶abl¶an
j¶atszott k-am}ob¶ara. Ez k ¸ 15 eset¶en dÄontetlent ad. Ha d-dimenzi¶os t¶abl¶an
j¶atszunk, akkor ez a korl¶at k ¸ 2(3d ¡ 1) ¡ 1, [44]. Hales ¶es Jewett megadott
egy p¶aros¶³t¶ast, amely k ¸ 9-re dÄontetlent ad, de ez nem a 6. t¶etelen alapul,
[16].

Seg¶edj¶at¶ekok. Egy p¶aros¶³t¶as nem m¶as, mint a t¶abla sz¶etv¶ag¶asa kisebb,
kÄonnyebben ¶attekinthet}o r¶eszekre. A r¶eszt¶abl¶akon a j¶at¶ekos egym¶ast¶ol fÄug-
getlen ¶uj, seg¶edj¶at¶ekokat j¶atszik, amelyek egyÄuttesen a c¶elj¶ahoz seg¶³tik.

Ennek egyik els}o p¶eld¶aja Shannon ¶es Pollak Äotlete, amellyel a 9-am}ob¶ara
adtak dÄontetlen strat¶egi¶at. Ezt megjav¶³totta egy, a T. G. L. Zetters ¶aln¶even15

sz¶³nre l¶ep}o holland matematikus csoport, bel¶atv¶an, hogy m¶ar a 8-am}oba is
dÄontetlen, [16, 30].

3. ¶abra. A Shannon-Pollak parkett¶az¶as ¶es a T. G. L. Zetters parkett¶az¶as

14A f1; . . . ; ngd kocka kÄoz¶eppontj¶ara szimmetrikus l¶ep¶esekkel ez el¶erhet}o. Ha n p¶aratlan,
I elfoglalhatja a centrumot, kÄulÄonben II j¶atszhat kÄoz¶eppontos tÄukrÄoz¶essel.
15Az ¶aln¶ev r¶egi fog¶as a matematik¶aban, amikor ¶ugy v¶eli egy szerz}o, hogy t¶amad¶asoknak

lehet c¶elt¶abl¶aja a munk¶aja miatt, pl. Student, Blanche Descartes, Bourbaki, Alon Nilli stb.
A 7-am}oba kimenetele m¶aig nyitott, a megold¶oja b¶atran v¶allalhatn¶a. (Ilyen a 6-am}oba ¶es
a HJ(5; 3) is.)
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II , ha lehets¶eges, azon a r¶eszt¶abl¶an/parkett¶an l¶ep, mint I. A Shannon-
Pollak parketta nyer}o halmazait a v¶ekony vonal jelÄoli; ez n¶egy darab, h¶arom
elem}u halmaz. A T. G. L. Zetters parketta nyer}ohalmazai a parketta h¶arom
sora, n¶egy 45 fokos ¶atl¶oja ¶es a k¶et, v¶ekony vonallal jelÄolt p¶ar. Egy kis
munk¶aval ellen}orizhet}o, hogy (i) a seg¶edj¶at¶ekokban nem vesz¶³t II , (ii) ha
I nem nyer legal¶abb egy seg¶edj¶at¶ekban, akkor nem nyerheti meg a 9- illetve
8-am}ob¶at sem.

Val¶oj¶aban a fentiekben er}osebb ¶all¶³t¶asokat igazoltunk, mint amiket ki-
mondtunk. A kezd}o j¶at¶ekos akkor sem tud nyer}o halmazt megszerezni, ha
a m¶asodiknak nincs lehet}os¶ege ellent¶amadni. Azaz hi¶aba szerez meg II
egy nyer}o halmazt, a j¶at¶ek folyik tov¶abb. Ez a poz¶³ci¶os j¶at¶ekok ¶un. ¶ep¶³t}o-
rombol¶o (Maker-Breaker) v¶altozata, ahol az ¶ep¶³t}o akkor nyer, ha megszerez
egy nyer}o halmazt, m¶³g a rombol¶o akkor, ha ezt megakad¶alyozza.16 Ha II
rombol¶ok¶ent nyer ebben az ¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozatban, akkor dÄontetlene van
az eredetiben is. Ford¶³tva ez nem igaz, a tic-tac-toe-t a kezd}o ¶ep¶³t}ok¶ent meg-
nyeri. De¯ni¶alhat¶o egy ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ek megford¶³t¶asa is, nevezzÄuk ezt
sum¶ak-hajcs¶ar (Avoider-Enforcer) j¶at¶eknak. Ebben a sum¶ak nyer, ha elkerÄuli
nyer}o halmaz megszerz¶es¶et, a hajcs¶ar pedig akkor, ha r¶a tudja k¶enyszer¶³teni
ellenf¶elet egy nyer}o halmaz elfoglal¶as¶ara.

A p¶aros¶³t¶asok ¶es a t¶abla egy¶eb feloszt¶asa hat¶ekony m¶odszer Äonmag¶aban,
vagy m¶as eszkÄozÄokkel kombin¶alva. Tov¶abbi p¶eld¶ak tal¶alhat¶oak erre a [8, 12,
14, 22, 45, 46, 49] sz¶am¶u ¶³r¶asokban.

S¶avsz¶eless¶eg j¶at¶ek. Legyen egy n pont¶u G gr¶af s¶avsz¶eless¶ege B(G), ¶es a
felek felv¶altva helyezz¶ek G pontjaira a f1; . . . ; ng sz¶amokat. Aki egy x pontot
q-val sz¶amoz, ¶ugy, hogy egy x-szel szomsz¶edos pont y pont m¶ar sz¶amozott
r-rel ¶es jq ¡ rj ¸ B(G), az vesz¶³t. KÄoz¶eppontos tÄukrÄoz¶essel a t¶abl¶ara ¶es
f1; . . . ; ng-re l¶athat¶o, hogy a Pk £ Pk r¶acsra a kezd}o pontosan akkor nyer,
ha k > 1 ¶es p¶aratlan. M¶as gr¶afokra, mint pl. a Tk nem ismert, hogyan kell
j¶atszani, vagy az, hogy ki nyer.17

Shannon-f¶ele kapcsol¶o j¶at¶ek. Ez a j¶at¶ek a hex, az y-j¶at¶ek ¶es a David
Gale ¶altal kigondolt Brigit mint¶aj¶ara k¶eszÄult, [16]. Ezekben az ÄosszekÄot}os
j¶at¶ekokban pontosan az egyik f¶el nyer, k¶ezenfekv}o h¶at, hogy ¶ep¶³t}o-rombol¶o
form¶aban besz¶eljÄunk r¶oluk. Ha adott egy G gr¶af, akkor egy-egy ¶elt18 v¶alasztva
fordul¶onk¶ent az ¶ep¶³t}o G egy fesz¶³t}of¶aj¶at akarja megszerezni, m¶³g a rombol¶o
c¶elja az, hogy az ¶ep¶³t}o ¶eleib}ol ¶all¶o r¶eszgr¶af ne legyen ÄosszefÄugg}o.

8. T¶etel (Alfred Lehman, 1964, [39]). TegyÄuk fel, hogy a rombol¶o kezdi a
Shannon-f¶ele kapcsol¶o j¶at¶ekot. Egy adott n-pont¶u G gr¶afra ¶ep¶³t}o pontosan
akkor nyer, ha G-ben van k¶et diszjunkt fesz¶³t}ofa, F1 ¶es F2.

16A nyer¶es eldÄont¶ese mind a norm¶al, mind az ¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozatban PSPACE-teljes
feladat, ennek egyszer}u bizony¶³t¶asa tal¶alhat¶o a [17] dolgozatban.
17Sz¶amos kombinatorikai t¶etel lehet e®¶ele elkerÄulhetetlens¶egi j¶at¶ek alapja. A felsoroltak

mellett a Ramsey, a van der Waerden ¶es a Hales-Jewett t¶etelek j¶at¶ek h¶atter¶et kutatt¶ak
nagy er}okkel, [4, 11].
18A hex ¶es az y-j¶at¶ek szint¶en alapozhat¶o egy-egy gr¶afra, de ott nem az ¶eleket, hanem a

pontokat szerzik meg a j¶at¶ekosok. Ez a l¶atsz¶olag kis elt¶er¶es egy teljesen m¶as vil¶agba visz;
itt k¶epesek vagyunk a nyer}o strat¶egi¶ak le¶³r¶as¶ara.
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Bizony¶³t¶as. (: A j¶at¶ek i-edik menet¶eben F i
1 ¶es F i

2 f¶akr¶ol besz¶elÄunk majd
a Gi gr¶afban. (G1 = G, F 1

1 = F1 ¶es F 1
2 = F2.) Ha a rombol¶o az i-edik

l¶ep¶esben nem az E(F i
1) [ E(F i

2)-b}ol v¶alaszt, akkor az ¶ep¶³t}o b¶armit l¶ephet.
Ha mondjuk F i

1-b}ol vesz egy ei ¶elt rombol¶o, akkor az E(F i
1) n feig ¶elek ¶altal

fesz¶³tett r¶eszgr¶af pontosan k¶et, Ci
1 ¶es Ci

2, komponensb}ol ¶all. Az ¶ep¶³t}o ekkor
egy olyan fi 2 F i

2 ¶elt v¶alaszt, mely a Ci
1-t ÄosszekÄoti Ci

2-vel. (A f¶ak alapvet}o
tulajdons¶agai a [40]-b}ol felid¶ezhet}ok.) Mivel az fi ¶el k¶et v¶egpontja, xi ¶es yi

tÄobb¶e nem szakad el egym¶ast¶ol, h¶uzzuk Äossze az fi ¶elt.19 KÄonnyen l¶athat¶o, ha
F i

1 ¶es F i
2 diszjunkt fesz¶³t}of¶ai a Gi-nek, akkor az F i+1

1 = F i
1=fi ¶es F i+1

2 = F i
2=fi

szint¶en diszjunkt fesz¶³t}of¶ak Gi+1-ben. Tov¶abb¶a jV (Gi)j¡1 = jV (Gi+1)j, ez¶ert
jV (Gn¡1)j = 1, ¶es az ff1; . . . fn¡1g ¶elek G egy fesz¶³t}of¶aj¶at alkotj¶ak.

): TegyÄuk fel, hogy az ¶ep¶³t}o nyer ¶es lopja el ezt a strat¶egi¶at a rombol¶o. A
j¶at¶ek v¶eg¶ere a rombol¶o megszerzi az Fr , az ¶ep¶³t}o pedig az Fm fesz¶³t}ofa ¶eleit,
amelyek G-ben vannak ¶es diszjunktak. 2

Megjegyz¶es. A fenti ¶ervel¶est eredetileg nem gr¶afokra, hanem matroidokra
adt¶ak. A matroidoknak sok egyen¶ert¶ek}u jellemz¶ese van, nekÄunk most a b¶azis
fogalma a legk¶enyelmesebb. A v¶eges V halmaz feletti B halmazrendszert egy
matroid b¶azisainak nevezzÄuk, ha

1. B nem-Äures,

2. 8 A; B 2 B, 8 x 2 A n B eset¶en 9 y 2 B n A, hogy fA n fxgg [ fyg 2 B.

Ezzel a 8. t¶etel ¶altal¶anosabb form¶aban ¶³gy sz¶ol: Ha az ¶ep¶³t}o-rombol¶o
(V;B) poz¶³ci¶os j¶at¶ekban a rombol¶o kezd, akkor az ¶ep¶³t}o pontosan akkor nyer,
ha l¶eteznek A; B 2 B halmazok ¶ugy, hogy A \ B = ;. Az ¶elek tÄorl¶ese
¶es kontrakci¶oja term¶eszetes matroid m}uveletek, a 2. axi¶oma mintha a fenti
bizony¶³t¶asra lenne szabva.20 A 8. t¶etel olyan helyzetekben is m}ukÄodik, amikor
p¶aros¶³t¶asi strat¶egia biztosan nem l¶etezik. VegyÄuk a teljes gr¶afot az fx; y; v; wg
pontokon, ¶es a q; z pontokat ¶ugy, hogy q szomsz¶edos x-szel ¶es y-nal, z pedig
v-vel ¶es w-vel.

4 A v¶eletlen m¶odszer ¶es a s¶ulyfÄuggv¶enyek

A v¶eletlen m¶odszerek a matematika legtÄobb ¶ag¶aban jelent}os szerepet j¶atsza-
nak, a kombinatorik¶aban ¶es a j¶at¶ekelm¶eletben pedig alapvet}ot. Az ink¶abb
a meglep}o, hogy viszonylag k¶es}on jelentek meg a poz¶³ci¶os j¶at¶ekokban. Az
¶attÄor¶est Erd}os P¶al ¶es John Selfridge 1973-as eredm¶enye, [24], hozta.21

19Az ¶uj gr¶afban, Gi+1-ben xi ¶es yi helyett egy ¶uj, zi pontot veszÄunk fel, melyet xi ¶es yi
Äosszes szomsz¶edj¶aval kÄotÄunk Äossze, jelben Gi+1 = Gi=fi.
20A l¶atszat csal, hiszen a matroidokat m¶ar Hassler Whitney [53] vizsg¶alta az 1930-as

¶evekben. Lehman t¶etele jelent}osen nÄovelte a matroidok elfogadotts¶ag¶at. Ezt megel}oz}oen
pl. William Tutte n¶eh¶any matroidokra vonatkoz¶o klasszikus eredm¶eny¶et ink¶abb gr¶afokra
mondta ki, [36]. Az¶ota viszont a matroidok a kombinatorika, a kombinatorikus opti-
maliz¶al¶as ¶es a v¶eges geometria fontos r¶esz¶ev¶e v¶altak.
21John H. Conway h¶³res b¶ek¶as probl¶em¶aja is lehetett volna volna a kezdet, [16]. Az

ott haszn¶alt s¶ulyfÄuggv¶enynek viszont nincs kÄozvetlen val¶osz¶³n}us¶egi jelent¶ese, tal¶an emiatt
maradt visszhangtalan.
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9. T¶etel (Erd}os-Selfridge, 1973). TegyÄuk fel, hogy egy F = (V;H) hipergr¶af
j¶at¶ek ¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozat¶aban az ¶ep¶³t}o kezd, ¶es

P
A2H 2¡jAj+1 < 1: Ekkor

a rombol¶o nyer.

Bizony¶³t¶as. Legyen az ¶ep¶³t}o i-edik l¶ep¶ese xi, m¶³g a rombol¶o¶e yi, Xi =
fx1; . . . ; xig, Yi = fy1; . . . ; yig ¶es Ai(I) = jA\Xij, illetve Ai(II) = jA\Yi¡1j.

Egy A 2 H halmaz s¶ulya az i-edik l¶ep¶esben:

wi(A) =

½
2¡jAj+Ai(I) ha Ai(II) = 0
0 kÄulÄonben

Egy x 2 V elem s¶ulya wi(x) =
P

x2A wi(A); a potenci¶al pedig wi =P
A2H wi(A):
A rombol¶o az ¶un. moh¶o algoritmust kÄoveti, azt a z 2 V n(Xi[Yi¡1) elemet

veszi az i-edik l¶ep¶esben, amelyre a wi(z) ¶ert¶ek maxim¶alis. Ez a wi ¸ wi+1

egyenl}otlens¶eget adja minden i-re. Val¶oban, wi+1 · wi ¡ wi(yi) + wi(xi+1),
hisz a rombol¶o i-edik l¶ep¶ese wi(yi)-vel csÄokkenti, m¶³g az ¶ep¶³t}o az i + 1-edik
l¶ep¶ese legfeljebb wi(xi+1)-el nÄovelheti a potenci¶alt, hisz pontosan azoknak az
xi+1-et tartalmaz¶o halmazok s¶uly¶at dupl¶azza meg, amelyeknek nem eleme
yi. A moh¶o algoritmus miatt wi(yi) ¸ wi(xi+1), ¶³gy ad¶odik a potenci¶al
monotonit¶asa. M¶asr¶eszt w1 · 2w0 mivel x1 azon halmazok s¶uly¶at dupl¶azza,
amelyeknek eleme.

Ez¶ert a 9. t¶etel felt¶etele miatt w1 · 2w0 =
P

A2E(H) 2¡jAj+1 < 1. TegyÄuk
fel, hogy az ¶ep¶³t}o megnyeri a j¶at¶ekot, mondjuk a k-adik l¶ep¶esben. Ez azt
jelenti, hogy van olyan A¤ 2 H, amelyre jA¤j = A¤

k(I), ¶³gy

1 > w1 ¸ wk =
X

A2E(H)

wk(A) ¸ wk(A¤) = 2¡jA¤j+A¤
k(I) = 20 = 1:

Azaz a feltev¶esÄunk, hogy az ¶ep¶³t}o nyer, ellentmond¶asra vezet. 2

VegyÄuk ¶eszre, hogy am¶³g a 6. t¶etel csak a ritka, de tetsz}oleges m¶eret}u,
addig a 9. t¶etel a s}ur}u, de legfeljebb exponenci¶alis m¶eret}u hipergr¶afokra adhat
eredm¶enyt. A m¶odszerek r¶eszben Äosszevegy¶³thet}oek, l¶asd [8, 11, 12].

A 9. t¶etel vezet a hat¶ekony derandomiz¶aci¶okhoz ¶es a j¶at¶ekok m¶elyebb
meg¶ert¶es¶ehez. Ez konkr¶etan ¶eppen Erd}os egy r¶egi t¶etel¶enek bizony¶³t¶as¶ab¶ol
tÄunteti el a v¶eletlent, mely szerint ha

P
A2H 2¡jAj+1 < 1 egy F = (V; H)

hipergr¶afra, akkor Â(F) · 2. VegyÄuk ¶eszre, ha V pontjait egym¶ast¶ol fÄug-
getlenÄul, 1=2 ¡ 1=2 val¶osz¶³n}us¶eggel sz¶³nezzÄuk k¶ekre vagy pirosra22, akkor az
egysz¶³n}u halmazok v¶arhat¶o sz¶ama IE =

P
A2H 2¡jAj+1. Mivel IE < 1, lennie

kell egy j¶o sz¶³nez¶esnek, [1]. Ez¶ert az Äosszes 2jV j darab kett}o sz¶³nez¶esb}ol
legal¶abb egy j¶o.

Az F param¶etereiben polinom id}oben is adhatunk egy j¶o sz¶³nez¶est: j¶atszon
mindk¶et j¶at¶ekos ¶ugy, mintha rombol¶o lenne. A wi(A) s¶uly annak a felt¶eteles
val¶osz¶³n}us¶ege, hogy A p¶eld¶aul k¶ek lesz, ha az i-edik l¶ep¶est}ol p¶enzfeldob¶assal

22Ez egy ¶erme ism¶etelt feldob¶as¶aval el¶erhet}o. A p¶elda mutatja, mekkora ereje van a
v¶eletlennek.
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sz¶³nezÄunk. A j¶at¶ekok vizsg¶alat¶ahoz is kapunk egy vez¶erfonalat, amely sokszor
seg¶³t.

A v¶eletlen heurisztika. Cser¶eljÄuk ki a k¶et tÄok¶eletesen j¶atsz¶o j¶at¶ekost k¶et
teljesen v¶eletlenÄul j¶atsz¶ora. Nagyj¶ab¶ol ugyanaz lesz a v¶egeredm¶eny.23

A val¶osz¶³n}us¶egsz¶am¶³t¶asi m¶odszer ¶es a poz¶³ci¶os j¶at¶ekok elm¶elete kÄozt szoros
kapcsolat van. L¶enyeg¶eben minden m¶odszernek az els}ob}ol megvan a megfe-
lel}oje a m¶asodikb¶ol. 9. t¶etel, ¶es f}ok¶eppen a bizony¶³t¶asi m¶odszere, az ¶un. els}o
momentum m¶odszer derandomiz¶al¶asa. ¶Igy sz¶armaztathat¶o a (j¶at¶ekelm¶eleti)
m¶asodik momentum m¶odszer, Lov¶asz lok¶alis lemma stb, [1, 9, 12].

A 9. t¶etel ¶eles, vannak olyan F hipergr¶afok, melyre
P

A2H 2¡jAj+1 = 1, ¶es
az ¶ep¶³t}o nyer. Legyen Tn egy n-szintes bin¶aris fa, V = V (Tn) ¶es A 2 H, ha A
a gyÄok¶er ¶es egy lev¶el kÄozti ¶ut pontjaib¶ol ¶all. (Az ¶ep¶³t}o a gyÄokeret foglalja el,
majd marad¶ekb¶ol mindig annak a r¶eszf¶anak a gyÄoker¶et, amelyiket elkerÄulte
a rombol¶o.) Egy m¶asik p¶elda: V = [n¡1

i=1 fxi; yig [ z, A 2 H ha z 2 A ¶s
jA \ fxi; yigj > 0 minden i-re. (Itt az ¶ep¶³t}o z-t veszi el}oszÄor, majd ha a
rombol¶o egy fxi; yig p¶ar egyik elem¶et v¶alasztja, akkor }o a m¶asikat.)

Beck J¶ozsef a [12]-ben vizsg¶alta a k¶erdez}o-v¶alaszt¶o (Picker-Chooser) ¶es
v¶alaszt¶o-k¶erdez}o (Chooser-Picker) j¶at¶ekokat. Itt a k¶erdez}o (Picker) kivesz k¶et
elemet, legyenek ezek fxi; yig az i-edik fordul¶oban, majd a v¶alaszt¶o (Chooser)
dÄonthet, az egyiket a saj¶at, a m¶asikat a k¶erdez}o sz¶³n¶ere festi. Az els}o helyen
¶all¶o j¶at¶ekos az ¶ep¶³t}o, m¶³g a m¶asik a rombol¶o szerepet kapja. A tapasztalat
szerint a k¶erdez}o helyzete nem rosszabb, mintha egy ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot
kellene j¶atszania. Ezt a heurisztik¶at fejti ki Beck a [10]-ben, pontosabb for-
m¶aj¶at pedig szerz}ot¶arsaimmal a [21] dolgozatban adjuk meg:

10. Sejt¶es (Beck). A k¶erdez}o nyeri a k¶erdez}o-v¶alaszt¶o (v¶alaszt¶o-k¶erdez}o)
j¶at¶ekot az F = (V;H) hipergr¶afon, ha ¶ep¶³t}o (rombol¶o), mint m¶asodik j¶at¶ekos
nyeri az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot az F hipergr¶afon.

Egyel}ore csak n¶eh¶any j¶at¶ekra24 bizony¶³tott a 10. sejt¶es, l¶asd [10, 21], az
¶altal¶anos eset nem ig¶erkezik kÄonny}unek. J¶oval kor¶abban, l¶asd [13], felvetette
Beck J¶ozsef a k¶erdez}o-v¶alaszt¶o j¶at¶ekhoz hasonl¶o, az ¶un. megb¶³z¶o-fest}o j¶at¶ekot.
Ebben a megb¶³z¶o a k¶erdez}o, a fest}o pedig a v¶alaszt¶o. A megb¶³z¶o nyer,
ha lesz egysz¶³n}u halmaz, kÄulÄonben a monot¶oni¶at kerÄul}o fest}o a nyer}o. A
[13] tartalmazza a 9. t¶etelt megb¶³z¶o-fest}o j¶at¶ekokra; a bizony¶³t¶as a szok¶asos
s¶ulyfÄuggv¶eny m¶odszer.

Az ¶erdekess¶eg kedv¶e¶ert most bemutatunk egy v¶eletlen m¶odszert haszn¶al¶o
gondolatmenetet; hasonl¶ot Joel Spencer haszn¶alt a v¶egleges¶³t¶es j¶at¶ek (tenured
game) elemz¶esben, [1, 50].

23Term¶eszetesen a v¶eletlen heurisztika csak elv, sokszor ¶erv¶enyes, n¶eha nem. De b¶armely
j¶at¶ek eset¶en c¶elszer}u megn¶ezni, hogy mit j¶osol. V¶eletlenÄul j¶atszani viszont csak ritk¶an
¶erdemes, l¶asd [15].
24Ilyenek a k¶es}obb eml¶³tett Ramsey j¶at¶ekok. Tov¶abb¶a m¶eg a 8. t¶etel, a 8-am}oba ¶es a

HJ(4; 2) v¶alaszt¶o-k¶erdez}o v¶altozata. A 9. t¶etel v¶alaszt¶o-k¶erdez}o v¶altozat¶at egyel}ore nem
sikerÄult teljes erej¶eben igazolni, b¶ar ez a 10. sejt¶es egyik leg¶erdekesebb speci¶alis esete.



122 Pluh¶ar Andr¶as

A 9. t¶etel megb¶³z¶o-fest}o j¶at¶ekokra. A fest}o nyer, ha
X

A2H
2¡jAj+1 < 1 :

Bizony¶³t¶as. Sz¶³nezze a fest}o a kapott elemeket p¶enzfeldob¶assal. N¶ezzÄuk
meg, milyen val¶osz¶³n}us¶eggel lesz egysz¶³n}u egy A 2 E(H) halmaz. Ha egy
fxi; yig ½ A, akkor nem lehet egysz¶³n}u A. Ha jfxi; yig \ Aj · 1 minden i-re,
akkor ez a val¶osz¶³n}us¶eg 2¡jAj+1.

Ez¶ert az egysz¶³n}u halmazok v¶arhat¶o sz¶ama IE · P
A2H 2¡jAj+1 < 1 a

megb¶³z¶o b¶armely strat¶egi¶aja eset¶en. Ha a megb¶³z¶onak lenne nyer}o strat¶egi¶aja,
akkor minden j¶at¶ek v¶eg¶en lenne egysz¶³n}u halmaz, azaz IE ¸ 1. Mivel a j¶at¶ek
nem lehet dÄontetlen, ¶³gy az 1. t¶etel miatt a fest}onek van nyer}o strat¶egi¶aja. 2

Elfogult j¶at¶ekok. S}ur}u gr¶afokra is ¶erdekess¶e tehet}o a Shannon-f¶ele kapcsol¶o
j¶at¶ek, ha a rombol¶o nem egy, hanem tÄobb, mondjuk b ¶elt vehet el egyszerre,
[18]. Ha a Kn-n (n-pont¶u teljes gr¶af) j¶atszunk, van egy b0 tÄor¶espont, azzal,
ha b < b0, akkor az ¶ep¶³t}o, ha b > b0 akkor meg a rombol¶o nyer.25 A fenti
p¶eld¶aban b0 ¼ n= log n, vagyis az ¶ep¶³t}o ¶elei akkor kÄotik Äossze a pontokat, ha
enn¶el j¶oval kisebb a b, ¶es akkor nem, ha b >> b0. Az ¶ep¶³t}o ¶altal megszerezhet}o
r¶eszgr¶af m¶as P tulajdons¶agai is ¶erdekesek: Hamilton kÄor vagy hossz¶u utak
l¶ete, [7, 9, 51], a legnagyobb komponens m¶erete, [15], az ¶atm¶er}o, [3] vagy a
minim¶alis foksz¶am, [9, 52].

Az egyik legfontosabb eszkÄoz a 9. t¶etel ¶altal¶anos¶³t¶asa, Beck J¶ozsef, [5]. A
(V;H; a; b) hipergr¶af j¶at¶ek szab¶alyaiban megegyezik a F = (V;H) j¶at¶ekkal,
csak az egyik f¶el, (¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozatban az ¶ep¶³t}o) a, a m¶asik (rombol¶o)
pedig b elemet vehet fordul¶onk¶ent.

Erd}os-Selfridge-Beck t¶etel. A (V;H; a; b) hipergr¶af j¶at¶ek ¶ep¶³t}o-rombol¶o
v¶altozat¶aban ha

P
A2H(1 + b)1¡jAj=a < 1, akkor a rombol¶o nyer.

Igazolni a kor¶abbi s¶ulyfÄuggv¶enyek kis m¶odos¶³t¶as¶aval lehet. Ez a t¶etel is
¶eles, azaz a felt¶etelben egyenl}os¶eget ¶³rva m¶ar nem igaz.

FelmerÄul, honnan lehet megtippelni, mit v¶arjunk egy-egy gr¶af j¶at¶ekban,
azaz milyen a ¶es b ¶ert¶ek mellett ¶erhet el az ¶ep¶³t}o egy P tulajdons¶agot? Itt ¶ujra
a v¶eletlen heurisztika j¶atszik dÄont}o szerepet, a v¶eletlen gr¶afokra alapozva, [1].

A G(n; p). A G(n; p) val¶osz¶³n}us¶egi mez}o ¶ugy keletkezik, hogy az n pont¶u tel-
jes gr¶af ¶eleit egym¶ast¶ol teljesen fÄuggetlenÄul, p val¶osz¶³n}us¶eggel hagyjuk meg.26

A G(n; p)-re vonatkoz¶o eredm¶enyek j¶o r¶esze arr¶ol sz¶ol, ha adott egy P
monoton gr¶aftulajdons¶ag,27 akkor egy G 2 G(n; p) milyen fP(p) val¶osz¶³n}u-
s¶eggel P tulajdons¶ag¶u? Ha P nem trivi¶alis, akkor fP(0) = 0, fP(1) = 1, ¶es

25A b0 pontos ¶ert¶ek¶enek kisz¶am¶³t¶asa tÄobbnyire rem¶enytelen, ¶altal¶aban csak becsl¶esek
adhat¶ok.
26Sok m¶as v¶eletlen gr¶af modellt is haszn¶alnak. A perkol¶aci¶o elm¶eletben r¶acsok ¶eleit veszik

p val¶osz¶³n}us¶eggel, az ¶un. kis-vil¶ag gr¶afok le¶³r¶as¶ara egy hatv¶anytÄorv¶enyt kÄovet}o foksz¶am
eloszl¶as¶uak kÄozÄul h¶uznak egyet egyenletes eloszl¶as szerint.
27A P att¶ol monoton, ha egy G rendelkezik vele, akkor ¶uj ¶eleket v¶eve G-hez megmarad

P . Monoton pl. az ÄosszefÄugg}os¶eg, Hamilton kÄor l¶ete, de nem ilyen Euler kÄor¶e.
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fP(p) monoton nÄov}o p-ben. Sok esetben van egy olyan p0 kÄuszÄob, ami kÄorÄul
ugrik fel fP majdnem null¶ar¶ol majdnem egyre, [1].

A v¶eletlen gr¶af heurisztika. A P monoton gr¶aftulajdons¶ag el¶er¶es¶et c¶elz¶o,
a Kn ¶elein foly¶o ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ek b0 tÄor¶espontja ott van, ahol a megegyez}o
¶els}ur}us¶eget ad¶o p0 kÄuszÄob ¶ert¶eke P-nek a G(n; p)-ban. Pontosabban, b0 ¼
a(1 ¡ p0)=p0, vagy p0 ¼ a=(a + b0), [5].

Ez a heurisztika oly eredm¶enyes, hogy az a kÄulÄonleges, ha nem ad j¶o
eredm¶enyt. Erre p¶elda az ¶atm¶er}o j¶at¶ek, l¶asd [3]. Itt egy rÄogz¶³tett d 2 IN-
re az ¶ep¶³t}o azt szeretn¶e, ha a r¶eszgr¶afj¶anak ¶atm¶er}oje 28 nem haladn¶a meg
d-t. JelÄoljÄuk ezt Dd(a; b)-vel, ahol a ¶es b, mint eddig. A v¶eletlen gr¶af
heurisztika szerint az ¶ep¶³t}onek nyernie kellene az D2(1; 1) j¶at¶ekot, hisz egy
v¶eletlen G 2 G(n; 1=2) gr¶afra nagy val¶osz¶³n}us¶eggel diam(G) = 2. Ez nincs
¶³gy, a rombol¶o nyeri a D2(1; 1) j¶at¶ekot, ha n ¸ 4. (A rombol¶o vesz egy xy ¶elt,
majd p¶aros¶³t¶ast j¶atszik: az ¶ep¶³t}o egy xz l¶ep¶es¶ere yz-vel, az yz-re pedig xz-vel
felel.) Ugyanakkor, ha az ¶ep¶³t}o k¶et ¶elt vehet l¶ep¶esenk¶ent, akkor majdnem
helyre¶all a rend; az ¶ep¶³t}o nyeri a D2(2; b) j¶at¶ekot, ha b · 0:25n1=7=(lnn)3=7

¶es n el¶eg nagy, l¶asd [3].
Magukon a v¶eletlen gr¶afokon is ¶ertelmezhet}ok poz¶³ci¶os j¶at¶ekok, itt kÄovetjÄuk

Milo·s Stojakovi¶c ¶es Szab¶o Tibor le¶³r¶as¶at az [51]-b}ol. Adott egy (V;H; a; b)
hipergr¶af j¶at¶ek. A (Vp; Hp; a; b) v¶eletlen j¶at¶ek olyan j¶at¶ekok val¶osz¶³n}us¶egi
mez}oje, melyekre minden x 2 V egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul, p val¶osz¶³n}us¶eggel
kerÄul Vp-be, ¶es az Hp = fW 2 H : W ½ Vpg. Ha p¶eld¶aul V = (Kn) ¶es
H a Kn gr¶af fesz¶³t}of¶ai, akkor feltehet}o a k¶erd¶es, milyen p ¶ert¶ekekre nyer az
¶ep¶³t}o (rombol¶o) nagy val¶osz¶³n}us¶eggel a (Vp; Hp; a; b) v¶eletlen j¶at¶ekban? Mint
a v¶eletlen gr¶af heurisztika alapj¶an ez v¶arhat¶o, lesz egy bp tÄor¶espont, tov¶abb¶a
bp = £(pn= log n), felt¶eve hogy p ¸ c log n=n, valamely c > 0-ra, [51].

Egy poz¶³ci¶os j¶at¶ekban a l¶ep¶es joga is fÄugghet a v¶eletlent}ol. Yuval Peres ¶es
t¶arsai a [43]-ban egy olyan hexet vizsg¶alnak, ahol minden fordul¶oban ¶erme-
dob¶assal dÄontik el, hogy melyik f¶el l¶ephet. TÄobbf¶ele alak¶u t¶abla de¯ni¶alhat¶o,
de a v¶eletlen heurisztika hib¶atlanul j¶osol: ugyanakkora val¶osz¶³n}us¶eggel nyer
az egyik, mondjuk a feh¶er, a tÄok¶eletesen, mint a v¶eletlenÄul j¶atsz¶o ellenfelek
eset¶en. Meglep}o m¶odon az n£n v¶eletlen hex b¶armely ¶all¶as¶aban az optim¶alis
strat¶egia polinom id}oben kisz¶am¶³that¶o ¶es a v¶alasztand¶o mez}o mindk¶et f¶elre
ugyanaz. A j¶at¶ek szoros kapcsolatban van a hatszÄogr¶acs perkol¶aci¶o elm¶elet¶e-
vel, ¶es, hat¶ar¶atmenetben, a konform lek¶epz¶esekkel.

¶Altal¶aban is besz¶elhetÄunk egy (V; H) j¶at¶ek v¶eletlen v¶altozat¶ar¶ol; erre
kiterjeszthet}o a 9. t¶etel.

Erd}os-Selfridge v¶eletlen j¶at¶ekra. Ha a (V; H) hipergr¶af j¶at¶ek v¶eletlen
v¶altozat¶ara

P
A2H 2¡jAj < 1, akkor azt legal¶abb 1=2 val¶osz¶³n}us¶eggel nyeri a

rombol¶o.

Bizony¶³t¶as. J¶atszon a rombol¶o ¶ugy, mint a 9. t¶etelben. Ekkor IE[wi+1] ·
IE[wi] < 1 minden i-re, ¶es ebb}ol a Markov egyenl}otlens¶eg adja az ¶all¶³t¶ast. 2

28egy G gr¶af ¶atm¶er}oje, diam(G) = maxx;y2V (G) d(x; y), ahol d(x; y) az x ¶es y pontok
kÄozti legrÄovidebb ¶ut hossza.
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A m¶asodik momentum m¶odszer. Egy G 2 G(n; 1=2)-ben a legnagyobb
klikk m¶erete, !(G) a legtÄobb n-re nagy val¶osz¶³n}us¶eggel egy kn ¶ert¶ekre kon-
centr¶al¶odik,29 [1]. Ez a kn, pontosabban a qn = kn¡2 = 2 log2 n¡2 log2 log2 n+
2 log2 e ¡ 3 sz¶am dÄont}o szerepet j¶atszik a Ramsey j¶at¶ekokban. Itt a felek a
Kn ¶eleit veszik, ¶es a c¶el (vagy ¶eppen elkerÄulend}o dolog) egy Kq r¶eszgr¶af
Äosszes ¶el¶enek megszerz¶ese. Beck J¶ozsef bel¶atta a [10]-ben, hogy qn a Ramsey
j¶at¶ekok tÄor¶espontja nagy n-ekre. Pontosabban, ha qn nincs nagyon kÄozel egy
eg¶eszhez, akkor q · bqnc-ra lesz egysz¶³n}u Kq , m¶³g ha q ¸ dqne, akkor ez
elkerÄulhet}o.30 A v¶eletlen heurisztika megint j¶ol m}ukÄodik, hisz a qn nemcsak
az ¶ep¶³t}o-rombol¶o, sum¶ak-hajcs¶ar, de a k¶erdez}o-v¶alaszt¶o j¶at¶ekokra is ¶erv¶enyes.
Szint¶en a derandomiz¶aci¶o az Äotlet a foksz¶am j¶at¶ekban, [3, 9, 52], itt az ¶ep¶³t}o
c¶elja a Kn ¶eleib}ol minden pontn¶al legal¶abb n=2 ¡ k ¶elt megszerezni. Ha
k ¸ p

n log n, akkor az ¶ep¶³t}o, ha k · p
n=24, akkor a rombol¶o nyer. Hasonl¶o

igaz k¶erdez}o-v¶alaszt¶o, vagy megb¶³z¶o-fest}o j¶at¶ekokra; az ut¶obbi als¶o korl¶atja
kÄulÄonÄosen egyszer}u.

A megb¶³z¶o-fest}o foksz¶am j¶at¶ek. Itt a fest}o akkor nyer, ha az lesz olyan
x, melyn¶el a megb¶³z¶o ¶es fest}o ¶altal vett ¶elek kÄulÄonbs¶ege ¸ k, ahol k el}ore
adott. Ha k2 =

¡
n
2

¢
= m, akkor a fest}o nyer.

Bizony¶³t¶as (Beck Äotlete alapj¶an, l¶asd [9]). Az H a gr¶af egy-egy pontj¶ara
illeszked}o ¶elek halmazai. Egy A 2 H-ra jelÄolje Ai(F ) ill. Ai(M) a fest}o ill. a
megb¶³z¶o ¶altal az i-dik fordul¶o v¶eg¶eig elfoglalt elemeinek a sz¶am¶at. Tov¶abb¶a
az A s¶ulya wi(A) = Ai(F )¡Ai(M) ¶es wi =

P
A2H w2

i (A). A w2
i (A) v¶altoz¶asa

(ha pont egy ¶el¶et sz¶³nezzÄuk) w2
i+1 = w2

i (A)§2wi(A)+1, ez¶ert a fest}o mindig
el¶erheti, hogy wi + 2 · wi+1. A j¶at¶ek v¶eg¶en a wm=2 ¸ m, ez¶ert lesz olyan
A¤, melyre w2

m=2(A
¤) ¸ m, vagy wm=2(A

¤) ¸ p
m = k. Ekkor viszont az

egyik j¶at¶ekosnak k-val tÄobb ¶ele van az A¤-nak megfelel}o pontn¶al, mint a
m¶asiknak. 2

Ritka hipergr¶afok. TegyÄuk fel, hogy egy F = (V;H) hipergr¶afban minden
A 2 H-ra az jAj ¸ n ¶es A legfeljebb d m¶asikkal ¶ellel metsz}odik. Ekkor az ¶un.
Lov¶asz-f¶ele lok¶alis lemm¶ab¶ol kÄovetkezik, ha d · 2n¡3, akkor Â(F) · 2, l¶asd
[1, 23]. Sok¶aig nem volt azonban vil¶agos, hogyan tal¶alhatjuk meg gyorsan
(polinom id}oben) az F egy j¶o sz¶³nez¶es¶et. Kicsivel er}osebb felt¶etelek mellett
Beck J¶ozsef le¶³rt egy ilyen algoritmust a [8]-ban. Ezek alapj¶an azt v¶arn¶ank,
ha d nem t¶ul nagy (p¶eld¶aul d · 2n=2), akkor az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot a
rombol¶o nyeri a H-n.

¶Altal¶aban ez a k¶erd¶es teljesen nyitott, de az ¶un. majdnem diszjunkt hiper-
gr¶afok eset¶eben tÄobbet tudunk. Az F = (V; H) hipergr¶af majdnem diszjunkt,
ha A 6= B ) jA \ Bj · 1, minden A;B 2 H-ra. Ez teljesÄul a HJ(n; d)
j¶at¶ekokra; ekkor megmutathat¶o, l¶eteznek olyan c1; c2 > 0 konstansok, hogy
a rombol¶o nyer, ha d < c1n

2= log n, m¶³g az ¶ep¶³t}o nyer, ha d > c2n
2, l¶asd [11,

12]. Ha F = (V; H) majdnem diszjunkt ¶es jAj · 3 minden A 2 H, akkor
polinom id}oben eldÄonthet}o az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ek, l¶asd [37].

29A koncentr¶aci¶o bizony¶³t¶as¶anak eszkÄoze a m¶asodik momentum m¶odszer.
30VegyÄuk ¶eszre, hogy ez l¶enyeg¶eben teljesen pontos eredm¶eny!
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¶Ujrafelhaszn¶alt j¶at¶ekok. A malomhoz (Nine Men's Morris) hasonl¶o po-
z¶³ci¶os j¶at¶ekok az al¶abbiak. Adott egy H hipergr¶af ¶es egy n param¶eter. Az
els}o n l¶epesben a szok¶asos m¶odon j¶atszanak a felek, majd ut¶anna a m¶ar
lerakott (saj¶at) jeleket Lehet ¶athelyezni. Ha egy ¶ep¶³t}o-rombol¶o F j¶at¶ekban
a rombol¶onak van nyer}o p¶aros¶³t¶asi strat¶egi¶aja, akkor ez haszn¶alhat¶o az RF
¶ujrafelhaszn¶alt v¶altozatban is.31 Nyitott k¶erd¶es viszont, hogy ¶altal¶anos¶³tha-
t¶o-e a 9. t¶etel? N¶eh¶any, Kaplansky t¶³pus¶u ¶ujrafelhaszn¶alt j¶at¶ekra vannak nem
trivi¶alis redm¶enyek.

Kaplansky eredeti probl¶em¶aj¶aban az IR2 pontjait vehetik felv¶altva a j¶a-
t¶ekosok, k 2 IN rÄogz¶³tett. Az nyer, akinek el}oszÄor k pontja egy olyan ` egye-
nesen, amin az ellenfel¶enek nincsen pontja. (Az ¶ep¶³t}o-rombol¶o v¶altozatban
¶ep¶³t}o akkor nyer, ha lesz olyan ` egyenes, amelyen neki k pontja van, m¶³g a
rombol¶onak egy sem.) A [6]-ban, tÄobbek kÄozt szerepel olyan c1; c2 > 0 kons-
tansok l¶ete, hogy az n l¶ep¶esig tart¶o j¶at¶ekot a rombol¶o nyeri, ha k > c1 log n,
¶es az ¶ep¶³t}o nyeri, ha k < c2 log n. Az ¶ep¶³t}o nyer¶ese az IR2 egy alkalmasan
v¶alasztott v¶eges S halmaz¶an ¶es az al¶abbi t¶etelen alapul. Itt

¢2(F) = max
x;y2V

jfA : x; y 2 A 2 Hgj :

T¶etel (Beck, [6]). Az ¶ep¶³t}o kezd}ok¶ent megnyeri a (H; p; q) ¶ep¶³t}o-rombol¶o
j¶at¶ekot, ha

X

A2H

µ
p + q

p

¶¡jAj
¸ p2q2(p + q)¡3¢2(H)jV j:

Ha csak a v¶³zszintes, fÄugg}oleges ¶es §1 meredeks¶eg}u egyeneseken j¶atszunk,
¶es p = 2, q = 1 akkor vannak olyan c1; c2 > 0 konstansok, hogy az ¶ujra-
felhaszn¶alt Kaplansky j¶at¶ekot a rombol¶o nyeri ha k > c1 log n, m¶³g az ¶ep¶³t}o
nyer, ha k < c2 log n, l¶asd [47]. Ugyanitt tal¶alhat¶o, hogy az ¶altal¶anos esetben
(azaz az IR2 Äosszes egyenes¶et tekintve) a rombol¶o nyer, ha k > 2n1=3.

Az ut¶obbi eredm¶eny Szemer¶edi Endre ¶es William Trotter egy klasszikus
kombinatorikus geometriai t¶etel¶en m¶ulik.32 Egy illeszked¶es egy (p;L) p¶ar,
ahol p 2 IR2, L egy egyenes ¶es p 2 L.

Szemer¶edi-Trotter t¶etel. VegyÄunk n pontot ¶es m egyenest a s¶³kon, ¶es
legyen I az illeszked¶esek sz¶ama. Ekkor I · c(n + m + (nm)2=3), ahol c egy
abszol¶ut konstans.

¶Igy ha m azon egyenesek sz¶ama, amelyek mindegyike legal¶abb k pontj¶at
tartalmazza egy n-pont¶u halmaznak, akkor m · c2n

2=k3, ha k · p
n, ahol

c2 konstans. Ez garant¶alja, hogy a rombol¶onak mindig lesz egy olyan pontja,
amelynek elmozd¶³t¶asa nem befoly¶asol egy megfelel}o s¶ulyfÄuggv¶enyt, [47].

Alakzatok a s¶³kon. Szint¶en a Kaplansky j¶at¶ek motiv¶alta az al¶abbi t¶³pus¶u
probl¶em¶akat, l¶asd [14]. Adott egy k pontb¶ol ¶all¶o D alakzat a s¶³kon, ¶es az

31Az RF-am}ob¶at a rombol¶o nyeri, ha k ¸ 9. A k = 8-ra m¶ar nem vil¶agos a helyzet.
32Ennek egy nagyon sz¶ep, a v¶eletlen m¶odszert haszn¶al¶o bizony¶³t¶as¶at adta Sz¶ekely L¶aszl¶o,

l¶asd [1].
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¶ep¶³t}o akkor nyer, ha megszerzi az Äosszes pontj¶at valamely Á(D)-nek, ahol Á
az IR2 mozg¶ascsoportj¶anak egy eleme.

T¶etel (Beck, [14]). Az ¶ep¶³t}o nyeri az alakzat j¶at¶ekot a s¶³kon minden v¶eges
D eset¶en.

Beck Äotletes konstrukci¶oval egyfajta v¶eges r¶acsot k¶esz¶³t a D elforgatott,
eltolt p¶eld¶anyaib¶ol, majd a fent eml¶³tett, [6]-beli t¶etelt alkalmazza.33

5 Nyitott probl¶em¶ak

Az eddigiekb}ol tal¶an az a k¶ep alakult ki, hogy a hipergr¶af j¶at¶ekok elm¶elete
nagyj¶ab¶ol lez¶art, jelent}os ¶uj eredm¶enyek nem v¶arhat¶ok. ¶AttÄor¶eseket term¶e-
szetesen nem tudunk ¶³g¶erni, de arr¶ol sz¶o sincs, hogy ne lenne meg ennek
a lehet}os¶ege. TÄom¶erdek j¶at¶ekr¶ol alig tudunk valamit, illetve a PSPACE-
teljess¶eg miatt eg¶eszen kicsiny j¶at¶ekok sem oldhat¶ok meg sz¶am¶³t¶og¶eppel.34

N¶eh¶any megoldatlan k¶erd¶essel kÄoszÄonÄunk el az Olvas¶ot¶ol, egy hosszabb lis-
t¶a¶ert l¶asd [14].

1. Nyer-e a kezd}o j¶at¶ekos az 5-am}ob¶aban a v¶egtelen t¶abl¶an?

2. Ki nyeri az ¶ep¶³t}o-rombol¶o 6- illetve 7-am}ob¶at?

3. J¶atszuk a 6-am}ob¶at a kÄovetkez}o form¶aban. Az kezd}o j¶at¶ekos egy elemet
v¶alaszthat, azut¶an a j¶at¶ekosok 2-2 elemet vehetnek felv¶altva. Mi lesz a
v¶egeredm¶eny?

4. Megnyerheti a kezd}o a HJ(5; 3)-at? Mi a helyzet az ¶ep¶³t}o-rombol¶o
v¶altozattal?

5. Hogyan nyer a kezd}o a 10 £ 10-es hexben?

6. Egy ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekban a v¶egtelen n¶egyzetr¶acson ¶ep¶³t}o c¶elja az
al¶abbi D minta egy Á(D) p¶eld¶anya. D = 2222

22 ¶es Á egy izometria.
Nyerhet az ¶ep¶³t}o?

7. Az F = (V; H) hipergr¶afra jAj = n minden A 2 H ¶es minden x 2 V -re
jfA : x 2 Agj · 2n¡3=n . Ki nyeri az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot F = (V; H)-
n?

8. Egy d-regul¶aris G gr¶af ¶eleit v¶eve j¶atszik foksz¶amj¶at¶ekot ¶ep¶³t}o ¶es rom-
bol¶o. El tud ¶erni ¶ep¶³t}o d=2 ¡ c

p
d log d foksz¶amot minden pontra, ahol

c > 0, d-t}ol ¶es G-t}ol fÄuggetlen konstans? Esetleg d=3-at?

33A j¶at¶ek hossza ezzel a strat¶egi¶aval ¶ori¶asi m¶ar akkor is, ha D egy szab¶alyos ÄotszÄog
cs¶ucshalmaza.
34Az ¶un. ¶allapotgr¶af vizsg¶alat¶ara van szÄuks¶eg; ennek nagyj¶ab¶ol O(N3N) pontja van,

ahol N = jV j a F = (V;H)-ra. Ez pl. a HJ(5; 3)-ra O(3125) pont¶u gr¶afot jelent, azaz
rem¶enytelen v¶allalkoz¶as.
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9. Az F = (V; H) hipergr¶afra
P

A2H 2¡jAj+1 < 1. Igaz, hogy ekkor a
k¶erdez}o nyeri a v¶alaszt¶o-k¶erdez}o j¶at¶ekot F-en?

10. Az F = (V; H) hipergr¶afra
P

A2H 2¡jAj+1 < 1. Igaz, hogy ekkor a
rombol¶o nyeri az ¶ujrafelhaszn¶alt ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot F-en?

11. A Kn ¶elein j¶atszik (1 : b) elfogult j¶at¶ekot ¶ep¶³t}o ¶es rombol¶o. ¶Ep¶³t}o
akkor nyer, ha megszerez egy fesz¶³t}of¶at. Mi a legnagyobb b(n) amelyre
nyerhet? (Nyerhet, ha b(n) = (1 ¡ ²)n= log n, ² > 0, n > n²?)

12. F = (V;H) majdnem diszjunkt hipergr¶afra jAj · 4 minden A 2 H-ra.
El lehet dÄonteni polinom id}oben, hogy ki nyeri az ¶ep¶³t}o-rombol¶o j¶at¶ekot
F-n?

13. PSPACE-teljes probl¶ema eldÄonteni, hogy ki nyer egy tetsz}oleges v¶alasz-
t¶o-k¶erdez}o j¶at¶ekban?

14. Nyerhet a kezd}o a Kaplansky j¶at¶ekban, ha k ¸ 4?

15. Nyerhet a kezd}o az alakzat j¶at¶ekban a s¶³kon egymilli¶o l¶ep¶esn¶el keveseb-
bel, ha D a szab¶alyos 17-szÄog cs¶ucshalmaza?
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POSITIONAL GAMES

In the Introduction we de¯ne the Positional (or Hypergraph) Games, and the most
basic facts (Zermelo-von Neumann theorem, the Strategy Stealing argument) con-
cerning those. A few examples are also listed, such as the Tic-Tac-Toe, the Tic-
Toc-Tac-Toe, the 5-in-a-row, and its generalization the k-in-a-row. Formally a
Positional Game is de¯ned as follows. Given an arbitrary hypergraph F = (V;F),
the ¯rst and second players take elements of V in turns. The player, who takes all
elements of an edge A 2 F ¯rst wins the game. In the second section (Topology)
we mainly deal with the game of hex, the hex theorem and its relatives. There
is no draw in hex, and this fact is equivalent to the Brouwer ¯xed point theorem,
the Pouzet lemma, or that the y-game also cannot end in a draw. The central
result of the third section (Pairing and Matroids) is the Hales-Jewett theorem. It
comes from the classical K}onig-Hall theorem and the main consequences of it are
the bounds on the Hales-Jewett games. There are natural generalizations of pairing
strategies; one is the divisions of the board into pieces that can be used in the k-in-
a-row games. The other is a dynamic pairing that is based on matroids and gives
Lehman's theorem. The fourth section (The probabilistic method and weight func-
tions) are devoted to the variants of the ErdÄos-Selfridge theorem. The main issue
is how to turn random graph/hypergraph arguments into deterministic strategies.
Here we discuss Maker-Breaker and Picker-Chooser games, biased games, games
de¯ned on the complete graph Kn or even on the random space G(n; p). At the
end of the section we mention some problems involving in¯nite hypergraphs; those
are the Kaplansky's game, and its variants/derivatives. Finally we provide a list of
open research problems.


