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REDUNDANCIA KOOPERATIV JATEKOK
MEGOLDASAIBAN I: A MAG ES A SZUKMAG!

SOLYMOSI TAMAS
Budapesti Corvinus Egyetem

1 Bevezetés, alapfogalmak

A kooperativ jatékok az olyan tobbszereplés déntési helyzetek matematikai
modelljei, amelyekben a szereplék egyiittmiikodhetnek egymassal, ha az szé-
mukra el6ny6s. Mint minden a jatékelmélet eszkozeivel vizsgalt helyzetben,
a szereplOk itt is szuverén dontéshozdk, akik csak részleges befolyassal birnak
a helyzet kimenetelére, ugyanakkor —a tobbi szereplé dontésétol valo fliggés
keretein belill— képesek a sajat érdekeik érvényesitésére, példaul ugy, hogy
nem vesznek részt egy szamukra nem kedvezd egytlittmiikodésben.

Az elemzéshez hasznalt modellek fontos sajatossaga az, hogy nem részlete-
zik a jaték idobeli lefolyasat, a szereplék dontési lehetdségeit, az informéciok
elérhetdségét, az alkufolyamatokat, hanem csak az egyes tarsuldsok altal elér-
het6 kimeneteleket adjak meg. Jelentés mértékben megkonnyiti a kooperativ
dontési helyzet modellezését és vizsgalatat, ha az elérheté kimeneteleknek
van egy olyan tetszolegesen oszthatd és a szereplok kozott atviheto eleme,
ami egy minden szerepld szamara azonos megitélési skalat adhat. Ilyen eset-
ben ugyanis ezen az egységes skalan mérhetjiik az egyes tarsulasok egytitt-
miikodési potencidljat. Jelen dolgozatban csak ilyen kooperativ dontési hely-
zetekkel foglalkozunk, és a feltételezett univerzélis érték-kozvetité eszkozt
pénznek fogjuk hivni. Habar tudjuk jél, hogy a valdsdgban egy adott pénz-
mennyiség megszerzése vagy elvesztése nem ugyanazt jelenti egy koldusnak,
mint egy milliomosnak, mégis szamos esetben jogos a szereplok azonos érté-
kelését feltételezni.

Egy ilyen ,,egy-az-egyben” atvalthaté egyéni hasznossagokkal rendelkezé
helyzet matematikai modelljét TU-jatéknak (transferable utility game) hiv-
juk, de a tovabbiakban elhagyjuk a TU jelzét. Egy jdték alapvetoen két Gssze-
tevébol all: a jatékosok nemiires, véges N halmazabdl, és egy v : 2V — IR
koalicids fiiggvénybdl, amire az egyetlen megkotés az, hogy v(f) = 0 teljesiil-
jon. A koaliciés fliggvény tehdt a jatékosok tetszéleges S C N koalicidjdra
megadja annak v(S) ,értékét” a feltételezett egységes hasznossdg-skalan.

1Beérkezett: 2008. maércius 16. Ezen munka a szerzé Bolyai Jdnos Kutatési
(")szténdija alatt késziilt, bemutatdsit a First Spain Italy Netherlands Meeting on Game
Theory (Maastricht, NL, 2005) konferencidn az OTKA T46194 pélydzat tdmogatta.
Koszonet illeti Biré Pétert a kiillonb6zé kéziratvaltozatok gondos dtolvasdsaért, pontositéd
észrevételeiért, és kiilonosen a magra vonatkozé megéllapitdsok élesitését eredményezé
hasznos javaslataiért. Természetesen a fennmaradd esetleges hibak kizardlag a szerzé szam-
l4jara iranddk (az aldbbi cimen). E-mail: tamas.solymosi@uni-corvinus.hu.
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Egy S C N koalicié tagsdgi vektora alatt azt az e¥ € {0, 1} vektort értjiik,
amelynek az i € S-hez tartozé komponenseire ef = 1, mig az i € N \ S-hez
tartozé komponenseire e = 0 teljesiil. A nemiires koalicik halmazat N-
nel fogjuk jelolni, azaz N = 2V \ {0}, a valdi részkoalicick halmazat pedig
Ny-al, azaz N =2V \ {0, N}.

Itt csak olyan dontési helyzetekkel foglalkozunk, amelyekben joggal felte-
het6, hogy az Osszes szerepld egyiittmiikodik és 1étrejon az N nagykoalicio.
Ekkor ugyanis a {6 kérdés ,,csak” az, hogy miként részesedjenek az egyes
jatékosok a kozosen elérhetd v(IN)-bdl, de nem kell térédniink a koalicidk
formalédésanak — az osztozkodashoz egyébként szorosan kapcsolddd — prob-
lém3ajaval.

Az egységes hasznossag-skalan mérve jeldlje x; € IR az i € N jatékos
részesedését. Az egyszeriiség kedvéért azt mondjuk, hogy x; az i jatékos
kifizetése. Az (N, v) jaték altal leirt kooperativ dontési helyzet egy lehetséges
kimenetelét a jatékosok kifizetéseit tartalmazé x = (x;);en € IRY vektorral
adjuk meg, amitél csak azt koveteljilk meg, hogy szétosztds® legyen, azaz
teljesitse a .y ; = v(N) egyenléséget®. Ez magiban foglalja egyrészt a
nagykoalicié altali elérhetéséget / megvaldsithatésdgot (Y,cn i < v(N)),
madsrészt a nagykoalici6 éltali elfogadhatésagot (D,cn @i > v(N)).

Az itt targyalt megolddsok abban térnek el egyméstdl, hogy ezen alaphal-
maz elemeire milyen egyéb kivanalmakat ronak ki. Ko6z6s benniik viszont az,
hogy csak a figyelembe vett koalicidk tGbbletétdl fiiggnek. Egy adott (N, v)
jatékban az S C N koaliciénak az = € IRV kifizetésnél vett tobblete alatt az
e(S, z) = v(9)—x(S) szdmot értjiik, ahol 2(S) = e°-x jeldli a koaliciénak juté
Osszkifizetést. A tobblet nemcsak azt jelzi, hogy az adott kifizetés elérhet6-e
a koalicié szamara, hanem mintegy azt is ,,méri”, hogy a koalicié mennyire
,,elégedetlen ill. elégedett” (ha a tobblet pozitiv ill. negativ) a neki jutd
Osszkifizetéssel. Vegyiik észre, hogy tetszbleges (IV,v) jatékban tetszOleges
r € RN Kkifizetésnél e((),z) = 0. A jéték lehetséges kimeneteleinek halmaza
a tobblettel kifejezve:

pIm:{xEBN:e(N,x)zo}. (1)

Allapl'tsuk meg, hogy a szétosztasok halmaza barmely jatékban egy hipersik,
tehat nem iires.

A szébajohet6 kimenetelekkel szemben tdmasztott kivanalmak egyik alap-
tipusa a bizonyos koaliciék altali elfogadhatésdg. Azt mondjuk, hogy az
(N,v) jatékban az x € IRN kifizetésvektor elfogadhaté az S koalicié szdma-
ra, ha ) ;g2 > v(S). Egyébként ugyanis az S koalicié x-nél vett e(S,x)
tobblete pozitiv lenne, s ennek szétosztasaval gy kaphatna tobbet az S mind-
egyik tagja, hogy Osszességében nem 1épnék til az dltaluk elérheté v(S)-t, az
S tehat megalapozottan utasitand el az x-et.

Amennyiben az Gsszes egyszereplés koalicié altali elfogadhatdsagot eldir-

2 Angolul preimputation a leginkabb elterjedt széhasznalat.
3E kovetelményt szokss hatékonysignak / Pareto-optimalitdsnak is nevezni.
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juk, akkor az
Im:{prIm:e({i},x) <0 ViEN} (2)

halmazba tartozo kifizetésvektorokat tekintjiik. Az ilyen kimeneteleket elosz-
tdasnak? nevezziik. Altalénosan, ha az elfogadhatdsagot megkoveteljiik egy
bizonyos B C N csalddba tartozé minden koaliciéra, akkor a szébajohetd
kimenetelek

Co(B) = {x eplm:e(S,z) <0 VSe B} (3)

halmazét B-magnak hivjuk. Az AN, -magot réviden csak magnak® nevezziik,
és egyszerlien Co-val jeloljiik. A B-mag axiomatikus jellemzésével kapcsolat-
ban Pulido és Sanchez-Soriano (2006), illetve Llerena (2007) munkait emlitjiik.

Dolgozatunkban el6szor azt vizsgaljuk, hogy a B-mag miként fiigg a figye-
lembe vett koaliciék B csaladjatol. Melyek azok a B-beli koalicidk, amelyek
elhagyhatok anélkiil, hogy a B-mag megvaltozna? Cikkében e kérdés fontos-
ségat hangsilyozza Ray (1989).

2 A B-mag

Ebben a fejezetben is egy rogzitett (N,v) jaték esetén vizsgiljuk a mag-
koncepciot, ezért a jelolésekben ezeket a paramétereket nem tiintetjiik fel.
Tovabbra is N = 2V \ {0, N} jeloli a valédi koalicidk halmazat.

Kezdjik a B-mag nemiirességének kérdésével. Legyen a B C N koalicié-
csaldd rogzitett. Azt mondjuk, hogy az (N, v) jaték B-kiegyensilyozott, ha

[Z'yTeTzeN;'yTEO VTEB} = Z'yTU(T)SU(N), (4)

azaz ha a szétosztandé v(IN) nem kevesebb, mint az N béarmelyik B-beli
koalicidkkal torténd kiegyensilyozott felbontasanak az értéke.

A kovetkez6 allitas a TU-jatékokban a mag nemiirességét jellemzé, a Bon-
dareva (1963), illetve Shapley (1967) nevéhez kothetd klasszikus eredmény
kézenfekvo altalanositasa. Bizonyitasat is csak a teljesség kedvéért és a ké-
s6bb alkalmazott gondolatmenetek szemléltetése céljabdl adjuk meg. Tovab-
bi dltaldnositdsokra vonatkozé hasonlé eredmények taldlhatok Faigle (1989)
munkajaban.

1. Allitas. Egy jaték B-magja pontosan akkor mem tires, ha a jaték B-ki-
egyensulyozott.

Bizonyitds. A (3) definicié alapjén a B-mag pontosan akkor nem iires, ha

4 Angolul imputation a leginkabb elterjedt széhasznélat.
5 Angolul core.
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van lehetséges megoldédsa az aldbbi linearis programozasi feladatnak:

0

min e" - x

el 2 > o) VI'eB

—eNox = —wu(N) 5)
re RN

Az azonosan 0 célfiiggvény miatt az (5) feladatnak pontosan akkor van
lehetséges megoldésa, ha van optimélis megoldédsa (amikor persze az optimum
értéke 0). A dualitési tétel szerint ez pontosan akkor kovetkezik be, ha az
(5) feladat dudljdnak, azaz a

max Z Arv(T) — unv(N)
TeB

Z Arel — uyeN = e? (6)
TeB

Ar >0, unv€elR, VT eB

linedris programozési feladatnak van optimdalis megolddsa (amikor persze a
dudl optimumérték is 0).

Mivel a (6) feladat barmely lehetséges megolddsanak tetszéleges pozitiv
skalarszorosa is a (6) egy lehetséges megolddsa, igy a (6) feladatnak pon-
tosan akkor van optimélis megoldésa, ha minden nemtrividlis (()\T)Te By [ N)
lehetséges megoldasara a célfiiggvényérték nempozitiv. Ez pedig pontosan azt
jelenti, hogy a jaték B-kiegyensilyozott. Egyrészt ugyanis a (6) tetszileges
nemtrividlis ((Ar)res ,un) lehetséges megolddsdban py > 0 kell legyen,
igy a ('yT = %)Tes egy olyan stlyvektor, amire teljesiil a (4) implikacié
feltétele. Masrészt, a (4) implikdcié feltételét teljesits tetszbleges ('yT)T B
stlyvektorra a kib8vitett ((yr)res ,1) vektor a (6) egy lehetséges megoldésa.
Harmadrészt pedig a (6) egy lehetséges megolddséara a célfiiggvényérték nyil-
vénvaléan pontosan akkor nempozitiv, ha a hozza (kolcsénosen egyértelmii-
en) rendelt sulyvektorra teljesiil a (4) implikdcié kovetkeztetése. O

Legyen a rogzitett (IV,v) jaték B-magja nemiires. Azt mondjuk, hogy az
S € B koalici6 redunddns a B-magra nézve, ha Co(B\ {S}) = Co(B). Mivel
nyilvdn mindig Co(B\{S}) 2 Co(B), egy koalici6 akkor redundéns, ha figyel-
men kiviil hagyasa nem véltoztatja meg a megoldast, djabb kifizetésvektorok
nem keriilnek a magba.

A redundancia jellemzésében kulcsszerepet jatszik egy, a (6)-hoz nagyon
hasonlé feladattipus. Valéjaban csak a feltételi egyenletrendszer jobb oldalat
valtoztatjuk a nullvektorrdl az adott koalicid tagsagi vektorara. TetszOleges
S C N-re és B C Ni-ra jelolje LP(S,B) az aldbbi linedris programozdsi
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feladatot:
max Z Arv(T) — punv(N)
TEeB
LP(S,B) : Z Arel — pye =e’ (7)
TEeB

A >0, puvelR, YT eB

Az S # N koalici6 egy gyenge felbontdsa alatt az LP(S, B) egy olyan lehetséges
megolddsat értjik, amelyben Ag = 0. Amennyiben a puy = 0 is teljesiil
(vegyiik észre, hogy minden lehetséges megolddsban py > 0), akkor a gyenge
jelzét elhagyhatjuk. Az S egy felbontdsa tehat csak az S valédi részhalma-
zaibdl allhat. Az N ¢ B miatt a nagykoalicié gyenge felbontdsérdl nem
beszélhetiink, felbontdsardl viszont igen, ldsd a (4) implikdcié feltételét. Az
N felbontasai tehat pontosan megfeleltethetck a B-kiegyensilyozott koalicio-
csalddoknak.
Fontos a kovetkezd észrevétel.

2. Megjegyzés. Barmely S # () koalicidra, ha az LP (S, B)-nek van lehetséges
megoldasa, akkor van optimélis megoldasa is, hiszen a célfiiggvénye csak
egy olyan lehetséges félegyenes mentén tarthatna a +oo-be, amelyik egy
lehetséges félegyenes az LP(, B) feladatban is, de mivel a két célfiiggvény
azonos, ez ellentmondana a B-mag feltételezett nemiirességének, ugyanis a
jaték B-kiegyensulyozottsaganak eldontését lehetévé tevo, homogén felté-
telrendszerti (6) feladat éppen az LP(0,B8). (Ez a feladat egyébként mds
megoldasi koncepcidk vizsgalatanal is hasznos, erre vonatkozéan lasd Derks
és Reijnierse (1998) cikkét.)

Jelolje max LP(S, B) az LP(S, B) feladat optimumértékét, illetve legyen
max LP(S, B) = —oo, ha a feladatnak nincs lehetséges megoldésa.

3. Allitas. Egy S € B koalicio pontosan akkor redunddns a jaték nemdiires
B-magjdra nézve, ha v(S) < maxLP(S,B\ {S}).

Bizonyitds. Legyen a jaték B-magja nemiires. Ekkor nyilvéan a (B \{S })-mag
sem fires. Tekintsiik az LP (S, B\ {S}) dudljét:

min e -z

el -z > o(T) VT eB\{S}

—eV.ox = —u(N) ®)
re RN

Itt a lehetséges megolddsok halmaza éppen (a nemiires) Co(B\ {S}). Az S
tehdt pontosan akkor redundéns a B-magra nézve, ha a (8) feladat minden
lehetséges megoldéséra az e -z > v(S) egyenlétlenség is teljesiil. Ez viszont
ekvivalens azzal, hogy a minimum is > v(5), és a dualitds tétel miatt azzal
is, hogy max LP (S, B\ {S}) > v(S). O
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A fentiekbdl kévetkezik, hogy egy koaliciénak a B-magra valé redundan-
cidja eldonthetd egy |B|-valtozds, |N|-feltételes linedris programozési feladat
megoldasaval.

A 3. 4llités szerint a nemiires B-magra nézve redundans koaliciék pontosan
a gyengén B-majordlhato koalicidk, vagyis azok, amelyeknek van az értékiiket
eléré vagy azt meghaladé értékii B-beli gyenge felbontasuk. A gyengén
nem B-majordlhaté (vagyis a B-magra nézve nem redundéns) koalicidkra azt
mondjuk, hogy erdsen alapvetéek® a B-ben. Jelélje SV(B) ezek halmazat,
azaz legyen

SV(B) = {s € B:v(S) > max LP(S, B\ {S})} . (9)
Definialjuk tovabba az
SVH(B) = {S € B: v(S) > maxLP(S, B\ {S})} .

koaliciécsaladot.
A 3. allitas bizonyitasabdl vildgos, hogy a B-ben erdsen alapvetd koalicié-
kon kiviil a

H(B) = SVH(B) \ SV(B) = {s € B:v(S) = maxLP(S, B\ {S})}

halmazbeli koalicickhoz tartozé e -z > v(S) félterek is tdmaszfélterei a
B-magnak, hiszen ilyenkor a (8) feladatnak van optimélis megoldasa, és ez
éppen az e° - x = v(S) hatérsikra esik. Akkor miért redunddnsak mégis? A
valasz az, hogy egyenként, a tobbiek megtartdsa mellett valoban elhagyhatdk,
de meghatarozova valhatnak, ha tobb ilyen redundéns koaliciét is figyelmen
kivill hagyunk. A jelenség szemléltetésére nézzitk a kovetkezd 3-szereplds
példat.

4. Példa. Legyen N = {1,2,3}, a koaliciés fiiggvény pedig v(S) = |S|
minden S C N-re.

Legyen el6szor B = N.. A mag egyetlen eleme az (1,1,1) szétosztés.
Koénnyen ellendrizhets, hogy SV(B) = 0 és H(B) = B. Példaul, v(1) =
v(12) + v(13) — v(123) = maxLP(1, B\ {1}), illetve v(12) = v(1) + v(2) =
max LP (ﬁ, B\ {ﬁ})

Mésodszor, legyen B = {12,13,23}. A B-mag egyetlen eleme tovébbra is
az (1,1,1) szétosztds. Ugyanakkor most mar SV(B) = B és H(B) = 0, vagyis
az egyszereplGs koalicidk elhagyasa utédn erdsen alapvetévé valtak az addig
redundans kétszereplos koaliciok.

Jelolje max LP( (S, B) annak az LPy(S, B) feladatnak az optimumértékét,
amelyet az LP(S, B) feladatbdl a py = 0 feltétel hozzdaddsdval (masképpen,
a uy valtozé elhagydsaval) kapunk. Most is legyen max LPy(S, B) = —oo,
ha a feladatnak nincs lehetséges megoldédsa. A

V(B) = {s € BU{N}: v(S) > maxLPy (S, B\ {S})} (10)

6 Angolul strongly vital, de az elnevezés 1j.
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halmazba tartozé koalicidkra azt mondjuk, hogy alapvetéek” a B-ben. Vegyiik
észre, hogy V(B) # (), mert minden a tartalmazdsra nézve minimalis B-beli
koalicié alapvetd B-ben, hiszen a megfelel$ (10)-beli LPg-nak nincs lehetséges
megolddsa. Tovdbba SV(B) C V(B), hisz nyilvdnvaléan max LP > max LP.
A 4. példabeli els§ esetben SV(B) = 0 C {1,2,3} = V(B) C B, tehét az erésen
alapvet§ koaliciék halmaza lehet {ires is, a tartalmazdsok pedig szigoruak. A
mésodik esetben viszont SV(B) = V(B) = B.

5. Megjegyzés. Az 1. éllitds bizonyitasdbdl vildgos, hogy egy jaték B-magja
pontosan akkor nem iires, ha v(N) > maxLPy(N,B\ {N}). Tehét, ha a
B-mag nem iires, de az N nagykoalicié nem alapvetd B-ben, akkor egyrészt
v(N) = per yr v(T) valamilyen pozitiv y7 silyokkal kiegyensiilyozott 7 C
B\ {N} koalicidcsalddra, mésrészt az N akdrmelyik ilyen majordlasaban
szereplé barmelyik T' koalicié kifizetése konstans a B-magon. Pontosabban,
el -z = v(T) tetszbleges z € Co(B)-re, ugyanis a

N)= Z”)/TU(T)S ZvTeT-xzeN-xzv(N)

TeT TeT

lancban szerepl6 egyenl6tlenségnek, s6t az Osszegzésben szereplé mindegyik
v(T) < el -z tag-egyenlétlenségnek is egyenlSségként kell teljesiilnie.

Az eddig bevezetett fogalmak szemléltetésére nézziik a kovetkezd 4-sze-
replGs példat.

6. Példa. Legyen N = {1,2,3,4}, a koaliciés fiiggvény pedig v(12) = 0,
v(23) = 6, v(24) = 6, v(3 4) = 6, v(123) = 6, v(124) = 6, v(134) = 7,
v(234) =9, v(N) = 10 és v(T ) =0 mmden egy¢b T koalicidra.

ladjat. Az 1. tdbldzatban feltiintettuk ezen koallclok besorolasat illetve a
koalicié értékének Osszevetését a megfelelé LP egy-egy maximalis értékii meg-
oldasaval is.

S | w(S) || v(B) SV(B) H(B) maxLP (S, B\ {S})
1 0 + + - (1) > v(12) +v(134) — v(N)
2 0 + - - v(2) < (D) + v(23) +v(24) — v(N)
3 0 + - - v(3) < v(23) 4+ v(134) — v(N)
4 0 + — — v(4) < v(24) +v(134) — v(N)
2 0 — — — v(12) < 20(T) 4 v(23) + v(24) — v(N)
23 6 + + - v(23) > v(2) +v(3)
24 6 + + - v(24) > v(2) + v(4)
34 6 + - + v(34) = v(134) + v(234) — v(N)
34| 7 + + - v(134) > v(1) + v(34)
234 9 — — + v(234) = 2v(23) + 2v(24) + $v(39)
1. tabldzat

7 Angolul vital.
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Minden lehetséges tipusra akad példa, a (+,+,+), (—, +,4+) és (—,+, —)
kombinacidk ugyanis nyilvan nem fordulhatnak el6. Az 12 nem alapvetd és
nem is SVH-beli, mert v(12) = v(1) + v(2) = maxLPy < maxLP. A 234
sem alapvetd, viszont H-beli, ugyanis v(234) = max LPy = max LP. Emlitést
érdemel még az alapvetd és H-beli (és igy nem erdsen alapvets) 34 koalicié
is, amire max LPy < v(34) = max LP. Megjegyezziik, hogy mindkét H-beli
koaliciénak van maximalis értékii, csak SV-beli koalicidkkal torténé gyenge
majoréldsa is, hiszen a tédblazatban megadottakon kiviil v(34) = v(23) +
v(24) + 20v(134) — 20(N), illetve v(234) = v(23) + v(24) + v(134) — v(N) is
teljestl.

Az N alapvet$ a B-re nézve, hiszen v(N) = 10 > 9.5 = max LPo (N, B\
{N}) = 30(T)+50(23) + 3v(24) + 3v(134). A jat¢k B-magja tehdt nem iires
(ldsd az 5. megjegyzést), s6t maximalis-dimenziés, mivel csicspontjai az affin
fiiggetlen (1,3,3,3), (0,2,4,4), (0,3,3,4), (0,3,4, 3) szétosztdsok.

Vizsgalatainkban fontos szerepet jatszanak majd a kovetkezo észrevételek.
7. Lemma. Legyen a jaték B-kiegyensilyozott és S € B tetszdleges. Ekkor
(i) S ¢ V(B) esetén V(B\ {S}) = V(B);

(i) S ¢ SVH(B) esetén SVH(B\ {S}) = SVH(B) és SV(B\ {S}) =
SV(B);

(i) S € H(B) esetén SVH(B\ {S}) = SVH(B) \ {S};
() ha N alapvets B-ben, akkor S ¢ SV(B) esetén SV(B\ {S}) = SV(B).

Bizonyitds. Eldszor a (iv) kijelentést igazoljuk. Azért, hogy gondolatmene-
tiinkbél a t6bbi kijelentés is kdnnyen adédjon, a v(N) > max LPo (N, B\{N})
feltevéssel majd csak akkor éliink, ha elengedhetetleniil sziikséges. Addig csak
egy tetszOleges B-kiegyensulyozott jatékot feltételeziink. Mivel a nagykoali-
cion kiviil el6forduld Gsszes koalicié B-beli, igy az atlathatdsag kedvéért ezt
csak a feltétlentil sziikséges esetekben tiintetjiik fel.

Legyen az S ¢ SV(B) tetsz8legesen rogzitett. Ekkor az LP (S, B\ {S})

feladatnak van olyan (()\ R)R£S) MN) optimaélis megoldasa, amire

o() € 3 Anv(B) - () (1)
R#S
Mivel barmely T' € B-re nyilvan max LP (T, B\{T'}) > max LP (T, B\{S,T?}),
igy ha T € SV(B) akkor T' € SV(B\ {S}). Kapjuk tehét, hogy SV(B) C
SV(B\ {5)).
A forditott irdnyu tartalmazds beldtdsdhoz tegyiik fel, hogy T ¢ SV(B)
és persze T # S (ha nincs két kiilonb6z6 nem erésen alapveté koalicié B-
ben, akkor nincs mit igazolni). Ekkor van olyan ((ar)rxr,Bn) optimélis
megoldésa az LP (T, B\ {T'}) feladatnak, amire

o(T) < asv(S)+ > arv(R) = Byv(N) . (12)
R#S,T
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Két eset lehetséges.

1. Ha ag = 0, akkor T' ¢ SV(B\ {S}), vagyis a T nem erésen alapveté a
B\ {S} koaliciécsaldadban sem.

2. Ha viszont ag > 0, akkor a (11) egyenlStlenség ag-szeresét a (12)
egyenl6tlenségbe helyettesitve kapjuk, hogy

(I—asAr)v(T) < Z (ag +asAr)v(R) — (By +asun)v(N) . (13)
R#S,T

Természetesen, a megfelel6 felbontasokkal ugyanezt a miveletet elvé-
gezve a tagsagi vektorok kozotti analdg Osszefliggés egyenloségként tel-
jesiil. Két aleset lehetséges.

(i) Ha 1—agAr > 0, akkor a (13) egyenl6tlenséget ezzel leosztva kapunk
egy olyan lehetséges megoldésat az LP (T, B\ {S,T}) feladatnak, amire
a célfiiggvény értéke legaldbb v(T'). Tehat a T nem erdsen alapvetd a
B\ {S} koaliciécsaldadban sem.

(ii) Ha viszont 1 — agAr < 0, akkor a (13) egyenlStlenséget dtrendezve
kapjuk a

(Bn + aspun)v(N) < (agAr — Do(T) + Z (ar + asAr)v(R) (14)
R#S,T

Osszefiiggést, amiben a koalicids értékek silyai mar mind nemnegativak.
A bal oldalon a v(N) egyiitthatGja csak puy = By = 0 esetben lehetne
nulla, de ekkor egyrészt az ag feltételezett pozitivitdsa és az LP (T, B\
{T}) feltételrendszerében szereplo tagsagi vektorok nemnegativitdsa
miatt S C T, mésrészt a feltételezett Ay > 1/ag pozitivitdsa és az
LPo (S, B\ {S}) feltételrendszerében szerepld tagsagi vektorok nemne-
gativitdsa miatt T" C S kellene legyen, ami egyszerre nyilvan lehetetlen.
A (14) egyenlétlenséget leosztva a pozitiv (B + aspn )-nel kapunk egy
olyan lehetséges megolddsat az LPo (N, B\ {S, N}) feladatnak, amire a
célfiggvény értéke legaldbb v(N). Kapjuk, hogy

v(N) < maXLPO(N,B\ {S,N}) < maXLPO(N,B\ {N}) <w(N),
(15)
ahol az utolsé egyenlotlenség a jaték B-kiegyensulyozottsaga miatt igaz.
A (15)-beli mindegyik egyenlStlenségnek tehdt egyenléségként kell tel-
jesiilnie. A (iv) kijelentés feltétele viszont ezt kizarja, igy ilyen jatékok-
ban ez az aleset nem fordulhat elé.

T6bb (al)eset nem 1évén a (iv) kijelentés bizonyitdsa ezzel kész.

A (iii) kijelentés nagyon hasonléan igazolhat6. Egyrészt, nyilvin SVH(B)\
{S} € SVH(B\ {S}). Mésrésat, legyen S € H(B) és T ¢ SVH(B). Ekkor
T # S, a (11) egyenldségként, a (12) viszont szigori egyenlStlenségként
teljesiil. Ha a (12)-ben ag = 0, akkor T ¢ SVH(B \ {S}). Ha viszont
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ags > 0, akkor a fenti gondolatmenetet megismételve kapjuk, hogy a (13)
is szigoru egyenl6tlenségként &ll fenn. A 2(i) alesetben azt kapjuk, hogy
T ¢ SVH(B\ {S}). A 2(ii) aleset pedig a (14), illetve a (15)-beli els8
egyenlStlenség szigoru volta miatt zdrhaté ki (barmilyen B-kiegyenstlyozott
jatékban).

A (ii) kijelentés igazoldsa teljesen hasonld. Egyrészt nyilvin SV(B) C
SV(B\{S}) és SVH(B) C SVH(B\{S}). A forditott irdnyt tartalmazésok
beldtdsdhoz legyen S ¢ SVH(B). Tetszbleges T # S és T ¢ SV(B) koaliciéra
fenndll (12), s6t T' ¢ SVH(B)-re szigoru egyenlétlenségként, igy ag = 0 mel-
lett adédik a kivént T ¢ SV(B\ {S}), st az utébbi esetben a T' ¢ SVH (B
{S }) is. Ha viszont ag > 0, akkor a most szigoru egyenlotlenségként teljesild
(11) behelyettesitésébdl azt kapjuk, hogy a (13) is szigoru egyenlStlenségként
all fenn. Innen mér tetszéleges T ¢ SV(B) koaliciéra az addédik a 2(i) al-
esetben, hogy T ¢ SVH(B\ {S}) 2 SV(B\ {S}). A 2(ii) aleset most is
a (14), illetve a (15)-beli elsd egyenlStlenség szigord volta miatt zarhaté ki
(barmilyen B-kiegyensilyozott jatékban).

Az (i) kijelentés is konnyen adédik a fenti gondolatmenetbél, hiszen S, T ¢
V(B) esetén feltehetd, hogy a (11) majordlésban uy = 0, illetve a (12) ma-
joralasban Gy = 0. Masképpen fogalmazva, az emlitett LP feladatok helyett
vehetjiikk a megfelel6 LP, feladatokat, ugyanakkor a megéllapitdsokban az
,,erésen alapvetd”-t nyilvan ,,alapvetd”-re kell cseréljitk. A 2(ii) aleset kiza-
rasahoz ekkor nincs sziikség a jatékra tett semmilyen feltételre, hiszen amint
azt ott mar meggondoltuk, uy = By = 0 esetén ag és Ay egyszerre pozitiv
nem lehet. O

A 7. lemmabeli megallapitasok szemléltetésére vegyiik a kbvetkezd jatékot.

, a koalici6s fiiggvény pedig v(12) =

4
2, v(123) = 6, v(124) = 6, v(134) =

0 minden egyéb T koaliciéra.

8. Példa. Legyen N = {1,2,3,
v(23) = 6, v(24) = 6, U(ﬂ) =
U(234) =7, U(1234) =38, ésv(T)

4,
4,

A jaték B- klegyensulyozott hlszen teljesul ra a ( ) alattl 1mphka(210 Tovabba
mivel v(N) = 8 = Jo(1) +5v(23) +3v(24) + $v(134) = max LP (N, B\{N}),
minden B—magbeh k1ﬁzetesre teljesulnle kell az (1) = 0 = v(1), 2(23) =
6 = v(23), 2(24) = 6 = v(24), 2(134) = 4 = v(134) egyenléségeknek
(ldsd az 5 megjegyzest) Sét, mivel az LPq (N, B\ {N})-nek maximumét
adja az $v(12) + $v(23) + U(24) + 2v(134) felbontés is, a B-mag minden
elemére teljesulnle kell még az x(12) = 4 = v(12) egyenléségnek is. Ennek az
egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van, igy a jaték B-magja az egyetlen
(0,4,2,2) szétosztasbdl all.

A 2. tdbldzatban feltliintettiik a B-beli koaliciék besoroldsat, illetve a ko-
alicio értékének Osszevetését a megfeleld LP egy-egy maximalis értéki meg-
oldasaval is.
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S | ws) || viB) SvB) H(B) maxLP (S, B\ {S})

1 0 + - + v(1) = v(12) + v(134) — v(N)

2 0 + - - v(2) < v(1) +v(23) + v(24) — v(N)

3 0 + - - v(3) < v(23) + v(134) — v(N)

| 0 + —~ = || v®) < v(24) +v(134) — v(N)

12 4 + - + v(?) = 211_(T) + vQ_?)) + v(i_4) —o(N)
23 6 + + - 0(23) > v(3) + v(12) + v(234) — v(N)
24 6 + + - v(24) > v(d) + v(12) + v(234) — v(N)
31 2 + - - v(34) < v(23) + v(24) + 2v(134) — 20(N)
134 | 4 + + - v(134) > v(1) + v(34)
234 7 - - - v(234) < v(23) +v(24) + v(134) — v(N)

2. tdbldzat

A B-ben a 234 koalicié nem alapvetd, ugyanis

537 1353 1357 1 37 — 1 — 1 — 1 —
234:_23 — .24 - .34 - —— Zv(24 - 1) . (1
e g€t Fgen, & v(234) 21}(23)4—2@( )+2U(3 ). (16)
Ugyanakkor a megfelel6 LPy-k megoldasaval konnyen ellenérizhetd, hogy az
Osszes tobbi koalicié alapveté B-ben. Példdul, a 34 koalicié alapvetd B-ben,
hiszen v(34) = 2 > 0 = max LP((34, B\ {34}). Ugyanakkor, a 34 nem erésen
alapvet6 B-ben, mert példaul

34 _ 6134 4 6234 _ 61234

e , de v(34) <v(134) +v(234) —v(1234) . (17)

A megfelel6 LP-k megoldasaval kapjuk, hogy a B-ben erésen alapvetd koali-
ci6k halmaza SV(B) = {23,24,134}.

A 7. lemma (i) kijelentése szerint egy nem alapvetd koalicié elhagydsa
nem véltoztatja meg az alapvetd koaliciék halmazat. A B-ben alapvetd 34
koalicié példdul alapveté marad, ha elhagyjuk a nem alapvetd 234 koaliciét.
Jollehet a 34 nem erdsen alapvetd jellegét mutaté (17) gyenge majordlasban
a 234 is részt vesz, de szerepe kivalthaté a nem alapvetd jellegét mutaté (16)
majoralds behelyettesitésével. Vegyiik észre, hogy a behelyettesitett (16)
majordldsban ugyan részt vesz maga a 34 koalicié is, de csak % sullyal, ezért
a tagsagi vektorok egyenleteibdl a 234-mentes €34 = 23 4 24 4 2¢134 — 21234
gyenge felbontdst kapjuk, ami rdaddsul egy a (17)-belinél magasabb értékii
(egyébként a maximalis értékii, a tdbldzatban is szerepld)

v(34) =2 < 4=v(23) +v(24) + 20(134) — 2v(1234) (18)

gyenge majoralast ad. Ugyanez torténne persze, ha egy ilyen majoralast
egy majoralasba helyettesitenénk: egy legaldbb akkora értékii majoralast
kapndnk. Az adott nem alapveté koalicié tehat nem valna alapvetévé. Ez az
eset egyébként egy példa arra is, amikor egy nem (erésen) alapvetd koalicid
elhagyasa nem véltoztatja meg egy koalicié nem erdsen alapveto jellegét,
jollehet most v(N) = max LPo (N, B\ {N}).

A lemma (ii) kijelentése szerint egy nem SVH-beli koalicié elhagydsa nem
valtoztatja meg sem az SVH, sem az SV halmazokat. Erdemes ugyanakkor
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megemliteni, hogy ilyen esetben az alapveto koalicidk halmaza viszont béviil-
het. A 8. példdban hagyjuk most el a nem SVH(B)-beli (egyébként B-ben
alapvetd) 34 koaliciét. A B-ben nem alapvetd 234 koalici6 a B\ {34} csalédban
mdr alapvetd, hiszen ezen beliil mar csak egyetlen felbontdsa van, mégpedig
a €3 = e3 + ¢! felbontés, erre viszont v(234) =7 > 6 = v(3) + v(24). A

jelenség oka az, hogy a v(234)-nek az egyetlen B-beli majoraldsa a (16)-beli,
de ebbe a v(34) akdrmelyik gyenge majoralasat helyettesitjiik is, mar csak
gyenge majoralast kapunk. Vagyis csak a 234 nem SVH-beli jellege maradt
meg (mert egy nem SVH-beli koaliciét hagytunk el), de nem alapvetd jellege
megvaltozott.

A 7. lemma (iv) kijelentésében szereplé v(N) > maxLPo(N,B\ {N})
feltétel sziikségességének igazolasara vegytlik ismét a 8. példabeli jatékunkat,
ahol ez nem teljesiil, de azért a B-mag nem iires. Sem az 1, sem az 12
koalicié nem erdsen alapvetd, viszont mindketté H-beli, rdadasul szerepel-
nek egymds maximadlis értékii gyenge majordldsdban (lasd a 2. tabldzatot).
Ugyanakkor sem az LP (1, B\{1,12})-nek, sem az LP (12, B\ {1, 12} )-nek nincs
lehetséges megoldasa, tehat az egyik koalicié elhagyasa erdsen alapvetévé
teszi a masikat. Ez egyben példa arra is, hogy egy H-beli koalicié elhagyasa
esetén az SV bévillhet, ami a 7. (iv) miatt persze csak ,,degeneralt” B-
maggal rendelkezd jatékban fordulhat el8, és a 7. (ii) szerint ilyenkor is
csak olyan mdédon, hogy egy H-beli koalicié atkeriil az SV-be. Ugyanakkor,
amint azt a 6. példiban az egymdas maximalis értékii gyenge majoralasaban
szereplé H-beli 34 és 234 koaliciékkal kapcsolatban lattuk, ha a nemiires
B-mag ,nemdegeneralt”, akkor egy gyenge majoraldsban szereplé ugyan-
csak gyengén majoralt koalicid kikiiszobolhetd, tehat barmelyik nem er6sen
alapveto koaliciénak van olyan gyenge majoralasa, amelyben mér csak erésen
alapveto koalicidk szerepelnek. Ilyenkor tehat egy H-beli koalicié elhagyédsa
nem valtoztat a tobbi H-beli koalicié statuszan.

A fejezet 6 allitasa a kdvetkezd.

9. Tétel. Legyen a jaték B-magja nemiires. Ekkor
(i) CO(V(B) N SVH(B)) = Co(B);

(ii) SV(B) C D C SVH(B) minden olyan legsziikebb D C B koalicidcsalddra,
amelyre Co(D) = Co(B);

(iii) ha N alapvets B-ben, akkor Co(SV(B)) = Co(B), tovdbbd egyediil
D = SV(B) a legsziikebb olyan B-beli koalicidcsaldd, amelyre Co(D) =
Co(B).

Bizonyitas. A 7. lemma segitségével az allitdsok induktiven kénnyen iga-
zolhaték. Elészor nézzik az (i)-et. Legyen B\ V(B) = {S1,...,5,} és
V(B) \ SVH(B) = {Sp+1,---,Sp+q}- Természetesen p és/vagy ¢ lehet 0 is.
Jelolje VSVH a VN SVH metszetet. Hagyjuk el egyenként az S; koaliciokat,
eloszor az 1 < ¢ < p indextieket valamilyen tetszoleges sorrendben, majd a
p+1 < i < p+q indextieket Gnmagukon beliil ugyancsak tetszéleges sorrend-
ben. Az egyszeriiség kedvéért vélasszuk az indexek természetes sorrendjét,
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azaz legyen By = B ési=1,...,p+¢gra B; = B;_1 \ {5;}. Nyilvdnvaléan
B, =V(B) és Bpyq = VSVH(B).

Az S1 ¢ V(By) koaliciéra nyilvan S; ¢ SV(By) is igaz, igy a definicidk
alapjén Co(B;) = Co(By \ {S1}) = Co(By). A 7. lemma (i) miatt V(By) =
V(Bo \ {S1}) = V(By), mig a 7. (ii) és (iii) miatt SVH(B1) = SVH (B \
{S1}) = SVH(By) \ {51}, kovetkezésképpen VSVH (B1) = VSVH(By). Az
alapveto koalicidk halmazanak valtozatlansaga miatt ez a gondolatmenet in-
duktivan megismételheté mindaddig, amig el nem hagyjuk az Gsszes az ere-
deti B-ben nem alapvet6 koaliciot. Kapjuk, hogy mindegyik ¢ = 1,..., p-re
egyrészt Co(B;) = Co(B;_1), mésrészt VSVH(B;) = VSVH(B;—1). Ebbél
kovetkezik, hogy

Co(B,) =Co(B) é  VSVH(B,) = VSVH(B) (19)

tovébba, hogy SVH(B,) C B, = V(B,), vagyis a redukalt B, = V(B)-ben a
VSVH metszet méar azonos az SVH-val.

Folytassuk ¢ = p+ 1,...,p + g-ra az S; koalicidk elhagyasat. Mivel
az Sp11 ¢ SVH(B,) koaliciéra S,+1 ¢ SV(B,) is igaz, nyilvadn teljesil a
Co(By11) = Co(B,\{Sp+1}) = Co(B,) azonossdg. Mésrészt, a 7. lemma (ii)
miatt SVH(Bp11) = SVH (B, \ {Sp41}) = SVH(B,). Mivel most mér B, =
V(Bp), nyilvén V(Bp+1) = V(Bp\{Sp+1}) = V(Bp)\{5p+1} = Bp+1 is fennéll,
kévetkezésképpen VSVH(B,41) = VSVH(B,), vagyis most egy nem SVH-
beli koalicié elhagyédsa nem véltoztat a VSVH metszeten. A nem SVH-beli
koaliciék halmazéanak valtozatlansidga miatt ez a gondolatmenet induktivan
megismételhetd mindaddig, amig el nem hagyjuk az Gsszes B, \ SVH(B,)-
beli koaliciot. Kapjuk tehat, hogy mindegyik i = p+1,...,p+ g-ra egyrészt
Co(B;) = Co(B;_1), masrészt VSVH(B;) = VSVH(B;—1). Ebbdl és (19)-bél
kovetkezik, hogy

Co(Bp+q) = Co(B,) = Co(B) .

Figyelembe véve, hogy Bptq = VSVH(By+q) = VSVH(B,) = VSVH(B), az
(1) allitas bizonyitasa ezzel kész.

A (ii) allitds nagyon hasonlé médon igazolhatd. Legyen D C B egy tetsz6-
leges legsziikebb olyan koalicidcsalad, amelyre Co(D) = Co(B). Tegyiik fel,
hogy B\ D ={T,...,T,}, ahol a D-n kiviili koaliciék sorrendje tetsz6leges.
Természetesen r lehet 0 is. Hagyjuk el egyenként a T koalicidkat, az egy-
szertiség kedvéért az indexek természetes sorrendjében. Legyen By = B, és
j=1,...,rre B; = B;j_1 \ {I}}, tehat B, = D.

Mivel nyilvdn Co(B;_1) C Co(B;) minden j = 1,...,7-re, a Co(By) =
Co(B,) feltevés miatt valéjdban Co(B;j_1) = Co(B;) minden j = 1,...,7-
re. Ebb6l kovetkezik, hogy T; ¢ SV(B;_1) minden j = 1,...,r-re, hiszen
ellenkezé esetben a 3. allitas szerint a 7} elhagyasdval a mag szigorian
béviilne. Egyrészt, a definiciékbél adédéan SV(B;_1) C SV(B,), masrészt a
7. (ii) és (iii) megéllapitdasokbdl kévetkezéen SVH(B;) C SVH(B;_1) minden
j=1,...,r-re. Ezekbol kovetkezik, hogy

SV(B)C...CSV(D) C SVH(D) C...C SVH(B).
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Mivel egyetlen D-beli koalicié sem hagyhato el anélkiil, hogy a mag szigorian
béviilne, D C SV(D), vagyis D = SV(D) kell legyen, és ezzel a (ii) bizonyitdsa
kész.

A (iii) Allitdst a (ii) bizonyitdsdval szinte azonos mdédon igazolhatjuk a
7. lemma (iv) segitségével. Legyen most is D C B egy tetsz6leges legsziikebb
olyan koaliciécsaldd, amelyre Co(D) = Co(B). Legyen megint B\ D =
{Th,...,T,}, tovdbbd By = B és j = 1,...,rmre B; = Bj_1 \ {I}}, tehdt
B, =D. Ha az N alapvet6 a B-ben, akkor nyilvan alapveté marad mindegyik
Bj-ben is. A 7. (iv) tehat mindegyik lépésben alkalmazhaté. Kapjuk, hogy
most SV(B;) = SV(B;_1) minden ¢ = 1,...,p-re. Ebbdl, valamint a D
tartalmazéasra minimélis voltabdl pedig adédik, hogy

SV(B)=...=SV(D)=D. (20)

Mivel biztosan van egy olyan legsziikebb D C B koaliciécsalad, amelyre
Co(D) = Co(B), kapjuk egyrészt, hogy Co(SV(B)) = Co(D) = Co(B).
Maésrészt, mivel (20) barmely ilyen D-re fennéll, az SV(B) az egyetlen leg-
sziikebb ilyen koaliciocsalad. a

Szemléltetésképpen nézziik ismét a 8. példat. Amint azt ott mar megal-
lapitottuk, a B-mag degenerlt, egyediil a (0,4,2,2) kifizetés-vektorbdl All.
Az egyetlen nem alapvetd 234 koalicié figyelmen kiviil hagydsa ezen nem
véltoztat, a V(B)-mag tehat valdéban azonos a B-maggal. Ezutin a V(B) \
SVH(B)-beli 2,3, 4 és 34 koalicidk is elhagyhatdk, nem szerepelnek sem egy-
mads, sem a tobbi koalicié gyenge majordldsaban. Tehat a (V(B) NSVH(B))-
mag is azonos a B-maggal. Itt azonban meg kell dlljunk, a V(B) NH(B)-beli
1 és 12 koaliciok koziil csak az egyiket torolhetjiik, mert ezéltal a mdsik
mér erésen alapvetévé valik. Valéban, ha csak az SV(B)-beli 23, 24 és 134
koalicidkat vesszik figyelembe, akkor egy bovebb magot kapunk: példaul
(—2t,4,2+4t,2+t) € Co(SV(B)) minden ¢ > O-ra. Vegyiik észre ugyanakkor,
hogy mivel tetszéleges # € Co(SV(B)) kifizetés-vektorban z1 < 0 és z2 < 4,
az erésen alapvetd koalicidk kiegészitése akar az 1 € H(B) N V(B), akdr az
12 € H(B) N V(B) koaliciéval méar egyértelmiivé teszi a megolddst, vagyis
Co(SV(B) U {1}) = Co(B), illetve Co(SV(B) U {12}) = Co(B). Tehat
degeneraltsaga miatt a B-magot ugyan nem hatarozzak meg teljesen az er6sen
alapveto6 koalicidk, de a nem erdsen alapveto koaliciok majdnem mindegyike
(a H(B)NV(B)-beliek kivételével mindegyik) azért elhagyhatd, csakigy, mint
a nem alapvetd koalicidk.

A 9. tétellel kapcsolatban még megjegyezziik, hogy amennyiben az N nem
alapvetd B-ben, a (degeneralt) B-magot meghatérozé legsziikebb koalicidesa-
ladok kozott lehet(nek) olyan(ok) is, amelyek nem részhalmazai a (B-magot
egyébként mindig meghatédrozd) V(B) N SVH(B) metszetnek. A 4. példdban
B = N esetén az egyetlen szétosztést tartalmazé B-mag megegyezik a D =
{12,13,23} koaliciécsalad dltal meghatdrozott D-maggal. A D minim4lis
is, de diszjunkt az alapvetd koalicick V(B) = {1,2,3} csaladjatdl. Ez azt is
mutatja, hogy az (i) 4llitds bizonyitdsdban a VSVH metszeten kiviili koalicidk
elhagyasanak sorrendje annyiban nem tetszo6leges, hogy elobb kell elhagyni az



Redundancia kooperativ jatékok megoldasaiban I. 163

Gsszes nem alapvetd koaliciét, csak ezutan keriilhetnek sorra a V \ SVH-beli
koalicidk.

3 A B-sziikmag

Korabban mar lattuk, hogy szétosztdsok minden jatékban vannak, de a B-
mag csak akkor nem ftres, ha a nagykoalicié értéke ,kelléen nagy” a fi-
gyelembe vett koalicidk alkalmasan silyozott értékeihez képest, vagyis a jaték
B-kiegyenstlyozott, mert ekkor tudunk minden B-beli koalicionak nempozitiv
tobbletet garantalni. Lassuk mi torténik akkor, ha a legnagyobb megengedett
tobblet szintjét nem rogzitjiik le eleve nullara, hanem csak egy relative legjobb
kozos elfogadhatdsagi kiiszobot prébalunk elérni?

Egy tetszbleges (N, v) jaték és B C N, koalicidesaldd esetén a B-szikmag
azon szétosztasok halmaza, amelyeknél az Gsszes B-beli koalicidra vett leg-
nagyobb tobblet a lehetd legkisebb, azaz

: < .
LC(B) = {x € pIm réleage(S x) lglpllnmréleaé{e(é' x)} (21)

Az N -szitkmagot roviden csak szikmagnak® mondjuk. Ezt a megoldési kon-
cepciét Maschler, Peleg és Shapley vizsgaltak el6szor 1979-ben megjelent
cikkiikben. Alapveté megallapitdsaik konnyen éltaldnosithaték akarmelyik
B-szlikmagra (a kézenfekvd bizonyitdsoktol ezért eltekintiink).

10. Allitas. Tetsz8leges B C Ny koalicidcsaldd és v jdték esetén
(i) t* := min,cp1m maxsep (S, ) egy jol meghatdrozott valds szdm;

(ii) LC

(B) nem dres;
(i1i) Co(B) tres < t*>0;
() LC(B

(v) LC(B

(B) = Co(B), de az N nem alapvetd B-ben < t* =0;
(B) C Co(B) és az N alapveté B-ben < t* < 0.

Az 4llitas (iv) és (v) pontjai szerint, ha egy jaték B-magja nem tires, akkor
a B-sziikmag a B-mag része. Innen szdrmazik az elnevezése. A (iv) ponttal
kapcsolatban érdemes felidézni az 5. megjegyzést.

A sziikmagra vonatkozdé 6 allitasunk a kdvetkezd.

11. Tétel. Ha az N alapveté B-ben, akkor LC(B) = LC(SV(B)).

Bizonyitds. Ha az N alapvetd B-ben, akkor a jaték B-magja nem iires, igy
a 9. tétel (iii) megéllapitdsa alapjan Co(B) = Co(SV(B)). A 10. allits
(iv) és (v) pontjai szerint egyrészt LC(B) C Co(B), mésrészt LC(SV(B)) C
Co(SV(B)). Tehat mind a B-szlikmag, mind az SV(B)-sziikmag meghatéro-
zasaban a szétosztasok halmaza leszlikithet6 a B-magra, ahol mar mindegyik

8 Angolul least core.
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B-beli koalicié tébblete nempozitiv. A tétel bizonyitdsahoz tehét elegendd azt
megmutatni, hogy minden z € Co(SV(B)) = Co(B) esetén maxrep (T, ) =
maxresys) e(T, ).

Mivel nyilvanvaléan maxrep e(T,r) > maxpesyg) e(T, ), csak a for-
ditott irdnyu egyenlotlenséget kell igazolnunk. Vegyiink tetszOlegesen egy
S € B\ SV(B) koaliciét. A 7. lemma (iv) pontjat iterativan alkalmazva
kapjuk, hogy van olyan 7 C SV(B) koaliciécsaldd, hogy Ar > 0 (T € T),
illetve pn > 0 sulyokkal egyrészt

eS=ZAT6T—uNeN, (22)
TeT
masrészt
v(S) < Z Aro(T) — unv(N) . (23)
TeT

Ha a (22) felbontdst beszorozzuk egy tetszbleges x szétosztassal, és a kifize-
tésekre igy kapott x(S) = Y pcq Ar2(T) — pn 2(N) egyenletet tagonként
kivonjuk a (23) majoralasbél, azt kapjuk, hogy

e(S,x) < Z Me(T,z) <( Z A1) ma;rie(T,x) ,

Te
TeT TeT

hiszen egyrészt minden x szétosztdsra e(N,z) = 0, masrészt mindegyik A
pozitiv.

Mivel 3 e A > 1 (hiszen S ¢ 7 miatt a (22) felbontas valédi), adédik,
hogy minden € Co(SV(B)) = Co(B) esetén

e(S,x) < (Z)\T) rTngg[{e(T,x) < maxe(T,z) < max e(T,x),

TeT T TeSV(B
Ter €SV(B)

vagyis egy nem erésen alapveto koalicié egyetlen B-magbeli szétosztasnal sem
lehet egyediiliként a maximalis tobbletli, mindig van egy legalabb akkora
tobblettel rendelkezd erdsen alapvet6 koalicid. Tehat valéban minden x €
Co(SV(B)) = Co(B) esetén maxpep e(T, x) = maxresys) e(T, ). O

Osszevetve a 11. tételt a 9. tétel (v) pontjdval azt latjuk, hogy ha egy
(N, v1) jéték nem elfajult Bi-magja megegyezik egy (NN, vo) jaték nem elfajult
Ba-magjéval, akkor SV(B1) = SV(Bs), s igy az (N, vy) jaték Bi-sziikmagja is
megegyezik az (N,vq) jaték By-szitkmagjaval. Figyelembe véve a 10. allitas
(iv) pontjét is, kijelenthetjiik, hogy barmilyen B-kiegyensilyozott jatékban a
nemtires B-magot meghatarozé koaliciécsalddok a B-sziitkmagot is meghaté-
rozzdk. A By = By = N, esetben ez a megéllapitds egy kozvetett bizonyitasat
adja Potters és Tijs (1994) aldbbi eredményének.

12. Kovetkezmény. Kiegyensulyozott jatékokban a szikmag a mag egy
mértani helye, vagyis azonos maggal rendelkezd barmely két jaték szikmagjai
is azonosak.
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A 11. tétellel kapcsolatban még két megjegyzést tesziink. Az els6, hogy
a szliikmag esetében —ellentétben a maggal, ldsd a 9. tétel (iii) pontjat—
altalanos érvénnyel akkor sem azonosithatunk egy, a megoldast meghatarozé
legsziikebb koaliciécsaladot, ha az N alapvetdé B-ben. A kdvetkezd egy olyan
4-szereplGs példa, amelyben a hét erdsen alapvetd koalicié kozott csak egy
olyan van, amelyik tagja mind a nyolc legszlikebb meghatarozé koalicidcsa-
ladnak.
13. Példa. Legyen N = {1,2,3,4}, vegyiik a koalicick B = {1,2,3,4,

S
v(S)

=3I\
o | el
[« N

12 13 14 23 34 123 | N
8§ 4 8 8 8 10 | 18

o |+l

Az 123 koalicié nem alapvetd, mivel v(123) = 10 = 1v(12) + $0(13) +
1v(23). Ezen kivill csak az (alapvetd) T illetve 3 koaliciok nem er8sen alap-

Mivel t* = min,cprm maxsep e(S,z) = —1 < 0, a jaték B-kiegyenstilyo-
zott, sét az N alapvetd B-ben. A B-sziikmag a B-mag (alacsonyabb dimen-
zi6s) szigoru részhalmaza, hiszen a minimdlis t* = —1 t&bbletszintet eredmé-
nyezd szétosztdsoktdl megkovetelt e(12,7) = 8 — x(12) < —1 és e(34,7) =
8—z(34) < —1, de #(12)+x(34) = 18 rendszer minden megoldaséban z(12) =
9 és 2(34) = 9 kell teljesiiljion (v6. 5. megjegyzés). Hasonlé ok miatt végig
konstans t* = —1 a B-sziikmagon az 14 illetve 23 koaliciék tobblete. Az
r(12) = 9, 2(34) = 9, x(14) = 9 és 2(23) = 9 egyenletrendszer minden
megolddsa (y,9 — y,y,9 — y) alaki. A mésik hdrom erdsen alapvetd koalicid
tobbletét is t* = —1-ben maximalva kapjuk, hogy LC(B) = {(y,9 —y,%,9 —
y) : 5/2 <y <8}

Vegyiik észre, hogy a B-szilkmagot tartalmazd egyenest megadd négy
egyenlet koziil barmelyik harombdl kovetkezik a negyedik, igy akarmelyikiik
(de csak az egyikiik) figyelmen kiviil hagyhaté. Ettdl fiiggetleniil kihagyhatd
akdr a 2 akdr a 4 koalicié, mert tobbletiik limitdldsa ugyanazt az y < 8
korlatot eredményezi. Tehét nyolc olyan szigoru részhalmaza is van SV(B)-
nek, amelyik ugyancsak az LC(B)-t hatdrozza meg. Egyedil az y > 5/2
korlatot eredményez6 13 koalicié szerepe nem kivalthato.

A tétellel kapcsolatos masik megjegyzésiink az, hogy a jaték B-kiegyen-
sulyozottsagara tett feltevés nem elhagyhaté.

14. Példa. Vegyiik a 13. példabeli helyzetet, de csokkentsiik a nagykoalicio
értékét 12-re, azaz legyen:

S
v(S)

(=R RN
o | el
S|l

12 13 14 23 34 123 | N
8§ 4 8 8 8 10 | 12

o |+l

Mivel t* = min,cpm maxses e(S, ) = 2 > 0, a jaték nem B-kiegyensi-
lyozott, a B-mag iires. A 13. példabeli gondolatmenetet megismételve most is
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azt kapjuk, hogy a B-szitkmagnak benne kell lennie az z(12) = 6, 2(34) = 6,
x(14) = 6 és x(23) = 6 egyenletrendszer (y,6 — y,y, 6 — y) alakti megoldésai-
nak halmazaban. A t6bbi B-beli koalicié t&bbletét is t* = 2-ben maximalva
kapjuk, hogy LC(B) = {(y,6 — y,4,6 —y) : 2 <y <8}.

Az y > 2 korldtot egyediil az 123 koalicié adja, a kdvetkezd legszigoribb
als6 korlat az 13-hoz tartozé y > 1. Adédik, hogy LC(B\ {123}) = {(y,6 —
y,,6 —y) : 1 <y < 8}. Mivel LC(B\ {123}) szigortian bévebb, mint
LC(B), a most sem alapvet§ 123 koalicié nem redundéns a sziitkmagra nézve.
Az erésen alapvet6 koaliciék tehat nem feltétleniil elegendék a B-szitkmag
meghatarozasdhoz akkor, ha a B-mag iires.
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REDUNDANCY IN SOLUTIONS OF COOPERATIVE GAMES I:
THE CORE AND THE LEAST CORE

The various solutions of transferable utility games take into account the coopera-
tive possibilities of all coalitions of players in one way or another. Although their
definitions formally involve each of the coalitional values, many of the excess-based
solutions are actually determined by a smaller family of coalitions. Disregarding
superfluous coalitions can make the analysis and/or the computation of these solu-
tions significantly easier, especially for games related to situations with restricted
cooperation possibilities. In this paper we investigate the redundancy of coalitions
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with respect to the core and the least core. We identify several smaller families of
coalitions which completely determine these solutions. In case the core is not empty
and not degenerate, we find the smallest such family for the core, but demonstrate
that no such smallest family exists for the least core.



