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REDUNDANCIA KOOPERAT¶IV J¶AT¶EKOK
MEGOLD¶ASAIBAN I: A MAG ¶ES A SZ}UKMAG1

SOLYMOSI TAM¶AS
Budapesti Corvinus Egyetem

1 Bevezet¶es, alapfogalmak

A kooperat¶³v j¶at¶ekok az olyan tÄobbszerepl}os dÄont¶esi helyzetek matematikai
modelljei, amelyekben a szerepl}ok egyÄuttm}ukÄodhetnek egym¶assal, ha az sz¶a-
mukra el}onyÄos. Mint minden a j¶at¶ekelm¶elet eszkÄozeivel vizsg¶alt helyzetben,
a szerepl}ok itt is szuver¶en dÄont¶eshoz¶ok, akik csak r¶eszleges befoly¶assal b¶³rnak
a helyzet kimenetel¶ere, ugyanakkor |a tÄobbi szerepl}o dÄont¶es¶et}ol val¶o fÄugg¶es
keretein belÄul| k¶epesek a saj¶at ¶erdekeik ¶erv¶enyes¶³t¶es¶ere, p¶eld¶aul ¶ugy, hogy
nem vesznek r¶eszt egy sz¶amukra nem kedvez}o egyÄuttm}ukÄod¶esben.

Az elemz¶eshez haszn¶alt modellek fontos saj¶atoss¶aga az, hogy nem r¶eszlete-
zik a j¶at¶ek id}obeli lefoly¶as¶at, a szerepl}ok dÄont¶esi lehet}os¶egeit, az inform¶aci¶ok
el¶erhet}os¶eg¶et, az alkufolyamatokat, hanem csak az egyes t¶arsul¶asok ¶altal el¶er-
het}o kimeneteleket adj¶ak meg. Jelent}os m¶ert¶ekben megkÄonny¶³ti a kooperat¶³v
dÄont¶esi helyzet modellez¶es¶et ¶es vizsg¶alat¶at, ha az el¶erhet}o kimeneteleknek
van egy olyan tetsz}olegesen oszthat¶o ¶es a szerepl}ok kÄozÄott ¶atvihet}o eleme,
ami egy minden szerepl}o sz¶am¶ara azonos meg¶³t¶el¶esi sk¶al¶at adhat. Ilyen eset-
ben ugyanis ezen az egys¶eges sk¶al¶an m¶erhetjÄuk az egyes t¶arsul¶asok egyÄutt-
m}ukÄod¶esi potenci¶alj¶at. Jelen dolgozatban csak ilyen kooperat¶³v dÄont¶esi hely-
zetekkel foglalkozunk, ¶es a felt¶etelezett univerz¶alis ¶ert¶ek-kÄozvet¶³t}o eszkÄozt
p¶enznek fogjuk h¶³vni. Hab¶ar tudjuk j¶ol, hogy a val¶os¶agban egy adott p¶enz-
mennyis¶eg megszerz¶ese vagy elveszt¶ese nem ugyanazt jelenti egy koldusnak,
mint egy milliomosnak, m¶egis sz¶amos esetben jogos a szerepl}ok azonos ¶ert¶e-
kel¶es¶et felt¶etelezni.

Egy ilyen ,,egy-az-egyben" ¶atv¶althat¶o egy¶eni hasznoss¶agokkal rendelkez}o
helyzet matematikai modellj¶et TU-j¶at¶eknak (transferable utility game) h¶³v-
juk, de a tov¶abbiakban elhagyjuk a TU jelz}ot. Egy j¶at¶ek alapvet}oen k¶et Äossze-
tev}ob}ol ¶all: a j¶at¶ekosok nemÄures, v¶eges N halmaz¶ab¶ol, ¶es egy v : 2N ! IR
koal¶³ci¶os fÄuggv¶enyb}ol, amire az egyetlen megkÄot¶es az, hogy v(;) = 0 teljesÄul-
jÄon. A koal¶³ci¶os fÄuggv¶eny teh¶at a j¶at¶ekosok tetsz}oleges S µ N koal¶³ci¶oj¶ara
megadja annak v(S) ,,¶ert¶ek¶et" a felt¶etelezett egys¶eges hasznoss¶ag-sk¶al¶an.

1Be¶erkezett: 2008. m¶arcius 16. Ezen munka a szerz}o Bolyai J¶anos Kutat¶asi
ÄOsztÄond¶³ja alatt k¶eszÄult, bemutat¶as¶at a First Spain Italy Netherlands Meeting on Game
Theory (Maastricht, NL, 2005) konferenci¶an az OTKA T46194 p¶aly¶azat t¶amogatta.
KÄoszÄonet illeti Bir¶o P¶etert a kÄulÄonbÄoz}o k¶eziratv¶altozatok gondos ¶atolvas¶as¶a¶ert, pontos¶³t¶o
¶eszrev¶etelei¶ert, ¶es kÄulÄonÄosen a magra vonatkoz¶o meg¶allap¶³t¶asok ¶eles¶³t¶es¶et eredm¶enyez}o
hasznos javaslatai¶ert. Term¶eszetesen a fennmarad¶o esetleges hib¶ak kiz¶ar¶olag a szerz}o sz¶am-
l¶aj¶ara ¶³rand¶ok (az al¶abbi c¶³men). E-mail: tamas.solymosi@uni-corvinus.hu.
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Egy S µ N koal¶³ci¶o tags¶agi vektora alatt azt az eS 2 f0; 1gN vektort ¶ertjÄuk,
amelynek az i 2 S-hez tartoz¶o komponenseire eS

i = 1, m¶³g az i 2 N n S-hez
tartoz¶o komponenseire eS

i = 0 teljesÄul. A nemÄures koal¶³ci¶ok halmaz¶at N -
nel fogjuk jelÄolni, azaz N = 2N n f;g, a val¶odi r¶eszkoal¶³ci¶ok halmaz¶at pedig
N+-al, azaz N+ = 2N n f;;Ng.

Itt csak olyan dÄont¶esi helyzetekkel foglalkozunk, amelyekben joggal felte-
het}o, hogy az Äosszes szerepl}o egyÄuttm}ukÄodik ¶es l¶etrejÄon az N nagykoal¶³ci¶o.
Ekkor ugyanis a f}o k¶erd¶es ,,csak" az, hogy mik¶ent r¶eszesedjenek az egyes
j¶at¶ekosok a kÄozÄosen el¶erhet}o v(N)-b}ol, de nem kell tÄor}odnÄunk a koal¶³ci¶ok
form¶al¶od¶as¶anak | az osztozkod¶ashoz egy¶ebk¶ent szorosan kapcsol¶od¶o | prob-
l¶em¶aj¶aval.

Az egys¶eges hasznoss¶ag-sk¶al¶an m¶erve jelÄolje xi 2 IR az i 2 N j¶at¶ekos
r¶eszesed¶es¶et. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert azt mondjuk, hogy xi az i j¶at¶ekos
ki¯zet¶ese. Az (N; v) j¶at¶ek ¶altal le¶³rt kooperat¶³v dÄont¶esi helyzet egy lehets¶eges
kimenetel¶et a j¶at¶ekosok ki¯zet¶eseit tartalmaz¶o x = (xi)i2N 2 IRN vektorral
adjuk meg, amit}ol csak azt kÄoveteljÄuk meg, hogy sz¶etoszt¶as2 legyen, azaz
teljes¶³tse a

P
i2N xi = v(N) egyenl}os¶eget3. Ez mag¶aban foglalja egyr¶eszt a

nagykoal¶³ci¶o ¶altali el¶erhet}os¶eget / megval¶os¶³that¶os¶agot
¡P

i2N xi · v(N)
¢
,

m¶asr¶eszt a nagykoal¶³ci¶o ¶altali elfogadhat¶os¶agot
¡P

i2N xi ¸ v(N)
¢
.

Az itt t¶argyalt megold¶asok abban t¶ernek el egym¶ast¶ol, hogy ezen alaphal-
maz elemeire milyen egy¶eb k¶³v¶analmakat r¶onak ki. KÄozÄos bennÄuk viszont az,
hogy csak a ¯gyelembe vett koal¶³ci¶ok tÄobblet¶et}ol fÄuggnek. Egy adott (N;v)
j¶at¶ekban az S µ N koal¶³ci¶onak az x 2 IRN ki¯zet¶esn¶el vett tÄobblete alatt az
e(S; x) = v(S)¡x(S) sz¶amot ¶ertjÄuk, ahol x(S) = eS ¢x jelÄoli a koal¶³ci¶onak jut¶o
Äosszki¯zet¶est. A tÄobblet nemcsak azt jelzi, hogy az adott ki¯zet¶es el¶erhet}o-e
a koal¶³ci¶o sz¶am¶ara, hanem mintegy azt is ,,m¶eri", hogy a koal¶³ci¶o mennyire
,,el¶egedetlen ill. el¶egedett" (ha a tÄobblet pozit¶³v ill. negat¶³v) a neki jut¶o
Äosszki¯zet¶essel. VegyÄuk ¶eszre, hogy tetsz}oleges (N; v) j¶at¶ekban tetsz}oleges
x 2 IRN ki¯zet¶esn¶el e(;; x) = 0. A j¶at¶ek lehets¶eges kimeneteleinek halmaza
a tÄobblettel kifejezve:

pIm =
n

x 2 IRN : e(N;x) = 0
o

: (1)

¶Allap¶³tsuk meg, hogy a sz¶etoszt¶asok halmaza b¶armely j¶at¶ekban egy hipers¶³k,
teh¶at nem Äures.

A sz¶obajÄohet}o kimenetelekkel szemben t¶amasztott k¶³v¶analmak egyik alap-
t¶³pusa a bizonyos koal¶³ci¶ok ¶altali elfogadhat¶os¶ag. Azt mondjuk, hogy az
(N; v) j¶at¶ekban az x 2 IRN ki¯zet¶esvektor elfogadhat¶o az S koal¶³ci¶o sz¶am¶a-
ra, ha

P
i2S xi ¸ v(S). Egy¶ebk¶ent ugyanis az S koal¶³ci¶o x-n¶el vett e(S;x)

tÄobblete pozit¶³v lenne, s ennek sz¶etoszt¶as¶aval ¶ugy kaphatna tÄobbet az S mind-
egyik tagja, hogy Äosszess¶eg¶eben nem l¶epn¶ek t¶ul az ¶altaluk el¶erhet}o v(S)-t, az
S teh¶at megalapozottan utas¶³tan¶a el az x-et.

Amennyiben az Äosszes egyszerepl}os koal¶³ci¶o ¶altali elfogadhat¶os¶agot el}o¶³r-

2Angolul preimputation a legink¶abb elterjedt sz¶ohaszn¶alat.
3E kÄovetelm¶enyt szok¶as hat¶ekonys¶agnak / Pareto-optimalit¶asnak is nevezni.
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juk, akkor az

Im =
n

x 2 pIm : e(fig; x) · 0 8i 2 N
o

(2)

halmazba tartoz¶o ki¯zet¶esvektorokat tekintjÄuk. Az ilyen kimeneteleket elosz-
t¶asnak4 nevezzÄuk. ¶Altal¶anosan, ha az elfogadhat¶os¶agot megkÄoveteljÄuk egy
bizonyos B µ N+ csal¶adba tartoz¶o minden koal¶³ci¶ora, akkor a sz¶obajÄohet}o
kimenetelek

Co(B) =
n
x 2 pIm : e(S;x) · 0 8S 2 B

o
(3)

halmaz¶at B-magnak h¶³vjuk. Az N+-magot rÄoviden csak magnak5 nevezzÄuk,
¶es egyszer}uen Co-val jelÄoljÄuk. A B-mag axiomatikus jellemz¶es¶evel kapcsolat-
ban Pulido ¶es S¶anchez-Soriano (2006), illetve Llerena (2007) munk¶ait eml¶³tjÄuk.

Dolgozatunkban el}oszÄor azt vizsg¶aljuk, hogy a B-mag mik¶ent fÄugg a ¯gye-
lembe vett koal¶³ci¶ok B csal¶adj¶at¶ol. Melyek azok a B-beli koal¶³ci¶ok, amelyek
elhagyhat¶ok an¶elkÄul, hogy a B-mag megv¶altozna? Cikk¶eben e k¶erd¶es fontos-
s¶ag¶at hangs¶ulyozza Ray (1989).

2 A B-mag

Ebben a fejezetben is egy rÄogz¶³tett (N; v) j¶at¶ek eset¶en vizsg¶aljuk a mag-
koncepci¶ot, ez¶ert a jelÄol¶esekben ezeket a param¶etereket nem tÄuntetjÄuk fel.
Tov¶abbra is N+ = 2N n f;;Ng jelÄoli a val¶odi koal¶³ci¶ok halmaz¶at.

KezdjÄuk a B-mag nemÄuress¶eg¶enek k¶erd¶es¶evel. Legyen a B µ N+ koal¶³ci¶o-
csal¶ad rÄogz¶³tett. Azt mondjuk, hogy az (N;v) j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozott, ha

h X

T2B
°T eT = eN ; °T ¸ 0 8T 2 B

i
=)

X

T2B
°T v(T ) · v(N) ; (4)

azaz ha a sz¶etosztand¶o v(N) nem kevesebb, mint az N b¶armelyik B-beli
koal¶³ci¶okkal tÄort¶en}o kiegyens¶ulyozott felbont¶as¶anak az ¶ert¶eke.

A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶as a TU-j¶at¶ekokban a mag nemÄuress¶eg¶et jellemz}o, a Bon-
dareva (1963), illetve Shapley (1967) nev¶ehez kÄothet}o klasszikus eredm¶eny
k¶ezenfekv}o ¶altal¶anos¶³t¶asa. Bizony¶³t¶as¶at is csak a teljess¶eg kedv¶e¶ert ¶es a k¶e-
s}obb alkalmazott gondolatmenetek szeml¶eltet¶ese c¶elj¶ab¶ol adjuk meg. Tov¶ab-
bi ¶altal¶anos¶³t¶asokra vonatkoz¶o hasonl¶o eredm¶enyek tal¶alhat¶ok Faigle (1989)
munk¶aj¶aban.

1. ¶All¶³t¶as. Egy j¶at¶ek B-magja pontosan akkor nem Äures, ha a j¶at¶ek B-ki-
egyens¶ulyozott.

Bizony¶³t¶as. A (3) de¯n¶³ci¶o alapj¶an a B-mag pontosan akkor nem Äures, ha

4Angolul imputation a legink¶abb elterjedt sz¶ohaszn¶alat.
5Angolul core.
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van lehets¶eges megold¶asa az al¶abbi line¶aris programoz¶asi feladatnak:

min e; ¢ x
eT ¢ x ¸ v(T ) 8T 2 B

¡ eN ¢ x = ¡v(N)

x 2 IRN :

(5)

Az azonosan 0 c¶elfÄuggv¶eny miatt az (5) feladatnak pontosan akkor van
lehets¶eges megold¶asa, ha van optim¶alis megold¶asa (amikor persze az optimum
¶ert¶eke 0). A dualit¶asi t¶etel szerint ez pontosan akkor kÄovetkezik be, ha az
(5) feladat du¶alj¶anak, azaz a

max
X

T2B
¸T v(T ) ¡ ¹Nv(N)

X

T 2B
¸T eT ¡ ¹NeN = e;

¸T ¸ 0 ; ¹N 2 IR ; 8T 2 B

(6)

line¶aris programoz¶asi feladatnak van optim¶alis megold¶asa (amikor persze a
du¶al optimum¶ert¶ek is 0).

Mivel a (6) feladat b¶armely lehets¶eges megold¶as¶anak tetsz}oleges pozit¶³v
skal¶arszorosa is a (6) egy lehets¶eges megold¶asa, ¶³gy a (6) feladatnak pon-
tosan akkor van optim¶alis megold¶asa, ha minden nemtrivi¶alis

¡
(¸T )T2B; ¹N

¢

lehets¶eges megold¶as¶ara a c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶ek nempozit¶³v. Ez pedig pontosan azt
jelenti, hogy a j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozott. Egyr¶eszt ugyanis a (6) tetsz}oleges
nemtrivi¶alis

¡
(¸T )T2B ; ¹N

¢
lehets¶eges megold¶as¶aban ¹N > 0 kell legyen,

¶³gy a
¡
°T = ¸T

¹N

¢
T2B egy olyan s¶ulyvektor, amire teljesÄul a (4) implik¶aci¶o

felt¶etele. M¶asr¶eszt, a (4) implik¶aci¶o felt¶etel¶et teljes¶³t}o tetsz}oleges
¡
°T

¢
T2B

s¶ulyvektorra a kib}ov¶³tett
¡
(°T )T2B ; 1

¢
vektor a (6) egy lehets¶eges megold¶asa.

Harmadr¶eszt pedig a (6) egy lehets¶eges megold¶as¶ara a c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶ek nyil-
v¶anval¶oan pontosan akkor nempozit¶³v, ha a hozz¶a (kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}u-
en) rendelt s¶ulyvektorra teljesÄul a (4) implik¶aci¶o kÄovetkeztet¶ese. 2

Legyen a rÄogz¶³tett (N; v) j¶at¶ek B-magja nemÄures. Azt mondjuk, hogy az
S 2 B koal¶³ci¶o redund¶ans a B-magra n¶ezve, ha Co(B n fSg) = Co(B). Mivel
nyilv¶an mindig Co(BnfSg) ¶ Co(B), egy koal¶³ci¶o akkor redund¶ans, ha ¯gyel-
men k¶³vÄul hagy¶asa nem v¶altoztatja meg a megold¶ast, ¶ujabb ki¯zet¶esvektorok
nem kerÄulnek a magba.

A redundancia jellemz¶es¶eben kulcsszerepet j¶atszik egy, a (6)-hoz nagyon
hasonl¶o feladatt¶³pus. Val¶oj¶aban csak a felt¶eteli egyenletrendszer jobb oldal¶at
v¶altoztatjuk a nullvektorr¶ol az adott koal¶³ci¶o tags¶agi vektor¶ara. Tetsz}oleges
S µ N -re ¶es B µ N+-ra jelÄolje LP(S;B) az al¶abbi line¶aris programoz¶asi
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feladatot:

max
X

T2B
¸T v(T ) ¡ ¹Nv(N)

LP(S;B) :
X

T2B
¸T eT ¡ ¹NeN = eS

¸T ¸ 0 ; ¹N 2 IR ; 8T 2 B

(7)

Az S 6= N koal¶³ci¶o egy gyenge felbont¶asa alatt az LP(S;B) egy olyan lehets¶eges
megold¶as¶at ¶ertjÄuk, amelyben ¸S = 0. Amennyiben a ¹N = 0 is teljesÄul
(vegyÄuk ¶eszre, hogy minden lehets¶eges megold¶asban ¹N ¸ 0), akkor a gyenge
jelz}ot elhagyhatjuk. Az S egy felbont¶asa teh¶at csak az S val¶odi r¶eszhalma-
zaib¶ol ¶allhat. Az N =2 B miatt a nagykoal¶³ci¶o gyenge felbont¶as¶ar¶ol nem
besz¶elhetÄunk, felbont¶as¶ar¶ol viszont igen, l¶asd a (4) implik¶aci¶o felt¶etel¶et. Az
N felbont¶asai teh¶at pontosan megfeleltethet}ok a B-kiegyens¶ulyozott koal¶³ci¶o-
csal¶adoknak.

Fontos a kÄovetkez}o ¶eszrev¶etel.

2. Megjegyz¶es. B¶armely S 6= ; koal¶³ci¶ora, ha az LP(S;B)-nek van lehets¶eges
megold¶asa, akkor van optim¶alis megold¶asa is, hiszen a c¶elfÄuggv¶enye csak
egy olyan lehets¶eges f¶elegyenes ment¶en tarthatna a +1-be, amelyik egy
lehets¶eges f¶elegyenes az LP(;; B) feladatban is, de mivel a k¶et c¶elfÄuggv¶eny
azonos, ez ellentmondana a B-mag felt¶etelezett nemÄuress¶eg¶enek, ugyanis a
j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozotts¶ag¶anak eldÄont¶es¶et lehet}ov¶e tev}o, homog¶en felt¶e-
telrendszer}u (6) feladat ¶eppen az LP(;;B). (Ez a feladat egy¶ebk¶ent m¶as
megold¶asi koncepci¶ok vizsg¶alat¶an¶al is hasznos, erre vonatkoz¶oan l¶asd Derks
¶es Reijnierse (1998) cikk¶et.)

JelÄolje maxLP(S; B) az LP(S; B) feladat optimum¶ert¶ek¶et, illetve legyen
maxLP(S; B) = ¡1, ha a feladatnak nincs lehets¶eges megold¶asa.

3. ¶All¶³t¶as. Egy S 2 B koal¶³ci¶o pontosan akkor redund¶ans a j¶at¶ek nemÄures
B-magj¶ara n¶ezve, ha v(S) · maxLP

¡
S;B n fSg

¢
.

Bizony¶³t¶as. Legyen a j¶at¶ek B-magja nemÄures. Ekkor nyilv¶an a
¡
BnfSg

¢
-mag

sem Äures. TekintsÄuk az LP
¡
S; B n fSg

¢
du¶alj¶at:

min eS ¢ x

eT ¢ x ¸ v(T ) 8T 2 B n fSg
¡ eN ¢ x = ¡v(N)

x 2 IRN :

(8)

Itt a lehets¶eges megold¶asok halmaza ¶eppen (a nemÄures) Co
¡
B n fSg

¢
. Az S

teh¶at pontosan akkor redund¶ans a B-magra n¶ezve, ha a (8) feladat minden
lehets¶eges megold¶as¶ara az eS ¢ x ¸ v(S) egyenl}otlens¶eg is teljesÄul. Ez viszont
ekvivalens azzal, hogy a minimum is ¸ v(S), ¶es a dualit¶as t¶etel miatt azzal
is, hogy maxLP

¡
S;B n fSg

¢
¸ v(S). 2
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A fentiekb}ol kÄovetkezik, hogy egy koal¶³ci¶onak a B-magra val¶o redundan-
ci¶aja eldÄonthet}o egy jBj-v¶altoz¶os, jN j-felt¶eteles line¶aris programoz¶asi feladat
megold¶as¶aval.

A 3. ¶all¶³t¶as szerint a nemÄures B-magra n¶ezve redund¶ans koal¶³ci¶ok pontosan
a gyeng¶en B-major¶alhat¶o koal¶³ci¶ok, vagyis azok, amelyeknek van az ¶ert¶ekÄuket
el¶er}o vagy azt meghalad¶o ¶ert¶ek}u B-beli gyenge felbont¶asuk. A gyeng¶en
nem B-major¶alhat¶o (vagyis a B-magra n¶ezve nem redund¶ans) koal¶³ci¶okra azt
mondjuk, hogy er}osen alapvet}oek6 a B-ben. JelÄolje SV(B) ezek halmaz¶at,
azaz legyen

SV(B) =
n
S 2 B : v(S) > maxLP

¡
S;B n fSg¢o

: (9)

De¯ni¶aljuk tov¶abb¶a az

SVH(B) =
n

S 2 B : v(S) ¸ maxLP
¡
S;B n fSg¢o

:

koal¶³ci¶ocsal¶adot.
A 3. ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶ab¶ol vil¶agos, hogy a B-ben er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o-

kon k¶³vÄul a

H(B) = SVH(B) n SV(B) =
n

S 2 B : v(S) = maxLP
¡
S;B n fSg

¢o

halmazbeli koal¶³ci¶okhoz tartoz¶o eS ¢ x ¸ v(S) f¶elterek is t¶amaszf¶elterei a
B-magnak, hiszen ilyenkor a (8) feladatnak van optim¶alis megold¶asa, ¶es ez
¶eppen az eS ¢ x = v(S) hat¶ars¶³kra esik. Akkor mi¶ert redund¶ansak m¶egis? A
v¶alasz az, hogy egyenk¶ent, a tÄobbiek megtart¶asa mellett val¶oban elhagyhat¶ok,
de meghat¶aroz¶ov¶a v¶alhatnak, ha tÄobb ilyen redund¶ans koal¶³ci¶ot is ¯gyelmen
k¶³vÄul hagyunk. A jelens¶eg szeml¶eltet¶es¶ere n¶ezzÄuk a kÄovetkez}o 3-szerepl}os
p¶eld¶at.

4. P¶elda. Legyen N = f1; 2; 3g, a koal¶³ci¶os fÄuggv¶eny pedig v(S) = jSj
minden S µ N -re.

Legyen el}oszÄor B = N+. A mag egyetlen eleme az (1; 1; 1) sz¶etoszt¶as.
KÄonnyen ellen}orizhet}o, hogy SV(B) = ; ¶es H(B) = B. P¶eld¶aul, v(1) =
v(12) + v(13) ¡ v(123) = maxLP(1;B n f1g), illetve v(12) = v(1) + v(2) =
maxLP

¡
12; B n f12g

¢
.

M¶asodszor, legyen B = f12; 13; 23g. A B-mag egyetlen eleme tov¶abbra is
az (1; 1; 1) sz¶etoszt¶as. Ugyanakkor most m¶ar SV(B) = B ¶es H(B) = ;, vagyis
az egyszerepl}os koal¶³ci¶ok elhagy¶asa ut¶an er}osen alapvet}ov¶e v¶altak az addig
redund¶ans k¶etszerepl}os koal¶³ci¶ok.

JelÄolje maxLP0(S;B) annak az LP0(S;B) feladatnak az optimum¶ert¶ek¶et,
amelyet az LP(S; B) feladatb¶ol a ¹N = 0 felt¶etel hozz¶aad¶as¶aval (m¶ask¶eppen,
a ¹N v¶altoz¶o elhagy¶as¶aval) kapunk. Most is legyen maxLP0(S;B) = ¡1,
ha a feladatnak nincs lehets¶eges megold¶asa. A

V(B) =
n

S 2 B [ fNg : v(S) > maxLP0

¡
S; B n fSg

¢o
(10)

6Angolul strongly vital, de az elnevez¶es ¶uj.
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halmazba tartoz¶o koal¶³ci¶okra azt mondjuk, hogy alapvet}oek7 a B-ben. VegyÄuk
¶eszre, hogy V(B) 6= ;, mert minden a tartalmaz¶asra n¶ezve minim¶alis B-beli
koal¶³ci¶o alapvet}o B-ben, hiszen a megfelel}o (10)-beli LP0-nak nincs lehets¶eges
megold¶asa. Tov¶abb¶a SV(B) µ V(B), hisz nyilv¶anval¶oan maxLP ¸ maxLP0.
A 4. p¶eldabeli els}o esetben SV(B) = ; ½ f1; 2; 3g = V(B) ½ B, teh¶at az er}osen
alapvet}o koal¶³ci¶ok halmaza lehet Äures is, a tartalmaz¶asok pedig szigor¶uak. A
m¶asodik esetben viszont SV(B) = V(B) = B.

5. Megjegyz¶es. Az 1. ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶ab¶ol vil¶agos, hogy egy j¶at¶ek B-magja
pontosan akkor nem Äures, ha v(N) ¸ maxLP0

¡
N;B n fNg¢

. Teh¶at, ha a
B-mag nem Äures, de az N nagykoal¶³ci¶o nem alapvet}o B-ben, akkor egyr¶eszt
v(N) =

P
T2T °T v(T ) valamilyen pozit¶³v °T s¶ulyokkal kiegyens¶ulyozott T µ

B n fNg koal¶³ci¶ocsal¶adra, m¶asr¶eszt az N ak¶armelyik ilyen major¶al¶as¶aban
szerepl}o b¶armelyik T koal¶³ci¶o ki¯zet¶ese konstans a B-magon. Pontosabban,
eT ¢ x = v(T ) tetsz}oleges x 2 Co(B)-re, ugyanis a

v(N) =
X

T2T
°T v(T ) ·

X

T2T
°T eT ¢ x = eN ¢ x = v(N)

l¶ancban szerepl}o egyenl}otlens¶egnek, s}ot az Äosszegz¶esben szerepl}o mindegyik
v(T ) · eT ¢ x tag-egyenl}otlens¶egnek is egyenl}os¶egk¶ent kell teljesÄulnie.

Az eddig bevezetett fogalmak szeml¶eltet¶es¶ere n¶ezzÄuk a kÄovetkez}o 4-sze-
repl}os p¶eld¶at.

6. P¶elda. Legyen N = f1; 2; 3; 4g, a koal¶³ci¶os fÄuggv¶eny pedig v(12) = 0,
v(23) = 6, v(24) = 6, v(34) = 6, v(123) = 6, v(124) = 6, v(134) = 7,
v(234) = 9, v(N) = 10, ¶es v(T ) = 0 minden egy¶eb T koal¶³ci¶ora.

TekintsÄuk a koal¶³ci¶ok B = f1; 2; 3; 4; 12; 23; 24; 34; 134; 234g ½ N+ csa-
l¶adj¶at. Az 1. t¶abl¶azatban feltÄuntettÄuk ezen koal¶³ci¶ok besorol¶as¶at, illetve a
koal¶³ci¶o ¶ert¶ek¶enek Äosszevet¶es¶et a megfelel}o LP egy-egy maxim¶alis ¶ert¶ek}u meg-
old¶as¶aval is.

S v(S) V(B) SV(B) H(B) maxLP
¡
S;B n fSg

¢

1 0 + + ¡ v(1) > v(12) + v(134) ¡ v(N )
2 0 + ¡ ¡ v(2) < v(1) + v(23) + v(24) ¡ v(N )
3 0 + ¡ ¡ v(3) < v(23) + v(134) ¡ v(N )
4 0 + ¡ ¡ v(4) < v(24) + v(134) ¡ v(N )

12 0 ¡ ¡ ¡ v(12) < 2v(1) + v(23) + v(24)¡ v(N)
23 6 + + ¡ v(23) > v(2) + v(3)

24 6 + + ¡ v(24) > v(2) + v(4)
34 6 + ¡ + v(34) = v(134) + v(234)¡ v(N)

134 7 + + ¡ v(134) > v(1) + v(34)
234 9 ¡ ¡ + v(234) = 1

2
v(23) + 1

2
v(24) + 1

2
v(34)

1. t¶abl¶azat

7Angolul vital.
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Minden lehets¶eges t¶³pusra akad p¶elda, a (+; +; +), (¡; +;+) ¶es (¡;+; ¡)
kombin¶aci¶ok ugyanis nyilv¶an nem fordulhatnak el}o. Az 12 nem alapvet}o ¶es
nem is SVH-beli, mert v(12) = v(1) + v(2) = maxLP0 < maxLP. A 234
sem alapvet}o, viszont H-beli, ugyanis v(234) = maxLP0 = maxLP. Eml¶³t¶est
¶erdemel m¶eg az alapvet}o ¶es H-beli (¶es ¶³gy nem er}osen alapvet}o) 34 koal¶³ci¶o
is, amire maxLP0 < v(34) = maxLP. MegjegyezzÄuk, hogy mindk¶et H-beli
koal¶³ci¶onak van maxim¶alis ¶ert¶ek}u, csak SV-beli koal¶³ci¶okkal tÄort¶en}o gyenge
major¶al¶asa is, hiszen a t¶abl¶azatban megadottakon k¶³vÄul v(34) = v(23) +
v(24) + 2v(134) ¡ 2v(N), illetve v(234) = v(23) + v(24) + v(134) ¡ v(N) is
teljesÄul.

Az N alapvet}o a B-re n¶ezve, hiszen v(N) = 10 > 9:5 = maxLP0

¡
N; B n

fNg¢
= 1

2
v(1)+ 1

2
v(23)+ 1

2
v(24)+ 1

2
v(134). A j¶at¶ek B-magja teh¶at nem Äures

(l¶asd az 5. megjegyz¶est), s}ot maxim¶alis-dimenzi¶os, mivel cs¶ucspontjai az a±n
fÄuggetlen (1; 3; 3; 3), (0; 2; 4; 4), (0; 3; 3; 4), (0; 3; 4; 3) sz¶etoszt¶asok.

Vizsg¶alatainkban fontos szerepet j¶atszanak majd a kÄovetkez}o ¶eszrev¶etelek.

7. Lemma. Legyen a j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozott ¶es S 2 B tetsz}oleges. Ekkor

(i) S =2 V(B) eset¶en V
¡
B n fSg

¢
= V(B);

(ii) S =2 SVH(B) eset¶en SVH
¡
B n fSg

¢
= SVH(B) ¶es SV

¡
B n fSg

¢
=

SV(B);

(iii) S 2 H(B) eset¶en SVH¡B n fSg¢
= SVH(B) n fSg;

(iv) ha N alapvet}o B-ben, akkor S =2 SV(B) eset¶en SV¡B n fSg¢
= SV(B).

Bizony¶³t¶as. El}oszÄor a (iv) kijelent¶est igazoljuk. Az¶ert, hogy gondolatmene-
tÄunkb}ol a tÄobbi kijelent¶es is kÄonnyen ad¶odjon, a v(N) > maxLP0

¡
N; BnfNg

¢

feltev¶essel majd csak akkor ¶elÄunk, ha elengedhetetlenÄul szÄuks¶eges. Addig csak
egy tetsz}oleges B-kiegyens¶ulyozott j¶at¶ekot felt¶etelezÄunk. Mivel a nagykoal¶³-
ci¶on k¶³vÄul el}ofordul¶o Äosszes koal¶³ci¶o B-beli, ¶³gy az ¶atl¶athat¶os¶ag kedv¶e¶ert ezt
csak a felt¶etlenÄul szÄuks¶eges esetekben tÄuntetjÄuk fel.

Legyen az S =2 SV(B) tetsz}olegesen rÄogz¶³tett. Ekkor az LP
¡
S; B n fSg

¢

feladatnak van olyan
¡
(¸R)R 6=S ; ¹N

¢
optim¶alis megold¶asa, amire

v(S) ·
X

R 6=S

¸Rv(R) ¡ ¹Nv(N) : (11)

Mivel b¶armely T 2 B-re nyilv¶an maxLP
¡
T;BnfTg

¢
¸ maxLP

¡
T; BnfS; Tg

¢
,

¶³gy ha T 2 SV(B) akkor T 2 SV
¡
B n fSg

¢
. Kapjuk teh¶at, hogy SV(B) µ

SV
¡
B n fSg

¢
.

A ford¶³tott ir¶any¶u tartalmaz¶as bel¶at¶as¶ahoz tegyÄuk fel, hogy T =2 SV(B)
¶es persze T 6= S (ha nincs k¶et kÄulÄonbÄoz}o nem er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o B-
ben, akkor nincs mit igazolni). Ekkor van olyan

¡
(®R)R 6=T ; ¯N

¢
optim¶alis

megold¶asa az LP
¡
T; B n fTg¢

feladatnak, amire

v(T ) · ®Sv(S) +
X

R 6=S;T

®Rv(R) ¡ ¯Nv(N) : (12)
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K¶et eset lehets¶eges.

1. Ha ®S = 0, akkor T =2 SV¡B n fSg¢
, vagyis a T nem er}osen alapvet}o a

B n fSg koal¶³ci¶ocsal¶adban sem.

2. Ha viszont ®S > 0, akkor a (11) egyenl}otlens¶eg ®S-szeres¶et a (12)
egyenl}otlens¶egbe helyettes¶³tve kapjuk, hogy

(1¡®S¸T )v(T ) ·
X

R 6=S;T

(®R +®S¸R)v(R)¡ (¯N +®S¹N )v(N) : (13)

Term¶eszetesen, a megfelel}o felbont¶asokkal ugyanezt a m}uveletet elv¶e-
gezve a tags¶agi vektorok kÄozÄotti anal¶og ÄosszefÄugg¶es egyenl}os¶egk¶ent tel-
jesÄul. K¶et aleset lehets¶eges.

(i) Ha 1¡®S¸T > 0, akkor a (13) egyenl}otlens¶eget ezzel leosztva kapunk
egy olyan lehets¶eges megold¶as¶at az LP

¡
T;BnfS;Tg

¢
feladatnak, amire

a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke legal¶abb v(T ). Teh¶at a T nem er}osen alapvet}o a
B n fSg koal¶³ci¶ocsal¶adban sem.

(ii) Ha viszont 1 ¡ ®S¸T · 0, akkor a (13) egyenl}otlens¶eget ¶atrendezve
kapjuk a

(¯N + ®S¹N )v(N) · (®S¸T ¡ 1)v(T ) +
X

R 6=S;T

(®R + ®S¸R)v(R) (14)

ÄosszefÄugg¶est, amiben a koal¶³ci¶os ¶ert¶ekek s¶ulyai m¶ar mind nemnegat¶³vak.
A bal oldalon a v(N) egyÄutthat¶oja csak ¹N = ¯N = 0 esetben lehetne
nulla, de ekkor egyr¶eszt az ®S felt¶etelezett pozitivit¶asa ¶es az LP0

¡
T; Bn

fTg
¢

felt¶etelrendszer¶eben szerepl}o tags¶agi vektorok nemnegativit¶asa
miatt S ½ T , m¶asr¶eszt a felt¶etelezett ¸T ¸ 1=®S pozitivit¶asa ¶es az
LP0

¡
S;B n fSg

¢
felt¶etelrendszer¶eben szerepl}o tags¶agi vektorok nemne-

gativit¶asa miatt T ½ S kellene legyen, ami egyszerre nyilv¶an lehetetlen.
A (14) egyenl}otlens¶eget leosztva a pozit¶³v (¯N +®S¹N )-nel kapunk egy
olyan lehets¶eges megold¶as¶at az LP0

¡
N;B nfS;Ng

¢
feladatnak, amire a

c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke legal¶abb v(N). Kapjuk, hogy

v(N) · maxLP0

¡
N; B n fS;Ng¢ · maxLP0

¡
N;B n fNg¢ · v(N) ;

(15)
ahol az utols¶o egyenl}otlens¶eg a j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozotts¶aga miatt igaz.
A (15)-beli mindegyik egyenl}otlens¶egnek teh¶at egyenl}os¶egk¶ent kell tel-
jesÄulnie. A (iv) kijelent¶es felt¶etele viszont ezt kiz¶arja, ¶³gy ilyen j¶at¶ekok-
ban ez az aleset nem fordulhat el}o.

TÄobb (al)eset nem l¶ev¶en a (iv) kijelent¶es bizony¶³t¶asa ezzel k¶esz.

A (iii) kijelent¶es nagyon hasonl¶oan igazolhat¶o. Egyr¶eszt, nyilv¶an SVH(B)n
fSg µ SVH¡B n fSg¢

. M¶asr¶eszt, legyen S 2 H(B) ¶es T =2 SVH(B). Ekkor
T 6= S, a (11) egyenl}os¶egk¶ent, a (12) viszont szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent
teljesÄul. Ha a (12)-ben ®S = 0, akkor T =2 SVH

¡
B n fSg

¢
. Ha viszont
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®S > 0, akkor a fenti gondolatmenetet megism¶etelve kapjuk, hogy a (13)
is szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent ¶all fenn. A 2(i) alesetben azt kapjuk, hogy
T =2 SVH

¡
B n fSg

¢
. A 2(ii) aleset pedig a (14), illetve a (15)-beli els}o

egyenl}otlens¶eg szigor¶u volta miatt z¶arhat¶o ki (b¶armilyen B-kiegyens¶ulyozott
j¶at¶ekban).

A (ii) kijelent¶es igazol¶asa teljesen hasonl¶o. Egyr¶eszt nyilv¶an SV(B) µ
SV

¡
B nfSg

¢
¶es SVH(B) µ SVH

¡
B nfSg

¢
. A ford¶³tott ir¶any¶u tartalmaz¶asok

bel¶at¶as¶ahoz legyen S =2 SVH(B). Tetsz}oleges T 6= S ¶es T =2 SV(B) koal¶³ci¶ora
fenn¶all (12), s}ot T =2 SVH(B)-re szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent, ¶³gy ®S = 0 mel-
lett ad¶odik a k¶³v¶ant T =2 SV

¡
B n fSg

¢
, s}ot az ut¶obbi esetben a T =2 SVH

¡
B n

fSg
¢

is. Ha viszont ®S > 0, akkor a most szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent teljesÄul}o
(11) behelyettes¶³t¶es¶eb}ol azt kapjuk, hogy a (13) is szigor¶u egyenl}otlens¶egk¶ent
¶all fenn. Innen m¶ar tetsz}oleges T =2 SV(B) koal¶³ci¶ora az ad¶odik a 2(i) al-
esetben, hogy T =2 SVH¡B n fSg¢ ¶ SV¡B n fSg¢

. A 2(ii) aleset most is
a (14), illetve a (15)-beli els}o egyenl}otlens¶eg szigor¶u volta miatt z¶arhat¶o ki
(b¶armilyen B-kiegyens¶ulyozott j¶at¶ekban).

Az (i) kijelent¶es is kÄonnyen ad¶odik a fenti gondolatmenetb}ol, hiszen S;T =2
V(B) eset¶en feltehet}o, hogy a (11) major¶al¶asban ¹N = 0, illetve a (12) ma-
jor¶al¶asban ¯N = 0. M¶ask¶eppen fogalmazva, az eml¶³tett LP feladatok helyett
vehetjÄuk a megfelel}o LP0 feladatokat, ugyanakkor a meg¶allap¶³t¶asokban az
,,er}osen alapvet}o"-t nyilv¶an ,,alapvet}o"-re kell cser¶eljÄuk. A 2(ii) aleset kiz¶a-
r¶as¶ahoz ekkor nincs szÄuks¶eg a j¶at¶ekra tett semmilyen felt¶etelre, hiszen amint
azt ott m¶ar meggondoltuk, ¹N = ¯N = 0 eset¶en ®S ¶es ¸T egyszerre pozit¶³v
nem lehet. 2

A 7. lemmabeli meg¶allap¶³t¶asok szeml¶eltet¶es¶ere vegyÄuk a kÄovetkez}o j¶at¶ekot.

8. P¶elda. Legyen N = f1; 2; 3; 4g, a koal¶³ci¶os fÄuggv¶eny pedig v(12) = 4,
v(23) = 6, v(24) = 6, v(34) = 2, v(123) = 6, v(124) = 6, v(134) = 4,
v(234) = 7, v(1234) = 8, ¶es v(T ) = 0 minden egy¶eb T koal¶³ci¶ora.

TekintsÄuk a koal¶³ci¶ok B = f1; 2; 3; 4; 12; 23; 24; 34; 134; 234g ½ N+ csal¶adj¶at.
A j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyozott, hiszen teljesÄul r¶a a (4) alatti implik¶aci¶o. Tov¶abb¶a,
mivel v(N) = 8 = 1

2v(1)+ 1
2v(23)+ 1

2v(24)+ 1
2v(134) = maxLP0

¡
N;BnfNg

¢
,

minden B-magbeli ki¯zet¶esre teljesÄulnie kell az x(1) = 0 = v(1), x(23) =
6 = v(23), x(24) = 6 = v(24), x(134) = 4 = v(134) egyenl}os¶egeknek
(l¶asd az 5. megjegyz¶est). S}ot, mivel az LP0

¡
N; B n fNg

¢
-nek maximum¶at

adja az 1
3
v(12) + 1

3
v(23) + 1

3
v(24) + 2

3
v(134) felbont¶as is, a B-mag minden

elem¶ere teljesÄulnie kell m¶eg az x(12) = 4 = v(12) egyenl}os¶egnek is. Ennek az
egyenletrendszernek egyetlen megold¶asa van, ¶³gy a j¶at¶ek B-magja az egyetlen
(0; 4; 2; 2) sz¶etoszt¶asb¶ol ¶all.

A 2. t¶abl¶azatban feltÄuntettÄuk a B-beli koal¶³ci¶ok besorol¶as¶at, illetve a ko-
al¶³ci¶o ¶ert¶ek¶enek Äosszevet¶es¶et a megfelel}o LP egy-egy maxim¶alis ¶ert¶ek}u meg-
old¶as¶aval is.
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S v(S) V(B) SV(B) H(B) maxLP
¡
S;B n fSg

¢

1 0 + ¡ + v(1) = v(12) + v(134) ¡ v(N)
2 0 + ¡ ¡ v(2) < v(1) + v(23) + v(24)¡ v(N)
3 0 + ¡ ¡ v(3) < v(23) + v(134) ¡ v(N)
4 0 + ¡ ¡ v(4) < v(24) + v(134) ¡ v(N)

12 4 + ¡ + v(12) = 2v(1) + v(23) + v(24) ¡ v(N )
23 6 + + ¡ v(23) > v(3) + v(12) + v(234) ¡ v(N )
24 6 + + ¡ v(24) > v(4) + v(12) + v(234) ¡ v(N )
34 2 + ¡ ¡ v(34) < v(23) + v(24) + 2v(134) ¡ 2v(N )

134 4 + + ¡ v(134) > v(1) + v(34)
234 7 ¡ ¡ ¡ v(234) < v(23) + v(24) + v(134) ¡ v(N )

2. t¶abl¶azat

A B-ben a 234 koal¶³ci¶o nem alapvet}o, ugyanis

e234 =
1

2
e23 +

1

2
e24 +

1

2
e34 ; ¶es v(234) =

1

2
v(23)+

1

2
v(24)+

1

2
v(34) : (16)

Ugyanakkor a megfelel}o LP0-k megold¶as¶aval kÄonnyen ellen}orizhet}o, hogy az
Äosszes tÄobbi koal¶³ci¶o alapvet}o B-ben. P¶eld¶aul, a 34 koal¶³ci¶o alapvet}o B-ben,
hiszen v(34) = 2 > 0 = maxLP0(34; B n f34g). Ugyanakkor, a 34 nem er}osen
alapvet}o B-ben, mert p¶eld¶aul

e34 = e134 + e234 ¡ e1234 ; de v(34) < v(134) + v(234) ¡ v(1234) : (17)

A megfelel}o LP-k megold¶as¶aval kapjuk, hogy a B-ben er}osen alapvet}o koal¶³-
ci¶ok halmaza SV(B) = f23; 24; 134g.

A 7. lemma (i) kijelent¶ese szerint egy nem alapvet}o koal¶³ci¶o elhagy¶asa
nem v¶altoztatja meg az alapvet}o koal¶³ci¶ok halmaz¶at. A B-ben alapvet}o 34
koal¶³ci¶o p¶eld¶aul alapvet}o marad, ha elhagyjuk a nem alapvet}o 234 koal¶³ci¶ot.
J¶ollehet a 34 nem er}osen alapvet}o jelleg¶et mutat¶o (17) gyenge major¶al¶asban
a 234 is r¶eszt vesz, de szerepe kiv¶althat¶o a nem alapvet}o jelleg¶et mutat¶o (16)
major¶al¶as behelyettes¶³t¶es¶evel. VegyÄuk ¶eszre, hogy a behelyettes¶³tett (16)
major¶al¶asban ugyan r¶eszt vesz maga a 34 koal¶³ci¶o is, de csak 1

2
s¶ullyal, ez¶ert

a tags¶agi vektorok egyenleteib}ol a 234-mentes e34 = e23 +e24 +2e134 ¡2e1234

gyenge felbont¶ast kapjuk, ami r¶aad¶asul egy a (17)-belin¶el magasabb ¶ert¶ek}u
(egy¶ebk¶ent a maxim¶alis ¶ert¶ek}u, a t¶abl¶azatban is szerepl}o)

v(34) = 2 < 4 = v(23) + v(24) + 2v(134) ¡ 2v(1234) (18)

gyenge major¶al¶ast ad. Ugyanez tÄort¶enne persze, ha egy ilyen major¶al¶ast
egy major¶al¶asba helyettes¶³ten¶enk: egy legal¶abb akkora ¶ert¶ek}u major¶al¶ast
kapn¶ank. Az adott nem alapvet}o koal¶³ci¶o teh¶at nem v¶alna alapvet}ov¶e. Ez az
eset egy¶ebk¶ent egy p¶elda arra is, amikor egy nem (er}osen) alapvet}o koal¶³ci¶o
elhagy¶asa nem v¶altoztatja meg egy koal¶³ci¶o nem er}osen alapvet}o jelleg¶et,
j¶ollehet most v(N) = maxLP0

¡
N; B n fNg¢

.
A lemma (ii) kijelent¶ese szerint egy nem SVH-beli koal¶³ci¶o elhagy¶asa nem

v¶altoztatja meg sem az SVH, sem az SV halmazokat. ¶Erdemes ugyanakkor
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megeml¶³teni, hogy ilyen esetben az alapvet}o koal¶³ci¶ok halmaza viszont b}ovÄul-
het. A 8. p¶eld¶aban hagyjuk most el a nem SVH(B)-beli (egy¶ebk¶ent B-ben
alapvet}o) 34 koal¶³ci¶ot. A B-ben nem alapvet}o 234 koal¶³ci¶o a Bnf34g csal¶adban
m¶ar alapvet}o, hiszen ezen belÄul m¶ar csak egyetlen felbont¶asa van, m¶egpedig

a e234 = e3 + e24 felbont¶as, erre viszont v(234) = 7 > 6 = v(3) + v(24). A
jelens¶eg oka az, hogy a v(234)-nek az egyetlen B-beli major¶al¶asa a (16)-beli,
de ebbe a v(34) ak¶armelyik gyenge major¶al¶as¶at helyettes¶³tjÄuk is, m¶ar csak
gyenge major¶al¶ast kapunk. Vagyis csak a 234 nem SVH-beli jellege maradt
meg (mert egy nem SVH-beli koal¶³ci¶ot hagytunk el), de nem alapvet}o jellege
megv¶altozott.

A 7. lemma (iv) kijelent¶es¶eben szerepl}o v(N) > maxLP0(N;B n fNg)
felt¶etel szÄuks¶egess¶eg¶enek igazol¶as¶ara vegyÄuk ism¶et a 8. p¶eldabeli j¶at¶ekunkat,
ahol ez nem teljesÄul, de az¶ert a B-mag nem Äures. Sem az 1, sem az 12
koal¶³ci¶o nem er}osen alapvet}o, viszont mindkett}o H-beli, r¶aad¶asul szerepel-
nek egym¶as maxim¶alis ¶ert¶ek}u gyenge major¶al¶as¶aban (l¶asd a 2. t¶abl¶azatot).
Ugyanakkor sem az LP(1; Bnf1; 12g)-nek, sem az LP(12; Bnf1; 12g)-nek nincs
lehets¶eges megold¶asa, teh¶at az egyik koal¶³ci¶o elhagy¶asa er}osen alapvet}ov¶e
teszi a m¶asikat. Ez egyben p¶elda arra is, hogy egy H-beli koal¶³ci¶o elhagy¶asa
eset¶en az SV b}ovÄulhet, ami a 7. (iv) miatt persze csak ,,degener¶alt" B-
maggal rendelkez}o j¶at¶ekban fordulhat el}o, ¶es a 7. (ii) szerint ilyenkor is
csak olyan m¶odon, hogy egy H-beli koal¶³ci¶o ¶atkerÄul az SV-be. Ugyanakkor,
amint azt a 6. p¶eld¶aban az egym¶as maxim¶alis ¶ert¶ek}u gyenge major¶al¶as¶aban
szerepl}o H-beli 34 ¶es 234 koal¶³ci¶okkal kapcsolatban l¶attuk, ha a nemÄures
B-mag ,,nemdegener¶alt", akkor egy gyenge major¶al¶asban szerepl}o ugyan-
csak gyeng¶en major¶alt koal¶³ci¶o kikÄuszÄobÄolhet}o, teh¶at b¶armelyik nem er}osen
alapvet}o koal¶³ci¶onak van olyan gyenge major¶al¶asa, amelyben m¶ar csak er}osen
alapvet}o koal¶³ci¶ok szerepelnek. Ilyenkor teh¶at egy H-beli koal¶³ci¶o elhagy¶asa
nem v¶altoztat a tÄobbi H-beli koal¶³ci¶o st¶atusz¶an.

A fejezet f}o ¶all¶³t¶asa a kÄovetkez}o.

9. T¶etel. Legyen a j¶at¶ek B-magja nemÄures. Ekkor

(i) Co
¡
V(B) \ SVH(B)

¢
= Co(B);

(ii) SV(B) µ D µ SVH(B) minden olyan legsz}ukebb D µ B koal¶³ci¶ocsal¶adra,
amelyre Co(D) = Co(B);

(iii) ha N alapvet}o B-ben, akkor Co
¡
SV(B)

¢
= Co(B), tov¶abb¶a egyedÄul

D = SV(B) a legsz}ukebb olyan B-beli koal¶³ci¶ocsal¶ad, amelyre Co(D) =
Co(B).

Bizony¶³t¶as. A 7. lemma seg¶³ts¶eg¶evel az ¶all¶³t¶asok indukt¶³ven kÄonnyen iga-
zolhat¶ok. El}oszÄor n¶ezzÄuk az (i)-et. Legyen B n V(B) = fS1; . . . ; Spg ¶es
V(B) n SVH(B) = fSp+1; . . . ; Sp+qg. Term¶eszetesen p ¶es/vagy q lehet 0 is.
JelÄolje VSVH a V \SVH metszetet. Hagyjuk el egyenk¶ent az Si koal¶³ci¶okat,
el}oszÄor az 1 · i · p index}ueket valamilyen tetsz}oleges sorrendben, majd a
p+1 · i · p+q index}ueket Äonmagukon belÄul ugyancsak tetsz}oleges sorrend-
ben. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert v¶alasszuk az indexek term¶eszetes sorrendj¶et,
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azaz legyen B0 = B ¶es i = 1; . . . ; p + q-ra Bi = Bi¡1 n fSig. Nyilv¶anval¶oan
Bp = V(B) ¶es Bp+q = VSVH(B).

Az S1 =2 V(B0) koal¶³ci¶ora nyilv¶an S1 =2 SV(B0) is igaz, ¶³gy a de¯n¶³ci¶ok
alapj¶an Co(B1) = Co

¡
B0 n fS1g

¢
= Co(B0). A 7. lemma (i) miatt V(B1) =

V
¡
B0 n fS1g

¢
= V(B0), m¶³g a 7. (ii) ¶es (iii) miatt SVH(B1) = SVH

¡
B0 n

fS1g
¢

= SVH(B0) n fS1g, kÄovetkez¶esk¶eppen VSVH(B1) = VSVH(B0). Az
alapvet}o koal¶³ci¶ok halmaz¶anak v¶altozatlans¶aga miatt ez a gondolatmenet in-
dukt¶³van megism¶etelhet}o mindaddig, am¶³g el nem hagyjuk az Äosszes az ere-
deti B-ben nem alapvet}o koal¶³ci¶ot. Kapjuk, hogy mindegyik i = 1; . . . ; p-re
egyr¶eszt Co(Bi) = Co(Bi¡1), m¶asr¶eszt VSVH(Bi) = VSVH(Bi¡1). Ebb}ol
kÄovetkezik, hogy

Co(Bp) = Co(B) ¶es VSVH(Bp) = VSVH(B) ; (19)

tov¶abb¶a, hogy SVH(Bp) µ Bp = V(Bp), vagyis a reduk¶alt Bp = V(B)-ben a
VSVH metszet m¶ar azonos az SVH-val.

Folytassuk i = p + 1; . . . ; p + q-ra az Si koal¶³ci¶ok elhagy¶as¶at. Mivel
az Sp+1 =2 SVH(Bp) koal¶³ci¶ora Sp+1 =2 SV(Bp) is igaz, nyilv¶an teljesÄul a
Co(Bp+1) = Co

¡
BpnfSp+1g

¢
= Co(Bp) azonoss¶ag. M¶asr¶eszt, a 7. lemma (ii)

miatt SVH(Bp+1) = SVH
¡
Bp n fSp+1g

¢
= SVH(Bp). Mivel most m¶ar Bp =

V(Bp), nyilv¶an V(Bp+1) = V
¡
BpnfSp+1g

¢
= V(Bp)nfSp+1g = Bp+1 is fenn¶all,

kÄovetkez¶esk¶eppen VSVH(Bp+1) = VSVH(Bp), vagyis most egy nem SVH-
beli koal¶³ci¶o elhagy¶asa nem v¶altoztat a VSVH metszeten. A nem SVH-beli
koal¶³ci¶ok halmaz¶anak v¶altozatlans¶aga miatt ez a gondolatmenet indukt¶³van
megism¶etelhet}o mindaddig, am¶³g el nem hagyjuk az Äosszes Bp n SVH(Bp)-
beli koal¶³ci¶ot. Kapjuk teh¶at, hogy mindegyik i = p + 1; . . . ; p + q-ra egyr¶eszt
Co(Bi) = Co(Bi¡1), m¶asr¶eszt VSVH(Bi) = VSVH(Bi¡1). Ebb}ol ¶es (19)-b}ol
kÄovetkezik, hogy

Co(Bp+q) = Co(Bp) = Co(B) :

Figyelembe v¶eve, hogy Bp+q = VSVH(Bp+q) = VSVH(Bp) = VSVH(B), az
(i) ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶asa ezzel k¶esz.

A (ii) ¶all¶³t¶as nagyon hasonl¶o m¶odon igazolhat¶o. Legyen D µ B egy tetsz}o-
leges legsz}ukebb olyan koal¶³ci¶ocsal¶ad, amelyre Co(D) = Co(B). TegyÄuk fel,
hogy B n D = fT1; . . . ; Trg, ahol a D-n k¶³vÄuli koal¶³ci¶ok sorrendje tetsz}oleges.
Term¶eszetesen r lehet 0 is. Hagyjuk el egyenk¶ent a Tj koal¶³ci¶okat, az egy-
szer}us¶eg kedv¶e¶ert az indexek term¶eszetes sorrendj¶eben. Legyen B0 = B, ¶es
j = 1; . . . ; r-re Bj = Bj¡1 n fTjg, teh¶at Br = D.

Mivel nyilv¶an Co(Bj¡1) µ Co(Bj) minden j = 1; . . . ; r-re, a Co(B0) =
Co(Br) feltev¶es miatt val¶oj¶aban Co(Bj¡1) = Co(Bj) minden j = 1; . . . ; r-
re. Ebb}ol kÄovetkezik, hogy Tj =2 SV(Bj¡1) minden j = 1; . . . ; r-re, hiszen
ellenkez}o esetben a 3. ¶all¶³t¶as szerint a Tj elhagy¶as¶aval a mag szigor¶uan
b}ovÄulne. Egyr¶eszt, a de¯n¶³ci¶okb¶ol ad¶od¶oan SV(Bj¡1) µ SV(Bj), m¶asr¶eszt a
7. (ii) ¶es (iii) meg¶allap¶³t¶asokb¶ol kÄovetkez}oen SVH(Bj) µ SVH(Bj¡1) minden
j = 1; . . . ; r-re. Ezekb}ol kÄovetkezik, hogy

SV(B) µ . . . µ SV(D) µ SVH(D) µ . . . µ SVH(B) :
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Mivel egyetlen D-beli koal¶³ci¶o sem hagyhat¶o el an¶elkÄul, hogy a mag szigor¶uan
b}ovÄulne, D µ SV(D), vagyis D = SV(D) kell legyen, ¶es ezzel a (ii) bizony¶³t¶asa
k¶esz.

A (iii) ¶all¶³t¶ast a (ii) bizony¶³t¶as¶aval szinte azonos m¶odon igazolhatjuk a
7. lemma (iv) seg¶³ts¶eg¶evel. Legyen most is D µ B egy tetsz}oleges legsz}ukebb
olyan koal¶³ci¶ocsal¶ad, amelyre Co(D) = Co(B). Legyen megint B n D =
fT1; . . . ; Trg, tov¶abb¶a B0 = B ¶es j = 1; . . . ; r-re Bj = Bj¡1 n fTjg, teh¶at
Br = D. Ha az N alapvet}o a B-ben, akkor nyilv¶an alapvet}o marad mindegyik
Bj-ben is. A 7. (iv) teh¶at mindegyik l¶ep¶esben alkalmazhat¶o. Kapjuk, hogy
most SV(Bi) = SV(Bi¡1) minden i = 1; . . . ; p-re. Ebb}ol, valamint a D
tartalmaz¶asra minim¶alis volt¶ab¶ol pedig ad¶odik, hogy

SV(B) = . . . = SV(D) = D : (20)

Mivel biztosan van egy olyan legsz}ukebb D µ B koal¶³ci¶ocsal¶ad, amelyre
Co(D) = Co(B), kapjuk egyr¶eszt, hogy Co

¡
SV(B)

¢
= Co(D) = Co(B).

M¶asr¶eszt, mivel (20) b¶armely ilyen D-re fenn¶all, az SV(B) az egyetlen leg-
sz}ukebb ilyen koal¶³ci¶ocsal¶ad. 2

Szeml¶eltet¶esk¶eppen n¶ezzÄuk ism¶et a 8. p¶eld¶at. Amint azt ott m¶ar meg¶al-
lap¶³tottuk, a B-mag degener¶alt, egyedÄul a (0; 4; 2; 2) ki¯zet¶es-vektorb¶ol ¶all.
Az egyetlen nem alapvet}o 234 koal¶³ci¶o ¯gyelmen k¶³vÄul hagy¶asa ezen nem
v¶altoztat, a V(B)-mag teh¶at val¶oban azonos a B-maggal. Ezut¶an a V(B) n
SVH(B)-beli 2; 3; 4 ¶es 34 koal¶³ci¶ok is elhagyhat¶ok, nem szerepelnek sem egy-
m¶as, sem a tÄobbi koal¶³ci¶o gyenge major¶al¶as¶aban. Teh¶at a

¡
V(B)\SVH(B)

¢
-

mag is azonos a B-maggal. Itt azonban meg kell ¶alljunk, a V(B) \ H(B)-beli
1 ¶es 12 koal¶³ci¶ok kÄozÄul csak az egyiket tÄorÄolhetjÄuk, mert ez¶altal a m¶asik
m¶ar er}osen alapvet}ov¶e v¶alik. Val¶oban, ha csak az SV(B)-beli 23, 24 ¶es 134
koal¶³ci¶okat vesszÄuk ¯gyelembe, akkor egy b}ovebb magot kapunk: p¶eld¶aul
(¡2t; 4; 2+t; 2+t) 2 Co

¡
SV(B)

¢
minden t ¸ 0-ra. VegyÄuk ¶eszre ugyanakkor,

hogy mivel tetsz}oleges x 2 Co
¡
SV(B)

¢
ki¯zet¶es-vektorban x1 · 0 ¶es x2 · 4,

az er}osen alapvet}o koal¶³ci¶ok kieg¶esz¶³t¶ese ak¶ar az 1 2 H(B) \ V(B), ak¶ar az
12 2 H(B) \ V(B) koal¶³ci¶oval m¶ar egy¶ertelm}uv¶e teszi a megold¶ast, vagyis
Co

¡SV(B) [ f1g¢
= Co(B), illetve Co

¡SV(B) [ f12g¢
= Co(B). Teh¶at

degener¶alts¶aga miatt a B-magot ugyan nem hat¶arozz¶ak meg teljesen az er}osen
alapvet}o koal¶³ci¶ok, de a nem er}osen alapvet}o koal¶³ci¶ok majdnem mindegyike
(a H(B)\V(B)-beliek kiv¶etel¶evel mindegyik) az¶ert elhagyhat¶o, csak¶ugy, mint
a nem alapvet}o koal¶³ci¶ok.

A 9. t¶etellel kapcsolatban m¶eg megjegyezzÄuk, hogy amennyiben az N nem
alapvet}o B-ben, a (degener¶alt) B-magot meghat¶aroz¶o legsz}ukebb koal¶³ci¶ocsa-
l¶adok kÄozÄott lehet(nek) olyan(ok) is, amelyek nem r¶eszhalmazai a (B-magot
egy¶ebk¶ent mindig meghat¶aroz¶o) V(B) \ SVH(B) metszetnek. A 4. p¶eld¶aban
B = N+ eset¶en az egyetlen sz¶etoszt¶ast tartalmaz¶o B-mag megegyezik a D =
f12; 13; 23g koal¶³ci¶ocsal¶ad ¶altal meghat¶arozott D-maggal. A D minim¶alis
is, de diszjunkt az alapvet}o koal¶³ci¶ok V(B) = f1; 2; 3g csal¶adj¶at¶ol. Ez azt is
mutatja, hogy az (i) ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶aban a VSVH metszeten k¶³vÄuli koal¶³ci¶ok
elhagy¶as¶anak sorrendje annyiban nem tetsz}oleges, hogy el}obb kell elhagyni az
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Äosszes nem alapvet}o koal¶³ci¶ot, csak ezut¶an kerÄulhetnek sorra a V n SVH-beli
koal¶³ci¶ok.

3 A B-sz}ukmag

Kor¶abban m¶ar l¶attuk, hogy sz¶etoszt¶asok minden j¶at¶ekban vannak, de a B-
mag csak akkor nem Äures, ha a nagykoal¶³ci¶o ¶ert¶eke ,,kell}oen nagy" a ¯-
gyelembe vett koal¶³ci¶ok alkalmasan s¶ulyozott ¶ert¶ekeihez k¶epest, vagyis a j¶at¶ek
B-kiegyens¶ulyozott, mert ekkor tudunk minden B-beli koal¶³ci¶onak nempozit¶³v
tÄobbletet garant¶alni. L¶assuk mi tÄort¶enik akkor, ha a legnagyobb megengedett
tÄobblet szintj¶et nem rÄogz¶³tjÄuk le eleve null¶ara, hanem csak egy relat¶³ve legjobb
kÄozÄos elfogadhat¶os¶agi kÄuszÄobÄot pr¶ob¶alunk el¶erni?

Egy tetsz}oleges (N;v) j¶at¶ek ¶es B µ N+ koal¶³ci¶ocsal¶ad eset¶en a B-sz}ukmag
azon sz¶etoszt¶asok halmaza, amelyekn¶el az Äosszes B-beli koal¶³ci¶ora vett leg-
nagyobb tÄobblet a lehet}o legkisebb, azaz

LC(B) =
n

x 2 pIm : max
S2B

e(S;x) · min
x2pIm

max
S2B

e(S; x)
o

: (21)

Az N+-sz}ukmagot rÄoviden csak sz}ukmagnak8 mondjuk. Ezt a megold¶asi kon-
cepci¶ot Maschler, Peleg ¶es Shapley vizsg¶alt¶ak el}oszÄor 1979-ben megjelent
cikkÄukben. Alapvet}o meg¶allap¶³t¶asaik kÄonnyen ¶altal¶anos¶³that¶ok ak¶armelyik
B-sz}ukmagra (a k¶ezenfekv}o bizony¶³t¶asokt¶ol ez¶ert eltekintÄunk).

10. ¶All¶³t¶as. Tetsz}oleges B µ N+ koal¶³ci¶ocsal¶ad ¶es v j¶at¶ek eset¶en

(i) t¤ := minx2pImmaxS2B e(S; x) egy j¶ol meghat¶arozott val¶os sz¶am;

(ii) LC(B) nem Äures;

(iii) Co(B) Äures , t¤ > 0;

(iv) LC(B) = Co(B), de az N nem alapvet}o B-ben , t¤ = 0;

(v) LC(B) ½ Co(B) ¶es az N alapvet}o B-ben , t¤ < 0.

Az ¶all¶³t¶as (iv) ¶es (v) pontjai szerint, ha egy j¶at¶ek B-magja nem Äures, akkor
a B-sz}ukmag a B-mag r¶esze. Innen sz¶armazik az elnevez¶ese. A (iv) ponttal
kapcsolatban ¶erdemes felid¶ezni az 5. megjegyz¶est.

A sz}ukmagra vonatkoz¶o f}o ¶all¶³t¶asunk a kÄovetkez}o.

11. T¶etel. Ha az N alapvet}o B-ben, akkor LC(B) = LC
¡
SV(B)

¢
.

Bizony¶³t¶as. Ha az N alapvet}o B-ben, akkor a j¶at¶ek B-magja nem Äures, ¶³gy
a 9. t¶etel (iii) meg¶allap¶³t¶asa alapj¶an Co(B) = Co

¡
SV(B)

¢
. A 10. ¶all¶³t¶as

(iv) ¶es (v) pontjai szerint egyr¶eszt LC(B) µ Co(B), m¶asr¶eszt LC
¡SV(B)

¢ µ
Co

¡SV(B)
¢
. Teh¶at mind a B-sz}ukmag, mind az SV(B)-sz}ukmag meghat¶aro-

z¶as¶aban a sz¶etoszt¶asok halmaza lesz}uk¶³thet}o a B-magra, ahol m¶ar mindegyik

8Angolul least core.
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B-beli koal¶³ci¶o tÄobblete nempozit¶³v. A t¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz teh¶at elegend}o azt
megmutatni, hogy minden x 2 Co

¡
SV(B)

¢
= Co(B) eset¶en maxT2B e(T; x) =

maxT2SV(B) e(T; x).
Mivel nyilv¶anval¶oan maxT2B e(T; x) ¸ maxT2SV(B) e(T; x), csak a for-

d¶³tott ir¶any¶u egyenl}otlens¶eget kell igazolnunk. VegyÄunk tetsz}olegesen egy
S 2 B n SV(B) koal¶³ci¶ot. A 7. lemma (iv) pontj¶at iterat¶³van alkalmazva
kapjuk, hogy van olyan T µ SV(B) koal¶³ci¶ocsal¶ad, hogy ¸T > 0 (T 2 T ),
illetve ¹N ¸ 0 s¶ulyokkal egyr¶eszt

eS =
X

T2T
¸T eT ¡ ¹N eN ; (22)

m¶asr¶eszt

v(S) ·
X

T2T
¸T v(T ) ¡ ¹N v(N) : (23)

Ha a (22) felbont¶ast beszorozzuk egy tetsz}oleges x sz¶etoszt¶assal, ¶es a ki¯ze-
t¶esekre ¶³gy kapott x(S) =

P
T2T ¸T x(T ) ¡ ¹N x(N) egyenletet tagonk¶ent

kivonjuk a (23) major¶al¶asb¶ol, azt kapjuk, hogy

e(S; x) ·
X

T2T
¸T e(T; x) · ¡ X

T 2T
¸T

¢
max
T2T

e(T; x) ;

hiszen egyr¶eszt minden x sz¶etoszt¶asra e(N;x) = 0, m¶asr¶eszt mindegyik ¸T

pozit¶³v.
Mivel

P
T2T ¸T > 1 (hiszen S =2 T miatt a (22) felbont¶as val¶odi), ad¶odik,

hogy minden x 2 Co
¡
SV(B)

¢
= Co(B) eset¶en

e(S; x) ·
¡ X

T2T
¸T

¢
max
T2T

e(T; x) · max
T2T

e(T; x) · max
T2SV(B)

e(T; x) ;

vagyis egy nem er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o egyetlen B-magbeli sz¶etoszt¶asn¶al sem
lehet egyedÄulik¶ent a maxim¶alis tÄobblet}u, mindig van egy legal¶abb akkora
tÄobblettel rendelkez}o er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o. Teh¶at val¶oban minden x 2
Co

¡SV(B)
¢

= Co(B) eset¶en maxT2B e(T; x) = maxT2SV(B) e(T; x). 2

ÄOsszevetve a 11. t¶etelt a 9. t¶etel (v) pontj¶aval azt l¶atjuk, hogy ha egy
(N; v1) j¶at¶ek nem elfajult B1-magja megegyezik egy (N;v2) j¶at¶ek nem elfajult
B2-magj¶aval, akkor SV(B1) = SV(B2), s ¶³gy az (N; v1) j¶at¶ek B1-sz}ukmagja is
megegyezik az (N;v2) j¶at¶ek B2-sz}ukmagj¶aval. Figyelembe v¶eve a 10. ¶all¶³t¶as
(iv) pontj¶at is, kijelenthetjÄuk, hogy b¶armilyen B-kiegyens¶ulyozott j¶at¶ekban a
nemÄures B-magot meghat¶aroz¶o koal¶³ci¶ocsal¶adok a B-sz}ukmagot is meghat¶a-
rozz¶ak. A B1 = B2 = N+ esetben ez a meg¶allap¶³t¶as egy kÄozvetett bizony¶³t¶as¶at
adja Potters ¶es Tijs (1994) al¶abbi eredm¶eny¶enek.

12. KÄovetkezm¶eny. Kiegyens¶ulyozott j¶at¶ekokban a sz}ukmag a mag egy
m¶ertani helye, vagyis azonos maggal rendelkez}o b¶armely k¶et j¶at¶ek sz}ukmagjai
is azonosak.
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A 11. t¶etellel kapcsolatban m¶eg k¶et megjegyz¶est teszÄunk. Az els}o, hogy
a sz}ukmag eset¶eben |ellent¶etben a maggal, l¶asd a 9. t¶etel (iii) pontj¶at|
¶altal¶anos ¶erv¶ennyel akkor sem azonos¶³thatunk egy, a megold¶ast meghat¶aroz¶o
legsz}ukebb koal¶³ci¶ocsal¶adot, ha az N alapvet}o B-ben. A kÄovetkez}o egy olyan
4-szerepl}os p¶elda, amelyben a h¶et er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o kÄozÄott csak egy
olyan van, amelyik tagja mind a nyolc legsz}ukebb meghat¶aroz¶o koal¶³ci¶ocsa-
l¶adnak.

13. P¶elda. Legyen N = f1; 2; 3; 4g, vegyÄuk a koal¶³ci¶ok B = f1; 2; 3; 4,
12; 13; 14; 23; 34, 123g ½ N+ csal¶adj¶at, ¶es a koal¶³ci¶os ¶ert¶ekek legyenek:

S 1 2 3 4 12 13 14 23 34 123 N

v(S) 0 0 0 0 8 4 8 8 8 10 18

Az 123 koal¶³ci¶o nem alapvet}o, mivel v(123) = 10 = 1
2v(12) + 1

2v(13) +
1
2v(23). Ezen k¶³vÄul csak az (alapvet}o) 1 illetve 3 koal¶³ci¶ok nem er}osen alap-
vet}oek B-ben, azaz SV(B) = f2; 4; 12; 13; 14; 23; 34g.

Mivel t¤ = minx2pImmaxS2B e(S;x) = ¡1 < 0, a j¶at¶ek B-kiegyens¶ulyo-
zott, s}ot az N alapvet}o B-ben. A B-sz}ukmag a B-mag (alacsonyabb dimen-
zi¶os) szigor¶u r¶eszhalmaza, hiszen a minim¶alis t¤ = ¡1 tÄobbletszintet eredm¶e-
nyez}o sz¶etoszt¶asokt¶ol megkÄovetelt e(12; x) = 8 ¡ x(12) · ¡1 ¶es e(34; x) =
8¡x(34) · ¡1, de x(12)+x(34) = 18 rendszer minden megold¶as¶aban x(12) =
9 ¶es x(34) = 9 kell teljesÄuljÄon (vÄo. 5. megjegyz¶es). Hasonl¶o ok miatt v¶egig
konstans t¤ = ¡1 a B-sz}ukmagon az 14 illetve 23 koal¶³ci¶ok tÄobblete. Az
x(12) = 9, x(34) = 9, x(14) = 9 ¶es x(23) = 9 egyenletrendszer minden
megold¶asa (y; 9 ¡ y; y; 9 ¡ y) alak¶u. A m¶asik h¶arom er}osen alapvet}o koal¶³ci¶o
tÄobblet¶et is t¤ = ¡1-ben maxim¶alva kapjuk, hogy LC(B) =

©
(y; 9 ¡ y; y; 9 ¡

y) : 5=2 · y · 8
ª
.

VegyÄuk ¶eszre, hogy a B-sz}ukmagot tartalmaz¶o egyenest megad¶o n¶egy
egyenlet kÄozÄul b¶armelyik h¶aromb¶ol kÄovetkezik a negyedik, ¶³gy ak¶armelyikÄuk
(de csak az egyikÄuk) ¯gyelmen k¶³vÄul hagyhat¶o. Ett}ol fÄuggetlenÄul kihagyhat¶o
ak¶ar a 2 ak¶ar a 4 koal¶³ci¶o, mert tÄobbletÄuk limit¶al¶asa ugyanazt az y · 8
korl¶atot eredm¶enyezi. Teh¶at nyolc olyan szigor¶u r¶eszhalmaza is van SV(B)-
nek, amelyik ugyancsak az LC(B)-t hat¶arozza meg. EgyedÄul az y ¸ 5=2
korl¶atot eredm¶enyez}o 13 koal¶³ci¶o szerepe nem kiv¶althat¶o.

A t¶etellel kapcsolatos m¶asik megjegyz¶esÄunk az, hogy a j¶at¶ek B-kiegyen-
s¶ulyozotts¶ag¶ara tett feltev¶es nem elhagyhat¶o.

14. P¶elda. VegyÄuk a 13. p¶eldabeli helyzetet, de csÄokkentsÄuk a nagykoal¶³ci¶o
¶ert¶ek¶et 12-re, azaz legyen:

S 1 2 3 4 12 13 14 23 34 123 N

v(S) 0 0 0 0 8 4 8 8 8 10 12

Mivel t¤ = minx2pImmaxS2B e(S; x) = 2 > 0, a j¶at¶ek nem B-kiegyens¶u-
lyozott, a B-mag Äures. A 13. p¶eldabeli gondolatmenetet megism¶etelve most is
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azt kapjuk, hogy a B-sz}ukmagnak benne kell lennie az x(12) = 6, x(34) = 6,
x(14) = 6 ¶es x(23) = 6 egyenletrendszer (y; 6 ¡ y; y; 6 ¡ y) alak¶u megold¶asai-
nak halmaz¶aban. A tÄobbi B-beli koal¶³ci¶o tÄobblet¶et is t¤ = 2-ben maxim¶alva
kapjuk, hogy LC(B) =

©
(y; 6 ¡ y; y; 6 ¡ y) : 2 · y · 8

ª
.

Az y ¸ 2 korl¶atot egyedÄul az 123 koal¶³ci¶o adja, a kÄovetkez}o legszigor¶ubb
als¶o korl¶at az 13-hoz tartoz¶o y ¸ 1. Ad¶odik, hogy LC

¡
B n f123g

¢
=

©
(y; 6 ¡

y; y; 6 ¡ y) : 1 · y · 8
ª
. Mivel LC

¡
B n f123g

¢
szigor¶uan b}ovebb, mint

LC(B), a most sem alapvet}o 123 koal¶³ci¶o nem redund¶ans a sz}ukmagra n¶ezve.
Az er}osen alapvet}o koal¶³ci¶ok teh¶at nem felt¶etlenÄul elegend}ok a B-sz}ukmag
meghat¶aroz¶as¶ahoz akkor, ha a B-mag Äures.
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REDUNDANCY IN SOLUTIONS OF COOPERATIVE GAMES I:

THE CORE AND THE LEAST CORE

The various solutions of transferable utility games take into account the coopera-
tive possibilities of all coalitions of players in one way or another. Although their
de¯nitions formally involve each of the coalitional values, many of the excess-based
solutions are actually determined by a smaller family of coalitions. Disregarding
super°uous coalitions can make the analysis and/or the computation of these solu-
tions signi¯cantly easier, especially for games related to situations with restricted
cooperation possibilities. In this paper we investigate the redundancy of coalitions
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with respect to the core and the least core. We identify several smaller families of
coalitions which completely determine these solutions. In case the core is not empty
and not degenerate, we ¯nd the smallest such family for the core, but demonstrate
that no such smallest family exists for the least core.


