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K ÄONYVEKR }OL

M¶ocz¶ar J¶ozsef: Fejezetek a modern kÄozgazdas¶agtudom¶anyb¶ol.
Sztochasztikus ¶es dinamikus nemegyens¶ulyi elm¶eletek, term¶eszet-

tudom¶anyos kÄozel¶³t¶esek. Akad¶emiai Kiad¶o, Bp. 608. o.

M¶ocz¶ar J¶ozsef a Marx K¶aroly KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Egyetem h¶³res terv-
matematika szak¶an v¶egzett ¶es az¶ota is az Egyetemen dolgozik. Sz¶amos
kÄulfÄoldi egyetemen volt vend¶egprofesszor, tÄobbek kÄozÄott az Oszakai, a Gronin-
geni, a Leuveni, a Sienai ¶es a Velencei La Foscara Egyetemeken. Az USC-n
mint Fulbright professzor folytatott kutat¶asokat. M¶ocz¶ar J¶ozsef, ma a Bu-
dapesti Corvinus Egyetem professzora, kÄozel 15 ¶eves kutat¶asi eredm¶enyeit
foglalta Äossze kÄonyv¶eben. Kutat¶asi r¶eszeredm¶enyeit ezt megel}oz}oen rangos
hazai ¶es nemzetkÄozi szakfoly¶oiratokban publik¶alta. TÄobb mint 60 jelent}osebb
tudom¶anyos cikk, kÄonyv, kÄonyvfejezet ¶es megh¶³vott el}oad¶as szerz}oje.

A kÄonyv a term¶eszet- ¶es a kÄozgazdas¶ag-tudom¶any alapvet}o k¶erd¶eseib}ol in-
dul ki, s a v¶eg¶en eljut a leg¶ujabb elm¶eletekig ¶es technik¶akig, ezekbe ¶agyazza
be az ¶uj ¶es ¶ujszer}u kutat¶asi eredm¶enyeit1, m¶egpedig egy teljesen ¶uj megkÄoze-
l¶³t¶esben. A kÄonyv ¶attekint¶est ad a kÄozgazdas¶agi elm¶eletek kialakul¶as¶ar¶ol, fel-
haszn¶alva a modern matematika ter¶en el¶ert eredm¶enyeket, majd a rendk¶³vÄul
szerte¶agaz¶o kutat¶asi terÄuletek kÄozÄul a sztochasztikus ¶es dinamikus nemegyen-
s¶ulyi elm¶eletekre koncentr¶al, felismerve azt a t¶enyt, hogy a t¶arsadalom r¶esze a
term¶eszetnek, ¶³gy a term¶eszettudom¶anyos megkÄozel¶³t¶esek eredm¶enyei a kÄoz-
gazdas¶agtanban is hasznos¶³that¶ok. E rendez}o elv a kÄulÄonbÄoz}o kÄozgazdas¶agi
iskol¶akb¶ol a legnagyobb r¶eszt a mainstream neoklasszikus iskol¶ab¶ol metsz
ki, j¶ollehet, hogy a keynesi ¶es ¶ujkeynesi iskol¶ak befoly¶as¶at is vizsg¶alja. A
kÄozgazdas¶agtan modern statisztikai, sz¶amviteli, p¶enzÄugytechnikai stb. isme-
reteinek tÄobbs¶ege is e leg¶ujabb eredm¶enyek kÄovetkezm¶enyei, amelyek meg-
fogalmaz¶asa szint¶en a term¶eszettudom¶anyok sokszor bonyolult matematikai
nyelvezet¶en tÄort¶enik: l¶enyeg¶eben ezek biztos¶³tj¶ak a gazdas¶ag modern elm¶e-
leteken alapul¶o m}ukÄod¶es¶et. Elfogadva ezek meghat¶aroz¶o szerep¶et, a szerz}o
itt az egyes paradigm¶akon alapul¶o tudom¶anyos kutat¶asok hat¶arterÄuleteinek
elm¶eleti eredm¶enyeibe, illetve az ¶altala felv¶azolt fejl}od¶esi ir¶anyokba, ¶uj elm¶e-
letekbe ¶es modellez¶esi technik¶akba k¶³v¶an betekint¶est adni a term¶eszettudo-
m¶anyok (science) kÄontÄos¶eben, ami a kÄozgazdas¶agtant modern kÄozgazdas¶ag-
tudom¶anny¶a tette ¶es m¶eg ink¶abb teszi.

A mai modern kÄozgazdas¶ag-tudom¶any leg¶ujabb szeml¶eleti ¶es kÄozel¶³t¶esi
technik¶ai a dinamika, a sztochasztika ¶es a nemegyens¶ulyi elm¶eletek ¶es mo-
dellek. A szerz}o sz¶eleskÄor}u kutat¶asai alapj¶an a Ramsey-Neumann-Haavelmo
h¶armast tekinti a k¶et vil¶agh¶abor¶u kÄozÄotti id}oszak legkiemelked}obb matema-
tikai kÄozgazd¶aszainak, akiknek eredm¶enyei meghat¶arozt¶ak a kÄozgazdas¶ag-
tudom¶any technikai ¶es m¶odszertani ir¶any¶at. A ,,nagy elm¶eleteket" pedig

1Az irodalomjegyz¶ekben 7 darab, rangos nemzetkÄozi szaklapban megjelent tanulm¶any¶at
hivatkozza meg a szerz}o. A teljes publik¶aci¶os list¶aja 60-n¶al tÄobb t¶etelb}ol ¶all.
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Keynes ¶es kÄovet}oi, tov¶abb¶a Hicks, Schumpeter, Arrow, Samuelson ¶es a mo-
netarist¶ak (¶elÄukÄon Friedman) eredm¶enyei alak¶³tott¶ak, amelyek szint¶en meg-
tal¶alhat¶ok a leg¶ujabb dinamikus ¶es sztochasztikus nemegyens¶ulyi modellek
alapjaiban. Mindezt Roy E. Weintraub ¶un. tÄort¶eneti-rekonstrukci¶os m¶odsze-
r¶evel, matematikai nyelvezeten fejti ki, m¶egpedig Willard J. Gibbs szellem¶e-
ben, aki els}ok¶ent vallotta, hogy a ,,matematika egy nyelv".

A szerz}o ¶altal¶anos kutat¶asi c¶elkit}uz¶esi ¶es eredm¶enyei a sztochasztikus
¶es dinamikus nemegyens¶ulyi elm¶eletek terÄulet¶en az al¶abbiakban foglalhat¶o
Äossze.

A vizsg¶alataihoz felhaszn¶alt cikkeket ¶es tanulm¶anyokat, ¶es az azokban
tal¶alt eredeti gondolatokat, sok esetben m¶as szerz}ok szÄovegh}u kiemel¶es¶eben
¶es interpret¶aci¶oj¶aban, megfelel}o hivatkoz¶asokkal ¶ep¶³tette be kÄonyv¶ebe, ami
vil¶agos ¶es ¶erthet}o medret ny¶ujtott saj¶at eredm¶enyeinek kifejt¶es¶ere, ¶es egy¶uttal
egy sz¶eles irodalmi ¶attekint¶est is adott a modern, a mainstream neoklasszikus
kÄozgazdas¶ag-tudom¶any kialakul¶as¶ar¶ol ¶es f}obb modelljeir}ol. Vagyis h}uen kÄo-
veti a Lakatos Imre ¶altal megfogalmazott h¶³res t¶ezist: ,,A tudom¶any¯loz¶o¯a
a tudom¶anytÄort¶enet n¶elkÄul Äures, a tudom¶anytÄort¶enet a tudom¶any¯loz¶o¯a
n¶elkÄul vak." E t¶ezis els}o r¶esz¶enek magyar¶azata, rÄoviden ¶ugy foglalhat¶o Äossze,
hogy minden olyan tudom¶any¯loz¶o¯a, vagyis a kÄozgazd¶aszok terminol¶ogi¶aj¶a-
ban metodol¶ogia, amely nem veszi ¯gyelembe az ¶altala vizsg¶alt tudom¶any tÄor-
t¶enet¶et, elv¶eti a saj¶at t¶argy¶at, hiszen nem ismeri meg annak val¶odi m}ukÄod¶es¶et,
term¶eszet¶et. Vagyis itt most sokkal m¶elyebb ¶ertelmet kap a kÄozgazdas¶agtan
tudom¶anytÄort¶enete az idehaza szok¶asos elm¶elettÄort¶eneti megkÄozel¶³t¶esekn¶el,
amelyek tÄobbnyire csak a probl¶em¶ak korh}u t¶arsadalmi-gazdas¶agi szempont-
jaira t¶ernek ki, az adott terÄulet modern eredm¶enyeibe tÄort¶en}o be¶agyaz¶as
n¶elkÄul. Ez pontosabban azt jelenti, hogy egy-egy fejezetben egy bizonyos
t¶ema kifejt¶ese els}o, m¶ult sz¶azadbeli ¶erdemleges elm¶eleteib}ol kiindulva eljut
napjaink, s}ot a kÄozeljÄov}o v¶arhat¶o leg¶ujabb eredm¶eny¶eig. A t¶ezis m¶asodik
r¶esze azonban enn¶el j¶oval problematikusabb: azt ¶all¶³tja, hogy minden olyan
tÄort¶eneti kutat¶as, amelyik nem egy ¯loz¶o¯ai koncepci¶o ment¶en halad, medd}o
¶es ¶ertelmetlen. Ez¶ert a kÄozgazdas¶agtan tÄort¶enet¶ehez M¶ocz¶ar J¶ozsef azzal a
¯loz¶o¯ai koncepci¶oval fordult, s ezzel kÄoveti Lakatos Imre racion¶alis rekon-
strukci¶oj¶at, hogy v¶alaszt kapjon arra a k¶erd¶esre, hogy tudom¶any-e, s}ot Äon¶all¶o
tudom¶any-e a kÄozgazdas¶agtan? A v¶alaszt n¶ala is pontosan a tÄort¶eneti rekon-
strukci¶o szolg¶altatja. Vizsg¶alatainak kÄoz¶eppontj¶aba a term¶eszettudom¶anyos
megkÄozel¶³t¶eseket helyezte, a term¶eszettudom¶anyok, a ¯zika, k¶emia ¶es biol¶ogia
azon redukci¶oit, amelyek a modern elm¶eleti (r¶eszben matematikai) kÄozgazda-
s¶agtan kialakul¶as¶at ¶es az alkalmazott kÄozgazdas¶agtan, az Äokonometria meg-
szÄulet¶es¶et eredm¶enyezt¶ek. A szerz}o mindv¶egig azt hangs¶ulyozza kÄonyv¶eben,
hogy a kÄozgazdas¶agi folyamatokban a term¶eszettudom¶anyok (science) k¶³s¶erleti
eredm¶enyei, megfelel}o anal¶ogia alapj¶an, felhaszn¶alhat¶ok. Ami viszont a mate-
matikai redukcionizmust illeti, ott el¶egg¶e kritikusan fogalmaz. Az ¶un. science
matematik¶akb¶ol csak a k¶³s¶erletek eredm¶enyeit le¶³r¶o matematik¶at tartja alkal-
masnak a kÄozgazdas¶agtan formaliz¶alt ÄosszefÄugg¶eseinek le¶³r¶as¶ara a megfelel}o
anal¶ogia fenn¶all¶asa eset¶en, ami a priori kÄovetkezik a term¶eszettudom¶anyos
megkÄozel¶³t¶esb}ol. A bourbaki matematika, amely a matematikai ÄosszefÄug-
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g¶eseket alkalmaz¶asok n¶elkÄuli strukt¶urak¶ent kezeli |amit r¶eszletesen is be-
mutat|, ,,puszt¶³t¶o hat¶asa" kÄovetkezt¶eben a kÄozgazdas¶agtannak egy olyan
¶aga fejl}odÄott ki a kÄozelm¶ultban, aminek semmilyen kapcsolata sincs a val¶os
t¶enyekkel, ¶es csaknem elv¶alaszthatatlanok a tiszta matematik¶at¶ol. Ez az,
ami sz¶amos kÄozgazd¶asznak, kÄoztÄuk Roy E. Weintraubnak is, f¶elre¶ert¶esre ad-
tak okot, vagyis sokan a kÄozgazdas¶ag-tudom¶any matematikai tudom¶anny¶a
v¶al¶as¶ar¶ol besz¶elnek. M¶ocz¶ar J¶ozsef kÄonyve mindv¶egig azt bizony¶³tja, hogy sz¶o
sincs err}ol, csak a science kÄozel¶³t¶essel (redukci¶oval) az ott haszn¶alt matema-
tika nyelvezete egyre jobban ¶athatja, mikÄozben formaliz¶alt ÄosszefÄugg¶eseinek
le¶³r¶as¶ara megteremti a saj¶at matematikai nyelvezet¶et is.

¶Erdemes a matematikai m¶odszerek ¶es a sz¶am¶³t¶astechnika fejl}od¶es¶evel kap-
csolatban Krek¶o B¶ela egyetemi tan¶ar 1966-ban ¶³rt v¶elem¶eny¶et id¶ezni, amivel
Äosszhangban van M¶ocz¶ar J¶ozsef ¶all¶aspontja: ,,B¶armilyen messze is halad
ezen az ¶uton a fejl}od¶es, a matematika val¶oj¶aban mindig csak eszkÄoz marad
a kÄozgazd¶aszok kez¶eben. ¶Eppen ¶ugy, mint ahogy mind a mai napig csak
eszkÄoz maradt a ¯zikusok kez¶eben. A matematika fejletts¶eg¶enek mai fok¶an
| a leg¶altal¶anosabb rel¶aci¶ok tudom¶any¶anak tekinthet}o, eltekintve e rel¶aci¶ok
konkr¶et tartalm¶at¶ol. M¶ar ebb}ol a megfogalmaz¶asb¶ol is kÄovetkezik, hogy a
matematika sohasem l¶ephet a kÄozgazdas¶agi tudom¶anyok hely¶ebe. Ezzel szem-
ben igen komoly, sok esetben m¶assal nem p¶otolhat¶o seg¶³ts¶eget ny¶ujthat a
gazdas¶agi dÄont¶esek meghozatal¶an¶al." A matematikai m¶odszerek els}osorban a
dÄont¶es-el}ok¶esz¶³t¶est seg¶³tik el}o, tÄobbek kÄozÄott a progn¶ozisok kidolgoz¶as¶aval, a
,,dÄont¶es azonban tov¶abbra is kÄozgazdas¶agi [vezet¶esi] funkci¶o marad" ¶allap¶³tja
meg ezzel kapcsolatban Krek¶o B¶ela.2

A szerz}o egy¶ertelm}uen a science k¶³s¶erleteit le¶³r¶o matematikai redukcioniz-
must tekinti j¶arhat¶o ¶utnak a kÄozgazdas¶agtudom¶any term¶eszettudom¶anyos
megkÄozel¶³t¶es¶eben, els}osorban az¶ert, mert ¶³gy kevesebb a vesz¶elye annak, hogy
a kÄulÄonbÄoz}o m¶³toszok elt¶er¶³tik a kÄozgazdas¶agi modellez¶est a val¶os¶agt¶ol. Am¶³g
a neoklasszikus iskola a klasszikus mechanika Newton ¶altal megfogalmazott
tÄorv¶enyeinek matematikai ÄosszefÄugg¶eseit, a kÄozÄons¶eges di®erenci¶alegyenlete-
ket (ODE), illetve a parci¶alis di®erenci¶alegyenleteket (PDE) tekinti az egyik
legf}obb m¶odszertani eszkÄoz¶enek, addig a sztochasztikus differenci¶alegyenletek
(SDE) ¶es a sztochasztikus parci¶alis differenci¶alegyenletek (PSDE) a kvan-
tummechanika k¶³s¶erleti eredm¶enyeit tÄukrÄozik ¶es a sztochasztikus dinamikus
kÄozgazdas¶agi modellek megfogalmaz¶as¶at tett¶ek lehet}ov¶e a sztochasztikus fo-
lyamatok elm¶elet¶en keresztÄul. Emellett forradalmas¶³totta a p¶enzÄugyi mate-
matik¶at ¶es elvezetett a sztochasztikus dinamikus ¶altal¶anos egyens¶ulyi (DSGE)
modellekhez is.

A ¯zika, ezen belÄul kiemelten a newtoni mechanika tÄobb m¶odszer¶et ¶es
fogalm¶at alkalmazta a XIX. sz¶azad kÄozep¶et}ol a kÄozgazdas¶agtan: p¶eld¶aul
egyens¶uly, statika, dinamikus ¶es statikus egyens¶uly, periodicit¶as, harmonikus
mozg¶as, ciklikuss¶ag stb. A konjunkt¶ura-elemz¶es ¶es prognosztiz¶al¶as gyakran
alkalmazott anal¶ogi¶aja a harmonikus rezg}omozg¶as, mivel e tÄorv¶eny l¶enyege a
visszat¶er¶es, a megism¶etl}od¶es, a periodicit¶as, t¶agabb ¶ertelemben a ritmikuss¶ag.
Az ¶aralakul¶ast p¶eld¶aul ¶ugy k¶epzelt¶ek el, hogy a mozg¶o egyens¶uly tengely-

2Krek¶o B¶ela [1966]: Line¶aris programoz¶as. KJK. Budapest. 14. o.
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vonala a trend, ¶es a trend kÄorÄul harmonikus, ciklikus m¶odon ingadozik az
¶ar. A ciklikus mozg¶ast ugyanis az v¶altja ki, hogy a gazdas¶agi t¶enyez}ok alkal-
mazkod¶asi k¶epess¶ege m¶as ¶es m¶as, elt¶er}o a reakci¶osebess¶egÄuk. Ha beindul egy
folyamat, akkor ez a kÄulÄonbÄoz}o t¶enyez}ok egym¶asra hat¶as¶anak ered}ojek¶ent egy,
Äonmag¶at er}os¶³t}o mechanizmuss¶a v¶alik. A fordul¶opontot, pedig az id¶ezi el}o,
hogy min¶el t¶avolabb kerÄul a gazdas¶ag az egyens¶ulyi helyzethez k¶epest, ann¶al
er}osebb ellener}ok is m}ukÄodni kezdenek, hat¶asuk egyre ink¶abb ¶erezhet}ov¶e v¶a-
lik, ¶es arra k¶enyszer¶³tik a gazdas¶agot, hogy ¶ujra egyens¶ulyi helyzetbe kerÄuljÄon,
illetve azon t¶ullendÄuljÄon. E megkÄozel¶³t¶es teh¶at a Newton-f¶ele ,,akci¶o egyenl}o
reakci¶o", illetve ,,hat¶as egyenl}o ellenhat¶as" elvb}ol indul ki, vagyis azt felt¶ete-
lezi, hogy a gazdas¶agi ¶eletben |¶eppen ¶ugy, mint a ¯zika hull¶amjelens¶egei-
ben| az egyens¶ulyi helyzetb}ol val¶o kileng¶est az abba val¶o visszat¶er¶es je-
lens¶ege kÄoveti, majdnem mechanikus m¶odon. A Newtoni ¯zika a mikro ¶es
makro vil¶ag sz¶amos jelens¶eg¶et nem tudta megmagyar¶azni. E probl¶em¶akra
a v¶alaszt a kvantummechanika ¶es a relativit¶as elm¶elete adta meg. A kvan-
tummechanika elm¶eleti ¶es szigor¶u, form¶alis matematikai fel¶ep¶³t¶ese els}osorban
Planck, Dirac ¶es Neumann J¶anos nev¶ehez f}uz}odik, az ¶altal¶anos ¶es speci¶alis
relativit¶as elm¶elet¶et Einstein dolgozta ki. A ¯zika tudom¶any¶anak fejl}od¶ese a
kÄozgazdas¶agtanra is hat¶assal volt.

Azt, hogy mit is ¶ertÄunk itt eg¶eszen pontosan az ¶un. science matemati-
k¶an, p¶eld¶aul a ,,¯zikai matematik¶an", azt Ito integr¶al p¶eld¶aj¶an, genezis¶enek
tudom¶anytÄort¶eneti bemutat¶as¶aval vil¶ag¶³tjuk meg. KÄozismert, hogy mind
a sztochasztikus integr¶al¶as, mind a kock¶aztatott vagyon¶arak modellez¶ese a
Brown-mozg¶as formaliz¶alt megfogalmaz¶as¶aval kezd}odtek. A legkor¶abbi k¶³s¶er-
letek a Brown-mozg¶as matematikai modellez¶es¶ere R. Jarrow ¶es Ph. Protter3

szerint h¶arom forr¶asra vezethet}o vissza. Az els}o T. N. Thiel¶e¶e4 volt, aki
az id}osorok tanulm¶anyoz¶asa sor¶an adott egy lehets¶eges modellt a Brown-
mozg¶asra Koppenh¶ag¶aban; a m¶asodik L. Bachelier¶e5, aki a p¶arizsi ¶ert¶ekt}ozsde
vizsg¶alat¶aban t¶amaszkodott a Brown-mozg¶asra; ¶es v¶egÄul, a harmadik A. Ein-
stein¶e6, aki a folyad¶ekban meg¯gyelt kis r¶eszecsk¶ek mozg¶as¶anak modellj¶ere
tett javaslatot, l¶enyeg¶eben azzal a c¶ellal, hogy meggy}ozzÄon m¶as ¯zikusokat is
az anyag molekul¶aris term¶eszet¶er}ol. Sz¶amunkra most igaz¶ab¶ol Paul Langevin
francia ¯zikus, 1908-ban megjelent tanulm¶anya7 ¶erdekes, amelyben a Brown-

3Robert Jarrow, Philip Protter [2004]: A short history of stochastic integration and
mathematical ¯nance: the early years, 1880{1970, Anirban DasGupta, ed., A Festschrift
for Herman Rubin (Beachwood, Ohio, USA: Institute of Mathematical Statistics, 2004),
75{91. o.

4Thiele, T. N. [1880]: Sur la compensation de quelqeus erreurs quasisyst¶ematiques par
la m¶ethode des moindres carr¶es, Ritzel, Copenhagen.

5Bachelier, L. [1900]: Th¶eorie de la Sp¶eculation, Annales Scienti¯ques de l'¶Ecole Nor-
male Sup¶erieure, 21-286. o.; Bachelier, L. [1900]: Th¶eorie de la Sp¶eculation, Ghauthier-
Villars, Paris.

6Einstein, A. [1905]: On the movement of small particles suspended in stationary liquid
demanded by the molecular-kinetic theory of heat, Ann.d. Physik 17 (In Investigations of
the theory of Brownian movement, ed. R. FÄurth, Dover, New York, 1956); L¶anczos Korn¶el
[1978]: Einstein ¶evtizede. 1905-1915. Gyorsul¶o id}o. Magvet}o Kiad¶o. Budapest. Einstein
¶es a Brown-f¶ele mozg¶as. 110-118. o.

7Paul Langevin [1908]: Sur la th¶eorie du mouvement brownien, C. R. Acad. Sci. (Paris)
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mozg¶as le¶³r¶asa, saj¶at szavaival ¶elve, sokkal egyszer}ubb volt, mint Einstein¶e.
Ugyanis, am¶³g Einstein, kiindulva a megfelel}o hipot¶ezisekb}ol egy olyan par-
ci¶alis di®erenci¶alegyenletet (azaz, egy Fokker-Planck egyenletet) old meg,
amely egy Brown-mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecske val¶osz¶³n}us¶egi s}ur}us¶eg¶enek id}obeli
evol¶uci¶oj¶at szab¶alyozza, addig Langevin egyszer}uen csak Newton m¶asodik
tÄorv¶eny¶et alkalmazta a reprezentat¶³v Brown mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecsk¶ere. Ezzel
Langevin ,,feltal¶alta" a sztochasztikus ¯zika F = ma egyenlet¶et, amit most
Langevin egyenletnek neveznek. Ma m¶ar vil¶agos, hogy Langevin kÄozel¶³t¶es¶enek
nyilv¶anval¶o egyszer}us¶ege annak ¶ar¶an volt lehets¶eges, hogy az ¶uj matematikai
objektumokba szokatlan tulajdons¶agokat er}oltetett bele, amelyek m¶ara m¶ar
j¶ol kidolgozottak ¶es sz¶eles kÄor}uen elfogadottak. Mind a Langevin egyen-
let, mind a Fokker-Planck egyenlet folytonos ¯zik¶at, Markov (azaz, mem¶oria
n¶elkÄuli sztochasztikus) folyamatokat¶³rnak le. Ugyanakkor Langevin elemz¶ese
valamivel ¶altal¶anosabb ¶es pontosabb volt, mint Einstein¶e. Ugyanis, Langevin
bevezetett egy sztochasztikus er}ot (az }o kifejez¶es¶evel ¶elve, egy komplementer
er}ot), amely tolja kÄorbe a Brown-mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecsk¶et a sebess¶egt¶erben,
m¶³g Einstein teljes eg¶esz¶eben a kon¯gur¶aci¶os t¶erben dolgozott. Azaz, modern
terminol¶ogi¶aban fogalmazva, am¶³g Langevin a Brown-mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecs-
ke sebess¶eg¶et egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatk¶ent ¶³rta le, a helyzet¶et, pedig
a sebess¶eg¶enek id}ointegr¶aljak¶ent, addig Einstein a helyzet¶et egy sodr¶od¶as
(drift) n¶elkÄuli Wiener folyamatk¶ent. Az el}obbi mag¶aba foglalja az ut¶obbit,
¶es egy speci¶alis ,,coarse-graining limit"-be8 reduk¶alja.

A Langevin-egyenlet a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o fel:

dXt=dt = ¡®Xt + ¾»t

ahol Xt a Brown-mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecske sebess¶ege a t id}opillanatban, tov¶ab-
b¶a ® > 0 ¶es ¾ konstansok. Itt a ¡®Xt a kÄornyez}o kÄozeg hat¶as¶anak szisztema-
tikus r¶esze, amelyet a dinamikus s¶url¶od¶as hoz l¶etre. Az ® konstans a Stokes-
f¶ele tÄorv¶enyb}ol ® = 6¼a´=m-nek ad¶odik, ahol a jelÄoli a gÄomb alak¶u r¶eszecske
sugar¶at, m a r¶eszecske tÄomeg¶et, ´ pedig a kÄornyez}o folyad¶ek viszkozit¶as¶at.
Ezzel szemben a ¾»t m¶asodik tag azt az er}ohat¶ast reprezent¶alja, amit a
molekul¶ak ÄutkÄoz¶ese gyakorol a r¶eszecsk¶ere. Mivel norm¶alis kÄorÄulm¶enyek
kÄozÄott m¶asodpercenk¶ent kb. 1021 molekulaÄutkÄoz¶est sz¶amolhatunk Äossze,
ami a r¶eszecsk¶et minden ir¶anyb¶ol egyenletesen ¶eri, ez¶ert a ¾»t val¶oban egy
gyorsan v¶altoz¶o °uktu¶aci¶ot jelÄol, amit ,,feh¶er zajk¶ent" idealiz¶alhatunk. A
,,feh¶er zajt" nulla v¶arhat¶o ¶ert¶ek}u, az eg¶esz val¶os tengelyen konstans spektrum
s}ur}us¶eg}u, stacion¶arius Gauss-folyamattal azonos¶³tjuk. A feh¶er zaj most is
hasznos matematikai idealiz¶al¶asnak bizonyul azoknak a v¶eletlen hat¶asoknak
le¶³r¶as¶ara, amelyek gyorsan v¶altoznak ¶es a kÄulÄonbÄoz}o id}opontokhoz tartoz¶o
¶ert¶ekei gyakorlatilag korrel¶alatlanok. Ha a »t folyamatot ¶ugy norm¶aljuk,
hogy kovarianci¶aja delta-fÄuggv¶eny legyen, akkor ¾2 = 2®kT=m ÄosszefÄugg¶est
kapjuk (itt a k a Boltzmann-¶alland¶o, T pedig a kÄornyez}o folyad¶ek abszol¶ut
h}om¶ers¶eklete).

146, 530-533.o.
8Daniel T. Gillespie [1996]: Exact numerical simulation of the Ornstein-Uhlenbeck pro-

cess and its integral, Phys.Rev. E.54, 2084-2091. o.
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Megjegyzend}o, hogy a Brown-mozg¶as Langevin egyenlet¶eben szerepl}o Xt

val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶asfÄuggv¶enye meghat¶arozhat¶o, azonban valamennyi
ilyen tulajdons¶ag¶u Xt folyamat (Ornstein-Uhlenbeck folyamat) 1 val¶osz¶³n}u-
s¶eggel nem di®erenci¶alhat¶o realiz¶aci¶okkal rendelkezik, ez¶ert nem ¶ertelmezhet}o
kÄozÄons¶eges di®erenci¶alegyenletk¶ent. Megmutathat¶o, hogy a ,,feh¶er zaj" csak
¶altal¶anos¶³tott sztochasztikus folyamat, vagyis a

Wt =

Z t

0

»s ds

integr¶alt Wiener-folyamatnak9 feleltethetjÄuk meg, amib}ol parci¶alis integr¶al¶as-
sal kapjuk, hogy

dWt = »t dt :

Ha most a form¶alisan kÄozÄons¶eges di®erenci¶alegyenletekben ¶un. ,,feh¶er zaj"
t¶³pus¶u v¶eletlen »t fÄuggv¶enyek l¶epnek fel, vagyis:

_Xt = f(t;Xt) + G(t; Xt)»t ; Xt0 = c ;

ahol c v¶eletlen kezdeti ¶ert¶ek, akkor a fenti Wiener-folyamat ¯gyelembev¶ete-
l¶evel, kapjuk:

dXt = f(t; Xt)dt + G(t;Xt)dWt ; Xt0 = c :

Ez az egyenlet Xt folyamat szerinti (Ito-f¶ele) sztochasztikus di®erenci¶alegyen-
let, amelyet integr¶alegyenletk¶ent is fel¶³rhatunk:

Xt = c +

Z t

t0

f(s;Xs) ds +

Z t

t0

G(s; Xs) dWs :

Az itt szerepl}o Wt folyamat realiz¶aci¶oi 1 val¶osz¶³n}us¶eggel folytonosak ugyan,
de egyetlen intervallumban sem korl¶atos vari¶aci¶oj¶uak, ez¶ert a fenti integr¶al-
egyenletben a m¶asodik integr¶al ¶altal¶aban m¶eg sima G fÄuggv¶eny eset¶en sem
¶ertelmezhet}o a Wt realiz¶aci¶oi szerinti Riemann-Stieltjes integr¶alk¶ent, mivel
ebben az esetben a kÄozel¶³t}o Äosszeg hat¶ar¶ert¶eke fÄugg a kÄozbÄuls}o pontok meg-
v¶alaszt¶as¶at¶ol. Ito

Yt =

Z t

t0

G(s) dWs :

alak¶u integr¶alokat de¯ni¶alt a Ws Wiener-folyamat ¶un. jÄov}ot}ol nem fÄugg}o G
funkcion¶aljainak egy sz¶eles oszt¶aly¶ara, ¶es ezzel megalapozta a sztochasztikus
di®erenci¶al-egyenletek elm¶elet¶et, ami kezdetben a p¶enzÄugyi matematik¶aban
j¶atszott fontos szerepet, de ma m¶ar a re¶alfolyamatok szochasztikus vizsg¶ala-
t¶aban is jelent}os szerepet j¶atszik, amint M¶ocz¶ar J¶ozsef is r¶amutat kÄonyv¶eben.

KÄulÄon is meg kell eml¶³tenÄunk, hogy a kÄonyv egyes fejezeteiben vizsg¶alt
leg¶ujabb elm¶eletekben a szerz}o rangos, nemzetkÄozi h¶³r}u tud¶osok, kÄoztÄuk

9A Wiener-folyamat egy olyan folytonos (de sehol sem di®erenci¶alhat¶o) realiz¶aci¶okkal
b¶³r¶o Gauss-folyamat, aminek v¶arhat¶o ¶ert¶eke: EWt = 0, ¶es kovarianci¶aja: EWtWs =
min(t; s).
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tÄobb Nobel-d¶³jas hozz¶aj¶arul¶asa mellett elhelyezi az ¶erintett legkiv¶al¶obb hazai
kÄozgazd¶asz tud¶osok¶et is, m¶egpedig B¶ely¶acz Iv¶an¶et, Br¶ody Andr¶as¶et, Erd}os
Tibor¶et, Kornai J¶anos¶et, M¶aty¶as Antal¶et, Szentes Tam¶as¶et, Theiss Ed¶e¶et,
TÄorÄok ¶Ad¶am¶et ¶es Zalai Ern}o¶et.

M¶ocz¶ar J¶ozsef tudom¶anyos eredm¶enyei kÄozÄul n¶eh¶any, kÄulfÄoldi, illetve hazai
kutat¶okkal v¶egzett kÄozÄos kutat¶asok eredm¶enye. ¶Igy mindenk¶eppen megem-
l¶³tend}o Jinkichi Tsukui professzor neve, akivel egyÄutt az egyens¶ulyi ¶es a
nemegyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶akat vizsg¶alta dekompoz¶abilis gazdas¶agokban;
Krisztin Tibor professzor¶e, akivel egyÄutt a Harrod modell struktur¶alis sta-
bilit¶as¶ara adott bizony¶³t¶ast; ¶es Matolcsy Tam¶as¶e ¶es V¶an P¶eter¶e, akikkel
konzult¶alva, kimutatta, hogy nem igazolhat¶o Neumann J¶anos azon sejt¶ese,
hogy a nÄoveked¶esi modellje termodinamikailag izomorf m¶odon ¶ertelmezhet}o.
Megeml¶³tend}o m¶eg Kiyoshi Kuga, Richard H. Day, Lionello Punzo ¶es Roy E.
Weintraub neve, akikkel folytatott eszmecser¶ek visszatÄukrÄoz}odnek a kÄonyv
Neumann modellekkel, nemline¶aris dinamik¶aval ¶es a tudom¶anytÄort¶enettel
foglalkoz¶o fejezeteiben.

A szerz}o ¶uj kutat¶asi eredm¶enyei r¶eszletesebben:

(A) Neumann-Leontief modellekben

A Neumann modellek struktur¶alis tulajdons¶againak pontos¶³t¶asa. A struk-
tur¶alis tulajdons¶agok karakterisztikuma per se a technol¶ogi¶at reprezent¶al¶o A
input ¶es B output, nemnegat¶³v m¶atrixok pozit¶³v elemeinek elrendez}od¶es¶et}ol
fÄugg. Vagyis, hogy l¶etezik-e olyan fÄuggetlen term¶ekhalmaz, amelybe tartoz¶o
term¶ekek an¶elkÄul termelhet}ok, hogy a tÄobbib}ol felhaszn¶aln¶anak. Az ikerter-
mel¶es miatt viszont lehets¶eges el}o¶all¶³tani olyan term¶ekeket is, amelyeket nem
tekintettÄunk fÄuggetleneknek. Amennyiben l¶etezik fÄuggetlen term¶ekhalmaz,
akkor a megfelel}o KMT-technol¶ogi¶at reducibilisnek nevezzÄuk. A fentiekb}ol
vil¶agos, de amit maga David Gale10 sem vett ¶eszre, hogy a fÄuggetlen term¶ek-
halmaz kijelÄol¶ese nem egy¶ertelm}u. Ez a felfedez¶es ad lehet}os¶eget a Neumann
modellek struktur¶alis tulajdons¶againak pontos¶³t¶as¶ara, mind a Gale-f¶ele tech-
nol¶ogiai, mind a Robinson-f¶ele11 gazdas¶agi ¶ertelemben.

A Gale-f¶ele reducibilit¶asi de¯n¶³ci¶o alapj¶an az er}os ¶es a gyenge reducibilit¶asi
fogalmak bevezet¶ese. A Gale-f¶ele reducibilit¶asi de¯n¶³ci¶o az ikertermel¶es miatt
megengedi azt, hogy a fÄuggetlen term¶ekhalmazba olyan term¶ekek is beletar-
tozzanak, amelyeket nem haszn¶alunk fel el}o¶all¶³t¶asukhoz. Gale a legt¶agabb
halmaz¶at vette a fÄuggetlen term¶ekeknek ¶es amellett vezette be a reducibilit¶asi
de¯n¶³ci¶oj¶at. Viszont vehetjÄuk a legsz}ukebb halmaz¶at is a fÄuggetlen term¶ekek-
nek, ¶es akkor lehet}os¶eg ny¶³lik a gyenge reducibilit¶asi fogalmak bevezet¶es¶ere,
szemben a Gale-f¶ele er}os reducibilit¶asi fogalommal. A kett}o kÄozÄotti ¶atj¶ar¶as
teszi lehet}ov¶e a csak er}osen reducibilis, illetve a csak gyeng¶en reducibilis fogal-
mak bevezet¶es¶et. A Gale-f¶ele technol¶ogiai reducibilit¶as eme ¶uj taxon¶omi¶aja
bevezethet}o a Robinson-f¶ele gazdas¶agi reducibilit¶asra is.

10Gale, D. [1960]: The Theory of Linear Economic Models, McGraw-Hill, New-York.
11Robinson, S. [1973]: Irreducibility in the Von Neumann model, Econometrica, Vol. 41.

569-573. o.
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A reducibilit¶as ¶uj taxon¶omi¶aj¶anak egybevet¶ese Neumann, Weil, Morishima
dekompoz¶abilit¶asi de¯n¶³ci¶oival. Mi¶ert is lehet ¶erdekes ez az ¶uj taxon¶omia, nem
csak barokkos¶³t¶asa a megl¶ev}o fogalmaknak? A v¶alasz roppant egyszer}u: ma-
tematikailag tal¶an barokkos¶³t¶as, de ezzel kÄozgazdas¶agi ¶ertelemben pontos¶³t-
hat¶o Gale12 azon ¶all¶³t¶asa, miszerint a Neumann modell irreducibilis strukt¶u-
r¶aja, ak¶ar technol¶ogiai, ak¶ar gazdas¶agi ¶ertelemben, biztos¶³tja a kamatt¶enyez}o
¶es a nÄoveked¶esi t¶enyez}o egyenl}os¶eg¶et ¶es egy¶ertelm}us¶eg¶et, megfelel}o kibocs¶at¶as-
¶es ¶arvektorok mellett, vagyis az ¶un. unicit¶ast. A helyes ¶all¶³t¶as most ¶ugy
hangzik, hogy az unicit¶as fenn¶all a KMT strukt¶ur¶aj¶u Neumann modellek-
ben, ha azok irreducibilisek, vagy csak gyeng¶en reducibilisek, ak¶ar tech-
nol¶ogiai, ak¶ar gazdas¶agi ¶ertelemben13. Ez az ¶all¶³t¶asunk pontosan megegyezik
a Neumann ¶altal adott eredeti feltev¶essel, ami biztos¶³totta n¶ala az unicit¶ast.
Vagyis, az A + B > 0 akkor ¶es csak akkor ¶all fenn, ha a modell irreducibilis
vagy csak gyeng¶en reducibilis, mind technol¶ogiailag, mind gazdas¶agilag. Weil14

dekompoz¶abilit¶as de¯n¶³ci¶oja az er}os, a gyenge ¶es a csak er}os reducibilit¶asi
fogalmainkkal egyezik meg. Hasonl¶ok¶eppen, Morishima15 ¶altal adott dekom-
poz¶abilit¶as fogalom a technol¶ogiailag csak er}osen reducibilis strukt¶ura fo-
galm¶aval egyezik meg. A gazdas¶agilag csak er}osen reducibilis strukt¶ur¶at
Iritani16 Morishima dekompoz¶abilit¶as fogalm¶anak kiterjeszt¶ese foglalja ma-
g¶aba.17

A Neumann gazdas¶agok egyens¶ulyi ¶allapotainak meghat¶aroz¶asa;

{ a Neumann modellek nem egyens¶ulyi ¶allapotainak meghat¶aroz¶asa a du-
alit¶ason keresztÄul18;

{ egyens¶ulyi ¶es nemegyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶ak, turnpike-elm¶eletek;

{ ciklikus ¶es turnpike nÄoveked¶es reducibilis Neumann modellekben: em-
pirikus elemz¶esek a jap¶an gazdas¶ag input-output t¶abl¶azatai alapj¶an,

A kutat¶as c¶elja az (in)dekompoz¶abilis ar¶anyos ¶es ciklikus egyens¶ulyi ipar¶agi
nÄoveked¶esi p¶aly¶ak tanulm¶anyoz¶asa volt, m¶egpedig a z¶art, dinamikus, ¶es spe-

12Gale, D. [1960]: The Theory of Linear Economic Models, McGraw-Hill, New-York.
13¶Erdemes megjegyezni, hogy D. Gale tÄobb kisebb-nagyobb hib¶at is elkÄovetett vizsg¶a-

lataiban. Az egyik legs¶ulyosabbra maga Gale adott jav¶³t¶ast 1972-ben az Econometrica
(40) sz¶am¶aban ,,Comment" c. megjegyz¶es¶eben. E cikk sajn¶alatos m¶odon nem szerepel a
hivatkozott irodalmak kÄozÄott, b¶ar a szerz}o cit¶alja.
14Weil, T. L. Jr. [1968]: The decomposition of economic production systems, Econo-

metrica, Vol. 36. 260-278. o.
15Morishima, M. [1964]: Equilibrium, Stability and Growth, Oxford University Press,

Oxford.
16Iritani, J. [1981]: On Uniqueness of General Equilibrium, Review of Economic Studies,

48. 167-171. o.
17Az eredm¶enyek publik¶aci¶oi: M¶ocz¶ar J¶ozsef [1980]: A dekompoz¶abilit¶as kiterjeszt¶ese a

gazdas¶ag line¶aris modelljeiben, 1980, Szigma, 23-45. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [1991]: Structural
Properties of von Neumann Models, Pure Mathematics and Applications, Ser. C. Vol.
2, 301-311. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [1995]: Reducible von Neumann Models and Uniqueness,
Metroeconomica, 46, 1-15. o.
18Az eredm¶enyek publik¶aci¶oi: M¶ocz¶ar J¶ozsef [1980]: A Neumann-gazdas¶ag egyens¶ulyi

¶allapotainak meghat¶aroz¶asa, Egyetemi Szemle, 41-56. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [1997]: Non-
Uniqueness through duality in the von Neumann growth models, 1997, Metroeconomica,
48, 280-299. o.
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ci¶alis reducibilis technol¶ogi¶aval rendelkez}o input-output rendszerekben. Itt
M¶ocz¶ar J¶ozsef megmutatta, hogy bizonyos r¶eszgazdas¶agok (¶es ipar¶agaik) ar¶a-
nyos egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶akkal rendelkeznek, m¶³g a tÄobbiek ¶altal¶aban
ciklikus °uktu¶aci¶okkal. Azaz, az egyes r¶eszgazdas¶agok (¶es ipar¶agaik) optim¶a-
lis nÄoveked¶esi p¶aly¶ai nem szÄuks¶egszer}uen kÄozel¶³tik meg a megfelel}o ar¶anyos
nÄoveked¶esi p¶aly¶at a tervez¶esi horizont legtÄobb peri¶odus¶aban. M¶as szavakkal,
a szok¶asos turnpike tulajdons¶ag tÄobb¶e nem ¶all fenn. A Kornai J¶anos ¶altal
er}oteljesen kritiz¶alt egyÄontet}u ipar¶agi nÄoveked¶esi Äutemmel szemben itt, a
sokkal re¶alisabb, kÄulÄonbÄoz}o Äutemek gener¶al¶as¶ara ad lehets¶eges m¶odszereket.
A kutat¶asok ¶erdekes eredm¶enyeket adnak a nyitott gazdas¶agokra is, amikor
a kÄulkereskedelmet is ¯gyelembe vesszÄuk.19

A fenti Äosszes kutat¶asi t¶ema eredm¶enyeit foglalja Äossze M¶ocz¶ar J¶ozsef
(1995) tanulm¶anya, ami egy¶uttal a szerz}o PhD tanulm¶anya is volt, amelyet
,,hakase ronbunk¶ent" az Oszakai Egyetemre ny¶ujtott be 1993-ban, ¶es amire
megkapta a PhD tudom¶anyos fokozatot.20

(B) Perron-Frobenius t¶etelek a line¶aris ¶es a nemline¶aris Neumann
rendszerekben

E kutat¶as alapvet}o c¶elkit}uz¶ese a saj¶at¶ert¶ek-t¶etelek line¶aris ¶es nemline¶aris
Neumann rendszerekre tÄort¶en}o kiterjeszt¶ese. A vizsg¶al¶od¶asok keret¶eÄul olyan
tÄobbszektoros gazdas¶agi modell szolg¶al, amelyben az egyes tev¶ekenys¶egek
input-output kapcsolatait megfelel}o tulajdons¶ag¶u nemline¶aris fÄuggv¶enyekkel,
a r¶aford¶³t¶asi ¶es a kibocs¶at¶asi strukt¶ur¶aj¶at pedig Jacobi-m¶atrixokkal ¶³rjuk le.
Az id}o kezel¶ese szempontj¶ab¶ol a modell diszkr¶et, illetve a stacion¶arius mo-
dellek csal¶adj¶aba tartozik. A modell speci¶alis esetek¶ent ¶ertelmezhet}o mind
az irodalomb¶ol j¶ol ismert (nem)line¶aris input-ouput modell, mind pedig az
itt megfogalmazott nemline¶aris Neumann modell.

A saj¶at¶ert¶ekek megfogalmaz¶asa el}ott a szerz}o ¶ertelmezi a saj¶at¶ert¶ek, a
saj¶atvektor, a spektrum ¶es a spektr¶alr¶adiusz fogalm¶at, bevezeti az (ir)reduci-
bilit¶as kÄulÄonf¶ele v¶alfajait a (nem)line¶aris Neumann-rendszerekbe. A szigor¶u
egyens¶ulyt biztos¶³t¶o line¶aris Neumann modell a Cx = ¸Bx, illetve pC = ¸pB
¶altal¶anos¶³tott saj¶at¶ert¶ek-feladattal de¯ni¶alhat¶o, ahol C a fogyaszt¶asi ¶es B a
kibocs¶at¶asi m¶atrixokat, az x a tev¶ekenys¶egek alkalmaz¶asi szintvektor¶at, a p
a term¶ekek egys¶eg¶arvektor¶at, valamint a ¸ az expanzi¶os (nÄoveked¶esi illetve
kamat-) t¶enyez}o reciprok¶at jelÄoli. A fenti probl¶ema Perron-Frobenius tulaj-
dons¶agait |tudom¶asunk szerint| ez id¶aig csak O. L. Mangasarian21 vizs-

19Az eredm¶enyek publik¶aci¶oi: M¶ocz¶ar J¶ozsef [1991]: Irreducible Balanced and Unbal-
anced Growth Paths (Business Cycles and Structural Changes), Structural Change and
Economic Dynamics, 2, 159-176. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [1991]: Balanced and unbalanced growth
paths in a decomposable economy: contributions to the theory of multiple turnpikes, Eco-
nomic Systems Research, 3, 211-222. o. (co-author: Jinkichi Tsukui); M¶ocz¶ar J¶ozsef [1997]:
Growth paths developed by international trade in Leontief-type dynamic models, Japan
and the World Economy, 17-36. o.
20M¶ocz¶ar J¶ozsef [1995]: Cyclical and Turnpike Growth: Capital Accumulation Choices

in Some Reducible von Neumann Models, Society and Economy, 4. sz¶am, 32-191. o.
21Mangasarian, O. L. [1971]: Perron-Frobenius Properities of Ax ¡ ¸Bx, Journal of

Mathematical Analysis and Applications, 36, 86-102. o.
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g¶alta. T¶eteleit tiszt¶an matematikai szempontb¶ol, tetsz}oleges el}ojel}u, azonos
t¶³pus¶u ¶es megfelel}o felt¶eteleket kiel¶eg¶³t}o C ¶es B m¶atrixok mellett fogalmazta
meg. A technol¶ogiailag ¶es/vagy gazdas¶agilag (ir)reducibilis line¶aris Neumann-
rendszerre megfogalmazott Frobenius-t¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz Mangasarian t¶ete-
leit haszn¶alja fel. Megmutatja, hogy ezek a bizony¶³t¶asok kiterjeszthet}ok a
nemline¶aris ¶altal¶anos¶³tott saj¶at¶ert¶ek-egyenletekre is. 22

(C) KÄozgazdas¶agi dinamika

Nemline¶aris dinamika, k¶aosz. A makroÄokon¶omiai nÄoveked¶est az eredend}oen
is bonyolult mikromegalapoz¶as¶aval egyÄutt vizsg¶alni meglehet}osen neh¶ez fela-
dat. Azokban a reprezentat¶³v ÄugynÄokmodellekben, amelyek megk¶³s¶erlik ezt,
els}osorban a mikrooptimalit¶as jelenik meg. Itt most nem optimaliz¶alunk;
csak a lehets¶eges, tetsz}oleges indul¶ofelt¶eteleket kiel¶eg¶³t}o egyens¶ulyi ¶es nem-
egyens¶ulyi p¶aly¶ak viselked¶ese ¶erdekel bennÄunket. ¶Igy az endog¶en v¶altoz¶ok
kezdeti ¶ert¶ekeinek megad¶as¶aval k¶epet kaphatunk azok id}obeli alakul¶as¶ar¶ol.
Egy ¶un. konstrukt¶³v mikromegalapoz¶ast fejlesztett ki a szerz}o, ami azt je-
lenti, hogy az aggreg¶alt mag¶ankiad¶asok elemeit megfelel}oen, kÄulÄonbÄoz}o piaci
¶ert¶ekel¶esekkel szab¶alyozzuk. E szab¶alyoz¶asok eszkÄozei: a fogyaszt¶asi ad¶o, a
r¶eszv¶enypiaci ¶ert¶ekel¶es (Tobin-q) ¶es az ¶arfolyam. Ezek mindegyike valami-
k¶eppen a mikroÄokon¶omi¶aban gyÄokerezik, ¶es ¶ert¶ekeik a megfelel}o piaci folya-
matokat ¶es dÄont¶eseket tÄukrÄozik. Vizsg¶alatait a Harrod ¶es Leontief klasszikus
nÄoveked¶eselm¶eletei alapj¶an kalibr¶alt modellekben v¶egezte el, amelyek a nem-
line¶aris dinamik¶at exog¶en sokkok n¶elkÄul gener¶alt¶ak.23

(D) Struktur¶alis stabilit¶asvizsg¶alatok a keynesi t¶³pus¶u nÄoveked¶esi
modellekben

Harrod-modell. A Harrod-modell egyenlete statikus egyens¶ulyi helyzetet de-
¯ni¶al, amit most az adapt¶³v v¶arakoz¶asok seg¶³ts¶eg¶evel megfogalmazott ¶es a tÄo-
k¶eletes el}orel¶at¶as feltev¶es¶evel egydimenzi¶osra reduk¶alt dinamikus nemline¶aris
modell stacion¶arius ¶allapotak¶ent sz¶armaztattunk. Megmutathat¶o, hogy dis-
equilibriumi kÄornyezet¶eb}ol vizsg¶alva a harrodi egyens¶ulyi helyzet lok¶alisan
instabil, de a dinamikus nemline¶aris Harrod-modell struktur¶alisan stabil.

A harrodi instabilit¶as vizsg¶alata nemline¶aris kÄozel¶³t¶essel legkor¶abban Nevile
(1962) cikk¶eben24 szerepelt. Nevile vil¶agosan megmutatja, hogy az instabili-
t¶as k¶et alapvet}o (multiplik¶ator ¶es akceler¶ator) premissz¶ab¶ol, plusz a v¶arako-
z¶asokra tett egy¶ertelm}u feltev¶esekb}ol kÄovetkezik.

22Az eredm¶enyek publik¶aci¶oja: M¶ocz¶ar J¶ozsef [2003]: Saj¶at¶ert¶ek-t¶etelek a line¶aris ¶es a
nemline¶aris Neumann rendszerekben, 2003, Szigma, XXXIV. ¶evf., 3-4. sz¶am, 95-118. o.
23Az eredm¶enyek publik¶aci¶oi: M¶ocz¶ar J¶ozsef [2004]: ¶Uj ¶aramlatok a kÄozgazdas¶agi di-

namik¶aban, ÄUnnepi dolgozatok dr. Szigeti Endre 70. szÄulet¶esnapj¶ara, J¶asz Nyomda ¶es
Kiad¶o Kft., Budapest, 164-200. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [2008]: Nemline¶aris dinamika klasszikus
nÄoveked¶esi modellekben, Szigma, XXXIX. ¶evf., 1-2. sz¶am, 1-26. o.
24Nevile, J. W. [1962]: The Mathematical Formulation of Harrod's Growth Model: Com-

ment, The Economic Journal, Vol.72. No. 286, 367-370. o.
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Az el}obbi feltev¶es az akceler¶atorra vonatkozik, amely lehet ,,rigid" vagy
,,°exible", ¶es az ut¶obbi verzi¶o tÄobbletet vagy hi¶anyt eredm¶enyez a l¶etez}o
t}oke¶allom¶anyban.

Nevile azonban csak olyan p¶aly¶ak elemz¶es¶et bizony¶³totta, amelyekben a
nÄoveked¶esi Äutemek monoton vagy nÄovekv}oen, vagy csÄokken}oen t¶avolodnak a
harrodi egyens¶ulyt¶ol. (Mint a szerz}o eredm¶enyeib}ol k¶es}obb kiderÄult, csak az
instabil nyeregp¶aly¶at (sokas¶agot) hat¶arozta meg.) Vagyis, elemz¶ese nem volt
teljes, a mai terminus technicus szerint ad¶os maradt a modell teljes f¶azis-
diagramj¶anak elk¶esz¶³t¶es¶evel ¶es az Äosszes lehets¶eges mozg¶asi p¶alya vizsg¶alat¶a-
val. Erre egy¶ebk¶ent a 60-as ¶evek kÄozep¶en tÄobb szerz}o is reag¶alt, tÄobbek kÄozÄott
Ken-ichi Inada (1965)25 ¶es J. Encarnacion (1966)26. Sz¶amunkra most Inada
cikke az ¶erdekesebb, mert a k¶erd¶eses m¶asodrend}u di®erenciaegyenlet kvali-
tat¶³v megold¶as¶at ny¶ujt¶o r¶eszleges f¶azisdiagramot is felv¶azolta, j¶ollehet, }o sem
jutott el a teljes kÄor}u vizsg¶alathoz. Nevile (1965)27 ezt a hib¶at el is ismerte,
de sem }ok, sem m¶asok, eg¶eszen a mai napig nem adtak megold¶ast a Harrod-
modell teljes f¶azisdiagramj¶ara, s ezzel a nemegyens¶ulyi helyzetekb}ol kiindul¶o
trajekt¶ori¶ak vizsg¶alat¶ara. A szerz}o el}o¶all¶³totta a modell teljes f¶azisdiagramj¶at,
ami m¶ar teljes kÄor}u le¶³r¶ast ad a Harrod-modell dinamik¶aj¶ara, benne az in-
stabil ¶allapotra is. A Harrod-modell struktur¶alis stabilit¶asi tulajdons¶agaival,
irodalmi ismereteink szerint, nemzetkÄozi viszonylatban is, ¶erdemben el}oszÄor
a M¶ocz¶ar-Krisztin tanulm¶any foglalkozott. Mint ismeretes, a struktur¶alis
stabilit¶asi tulajdons¶ag megengedi, hogy az empirikus vizsg¶alatokban a para-
m¶eterek kiss¶e torz¶³tottak legyenek, ¶es megengedjÄunk m¶as term¶eszet}u kisebb
v¶altoztat¶asokat is a vektormez}oben. Ez kÄozgazdas¶agi szempontb¶ol az¶ert
rendk¶³vÄul jelent}os, mert struktur¶alis stabilit¶as mellett a t}okekoe±ciensek
v¶arhat¶o ¶es t¶enyleges id}obeli alakul¶as¶at le¶³r¶o fÄuggv¶enyek piciny v¶altoztat¶asa
(a vektormez}o perturb¶aci¶oja) nem ¶erinti az endog¶en v¶altoz¶ok kvalitat¶³v tulaj-
dons¶agait, vagyis trajekt¶ori¶aik meg}orzik topol¶ogiai ekvivalenci¶ajukat, s ezzel
el}orejelz¶esekre alkalmasak. Vagyis ebben az esetben ¶erv¶eny¶et veszti a Lucas-,
vagy m¶eg pontosabban az Engle-kritika kvalitat¶³v vonatkoz¶asa. Az id}opara-
m¶etert ¶atsk¶al¶azza a perturb¶alt modell, vagyis nem teljesÄul a topol¶ogiai konju-
g¶aci¶o; a nÄoveked¶esi Äutem bizonyos szintre tÄort¶en}o emelked¶ese vagy csÄokken¶ese
att¶ol elt¶er}o id}ot vehet ig¶enybe, mint amennyi az eredeti modellben volt.

A struktur¶alis stabilit¶as fogalm¶at a modern topol¶ogia eszkÄozeivel An-
dronov ¶es Pontrjagin (1937) de¯ni¶alt¶ak28. A fogalom mag¶anak a dinamikus
rendszernek egy bizonyos tulajdons¶aga, ami a legl¶atv¶anyosabban ¶ugy jelenik
meg, hogy a struktur¶alisan stabil modell f¶azisdiagramj¶anak kvalitat¶³v tulaj-
dons¶agai nem v¶altoznak, ha a modell felt¶eteleit kiss¶e perturb¶aljuk. M¶eg ha
a modell dinamikusan instabil egyens¶ulyi ¶allapottal is rendelkezik, a struk-

25Inada, K. (1965): The Mathematical Formulation of Harrod's Growth Model, The
Economic Journal, Vol.75. No. 299, 620-624. o.
26Encarnacion, J. (1966): On Instabilityin the Sense of Harrod: A Comment, Economica,

New Series, Vol. 33. No. 131, 346. o.
27Nevile, J. W. (1965): The Mathematical Formulation of Harrod's Growth Model: A

Reply to Dr. Inada, The Economic Journal, Vol.75. No. 299, 624-625. o.
28Andronov, A.{ Pontryagin, S. (1937): Structurally Stable Systems, Dokl. Akad. Nauk.

SSSR, Vol. 14, 247-250. o.
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tur¶alis stabilit¶asa m¶eg mindig tekinthet}o el¶egs¶eges felt¶etelnek a tudom¶anyos
jelens¶egek meg¯gyelhet}os¶eg¶ere ¶es el}orejelezhet}os¶eg¶ere, vagyis a mi esetÄunk-
ben most a Harrod ¶altal adott keynesi stacion¶arius gazdas¶agi nÄoveked¶esre.29

(E) Arrow-Debreu-modell ¶es a Kornai-kritika

Itt az ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶elet Arrow-Debreu modellj¶et vizsg¶alja a szerz}o,
¶es Kornai Antiequilibrium (1971, KJK, Budapest) c. kÄonyv¶eben megjelent
kritik¶akat veti Äossze Hahn (1973)30 meglehet}osen vitriolos ellenvet¶eseivel,
m¶egpedig Kornai (2005)31 leg¶ujabb Äon¶eletrajzi kÄotet¶eben megjelent vissza-
tekint¶essel aktualiz¶alva. A vita ¶ert¶ekel¶es¶eben, az ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶elet
¶es az antiequilibrium kÄulÄonbÄoz}os¶egeit vizsg¶alta, ami l¶enyeg¶eben nem k¶erd}o-
jelezte meg egyik megkÄozel¶³t¶es relevanci¶aj¶at sem, de a leg¶ujabb elm¶eletek nem
is mindenben igazolt¶ak Hahn ellenvet¶eseit. Mivel az Arrow-Debreu modell
nem tekinthet}o az antiequilibrium modell nemegyens¶ulyi kiterjeszt¶es¶enek, ¶es
ford¶³tva, az antiequilibrium modellnek nem egyens¶ulyi ¶allapota az Arrow-
Debreu modell, ez¶ert a mai ismereteink alapj¶an a k¶etf¶ele megkÄozel¶³t¶es szin-
t¶ezise nem lehets¶eges.32

(F) NÄoveked¶es termodinamikai ¶ertelmez¶ese

M¶ocz¶ar J¶ozsef megmutatja kÄonyv¶eben, hogy az ¶un. Gibbs-f¶ele formula csak
akkor haszn¶alhat¶o fel egy (Äoko)gazdas¶agi modellben, ha a megfelel}o kÄozgazda-
s¶agi fogalmak a termodinamik¶aban de¯ni¶alt potenci¶alokkal ¶es azokhoz kap-
csol¶od¶o irreverzibilis folyamatok r¶at¶aival megfelel}o m¶odon ¶ertelmezett. Az
ilyenf¶ele megfeleltet¶es k¶erd¶es¶et els}ok¶ent Neumann J¶anos vetette fel, misze-
rint a gazdas¶agi modellj¶eben a termodinamik¶aban de¯ni¶alt potenci¶alokkal ¶es
azokhoz kapcsol¶od¶o irreverzibilis folyamatok r¶at¶aival izomorf m¶odon ¶ertel-
mezhet}o lenne a nÄoveked¶es. M¶ocz¶ar J¶ozsef szigor¶uan termodinamikai Äossze-
fÄugg¶esekb}ol kiindulva levezeti, ¶es Samuelson33 kontra Br¶ody34 tanulm¶anyok
felhaszn¶al¶as¶aval bizony¶³tja, hogy sejt¶ese nem igazolhat¶o, viszont nem z¶arta
ki annak lehet}os¶eg¶et, hogy ¶altal¶anosabb keretek kÄozÄott m¶egis bizony¶³that¶o.

A kÄonyv igen alapos ¶es sz¶eles kÄor}u irodalomfeldolgoz¶ast tartalmaz, de
hi¶anyoltam Heller Farkas: A kÄozgazdas¶agi elm¶elet tÄort¶enete. Gergely R.,
Bp., 1943. c. alapvet}o munk¶aj¶anak feldolgoz¶as¶at, amit az Aula 2001-ben
reprint kiadott.

29Az eredm¶enyek publik¶al¶asa: M¶ocz¶ar J¶ozsef [2006]: A Harrod modell struktur¶alis sta-
bilit¶asa, Szigma, XXXVII. ¶evf., 1-2. sz¶am, 1-31. (t¶arsszerz}o: Krisztin Tibor)
30Hahn, H. F. (1973): The Winter of our Discontent, Economica August, 322-330. o.
31Kornai J¶anos (2005): A gondolat erej¶evel | Rendhagy¶o Äon¶eletrajz, Osiris Kiad¶o,

Budapest.
32Az eredm¶enyek publik¶aci¶oja: M¶ocz¶ar J¶ozsef [2006]: Arrow-Debreu modell ¶es a Kornai

kritika 30 ¶ev ut¶an, KÄozgazdas¶agi Szemle, 2. sz¶am, 171-199.
33Samuelson, P. A. [1992]: Economics and Thermodynamics: von Neumann's Problem-

atic Conjecture, in Rational Interaction, ed. By R. Selten, Springer-Verlag, Berlin.
34Br¶ody Andr¶as [1989]: Economics and Thermodynamics, in John von Neumann and

Modern Economics, ed. By M. Dore, S. Chakravarty and R. M. Goodwin, Clarendon
Press, Oxford.
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A kÄonyv aj¶anlhat¶o mindazoknak, akik ¶erdekl}odnek a kÄozgazdas¶ag-tudo-
m¶any ¶atfog¶o k¶erd¶esei, ezen belÄul a sztochasztikus ¶es dinamikus nemegyens¶ulyi
elm¶eletek ir¶ant. A kÄonyv nyilv¶anval¶oan tankÄonyv, ahogy ezt a szerz}o az
ut¶osz¶oban is hangs¶ulyozza, de ugyanakkor monogr¶a¯a is, ¶³gy felhaszn¶al¶asi
terÄulete enn¶el sz¶elesebb kÄor}u. A kÄozgazdas¶agtan sz¶amos szakterÄulete, ¶³gy
a marketing, a statisztika, az Äokonometria, a prognosztika, a sz¶amvitel ¶es
p¶enzÄugy ismereteinek tÄobbs¶ege a kÄonyvben vizsg¶alt leg¶ujabb elm¶eleti ered-
m¶enyekre ¶ep¶³tkezik.

Sipos B¶ela (PTE KTK)
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