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NEMLINE¶ARIS DINAMIKA KLASSZIKUS NÄOVEKED¶ESI
MODELLEKBEN1

M¶OCZ¶AR J¶OZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem

Ebben a tanulm¶anyban a klasszikus Harrod nÄoveked¶esi modellt nemline¶aris
kiterjeszt¶essel, keynesi ¶es schumpeteri trad¶³ci¶ok bevezet¶es¶evel reprezentat¶³v
ÄugynÄok modellbe alak¶³tjuk. A h¶³res Lucas kritika igazol¶asak¶ent megmu-
tatjuk, hogy az intrinsic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek trajekt¶ori¶ai vagy egy
turbulens k¶aoszba sz¶or¶odnak sz¶et, vagy egy nagym¶eret}u rendhez vezetnek,
ami els}odlegesen a megfelel}o fogyaszt¶asi fÄuggv¶eny t¶³pus¶at¶ol fÄugg, s bizonyos
param¶eterek piaci ¶ert¶ekei, pedig csak m¶asodlagos szerepet j¶atszanak. A m¶asik
meglep}o eredm¶eny empirikus, ami szerint kÄulkereskedelmi tÄobblet, a hazai
valuta bizonyos devizapiaci ¶ert¶ekei mellett, kÄulÄonÄos attraktorokat gener¶alhat.

Kulcsszavak: Harrod modell, akceler¶ator-elv, stacion¶arius nÄoveked¶es, bifur-
k¶aci¶o, RÄossler szalag.

1 Bevezet¶es

A modern kÄozgazdas¶agtan sz¶eps¶ege a v¶altoz¶o arculata. Mindegyik tÄort¶enelmi
peri¶odus ¶uj kÄozgazdas¶agi kih¶³v¶asokat vet fel, ¶es az alapvet}o elm¶eletek ¶uj
megkÄozel¶³t¶eseket ig¶enyelnek. P¶eld¶aul, a brilli¶ansan megfogalmazott makro-
Äokon¶omiai modellek tÄobbs¶ege inkompatibilis a gazdas¶agi folyamatok jelen-
legi ¶ertelmez¶es¶evel. A makroÄokon¶omiai elm¶elet k¶et mostani intellektu¶alis
fronttÄorekv¶ese: (1) hangs¶ulyozni mikroÄokon¶omiai megalapoz¶as¶at ¶es integr¶alni
a mikroÄokon¶omia leg¶ujabb eredm¶enyeit; (2) alapos vizsg¶alat al¶a vetni a gaz-
das¶ag viselked¶es¶et egyens¶ulyon k¶³vÄuli ¶allapot¶aban.

A makroÄokon¶omiai nÄoveked¶est az eredend}oen is bonyolult mikromegala-
poz¶as¶aval egyÄutt vizsg¶alni meglehet}osen neh¶ez feladat.2 Azokban a reprezen-
tat¶³v ÄugynÄok modellekben, amelyek megk¶³s¶erlik ezt, els}osorban a mikro-op-
timalit¶as jelenik meg. Itt nem optimaliz¶alunk; csak a lehets¶eges, tetsz}oleges

1Be¶erkezett: 2008. febru¶ar 14. E-mail: jozsef.moczar@uni-corvinus.hu. A szerz}o
ez¶uttal is megkÄoszÄoni Moln¶arka Gy}oz}onek a tanulm¶anyban szerepl}o gra¯konok input
f¶ajljainak fel¶³r¶as¶aban ny¶ujtott seg¶³ts¶eg¶et.

2E megkÄozel¶³t¶es nemcsak mostan¶aban lett fontos, hossz¶u tÄort¶enete van. M¶ar a key-
nesi aggreg¶atumok sem voltak mikromegalapoz¶as n¶elkÄuliek, amint erre Hahn (1985) is

eml¶ekeztet bennÄunket, "... az ¶Altal¶anos elm¶eletnek csaknem k¶etharmada val¶oj¶aban a
mikroÄokon¶omi¶anak szentelt." A makroÄokon¶omia alapvet}oen azt a versenyz}oi folyamatot
nem ¶erinti a mikroÄokon¶omi¶ab¶ol, ami meg¶allap¶³tja az ¶arakat ¶es a kibocs¶at¶asi szinteket a
kÄulÄonbÄoz}o piacokon. A k¶etf¶ele elm¶elet kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶es mindv¶egig ellentmond¶asos volt
a kÄozgazdas¶agtan tÄort¶enet¶eben, de m¶ara bizonyos m¶ert¶ekig sikerÄult integr¶alni }oket. (vÄo.
Hahn, F. (1985)).
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indul¶o felt¶eteleket kiel¶eg¶³t}o egyens¶ulyi ¶es nem egyens¶ulyi p¶aly¶ak viselked¶ese
¶erdekel bennÄunket. Ezzel az endog¶en v¶altoz¶ok kezdeti ¶ert¶ekeinek megad¶as¶aval
k¶epet kaphatunk azok id}obeli alakul¶as¶ar¶ol. Egy ¶un. konstrukt¶³v mikro-
megalapoz¶ast fejlesztÄunk ki, ami a mi ¶ertelmez¶esÄunkben azt jelenti, hogy az
aggreg¶alt mag¶ankiad¶asok elemeit megfelel}oen, kÄulÄonbÄoz}o piaci ¶ert¶ekel¶esekkel
szab¶alyozzuk. E szab¶alyoz¶asok eszkÄozei a fogyaszt¶asi ad¶o, a r¶eszv¶enypiaci
¶ert¶ekel¶es (a Tobin-q), ¶es az ¶arfolyam. Ezek mindegyike valamik¶eppen a
mikroÄokon¶omi¶aban gyÄokerezik, ¶es ¶ert¶ekeik a megfelel}o piaci folyamatokat ¶es
dÄont¶eseket tÄukrÄozik.

E modellekben csak a t}okefelhalmoz¶as, egyÄutt a fogyaszt¶as ¶es a meg-
takar¶³t¶as kÄozÄotti v¶alaszt¶assal, szolg¶al a gazdas¶agi nÄoveked¶es alapj¶aul. Ezt
tekintjÄuk a nÄoveked¶es magj¶anak, csak¶ugy, mint a kÄulÄonbÄoz}o extern¶ali¶akkal
dolgoz¶o modellekben. P¶eld¶aul, az endog¶en nÄoveked¶esi modellekben is a fel-
halmoz¶as a f}o magyar¶az¶o v¶altoz¶o. Ugyanakkor, a makroÄokon¶omiai fejl}od¶esr}ol
sz¶ol¶o legtÄobb modern elm¶eleti munk¶aban a t}okefelhalmoz¶ast a stacion¶arius,
kiegyens¶ulyozott nÄoveked¶essel ÄosszefÄugg¶esben tanulm¶anyozt¶ak (vÄo. Solow
(1956), Uzawa (1961), Morishima (1964), McKenzie (1976)). KÄulÄonÄosen az
1960-as ¶evekben egy olyan vil¶ag volt az elm¶eleti kÄozgazdas¶agtan els}odleges
ide¶alja, ami elkerÄuli a hirtelen v¶altoz¶asokat ¶es az endog¶en bifurk¶aci¶okat.
Ezek a sima kÄozel¶³t¶esek tÄobbnyire a gazdas¶ag re¶al szektor¶an alapultak, ¶es
bizonyos fokig a fejlett orsz¶agoknak abban az id}oszakban el¶ert gazdas¶agi si-
kereit t¶amasztott¶ak al¶a. K¶es}obb, m¶eg a p¶enzpiaccal kieg¶esz¶³tett klasszikus
egyens¶ulyi modellek is a stacion¶arius megold¶asokban voltak ¶erdekelve, a soron
kÄovetkez}o konkl¶uzi¶okra jutva: (1) a hossz¶u t¶av¶u t}okeintenzit¶as alacsonyabb
a monet¶aris gazdas¶agban, mint a nem-monet¶arisban3; (2) a monet¶aris ha-
t¶os¶agok |a nomin¶alis p¶enzmennyis¶eg megv¶altoztat¶as¶aval| k¶epesek vari¶alni
a gazdas¶ag stacion¶arius t}okeintenzit¶as¶at (vÄo. Tobin (1965), Stein (1966),
Sidrauski (1967), Rose (1969), Hadjimichalakis (1971)). Azonban, mosta-
n¶aban b¶armerre is tekintÄunk, a piacgazdas¶agokban mind evol¶uci¶os, mind
recesszi¶os piaci folyamatokat l¶atunk, amelyek Äuzleti ciklusokhoz, nÄovekv}o
(struktur¶alis) komplexit¶ashoz, ¶es ezt kÄovet}oen turbulenci¶ahoz vezetnek. (vÄo.,
pl., Day ¶es Chen (eds.) (1993), Chiarella ¶es Flaschel (2000)). ¶Igy, a csak
ar¶anyos egyens¶ulyi nÄoveked¶esbe vetett hit ma m¶ar a m¶ult¶e.

A Harrod ¶es Leontief klasszikus nÄoveked¶eselm¶eletei alapj¶an kalibr¶alt mo-
delljeinkben tapasztalhat¶o nemline¶aris dinamik¶at exog¶en sokkok n¶elkÄul vizs-
g¶aljuk. Ugyan Harrod ¶es Leontief rÄogz¶³tett ar¶any¶u technol¶ogi¶ait a modern
kÄozgazdas¶agtan univerz¶alisan a Solow-f¶ele folytonos helyettes¶³thet}os¶eggel v¶al-
totta fel, mi most m¶egis Lahiri (1976) eredm¶enyeit adopt¶aljuk, amikor is
megfelel}o tulajdons¶agokkal rendelkez}o, a nÄoveked¶esi Äutemt}ol fÄugg}o koe±-
cienseket veszÄunk. Tekintettel a h¶³res Lucas kritik¶ara (l¶asd in Lucas (1976)),
ami vil¶agoss¶a teszi, hogy mi¶ert is nagyon vesz¶elyes ad hoc fÄuggv¶enyekkel
le¶³rni a h¶aztart¶asok viselked¶es¶et, a fogyaszt¶asi ¶es a beruh¶az¶asi fÄuggv¶enyeinket
n¶eh¶any ismert kÄozgazdas¶agi elm¶elet ¶es empirikus tanulm¶any ¯gyelembe v¶ete-
l¶evel ¶ertelmeztÄuk. A beruh¶az¶asi koe±ciensek nemlinearit¶as¶anak speci¯k¶aci¶o-

3Eme egyenl}otlens¶eg |egy lehets¶eges magyar¶azatk¶ent| a p¶enz nem-semlegess¶eg¶et
tÄukrÄozi a gazdas¶agi nÄoveked¶esben.
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j¶aban sok megfontol¶asunkat Hawkins (1948) feltev¶eseire, Mukerji (1964) ¶es
Br¶ody (1970) vizsg¶alataira, valamint a 60-as ¶evekbeli jap¶an adatokkal v¶egzett
empirikus sz¶am¶³t¶asok (l¶asd in M¶ocz¶ar (1991, 1997), M¶ocz¶ar ¶es Tsukui (1992))
kÄovetkeztet¶eseire alapoztuk.

A Lucas kritika egyf¶ele igazol¶asak¶ent megmutatjuk, hogy az ¶un. intrin-
sic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek trajekt¶ori¶ai vagy egy turbulens k¶aoszba
sz¶or¶odnak sz¶et, vagy egy nagym¶ert¶ek}u rendhez vezetnek, ami els}odlegesen
a megfelel}o fogyaszt¶asi fÄuggv¶eny t¶³pus¶at¶ol, ¶es csak m¶asodlagosan bizonyos
param¶eterek piaci ¶ert¶ekeit}ol fÄugg.

A m¶asik meglep}o eredm¶eny empirikus, ami szerint egy kÄulkereskedelmi
tÄobblet, a hazai valuta megfelel}o devizapiaci ¶ert¶ekel¶ese mellett, kÄulÄonÄos att-
raktorokat gener¶alhat. Ezekben a vizsg¶alatokban a dinamika leg¶ujabb szer-
sz¶amosl¶ad¶aj¶ab¶ol, Goodwin (1990) ¶es Chiarella (1990) valamint May (1976),
Guckenheimer ¶es Holmes (1991), Brock ¶es Malliaris (1989) ¶es v¶egÄul Day
(1994, 2000) Äotleteib}ol ¶es technikai arzen¶alj¶ab¶ol mer¶³tettÄunk.

A tanulm¶any egyes pontjaiban a kÄovetkez}o k¶erd¶esekkel foglalkozunk. A
2. pontban a Harrod modellt kiterjesztjÄuk egy line¶aris Leontief-Neumann
t¶³pus¶u felhalmoz¶asi modellbe a szok¶asos reprezentat¶³v ÄugynÄok megkÄozel¶³t¶es
felhaszn¶al¶as¶aval. A 3. pont a nemline¶aris Leontief-Neumann kiterjeszt¶es}u
klasszikus Harrod nÄoveked¶esi modell egy lehets¶eges ¶un. konstrukt¶³v mikro-
megalapoz¶as¶at ¶³rja le. Itt bevezetÄunk n¶eh¶any nemline¶aris lek¶epez¶est, amelyek
seg¶³ts¶eg¶evel de¯ni¶aljuk a t}okekoe±ciensek ¶es a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek di-
namikus viselked¶es¶et. A modell v¶egs}o alakja a keynesi dinamika ¶es a schum-
peteri evol¶uci¶o egyf¶ele kombin¶aci¶oj¶at implik¶alja. Tov¶abb¶a, bizony¶³t¶ast adunk
Harrod ¶un. k¶etszarv probl¶em¶aj¶ara is, nevezetesen, hogy a sima nÄoveked¶es ¶es
a ciklus, ak¶ar periodikus ak¶ar aperiodikus, szimult¶an m¶odon, mint szi¶ami
ikrek jelennek meg. Egy m¶asik ¶ujdons¶ag itt, egy lehets¶eges versenyz}oi op-
timalit¶as bevezet¶ese a fenti modellbe. A 4. pont egy k¶etdimenzi¶os ¶es egy
h¶aromdimenzi¶os nemline¶aris rendszert vizsg¶al z¶art ¶es ny¶³lt Harrod-Leontief
t¶³pus¶u rendszerekben. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert most mind a t}okekoe±ciensek,
mind a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek rÄogz¶³tettek. A nemlinearit¶ast a nemzetkÄozi
kereskedelmi korl¶atok tartalmazz¶ak. Az ut¶obbi di®erenci¶alrendszer egy RÄoss-
ler rendszer, ami kÄulÄonÄos attraktorokat gener¶alhat a valuta bizonyos piaci
¶ert¶ekel¶ese mellett. Az 5. pont az intrinsic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek ¶es a
RÄossler rendszer id}osorainak szimul¶aci¶os vizsg¶alatait tartalmazza. A kaotikus
dinamik¶at a Maple V. program seg¶³ts¶eg¶evel megrajzolt sz¶am¶³t¶og¶epes gra¯-
k¶akkal mutatjuk ki. A 6. pont n¶eh¶any kÄovetkeztet}o megjegyz¶est ¶es tov¶abbi
propoz¶³ci¶okat foglal mag¶aba.

2 A dinamikus Leontief-Neumann modell mint
a Harrod modell egyik ¶altal¶anos¶³t¶asa

A kÄovetkez}okben egy reprezentat¶³v ÄugynÄok modellt ¶ertelmezÄunk, ¶es a gaz-
das¶agi nÄoveked¶es k¶et kÄozponti meghat¶aroz¶oj¶ara, a megtakar¶³t¶asra ¶es a beru-
h¶az¶asra Äosszpontos¶³tjuk ¯gyelmÄunket, amelyek mindegyike a gazdas¶agnak a
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korm¶anyzati politika ¶altal szab¶alyozhat¶o struktur¶alis v¶altoz¶oja. Az ÄugynÄok
egyetlen egy szolg¶altat¶as el}o¶all¶³t¶as¶ara specializ¶alt, m¶egpedig egy Leontief-
t¶³pus¶u termel¶esi fÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel, a rendelkez¶es¶ere ¶all¶o t}oke¶allom¶any ¶es
sz¶elesebb ¶ertelemben vett fogyaszt¶as felhaszn¶al¶as¶aval. A nÄoveked¶esi folya-
matban a reprezentat¶³v ÄugynÄokÄunk t}ok¶et halmoz fel ¶es inputokat fogyaszt.
Itt ¶es a tov¶abbiakban is feltesszÄuk, hogy a kibocs¶at¶asnak l¶etezik vil¶agpiaca,
ez¶ert a b}ovÄul}o gazdas¶ag szabadon export¶alhat ¶es import¶alhat, ¶es az ¶arak
kompetit¶³vek ¶es a ¯zet¶esi m¶erlegfelt¶etel is teljesÄul.

Egy pillanatig z¶art gazdas¶agot felt¶etelezve, a t}okefelhalmoz¶asi folyamat-
ban jelÄolje b a rÄogz¶³tett t}oke-kibocs¶at¶as ar¶anyt (K=x), vagy ezzel ekvivalensen,
a stacion¶arius t}okekoe±cienst, ¶es az s a rÄogz¶³tett megtakar¶³t¶as-kibocs¶at¶as
ar¶anyt (S=x), vagy ezzel ism¶et ekvivalensen, egy stacion¶arius megtakar¶³t¶asi
koe±cienst. Az s=b nÄoveked¶esi Äutemet, a v¶arakoz¶asok realiz¶al¶od¶asa (tÄok¶eletes
el}orel¶at¶as), vagyis az xe

t = xt teljesÄul¶ese eset¶en, Harrod `garant¶alt' nÄoveked¶esi
Äutemnek nevezte ¶es ½w-vel jelÄolte, azaz,

½w = s=b : (1)

Az (1) egyenl}os¶eg, egyf¶ele neoklasszikus ¶ertelmez¶esben, stacion¶arius egyen-
s¶ulyi nÄoveked¶est de¯ni¶al, m¶egpedig az ar¶anyos egyens¶ulyi fogalom id}obeli
kiterjeszt¶esek¶ent. Ha az (1) egyenl}os¶eg fenn¶all, akkor a gazdas¶ag Äosszes sta-
cion¶arius egyens¶ulyi felt¶etele teljesÄulni fog.

Az (1) ÄosszefÄugg¶es, Leontief jelÄol¶eseivel, a kÄovetkez}o egyenlettel is megad-
hat¶o:

b(xt ¡ xt¡1) = (1 ¡ a)xt¡1; t = 1; 2; . . . ; (2)

ahol (1 ¡ a) jelÄoli a megtakar¶³t¶asi r¶at¶at, amelynek reciproka a stabiliz¶al¶o
multiplik¶ator, ¶es amelyben az a a fogyaszt¶asi hat¶arhajland¶os¶ag, azaz az in-
put koe±ciens. A (2) egyenletr}ol mondhatjuk azt is, hogy az export ¶es im-
port egyens¶uly¶at is mutatja, ¶es ekkor nyitott gazdas¶agra is ¶ertelmezhet}o.
Megfelel}o ¶atrendez¶es ut¶an, (2)-b}ol az ismert dinamikus ¶es line¶aris Leontief
modellt kapjuk diszkr¶et id}oben egyetlen j¶osz¶agra aggreg¶alt gazdas¶agban:

xt¡1 = axt¡1 + b(xt ¡ xt¡1); t = 1; 2; . . . ; (3)

ahonnan

xt =
1

b
(1 + b ¡ a)xt¡1; t = 1; 2; . . . : (4)

Megjegyzend}o, hogy a (4) egyenlet jobb oldal¶an az els}o k¶et t¶enyez}o a Neu-
mann ¶ertelemben vett nÄoveked¶esi t¶enyez}onek felel meg. (A r¶eszletek¶ert l¶asd
M¶ocz¶ar (1995), (1997).)

2.1 NÄoveked¶es ¶es ciklus mint szi¶ami ikrek

Ahhoz, hogy a (4) rendszert kÄozel¶³tsÄuk a val¶os¶aghoz, nemline¶ariss¶a alak¶³tjuk
¶at. Megfelel}o tulajdons¶agokkal rendelkez}o sk¶ala-fÄugg}o koe±cienseket haszn¶a-
lunk (l¶asd in Lahiri (1976)), azaz, az a ¶es b koe±cienseket az xt¡1 kibocs¶at¶as
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bizonyos fÄuggv¶enyeik¶ent vesszÄuk a (4)-ben:

xt =
1

b(xt¡1)
(1 + b(xt¡1) ¡ a(xt¡1))xt¡1; t = 1; 2; . . . : (5)

Itt az a f}o c¶elkit}uz¶esÄunk, hogy szimult¶an m¶odon vizsg¶aljuk Harrod ¶un. k¶et-
szarv probl¶em¶aj¶at, vagyis az (5) ¶altal adott intertempor¶alis egyens¶ulyi p¶alya
ciklikuss¶ag¶at ¶es nÄoveked¶es¶et. Ciklusok l¶etezhetnek nÄoveked¶es n¶elkÄul is, ¶es
ford¶³tva, nÄoveked¶es l¶etezhet ciklusokkal is. A probl¶ema specialit¶as¶at az adja,
hogy azok szorosan ÄosszefÄuggnek, azaz, teljesen ¶ertelmetlen egym¶as n¶elkÄul
elemezni }oket. Mivel bennÄunket majd a kibocs¶at¶as v¶altoz¶as¶anak a v¶altoz¶asa
¶erdekel4, ez¶ert, kÄovetve Tsukui ¶es Murakami (1979, pp. 76{77) vizsg¶alatait, a
(4) ÄosszefÄugg¶est egyszer}uen az egyes id}oszakok ½t nÄoveked¶esi Äutemeivel ¶³rjuk
fel:

½t =
1

b(½t¡1)
(1 + b(½t¡1) ¡ a(½t¡1)) ½t¡1; t = 1; 2; . . . : (6)

A (6) egyenlet alapj¶an az (1 + b(½o) ¡ a(½o)) ½o > 0; ½o > 0 kezdeti felt¶etellel,
mindegyik nÄoveked¶esi Äutem a kÄovetkez}ot adja. Az (5)-b}ol a fogyaszt¶asi ¶es
a beruh¶az¶asi fÄuggv¶enyek seg¶³ts¶eg¶evel val¶oban a kibocs¶at¶as v¶altoz¶asi r¶at¶aj¶at
kapjuk:

1 ¡ a(xt¡1)

b(xt¡1)
= ½t ¶es ½t =

xt

xt¡1
¡ 1 ; (7)

m¶³g a (6)-b¶ol a v¶altoz¶asi r¶ata v¶atoz¶asi r¶at¶aj¶at:

1 ¡ a(½t¡1)

b(½t¡1)
=

½t ¡ ½t¡1

½t¡1
vagy

1 ¡ a(½t¡1)

b(½t¡1)
=

(xt ¡ xt¡1)=xt¡1

(xt¡1 ¡ xt¡2)=xt¡2
¡1 : (8)

Alaposabban szemÄugyre v¶eve a (6) egyszektoros modellÄunket, m¶eg miel}ott
tov¶abbi vizsg¶alatokba kezden¶enk, meg¯gyelhetjÄuk, hogy az a fogyaszt¶as ¶es
a beruh¶az¶as (megtakar¶³t¶as) kÄozÄott egy korl¶atos oximoront tÄukrÄoz, vagy a
kÄozgazdas¶agilag elterjedtebb trade-o®-t, ami tÄobb ¯gyelmet ¶erdemel a mo-
dern piacgazdas¶agi vizsg¶alatokban.

Felhaszn¶alva azt a propoz¶³ci¶ot, hogy a kÄozvetlen ad¶ot ink¶abb a fogyaszt¶as-
ra mintsem a jÄovedelemre kell kivetni, bevezetjÄuk modellÄunkbe a fogyaszt¶asi
ad¶ot, mint az egyetlen lehets¶eges ad¶oztat¶asi form¶at. A stabil fogyaszt¶asi
ad¶o elhalaszthatja a jelen fogyaszt¶ast a kÄovetkez}o id}oszakra, ami tÄobb meg-
takar¶³t¶asra ¶es nagyobb nÄoveked¶esi Äutemre vezethet. Ugyanakkor, a fogyaszt¶a-
si ad¶o b¶armilyen emel¶ese a beruh¶az¶asok (nett¶o) kiszor¶³t¶as¶aval j¶ar, ami viszont
csÄokkenti a nÄoveked¶esi Äutemet. A fogyaszt¶asi ad¶okulcs nagys¶aga ¶altal¶aban
att¶ol fÄugg, hogy a befolyt jÄovedelmet hogyan kÄolti el a korm¶any, ¶es az milyen
hat¶assal van a reprezentat¶³v ÄugynÄokÄunk kiad¶asaira.

Ami a beruh¶az¶asokat illeti, azt explicite a nemline¶aris akceler¶ator-elvben
¶es a Tobin-q-ban kifejezve magyar¶azzuk, valamint implicite a kamatl¶abbal a

4Itt eg¶esz pontosan Cagan (1956) vizsg¶alat¶ahoz hasonl¶oan, csak most nem az in°¶aci¶os
r¶at¶ara, hanem a nÄoveked¶esi Äutemre k¶³v¶anunk elv¶egezni bizonyos dinamikai vizsg¶alatokat.
Tov¶abbi l¶enyeges kÄulÄonbs¶eg, hogy Cagant az in°¶aci¶os r¶ata stabiliz¶al¶asa ¶erdekelte,
bennÄunket pedig a kibocs¶at¶as v¶altoz¶asi r¶at¶aj¶anak alakul¶asa, megengedve irregul¶aris osz-
cill¶aci¶okat ¶es a kaotikus mozg¶asokat is.
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Tobin-q-n keresztÄul. Az els}o most azt jelenti, hogy a tetsz}oleges v¶arhat¶o
nÄoveked¶esek a GDP-ben egy megfelel}o nemline¶aris nÄoveked¶est kÄovetelnek
meg a t}oke¶allom¶anyban. A beruh¶az¶asok Tobin-q elm¶elete pedig azt ¶all¶³tja,
hogy az aggreg¶alt beruh¶az¶as v¶arhat¶oan stabilan fÄugg a q-t¶ol, amely a t}oke
piaci ¶ert¶ek¶enek ¶es p¶otl¶asi kÄolts¶eg¶enek ar¶anya. (A r¶eszletek¶ert l¶asd, Tobin
(1969).) Ha q = 1; akkor a beruh¶az¶as nem v¶altozik, m¶³g ha q nagyobb
vagy kisebb mint 1, akkor a beruh¶az¶as rendre pozit¶³v vagy negat¶³v. ¶Igy ve-
hetÄunk egy I = I(q ¡ 1) t¶³pus¶u fÄuggv¶enyt, ¶es megfelel}oen ¶ervelhetÄunk, hogy
I 0 (:) > 0:5

Hogyan kapcsol¶odik a kamatl¶ab a q-elm¶elethez, a beruh¶az¶as kulcsmegha-
t¶aroz¶oj¶ahoz? A piac ¶ert¶ekeli a v¶allalatokat a diszkont¶alt jÄov}obeli jÄovedelmeik
alapj¶an a re¶alkamatl¶ab felhaszn¶al¶as¶aval. A kamatl¶ab b¶armilyen nÄoveked¶ese
nagyobb m¶ert¶ek}u diszkont¶al¶ashoz vezet, ami viszont a piaci t}oke¶arak es¶es¶et
eredm¶enyezi. ¶Igy a re¶alkamatl¶ab negat¶³v hat¶asa a beruh¶az¶asra t¶enylegesen a
Tobin-q-n keresztÄul ,,¶erv¶enyesÄul". A kamatl¶ab mellett, a Tobin-q k¶et m¶asik
t¶enyez}o ¯gyelembe v¶etel¶et is lehet}ov¶e teszi a beruh¶az¶asi dÄont¶esekben. Az els}o,
a t}oke termel¶ekenys¶eg¶enek nÄoveked¶ese emeli a jÄov}obeli jÄovedelmet ¶es ez¶altal
nÄoveli a r¶eszv¶eny¶arakat ¶es a q-t. A m¶asodik, a q megtestes¶³ti a v¶arakoz¶asok
szerep¶et is. Vitathatatlan, hogy a beruh¶az¶as l¶enyeg¶eben ,,fogad¶as a jÄov}ore",
a v¶allalatok felszerel¶eseket v¶as¶arolnak, hogy el}o¶all¶³tsanak term¶ekeket sok-sok
¶even keresztÄul bizonytalan felt¶etelek mellett. Hogy hogyan lesznek k¶epesek
kihaszn¶alni a felszerel¶eseket, a beruh¶az¶asok eldÄont¶esekor m¶eg nem ismert. A
bizonytalans¶ag n}o a hazai ¶es a kÄulfÄoldi piacok versenyz¶ese folyam¶an, csak¶ugy,
mint a technol¶ogiai fejl}od¶es ¶es a kisz¶am¶³thatatlan politikai fejlem¶enyek sor¶an.
Mindezeket a szempontokat folyamatosan ¶ert¶ekelik a t}ozsd¶ek.

Az empirikus vizsg¶alatok azt mutatj¶ak, hogy a Tobin-q tipikusan beruh¶a-
z¶as-gener¶al¶o. Mivel a v¶allalatok ink¶abb kÄolcsÄonÄoznek mintsem r¶eszv¶enyeket
bocs¶atanak ki, a Tobin-q mindig megfelel}oen m¶eri a beruh¶az¶asi ÄosztÄonz¶est,
tÄukrÄozi mind a v¶arhat¶o jÄovedelmez}os¶eget a sz¶aml¶al¶oban, ¶es mind a kÄolcsÄonz¶es
re¶al kÄolts¶eg¶et, a diszkontt¶enyez}on ¶es a t}okekÄolts¶egen keresztÄul, a nevez}oben.

Egy sokkal nehezebb k¶erd¶es merÄul fel a tekintetben, hogy vajon a t}oke¶arak
el}orejelz}o term¶eszete vezethet-e bizonyos kauzalit¶asra a t}ozsdei ¶arak ¶es a
nÄoveked¶es kÄozÄott? A jelen t}ozsdei ¶araknak tÄukrÄozniÄuk kell a jÄov}obeli pro¯tok
diszkont¶alt jelen¶ert¶ek¶et. Egy hat¶ekony r¶eszv¶enypiacon a re¶alkamatl¶ab meg-
egyezik a nÄoveked¶esi Äutemmel, ez¶ert a jÄov}obeli nÄoveked¶esi Äutemek az indul¶o
¶arakban fognak tÄukrÄoz}odni. Ez a megkÄozel¶³t¶es a forgalom (piaci t}ok¶es¶³t¶esen
felÄuli elad¶asok), mint els}odleges nÄoveked¶esi m¶ert¶ek haszn¶alata mellett ¶ervel,
ez¶altal tiszt¶azva a hamis oks¶agi hat¶ast, mert a nagyobb nÄoveked¶es el}ore-

5Keynes (1936, 135. o.) jelÄol¶es¶eben q = V=C , ahol V -t Keynes a t}okevagyon v¶arhat¶o
hozam¶anak jelen¶ert¶ekek¶ent de¯ni¶alta, m¶³g n¶ala a C a t}okevagyon k¶³n¶alati ¶ar¶at jelÄoli.
KÄovetkez¶esk¶eppen, a margin¶alis q tekinthet}o Tobin margin¶alis q-j¶ara adott sokf¶ele v¶altozat
egyik¶enek, pontosabban, a beruh¶az¶asi hat¶arhat¶ekonys¶ag ¶es a kamatl¶ab h¶anyadosak¶ent,
azaz, q =MEI=r: Ez¶ert a keynesi beruh¶az¶asi fÄuggv¶eny ¶at¶³rhat¶o I(q¡ 1)-re, ahol a v¶allalat
q = 1-ig (vagy ezzel ekvivalensen, MEI = r-ig) beruh¶az. ¶Igy ha r n}o, akkor q ¶es ¶³gy
a beruh¶az¶as is esik, azaz, dI=dr = Ir < 0. Tov¶abbi megjegyz¶est ¶erdemel m¶eg, hogy
Tobin beruh¶az¶asi q-elm¶elete form¶alisan megegyezik Eisner-Strotz (1963) ¶es Lucas (1967)
beruh¶az¶asi elm¶elet¶evel a szab¶alyoz¶asi kÄolts¶egek marginaliz¶aci¶oja eset¶en.



Nemline¶aris dinamika klasszikus nÄoveked¶esi modellekben 7

jelz¶es¶eben a magasabb ¶arak a tÄortnek mind a sz¶aml¶al¶oj¶at, mind a nevez}oj¶et
befoly¶asolj¶ak. Granger (1969) oks¶agi tesztj¶et sz¶eleskÄor}uen haszn¶alj¶ak a p¶enz-
Äugyi piacok tanulm¶anyoz¶as¶aban, csak¶ugy, mint a gazdas¶agi nÄoveked¶es megha-
t¶aroz¶oiban, p¶eld¶aul a megtakar¶³t¶asok, az export, a p¶enzk¶³n¶alat ¶es ¶arstabilit¶as
vizsg¶alat¶aban. Ugyanakkor, Harris (1997) szerint pozit¶³v kapcsolat van a
piaci t}ok¶es¶³t¶es (a GDP szintj¶ere normaliz¶alva) ¶es a jÄov}obeli gazdas¶agi nÄoveke-
d¶es kÄozÄott. Nem meglep}o, hogy a fejlettebb p¶enzÄugyi piacok hat¶ekonyabbak,
¶es ez¶ert jobban k¶epesek belefoglalni az anticip¶alt jÄov}obeli nÄoveked¶est a jelen
¶araikba. A vizsg¶alat meglep}o a forgalom sebess¶ege vonatkoz¶as¶aban, ami-
nek egy jobb indik¶atornak kell lennie a t}ozsd¶ek nÄoveked¶esre gyakorolt hat¶asa
m¶er¶es¶eben, mivel az megtiszt¶³tott az ¶arak el}orejelz}o hat¶asait¶ol. Az eredm¶e-
nyek azt mutatj¶ak, hogy nagyobb forgalomsebess¶eg nagyobb nÄoveked¶est v¶alt
ki, de csak a nagyon magas ¶es a nagyon alacsony jÄovedelm}u orsz¶agokban.
Elt¶er}oen a forgalom sebess¶egt}ol, arra nincs bizony¶³t¶ek, hogy a t}ozsd¶en sze-
repl}o hazai v¶allalatok sz¶am¶anak v¶altoz¶asa a gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek
v¶altoz¶as¶at eredm¶enyezn¶e.

ÄOsszegezve ¶ervel¶eseinket, a fenti (6) intertempor¶alis egyens¶ulyi egyenlet a
kÄovetkez}ok¶eppen fog v¶altozni:

½t =
1

qb(½t¡1)
(1 + qb(½t¡1) ¡ pa(½t¡1)) ½t¡1; t = 1; 2; . . . ; (9)

ahol p = 1 + ¿ ¶es ¿ egy ¶alland¶o fogyaszt¶asi ad¶okulcs.
Megjegyzend}o, hogy a (9) rendszer a technol¶ogi¶at az intrinsic piaci ¶er-

t¶ekel¶essel egyÄutt tartalmazza. Ezut¶an a (9) egyenlet ¶altal meghat¶arozott
nÄoveked¶esi Äutemeket megfelel}o kezdeti felt¶etelek mellett intrinsic nÄoveked¶esi
Äutemeknek nevezzÄuk.

Tov¶abb¶a, bevezetÄunk bizonyos nemline¶aris lek¶epez¶eseket a (9)-be az¶ert,
hogy kÄozel¶³tsÄuk mind a t}okekoe±ciensek, mind a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek
dinamikus viselked¶es¶et a val¶os¶aghoz. ¶Igy az egy peri¶odus alatti t}oke¶allom¶any-
v¶altoz¶as, azaz a beruh¶az¶as, form¶alisan a nemline¶aris akceler¶atorelvben ¶es a
Tobin-f¶ele beruh¶az¶asi q-elm¶eletben kifejezve a kÄovetkez}ok¶eppen magyar¶az-
hat¶o:

it¡1 = [(q ¡ 1) ºe½t¡1 + ºe½t¡1 ]½t¡1

= (qºe½t¡1)½t¡1 :
(10)

ahol
ºe½t¡1 = b(½t¡1); ¶es ¶altal¶aban 2 < º < 3 : (11)

Szavakban, a t}okekoe±ciensek exponenci¶alisan n}onek a megfelel}o intrinsic
nÄoveked¶esi Äutem szerint (vÄo. Mukerji (1964)), ahol º a t}oke-kibocs¶at¶as ar¶any,
most 2 ¶es 3 kÄozÄott ¶ert¶ekelve. (Napjainkban a nagyon fejlett orsz¶agokban az
¶eves GDP a m}ukÄod¶esbe ¶all¶³tott t}oke¶allom¶any egyharmad ¶es m¶asf¶el kÄozÄotti
¶ert¶ek¶et mutatja ¶altal¶aban.) Ugyanakkor, tetsz}olegesen adott t}oke¶allom¶any-
beli nÄoveked¶esre jut¶o kiad¶as a t}okefelhalmoz¶as intrinsic Äutem¶enek nÄovekv}o
fÄuggv¶enye.

A r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek eset¶eben feltesszÄuk, hogy a t}oke (b(½t¡1)) gaz-
das¶agi ¶elettartam-eloszl¶asa megkÄozel¶³t valamilyen nemline¶aris h(½t¡1) lek¶e-
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pez¶est. ¶Igy, ha a t}oke¶allom¶anyr¶ol, mint k¶eszletr}ol gondolkodunk (vÄo. Lange
(1952), Br¶ody (1970)), akkor az al¶abbit kapjuk:

h(½t¡1)a(½t¡1) = b(½t¡1) ; (12)

ahonnan
a(½t¡1) = b(½t¡1)h

¡1(½t¡1)

= ºe½t¡1h¡1(½t¡1) :
(13)

¶Igy a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek nemline¶arisan `ar¶anyosak' a t}okekoe±ciensekkel,
ami a fogyaszt¶asi ad¶on keresztÄul megengedi, hogy a teljes korm¶anyzati kiad¶as
az aggreg¶alt t}ok¶evel ar¶anyosan n}ojÄon a gazdas¶agban.

A (11) ¶es (13) szerint rendre mind a t}oke ar¶any, mind a megtakar¶³t¶asi a-
r¶any ink¶abb endog¶en mintsem exog¶en m¶odon determin¶altak. Hangs¶ulyozand¶o
azonban, hogy ezeket a nemline¶aris fÄuggv¶enyeket a t}okekoe±ciensek kÄozel¶³t¶e-
s¶ere csak bizonyos tartom¶anyokban haszn¶aljuk a (lok¶alis) vizsg¶alatainkban.

Behelyettes¶³tve (11)-et ¶es (13)-at (9)-be, kapjuk:

½t =
1

qºe½t¡1

¡
1 + qºe½t¡1 ¡ pºe½t¡1h¡1(½t¡1)

¢
½t¡1

=
1

q

µ
1

ºe½t¡1
+ q ¡ ph¡1(½t¡1)

¶
½t¡1

=

µ
1 +

1

qº
e¡½t¡1 ¡ p

q
h¡1(½t¡1)

¶
½t¡1 :

(14)

Schumpeter innov¶aci¶oi n¶elkÄul azonban a (14) nem lehet teljes. Schum-
peter (1939) szint¶en azon a n¶ezeten volt, hogy a nÄoveked¶es ¶es a ciklus int-
rinsic m¶odon kapcsol¶odnak egym¶ashoz, ¶es a f}o elm¶eleti probl¶ema ebben az
ÄosszefÄugg¶esben az, hogy megmagyar¶azzuk, mi¶ert nem megy v¶egbe sim¶an a
gazdas¶agi b}ovÄul¶es, mi¶ert fordulnak el}o p¶upok ¶es m¶elyed¶esek? }O ¶ugy gondolta,
hogy a t}ok¶es gazdas¶agok oszcill¶al¶o viselked¶ese az innov¶aci¶os folyamatokkal
fÄuggnek Äossze, ami a fogyaszt¶asi ¶es a beruh¶az¶asi javak nagyobb mennyis¶egeit
eredm¶enyezik. Azt ¶all¶³totta, hogy az Äuzleti ciklus l¶enyeg¶eben att¶ol a t¶enyt}ol
fÄugg, hogy az innov¶aci¶ok nem egyform¶an, hanem megszak¶³t¶asokkal oszlanak
el az id}oben.

¶Uj technik¶ak, ¶uj term¶ekek ¶es ¶uj piacok bevezet¶ese szint¶en hozz¶aj¶arul a
kibocs¶at¶as nÄoveked¶es¶ehez, azonban id}oben kÄulÄonbÄoz}o m¶ert¶ekben. Mivel a
(14) egyenlet jobb oldala egy szakaszosan line¶aris fÄuggv¶eny, megszorozva azt
¹ = 1 + !-val, ahol az ! egy schumpeteri innov¶aci¶os ,,swarms" param¶eter,
p¶otl¶olagos cikk-cakk nÄovekm¶enyeket nyerÄunk az intrinsic nÄoveked¶esi Äuteme-
inkben.

½t = ¹

µ
1 +

1

q
ºe¡½t¡1 ¡ p

q
h¡1(½t¡1)

¶
½t¡1 ; t = 1; 2; . . . : (15)

Keynes (1936) absztrakt szinten magyar¶azta a ciklikus mozg¶ast. Az volt
a n¶ezete, hogy a fellendÄul¶esi ¶es a visszaes¶esi er}ok kÄozÄotti egyens¶ulyban a
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v¶altoz¶asok sim¶an vagy Äosszevissza kÄovetkezhetnek be. A (15) egyenlet jobb
oldal¶an a z¶ar¶ojelek kÄozt bizonyos expanz¶³v (beruh¶az¶as) ¶es kontrakt¶³v (fo-
gyaszt¶as) er}ok l¶eteznek, amelyek lehetnek Keynes elgondol¶asainak bizonyos
speci¯k¶aci¶oi. A (15) egyenlet¶³gy a keynesi dinamika ¶es a schumpeteri evol¶uci¶o
egyf¶ele kombin¶aci¶oj¶at fejezi ki. Mind a beruh¶az¶as, mind az innov¶aci¶o l¶enye-
gesek a nÄoveked¶es fenntart¶as¶aban ¶es azok szinkroniz¶alt m¶odon mozognak.6

Matematikailag a (15) els}orend}u di®erenciaegyenlet. Jobb oldal¶an az f(½)
nemline¶aris lek¶epez¶es a p, ¹, º ¶es q param¶eterek bizonyos ¶ert¶ekei ¶es a meg-
felel}o h¡1(½t¡1) mellett a kÄovetkez}o tulajdons¶agokkal rendelkezik: f(0) = 0,
f(½) monoton nÄovekv}o fÄuggv¶enye ½-nak a 0 < ½ < c tartom¶anyban (f(½)
maxim¶alis ¶ert¶eke a ½ = c-n¶el van); f(½) monoton csÄokken}o fÄuggv¶enye ½-nak
½ > c-re. A p, q ¶es ¹ param¶eterek komplex m¶odon szel¶³d¶³tik meg a nem-
line¶aris viselked¶es ,,vads¶ag¶at", m¶as sz¶oval, ¯nom¶³tj¶ak a p¶up meredeks¶eg¶et az
f(½) lek¶epez¶esben. Az ilyen tulajdons¶ag¶u lek¶epez¶est unimod¶alis lek¶epez¶esnek
nevezik az irodalomban. J¶ol ismert, hogy ilyen egydimenzi¶os diszkr¶et idej}u
nemline¶aris rendszer nagyon bonyolult dinamika szerint viselkedhet, ami egy
v¶eletlenszer}u folyamathoz hasonl¶³t. Meglep}o tulajdons¶aga, hogy az ¶altala
gener¶alt id}osorok v¶eletlenszer}uek, vagyis nem lehet el}orejelezni v¶altoz¶oik jÄo-
v}obeli alakul¶as¶at. M¶eg ha egy modell teljesen determinisztikus is a strukt¶ura
¶es a kezdeti ¶ert¶ekek speci¯k¶aci¶oi szerint, az egym¶ashoz kÄozel elhelyezked}o
kezdeti ¶ert¶ekek teljesen kÄulÄonbÄoz}o id}osorokat eredm¶enyezhetnek, annak el-
len¶ere, hogy ugyanazon dinamikai rendszer gener¶alta }oket. Ezt a jelens¶eget
nevezik az irodalomban a kezdeti ¶ert¶ekekt}ol val¶o ¶erz¶ekenys¶egi fÄugg}os¶egnek.

Mivel a (15) modellÄunkben az ¶allapotv¶altoz¶o az intrinsic nÄoveked¶esi Äutem,
a nÄoveked¶es ¶es a ciklus, ak¶ar periodikus, ak¶ar aperiodikus, szimult¶an m¶odon
jelennek meg szi¶ami ikrekk¶ent. Ezzel egy lehets¶eges egzisztenciabizony¶³t¶ast
adtunk Harrod ,,k¶etszarv" probl¶em¶aj¶ara modern piaci ¶ert¶ekel¶esben.

2.2 Optim¶alis periodikus vagy aperiodikus intertem-
por¶alis egyens¶ulyi p¶aly¶ak

A (9) egyenletb}ol a kÄovetkez}o korl¶atokat nyerhetjÄuk:

1 ¡ p a(½t¡1) ¸ q b(½t¡1) ; ½t¡1 ¸ 0 ; t = 2; 3; . . . ; (16)

azaz, nem akkumul¶alhatunk tÄobbet a megtakar¶³t¶asokn¶al a megfelel}o intrinsic
nÄoveked¶esi t¶enyez}o mellett. A pozit¶³v ½0-t a kezdeti felt¶etelek adj¶ak meg ¶ugy,
hogy az [1 ¡ pa(½0) + qb(½0)]½0 > 0 rel¶aci¶o teljesÄuljÄon.

6Matsuyama (1998) szerint a neoklasszikus nÄoveked¶esi modell a felhalmoz¶ast tekinti
a nÄoveked¶es motorj¶anak, m¶³g a neo-schumpeteri nÄoveked¶esi modell az innov¶aci¶ot hang-
s¶ulyozza. ModellÄunkkel ellent¶etben arra a meg¶allap¶³t¶asra jutott, hogy a beruh¶az¶as ¶es az
innov¶aci¶o aszinkron m¶odon mozognak, kÄozÄulÄuk csak az egyik j¶atszik domin¶ans szerepet
f¶azisr¶ol f¶azisra. Az egyik f¶azis nagyobb kibocs¶at¶as-nÄoveked¶essel, magasabb beruh¶az¶assal,
innov¶aci¶o hi¶annyal ¶es egy kompetit¶³v piaci strukt¶ur¶aval jellemezhet}o. A m¶asik f¶azist alacso-
nyabb kibocs¶at¶as-nÄoveked¶es, alacsonyabb beruh¶az¶as, nagyobb innov¶aci¶o ¶es monopolist¶abb
piaci strukt¶ura jellemzi. A gazdas¶ag gyorsabban n}o a ciklusok ment¶en, mint az instabil
egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶an.
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JelÄolje most ¦(½t¡1) a ½t¡1 intrinsic nÄoveked¶esi t¶enyez}o pro¯tabilit¶as¶at.
VegyÄuk a ½t¡1, ½t; . . . teljes intrinsic nÄoveked¶esi Äutemsorozat pro¯tabilit¶as¶a-
nak jelen¶ert¶ek¶et a kÄovetkez}ok¶eppen:

¦(½t¡1; ½t; . . .) =
1X

t=1

°1¡t¦(½t¡1) ; (17)

ahol ¦0(½) < 0 ¶es ¦00(½) > 0, valamint ° > 1.
Az optim¶alis periodikus vagy aperiodikus intertempor¶alis egyens¶ulyi p¶alya

a ½1, ½2, ½3, . . . intrinsic nÄoveked¶esi Äutemek egy olyan sorozata, amely maxi-
maliz¶alja a (17)-et, kiel¶eg¶³tve a (9)-et ¶es (16)-ot adott kezdeti ¶ert¶ekek mellett.
Ez az optimum-probl¶ema a szerz}o egy kor¶abbi eredm¶eny¶enek (l¶asd M¶ocz¶ar
(1991)) nemline¶aris dinamikus kiterjeszt¶ese.

3 KÄulÄonÄos attraktorok kÄulkereskedelmi tÄobblet
vagy hi¶any mellett

El}oszÄor egy line¶aris dinamikus rendszert¶³runk fel az egyszer}u Harrod-Leontief
gazdas¶agban, m¶egpedig folytonos id}ov¶altoz¶oval.7 FeltesszÄuk, hogy a kibocs¶a-
t¶as v¶altoz¶asi id}or¶at¶aja, _x, ar¶anyos a ° t¶enyez}o szerint az x kibocs¶at¶ashoz a
b t}okekoe±ciens mellett szÄuks¶eges t}oke¶allom¶any ¶es az y megtakar¶³t¶as kÄozÄotti
kÄulÄonbs¶eggel:

_x = °(bx ¡ y) : (18)

A megtakar¶³t¶as v¶altoz¶asi id}or¶at¶aja az outputb¶ol az a fogyaszt¶asi hat¶arhaj-
land¶os¶agi koe±ciens ¶altal meghat¶arozott kereslettel csÄokkentett kibocs¶at¶assal
egyezik meg:

_y = x ¡ ax : (19)

A (18) ¶es (19) egyenletek egy k¶etdimenzi¶os line¶aris di®erenci¶alegyenlet-rend-
szert alkotnak:

_x = °(bx ¡ y) ; ° > 0

_y = (1 ¡ a)x ;
(20)

ahol a °, b ¶es az a param¶eterek, az ut¶obbi k¶et bet}u ¶ertelmez¶ese pontosan meg-
egyezik a kor¶abbi kÄozgazdas¶agi jelent¶esÄukkel. A (20) rendszert kompaktabb
m¶odon m¶atrixegyenletk¶ent is fel¶³rhatjuk:

_r = Ar ;

ahol

A =

µ
°b ¡°

1 ¡ a 0

¶
¶es r =

µ
x
y

¶
:

Az _r = Ar rendszer megold¶asai az (x; y) s¶³kon mozg¶o trajekt¶ori¶akk¶ent vizu-
aliz¶alhat¶ok, amelyek Äosszess¶ege a f¶azisportr¶e. Az _r = Ar rendszer ¶altal¶anos
megold¶asa a kÄovetkez}o:

r(t) = c1e
¸1tr1 + c2e

¸2tr2 ; (21)

7A v¶altoz¶ok t id}ot}ol val¶o fÄugg¶es¶et a jelÄol¶es egyszer}us¶ege miatt elhagyjuk.
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ahol most a ¸1 ¶es ¸2 az A m¶atrix k¶et kÄulÄonbÄoz}o saj¶at¶ert¶eke, r1 ¶es r2 a
megfelel}o saj¶atvektorok, ¶es c1 ¶es c2 olyan skal¶arok, amelyek kiel¶eg¶³tik az
r(0) = c1r1 + c2r2 egyenletet az adott r(0) kezdeti felt¶etelre.

Amint a (21) egyenletb}ol is l¶athat¶o, a megold¶as viselked¶ese a saj¶at¶ert¶ekek-
t}ol fÄugg. Ha a saj¶at¶ert¶ekek val¶osak, ¶es, p¶eld¶aul, kÄulÄonbÄoz}o el}ojel}uek, akkor a
f¶aziss¶³k orig¶oja nyeregpont, mint most a (20) dinamikai rendszer eset¶eben is.

Transzform¶alva a (20) k¶etdimenzi¶os els}orend}u di®erenci¶alegyenlet-rend-
szerÄunket egydimenzi¶os m¶asodrend}u di®erenci¶alegyenletbe, kapjuk:

Äx = °(ax + b _x ¡ x) : (22)

Szavakban, a kibocs¶at¶as sebess¶egv¶altoz¶as¶anak id}or¶at¶aja, Äx, a ° t¶enyez}o sze-
rint ar¶anyos a t¶ulkereslettel, vagy t¶ulk¶³n¶alattal. Mivel ° > 0, ha t¶ulkereslet
van, akkor Äx > 0, azaz, a kibocs¶at¶as sebess¶ege gyorsul, m¶³g t¶ulk¶³n¶alat eset¶en
Äx < 0, ¶³gy a kibocs¶at¶as sebess¶ege lassul. Amennyiben Äx = 0 a (22) egyen-
letb}ol, megfelel}o ¶atrendez¶es ut¶an, az ismert z¶art, dinamikus ¶es line¶aris Leon-
tief modellt kapjuk folytonos, ¶alland¶o sebess¶eg}u id}ov¶altoz¶oval:

x = ax + b _x ; (23)

vagyis a peri¶odus kibocs¶at¶asa pontosan fedezi a fogyaszt¶ast ¶es a kÄovetkez}o
peri¶odus kibocs¶at¶asnÄoveked¶es¶ehez szÄuks¶eges beruh¶az¶ast.

A (23) megold¶asa (1 ¡ a)=b ¶alland¶o Äutemmel exponenci¶alisan nÄovekv}o
egyens¶ulyi p¶alya. Az ilyen ,,h}on ¶ohajtott" gazdas¶ag ÄorÄokk¶e stacion¶arius
egyens¶ulyi nÄoveked¶esben van. Viszont instabil, Äosszhangban a kor¶abbi ku-
tat¶asokkal (l¶asd p¶eld¶aul Tsukui (1961)). E stacion¶arius nÄoveked¶est a z¶erus
gyorsul¶as feltev¶ese speci¯k¶alta, ami kÄozgazdas¶agilag meglehet}osen irre¶alis
premissza.

ModellÄunk ,,kinyit¶as¶ahoz" bevezetÄunk egy speci¶alis kÄulkereskedelmi m¶er-
legkorl¶atot, ¶es feltesszÄuk, hogy a nett¶o import v¶altoz¶asi id}or¶at¶aja a kÄovetke-
z}ok¶eppen de¯ni¶alt:

_z = s + ¹z(x ¡ d) ; ¹ > 0 ; (24)

ahol s a rÄogz¶³tett nett¶o importkoe±ciens, d a kibocs¶at¶as als¶o korl¶atja ¶es z az
id}oben v¶altoz¶o nett¶o importkoe±ciens. (Az s, d param¶eterek term¶eszetesen
pozit¶³vak.) Itt a ¹ az igazod¶asi sebess¶eg param¶etere, amely egy¶ebk¶ent az
id}ok¶esleltet¶es inverze.

A kibocs¶at¶as als¶o korl¶atja szerinti kÄulkereskedelmi m¶erleg befoly¶asolja a
kibocs¶at¶as-v¶altoz¶as id}obeli r¶at¶aj¶at, ¶³gy annak meg kell jelennie a (18) egyen-
letben is:

_x = °(bx ¡ y ¡ czd) ; ° > 0 ; (25)

ahol c jelÄoli az ¶arfolyamot, amely a hazai valuta devizapiaci ¶ert¶ekel¶es¶et tÄukrÄozi.
A bx¡y > 0 feltev¶es mellett, ha z < 0, akkor a kibocs¶at¶as-v¶altoz¶as id}or¶at¶aja
n}o a kÄulkereskedelmi szu±cit kÄovetkezt¶eben, m¶³g ha z > 0, akkor pedig
csÄokken a kÄulkereskedelmi de¯cit miatt. Most ° az id}ok¶esleltet¶es inverze,
azaz, a kibocs¶at¶asi folyamra vonatkoz¶o igazod¶asi sebess¶eg param¶etere.
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Ezzel egy olyan h¶aromdimenzi¶os di®erenci¶alegyenlet-rendszert kaptunk,
amely a kibocs¶at¶as, a megtakar¶³t¶as ¶es a kÄulkereskedelmi m¶erleg szimult¶an
mozg¶as¶at ¶³rja le egy ny¶³lt, folytonos id}ov¶altoz¶oj¶u Harrod-Leontief modell ke-
retei kÄozÄott8:

_x = °(bx ¡ y ¡ czd)

_y = (1 ¡ a)x

_z = s + ¹z(x ¡ d) :

(26)

Ism¶et, a (26) rendszerb}ol kapjuk:

Äx = °
£
b _x ¡ (1 ¡ a)x ¡ c

¡
s + ¹z(x ¡ d)

¢
d)

¤
; (27)

ahonnan az Äx = 0 esetre kapjuk: x + c
¡
s + ¹z(x ¡ d)

¢
d = ax + b _x, amelyb}ol

(1 ¡ a)x = b _x ¡ c _zd : (28)

A (28) bal oldal¶an a megtakar¶³t¶as, a jobb oldal¶an pedig a beruh¶az¶as
¶es a kibocs¶at¶as als¶o korl¶atj¶an meghat¶arozott foly¶o ¯zet¶esi m¶erleg szerepel.
Ez pontosan megfelel annak, hogy nyitott modellben a foly¶o megtakar¶³t¶as
k¶etf¶elek¶eppen is felhaszn¶alhat¶o a jÄov}obeli jÄovedelem nÄovel¶es¶ere: belfÄoldi vagy
kÄulfÄoldi beruh¶az¶asra.

KÄonny}u bel¶atni, hogy a (23) rendszer t¶enylegesen egy RÄossler (1976) rend-
szer. A param¶eterek bizonyos ¶ert¶ekei mellett, mint majd l¶atni fogjuk, a
RÄossler rendszerÄunk mozg¶asa instabill¶a v¶alik, ¶es egy komplex dinamika je-
lenik meg.

Am¶³g a Lorenz (1963) rendszerben k¶et nemline¶aris egyenlet gener¶alja
a nagyon v¶eletlenszer}u komplex vagy kaotikus pÄorg¶est, addig ugyanehhez
RÄosslernek csak egy nemline¶aris egyenletre volt szÄuks¶ege. Tov¶abb¶a, itt csak
egy als¶o ¶ert¶ek konvert¶alja a lok¶alis instabilit¶ast glob¶alis stabilit¶asba. Amint a
k¶es}obbiekben l¶atni fogjuk a megfelel}o sz¶am¶³t¶og¶epes gra¯k¶akb¶ol, egy rendszer
¯xpontra vonatkoz¶o stabilit¶asi fogalm¶at itt egy pontb¶ol egy hat¶arciklusba,
¶es ezut¶an egy korl¶atos r¶egi¶oba ¶altal¶anos¶³tjuk. Amikor egy rendszer vissza-
tartott att¶ol, hogy el¶erje az egyens¶ulyi ¯xpontj¶at, a legkisebb disszip¶aci¶os
¶allapot¶aban ,,nyugszik meg".

4 Szimul¶aci¶os sz¶am¶³t¶asok

A (15) egyenlettel adott intertempor¶alis egyens¶ulyi p¶alya szimul¶aci¶os elem-
z¶es¶ere a szerz}o kor¶abbi, a jap¶an gazdas¶ag endog¶en nÄoveked¶es¶ere vonatkoz¶o
sz¶am¶³t¶asait haszn¶aljuk fel. (L¶asd M¶ocz¶ar (1991).) A tipikusan beruh¶az¶o-
k¶eszletez}o ipar¶agak (walrasi ¶ertelemben vett t}okej¶osz¶agokat kibocs¶at¶o ¶agaza-
tok) egy meglehet}osen magas nÄoveked¶esi Äutemet mutattak, ½ = 0:3, a jap¶an
korm¶any ¶altal kibocs¶atott 56 szektoros input-output t¶abl¶azatok alapj¶an k¶esz¶³-
tett sz¶am¶³t¶asok. Most k¶et alig kÄulÄonbÄoz}o kezdeti ¶ert¶eket adunk az ¶allapotv¶al-
toz¶onak, azaz, ½01 = 0:1 ¶es ½02 = 0:09. A param¶eter¶ert¶ekek a (15)-ben most

8A modell strukt¶ur¶aja hasonl¶o Meltzer (1947) beruh¶az¶asi modellj¶ehez, illetve Goodwin
(1990) adapt¶aci¶oj¶ahoz.
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a kÄovetkez}ok: ¹ = 1:1, º = 1:5, p = 5=3, q = 1:1 valamint h¡1(½t¡1) = ½3
t¡1.

Ezekre a param¶eter¶ert¶ekekre ¶es az ¶elettartam-eloszl¶asra a (15) gra¯konj¶at az
1. ¶abra mutatja.

Az 2. ¶abra a (15) egydimenzi¶os nemline¶aris di®erenciaegyenlet ¶altal gene-
r¶alt intrinsic nÄoveked¶esi Äutemeinek diverg¶al¶o id}osorait mutatja. (Ezekhez ¶es
a k¶es}obbi sz¶am¶³t¶asokhoz, valamint a gra¯k¶ak megrajzol¶as¶ahoz is a Maple V.
programot haszn¶altuk fel.)

1. ¶abra. (15) id}osora ¹ = 1:1, º = 1:5, p = 5=3, q = 1:1 ¶es h¡1(½t¡1) = ½3t¡1 mellett

2. ¶abra. A (15)-tel gener¶alt id}osor ergodikus viselked¶ese
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3. ¶abra. A (15) id}osor¶anak gra¯konja ½01 = 0:1 kezdeti ¶ert¶ek mellett

4. ¶abra. A (15) id}osor¶anak gra¯konja ½02 = 0:09 kezdeti ¶ert¶ek mellett
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5. ¶abra. Szenzit¶³v fÄugg}os¶eg a kezdeti felt¶etelekt}ol

A 3. ¶es 4. ¶abr¶ak mutatj¶ak rendre a (15) id}osorainak gra¯k¶ait a ½01 = 0:1
¶es ½02 = 0:09 kezdeti ¶ert¶ekek mellett.

Az 5. ¶abra a kezdeti felt¶etelekt}ol val¶o ¶erz¶ekenys¶egi fÄugg}os¶eget mutatja,
amely az intrinsic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek aperiodikus mozg¶asait ered-
m¶enyezi.

6. ¶abra. (15) gra¯kus felsz¶³ne 1:5 < ¹ < 2 intervallumban
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A 6., 7. ¶es a 8. ¶abr¶ak mutatj¶ak, hogy megengedve a param¶eter¶ert¶ekek
v¶altoz¶as¶at a megfelel}o intervallumokban, a ¯xpontok instabilit¶asa nem v¶alto-
zik, vagyis a megfelel}o param¶eter b¶armely rÄogz¶³tett ¶ert¶eke mellett a ,,gra¯kus
felsz¶³n" metszet¶enek nyomvonala olyan parabol¶at ad, amelynek ¯xpontj¶aba
h¶uzott ¶erint}oj¶enek meredeks¶ege abszol¶ut ¶ert¶ekben nagyobb, mint egy.

7. ¶abra. (15) gra¯kus felsz¶³ne 1:4 < p < 1:7 mellett

8. ¶abra. (15) gra¯kus felsz¶³ne 1:1 < q < 1:8 mellett



Nemline¶aris dinamika klasszikus nÄoveked¶esi modellekben 17

Azonban, ha a param¶eterek ¶ert¶ekeit a (15)-ben csak a fenti interval-
lumokban v¶altoztatjuk meg, m¶epedig a kÄovetkez}ok¶eppen: ¹ = 1:1; º = 1:6;

p = 1:65; q = 1:2, m¶³g az ¶elettartam-eloszl¶ast h¡1(½t¡1) = ½
1=5
t¡1-nek vesszÄuk,

akkor a (15) gra¯konja a 9. ¶abr¶an l¶athat¶oan alakul.

Az 10. ¶abra vil¶agosan mutatja, hogy a ¯xpont ebben az esetben stabil.
A ¯xpont ezen kvalitat¶³v tulajdons¶aga, mivel a param¶eterek a fenti interval-
lumokban v¶altoztak, az ¶elettartam-eloszl¶as v¶altoz¶as¶anak a kÄovetkezm¶enye,
azaz, a fogyaszt¶asi fÄuggv¶eny megv¶altoz¶as¶anak. Itt ¶erdemes kihangs¶ulyozni
a fentiekben m¶ar eml¶³tett Lucas kritika egyf¶ele igazol¶asak¶ent, hogy vajon
a (15)-b}ol kapott intrinsic gazdas¶agi nÄoveked¶esi Äutemek folyamai vagy tra-
jekt¶ori¶ai sz¶etsz¶or¶odnak-e egy turbulens k¶aoszba vagy egy nagym¶eret}u rendhez
vezetnek, els}osorban a megfelel}o fogyaszt¶asi fÄuggv¶eny t¶³pus¶at¶ol fÄugg, ¶es csak
m¶asodsorban bizonyos piaci ¶ert¶ekel}o param¶eterekt}ol.

9. ¶abra. (15) gra¯konja ¹ = 1:1, º = 1:5, p = 5=3, q = 1:1 ¶es h¡1(½t¡1) = ½
1=5
t¡1 mellett
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10. ¶abra. A (15) stabil ¯xpontja

A (26) nemline¶aris dinamikus rendszer szimul¶aci¶os vizsg¶alat¶ahoz el}oszÄor
a param¶etereket ¶es a kezdeti felt¶eteleket adjuk meg, m¶egpedig a kÄovetkez}o-
k¶eppen.

>a := 0:429; b := 0:0833; c := 6:0; d := 2:0; ° := 0:5; ¹ := 1:0; s := 0:1;

>ODes := diff(x(t); t) = ° ¤ b ¤ x(t) ¡ ° ¤ y(t) ¡ ° ¤ c ¤ d ¤ z(t),

diff(y(t); t) = (1 ¡ a) ¤ x(t); diff(z(t); t) = s + ¹ ¤ z(t) ¤ (x(t) ¡ d);

>initvals := x(0) = 3:0; y(0) = 1:0; z(0) = 0:05;

>result := dsolve
¡
fODes,initvalsg; fx(t); y(t); z(t)g,

type = numeric; method = rkf45; output = listprocedure
¢
;

>xx := rhs(result[2]); xy := rhs(result[3]); xz := rhs(result[4])

with(plots):with(plottools):

spacecurve([0xx(t)0;0 xy(t)0;0 xz(t)0]; t = 0::300; numpoints = 1000);

A rendszer f¶azisportr¶eja egy hat¶arciklus, ¶es ¶³gy mindh¶arom v¶altoz¶o moz-
g¶asa periodikus, amint a 11. ¶abr¶an is l¶athat¶o.

A 12., 13. ¶es a 14. ¶abr¶ak a 3D hat¶arciklus projekci¶oit mutatj¶ak rendre az
xy; a zx ¶es a zy s¶³kon. A 15, 16. ¶es a 17. ¶abr¶ak az x; y ¶es z ¶allapotv¶altoz¶ok
id}o szerinti dinamik¶aj¶at mutatj¶ak.
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11. ¶abra. A (26) nemline¶aris dinamikus rendszer hat¶arciklus megold¶asa

12. ¶abra. Plot(['xy(t)', 'xx(t)', t=0..300]) : 3D hat¶arciklus
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13. ¶abra. Plot(['xz(t)', 'xx(t)', t=0..300]) : 3D hat¶arciklus

14. ¶abra. Plot(['xz(t)', 'xy(t)', t=0..300]) : 3D hat¶arciklus
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15. ¶abra. Az x ¶allapotv¶altoz¶o id}o szerinti dinamik¶aja (Plot ('xx(t)', t=0..200)

16. ¶abra. Az y ¶allapotv¶altoz¶o id}o szerinti dinamik¶aja (Plot ('xy(t)', t=0..200)

17. ¶abra. A z ¶allapotv¶altoz¶o id}o szerinti dinamik¶aja (Plot ('xz(t)', t=0..200)
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18. ¶abra. RÄossler szalag

Megv¶altoztatva a modell kalibr¶al¶as¶at a lentiek szerint, mindegyik v¶altoz¶o
irregul¶arisan mozog egy vil¶agos szenzit¶³v fÄugg}os¶eggel a kezdeti felt¶etelekre,
ami v¶egÄul is egy RÄossler szalagot eredm¶enyez, amint a 18. ¶abr¶an l¶athat¶o is.
Az egyes ¶allapotv¶altoz¶o dinamik¶aja az 19., 20. ¶es a 21. ¶abr¶akon l¶athat¶o.

>a := 0:429; b := 0:25; c := 1:0; d := 2:8; ° := 0:5; ¹ := 0:8; s := 0:1;

>ODes := diff(x(t); t) = ° ¤ b ¤ x(t) ¡ ° ¤ y(t) ¡ c ¤ d ¤ z(t),

diff(y(t); t) = (1 ¡ a) ¤ x(t); diff(z(t); t) = s + z(t) ¤ (x(t) ¡ d);

>initvals := x(0) = 3:0; y(0) = 1:0; z(0) = 0:05;

>result := dsolve
¡fODes,initvalsg; fx(t); y(t); z(t)g,

type = numeric; method = rkf45; output = listprocedure
¢
;

>xx := rhs(result[2]); xy := rhs(result[3]); xz := rhs(result[4])

19. ¶abra. Az x ¶allapotv¶altoz¶o dinamik¶aja (Plot('xx(t)', t=0..150)
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20. ¶abra. Az y ¶allapotv¶altoz¶o dinamik¶aja (Plot('xy(t)', t=0..150)

21. ¶abra. A z ¶allapotv¶altoz¶o dinamik¶aja (Plot('xz(t)', t=0..150)

5 KÄovetkeztet¶esek ¶es tov¶abbi propoz¶³ci¶ok

L¶attuk, hogy a klasszikus Harrod nÄoveked¶esi modell a nemline¶aris Leontief
t¶³pus¶u reprezentat¶³v ÄugynÄok megkÄozel¶³t¶esben ¶es konstrukt¶³v mikromegalapo-
z¶assal tÄobb¶e nem ad csak tart¶os ¶allapot¶u nÄoveked¶esi p¶aly¶at. Az intrinsic gaz-
das¶agi nÄoveked¶esi Äutemek folyamai ¶es trajekt¶ori¶ai sz¶etsz¶or¶odnak egy turbu-
lens k¶aoszba vagy egy nagym¶eret}u rendhez vezetnek att¶ol fÄugg}oen, hogy mi-
lyen interakci¶o van az instabil akceler¶ator ¶es a stabiliz¶al¶o multiplik¶ator kÄozÄott.
Ez az interakci¶o viszont a piaci ¶ert¶ekel¶esekt}ol ¶es a mikromegalapoz¶ast¶ol fÄugg,
nevezetesen, a fogyaszt¶asi ad¶o nagys¶ag¶at¶ol ¶es a beruh¶az¶asok t}ozsdei ¶ert¶eke-
l¶es¶et}ol. Ez a vizsg¶alat v¶alaszt adott Harrod k¶etszarv probl¶em¶aj¶ara is. Meg-
mutattuk, hogy a nÄoveked¶es ¶es a ciklus, ak¶ar periodikus, ak¶ar aperiodikus,
szimult¶an m¶odon szi¶ami ikrekk¶ent jelenik meg. ¶Erdemes itt hangs¶ulyozni,
hogy eredm¶enyÄunk nem mond ellent a tart¶os nÄoveked¶esnek, csak a sima,
egyenletes nÄoveked¶est nem teszi lehet}ov¶e.

Hasonl¶oan, a ny¶³lt Harrod-Leontief egyszektoros gazdas¶agban megfogal-
mazott RÄossler rendszer dinamik¶aja a valuta piaci ¶ert¶ekel¶es¶et}ol fÄugg, ¶es egy
komplex vagy kaotikus dinamika is el}o¶allhat. Az alapkutat¶as szintj¶en marad-
va, eredm¶enyeinknek egy tov¶abbi kiterjeszt¶ese lehet, tov¶abbra is a Harrod-
Leontief modell keretek kÄozÄott maradva, a RÄossler rendszer ¶ujabb nemlinea-
riz¶al¶asa a t}oke ¶es a r¶aford¶³t¶asi koe±ciensek tekintet¶eben. ¶Erdekes lehet itt a
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p¶enzpiac bevezet¶ese is a modellÄunkbe v¶altoz¶o kamatl¶ab ¶es ¶arsz¶³nvonal mel-
lett, ¶es ¶³gy vizsg¶alni a kiterjesztett rendszer dinamikus viselked¶es¶et. Ezek a
vizsg¶alatok azonban m¶ar t¶ulhaladnak a cikk eredeti c¶elkit}uz¶esein.
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NONLINEAR DYNAMICS IN CLASSICAL ECONOMIC GROWTH MODELS

In this paper the classical Harrodian growth model is transformed into a representa-
tive agent model by its nonlinear extensions and the Keynesian and Schumpeterian
traditions. For the proof of the celebrated Lucas critique it is shown that the tra-
jectories of intrinsic economic growth rates either are scattered into a turbulent
chaos or lead to a large scale order. It depends on the type of the appropriate
consumption function, and the market values of some parameters are playing only
secondary role.Another surprising result is empirical: the international trade su±cit
may generate strange attractors under some exchange rate values.
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MAG¶ANNYUGD¶IJ-J¶ARAD¶EKOK KÄOZÄOTTI V¶ALASZT¶AS1

¶AGOSTON KOLOS CSABA
Budapesti Corvinus Egyetem

Ebben a cikkben a mag¶annyugd¶³j-j¶arad¶ekok kÄozÄotti v¶alaszt¶ast vizsg¶alom.
Arra vagyok k¶³v¶ancsi, hogy a racion¶alis dÄont¶eshoz¶o hogyan v¶alaszt a lehets¶eges
j¶arad¶ekokb¶ol. A dÄont¶eshoz¶o a v¶arhat¶o hasznoss¶ag¶at maximaliz¶alja. A cikkben
megvizsg¶alom azt az esetet is, ha a dÄont¶eshoz¶o sz¶am¶ara fontos, hogy gondos-
kodj¶ek az ut¶odair¶ol, ¶es megvizsg¶alom a h¶azasp¶arok optim¶alis dÄont¶es¶et is.
Felh¶³vom a ¯gyelmet, hogy a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalm¶anak az lehet
a kÄovetkezm¶enye, hogy a dÄont¶eshoz¶ok olyan j¶arad¶ekokat v¶alasztanak, amely
a szolg¶altat¶onak Äosszess¶eg¶eben vesztes¶eget okoz. Bemutatom, hogy a ha-
lasztott j¶arad¶ekkal kombin¶alt Äutemezett p¶enzkivon¶as a vizsg¶alt kÄornyezetben
nem rosszabb, mint a tÄobbi lehet}os¶eg, a dÄont¶eshoz¶o viszont ebben az esetben
a befektet¶esi lehet}os¶egeket maga v¶alaszthatja meg.

1 Bevezet¶es

A gazdas¶ag szerepl}oi fogyaszt¶asi dÄont¶esÄuk meghozatal¶an¶al tÄobb id}oszak fo-
gyaszt¶as¶at egyÄuttesen veszik ¯gyelembe. Megl¶ev}o t}ok¶ejÄuket (¶es egy¶eb jÄove-
delmÄuket) id}oben elosztva fogyasztj¶ak el ¶ugy, hogy ez a fogyaszt¶as m¶egis opti-
m¶alis legyen. A fogyaszt¶as id}obeli optimaliz¶al¶as¶anak gondolata m¶ar Samuel-
son h¶³res [9] cikk¶eben is jelen volt. Ebben a cikkben, ¶es a cikkb}ol kifejl}od}o
egyÄutt¶el}o nemzed¶ekek modelljein¶el jellemz}oen az emberi ¶elet v¶ege nem bi-
zonytalan. Yaari [12] ¶es Fischer [4] ¶uttÄor}o munk¶at v¶egzett a fogyaszt¶as id}obeli
tervez¶es¶ere bizonytalan ¶elet eset¶en. Szint¶en }ok voltak azok, akik az ¶eletbiz-
tos¶³t¶asok kÄozgazdas¶agi megalapoz¶as¶at elv¶egezt¶ek. ¶Eletj¶arad¶ekok vizsg¶alat¶at
v¶egezte Kotliko® ¶es Spivak [5], akik a csal¶adon belÄuli kock¶azatmegoszt¶as lehe-
t}os¶eg¶et tanulm¶anyozt¶ak. Milevski [6] azt vizsg¶alta, hogy egy optim¶alis dÄon-
t¶eshoz¶onak mikor ¶erdemes felhalmozott t}ok¶ej¶et j¶arad¶ekra v¶altania. Mitchell
[8] ¶es szerz}ot¶arsai az USA piac¶an fellelhet}o j¶arad¶ekokat ¶ert¶ekelt¶ek. Magyar-
orsz¶agon Simonovits tÄobb cikk keret¶eben is vizsg¶alta hasznoss¶agmaximaliz¶al¶o
fogyaszt¶ok nyugd¶³jjal kapcsolatos dÄont¶eseit (l¶asd p¶eld¶aul [10]).

A hazai mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶ari rendszert tÄobb cikk is elemzi (p¶eld¶aul
[11,7,1]). Bany¶ar [2] a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶ast tilalm¶at vizsg¶alja.

2 Az ¶eletj¶arad¶ekok kÄozgazdas¶agi megalapoz¶asa

A t¶ema r¶eszletes ismertet¶ese el}ott szeretn¶em p¶ar mondatban Äosszefoglalni az
¶eletj¶arad¶ek kÄozgazdas¶agi megalapoz¶as¶at.

1Be¶erkezett: 2007. november 14. E-mail: kolos.agoston@uni-corvinus.hu.
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Biztos¶³t¶as v¶as¶arl¶asakor a biztos¶³tott bizonytalan vagyoni helyzetben van.
Ezt a bizonytalan vagyoni helyzetet hajland¶o bizonyos biztos¶³t¶asi d¶³j¶ert elcse-
r¶elni egy olyan helyzetre, ahol a bizonytalans¶ag megsz}unik, vagy jelent}osen
csÄokken. ¶Eletj¶arad¶ek v¶as¶arl¶as¶an¶al els}o r¶an¶ez¶esre a helyzet ¶eppen ellent¶etes.
A dÄont¶eshoz¶o biztos vagyon¶at hajland¶o elcser¶elni bizonytalanra, r¶aad¶asul a
j¶arad¶ek v¶arhat¶o (jelen)¶ert¶eke kisebb, mint az egyszeri d¶³j. Ebben az esetben a
dÄont¶eshoz¶o probl¶em¶aja abb¶ol fakad, hogy az emberi ¶elet v¶ege bizonytalan, ¶es a
fogyaszt¶as¶at hozz¶a kell igaz¶³tania ehhez a bizonytalan ¶elettartamhoz. A vizs-
g¶alatunk kÄoz¶eppontj¶aban egy nyugd¶³jaz¶as el}ott ¶all¶o (62 ¶eves) p¶enzt¶artag sze-
repel, aki a mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶arban felgyÄulemlett t}ok¶ej¶et szeretn¶e ¶atv¶altani
j¶arad¶ekra. A k¶erd¶es az }o sz¶am¶ara ¶ugy merÄul fel, hogy a lehets¶eges j¶arad¶ekok
kÄozÄul melyiket v¶alassza. Ahhoz, hogy a lehets¶eges j¶arad¶ekok kÄozÄul v¶alasztani
tudjon, a j¶arad¶ekokat rangsorolnia kell. JelÄolje rendre C62; C63; C64; . . .C99 a
62, 63, 64 . . . 99 ¶evesen kapott p¶enzÄosszegeket. Ekkor ennek a p¶enz¶aramnak
a hasznoss¶aga2:

U(C62; C63; C64; . . .C99) =
99X

t=62

Pt
C1¡¯

t

1 ¡ ¯

1

°t
; (1)

ahol Pt azt a val¶osz¶³n}us¶eget fejezi ki, hogy egy 62 ¶eves ember meg¶eli a t-edik
¶elet¶ev¶et. Term¶eszetesen P62 = 1, ¶es felt¶etelezem, hogy P100 = 0, azaz 100 ¶ev
az emberi ¶elet v¶egs}o hat¶ara3. A ¯ param¶eter a dÄont¶eshoz¶o kock¶azatkerÄul¶es¶et
fejezi ki. Min¶el nagyobb a ¯ ¶ert¶ek, ann¶al ink¶abb kock¶azatkerÄul}o a dÄont¶eshoz¶o,
azaz ann¶al ink¶abb szeretn¶e, hogy a fogyaszt¶asra haszn¶alt p¶enzmennyis¶eg
id}oben ¶alland¶o legyen, m¶eg azon az ¶aron is, hogy Äosszess¶eg¶eben kevesebbet
fogyaszt. Ha ¯ ¶ert¶eke kicsi, akkor a dÄont¶eshoz¶o kev¶esb¶e kock¶azatkerÄul}o, a fo-
gyaszt¶asra haszn¶alt p¶enzmennyis¶eg id}obeli v¶altoz¶as¶at elviseli, ha Äosszess¶eg¶e-
ben elfogyaszthat¶o p¶enzmennyis¶eg kompenz¶alja. A sz¶els}o eset a ¯ = 0, ebben
az esetben a dÄont¶eshoz¶ot csak a v¶arhat¶oan elfogyaszthat¶o p¶enzmennyis¶eg
¶erdekli, id}obeli eloszl¶asa nem. A dÄont¶eshoz¶o tÄurelmetlens¶eg¶et fejezi ki a °
¶ert¶ek. A fogyaszt¶o b¶armilyen j¶osz¶ag elfogyaszt¶as¶at jobban ¶ert¶ekeli a jelen-
ben, mint b¶armilyen k¶es}obbi id}opontban (min¶el nagyobb a ° param¶eter ¶ert¶eke
1-n¶el, ann¶al tÄurelmetlenebb a dÄont¶eshoz¶o).

2.1 A vizsg¶alt dÄont¶eshoz¶o

Az ¶altalam vizsg¶alt dÄont¶eshoz¶o nyugd¶³jaz¶as el}ott ¶all¶o, 62 ¶eves magyar ¶allam-
polg¶ar. A legkritikusabb k¶erd¶es a dÄont¶eshoz¶o kor¶eves hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egei.

2Az (1) k¶eplet csak akkor ¶all fenn, ha felt¶etelezzÄuk, hogy a dÄont¶eshoz¶onak az Äosszes
id}oskori bev¶etele csak a mag¶annyugd¶³j-j¶arad¶ekb¶ol sz¶armazik. Ez term¶eszetesen nincs ¶³gy,
hiszen nyugd¶³j¶anak dÄont}o r¶esz¶et az ¶allami ¶ujraeloszt¶o rendszerb}ol kapja. A nyugd¶³ja mellett
a dÄont¶eshoz¶onak m¶eg saj¶at megtakar¶³t¶asa is lehet. Az eml¶³tett hi¶anyoss¶agok ellen¶ere en-
gedtess¶ek meg, hogy felt¶etelezzem, amikor a dÄont¶eshoz¶o a mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶ari j¶arad¶ekok
kÄozÄul v¶alaszt, az egy¶eb forr¶asb¶ol sz¶armaz¶o jÄovedelm¶et ¯gyelmen k¶³vÄul hagyja.

3Magyarorsz¶agon a haland¶os¶agi t¶abl¶ak a kor¶eves hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶eget 100 ¶eves ko-
rig adj¶ak meg. Kor¶abbi vizsg¶alatok azt mutatj¶ak, hogy az emberi ¶elet v¶egs}o hat¶ar¶anak
nÄovel¶ese (ha az adott kor¶ev meg¶el¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶ege eleny¶esz}o) nem befoly¶asolja az
eredm¶enyeket jelent}osen (l¶asd p¶eld¶aul [8]).
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A bemutatott modellben a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalm¶ara koncentr¶alok,
a tÄobbi t¶enyez}ot megpr¶ob¶alom kisz}urni. Ez¶ert felt¶etelezem, hogy a hal¶aloz¶asi
val¶osz¶³n}us¶egek, mind a dÄont¶eshoz¶o, mind a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o sz¶am¶ara is-
mertek. A dÄont¶eshoz¶o hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egeit a 2004-es haland¶os¶agi t¶abla
adja meg4, kÄulÄon f¶er¯akra ¶es kÄulÄon n}okre. Mivel hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egeket
mind a j¶arad¶ekv¶as¶arl¶o, mind a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o ismeri (¶es a f¶er¯akat ¶es
n}oket meg is tudja kÄulÄonbÄoztetni), nincs a modellben ebb}ol fakad¶o anti-
szelekci¶o.

A kock¶azatkerÄul¶es m¶ert¶ek¶et kÄulfÄoldi szerz}ok 1 ¶es 2 kÄozÄott szokt¶ak megha-
t¶arozni (l¶asd: [8,5]). A sz¶am¶³t¶asokat ¯ = 1; 25 ¶es ¯ = 2 ¶ert¶ekekre mutatom
be. A ° param¶eter ¶ert¶ek¶et 1-nek v¶alasztom. Az ¶altalam bemutatott model-
lekn¶el ez csak egy ¶ujabb param¶eter lenne, a f}o mondanival¶ot nem v¶altoztatja
meg, csak a konkr¶et ¶ert¶ekeket t¶er¶³ti el.

A dÄont¶eshoz¶o optim¶alis viselked¶es¶enek meghat¶aroz¶asakor a kamatokt¶ol
eltekintek (azt felt¶etelezem, hogy a mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶arak |vagy j¶arad¶ek-
szolg¶altat¶ok| pont akkora kamatot ¶ernek el, hogy a ki¯zet¶esek re¶al¶ert¶eke
megmaradjon).

A sz¶am¶³t¶asokat MS Excel programmal v¶egeztem el, numerikusan.
Felt¶etelezem, hogy a mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶ari tagnak 5 milli¶o forintja gy}ult

Äossze, ezt az Äosszeget szeretn¶e j¶arad¶ekra v¶altani5. Az¶ert, hogy a hasznoss¶agok
kisz¶am¶³t¶as¶an¶al ne kelljen t¶uls¶agosan kis sz¶amokkal dolgozni, ez¶ert 1000 forin-
tos egys¶egekben dolgozok. Teh¶at a dÄont¶eshoz¶onak 5000 egys¶eg fogyaszt¶as¶at
kell sz¶etosztania optim¶alisan6. Ahhoz, hogy forint¶ert¶eket kapjunk, a kÄozÄolt
¶ert¶ekeket be kell szorozni 1000-rel.

2.2 ¶Eletj¶arad¶ek n¶elkÄuli optimaliz¶aci¶o

Amennyiben a piacon nem l¶etezik j¶arad¶ekszolg¶altat¶o, a dÄont¶eshoz¶onak ¶ugy
kell elosztania megtakar¶³t¶asait, hogy a nagyon kis val¶osz¶³n}us¶eggel meg¶elt
¶eveire is maradjon p¶enz. Az 1. ¶abra mutatja a f¶er¯akra ¶es a n}okre az op-

4A hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egeket lehetne pontosabban modellezni, p¶eld¶aul projekt¶alt
gener¶aci¶os haland¶os¶agi t¶abl¶ak alkalmaz¶as¶aval, de tÄobb megfontol¶as is k¶erd¶esess¶e teszi en-
nek hat¶asoss¶ag¶at. Egyr¶eszt a mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶ari t}ok¶ek j¶arad¶ekra val¶o ¶atv¶alt¶asa 2012
ut¶an lesz m¶ervad¶o, teh¶at nem a most 62 ¶evesek haland¶os¶ag¶at kell el}ore jelezni, ami a becsl¶es
bizonytalans¶ag¶at nÄoveli. M¶asr¶eszt Magyarorsz¶agon gener¶aci¶os haland¶os¶agi t¶abla az Äossz-
n¶epess¶egre ¶all rendelkez¶esre, de k¶erd¶es, hogy ez mennyire fejezi ki majd a mag¶annyugd¶³j-
p¶enzt¶ari tagok val¶os elhal¶aloz¶as¶at. KÄulfÄoldi tapasztalatok szerint az Äonk¶entes j¶arad¶ekosok
haland¶os¶aga jobb az orsz¶agos ¶atlagn¶al. Mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶arba csak a p¶alyakezd}oknek
volt kÄotelez}o a bel¶ep¶es, id}osebbek v¶alaszthattak. Szem¶elyes v¶elem¶enyem, hogy az ¶atmeneti
id}oszakban a mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶ar tagok haland¶os¶aga jobb lesz, mint az orsz¶agos ¶atlag.
Magyarorsz¶agon j¶arad¶ekbiztos¶³t¶ast v¶as¶arl¶ok haland¶os¶ag¶ar¶ol nem ¶all rendelkez¶esre adat.

5Tov¶abbi antiszelekci¶os probl¶ema lehet, ha nem mindenkinek ugyanakkora a felgyÄulem-
lett t}ok¶eje. Er}os a gyan¶u, hogy a nagyobb t}ok¶et Äosszegy}ujtÄott p¶enzt¶artagok haland¶os¶aga
jobb az ¶atlagn¶al. Ezt a szelekci¶os hat¶ast is ¯gyelmen k¶³vÄul hagyom, hogy a nemek kÄozÄotti
di®erenci¶al¶as tilalm¶ara tudjak koncentr¶alni.

6Term¶eszetesen itt is jelentkezik ¶un. jÄovedelemi hat¶as, teh¶at pl. t¶³zszeres t}oke eset¶en
nem az lesz az optim¶alis, ha minden ¶evben a fogyaszt¶asra sz¶ant Äosszeget beszorozzuk t¶³zzel,
hanem a fogyaszt¶as szerkezete is megv¶altozhat. A szerz}o ¶ugy ¶³t¶eli meg, hogy a v¶altoz¶as a
vizsg¶alt probl¶ema szempontj¶ab¶ol nem jelent}os.
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tim¶alis esetben elfogyasztand¶o p¶enzÄosszeget, az 1. t¶abl¶azat pedig megadja a
konkr¶et ¶ert¶eket n¶eh¶any kor¶evre7.

1. ¶abra. A dÄont¶eshoz¶o v¶alaszt¶asa Äutemezett p¶enzkiv¶et eset¶en

¶Eletkor F¶er¯ N}o
¯ = 1;25 ¯ = 2 ¯ = 1;25 ¯ = 2

62 282,8 229,5 228,1 196,4
67 249,3 212,1 216,1 190,1
72 209,4 190,2 199,3 180,5
77 162,2 162,2 172,8 165,1
82 111,6 128,4 134,7 141,2
87 63,5 90,3 87,2 107,7
92 28,0 54,0 42,2 68,3
97 9,3 27,1 11,5 30,4

El nem haszn¶alt t}oke 1758,5 2078,8 1350,5 1608,5

1. t¶abl¶azat. A dÄont¶eshoz¶o v¶alaszt¶asa Äutemezett p¶enzkiv¶et eset¶en

Az 1. ¶abr¶an ¶es az 1. t¶abl¶azatban l¶athat¶o, hogy a dÄont¶eshoz¶o fogyaszt¶asa
id}oben er}osen csÄokken}o. Term¶eszetesen a fogyaszt¶as ann¶al jobban csÄokken,
min¶el ink¶abb kock¶azatkerÄul}o (min¶el nagyobb a ¯ param¶eter ¶ert¶eke). Mivel a

7Az optim¶alis dÄont¶es egy nemline¶aris programoz¶asi feladat megold¶asa. A programoz¶asi
feladatokat a fÄuggel¶ek tartalmazza. Az 1. ¶abr¶ahoz ¶es az 1. t¶abl¶azathoz az 1. programoz¶asi
faladat tartozik.
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dÄont¶eshoz¶onak azokra az ¶evekre is kell tartal¶ekolnia, amit csak kis val¶osz¶³n}u-
s¶eggel ¶el meg, ez¶ert a felhalmozott t}ok¶ej¶enek egy r¶esz¶et nem tudja elfogyasz-
tani, ez sz¶am¶ara elveszik8. Ezt mutatja a t¶abl¶azat utols¶o sora. Az 1. t¶abl¶a-
zatban az is l¶atszik, hogy f¶er¯ak eset¶en a fogyaszt¶as csÄokken¶ese er}oteljesebb,
amit a nagyobb hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egek okoznak.

Mivel a dÄont¶eshoz¶o megtakar¶³t¶as¶anak jelent}os r¶esze elveszik, ¶³gy hajland¶o
¶eletj¶arad¶ekot v¶as¶arolni egy j¶arad¶ekszolg¶altat¶ot¶ol.

2.3 ¶Eletj¶arad¶ek eseti optimaliz¶aci¶o

Amennyiben a piacon el¶erhet}o ¶eletj¶arad¶ek, a fogyaszt¶o jelent}osen jobb hely-
zetbe kerÄul. A 2. t¶abl¶azat azt mutatja, hogy 5000 egys¶egnyi p¶enz ¶eletj¶arad¶ekra
v¶alt¶as¶aval el¶ert hasznoss¶ag mekkora megtakar¶³t¶ast ig¶enyelne, ha a piacon nem
lehetne ¶eletj¶arad¶ekot v¶as¶arolni9. Term¶eszetesen az ¶eletj¶arad¶ek szolg¶altat¶asa
kÄolts¶egig¶enyes, ez¶ert kÄulÄonbÄoz}o kÄolts¶egszinteken is megmutatjuk a szÄuks¶eges
t}oke m¶ert¶ek¶et. KÄolts¶egszinten azt ¶ertem, hogy a v¶arhat¶o ¶ert¶ekre (egyszeri
nett¶o d¶³jra) h¶any % kÄolts¶eget sz¶amol fel a szolg¶altat¶o (v¶allalkoz¶oi d¶³jr¶esz,
vagy angolul loading). Itt most csak az azonnal indul¶o, garanciaid}o n¶elkÄuli,
¶un. egyszer}u ¶eletj¶arad¶ek eset¶et vizsg¶alom.

KÄolts¶eg F¶er¯ N}o
% ¯ = 1;25 ¯ = 2 ¯ = 1;25 ¯ = 2
0 8730 9503 7490 7952
5 8314 9050 7134 7574
10 7936 8640 6810 7229
15 7591 8264 6513 6915
20 7275 7919 6242 6627
30 6715 7310 5762 6117
40 6236 6788 5351 5680

2. t¶abl¶azat. J¶arad¶ekot helyettes¶³t}o egyÄosszeg}u ki¯zet¶esek

A 2. t¶abl¶azatb¶ol l¶athatjuk, hogy f¶er¯ak sz¶am¶ara sokkal tÄobbet ¶er az egy-
szer}u ¶eletj¶arad¶ek, mint a n}ok sz¶am¶ara, ami logikus is, hiszen ¶eletj¶arad¶ek
n¶elkÄul az }o fogyaszt¶asuk sokkal er}osebben csÄokkent, mint a n}ok¶e. Azt is
l¶athatjuk, hogy min¶el nagyobb a kock¶azatkerÄul¶es m¶ert¶eke (nagyobb ¯ ¶ert¶ek),
ann¶al tÄobbet jelent a dÄont¶eshoz¶o sz¶am¶ara az ¶eletj¶arad¶ek, ¶³gy csak nagyobb
Äosszeggel lehet k¶arp¶otolni annak elveszt¶es¶e¶ert.

Ha a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o nem tud v¶arhat¶o ¶ert¶eken ¶eletj¶arad¶ekot szolg¶altatni,
akkor a dÄont¶eshoz¶o nem a teljes megtakar¶³t¶as¶at v¶altja ¶at j¶arad¶ekra (amennyi-
ben lehet}os¶ege van erre). A 2. ¶abra azt mutatja, hogy milyen fogyaszt¶asi ter-
vet v¶alaszt mag¶anak egy ¯ = 1; 25 kock¶azatelutas¶³t¶asi param¶eterrel rendel-
kez}o f¶er¯ kÄulÄonbÄoz}o kÄolts¶egszintek eset¶en10 (az Äutemezett p¶enzkiv¶eteket nem
terheli kÄolts¶eg). A v¶³zszintes vonalak mutatj¶ak az ¶eletj¶arad¶ek ir¶anti ig¶enyt,
a csÄokken}o r¶esz pedig a saj¶at megtart¶ast, ami p¶enzkiv¶etnek ¶ertelmezhet}o.
Term¶eszetesen ebben az esetben is elvesz¶³t bizonyos csek¶ely mennyis¶eget a
dÄont¶eshoz¶o a vagyon¶ab¶ol.

8Az ÄorÄokÄosÄok ¯gyelembev¶etel¶et a 3.3. fejezetben mutatom be.
9A t¶abl¶azat a 2. programoz¶asi feladat optim¶alis megold¶as¶at mutatja.
10Az ¶abr¶ahoz a 3. programoz¶asi feladat tartozik.
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2. ¶abra. A dÄont¶eshoz¶o v¶alaszt¶asa, ha a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o kÄolts¶eget sz¶amol fel

A t¶abl¶azatb¶ol az is kiderÄul, hogy a dÄont¶eshoz¶o sz¶am¶ara az az optim¶alis, ha
halasztott ¶eletj¶arad¶ekot v¶as¶arol, az els}o p¶ar ¶evben pedig a j¶arad¶ekra ¶at nem
v¶altott p¶enzt a j¶arad¶ek megindul¶as¶aig Äutemezetten felveszi. Min¶el nagyobb
kÄolts¶egekkel dolgozik a biztos¶³t¶o, ann¶al tov¶abb szeretne a dÄont¶eshoz¶o ma-
g¶ar¶ol gondoskodni Äutemezett p¶enzkiv¶et form¶aj¶aban. Mag¶annyugd¶³j-j¶arad¶ek
szolg¶altat¶as jelenleg m¶eg nincs, ez¶ert nem tudjuk, hogy milyen kÄolts¶egszinttel
fognak dolgozni, de tÄobb szak¶ert}o is hangot ad f¶elelm¶enek, hogy a kÄolts¶egszint
`jelent}os' lesz. A p¶enzt¶artag sz¶am¶ara viszont nem lehets¶eges az Äutemezett
p¶enzkiv¶ettel kombin¶alt halasztott ¶eletj¶arad¶ek. A tÄorv¶enyalkot¶oknak ¶erdemes
lenne elgondolkodni ezen a lehet}os¶egen is11.

3 A mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶ar-tagok optimaliz¶a-
ci¶oja

Ebben a fejezetben azt vizsg¶alom meg, hogy a mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶ar-tagok a
felhalmozott t}oke j¶arad¶ekra tÄort¶en}o ¶atv¶alt¶asakor hogy viselkednek. Vizsg¶ala-

11Hasonl¶o (b¶ar nem teljesen megegyez}o) megold¶ast vizsg¶al Milevsky [6], aki a kanadai
kÄornyezetben arra a meg¶allap¶³t¶asra jut, hogy a dÄont¶eshoz¶o nagy val¶osz¶³n}us¶eggel jobban
j¶ar, ha nem rÄogtÄon indul¶askor v¶altja ¶at p¶enz¶et j¶arad¶ekra.
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taim sor¶an egy 62 ¶eves f¶er¯ ¶es egy 62 ¶eves n}oi p¶enzt¶artagot felt¶etelezek12, ¶es
kÄulÄonÄosen arra koncentr¶alok, hogy a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalma hogy
hat a dÄont¶eshoz¶ok viselked¶es¶ere. A jelenlegi szab¶alyoz¶as nem egy¶ertelm}u (¶es
tov¶abbi v¶altoz¶asok v¶arhat¶ok), ez¶ert itt a fejezet elej¶en le¶³rom, hogy milyen
szab¶alyok vonatkoznak a dÄont¶eshoz¶okra. A dÄont¶eshoz¶onak a teljes felgyÄulem-
lett t}ok¶ej¶et ¶at kell v¶altani j¶arad¶ekra (Äutemezett p¶enzkiv¶et nem megengedett).
A dÄont¶eshoz¶onak n¶egyf¶ele j¶arad¶ek ¶all rendelkez¶esre: egyszer}u ¶eletj¶arad¶ek,
elÄol- ¶es h¶atul garanciaid}os ¶eletj¶arad¶ek ¶es tÄobb ¶eletre sz¶ol¶o ¶eletj¶arad¶ek. Egysze-
r}u ¶eletj¶arad¶ek alatt azt ¶ertem, hogy am¶³g a biztos¶³tott ¶eletben van, minden ¶ev
elej¶en megkapja a j¶arad¶ektagot, ami id}oben nem v¶altozik. N ¶eves elÄol garan-
ciaid}os j¶arad¶ek eset¶en a biztos¶³tott minden ¶ev elej¶en megkapja a j¶arad¶ektagot,
de ha az els}o N ¶ev eltelte el}ott elhal¶alozik, akkor a j¶arad¶ektagot megkapja
az ÄorÄokÄos. N ¶eves h¶atul garanciaid}os j¶arad¶ek eset¶en a biztos¶³tott minden
¶ev elej¶en megkapja a j¶arad¶ektagot, hal¶ala ut¶an N ¶evig pedig az ÄorÄokÄos is
megkapja m¶eg a j¶arad¶ektagot. K¶et ¶eletre sz¶ol¶o j¶arad¶ek alatt azt ¶ertem, hogy
ameddig a k¶et biztos¶³tott kÄozÄul b¶armelyik is ¶eletben van, ¶ev elej¶en megkapja
(megkapj¶ak) a j¶arad¶ektagot13. Nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalma alatt azt
¶ertem, hogy a t}oke j¶arad¶ekra tÄort¶en}o ¶atv¶alt¶asakor f¶er¯ak ¶es n}ok egyforma
nagys¶ag¶u t}ok¶ere egyforma nagys¶ag¶u j¶arad¶ekot kapnak. A kapott j¶arad¶ek a
f¶er¯ak ¶es n}ok Äosszegy}ujtÄott vagyon¶anak ar¶any¶at¶ol fÄugg. Azt felt¶etelezem,
a f¶er¯ak Äosszes¶³tett vagyona megegyezik a n}ok Äosszegy}ujtÄott vagyon¶aval14.
Legyen an

62 egy 62 ¶eves n}o eset¶en az egyszeri nett¶o d¶³j (a j¶arad¶ekki¯zet¶es v¶ar-

hat¶o ¶ert¶eke), af
62 pedig ugyanez f¶er¯ eset¶en. Ekkor ebb}ol a t¶³pus¶u j¶arad¶ekb¶ol

minden p¶enzt¶artag 1 egys¶eg t}ok¶et

2

an
62 + af

62

Äosszeg}u j¶arad¶ekra tudja ¶atv¶altani. A fenti de¯n¶³ci¶ob¶ol az is l¶atszik, hogy
a f¶er¯ak ¶es n}ok kÄozÄotti redisztrib¶uci¶o fÄugg a j¶arad¶ek t¶³pus¶at¶ol. Ha p¶eld¶aul
valaki 38 ¶eves elÄol garanciaid}os j¶arad¶ekot k¶er (62-99 ¶eves korig), akkor a
nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalma ¶erv¶eny¶et veszti, hiszen felt¶etelez¶esÄunk
szerint az emberi ¶elet v¶egs}o hat¶ara 100 ¶ev, ¶³gy ez a j¶arad¶ek m¶ar nem tar-
talmaz ¶eletbiztos¶³t¶asi elemet, egyszer}u annuit¶ass¶a v¶alik. A 3. ¶abra mutatja,
hogy 5000 egys¶eg t}ok¶et mekkora j¶arad¶ekra lehet ¶atv¶altani f¶er¯, n}oi illetve
'unisex' haland¶os¶agi t¶abla alapj¶an. A 3. t¶abl¶azat p¶ar kiv¶alasztott garancia-
id}ore ¶es ¶eletkorra mutatja a f¶er¯ak ¶es n}ok kÄozÄotti ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶ek¶et.
Az ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke alatt azt ¶ertem, hogy az 'unisex' haland¶os¶aggal
kisz¶am¶³tott j¶arad¶ek h¶any sz¶azal¶eka a f¶er¯ haland¶os¶aggal sz¶amolt j¶arad¶eknak.

12Tov¶abbi probl¶em¶akat vet fel, ha a f¶er¯- ¶es n}oi p¶enzt¶artagok ¶eletkora nyugd¶³jba
vonul¶askor elt¶er}o.
13A tÄobb ¶eletre sz¶ol¶o j¶arad¶ek eset¶en elvileg lehets¶eges, hogy m¶as Äosszeg illeti a p¶art, am¶³g

mindk¶et tagja ¶eletben van, ¶es m¶as (kevesebb) Äosszeg, ha m¶ar csak a p¶ar egyik tagja van
¶eletben. Ezt az esetet nem vizsg¶alom.
14N}oi p¶enzt¶artagb¶ol tÄobb van, de a f¶er¯ak v¶arhat¶oan nagyobb t}ok¶et gy}ujtenek Äossze.
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3. ¶abra. J¶arad¶ektag kÄulÄonbÄoz}o garanciaid}ok eset¶en

Garanciaid}o ElÄol garanciaid}os H¶atul garanciaid}os
(¶ev) j¶arad¶ek (%) j¶arad¶ek (%)
0 87,8 87,8
5 88,4 90,4
10 90,3 92,1
15 93,2 93,3
20 96,3 94,2
25 98,5 94,9
30 99,6 95,4
35 100,0 95,8

3. t¶abl¶azat. ¶Atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke kÄulÄonbÄoz}o garanciaid}ok eset¶en

A 3. ¶abra ¶es a 3. t¶abl¶azat alapj¶an j¶ol l¶athat¶o, hogy f¶er¯ak sz¶am¶ara az
¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke csÄokkenthet}o, ha nÄovelik a garanciaid}o hossz¶at.

TÄobb ¶eletre sz¶ol¶o j¶arad¶ek eset¶en azt felt¶etelezem, hogy egy 62 ¶eves f¶er¯
¶es egy 62 ¶eves n}o a biztos¶³tott, ¶³gy a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalma
¶ertelmetlenn¶e v¶alik15.

A cikk tov¶abbi r¶esz¶eben azt felt¶etelezem, hogy a t}oke kÄolts¶eg n¶elkÄul ¶atv¶alt-
hat¶o j¶arad¶ekra. A p¶enzt¶artagoknak Äutemezett p¶enzkiv¶et nem megengedett,

15Term¶eszetesen a gyakorlatban a f¶erj ¶es feles¶eg ¶eletkora nem felt¶etlenÄul egyezik meg,
ami tov¶abbi neh¶ezs¶egek forr¶asa.
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a j¶arad¶ekok kÄozÄotti v¶alaszt¶ast pedig minim¶alisan befoly¶asolja csak, ha mind-
egyikre felsz¶am¶³tok kÄolts¶eget16.

3.1 Szem¶elyes optimaliz¶aci¶o

Ebben az alfejezetben azt vizsg¶alom, hogy amennyiben a p¶enzt¶artagok csak
a saj¶at ¶erdekeiket tekintik, milyen j¶arad¶ekot v¶alasztanak. Nyilv¶an ebben az
esetben abban ¶erdekeltek, hogy az ¶eves j¶arad¶ektag a lehet}o legnagyobb legyen.
Nem ¶erdeke senkinek sem garanciaid}ot k¶erni, mert az ¶eves j¶arad¶ektag csÄokken
(m¶eg f¶er¯ak eset¶en is, l¶asd 3. ¶abra), ¶³gy mindenki egyszer}u ¶eletj¶arad¶ekot
v¶alaszt. A f¶er¯ p¶enzt¶artagok a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalm¶at ¶ujabb
kÄolts¶egnek ¶elik meg, melynek m¶ert¶eke 15% kÄorÄuli. Ha ehhez hozz¶ajÄon a
j¶arad¶ekszolg¶altat¶o kÄolts¶ege, a 2. t¶abl¶azat alapj¶an val¶osz¶³n}us¶³thet}o, hogy m¶eg
mindig jobban meg¶eri neki a p¶enzt¶ar ¶altal foly¶os¶³tott ¶eletj¶arad¶ek, mint ha
saj¶at mag¶ar¶ol gondoskodna Äutemezett p¶enzkiv¶et form¶aj¶aban.

Van azonban egy elvi lehet}os¶eg, amire ¶erdemes felh¶³vni a ¯gyelmet. A
f¶er¯ak nagy garanciaid}os j¶arad¶ekot k¶ernek, mondjuk 38 ¶eveset, amiben m¶ar
nincs ¶eletbiztos¶³t¶asi kock¶azat, annuit¶asnak tekinthet}o. A p¶enzt¶artag felvesz
hitelt, amelynek tÄorleszt}or¶eszleteit ebb}ol az annuit¶asb¶ol ¯zeti. A felvett hi-
tel Äosszeg¶et pedig olyan j¶arad¶ekszolg¶altat¶on¶al v¶altja ¶at j¶arad¶ekra, akire nem
vonatkozik a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalma. Az hogy ez az elvi lehet}os¶eg
gyakorlatilag megval¶os¶³that¶o-e, a kÄolts¶egekt}ol fÄugg. Ha minden egyes szer-
z}od¶est a 'piacon' kell egy¶enileg megkÄotni, akkor a kÄolts¶egek val¶osz¶³n}uleg
felem¶esztik a hasznot. Ha azonban valamelyik nyugd¶³jp¶enzt¶ar ¶es h¶att¶erint¶ez-
m¶enye int¶ezm¶enyes keretet biztos¶³t ennek a megold¶asnak, akkor gyakorlatilag
¶ertelmetlenn¶e v¶alik a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalma.

3.2 ÄUtemezett p¶enzkiv¶ettel kombin¶alt halasztott ¶elet-
j¶arad¶ek

A jelenlegi szab¶alyoz¶asban nem szerepel, de ezen alfejezet erej¶eig tegyÄuk fel,
hogy a p¶enzt¶artagok sz¶am¶ara lehet}os¶eg van arra, hogy halasztott ¶eletj¶arad¶ekot
k¶erjenek, ¶es az ¶eletj¶arad¶ek elindul¶as¶aig Äutemezetten vegy¶ek fel a p¶enzÄuket.
Azt a kikÄot¶est teszem, hogy a j¶arad¶ekra ¶at nem v¶altott t}ok¶et a j¶arad¶ek elin-
dul¶as¶aig el kell fogyasztani17. Amennyiben az Äutemezett p¶enzkivon¶as meg-
egyezik a j¶arad¶ektaggal, akkor ez egy elÄol garanciaid}os j¶arad¶eknak felel meg.
Az¶ert ¶erdekes ezt az esetet vizsg¶alni, mert az Äutemezett p¶enzkiv¶etnek nem kell

16M¶ar tÄobbszÄor hangs¶ulyoztam, hogy semmit nem tudunk arr¶ol, hogy a j¶arad¶ek-
szolg¶altat¶ok milyen kÄolts¶egszinttel ¶es milyen biztons¶agi p¶otl¶ekkal fognak dolgozni. Min¶el
nagyobb a garanciaid}o m¶ert¶eke, ar¶anyaiban ann¶al kisebb ¶eletbiztos¶³t¶asi kock¶azatot v¶allal a
j¶arad¶ekszolg¶altat¶o, ami alacsonyabb biztons¶agi p¶otl¶ekot indokolna. ¶Erdekes lehet a modellt
¯nom¶³tani ezzel az ¶eszrev¶etellel.
17A 2.3 fejezetben l¶attuk, hogy a dÄont¶eshoz¶o sz¶am¶ara nem optim¶alis, hogy valame-

lyik ¶evben p¶enzkiv¶et ¶es j¶arad¶ektag egyszerre szerepeljen. A mostani esetben viszont
el}ofordulhat ez az eset, mert a 'kÄolts¶egszint' v¶altozik a halaszt¶as minden ¶ev¶ere. Az ¶altalam
modellezett p¶eld¶akban az ¶atfed¶es m¶ert¶eke eleny¶esz}o lenne.
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felt¶etlenÄul megegyeznie a j¶arad¶ektaggal, m¶asik oldalr¶ol a kÄolts¶egszint elt¶er az
Äutemezett p¶enzkiv¶etre ¶es a j¶arad¶ekra.

Halasztott ¶eletj¶arad¶ek eset¶en az ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶ek¶et a 4. ¶abra tartal-
mazza. L¶athat¶o, hogy az ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke a halaszt¶as nÄovel¶es¶evel egy
ideig nÄovekszik (a gÄorbe csÄokken¶ese az ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶ek¶enek nÄoveked¶es¶et
jelzi).

A sz¶amunkra ¶erdekes k¶erd¶es, hogy a t}oke mekkora r¶esz¶et v¶altj¶ak ¶at j¶ara-
d¶ekra a p¶enzt¶artagok, ¶es h¶any ¶ev halaszt¶ast k¶ernek. Els}o ¶erdekes dolog, hogy
a halaszt¶as m¶ert¶eke nem kÄulÄonbÄozik nemre ¶es kock¶azatelutas¶³t¶as m¶ert¶ek¶ere
vonatkoz¶oan, ¶altal¶anosan 1 ¶ev18. Mivel enn¶el az elemz¶esn¶el a kÄolts¶egeknek l¶e-
nyegesebb szerepÄuk van, mint a tÄobbin¶el, ez¶ert elv¶egeztem ¶ugy is az elemz¶est,
hogy a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o minden j¶arad¶ekra felsz¶amol 10% kÄolts¶eget. A ha-
laszt¶as id}otartama ebben az esetben ¶altal¶anosan 5 ¶ev. A p¶enzt¶artagok v¶a-
laszt¶as¶anak pontos ¶ert¶ek¶et a 4. ¶es az 5. t¶abl¶azatok tartalmazz¶ak19. Az 5. t¶ab-
l¶azatban a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o hi¶anya azt jelenti, hogy mennyivel tÄobbet kell
kiadnia a j¶arad¶ekbiztos¶³t¶asokra (v¶arhat¶oan), mint amennyit egyszeri d¶³jk¶ent
megkapott, ami a 10% felsz¶am¶³tott kÄolts¶egr¶esz miatt nem v¶alik t¶enyleges
vesztes¶egg¶e.

4. ¶abra. ¶Atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke halasztott ¶eletj¶arad¶ekok eset¶en

18Az, hogy a halaszt¶as m¶ert¶eke f¶er¯akra ¶es n}okre megegyezik, nem szÄuks¶egszer}us¶eg.
19A t¶abl¶azatokhoz a 4. programoz¶asi feladat tartozik.
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¯ = 1; 25 ¯ = 2
Saj¶at megtart¶as (f¶er¯) 307,8 296,0
Saj¶at megtart¶as (n}o) 252,9 261,8
J¶arad¶ek (f¶er¯) 275,5 276,2
J¶arad¶ek (n}o) 278,8 278,2
J¶arad¶ekszolg¶altat¶o hi¶anya 6,8 4,3

4. t¶abl¶azat. A dÄont¶eshoz¶o v¶alaszt¶asa 0% kÄolts¶eg eset¶en

¯ = 1; 25 ¯ = 2
Saj¶at megtart¶as (f¶er¯) 1449,6 1389,3
Saj¶at megtart¶as (n}o) 1218,3 1235,6
J¶arad¶ek (f¶er¯) 247,6 251,8
J¶arad¶ek (n}o) 256,1 255,0
J¶arad¶ekszolg¶altat¶o hi¶anya 18,1 6,7

5. t¶abl¶azat. A dÄont¶eshoz¶o v¶alaszt¶asa 10% kÄolts¶eg eset¶en

A 4. ¶es az 5. t¶abl¶azatok azt mutatj¶ak, hogy a f¶er¯ak ¶es n}ok sz¶am¶ara az
optim¶alis ¶ert¶ekek meglep}oen hasonl¶³tanak, ez¶altal a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o hi¶anya
is minim¶alis. K¶erd¶es, hogy mi eredm¶enyezi ezt a meglep}o hasonl¶os¶agot?
N¶ezzÄuk el}oszÄor a f¶er¯akat. }Ok egyr¶eszt szeretn¶enek min¶el nagyobb Äosszeget
saj¶at megtart¶asban tartani, mert a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as tilalm¶at }ok
tÄobbletkÄolts¶egk¶ent ¶elik meg, m¶asr¶eszt min¶el nagyobb halaszt¶ast ig¶enyelnek,
ann¶al nagyobb m¶ert¶ek}u az ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke is. A n}ok pont ford¶³tott
helyzetben vannak. Nem szeretn¶enek sok saj¶at megtart¶ast, mert akkor le
kell mondaniuk a kedvez}o `kÄolts¶egekr}ol', de a halaszt¶as id}otartam¶at viszont
szeretn¶ek nÄovelni, hogy nagyobb legyen az ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke. Ezek a
hat¶asok meglep}o egyens¶ulyban tartj¶ak a rendszert20. A saj¶at megtart¶as lehe-
t}os¶ege az¶ert is j¶o, mert a p¶enzt¶artagok r¶eszben v¶edekezni tudnak a kÄolts¶egek
elhatalmasod¶asa ellen21.

3.3 ÄOrÄokÄosÄok eseti optimaliz¶aci¶o

Az emberek felel}oss¶eget ¶ereznek ut¶odaik ir¶ant, ez¶ert ig¶enyeiket ¯gyelembe
veszik jÄov}obeli fogyaszt¶asuk megtervez¶es¶en¶el is. Az ÄorÄokÄosÄok ¯gyelembev¶ete-
l¶enek m¶odja azonban nem egy¶ertelm}u. Felt¶etelezem, hogy az ÄorÄokÄosÄok nem
ig¶enylik, hogy a nekik juttatott Äosszeg id}oben elosztva kerÄuljÄon hozz¶ajuk,
s}ot azt is felt¶etelezem, hogy a p¶enzÄugyi piacon kezelni tudj¶ak azt, hogy a
sz¶amukra juttatott Äosszeg id}oz¶³t¶ese elt¶er att¶ol, amit ig¶enyeln¶enek. Ez¶ert az
ÄorÄokÄosÄoknek juttatott r¶eszt Äosszegzem ¶es csak a v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et veszem ¯-
gyelembe. A dÄont¶eshoz¶o hasznoss¶aga a saj¶at ¶es ÄorÄokÄos hasznoss¶aga tekin-
tet¶eben addit¶³ven szepar¶alhat¶o, a kock¶azatelutas¶³t¶as m¶ert¶eke megegyezik az
dÄont¶eshoz¶ora ¶es az ÄorÄokÄosre, de van egy param¶eter, ami befoly¶asolja a kett}o

20Milevsky [6] m¶ar eml¶³tett cikk¶eben nem halasztott ¶eletj¶arad¶ekot aj¶anl, hanem hogy
minden ¶ev v¶eg¶en dÄont a p¶enzt¶artag, hogy ¶atv¶altja-e j¶arad¶ekra a p¶enz¶et, vagy m¶eg egy ¶evet
kiv¶ar. Amennyiben nem halasztott ¶eletj¶arad¶ekot vesznek, hanem magasabb korban egy
azonnal indul¶ot, akkor az ¶eletkor nÄoveked¶es¶evel az ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke nem hogy nem
n}o, hanem csÄokken, ami a le¶³rt hat¶asokat felbor¶³tja
21A p¶enzt¶artagok az ellen term¶eszetesen nem tudnak v¶edekezni, ha a p¶enzt¶arak jelent}os

`vagyonkezel¶esi' d¶³jat sz¶am¶³tanak fel a p¶enzkiv¶etekre, de ez a rendszer hib¶aj¶anak tekinthet}o.
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kÄozÄotti viszonyt. K¶epletben:

U(C62; C63; C64; . . . C95;D) =
95X

t=62

Pt
C1¡¯

t

1 ¡ ¯
+ °

D1¡¯

1 ¡ ¯
; (2)

ahol Ct,Pt ¶es ¯ jelent¶ese ugyanaz, mint eddig, D jelenti az ÄorÄokÄosÄoknek jut-
tatott t}oke v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et, ° pedig azt mutatja meg, hogy az ÄorÄokÄosÄoknek
juttatott t}oke mekkora s¶ullyal szerepel egy ¶evi elfogyasztott t}ok¶ehez k¶epest.

Az ÄorÄokÄosÄok ¯gyelembev¶etele k¶etf¶elek¶eppen lehets¶eges. A j¶arad¶ektagb¶ol
bizonyos Äosszeget f¶elretehet a dÄont¶eshoz¶o az ÄorÄokÄosnek, ¶es k¶erhet garancia-
id}ot is, amikor a j¶arad¶ektagot az ÄorÄokÄos kapja meg, ha a dÄont¶eshoz¶o m¶ar
nem ¶el. N¶ezzÄuk el}oszÄor a ¯ = 1; 25 kock¶azatelutas¶³t¶asi param¶eterrel ren-
delkez}o dÄont¶eshoz¶ot22. Amennyiben az illet}o f¶er¯, akkor 15 ¶eves elÄol garan-
ciaid}os j¶arad¶ekot fog ig¶enyelni. Am¶³g ¶eletben van, megtartja saj¶at mag¶anak
a j¶arad¶ektag teljes Äosszeg¶et, az ÄorÄokÄosnek juttatott r¶esz pedig a garanciaid}o
letelte el}otti elhal¶aloz¶asb¶ol sz¶armazik. Az ÄorÄokÄos ¶³gy v¶arhat¶oan 799 egys¶eg
p¶enzhez jut (az 5000-b}ol). Amennyiben a dÄont¶eshoz¶o n}o, akkor nem k¶er ga-
ranciaid}ot, hanem minden ¶evben a j¶arad¶ektagb¶ol 29 egys¶eget az ÄorÄokÄosnek
sz¶an, aki ¶³gy v¶arhat¶oan 597 egys¶eg p¶enzhez jut. A j¶arad¶ekszolg¶altat¶o prob-
l¶em¶aja, hogy ebben az esetben a ki¯zetett j¶arad¶ek egyszeri d¶³ja 10274, teh¶at
tÄobbet kell szolg¶altatnia, mint amennyi ellen¶ert¶eket kapott. Amennyiben a
dÄont¶eshoz¶o kock¶azatelutas¶³t¶asi param¶etere ¯ = 2, akkor a f¶er¯ak 12 ¶ev elÄol
garanciaid}os j¶arad¶ekot k¶ernek, ¶³gy v¶arhat¶oan 513 egys¶eg p¶enzt juttatnak az
ÄorÄokÄosÄoknek. A n}ok viszont megint a j¶arad¶ektagot osztj¶ak meg, 22 egys¶eget
juttatnak az ÄorÄokÄosÄoknek, aki ¶³gy v¶arhat¶oan 442 egys¶eg p¶enzre tesz szert.
Ebben az esetben a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o ki¯zet¶eseinek v¶arhat¶o ¶ert¶eke 10183.

Az, hogy a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o mennyivel ¯zet tÄobbet, csak a param¶etereken
m¶ulik. Lehet, hogy a kÄulÄonbs¶egek nem t}unnek jelent}osnek, de a kÄulÄonbs¶egek
nÄovelhet}ok, ha pl. azt felt¶etelezzÄuk, hogy a csal¶adokban az ut¶odokr¶ol a f¶er¯ak
gondoskodnak, }ok k¶ernek garanciaid}ot, a n}ok nem. Ez azt jelenti, hogy a °
param¶eter nagyobb lehet, ami tov¶abbi vesztes¶eget okoz a j¶arad¶ekszolg¶alta-
t¶oknak23.

3.4 H¶azasp¶arok optimaliz¶aci¶oja

Ebben a fejezetben azt vizsg¶alom, hogy amennyiben a h¶azasp¶arok egyÄutt
hozz¶ak meg dÄont¶esÄuket, milyen j¶arad¶ekokat v¶alasztanak24. A h¶azasp¶ar ¶ujra
tudja osztani a kett}ojÄuk ¶altal kapott j¶arad¶ekot, term¶eszetesen csak akkor ha
mind a ketten ¶eletben vannak.

22A dÄont¶eshoz¶o viselked¶es¶et az 5. programoz¶asi feladat optim¶alis megold¶asa mutatja.
23Val¶osz¶³n}us¶³thet}o, hogy a f¶er¯ak ¶atlagosan nagyobb t}ok¶evel rendelkeznek (pl.: nem

esnek ki a felhalmoz¶askor a gyermeknevel¶es ¶evei), ha }ok garanciaid}ot k¶ernek, akkor a j¶a-
rad¶ektag m¶ar ugyanakkora lehet a csal¶adban, ami egyfajta igazs¶agoss¶agk¶ent is felfoghat¶o.
24A csal¶adon belÄuli kock¶azatmegoszt¶as vizsg¶alta Kotliko® ¶es Spivak [5] is. Az }o esetÄukben

a csal¶adtagok nem kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶u j¶arad¶ekokat osztottak el egym¶as kÄozÄott, hanem pont
ellenkez}oleg, a rendelkez¶esre ¶all¶o p¶enzt a j¶arad¶ekpiac kikerÄul¶es¶evel osztott¶ak el maguk
kÄozÄott.
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A h¶azasp¶ar az egyÄuttes hasznoss¶agot maximaliz¶alja azzal a felt¶etellel,
hogy mind a ketten legal¶abb akkora hasznot ¶erjenek el, mint egyszem¶elyes ¶e-
letj¶arad¶ek eset¶en (a h¶azasp¶ar eset¶en az ÄorÄokÄosÄok ¯gyelembe v¶etel¶et mell}ozÄom).

Az optimaliz¶aci¶o vizsg¶alatakor m¶eg egy ¶erdekes helyzet ad¶odik. Amennyi-
ben ¶ujraosztj¶ak a kÄozÄosen kapott p¶enzt, vagy valamelyikÄuk tÄobb ¶eletre sz¶ol¶o
j¶arad¶ekot (is) kÄotÄott, az ¶altala elfogyaszthat¶o Äosszeg fÄugg att¶ol, hogy a m¶asik
¶eletben van vagy sem. Teh¶at az adott ¶evben kapott Äosszeg sem biztos.
K¶et megkÄozel¶³t¶est is vizsg¶alok. Az egyik esetben az adott ¶evi ki¯zet¶esre is
kock¶azatelutas¶³t¶ast t¶etelezek fel, teh¶at a nem biztos Äosszeg a v¶arhat¶o ¶ert¶ekn¶el
kevesebbet ¶er a dÄont¶eshoz¶onak.

U(Ck
62; . . . C

k
99; C

e
62; . . . C

e
99) =

99X

t=62

PtQt

¡
Ck

t

¢1¡¯

1 ¡ ¯
+

99X

t=62

Pt(1 ¡ Qt)
(Ce

t )1¡¯

1 ¡ ¯
;

(3)
ahol Ck

t jelÄoli a fogyaszt¶ast, ha a p¶ar mindk¶et tagja ¶eletben van, Ce
t pedig

abban az esetben, ha csak a dÄont¶eshoz¶o van ¶eletben. Pt jelÄoli a dÄont¶eshoz¶o
hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egeit, Qt pedig a h¶azast¶ars¶et.

A m¶asik esetben azt felt¶etelezem, hogy az ¶even belÄuli ingadoz¶ast a piacon
ki tudj¶ak kÄuszÄobÄolni, csak az adott ¶evben kapott p¶enz v¶arhat¶o ¶ert¶eke sz¶am¶³t:

U(Ck
62; . . . C

k
99; C

e
62; . . . C

e
99) =

99X

t=62

Pt

¡
QtCk

t + (1 ¡ Qt)Ce
t

¢1¡¯

1 ¡ ¯
: (4)

KÄonnyen bel¶athat¶o, hogy a h¶azasp¶ar nem fog garanciaid}ot v¶alasztani,
hiszen ha mind a ketten elhal¶aloznak, akkor elveszik az Äosszeg. Az egy ¶es
k¶etszem¶elyes j¶arad¶ekoknak fogj¶ak valamilyen kombin¶aci¶oj¶at v¶alasztani.

N¶ezzÄuk el}oszÄor az ¶even belÄuli kock¶azatkerÄul¶es ((3) k¶eplet), ¶es a ¯ = 1; 25
esetet25. Ekkor a feles¶eg egyszer}u ¶eletj¶arad¶ekot v¶as¶arol, a f¶erj pedig, 3190
egys¶eg p¶enz¶ert egyszer}u ¶eletj¶arad¶ekot, a marad¶ek¶ert pedig k¶et ¶eletre sz¶ol¶o
j¶arad¶ekot. A rendelkez¶esre ¶all¶o Äosszeget a 6. t¶abl¶azat szerint osztj¶ak ¶ujra. A
f¶erj a megtakar¶³t¶asa egy r¶esz¶et k¶et ¶eletre sz¶ol¶o j¶arad¶ekra kÄolti, mivel ezt jobb
¶aron megkapja, mint ha ¶eletj¶arad¶ekot v¶as¶arolna. Cser¶ebe a feles¶eg felaj¶anl a
f¶erj¶enek a j¶arad¶ektagb¶ol 36,7 egys¶eget, am¶³g mindketten ¶elnek.

¯ = 1; 25 ¯ = 2
J¶arad¶ekv¶as¶arl¶as
N}oi ¶eletj¶arad¶ek 277,3 277,3
F¶er¯ ¶eletj¶arad¶ek 176,9 216,0
K¶et ¶eletre sz¶ol¶o (f¶er¯ ¶altal v¶as¶arolt) 77,38 47,28
¶Ujraeloszt¶as
N}o r¶esze, ha mindketten ¶elnek 248,2 259,5
N}o r¶esze, ha m¶ar csak }o ¶el 354,7 324,6
F¶er¯ r¶esze, ha mindketten ¶elnek 283,5 281,1
F¶er¯ r¶esze, ha m¶ar csak }o ¶el 254,3 263,3

J¶arad¶ekszolg¶altat¶o vesztes¶ege 221,3 135,2

6. t¶abl¶azat. H¶azasp¶ar v¶alaszt¶asa

25A dÄont¶eshoz¶o viselked¶es¶et az 5. programoz¶asi feladat optim¶alis megold¶asa adja.
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5. ¶abra. H¶azast¶arsak r¶eszesed¶ese

Amennyiben a kock¶azatelutas¶³t¶as m¶ert¶eke ¯ = 2, akkor hasonl¶o me-
chanizmus j¶atsz¶odik le, de mivel mindk¶et tag kock¶azatelutas¶³t¶obb (jobban
¶erz¶ekenyek arra az ingadoz¶asra, hogy a kapott Äosszeg fÄugg att¶ol, hogy a h¶azas-
t¶ars ¶eletben van-e), ez¶ert a k¶et ¶eletre sz¶ol¶o j¶arad¶ek szerepe kisebb.

Mind a k¶et esetben a f¶erj hasznoss¶aga maradt v¶altozatlan, a feles¶eg hasz-
noss¶aga javult egyedÄul. A j¶arad¶ekszolg¶altat¶onak Äosszess¶eg¶eben vesztes¶ege
keletkezik, ennek pontos Äosszeg¶et mutatja a 6. t¶abl¶azat utols¶o sora.

Ha a dÄont¶eshoz¶o az ¶even belÄuli kock¶azatra nem ¶erz¶ekeny (ezt a piacon
semleges¶³teni tudja), akkor a feles¶eg a teljes t}ok¶ej¶et ¶eletj¶arad¶ekra v¶altja, a
f¶erj pedig teljes t}ok¶ej¶et k¶et ¶eletre sz¶ol¶o j¶arad¶ekra26 (fÄuggetlenÄul a kock¶azat-
elutas¶³t¶as m¶ert¶ek¶et}ol). Ekkor (ha mindketten ¶eletben vannak) ¶evente 491,1
egys¶egnyi p¶enzzel rendelkeznek. Ezt az Äosszeget az 5. ¶abra szerint osztj¶ak el
egym¶as kÄozÄott.

Az 5. ¶abr¶an els}o l¶at¶asra furcsa eredm¶eny szerepel. A feles¶eg r¶eszesed¶ese
az ¶eletkorral rohamosan csÄokken, s}ot 83 ¶eves korra 0-v¶a v¶alik. Ez azonban
nem azt jelenti, hogy a feles¶eg id}os kor¶ara teljes ell¶at¶as n¶elkÄul maradna,
hiszen ez csak az az eset, amikor mindketten ¶eletben vannak. Felt¶eve, hogy
a feles¶eg ¶eletben van, akkor nagy val¶osz¶³n}us¶eggel az fog bekÄovetkezni, hogy
m¶ar csak }o lesz ¶eletben, ¶³gy a v¶arhat¶o ki¯zet¶ese megkÄozel¶³ti a 491,1 egys¶egnyi
ki¯zet¶est (ha csak a feles¶eg van ¶eletben, megkapja a neki j¶ar¶o ¶eletj¶arad¶ekot

26A h¶azasp¶ar viselked¶es¶et a 7. programoz¶asi feladat adja meg.
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¶es a k¶et ¶eletre sz¶ol¶o j¶arad¶ekot is). Amennyiben csak a f¶erj van ¶eletben, akkor
}ot csak a k¶et ¶eletre sz¶ol¶o j¶arad¶ekb¶ol jut p¶enzhez, ez¶ert 'kedveskedik' neki
feles¶ege nagyobb r¶eszesed¶essel, ha mind a ketten ¶eletben vannak. A 6. ¶abra
mutatja a h¶azasp¶ar vizsg¶alt tagj¶anak v¶arhat¶o ki¯zet¶es¶et, felt¶eve hogy meg¶eri
a vizsg¶alt kort. A v¶arhat¶o ki¯zet¶es az¶ert tud a h¶azasp¶ar mindk¶et tagj¶ara
emelkedni, mert felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eket sz¶amolunk. Ha ¯gyelembe vesszÄuk
azt az esem¶enyt is, hogy a p¶ar mindk¶et tagja halott, ¶es ebben az esetben 0 a
ki¯zet¶es, akkor Äosszess¶eg¶eben nem emelkedik a v¶arhat¶o ki¯zet¶es.

6. ¶abra. H¶azast¶arsak v¶arhat¶o ki¯zet¶ese

A 6. ¶abr¶an az az ¶erdekes, hogy a f¶erj ¶es a feles¶eg v¶arhat¶o ki¯zet¶ese meg-
egyezik addig, am¶³g ezt el tudj¶ak ¶erni, ¶es csak akkor v¶alik el, amikor a feles¶eg
m¶ar nem tudja tov¶abb k¶arp¶otolni f¶erj¶et (amennyiben mindketten ¶eletben
vannak, az }o r¶eszesed¶ese 0). Ebben az esetben mind a feles¶eg, mind a f¶erj
jobb hasznoss¶agot ¶ert el, mint ha egyedÄul v¶as¶arolt volna ¶eletj¶arad¶ekot.

Ebben az esetben a biztos¶³t¶ot 611,4 egys¶egnyi k¶ar ¶eri, ami a maxim¶alis
mennyis¶eg ebben a modellben.

4 ÄOsszefoglal¶as

A cikk sor¶an a mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶ar-tagok dÄont¶eseit vizsg¶altam. Mivel a
szab¶alyoz¶as nem pontos ¶es nem v¶egleges, ez¶ert egy olyan keretet igyekeztem
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fel¶all¶³tani, ami szerintem a legink¶abb alkalmazkodik a jelenlegi szab¶alyoz¶ashoz.
Ebben a keretben bemutattam, hogy ÄorÄokÄosÄok ¯gyelembe v¶etelekor, vagy
h¶azasp¶arok egyÄuttes dÄont¶es¶enek eset¶en olyan j¶arad¶ekv¶alaszt¶asok tÄort¶ennek,
ami a j¶arad¶ekszolg¶altat¶onak Äosszess¶eg¶eben vesztes¶eget okoz.

A bemutatott vesztes¶eg tov¶abb n}ohet, ha felt¶etelezzÄuk, hogy a f¶er¯ak ¶es
a n}ok nem ugyanabban az ¶evben mennek nyugd¶³jba, p¶eld¶aul a n}ok ¯atalabb
korukban ¶es egyszer}u ¶eletj¶arad¶ekot v¶alasztanak, a f¶er¯ak pedig k¶es}obb ¶es
nagy garanciaid}os j¶arad¶ekot vagy k¶et szem¶elyre sz¶ol¶o j¶arad¶ekot v¶alasztanak.

ÄOsszess¶eg¶eben nem akartam a nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as ellen ¶ervelni
(hiszen nem tartom magam kompetensnek ebben a t¶emakÄorben), csak arra
szerettem volna felh¶³vni a ¯gyelmet, hogy egy rossz szab¶alyoz¶as jelent}os bi-
zonytalans¶agokat okoz a rendszerben, ¶es a jelenleg l¶athat¶o kÄorvonalak nem
tekinthet}ok j¶onak.

Fontos hangs¶ulyozni, hogy ha a j¶arad¶ekszolg¶altat¶onak nem megengedett a
nemek szerinti di®erenci¶al¶as, akkor olyan j¶arad¶ekv¶alaszt¶asok jÄohetnek l¶etre,
ami a j¶arad¶ekszolg¶altat¶onak Äosszess¶eg¶eben vesztes¶eget okoz. Ennek az lehet
a kÄovetkezm¶enye, hogy a mag¶annyugd¶³jp¶enzt¶ar-tagok v¶alaszt¶asi lehet}os¶eg¶et
drasztikusan korl¶atozz¶ak (l¶asd pl.: [3]).

Fontos hangs¶ulyozni azt is, hogy ebben a cikkben csak a nemek kÄozÄotti
di®erenci¶al¶as tilalm¶at vizsg¶altam, ett}ol elt¶er}o szelekci¶o is elk¶epzelhet}o.

5 FÄuggel¶ek

A programoz¶asi feladatok fel¶³r¶as¶an¶al a kÄovetkez}o konvenci¶okkal ¶elek. A t
¶evesen fogyaszt¶asra kÄoltÄott Ct p¶enzÄosszeget k¶et Äosszetev}ore bontom: CA jelÄoli
a valamilyen j¶arad¶ekszolg¶altat¶o ¶altal foly¶os¶³tott j¶arad¶ektagot (a j¶arad¶ektag
id}oben ¶alland¶o, ez¶ert nincs t index), CBt pedig az Äutemezett p¶enzkivon¶ast.

1. Programoz¶asi feladat

99X

t=62

Pt
(CBt)

1¡¯

1 ¡ ¯
! max ;

felt¶eve, hogy:
99X

t=62

CBt = 5000

CBt ¸ 0 :

2. Programoz¶asi feladat

KeressÄuk azt a D p¶enzÄosszeget, amelyre a

99X

t=62

Pt
(CBt)

1¡¯

1 ¡ ¯
! max ;
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felt¶eve, hogy:
99X

t=62

CBt = D

CBt ¸ 0

programoz¶asi feladat c¶elfÄuggv¶eny¶ert¶eke megegyezik azzal a hasznoss¶aggal,
amit a fogyaszt¶o az 5000 egys¶egnyi p¶enz ® kÄolts¶eg melletti j¶arad¶ekra v¶alt¶as¶aval
tud el¶erni:

99X

t=62

Pt

µ
5000

(1+®)
P99

i=62
Pi

¶1¡¯

1 ¡ ¯
;

ahol ® a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o ¶altal felsz¶amolt kÄolts¶eg.

3. Programoz¶asi feladat

99X

t=62

Pt
(CAt + CBt)

1¡¯

1 ¡ ¯
! max ;

felt¶eve, hogy:

(1 + ®)
99X

t=62

PtCAt +
99X

t=62

CBt = 5000

CAt; CBt ¸ 0 ;

ahol ® a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o ¶altal felsz¶amolt kÄolts¶eg. Ebben a feladatban kiv¶e-
telesen a CA j¶arad¶ektagnak is van indexe, mert¶³gy a legkÄonnyebb modellezni
a dÄont¶eshoz¶o lehet}os¶egeit. Optim¶alis megold¶as eset¶en a j¶arad¶ektag vagy 0,
vagy egy konstans ¶ert¶ek.

4. Programoz¶asi feladat

99X

t=62

Pt
(CA + CBt)

1¡¯

1 ¡ ¯
! max ;

felt¶eve, hogy:

(1 + ±n)(1 + ®)
99X

t=62+n

PtCA +
62+n¡1X

t=62

CBt = 5000

CA;CBt ¸ 0 ;

ahol ® a j¶arad¶ekszolg¶altat¶o ¶altal felsz¶amolt kÄolts¶eg, ±n pedig az n ¶eves ha-
lasztott ¶eletj¶arad¶ekhoz kapcsol¶od¶o ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke (l¶asd 4. ¶abra). n
nem kÄuls}o param¶eter, hanem dÄont¶esi v¶altoz¶o.
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5. Programoz¶asi feladat

Enn¶el a programoz¶asi feladatn¶al meg kell kÄulÄonbÄoztetni a h¶aromf¶ele j¶arad¶ekot,
mivel az is dÄont¶esi v¶altoz¶o, hogy milyen j¶arad¶ekot v¶as¶arol. Egyszer}u ¶eletj¶a-
rad¶ek j¶arad¶ektagj¶at CA1 m¶odon jelÄolÄom, n ¶ev elÄol garanciaid}os j¶arad¶ekot
CA2, m ¶eves h¶atul garanciaid}os j¶arad¶ekot pedig CA3 m¶odon. Garanciaid}o
eset¶en, a dÄont¶eshoz¶o elhal¶aloz¶asa ut¶an az ÄorÄokÄost illeti meg a ki¯zet¶es. Ezen
k¶³vÄul a j¶arad¶ektag (Äosszeg¶enek) (1 ¡ r) r¶esz¶et is az ÄorÄokÄos kapja. Elm¶eletileg
meg lehetne kÄulÄonbÄoztetni az ÄorÄokÄosnek juttatott r¶eszt j¶arad¶ekt¶³pusonk¶ent
¶es ¶evenk¶ent, de ennek nincs jelent}os¶ege, az optimumban ¶ugyis csak egyf¶ele
j¶arad¶ekt¶³pust ig¶enyel a dÄont¶eshoz¶o, ¶es mivel a dÄont¶eshoz¶o szeretn¶e id}oben
kiegyenl¶³teni a p¶enz¶aram¶at, az ÄorÄokÄost pedig csak az ÄorÄoks¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶eke
¶erdekli, ¶³gy az r param¶eter id}oben ¶ugyis ¶alland¶o lenne.

99X

t=62

Pt
[r (CA1 + CA2 + CA3)]1¡¯

1 ¡ ¯
+ °

D1¡¯

1 ¡ ¯
! max ;

ahol

D =

=
62+nX

t=62

(1 ¡ Pt)CA2 + m ¢ CA3 +
99X

t=62

Pt(1 ¡ r) (CA1 + CA2 + CA3) ;

felt¶eve, hogy:

"
(1 + ±)

99X

t=62

PtCA1 + (1 + ±e
n)

Ã
n +

99X

t=62+n

PtCA2

!
+

(1 + ±h
m)

Ã
m +

99X

t=62

PtCA3

!#
= 5000

CA1; CA2; CA3 ¸ 0 ;

ahol ±, ±e
n ¶es ±h

m az egyszer}u-, az n ¶eves elÄol- illetve az m ¶eves h¶atul garancia-
id}os j¶arad¶ekhoz tartoz¶o ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶eke, n ¶es m pedig az elÄol- illetve
h¶atul garanciaid}os j¶arad¶ek garanciaideje, ami ebben az esetben is dÄont¶esi
v¶altoz¶o.

6. Programoz¶asi feladat

A programoz¶asi feladat eset¶en Pt jelÄoli a dÄont¶eshoz¶o hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egeit,
Qt pedig a h¶azast¶ars¶a¶et. Ud jelÄoli azt a hasznoss¶agot, amit a dÄont¶eshoz¶o
el tud ¶erni egy egyszer}u ¶eletj¶arad¶ekkal, Uh pedig azt a hasznoss¶agot, amit
ugyanezzel a j¶arad¶ekkal a h¶azast¶arsa el tud ¶erni.

Ud =
99X

t=62

Pt
(CA)1¡¯

1 ¡ ¯
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Uh =
99X

t=62

Pt
(CA)1¡¯

1 ¡ ¯
;

ahol CA az ¶un. 'unisex' j¶arad¶ektag (nemek kÄozÄotti di®erenci¶al¶as nem meg-
engedett).

JelÄolje rendre CDKt ¶es CDEt azt az Äosszeget, amit a t-edik ¶ev¶eben kap
a dÄont¶eshoz¶o, ha mindketten ¶eletben vannak, illetve ha m¶ar csak }o ¶el. Ha-
sonl¶oan CHKt ¶es CHEt jelÄolje azt az Äosszeget, amit a dÄont¶eshoz¶o h¶azast¶arsa
kap, ha mindketten ¶elnek, illetve ha m¶ar csak }o ¶el.

JelÄolje tov¶abb¶a ADE illetve ADK a dÄont¶eshoz¶o ¶altal v¶as¶arolt egyszer}u-
illetve k¶et ¶eletre sz¶ol¶o ¶eletj¶arad¶ek j¶arad¶ektagj¶at. Hasonl¶oan AHE illetve
AHK a dÄont¶eshoz¶o h¶azast¶arsa ¶altal v¶as¶arolt egyszer}u- illetve k¶et ¶eletre sz¶ol¶o
¶eletj¶arad¶ek j¶arad¶ektagj¶at.

99X

t=62

PtQt
(CDKt)

1¡¯

1 ¡ ¯
+

99X

t=62

Pt(1 ¡ Qt)
(CDEt)

1¡¯

1 ¡ ¯
+

99X

t=62

QtPt
(CHKt)

1¡¯

1 ¡ ¯
+

99X

t=62

Qt(1 ¡ Pt)
(CHEt)

1¡¯

1 ¡ ¯
! max ;

felt¶eve, hogy:

CDKt + CHKt = ADE + ADK + AHE + AHK

CDEt = ADE + ADK + AHK

CHEt = AHE + AHK + ADK

ADE(1 + ±d)
99X

t=62

Pt + ADK
99X

t=62

[PtQt + Pt(1 ¡ Qt) + (1 ¡ Pt)Qt] = 5000

AHE(1 + ±h)
99X

t=62

Qt + AHK
99X

t=62

[PtQt + Pt(1 ¡ Qt) + (1 ¡ Pt)Qt] = 5000

99X

t=62

PtQt
(CDKt)

1¡¯

1 ¡ ¯
+

99X

t=62

Pt(1 ¡ Qt)
(CDEt)

1¡¯

1 ¡ ¯
¸ Ud

99X

t=62

QtPt
(CHKt)

1¡¯

1 ¡ ¯
+

99X

t=62

Qt(1 ¡ Pt)
(CHEt)

1¡¯

1 ¡ ¯
¸ Uh

CDKt; CDEt; CHKt; CHEt;ADK;ADE;AHK; AHE ¸ 0 ;

ahol ±d ¶es ±h az ¶atcsoportos¶³t¶as m¶ert¶ek¶et kifejez}o konstansok.
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7. Programoz¶asi feladat

A programoz¶asi feladat megegyezik az el}oz}o feladattal, azzal az elt¶er¶essel,
hogy a c¶elfÄuggv¶eny most:

99X

t=62

Pt
(QtCDKt + (1 ¡ Qt)CDEt)

1¡¯

1 ¡ ¯
+

99X

t=62

Qt
(PtCHKt + (1 ¡ Pt)CHEt)

1¡¯

1 ¡ ¯
! max :

Mivel a c¶elfÄuggv¶eny megv¶altozott, ez¶ert megv¶altozik a dÄont¶eshoz¶o ¶es a
h¶azast¶arsa hasznoss¶ag¶at rÄogz¶³t}o korl¶at is:

99X

t=62

Pt
(QtCDKt + (1 ¡ Qt)CDEt)

1¡¯

1 ¡ ¯
¸ Ud;

99X

t=62

Qt
(PtCHKt + (1 ¡ Pt)CHEt)

1¡¯

1 ¡ ¯
¸ Uh:

A feladat tÄobbi r¶esze v¶altozatlan.
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CHOICE AMONGST HUNGARIAN PENSION FUNDS' ANNUITIES

This paper investigates the decision-maker's choice amongst the pension fund's life
annuities in Hungary. Hungarian pension funds have not started providing annuities
yet, and the environment requires further regulation. The most signi¯cant problems
is that the annuity providers must not di®erentiate between sexes. Pension fund
members can choose among di®erent types of life annuities (e.g. they can choose
guarantee period or joint life annutity), and the member's choice may cause loss to
the annuity provider in general. Since di®erentation between sexes is not allowed
member's opportunities may shrink (e.g. they can not choose guarantee period or
joint life annuity).
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ADAL¶EKOK AZ ,,¶ARELFOGAD¶O" ¶ES
,,¶ARMEGHAT¶AROZ¶O" FOGALMAK ¶ERTELMEZ¶ES¶EHEZ1

II.

BARANCSUK J¶ANOS
PTE KTK

CikkÄunk els}o r¶esz¶eben2 arra tettÄunk javaslatot, hogy homog¶en ipar¶ag kÄorÄul-
m¶enyei kÄozÄott mik¶ent c¶elszer}u ¶ertelmezni ¶es kvanti¯k¶alni a k¶³n¶alati oldalon
megjelen}o gazdas¶agi szerepl}ok ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o jelleg¶et, mikÄozben
kÄulÄonÄos ¯gyelmet sz¶antunk a logikai kontextusk¶ent szolg¶al¶o keresleti Äossze-
fÄugg¶esek felt¶erk¶epez¶es¶ere is. A tanulm¶any m¶asodik r¶esz¶eben eredm¶enyeinket
egy olyan modell keretei kÄozÄott ¶altal¶anos¶³tjuk, amely |egyform¶an befogadva
a sokszerepl}os versus monopolista, m¶as szempontb¶ol a homog¶en versus diffe-
renci¶alt ipar¶ag speci¯kumait| a v¶egleteket hat¶aresetk¶ent kezeli. Ennek sor¶an
v¶alaszt keresÄunk arra is, hogy mi¶ert nem ekvivalensek az ¶arra versus mennyi-
s¶egre vonatkoz¶o dÄont¶esek kimenetelei, illetve milyen logikai cs¶usztat¶asokat
kÄovettek el a szakma nagyjai a v¶allalatok ¶arakhoz alkalmazkod¶o vagy azokat
kijelÄol}o magatart¶as¶anak ¶abr¶azol¶asakor.

6 ¶Ertelmez¶esi neh¶ezs¶egek ¶es megold¶asi (¶alta-
l¶anos¶³t¶asi) javaslatok heterog¶en ipar¶ag eset¶en

N¶emileg nehezebb helyzetben vagyunk a v¶allalati ¶ar°exibilit¶as meghat¶aroz¶asa
sor¶an, ha az ipar¶agat di®erenci¶alt term¶ekeket gy¶art¶o v¶allalatok alkotj¶ak.
Ekkor ugyanis jogosan sz¶am¶³thatunk arra, hogy valamely c¶eg parci¶alis k¶³-
n¶alatv¶altoztat¶asa nem azonos, hanem tipikusan elt¶er}o %-ban ¶erinti saj¶at, il-
letve az ipar¶ag tÄobbi (m¶asik) v¶allalata ¶altal ¶erv¶enyes¶³thet}o (keresleti) ¶arat.
E jelens¶eg bizonyos implik¶aci¶okkal j¶ar. Ezek kÄozÄul a legfontosabb, hogy
a saj¶at versus tÄobbi (m¶asik) c¶eg ¶arait szeml¶eltet}o p¶aly¶ak elkÄulÄonÄul¶ese mi-
att az ¶arnak is k¶etf¶ele: saj¶at-, valamint kereszt-°exibilit¶asa (s}ot, ¶ertelmes
m¶odon ezek ¶atlaga) hat¶arozhat¶o meg. A tipikusan negat¶³v el}ojel}u saj¶at-
¶ar°exibilit¶as azt m¶eri, hogy a v¶allalat elszigetelt k¶³n¶alatv¶altoztat¶asa relat¶³ve
hogyan befoly¶asolja saj¶at term¶ek¶enek keresleti ¶ar¶at. Az ¶ar b¶armilyen el}ojel}u
kereszt-°exibilit¶asa |amelyet eredetileg Tri±n [1940] vezetett be a szak-
mai kÄoztudatba| ugyanakkor a tÄobbi (m¶asik) c¶eg ¶araira gyakorolt k¶³n¶alati
hat¶as er}oss¶eg¶et fejezi ki. A k¶et ¶ert¶ek elt¶er¶ese azt jelenti, hogy a v¶allalat
¶arbefoly¶asol¶o k¶epess¶ege saj¶at, sz}ukebben vett piac¶an, illetve az ipar¶ag tÄobbi
term¶ek¶enek/eg¶esz¶enek piac¶an elt¶er}oen alakul.

1Be¶erkezett: 2006. szeptember 8. E-mail: indian@ktk.pte.hu.
2A cikk els}o r¶esze a Szigma 2006/1-2 sz¶am¶aban jelent meg.
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A tov¶abbiakban az ¶ar saj¶at- ¶es kereszt-°exibilit¶as¶anak viszony¶at olyan
logikai kÄornyezetben k¶³v¶anjuk elemezni, amely |az egym¶asra vonatkoztat¶as
lehet}os¶eg¶et megteremtve| anal¶og a cikk els}o r¶esz¶eben felhaszn¶alt keresleti
rugalmass¶agok rendszer¶evel, valamint |egyfajta hat¶aresetk¶ent| a homog¶en
ipar¶ag jelens¶egeinek befogad¶as¶ara is alkalmas. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert teh¶at
ez¶uttal is a megszokott X, Y , Z term¶ekfajt¶akat tartalmaz¶o modellben dolgo-
zunk. Gondolati kereteink megteremt¶ese/kib}ov¶³t¶ese sor¶an az ¶un. kÄolts¶egvet¶esi
egyenletb}ol (azonoss¶agb¶ol) indulunk ki, amely szerint

I = PxX + PyY + PZZ ; (37)

ahol I a reprezent¶ans fogyaszt¶o p¶enzjÄovedelme.
Ha felt¶etelezzÄuk, hogy az ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o potenci¶alt az X v¶al-

lalat vonatkoz¶as¶aban vizsg¶aljuk, akkor ¶ertelmes a fenti formula mindk¶et ol-
dal¶anak X szerinti deriv¶al¶asa:

0 = Px +
dPx

dX
X +

dPy

dX
Y +

dPZ

dX
Z ; (38)

amelyb}ol | az egyes tÄorteket Px=Px-szel, Py=Py-nal ¶es PZ=PZ -vel b}ov¶³tve

¡Px =
dPx

Px

XPx

dX
+

dPy

Py

Y Py

dX
+

dPZ

PZ

ZPZ

dX
(39)

kÄovetkezik. Mindk¶et oldalt megszorozva X=I-vel:

¡XPx

I
=

XPx

I

dPx

Px
:

dX

X
+

Y Py

I

dPy

Py
:

dX

X
+

ZPZ

I

dPZ

PZ
:

dX

X
; (40)

ahol
dPx

Px
:

dX

X
= 'x

x (41)

nem m¶as, mint az X j¶osz¶agfajta ¶ar¶anak saj¶at- (tulajdonk¶eppen aszimmetria)
°exibilit¶asa, m¶³g

dPy

Py
:

dX

X
= 'y

x (42)

¶es
dPZ

PZ
:

dX

X
= 'Z

x (43)

az Y ¶es Z j¶osz¶agfajta ¶ar¶anak kereszt-°exibilit¶asa X k¶³n¶alatv¶altoz(tat)¶asa
eset¶en. A most, ¶es az el}oz}oekben bevezetett jelÄol¶eseket felhaszn¶alva a (40)
formula a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o fel:

¡sx = sx'x
x + sy'y

x + sZ'Z
x ; (44)

amelynek ¶ertelm¶eben az X saj¶at-¶ar°exibilit¶as¶anak, tov¶abb¶a Y ¶es Z kereszt-
¶ar°exibilit¶as¶anak (a b¶azis¶allapotnak megfelel}o) kÄolts¶egvet¶esi r¶eszesed¶esekkel
s¶ulyozott ¶atlaga (azaz X 1%-os k¶³n¶alatv¶altoz¶as¶anak ¶atlagos hat¶asa az Äosszes
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|X, Y , Z| term¶ekfajta ¶arsz¶³nvonal¶ara) nem m¶as, mint ¡sx. A (44) ¶es (1)
ÄosszefÄugg¶esek strukt¶ur¶ai kÄozÄott fenn¶all¶o rendk¶³vÄuli hasonl¶os¶ag az ¶altalunk
vizsg¶alt ¶ar-keresleti/k¶³n¶alati rendszerben tetten ¶erhet}o dualit¶as jelens¶eg¶eb}ol
fakad (l¶asd Zalai [2000]), amely azonban a modell al¶abbiakban kÄozÄolt ele-
meiben is megnyilv¶anul.

Ezt ¶eszleljÄuk p¶eld¶aul akkor, ha a (8) formula levezet¶es¶enek meggondol¶asait
|mutatis mutandis| kÄovetve a

'ind
x =

¡sx ¡ sZ'Z
x

sind
=

sx'x
x + sy'y

x

sind
= ŝx'x

x + ŝy'y
x (45)

ÄosszefÄugg¶est nyerjÄuk, ahol 'ind
x (az ipar¶agi ¶ar parci¶alis ¶atlag-°exibilit¶asa) az

X 1%-os k¶³n¶alatv¶altoz¶as¶anak ¶atlagos hat¶asa az ipar¶ag ¶arsz¶³nvonal¶ara. A for-
mula |amely kiemelt szereppel b¶³r, hogy a v¶allalat ¶arbefoly¶asol¶o k¶epess¶eg¶e-
nek l¶enyeg¶et meg¶ertsÄuk| anal¶og m¶odon term¶eszetesen Y -ra is ¶ertelmezhet}o.
A (9) ¶es (16) logik¶aj¶at adapt¶alva

'ind
x +'ind

y = ¡1¡ sZ

sind
('Z

x +'Z
y ) = ©§S = ŝx('x

x +'x
y)+ ŝy('y

y +'y
x) (46)

azonoss¶ag-l¶ancolathoz jutunk, amelyben (17)-nek megfelel}oen bevezetve, majd
alkalmazva a

'x
x + 'x

y = 'x
ind ¶es 'y

y + 'y
x = 'y

ind (47)

jelÄol¶eseket, a (18)-cal anal¶og

©§S = ŝx'x
ind + ŝy'y

ind (48)

ÄosszefÄugg¶est kapjuk. A formul¶aban szerepl}o 'x
ind ¶es 'y

ind ,,szimmetria-°exi-
bilit¶asok" azt mutatj¶ak meg, hogy h¶any %-os v¶altoz¶ast id¶ez el}o X, illetve
Y term¶ekfajta ¶ar¶aban, ha mindegyik ¶aruf¶eles¶eg k¶³n¶alat¶at szimult¶an m¶odon
1%-kal nÄovelik.

A (19) levezet¶es¶enek logik¶aja alapj¶an a °exibilit¶asok rendszer¶eben is le-
vezethetjÄuk a

'ind
x = ŝx

·
©§S +

sZ

sind

µ
'Z

y ¡ ŝy

ŝx
'Z

x

¶¸
; (49)

¶altal¶anos ¶erv¶eny}u ÄosszefÄugg¶est, amelyb}ol a (21)-gyel anal¶og

'Z
x ='Z

y = ŝx=ŝy (50)

ar¶anyp¶ar fenn¶all¶asa eset¶en v¶egÄul is a (22), m¶as szempontb¶ol (28) ¶es (29)
formul¶akkal szoros kapcsolatban l¶ev}o

'ind
x = ŝx©§S = ŝx="§D (51)

eredm¶enyt ¶erjÄuk el.
Az (50) ar¶anyp¶ar homog¶en ipar¶ag eset¶en mag¶at¶ol ¶ertet}od}oen fel¶³rhat¶o,

a gy¶artott javak di®erenci¶alts¶aga mellett azonban ez¶uttal is k¶et, alternat¶³v
felt¶etel teljesÄul¶es¶ehez kÄothet}o ¶erv¶enyess¶ege:
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² az X; Y ipar¶agra ir¶anyul¶o kereslet tÄok¶eletes fÄuggetlens¶ege a Z kÄornyezet
¶altal vonzott kereslett}ol, vagy pedig

² j¶ol viselked}o fogyaszt¶oi preferenci¶ak l¶etez¶ese.

Az els}o esetben a (10) kÄovetkezt¶eben kiv¶etelesen teljesÄul, hogy

"§D = ©§S = 1="§D = 1=©§S = "Z
Z = ©Z

Z = ¡1 ; (52)

amelynek egy¶ertelm}u implik¶aci¶ojak¶ent X;Y ¶es Z kÄozÄotti kereszt-¶arrugalmas-
s¶agok valamint kereszt-¶ar°exibilit¶asok ¶ert¶eke vica versa z¶erus (v.Äo. Baran-
csuk [1995]). Ebb}ol pedig a (45) ¶es vele anal¶og ÄosszefÄugg¶esek els}o fel¶eben
|mintegy a (12) ,,tÄukÄork¶epek¶ent"| a

'ind
x = ¡ŝx ¶es 'ind

y = ¡ŝy (53)

eredm¶enyek, tov¶abb¶a trivi¶alisan (51) kÄovetkeznek.
A j¶ol viselked}o preferenci¶ak mellett ugyanakkor a (20)-szal anal¶og, de

a °exibilit¶asokra is ¶erv¶enyes ÄosszefÄugg¶es alapj¶an igazolhat¶o (50), amelyb}ol
szint¶en (51)-hez jutunk.

¶Eszrevehet}o, hogy ¶altal¶anos¶³tott ÄosszefÄugg¶eseink egy v¶allalat ¶arbefoly¶aso-
l¶o k¶epess¶eg¶et l¶enyeg¶eben tov¶abbra is az }ot befogad¶o ipar¶agon belÄuli r¶esze-
sed¶es¶evel ar¶anyosan, az ipar¶agi (aggreg¶alt) kereslet ¶arrugalmass¶ag¶aval pedig
ford¶³tottan ar¶anyosan ¶allap¶³tj¶ak meg. A (28) ¶es (29) formul¶akkal Äosszevetve
a kÄulÄonbs¶eg ,,mindÄossze" annyi, hogy e t¶etel di®erenci¶alt ipar¶ag eset¶en |a
(45) tanuls¶aga szerint| a saj¶at ¶es a m¶asik (tÄobbi) term¶ek ¶ar¶ara gyakorolt
hat¶as ¶atlagak¶ent ¶erv¶enyesÄul. FigyeljÄuk azonban meg: az ¶ar ! mennyis¶eg,
illetve mennyis¶eg ! ¶ar gondolati rendszerekn¶el de¯ni¶alt anal¶og kateg¶ori¶ak:

² "§D versus ©§S ,

² "x
ind versus 'ind

x ,

² "x
x versus 'x

x, valamint

² "x
y versus 'y

x

vonatkoz¶as¶aban kiz¶ar¶olag az els}o |ipar¶agi| ,,p¶aros" tagjai/¶ert¶ekei kÄozÄott
l¶etezik inverz viszony. Ami arra utal, hogy

² du¶alis modellÄunk ,,ikerk¶epz}odm¶enyei": az ipar¶ag homog¶en vagy diffe-
renci¶alt jelleg¶ere utal¶o ¶arrugalmass¶agok, versus a gazdas¶agi szerepl}ok
¶armeghat¶aroz¶o/¶arelfogad¶o k¶epess¶eg¶ere utal¶o ¶ar°exibilit¶asok |az ipar-
¶aggal azonos monop¶olium kiv¶etel¶evel| nem ugyanazon keresleti gÄorb¶e-
ket karakteriz¶alj¶ak, vagy m¶as megkÄozel¶³t¶esben:

² az ¶ar- versus k¶³n¶alati dÄont¶esek eredm¶enyeinek ekvivalenci¶aja |amely az
anal¶og elaszticit¶asok ¶ert¶ek¶enek reciprocit¶as¶aban tÄukrÄoz}odne| tÄorv¶eny-
szer}uen csak a tiszta monop¶oliumra jellemz}o, hiszen ez ut¶obbi eset¶eben
az Äosszes keresleti gÄorbe-t¶³pus az aggreg¶alt fÄuggv¶enyben egyesÄul (v.Äo.
Allen [1992], Tasn¶adi [2006]).
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Eml¶ekezzÄunk r¶a: hab¶ar "x
x versus 'x

x (ugyan¶³gy "x
y versus 'y

x) formul¶ai szem-
f¶enyveszt}o m¶odon egym¶as reciprokai, ¶ert¶ekeikre vonatkoz¶oan |l¶ev¶en, hogy
¶altal¶aban (a tiszta monop¶olium kiv¶etel¶evel) m¶as-m¶as keresleti gÄorb¶ehez kap-
csol¶odnak| ez nem teljesÄul.

7 A k¶³n¶alatv¶altoztat¶as saj¶at ¶es a tÄobbi term¶ek
¶ar¶ara gyakorolt hat¶as¶anak viszonya

Induljunk ki most a (45) ¶es (51) Äosszevon¶as¶ab¶ol keletkezett

'ind
x = ŝx'x

x + ŝy'y
x = ŝx©§S (54)

formul¶ab¶ol, amely j¶ol viselked}o preferenci¶ak mellett ¶erv¶enyes! Mivel a s¶u-
lyozott sz¶amtani kÄoz¶ep az ¶atlagoland¶o ¶ert¶ekek kÄozÄotti t¶avols¶agot a s¶ulyok
ar¶any¶aban osztja fel, ez¶ert az (54)-re vonatkoztatva igaz, hogy ha

ŝx ! 0 ; ez¶ert ŝy ! 1; akkor 'y
x ! ŝx©§S ! 0 ; (55)

vagyis Y ¶ar¶anak kereszt-°exibilit¶asa |'y
x| egyre kÄozelebb kerÄul a (z¶erushoz

tart¶o) ŝx©§S ¶atlaghoz. Ami azt jelenti, hogy min¶el kisebb r¶eszesed¶est k¶epvisel
X az ipar¶agon belÄul, ann¶al kisebb m¶ert¶ekben k¶epes k¶³n¶alat¶aval befoly¶asolni a
m¶asik/tÄobbi (Y ) term¶ekfajta egys¶eg¶ar¶at. Az (54) formula Äonmag¶aban azon-
ban semmit nem ¶arul el az ,,¶atlagoland¶o ¶ert¶ekek": 'x

x ¶es 'y
x nagys¶agrendi

rel¶aci¶oj¶ar¶ol, arr¶ol, hogy egyikÄuk ¶es m¶asikuk az ŝx©§S ¶atlag melyik oldal¶an
helyezkedik el. A tov¶abbiakban azt bizony¶³tjuk, hogy ez a k¶erd¶es a modellben
szerepl}o javak fogyaszt¶asi kapcsolat¶anak jellege ¶es intenzit¶asa |szintetiz¶altan:
a helyettes¶³t¶es rugalmass¶ag¶anak (¾)| vizsg¶alata r¶ev¶en v¶alaszolhat¶o meg.

A helyettes¶³t¶es | tipikusan negat¶³v el}ojel}u | rugalmass¶ag¶at gondolati
rendszerÄunkben oly m¶odon ¶ertelmezzÄuk, mint ami azt mutatja meg, hogy a
j¶osz¶agfajt¶ak ¶arar¶any¶anak (Px=Py) 1%-os v¶altoz¶asa h¶any %-os elmozdul¶ast
gener¶al az X=Y fogyaszt¶asi szerkezetben. Helyettes¶³t¶est jelz}o ,,lapos" kÄozÄom-
bÄoss¶egi gÄorb¶ek eset¶en a rugalmass¶ag (abszol¶ut) ¶ert¶eke nagy, m¶³g kieg¶esz¶³t}o
viszonyra utal¶o er}osebben¶³velt, ,,sarkos" kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ekn¶el kicsi. Mivel
igaz, hogy

PxX

PyY
=

sx

sy
; (56)

bel¶athat¶o, hogy a helyettes¶³t¶es rugalmass¶ag¶ab¶ol a javak kÄolts¶egvet¶esi h¶a-
nyadainak ar¶any¶aban bekÄovetkez}o v¶altoz¶as ir¶any¶ara is kÄovetkeztethetÄunk.
Nevezetesen, ha

² j¾j > 1, akkor a Px=Py ar¶any dinamik¶aj¶an¶al er}osebb X=Y (ellent¶etes
ir¶any¶u) elmozdul¶asa, az sx=sy ez¶ert az ¶arar¶annyal ellent¶etesen v¶altozik,

² j¾j = 1, az ¶arar¶any ¶es a fogyaszt¶asi szerkezet dinamik¶aja azonos, ez¶ert
a keresleti h¶anyadok ar¶anya v¶altozatlan marad,
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² j¾j < 1, az ¶arar¶any ¶es fogyaszt¶asi szerkezet kÄozÄul az el}obbi dinamik¶aja
er}osebb, ez¶ert a keresleti h¶anyadok ar¶anya azonos ir¶anyban halad az
¶arar¶annyal.

K¶etterm¶ekes modellben a helyettes¶³t¶es rugalmass¶ag¶anak m¶ert¶eke kÄozvet-
lenÄul kapcsolatos a javak kÄozÄotti fogyaszt¶asi kapcsolat milyens¶eg¶evel: j¾j
egys¶egnyin¶el nagyobb szintje helyettes¶³t}o, egys¶egnyin¶el kisebb ¶ert¶eke pedig
kieg¶esz¶³t}o kapcsolatot jelez, m¶³g az egys¶egnyi rugalmass¶ag a term¶ekfajt¶ak
fÄuggetlens¶eg¶et indik¶alja (v.Äo. Barancsuk [1995]). H¶aromterm¶ekes s¶em¶ankban
azonban |mint majd l¶atni fogjuk| az X;Y ipar¶ag ¶es Z ,,kÄornyezete" kÄozÄott
esetlegesen el}ofordul¶o (nem-szimmetrikus) kereszt-¶arhat¶asok deform¶alhatj¶ak
a helyettes¶³t}o ¶es komplementer javakat elhat¶arol¶o nagys¶agot (v.Äo. Zalai i.m.
71-72., 270-272. o.).

Mivel tanulm¶anyunk a k¶³n¶alatv¶altoz(tat)¶as ¶arakra gyakorolt hat¶as¶ara kon-
centr¶al, ez¶ert a tov¶abbiakban a helyettes¶³t¶es rugalmass¶ag¶at reciprok m¶odon
kÄozel¶³tjÄuk meg: a term¶ekszerkezet elmozdul¶as¶ab¶ol indulunk ki, ¶es az ¶arar¶any
m¶odosul¶as¶at tekintjÄuk kÄovetkezm¶enynek. Vizsg¶alatunk sor¶an felt¶etelezzÄuk,
hogy az X=Y ar¶any az X k¶³n¶alt mennyis¶eg¶enek |ceteris paribus| 1%-os
nÄovekm¶enye miatt v¶altozik, amelynek ¶arar¶any-konzekvenci¶ait a k¶³n¶alat saj¶at-
¶es kereszt-°exibilit¶asa m¶eri:

² a Px ¶ert¶eke 'x
x %-kal,

² a Py ¶ert¶eke 'y
x %-kal

m¶odosul. A felsorolt v¶altoz¶asokat az (56) ÄosszefÄugg¶esben ¶erv¶enyes¶³tve a

Px(1 + 'x
x=100) ¢ 1;01X

Py(1 + 'y
x=100) ¢ Y

=
1;01(1 + 'x

x=100)

1 + 'y
x=100

¢ sx

sy
(57)

formul¶at nyerjÄuk, amelynek viselked¶es¶ere hat¶ast gyakorolnak a helyettes¶³t¶es
inverz rugalmass¶ag¶anak elemei:

100 ¢ 1 + 'x
x=100

1 + 'y
x=100

¡ 100 =
'x

x ¡ 'y
x

1 + 'y
x=100

= 1=¾ : (58)

A tov¶abbiakban n¶egy esetet vizsg¶alunk, el}otte azonban c¶elszer}u az (54) for-
mul¶at a

'y
x = ŝx=ŝy(©§S ¡ 'x

x) (59)

alakra hoznunk, ¶es eml¶ekeztetÄunk arra, hogy az (52)-nek megfelel}o speci¶alis
helyzetben ©§S ¶ert¶eke (m¶³nusz) egys¶egnyi lenne az ipar¶ag ¶es kÄornyezete
kÄozÄotti (nem-szimmetrikus) kereszt-¶arhat¶asok hi¶any¶aban.
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8. ¶abra. Az X parci¶alis k¶³n¶alatv¶altoz¶as¶anak hat¶asa a keresleti ¶arakra

egy k¶etterm¶ekes modellben | a komplementer javak esete

Az els}o esetben az ¶ar negat¶³v el}ojel}u saj¶at-°exibilit¶as¶anak abszol¶ut ¶ert¶eke
meghaladja ©§S szintj¶et, azaz

² 'x
x < ©§S < ŝx©§S < 0. Az (59) alapj¶an ebb}ol (60§)

² 'y
x > 0 > ŝx©§S > ©§S , az (58) alapj¶an pedig

² 1=¾ < ©§S , tov¶abb¶a ¾ > 1=©§S kÄovetkezik,

ami h¶aromterm¶ekes modellÄunkben a javak komplementer viszony¶ara utal. X
k¶³n¶alatnÄoveked¶ese teh¶at viszonylag intenz¶³v ¶arcsÄokkent¶est tesz szÄuks¶egess¶e
saj¶at termel}oin¶el, az Y vonatkoz¶as¶aban viszont az ¶ar emelked¶es¶et implik¶alja.
A 8. ¶abr¶an |a szeml¶eletess¶eg kedv¶e¶ert| ezt a jelens¶eget (felt¶etelezve az X; Y
ipar¶ag ¶es Z kÄornyezete tÄok¶eletes fÄuggetlens¶eg¶et) egy k¶etdimenzi¶os j¶osz¶agt¶erben
is bemutatjuk, ahol a reprezent¶ans fogyaszt¶o kÄozÄombÄoss¶egi t¶erk¶ep¶enek (ki-
eg¶esz¶³t}o kapcsolatot jelz}o) szintvonalai a tengelyekkel p¶arhuzamos aszimp-
tot¶akhoz simulnak. A pont a kezdeti, B pedig az X parci¶alis k¶³n¶alatnÄovel¶ese
ut¶ani helyzetnek felel meg, az egyes pontokhoz tartoz¶o kÄolts¶egvet¶esi egyene-
sek tengelymetszeteinek Äosszevet¶ese r¶ev¶en pedig a k¶et term¶ekfajta keresleti
¶arainak v¶altoz¶as¶ara kÄovetkeztethetÄunk.

A m¶asodik esetben legyen

² 'x
x = ©§S < ŝx©§S < 0; ami az (59) alapj¶an (61§)

² 'y
x = 0 > ŝx©§S > ©§S rel¶aci¶okhoz vezet. Az ¶ar saj¶at- ¶es kereszt-

°exibilit¶as¶anak ¶ert¶ekeit az (58) formul¶aba helyettes¶³tve az

² 1=¾ = ©§S , valamint ¾ = 1=©§S eredm¶enyt nyerjÄuk.
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A most v¶azolt konstell¶aci¶o |h¶aromterm¶ekes rendszerÄunkben| a fogyaszt¶asi
szerkezet term¶ekfajt¶ainak fÄuggetlens¶eg¶et jelzi, amit az (52) felt¶etel mellett
k¶etdimenzi¶osra sz}uk¶³tett, a tengelyekhez aszimptotikusan kÄozeled}o indi®eren-
cia gÄorb¶eket tartalmaz¶o 9. ¶abra oly m¶odon szeml¶eltet, hogy X k¶³n¶alat¶anak
v¶altoztat¶asa csak saj¶at ¶ar¶at m¶ers¶ekli, Y piaci ¶ar¶ara viszont nem gyakorol
hat¶ast.

9. ¶abra. Az X parci¶alis k¶³n¶alatv¶altoz¶as¶anak hat¶asa a keresleti ¶arakra

egy k¶etterm¶ekes modellben | a fÄuggetlen javak esete

A harmadik esetben a k¶et ¶ar°exibilit¶as m¶eg kÄozelebb kerÄul az ŝx©§S

¶atlaghoz:

² ©§S < 'x
x < ŝx©§S < 0, amib}ol (62§)

² 0 > 'y
x > ŝx©§S > ©§S kÄovetkezik, ez viszont az (58) alapj¶an

² 1=¾ > ©§S , valamint ¾ < 1=©§S ,

h¶aromterm¶ekes modellÄunkben a javak helyettes¶³t}o viszony¶at tÄukrÄoz}o rel¶a-
ci¶okhoz vezet. Mivel j'x

xj > j'y
xj, ez azt jelenti, hogy X term¶ek parci¶alis

k¶³n¶alatnÄovel¶ese egy heterog¶en ipar¶agon (vagyis di®erenci¶alt oligop¶oliumon,
vagy monopolisztikus versenyen) belÄul m¶eg akkor is er}osebben csÄokkenti saj¶at
keresleti ¶ar¶at a m¶asik (tÄobbi) term¶ekfajt¶a¶en¶al, ha kÄolts¶egvet¶esi r¶eszesed¶ese
egy¶ebk¶ent nem lenne eleny¶esz}o. A v¶as¶arl¶oer}on val¶o osztozkod¶as bizonyos
ar¶anyain¶al teh¶at az sem lehetetlen, hogy egy c¶eg saj¶at piac¶an ¶armeghat¶aroz¶o,
m¶³g az ¶agazat eg¶esz¶ere gyakorolt hat¶as¶at tekintve ¶arelfogad¶o poz¶³ci¶oban le-
gyen (v.Äo. Carlton { Perlo® [2003] 232. ¶es 241. o.). A 10. ¶abra k¶etterm¶ekes
,,vil¶ag¶aban" |a javak (korl¶atozottan) kompetit¶³v viszony¶ara utalva| a fo-
gyaszt¶o kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ei ekkor m¶eg lapultabbak, ¶es el¶erik a tengelyeket.
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10. ¶abra. Az X parci¶alis k¶³n¶alatv¶altoz¶as¶anak hat¶asa a keresleti ¶arakra egy k¶etterm¶ekes

modellben | az egym¶ast korl¶atozottan helyettes¶³t}o javak (heterog¶en ipar¶ag) esete

A negyedik esetben felt¶etelezzÄuk, hogy a saj¶at- ¶es kereszt-¶ar°exibilit¶as
¶ert¶eke az ¶atlagukat jelent}o ŝx©§S szinten azonoss¶a v¶alik, vagyis

² 0 > 'x
x = 'y

x = ŝx©§S > ©§S . Az (58) alapj¶an ekkor (63§)

² 1=¾ = 0 ; ¾ pedig nem ¶ertelmezhet}o, de 1=¾ ! 0 eset¶en ¾ ! ¡1 :

Ez a tÄok¶eletes helyettes¶³t¶es, vagyis a homog¶en ipar¶ag s¶em¶aja, amikor valamely
v¶allalat k¶³n¶alatv¶altoztat¶asa azonos m¶ert¶ekben ¶erinti mindegyik c¶eg term¶e-
k¶enek ¶ar¶at. A k¶etdimenzi¶os kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ek ekkor egyenesek, amit a
11. ¶abr¶an szeml¶eltetÄunk.

11. ¶abra. Az X parci¶alis k¶³n¶alatv¶altoz¶as¶anak hat¶asa a keresleti ¶arakra egy k¶etterm¶ekes

modellben | a tÄok¶eletesen helyettes¶³t}o javak (homog¶en ipar¶ag) esete
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A harmadik ¶es negyedik eset vizsg¶alat¶an¶al nyert inform¶aci¶okat felhaszn¶al-
va imm¶ar m¶odunk van arra, hogy felrajzoljuk a heterog¶en ¶agazatra jellemz}o,
az ¶ar saj¶at-°exibilit¶as¶anak megfelel}o marad¶ek-keresleti gÄorb¶et. A 12. ¶abr¶an
|az egym¶asra vonatkoztat¶as megkÄonny¶³t¶ese v¶egett| a 6. ¶abra c¶eljainkat
szolg¶al¶o ¶atalak¶³t¶as¶aval, az aszimmetria keresleti gÄorb¶evel egyÄutt jelen¶³tjÄuk
meg. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert abb¶ol indulunk ki, hogy eredetileg az ¶agazat
Äosszes term¶ek¶enek ¶ara egys¶egesen P ¤, az aggreg¶alt k¶³n¶alat ez¶uttal is Q0, az
¶altalunk vizsg¶alt v¶allalat k¶³n¶alata pedig q0.

12. ¶abra. Egy v¶allalatra vonatkoz¶o aszimmetria ¶es marad¶ek keresleti gÄorb¶ek

heterog¶en ipar¶ag eset¶en

A 10. ¶abra egyik implik¶aci¶oja, hogy ha a di®erenci¶alt ipar¶ag |ez¶uttal
nem %-ban, hanem term¶eszetes m¶ert¶ekegys¶egben kifejezett| egys¶egnyi k¶³-
n¶alatnÄovekm¶enye nem a v¶allalatok szimult¶an, hanem egyetlen c¶eg parci¶alis
akci¶oj¶anak eredm¶enye, akkor ez ut¶obbi aktor k¶enytelen nagyobb m¶ert¶ek}u
¶arcsÄokkent¶esbe belemenni, mint amekkor¶at az ipar¶ag k¶enytelen ¶atlagosan el-
szenvedni a megfelel}o kereslet biztos¶³t¶asa ¶erdek¶eben. Ennek ¶ertelm¶eben a
marad¶ek-keresleti gÄorbe meredekebb az aggreg¶alt keresleti gra¯konn¶al. Para-
dox m¶odon ugyanakkor m¶egis az ipar¶agi ¶ar°exibilit¶as (©§S) abszol¶ut ¶ert¶eke
nagyobb az egy¶enin¶el ('x

x), ami azzal magyar¶azhat¶o, hogy az rD keresleti
gÄorbe fels}o, kiindul¶o szakasz¶anak Q szerinti elaszticit¶asa (amely kÄozgazdas¶a-
gilag nem, csak matematikailag ¶ertelmezhet}o!) rendk¶³vÄul magas, reciproka
|a °exibilit¶as| teh¶at ennek megfelel}oen alacsony.

Amint a 2. ¶es 6. ¶abr¶akon meg¯gyelhet}o, homog¶en ipar¶agban az aszim-
metria keresleti gÄorbe v¶³zszintes, a rezidu¶alis pedig |q0-n¶al nagyobb k¶³n¶alat
mellett| az aggreg¶alt fÄuggv¶ennyel megegyez}o poz¶³ci¶ot foglal el. Meg¶allap¶³t¶a-
sainkat a (23)-mal anal¶og, az (54)-gyel ¶es (59)-cel pedig ekvivalens

'x
x = ©§S ¡ sy

sx
'y

x (64)

ÄosszefÄugg¶es is al¶at¶amasztja, amely a javak korl¶atozott helyettes¶³t¶ese mellett a
harmadik, tÄok¶eletes helyettes¶³t¶ese alkalm¶aval pedig a negyedik esetn¶el t¶argyalt
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rel¶aci¶okat implik¶al. Az X v¶allalat monopolhelyzete, azaz sy z¶erus szintje
ugyanakkor az egy¶eni ¶es ipar¶agi ¶ar°exibilit¶as azonoss¶ag¶at eredm¶enyezi.

A teljess¶eg kedv¶e¶ert vizsg¶aljuk meg, hogy vajon mi tÄort¶enik, ha az ¶ar
saj¶at- ¶es kereszt-°exibilit¶asa az ¶atlagukat jelent}o ŝx©§S k¶et oldal¶an ,,helyet
cser¶el", vagyis j'x

xj < j'y
xj. Ekkor

² 'x
x > ŝx©§S > ©§S , ¶es (65§)

² 0 > ŝx©§S > 'y
x miatt az (58) alapj¶an

² 1=¾ ¶es ¾ ¶ert¶ekeire pozit¶³v sz¶amokat kapunk.

Ha a helyettes¶³t¶es rugalmass¶ag¶at az eredeti ¶ertelemben, vagyis a kÄozÄombÄoss¶egi
gÄorbe v¶egtelenÄul rÄovid ¶³v¶en az MRS ¶es term¶ekar¶any (X=Y ) dinamik¶aj¶anak
viszonyak¶ent fogjuk fel, akkor a most jellemz}o rel¶aci¶ok az orig¶ora konk¶av in-
di®erenciagÄorb¶eket implik¶aln¶anak. Az MRS ¶arar¶anyokkal val¶o helyettes¶³t¶ese
azonban ekkor az optimum sarokmegold¶as jellege miatt nem engedhet}o meg.

A 13. ¶abr¶an az el}obbiekben felt¶art tendenci¶akat ÄosszegezzÄuk, azzal a meg-
jegyz¶essel, hogy a legutols¶o, konk¶av preferenci¶ak eset¶ere vonatkoz¶o 'x

x;'y
x

¶ert¶ekp¶arok lehets¶eges s¶avja az (59) formula szolgai, puszt¶an matematikai
meggondol¶asokat kÄovet}o |annak kÄozgazdas¶agi ¶ertelm¶et nem vizsg¶al¶o| al-
kalmaz¶as¶aval kerÄult kijelÄol¶esre.

13. ¶abra. Az ¶ar saj¶at- ¶es kereszt-°exibilit¶as¶anak, valamint a helyettes¶³t¶esi rugalmass¶ag

inverz¶enek viszonya a kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ektartom¶anyokban
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Az el}oz}oekben lefolytatott vizsg¶alatunkb¶ol kiderÄult, hogy a helyettes¶³t¶es
rugalmass¶ag¶anak (¾) bizonyos ¶ert¶ektartom¶anyai determin¶alj¶ak az ¶ar saj¶at- ¶es
kereszt-°exibilit¶as¶anak, valamint az ¶atlagukat jelent}o ŝx©§S ¶ert¶ek viszony¶at.
Ha az (54) anal¶ogi¶aj¶ara (6) ¶es (22) formul¶akra t¶amaszkodva l¶etrehozzuk az

"x
ind = ŝx"x

x + ŝy"x
y = ŝx"§D (66)

ÄosszefÄugg¶est, a ¾ kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ekeihez kapcsol¶od¶o elemz¶es |mutatis mutan-
dis| a saj¶at- (aszimmetria-) ¶es kereszt-¶arrugalmass¶agok egym¶as, valamint
ŝx"§D ¶atlagukhoz val¶o rel¶aci¶ojuk tekintet¶eben is elv¶egezhet}o.

E logikai momentum azonban nem csak abb¶ol a szempontb¶ol fontos,
hogy ¶altala ¶ujabb, l¶enyeges r¶eszekkel gazdag¶³that¶o az ¶arrugalmass¶agok versus
¶ar°exibilit¶asok rendszere kÄozÄotti anal¶ogi¶ak halmaza. KÄulÄonÄos jelent}os¶eg¶et az
adja meg, hogy ez teszi lehet}ov¶e |term¶eszetesen az (5) alapÄosszefÄugg¶esen
t¶ul| a ,,tÄukÄors¶em¶ak" elemeinek Äosszekapcsol¶as¶at, kÄozÄos formul¶aban val¶o sze-
repeltet¶es¶et. V¶egeredm¶enyben azt, hogy ne csak intuit¶³v, hanem egzakt m¶odon
is k¶epesek legyÄunk egym¶asra vonatkoztatni az ¶ar ! mennyis¶eg szeml¶ele-
t}u (,,¶arrugalmas") ¶es mennyis¶eg ! ¶ar szeml¶elet}u (,,¶ar°exibilis") keresleti
gÄorb¶ek helyzet¶et X ¶es Y javak fogyaszt¶asi kapcsolatainak kÄulÄonbÄoz}o meg-
nyilv¶anul¶asai mellett.

A levezet¶es r¶eszleteinek mell}oz¶es¶evel b¶³zzuk az Olvas¶o bel¶at¶as¶ara teh¶at az
(58)-nak megfelel}o

"x
x ¡ "x

y

1 + "x
y=100

= ¾ ; (67)

majd az egym¶ast tÄukrÄoz}o rendszereket integr¶al¶o

"x
x ¡ "x

y

1 + "x
y=100

= ¾ =
1 + 'y

x=100

'x
x ¡ 'y

x
(68)

formul¶ak relevanci¶aj¶at.

8 A legjellemz}obb szakirodalmi cs¶usztat¶asok,
pontatlans¶agok

,,{ Ha ¶en haszn¶alok egy sz¶ot |mondta Dingidungi
megrov¶o hangs¶ullyal|, akkor az azt jelenti, amit ¶en
akarok, sem tÄobbet, sem kevesebbet!
{ Az a k¶erd¶es |hitetlenkedett Alice|, vajon
engedelmeskednek-e a szavak.
{ Az a k¶erd¶es |¶³gy Dingidungi|, ki az ¶ur ¶es k¶esz."

LEWIS CARROLL

Ebben a fejezetben |a szakirodalomb¶ol vett p¶eld¶ak alapj¶an| az ¶armegha-
t¶aroz¶o/¶arelfogad¶o kateg¶oriap¶ar ¶ertelmez¶ese sor¶an leggyakrabban el}ofordul¶o
cs¶usztat¶asokat, pontatlans¶agokat mutatjuk be. Szeml¶enket egy Variant}ol
[1991b] vett id¶ezettel kezdjÄuk, amely val¶os¶agos t¶arh¶az¶at k¶epezi a t¶argyunkkal
kapcsolatos, de tÄobb szerz}ore is jellemz}o fogalmi-sz¶ohaszn¶alati-m¶odszertani
z}urzavarnak:
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,,. . .egy piacon akkor van tiszta verseny, ha mindegyik v¶allalat azt felt¶e-
telezi, hogy a piaci ¶ar fÄuggetlen az }o saj¶at kibocs¶at¶asi szintj¶et}ol. [. . .]

Milyen kÄornyezetben lehet ez a v¶allalat sz¶am¶ara ¶ertelmes felt¶etelez¶es?
Nos, tegyÄuk fel, hogy sok, azonos term¶eket gy¶art¶o v¶allalatb¶ol ¶all¶o ipar¶agunk
van, ¶es mindegyik v¶allalat csak egy kis r¶esz¶et alkotja a piacnak. [. . .] Mag¶at¶ol
¶ertet}od}o, ha feltesszÄuk, hogy az ipar¶ag egyetlen v¶allalata sz¶am¶ara a piaci ¶ar
el}ore meghat¶arozott adotts¶ag. [. . .]

De nem ez az egyetlen eset, amikor ¶arelfogad¶o magatart¶as lehets¶eges. [. . .]
K¶epzeljÄunk el egy olyan piacot, ahol ¶alland¶o a k¶³n¶alat valamilyen roml¶ekony
¶arub¶ol [. . .]. Ha csak k¶et vagy h¶arom c¶eg van a piacon, m¶eg akkor is megeshet,
hogy mindegyik c¶eg sz¶am¶ara adotts¶ag a tÄobbiek ¶ara. Ha a fogyaszt¶ok csak
a legalacsonyabb ¶aron hajland¶ok v¶as¶arolni, akkor a k¶³n¶alt legalacsonyabb ¶ar
a piaci ¶ar. Ha valamelyik m¶asik c¶eg el akar valamennyit adni, csak a piaci
¶aron tudja ezt megtenni. [. . .]

A versenyz}o v¶allalat ¶altal az ¶ar ¶es a mennyis¶eg kÄozÄott ¶erz¶ekelt kapcsolatot
megfogalmazhatjuk a [. . . 14.] ¶abra szerint. Mint l¶atjuk, a keresleti gÄorbe
nagyon egyszer}u. A versenyz}o v¶allalat ¶ugy v¶eli, hogy semmit nem ad el,
ha a piaci ¶arn¶al magasabbat k¶er. Ha a piaci ¶aron ad el, akkor b¶armilyen
mennyis¶eget el tud adni, ha a piaci ¶ar alatt akar eladni, akkor az adott ¶aron
a teljes kereslet az elad¶as korl¶atja.

Szok¶as szerint k¶etf¶elek¶eppen kÄozel¶³thetÄunk ehhez a keresleti gÄorb¶ehez. Ha
a mennyis¶eget tekintjÄuk az ¶ar fÄuggv¶eny¶enek, akkor a gÄorbe azt mondja, hogy
a piaci ¶aron vagy az alatt annyit adhatunk el, amennyit csak akarunk. Ha
az ¶arat tekintjÄuk a mennyis¶eg fÄuggv¶eny¶eben, akkor azt l¶atjuk, hogy teljesen
mindegy, mennyit adunk el, az ¶ar fÄuggetlen az elad¶asainkt¶ol. [. . .]

14. ¶abra. A versenyz}o v¶allalat keresleti gÄorb¶eje. A piaci ¶arn¶al a v¶allalati kereslet v¶³zszintes.
Magasabb ¶aron a v¶allalat semmit nem ad el, a piaci ¶ar alatt pedig a teljes keresleti gÄorbe

vonatkozik r¶a. (Forr¶as: Varian [1991b] 449. o.)



62 Barancsuk J¶anos

A v¶allalati keresleti gÄorbe nem csak a fogyaszt¶ok magatart¶as¶at¶ol fÄugg,
hanem a tÄobbi v¶allalat magatart¶as¶at¶ol is. A versenyz}oi modell szok¶asos in-
dokl¶asa az, hogy ha nagyon sok kisv¶allalat van a piacon, akkor l¶enyeg¶eben
mindegyikÄuk keresleti gÄorb¶eje v¶³zszintes. De m¶eg ha csak k¶et v¶allalat is van a
piacon, ¶es az egyik ragaszkodik egy ¯x ¶arhoz |ak¶armennyi is az|, a m¶asik
v¶allalat versenypiaci keresleti gÄorb¶eje a [. . . 14.] ¶abr¶an l¶atotthoz lesz hasonl¶o.
A versenyz}oi modell teh¶at a kÄorÄulm¶enyek t¶agabb kÄor¶ere alkalmazhat¶o, mint
els}o pillant¶asra l¶atszik" (i.m. 447-449. o., B.J. kiemel¶esei ¶es kieg¶esz¶³t¶esei).

Vajon milyen pontatlans¶agokat, kÄovetkezetlens¶egeket fedezhetÄunk fel az
el}obbi, els}o olvas¶asra tÄok¶eletesen meggy}oz}o, logikusnak ¶es plauzibilisnek t}un}o
szÄovegben?

Mindenekel}ott nehezen fogadhat¶o el, hogy a tiszta verseny l¶etez¶ese puszt¶an
a v¶allalatok bizonyos felt¶etelez¶es¶en, majd e felt¶etelez¶essel kongruens viselke-
d¶es¶en alapul. Ez legfeljebb nagyon rÄovid t¶avon lehet igaz, hiszen el}obb-
ut¶obb (,,a kir¶aly meztelen!" e®ektus logik¶aja szerint) sz¶am¶³tani lehet valame-
lyik szerepl}o ,,szerept¶eveszt¶es¶ere" amely egyben a tÄok¶eletes versenyt szÄul}o
attit}udrendszer tesztel¶es¶et, irrelevanci¶aja eset¶en pedig korrekci¶oj¶at, a l¶etez}o
kond¶³ci¶oknak megfelel}o ¶uj piaci t¶³pus kialakul¶as¶at is jelenti.

Hab¶ar Varian, ¶es val¶o igaz: a j¶ozan ,,paraszti" ¶esz szerint is ,,mag¶at¶ol ¶erte-
t}od}o", hogy egy atomisztikusan tagolt, homog¶en ipar¶agban az egyes v¶allalat
sz¶am¶ara a piaci ¶ar el}ore meghat¶arozott adotts¶ag (amelyt}ol ¶arakra orient¶alt
magatart¶ast felt¶etelezve sem lenne racion¶alis elt¶ernie), egy tudom¶anyos ig¶eny-
nyel ¶³r¶odott m}uben tal¶an szerencs¶esebb lett volna |a kiv¶eteleknek is teret
engedve| a ,,nagy val¶osz¶³n}us¶eggel" kifejez¶est haszn¶alni. Az 5. ¶abra ¶attekin-
t¶es¶en¶el ugyanis meg¯gyelhettÄuk, hogy egy er}osen rugalmatlan kereslet}u j¶o-
sz¶agfajt¶at forgalmazva m¶eg egy alacsony kÄolts¶egvet¶esi r¶eszesed¶est birtokl¶o
c¶eg aspektus¶ab¶ol sem lehetetlen az ¶armeghat¶aroz¶o poz¶³ci¶o el¶er¶ese. (Ezzel
szemben viszont |egy nagyon rugalmas kereslet}u piacon| furcsa m¶odon
m¶eg egy tÄok¶eletes hegem¶oni¶aval rendelkez}o monopolista is csup¶an ¶arelfogad¶o
lehet.)

A cit¶atumban megjelen}o ,,¶alland¶o |mintegy `lebetonozott'| k¶³n¶alat¶u"
oligop¶olium sz¶am¶ara val¶oban adotts¶ag lehet a piaci ¶ar, megjegyezve, hogy
ez a meg¶allap¶³t¶as trivialit¶as. Az eml¶³tett |egy¶ebk¶ent pedig ¶altal¶aban csak
nagyon rÄovid t¶avon teljesÄul}o| felt¶etel mellett ugyanis e t¶etel al¶ol egyetlen
ipar¶ag (legyen ak¶ar tiszta versenyz}o vagy ¶eppen tÄok¶eletes monopolista) sem
kiv¶etel. K¶erd¶eses ugyanakkor, hogy az ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o ,,c¶³mk¶et" a
piaci id}ot¶avon meg¯gyelhet}o viselked¶es alapj¶an c¶elszer}u-e kiosztanunk. F¶el}o,
hogy olyan hib¶aba esn¶enk, mint amikor az ¶el}ol¶enyek |fajukra jellemz}o |
mozg¶ekonys¶ag¶at a m¶asodperc tÄortr¶esze sor¶an, vagy ¶eppens¶eggel megkÄotÄozÄott
¶allapotban meg¯gyelt helyv¶altoztat¶asuk alapj¶an ¶³t¶eln¶enk meg, s ezt kÄovet}oen
egys¶egesen mindegyiket a ,,mozdulatlan" tulajdons¶aggal ruh¶azn¶ank fel.

Meggondol¶asra m¶elt¶o tov¶abb¶a, hogy mennyire val¶os¶agh}u a piac nagy
h¶anyad¶at birtokl¶o szerepl}ok eset¶eben egy adott ¶es ak¶ar roml¶ekony ¶aruk¶eszlet
teljes eg¶esz¶enek ¶ert¶ekes¶³t¶esi sz¶and¶eka. Kor¶antsem elk¶epzelhetetlen ugyanis,
hogy |a pro¯tszempont ¯gyelembe v¶etel¶evel| a k¶eszletn¶el alacsonyabb k¶³-
n¶alat bizonyul el}onyÄosnek, aminek be¶all¶³t¶asa az ¶arszintre val¶o hat¶ast gener¶al
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Varian konstans k¶³n¶alatot felt¶etelez}o forgat¶okÄonyv¶evel szemben. Ha pedig
m¶egis a l¶etez}o k¶eszletnagys¶ag (output) elad¶asa bizonyul optim¶alisnak, az
egy kor¶abbi, de ugyancsak ¶armeghat¶aroz¶o (mennyis¶egi) dÄont¶es kÄovetkezm¶enye
lehet.

¶Es ami tal¶an a legs¶ulyosabb: a keresleti gÄorbe analiz¶al¶asa sor¶an Varian
|nagyon sok szerz}o t¶arsas¶ag¶aban (pl. Baumol [1968] 372. o., Carlton |
Perlo® [2003] 97-99. o., Heyne [1991] 188. o., Koutsoyiannis [1991] 154-
155. o., Stigler [1989] 27. o., stb.) | elkÄoveti azt a hib¶at, hogy ugyana-
zon gÄorbe v¶³zszintes poz¶³ci¶oja mÄogÄott l¶atja/l¶attatja munk¶alkodni a javak
helyettes¶³thet}os¶eg¶eb}ol ered}o szoros versenyt (¶ar ! kereslet szeml¶elet), illetve
a c¶eg ¶arelfogad¶o poz¶³ci¶oj¶at is (k¶³n¶alat ! ¶ar szeml¶elet). Ezzel |term¶eszetesen
sz¶and¶ekolatlanul| mintegy azt az ill¶uzi¶ot kelti, hogy szimult¶an, egym¶ast
felt¶etelez}o jelens¶egekr}ol van sz¶o, amelyek mintha egy magasabb metaszinten
l¶etez}o entit¶as |a tÄok¶eletesen kompetit¶³v piac| egym¶asba transzform¶alhat¶o
megnyilv¶anul¶asai lenn¶enek (l¶asd m¶eg Varian [1991a] 215. o.). B¶³zunk benne,
hogy tanulm¶anyunk el}oz}o fejezeteiben (els}osorban a 6. ¶es 12. ¶abr¶ak felhaszn¶a-
l¶as¶aval) ennek ellenkez}oj¶er}ol sikerÄult meggy}oznÄunk az Olvas¶ot, nevezetesen: a
verseny homogenit¶asa versus inhomogenit¶asa, valamint a szerepl}ok ¶arelfogad¶o
versus ¶armeghat¶aroz¶o poz¶³ci¶oja val¶oj¶aban nem egym¶as implik¶aci¶oi, ¶es nem is
ugyanazon, hanem k¶etf¶ele, egym¶ast nem fed}o |aszimmetria ¶es marad¶ek|
keresleti gÄorb¶ek jellemz}oihez kapcsolhat¶o, logikailag fÄuggetlen momentumok.

¶All¶³t¶asunkat illusztr¶al¶o p¶eldak¶ent: egy homog¶en duop¶olium v¶allalatainak
aszimmetria gÄorb¶ei term¶eszetesen v¶egtelen ¶arrugalmass¶ag¶uak, ennek ellen¶ere
ezek a c¶egek m¶egsem ¶arelfogad¶ok: marad¶ek keresleti gÄorb¶eik °exibilit¶asa szig-
ni¯k¶ansan elt¶er null¶at¶ol. El¶eg csak a Cournot- vagy a Bertrand-duopolist¶ak
magatart¶as¶ara gondolnunk, melyek kÄozÄul az el}obbiek k¶³n¶alati dÄont¶eseikkel
kÄozvetve, ut¶obbiak pedig kÄozvetlenÄul, direkt m¶odon is befoly¶asolj¶ak |az
Äuzleti ¶esszer}us¶eg szellem¶eben| term¶ekeik ¶ar¶at. Ugyan¶³gy: hab¶ar a monopo-
lisztikusan versenyz}o kisv¶allalatok k¶³n¶alati szintjÄuk parci¶alis m¶odos¶³t¶as¶aval
csup¶an eleny¶esz}o hat¶ast tudn¶anak gyakorolni az ipar¶ag ¶arszintj¶ere, aszim-
metria keresleti fÄuggv¶enyÄuk m¶egsem v¶egtelen ¶arrugalmass¶ag¶u.

Varian (amint a fentiekben jeleztÄuk, kor¶antsem egyedÄul), mintha csak a
Selye ([1980] 378-418. o.) ¶altal akkur¶atusan felsorolt kutat¶oi t¶evutak valame-
lyik¶en barangolna, v¶elhet}oen a k¶et keresleti gÄorbe-t¶³pus |tiszta verseny kÄo-
rÄulm¶enyei kÄozÄott egyar¶ant v¶³zszinteshez tart¶o, heterog¶en versenyben pedig
negat¶³v meredeks¶eget felvev}o, ¶es egym¶assal azonosulni l¶atsz¶o| szemf¶enyvesz-
t}o poz¶³ci¶oj¶anak esik ¶aldozatul. Minden bizonnyal ¶erzi azonban, hogy a k¶et
gÄorbe egyes¶³t¶ese homog¶en oligop¶olium eset¶en ellentmond¶ast szÄul: a tÄok¶elete-
sen helyettes¶³t}o javak l¶ete v¶³zszintes, a nyilv¶anval¶o ¶armeghat¶aroz¶o k¶epess¶eg
pedig szembeÄotl}oen negat¶³v meredeks¶eg}u gra¯kont implik¶alna; a k¶et tulaj-
dons¶ag viszont ugyanazon fÄuggv¶eny vonatkoz¶as¶aban kiz¶arja egym¶ast. Meg-
l¶at¶asunk szerint ezt a konf¶uzus helyzetet nem sikerÄul a modell n¶emileg ,,nyÄog-
venyel}os" (,,konstans k¶³n¶alatra" vagy ,,¯x ¶arra" vonatkoz¶o) kieg¶esz¶³t¶eseivel
sem kezelnie. Nem vil¶agos p¶eld¶aul, hogy ha az egyik szerepl}o ragaszkodik
is valamilyen ¶arszinthez, akkor a m¶asik oligopolista ,,versenypiaci" keresleti
gÄorb¶ej¶et mi¶ert nem lehet a k¶³n¶alat ! ¶ar szeml¶eletnek megfelel}oen ¶ertelmezni,
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¶es ezt kÄovet}oen regisztr¶alni, hogy a k¶³n¶alat parci¶alis v¶altoztat¶asa bizony tart-
hatatlann¶a teszi az omin¶ozus ¶arn¶³v¶ot.

Az aszimmetria ¶es marad¶ek-keresleti gÄorb¶ek Äosszemos¶as¶aval kapcsolatos
cs¶usztat¶asok Varian tov¶abbi levezet¶eseiben is el}ofordulnak. Ilyen p¶eld¶aul az
[1991b] 498. oldal¶an tal¶alhat¶o, y-t ez¶uttal a k¶³n¶alati tÄomeg jelÄol¶es¶ere lefoglal¶o

MR(y) = p(y)

µ
1 ¡ 1

j"(y)j

¶
= MC(y) (69)

formula, melynek r¶ev¶en a szerz}o azt igyekszik bizony¶³tani, hogy mivel ,,a kom-
petit¶³v esetben mindegyik v¶allalat keresleti gÄorb¶eje egyenes |azaz v¶egtelen
[¶ar]rugalmass¶ag¶u gÄorbe" (uo., B.J. kiemel¶esei ¶es kieg¶esz¶³t¶ese), ebb}ol az ¶ar
¶es a hat¶arkÄolts¶eg egyenl}os¶ege kÄovetkezik az optim¶alis kibocs¶at¶asi szint krit¶e-
riumak¶ent. ¶All¶³t¶as¶at ugyan al¶at¶amasztani l¶atszik a matematikai s¶ema, amit
azonban probl¶em¶asnak ¶erzÄunk: a szÄovegb}ol |l¶ev¶en, hogy a kereslet ¶arru-
galmass¶aga csak ez esetben lenne relev¶ans| Äonk¶entelenÄul az aszimmetria
keresleti gÄorbe egyenes (¶ertsd: v¶³zszintes) poz¶³ci¶oj¶ara asszoci¶alunk. Holott |
mivel a hat¶arbev¶etel a mennyis¶eg fÄuggv¶eny¶eben adott| val¶oj¶aban a marad¶ek-
keresleti gÄorb¶ere ¶es ennek z¶erus °exibilit¶as¶ara kellene gondolnunk.

Hasonl¶o f¶elre¶ert¶esekre ad alkalmat Varian sok v¶allalat Cournot-egyens¶ulyi
helyzet¶ere vonatkoz¶o levezet¶ese is. A szerz}o ennek sor¶an az

MR(y) = p(Y )

µ
1 ¡ 1

j"(Y )j=si

¶
= MC(yi) (70)

egyenlethez jut el, amelyben a nagy ¶es kis Y bet}uk v¶altakoz¶asa az aggreg¶alt
(ipar¶agi) illetve v¶allalati kateg¶ori¶akra utal, i az ipar¶ag egyik szerepl}oj¶et,
si pedig ennek piaci r¶eszesed¶es¶et jelenti. A (29)-re t¶amaszkodva ¯gyeljÄuk
meg: a formul¶aban szerepl}o tÄort tulajdonk¶eppen nem m¶as, mint a v¶allalati
¶ar°exibilit¶as, Varian azonban ¶³gy komment¶alja a v¶egeredm¶enyt: ,,Ez ¶eppen
¶ugy n¶ez ki, mint egy monop¶oliumn¶al, kiv¶eve az si t¶enyez}ot. Az "(Y )=si tagot
a v¶allalat keresleti fÄuggv¶eny¶ere vonatkoz¶o rugalmass¶agnak is tekinthetjÄuk:
min¶el kisebb a v¶allalat piaci r¶eszesed¶ese, ann¶al rugalmasabb a keresleti fÄugg-
v¶enye. Ha a piaci r¶eszesed¶es 1 |a v¶allalat monopolhelyzet}u| a v¶allalati
keresleti gÄorbe egyben a piaci keresleti gÄorbe [. . .]. Ha a v¶allalat csak egy
igen kis r¶esze egy nagy piacnak, akkor piaci r¶eszesed¶ese gyakorlatilag nulla,
a v¶allalati keresleti gÄorbe pedig gyakorlatilag v¶egtelen rugalmass¶ag¶u" (i.m.
540. o., B.J. kiemel¶ese).

A zavar ez¶uttal is azzal kapcsolatos, hogy ha egy homog¶en javakat forgal-
maz¶o ipar¶ag (Cournot-oligop¶olium) ¶all a vizsg¶alat f¶okusz¶aban, akkor mi¶ert
csak nagysz¶am¶u v¶allalat eset¶en lesz a szerepl}ok keresleti fÄuggv¶enye v¶³zszintes?
Egy¶altal¶an pedig milyen t¶³pus¶u keresleti gÄorb¶er}ol van sz¶o? A formul¶aban l¶at-
hat¶o |¶es az ¶ar v¶altoztat¶as¶at felt¶etelez}o| ¶arrugalmass¶ag alapj¶an egy aszim-
metria-t¶³pus¶u gÄorb¶ere gondolhatn¶ank. Ha viszont ¯gyelembe vesszÄuk, hogy
a Cournot-modellben az aktorok kiz¶ar¶olag k¶³n¶alat-orient¶alt dÄont¶eseket hoz-
nak, akkor ezzel a magatart¶assal disszon¶ans, ha a kereslet ¶ar-elaszticit¶as¶ar¶ol
besz¶elÄunk. Egy hasonlattal ¶elve: szaknyelvÄunk szeg¶enys¶ege ezen a t¶eren olyan
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jelleg}u probl¶em¶akat vet fel, mint amikor egy kiv¶al¶oan elk¶esz¶³tett, ¶³nycsikland¶o
¶etek elfogyaszt¶asa ut¶an a ,,nem visszatasz¶³t¶o", ,,egy¶altal¶an nem bÄudÄos", ,,ko-
r¶antsem gusztustalan", ,,messzemen}okig nem ¶³ztelen" stb. kifejez¶esekkel di-
cs¶ern¶enk a h¶aziasszonyt. Meggy}oz}od¶esÄunk: ha az egyes formul¶ak megfelel}o
hely¶ere mennyis¶egi alkalmazkod¶o viselked¶es eset¶en nem az ¶arrugalmass¶agot,
hanem az ¶ar°exibilit¶ast iktatn¶ank be, elkerÄulhet}ok lenn¶enek az ilyen |fogalmi
terÄuleten jelentkez}o| ellentmond¶asok. Tal¶an hasonl¶ok¶eppen el}onyÄos lenne,
ha a k¶³n¶alat ! ¶ar szeml¶elet}u gÄorb¶eket is m¶as n¶even |,,keresleti fÄuggv¶eny"
helyett p¶eld¶aul ,,a keresleti ¶ar fÄuggv¶enyek¶ent"| emlegetn¶enk.

A Varian¶ehez hasonl¶o bosszant¶o cs¶usztat¶asokat, kÄovetkezetlens¶egeket tar-
talmaz a price taker/price maker fogalmak magyar¶azata sor¶an a Carlton{
Perlo® szerz}op¶aros |egy¶ebk¶ent rendk¶³vÄul magas szakmai sz¶³nvonalat k¶epvi-
sel}o| [2003] kÄonyve. Szok¶as szerint ez¶uttal is egy id¶ezettel kezdjÄuk:

,,A versenyz}o v¶allalatokat gyakran ¶arelfogad¶onak h¶³vjuk. Ezek a v¶alla-
latok ¶ugy v¶elik, nem k¶epesek a piaci ¶ar befoly¶asol¶as¶ara, ¶es adotts¶agk¶ent kell
elfogadniuk azt. [. . .]

¶Arelfogad¶o a v¶allalat, amennyiben v¶³zszintes keresleti gÄorb¶evel szembesÄul,
mivel egy v¶³zszintes keresleti gÄorbe keresleti ¶arrugalmass¶aga v¶egtelen. Ha egy
v¶egtelenÄul rugalmas kereslettel szembesÄul}o v¶allalat ak¶ar kicsit is megemeli az
¶arat, minden ¶ert¶ekes¶³t¶est}ol elesik. Ezzel ekvivalens m¶odon, a v¶allalat nem
k¶epes ¶arat emelni az¶altal, hogy csÄokkenti a termelt mennyis¶eget. Ezzel szem-
ben az olyan v¶allalat, amelyik negat¶³v lejt¶es}u keresleti gÄorb¶evel szembesÄul,
nÄovelheti az ¶arat azzal, hogy csÄokkenti kibocs¶at¶as¶at.

Ha egy piacon a v¶allalatok sz¶ama nagy, b¶armely adott v¶allalat egyedi
keresleti gÄorb¶eje csaknem v¶³zszintes (a kereslet rugalmass¶aga v¶egtelen), noha
a piaci keresleti gÄorbe negat¶³v meredeks¶eg}u (a rugalmass¶ag viszonylag kicsi).
[. . .]

Ennek az eredm¶enynek a bizony¶³t¶as¶ahoz meg kell hat¶aroznunk a v¶allalat
egyedi keresleti gÄorb¶ej¶et: a rezidu¶alis keresleti gÄorb¶et. Egy v¶allalat azoknak
az embereknek ¶ert¶ekes¶³t, akiknek a kereslet¶et nem el¶eg¶³ti ki a piacon l¶ev}o
tÄobbi v¶allalat. Pozit¶³v rezidu¶alis kereslet eset¶en a Dr(p) rezidu¶alis kereslet a
D(p) piaci keresleti gÄorbe ¶es a tÄobbi v¶allalat S0(p) k¶³n¶alat¶anak a kÄulÄonbs¶ege:

Dr(p) = D(p) ¡ S0(p) (71)

Ha S0(p) nagyobb, mint D(p), Dr(p) null¶aval egyenl}o.

A [. . . 15.b] ¶abra a piaci keresleti gÄorb¶et, ¶es egy kiv¶etel¶evel valamennyi
v¶allalat k¶³n¶alati gÄorb¶ej¶et mutatja. A [. . . 15.a] ¶abra az egyedi v¶allalat rezi-
du¶alis keresleti gÄorb¶ej¶et mutatja, ami adott ¶ar mellett a piaci kereslet ¶es a
tÄobbi v¶allalat k¶³n¶alata kÄozti kÄulÄonbs¶eg. [. . .]

6 doll¶arn¶al a tÄobbi v¶allalat k¶³n¶alata egyenl}o a kereslettel. [. . . Ez¶ert] 6
doll¶aros, ¶es minden azt meghalad¶o ¶aron az a) ¶abr¶an bemutatott v¶allalat nem
fog ¶ert¶ekes¶³teni.
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15. ¶abra. A rezidu¶alis keresleti gÄorbe levezet¶ese a.) Az egyedi v¶allalat term¶eke ir¶anti rezidu¶alis
kereslet; b.) A piaci kereslet ¶es a tÄobbi v¶allalat k¶³n¶alata. (Forr¶as: Carlton { Perlo® [2003] 98. o.)

Az egyes v¶allalat rezidu¶alis keresleti gÄorb¶eje a [. . . 15.a] ¶abr¶an sokkal la-
posabb, mint a piaci keresleti gÄorbe a [. . . 15.b] ¶abr¶an. Ennek megfelel}oen
az egyedi v¶allalat keresleti rugalmass¶aga j¶oval nagyobb, mint a piaci rugal-
mass¶ag. [. . .]

¶Altal¶anosabban, ha n azonos v¶allalat m}ukÄodik a piacon, akkor az i-edik
v¶allalat ir¶anti kereslet rugalmass¶aga

"i = "n ¡ ´0(n ¡ 1) ; (72)

ahol " a piaci kereslet rugalmass¶aga (egy negat¶³v sz¶am), ´0 a tÄobbi v¶allalat
k¶³n¶alat¶anak rugalmass¶aga (egy pozit¶³v sz¶am), (n ¡ 1) pedig a tÄobbi v¶allalat
sz¶ama.

Teh¶at adott piaci rugalmass¶ag mellett nÄovelve a piacon l¶ev}o v¶allalatok
n sz¶am¶at, az i-edik v¶allalat egyedi kereslet¶enek "i rugalmass¶aga abszol¶ut
¶ert¶ekben n}o (negat¶³vabb¶a v¶alik). Ehhez hasonl¶oan, min¶el nagyobb a tÄobbi
v¶allalat ´0 k¶³n¶alati rugalmass¶aga, vagy min¶el nagyobb a tÄobbi v¶allalat sz¶ama,
ann¶al nagyobb abszol¶ut ¶ert¶ek}u (ann¶al negat¶³vabb) az i-edik v¶allalat egyedi
kereslet¶enek rugalmass¶aga. [. . .]

[A fenti k¶eplet alkalmaz¶as¶aval kiderÄul, hogy ha p¶eld¶aul] a piaci kereslet
rugalmass¶aga |0,5 ¶es 1000 v¶allalat van a piacon, [akkor] "i = ¡500, vagyis
ha a v¶allalat egy tizedsz¶azal¶ekkal megnÄoveln¶e az ¶arat, az ¶altala ¶ert¶ekes¶³tett
mennyis¶eg 50 sz¶azal¶ekkal csÄokkenne [felt¶eve, hogy a tÄobbi v¶allalat k¶³n¶alata
tÄok¶eletesen rugalmatlan (´0 = 0)]" ([2003] 97-99. o., B.J. kiemel¶esei ¶es
kieg¶esz¶³t¶esei).

Carlton ¶es Perlo® modellj¶evel ismerkedve mintha az egyik legismertebb
Murphy ,,tÄorv¶eny" parafr¶azisa igazol¶odna: a szerz}ok szinte minden olyan
hib¶at elkÄovetnek, ami az ¶arelfogad¶o/¶armeghat¶aroz¶o fogalmak ¶ertelmez¶ese
sor¶an csak lehets¶eges. Ilyen p¶eld¶aul az a meg¶allap¶³t¶asuk, amely szerint ezek a
kifejez¶esek a v¶allalatok viselked¶es¶ere alkalmazhat¶ok, ez ut¶obbinak milyens¶ege
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viszont az aktorok v¶eleked¶es¶et}ol, anticip¶aci¶oit¶ol fÄugg. Ezt a felfog¶ast a fen-
tiekben m¶ar b¶³r¶altuk, ¶es ez¶uttal is megism¶eteljÄuk: a gazdas¶agi szerepl}ok piaci
kÄornyezetÄukhÄoz val¶o viszonyul¶asa els}osorban bizonyos k¶epess¶egek birtokl¶as¶at¶ol
fÄugg, ¶es csak m¶asodsorban hozhat¶o kapcsolatba az aktorok Äonmagukr¶ol ¶es
piaci t¶arsaikr¶ol alkotott k¶epzeteivel. (Hasonl¶ok¶eppen tÄort¶enik ez az ¶elet nem-
gazdas¶agi dimenzi¶oiban is: a realit¶ast¶ol elszakad¶o imagin¶aci¶ok b¶ar l¶eteznek,
de k¶orosnak tekinthet}ok | tal¶an el¶eg, ha a pszichi¶atri¶ak ,,Nap¶oleonjaira",
versus a magukba fordul¶o, Äonbizalomhi¶anyt¶ol szenved}o, lehet}os¶egeiket ki nem
haszn¶al¶o depresszi¶os emberekre gondolunk.)

A cit¶atum tov¶abbi r¶eszei a helyettes¶³t¶es szoross¶ag¶ar¶ol inform¶al¶o aszimmet-
ria ¶es az ¶arbefoly¶asol¶o k¶epess¶egre utal¶o marad¶ek-keresleti gÄorb¶ek tÄok¶eletesen
di®erenci¶alatlan kezel¶es¶er}ol, durva egybemos¶as¶ar¶ol (m¶eg pontosabban: kett¶e-
v¶alaszt¶asuk hi¶any¶ar¶ol) tan¶uskodnak. Nem igaz p¶eld¶aul, hogy a v¶egtelenÄul
¶arrugalmas kereslet lenne az ¶arelfogad¶o magatart¶as conditio sine qua non-ja,
ez ugyanis a piacon megjelen}o javak homogenit¶as¶at jelzi. Tov¶abb¶a: hab¶ar
a v¶egtelenÄul rugalmas kereslettel szembesÄul}o v¶allalat val¶oban elvesz¶³ti vev}oit
egy jelent¶ektelen ¶aremel¶es kÄovetkezt¶eben, ezzel azonban nem ekvivalens jelen-
s¶eg (pl. a homog¶en oligop¶oliumban), hogy ha csÄokkenti a termelt mennyis¶eget,
akkor ne lenne k¶epes emelni a term¶ek piaci ¶ar¶at.

A szerz}ok ezt kÄovet}oen levezetik a rezidu¶alis keresleti gÄorb¶et, amely k¶et
dologban kÄulÄonbÄozik az ¶altalunk de¯ni¶alt funkci¶ot¶ol. Egyr¶eszt megengedi,
hogy az ipar¶ag ,,tÄobbi" v¶allalat¶anak k¶³n¶alata ne konstans, hanem v¶altoz¶o
legyen, m¶asr¶eszt a marad¶ek-keresletet |helytelenÄul| az ¶ar fÄuggv¶eny¶eben
¶ertelmezi. Nem is csod¶alkozhatunk, hogy ezzel az interpret¶aci¶oval kapcsolat-
ban tÄobb probl¶ema is felmerÄul:

² Egyfajta prekogn¶³ci¶or¶ol tan¶uskodik az ¶arelfogad¶o szerepl}ok k¶³n¶alati fÄugg-
v¶eny¶enek beemel¶ese abba a rezidu¶alis keresletet meghat¶aroz¶o algorit-
musba, amely ¶eppen az aktorok ¶arbefoly¶asol¶o k¶epess¶eg¶enek felm¶er¶es¶ere
szolg¶alna.

² Nem derÄul ki egy¶ertelm}uen, hogy a modellben szimult¶an ¶es szimmet-
rikus-e az ¶ar v¶altoz(tat)¶asa az ipar¶ag v¶allalatai vonatkoz¶as¶aban? A
rezidu¶alis keresleti gÄorbe sz¶armaztat¶asa arra utal, hogy minden szerepl}o
egys¶eges ¶arat alkalmaz, az id¶ezett szÄoveg utols¶o mondatai viszont azt
sejtetik, mintha az ¶ar m¶odos¶³t¶asa egy¶eni kezdem¶enyez¶es lenne.

² Ha az ¶arv¶altoztat¶as egy¶eni akci¶o, neh¶ez lenne megindokolni, hogy az
ipar¶ag felt¶etelezhet}o homogenit¶asa mellett mi¶ert nem v¶egtelen, hanem
a (72)-nek megfelel}o v¶eges ¶ert¶ek az ¶arrugalmass¶ag szintje.

² Ha viszont m¶egis mindenki azonos ¶aron ¶ert¶ekes¶³t, mi¶ert relev¶ans az a
felt¶etelez¶es, hogy 6 doll¶aros ¶arn¶al a sz¶oban forg¶o c¶eg elvesz¶³ti vev}oit?
Sokkal val¶osz¶³n}ubb, hogy az illet}o egys¶eg¶arn¶al fell¶ep}o t¶ulk¶³n¶alat sz¶etterÄul
a piacon, ¶es nem egyetlen v¶allalatot ¶erint. Egy¶altal¶an: komolyan lehet-
e gondolni, hogy az ipar¶ag (n ¡ 1) szerepl}oj¶enek k¶³n¶alati sz¶and¶eka biz-
tosan realiz¶al¶odik, egy pedig |amelyr}ol semmi okunk felt¶etelezni, hogy
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al¶arendelt poz¶³ci¶oban lenne| csup¶an a marad¶ek, nem kiz¶art, hogy z¶erus
nagys¶ag¶u keresletre tarthat ig¶enyt?

² A Carlton ¶es Perlo® ¶altal de¯ni¶alt marad¶ek-keresleti gÄorbe alakja |
¶eppen a most megk¶erd}ojelezett furcsa tulajdons¶aga miatt| tÄok¶eletesen
fÄuggetlen a vizsg¶alt v¶allalat t¶enyleges m¶eret¶et}ol, vagyis ¶eppen arra alkal-
matlan, amire hivatott lenne: a price taker/price maker poz¶³ci¶o jelz¶es¶e-
re. A szerz}ok e fogyat¶ekoss¶agot a szerepl}ok azonos m¶eret¶enek felt¶etele-
z¶es¶evel igyekeznek korrig¶alni a (72) k¶eplet megalkot¶asa sor¶an: az ipar-
¶agat alkot¶o c¶egek sz¶amoss¶aga (mint a v¶allalati nagys¶ag reciproka) ily
m¶odon a rezidu¶alis kereslet ¶arrugalmass¶ag¶at befoly¶asol¶o t¶enyez}o lehet.

² Ha azonban el is tekintÄunk a most jelzett probl¶em¶at¶ol, tov¶abbi ellent-
mond¶ast szÄul, hogy |legal¶abbis a szerz}ok fogalmaz¶asm¶odja szerint|
a rezidu¶alis kereslet automatikusan megegyezik a sz¶oban forg¶o v¶allalat
¶ert¶ekes¶³t¶esi szintj¶evel. Ekkor ugyanis egy v¶³zszinteshez kÄozeli (teh¶at
elvileg ¶arelfogad¶o poz¶³ci¶ot jelz}o, v¶egtelen ¶arrugalmass¶ag¶u) gÄorbe szerint
a c¶eg igen nagy hat¶arok kÄozÄott lenne k¶epes k¶³n¶alat¶at v¶altoztatni, ami
viszont paradox m¶odon ¶eppen az aktor ¶armeghat¶aroz¶o jelleg¶et val¶osz¶³-
n}us¶³ten¶e.

FigyeljÄuk meg: a fentiekben felsorolt |a modell relevanci¶aj¶at kikezd}o|
probl¶em¶ak egy csap¶asra elt}unnek, ha a marad¶ek-keresleti gÄorb¶et az ¶altalunk
javasolt k¶³n¶alat ! ¶ar szeml¶eletben ¶ertelmezzÄuk, ¶es a kereslet ¶arrugalmass¶aga
helyett az ¶ar k¶³n¶alati °exibilit¶as¶aval jellemezzÄuk. Bel¶athat¶o az is, hogy ha
a vizsg¶alt c¶eg outputj¶anak v¶altoztat¶asakor ¶atmenetileg adottnak tekintjÄuk a
,,tÄobbi" v¶allalat k¶³n¶alat¶at (vagyis ha ´0 z¶erus), tov¶abb¶a megengedjÄuk, hogy
1=n a v¶allalat(ok) piaci r¶eszesed¶es¶enek (s) feleljen meg, akkor a (72) formula
reciproka a v¶allalati ¶ar°exibilit¶asra ¶altalunk adott (29) ÄosszefÄugg¶essel lesz
ekvivalens.

A Varian { Carlton-Perlo® modellek t¶argyal¶asa ut¶an v¶egezetÄul egy n¶emi-
leg ritk¶abban el}ofordul¶o, mindazon¶altal a szak¶³r¶ok kÄor¶eben meglehet}os ,,n¶ep-
szer}us¶egnek" Äorvend}o pongyolas¶agot mutatunk be Samuelson sorait cit¶alva.
MegjegyezzÄuk azonban, hogy az elm¶eleti kÄozgazdas¶agtan nem csak alap,
hanem halad¶o szint}u kÄonyvei is el}oszeretettel alkalmazz¶ak az ¶arelfogad¶o ver-
sus ¶armeghat¶aroz¶o magatart¶as l¶enyeg¶enek ¶erz¶ekeltet¶es¶ere a most ismertet¶esre
kerÄul}o megkÄozel¶³t¶est (pl. Henderson{Quandt [1971] 107. o., Schumann [1998]
169. o.):

,,Mivel egy kompetit¶³v ¶agazatban olyan v¶allalatok vannak, amelyek kicsik
a piachoz m¶erten, ez¶ert a reprezentat¶³v c¶eg keresleti gÄorb¶eje az ¶agazati keres-
leti gÄorbe elhanyagolhat¶oan kis r¶esze csak. Az egyes c¶egre olyan kis r¶esz jut
az ¶agazati keresleti gÄorb¶eb}ol, hogy ez a kicsiny szakasz a c¶eg szem¶eben teljesen
v¶³zszintesnek vagy m¶ask¶ent v¶egtelenÄul rugalmasnak t}unik. A [. . . 16.] ¶abra
azt szeml¶elteti, hogy egyetlen versenyz}o eset¶eben a kereslet rugalmass¶aga
m¶erhetetlenÄul nagyobb, mint a teljes piaci kereslet¶e" (Samuelson { Nordhaus
[2003] 134. o., B.J. kiemel¶esei ¶es kieg¶esz¶³t¶ese). Az ¶armeghat¶aroz¶o poz¶³ci¶o
pedig |st¶³lszer}uen eg¶esz¶³tve ki Samuelson gondolatmenet¶et| nyilv¶an arra
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vezethet}o vissza, hogy a piacot ,,beter¶³t}o", komoly v¶as¶arl¶oer}ot lekÄot}o c¶egek
az aggreg¶alt keresleti gÄorbe sz¶eles tartom¶any¶at bej¶arva m¶ar ¶erz¶ekelni tudj¶ak
mennyis¶egi dÄont¶eseik ¶arvonzatait.

16. ¶abra. A keresleti gÄorbe v¶³zszintesnek t}unik a tÄok¶eletes versenyz}o sz¶am¶ara. Az ¶agazati
keresleti gÄorbe a bal oldalon tal¶alhat¶o, s rugalmatlan keresletet mutat kompetit¶³v egyens¶uly
eset¶en (A pont). A jobb oldalon l¶ev}o tÄok¶eletesen versenyz}o azonban a piacnak csak olyan kis
r¶esz¶et l¶atja el, hogy a kereslet sz¶am¶ara teljesen v¶³zszintesnek t}unik (vagyis teljesen rugalmas-
nak). A tÄok¶eletes versenyz}o annyit adhat el a piaci ¶aron, amennyit akar. (Forr¶as: Samuelson {

Nordhaus [2003] 134. o.)

Az egy¶ebk¶ent rendk¶³vÄul didaktikus fejteget¶es k¶et vitathat¶o elemet is tar-
talmaz, melyek egyik¶et: a k¶³n¶alat ! ¶ar szeml¶elet}u gÄorbe ¶arrugalmass¶aggal
val¶o jellemz¶es¶et |Varian ¶es tov¶abbi szerz}ok m}uveire utalva| ¶eppen a fenti-
ekben b¶³r¶altuk. A kifejez¶esm¶od szabatoss¶aga azonban egy m¶asik szempontb¶ol
is megk¶erd}ojelezhet}o, nevezetesen: f¶elre¶ert¶esre ad okot a keresleti gÄorbe szub-
jekt¶³v, v¶allalati perspekt¶³v¶ab¶ol szeml¶elt meredeks¶eg¶enek magyar¶azata.

A gondolatmenet eg¶eszen addig kÄonnyen kÄovethet}o, ameddig azt kell be-
l¶atnunk, hogy a keresleti ¶arban csup¶an eleny¶esz}o v¶altoz¶ast k¶epes gener¶alni
egy jelent¶ektelen v¶allalat hasonl¶oan in¯nitezim¶alis k¶³n¶alati tartom¶any¶aban
val¶o kÄozleked¶es. Nehezen ¶erthet}o azonban, hogy a keresleti gÄorb¶eb}ol kira-
gadott r¶eszecske hossz¶us¶aga vagy rÄovids¶ege mi¶ert befoly¶asoln¶a ¶erdemben an-
nak meredeks¶eg¶et: mi¶ert kellene (a tiszta versenyz}ok ¶altal bej¶arhat¶o) v¶egte-
lenÄul kicsi, pontszer}u szakaszoknak v¶³zszintes poz¶³ci¶ot felvenniÄuk, elt¶er}oen az
(oligo- vagy monopolist¶ak diszpoz¶³ci¶oja al¶a tartoz¶o) hosszabb gÄorbe¶³vek szem-
bet}un}o negat¶³v hajl¶as¶at¶ol. Ez ugyanis azt jelenten¶e, hogy egy bizonyos gÄorbe
tetsz}oleges pontjaiban a di®erenci¶alh¶anyadosok szÄuks¶egszer}uen z¶erushoz tar-
tan¶anak, m¶³g a di®erenciah¶anyadosok szigni¯k¶ansan elt¶ern¶enek ett}ol.

A paradoxon felold¶asa azon a momentumon alapul, hogy az ¶arelfogad¶o/¶ar-
meghat¶aroz¶o poz¶³ci¶ok jellemz¶es¶ehez, a priori nem a keresleti gÄorbe mere-
deks¶ege, hanem val¶oj¶aban elaszticit¶asa szolg¶al t¶ampontk¶ent. Ennek ¶ert¶ek¶et
azonban |a fÄuggv¶eny meredeks¶eg¶en t¶ul| bizonyos l¶ept¶ek-e®ektus is befoly¶a-
solja, hiszen a rugalmass¶ag nem egyszer}uen a v¶altoz¶okban bekÄovetkez}o elmoz-
dul¶asok, hanem az elmozdul¶asok nagys¶agrendjeinek rel¶aci¶oja. Egy meghat¶a-
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rozott m¶ert¶ek}u k¶³n¶alatv¶altoz¶as teh¶at lehet relat¶³ve kicsi (ha egy ,,gigantikus"
tÄomeghez viszony¶³tjuk), ¶es lehet nagy (egy szer¶eny mennyis¶eghez k¶epest).
Hab¶ar Samuelson ¶es az ugyanilyen m¶odszertani fog¶ast alkalmaz¶o szerz}ok
utalnak arra, hogy az aggreg¶alt keresleti gÄorbe egy ,,kicsi c¶eg szem¶eben"
l¶atszik v¶³zszintesnek, ez a trÄukk |legal¶abbis v¶elem¶enyÄunk szerint| a logikai
szigor¶us¶ag rov¶as¶ara megy. Szolg¶alja ugyan a meredeks¶eg ¶es elaszticit¶as kÄozti
|jelent¶estartalmukban mutatkoz¶o| r¶es ¶athidal¶as¶at, de sajn¶alatos m¶odon
legal¶abb ennyire ,,hat¶ekony" a k¶et kateg¶oria Äosszemos¶as¶aban is.

9 ÄOsszegz¶es

Tanulm¶anyunkban m¶asodik r¶esz¶eben r¶avil¶ag¶³tottunk, hogy a kereslet saj¶at-
(aszimmetria) ¶arrugalmass¶ag¶ara ¶es a v¶allalati ¶ar°exibilit¶asra adott k¶epletek
megt¶eveszt}o m¶odon egym¶as inverzei. ¶Ert¶ekeik azonban (a tiszta monop¶olium
eset¶et kiv¶eve) m¶egsem ¶allnak reciprok viszonyban, hiszen nem ugyanazon
keresleti gÄorbe viselked¶es¶et tesztelik. Ez az inkongruencia arra utal, hogy
az ¶ar- versus k¶³n¶alatorient¶alti dÄont¶esek eredm¶enyeinek ekvivalenci¶aja csak
kiv¶etelesen, tiszta monopolhelyzetben val¶osul meg.

A m¶ert¶ekad¶o szakforr¶asokban is tetten ¶erhet}o pongyolas¶agok, cs¶usztat¶asok
elkerÄul¶ese v¶egett javasoltuk a fentiek alapj¶an, hogy a kifejezetten mennyis¶eg
! ¶ar szeml¶eletben ¶ertelmezhet}o fÄuggv¶enyeket ,,(marad¶ek) keresleti gÄorbe"
helyett ,,a keresleti ¶ar gÄorb¶ej¶enek" nevezzÄuk, poz¶³ci¶ojukat pedig a t¶eves asszo-
ci¶aci¶okat kelt}o kereslet ¶arrugalmass¶aga helyett az ¶ar k¶³n¶alati °exibilit¶as¶aval
jellemezzÄuk.

Eredm¶enyeinket igyekeztÄunk ¶altal¶anos form¶aban is megfogalmazni. En-
nek ¶erdek¶eben olyan, az ¶arrugalmass¶agok versus ¶ar°exibilit¶asok azonoss¶a-
gainak rendszer¶en nyugv¶o modellt hoztunk l¶etre, amely a sokszerepl}os ver-
sus monopolista, m¶as szempontb¶ol a homog¶en versus di®erenci¶alt ipar¶ag
speci¯kumait is k¶epes befogadni, a v¶egleteket pedig hat¶aresetk¶ent kezelni.
Bizony¶³tottuk tÄobbek kÄozÄott, hogy ha az ipar¶agat di®erenci¶alt term¶ekeket
gy¶art¶o v¶allalatok alkotj¶ak, akkor valamely c¶eg parci¶alis k¶³n¶alatv¶altoztat¶asa
nem azonos, hanem tipikusan elt¶er}o %-ban ¶erinti saj¶at, illetve az ipar¶ag tÄobbi
(m¶asik) v¶allalata ¶altal ¶erv¶enyes¶³thet}o (keresleti) ¶arat. Emiatt k¶etf¶ele: saj¶at-,
valamint kereszt-¶ar°exibilit¶as (s}ot, ¶ertelmes m¶odon ezek ¶atlaga) hat¶arozhat¶o
meg. Levezet¶eseinkb}ol azonban kiderÄult, hogy egy v¶allalat ipar¶agi ¶arszintet
befoly¶asol¶o k¶epess¶ege v¶egs}o soron ekkor is a piaci r¶eszesed¶es¶evel ar¶anyosan,
az aggreg¶alt kereslet ¶arrugalmass¶ag¶aval pedig ford¶³tottan ar¶anyosan alakul.
A homog¶en esettel Äosszevetve a kÄulÄonbs¶eg ,,mindÄossze" annyi, hogy e t¶etel a
saj¶at ¶es a m¶asik (tÄobbi) term¶ek ¶ar¶ara gyakorolt hat¶as ¶atlagak¶ent ¶erv¶enyesÄul
a

'ind
x = ŝx'x

x + ŝy'y
x = ŝx©§S (54)

formul¶anak megfelel}oen. Az ¶arrugalmass¶agok ¶es ¶ar°exibilit¶asok logikai rend-
szere kÄozÄott m¶ely anal¶ogi¶as kapcsolatot mutattunk ki, amely a modell k¶et
aspektus¶at k¶epvisel}o oldalak kÄozÄotti dualit¶as velej¶ar¶oja. Ennek tal¶an leg-
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fontosabb megnyilv¶anul¶as¶at az (54) ¶es vele anal¶og

"x
ind = ŝx"x

x + ŝy"x
y = ŝx"§D (66)

ÄosszefÄugg¶esek kÄolcsÄonÄos megfelel¶es¶eben fedezhettÄuk fel. Felt¶artuk azonban
azt is, hogy a ,,tÄukÄor"s¶em¶ak | a helyettes¶³t¶es rugalmass¶ag¶anak kÄozvet¶³t¶es¶evel
| az

"x
x ¡ "x

y

1 + "x
y=100

= ¾ =
1 + 'y

x=100

'x
x ¡ 'y

x
(68)

formula r¶ev¶en kÄozÄos rendszerben egyes¶³thet}ok, amelynek r¶ev¶en meggy}oz}odhe-
tÄunk arr¶ol, hogy a saj¶at- ¶es kereszt-¶arrugalmass¶agok, versus saj¶at- ¶es kereszt-
¶ar°exibilit¶asok viszonya vica versa meghat¶arozott: "x

x ¶es "x
y rel¶aci¶oj¶ab¶ol kÄo-

vetkeztetni lehet 'x
x ¶es 'y

x rel¶aci¶oj¶ara | ¶es viszont.
Tanulm¶anyunk v¶eg¶en tiszt¶aban vagyunk vele, hogy diszcipl¶³n¶ank nyelve-

zete tÄok¶eletlens¶egei ellen¶ere is k¶epes |Bohr ,,mosogat¶oviz¶ehez" hasonl¶oan|
viszonylagos sikerrel ell¶atni feladat¶at. Mindazon¶altal rem¶enykedÄunk, hogy
kutat¶omunk¶ank nem volt teljesen haszontalan: ÄorÄomÄunkre szolg¶alna, ha ered-
m¶enyeinkkel valamennyire is hozz¶aj¶arulhatn¶ank a szakmai disput¶at zavar¶o
f¶elre¶ert¶esek lekÄuzd¶es¶ehez.
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A CONTRIBUTION TO THE CLARIFICATION OF ,,PRICE TAKER" AND

,,PRICE MAKER" TERMS (II)

The ¯rst part of our paper proposes a practical method for the interpretation and
quanti¯cation of the price taker/price maker feature of the actors on the economy's
supply side within the framework of a homogenous industry. Throughout the anal-
ysis, we placed a special emphasis on the relevation of demand side rules, which
provides us a logic context. The second part of the paper generalizes the results
with the help of a model that considers extremities as marginal cases and includes
the speci¯c features of both the competitive and monopolistic and, from another
point of view, the homogenous and di®erentiated industries. During this practice,
we try to ¯nd the reason behind the fact that the outcomes of the decisions con-
cerning the prices versus the quantities are not equivalent. In addition, we show
what kind of logic misinterpretations were made by the prominent papers of this
area when illustrating the price taker or price maker behaviour of companies.
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A VILLAMOSENERGIA-SZOLG¶ALTAT¶ASSAL VAL¶O
EL¶EGEDETTS¶EG M¶ER¶ESEKOR ALKALMAZHAT¶O

KVANTITAT¶IV M¶ODSZEREK ¶ES MODELLEK 1

PINT¶ER J¶OZSEF { REKETTYE G¶ABOR

PTE KTK

1 Bevezet¶es

A szolg¶altat¶asmin}os¶eg ¶es a fogyaszt¶oi el¶egedetts¶eg m¶er¶ese ¶el¶enk ¶erdekl}od¶esre
tart sz¶amot az elm¶ult h¶usz ¶evben, ¶es igen fontos szerepet tÄolt be ma m¶ar a
hazai gyakorlatban is. A marketingkutat¶ok tÄobbs¶ege szerint a szervezetek
hossz¶u t¶av¶u sikere els}osorban azon m¶ulik, hogy k¶epesek-e megtartani ¶es
nÄovelni egy nagy ¶es el¶egedett v¶as¶arl¶oi b¶azist. Az el¶egedetts¶eg kulcs¶at a kiv¶al¶o
min}os¶eg biztos¶³t¶as¶aban l¶atj¶ak, abb¶ol kiindulva, hogy a jobb szolg¶altat¶as-
min}os¶eg nÄovekv}o el¶egedetts¶eghez, az el¶egedetts¶eg pedig magasabb fogyaszt¶oi
h}us¶eghez vezet. A szolg¶altat¶asmin}os¶eg fogalm¶at, mint a versenyel}ony egyik
eszkÄoz¶et mind az elm¶eletben, mind a gyakorlatban elfogadt¶ak, a szolg¶alta-
t¶asmin}os¶eg kutat¶asa pedig a marketingtudom¶any egyik Äon¶all¶o ¶ag¶av¶a v¶alt. A
szolg¶altat¶asok min}os¶eg¶et ¶es az ebb}ol kÄovetkez}o marketingfeladatokat ¶erint}o
nemzetkÄozi szakirodalom kiv¶al¶o Äosszefoglal¶oj¶at adj¶ak Brown valamint Fisk
¶es t¶arsai (Brown et al. 1991; Fisk et al. 1993).

A szolg¶altat¶asmin}os¶eg ¶es az el¶egedetts¶egi vizsg¶alatoknak rendk¶³vÄul sz¶eles
a nemzetkÄozi szakirodalma. ¶Alljon itt csup¶an n¶eh¶any szerz}o m}uve; p¶eld¶aul
(Parasuraman et al. 1988, 1993; Cronin and Taylor, 1992, 1994; Fornell, 1992,
1996; Zeithaml et al. 1996; Anderson and Sullivan, 1993, Anderson et al.,
1994; GrÄonholdt et al., 2000). Meglehet}osen kev¶es szakirodalom foglalkozik
azonban e vizsg¶alatoknak a kÄozszolg¶altat¶asokra val¶o adapt¶al¶as¶aval. Jelen
tanulm¶any ezzel a terÄulettel k¶³v¶an foglalkozni, azzal a c¶ellal, hogy l¶etrehozza
¶es bemutassa az el¶egedetts¶eg-vizsg¶alatoknak egy, e terÄuletre alkalmazhat¶o
statisztikai modellj¶et.

A fogyaszt¶oi el¶egedetts¶eget m¶er}o kÄulÄonbÄoz}o t¶enyez}ok, v¶altoz¶ok ¶es az el¶ege-
detts¶eget kifejez}o Äosszetett m¶er}osz¶amok, mint fÄuggetlen v¶altoz¶o kÄozÄotti Äossze-
fÄugg¶esek sokf¶ele munkahipot¶ezis ellen}orz¶es¶et teszik lehet}ov¶e, ami gyakorta
ig¶enyli kvantitat¶³v modellek fel¶ep¶³t¶es¶et, anal¶³zis¶et is. Meg kell eml¶³tenÄunk,
hogy a nemzetkÄozi szakirodalomban, a t¶ema kapcs¶an gyakran tal¶alkozunk
statisztikai m¶odszerekre ¶epÄul}o elemz¶eseket bemutat¶o kÄozl¶esekkel (Oliver 1980;

1A tanulm¶any opponensi v¶elem¶enyeket is ¯gyelembe vev}o ¶atdolgoz¶asa m¶eg nem k¶eszÄult
el teljes m¶ert¶ekben, amikor Pint¶er J¶ozsef tragikus hal¶ala bekÄovetkezett. A Szigma az
elhunyt szerz}o eml¶eke el}ott k¶³v¶an tisztelegni azzal, hogy a nem v¶egleges dolgozatot jelen
form¶aj¶aban kÄozli. A szerz}ok kÄoszÄonetet mondanak az OTKA T037855. sz¶am¶u t¶amogat¶a-
s¶anak. Be¶erkezett: 2007. janu¶ar 15. E-mail: rekettye@ktk.pte.hu.
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GrÄonroos, 1984, Bloemer and Kasper, 1995, Wirtz and Bateson, 1999, Chi
Cui at al., 2003).

Jelen tanulm¶any a magyar villamosenergia-szolg¶altat¶assal val¶o fogyaszt¶oi
el¶egedetts¶eg vizsg¶alat¶anak tapasztalataib¶ol mer¶³tett. TerÄuletileg behat¶arolt
szolg¶altat¶o c¶egek lakoss¶agi fogyaszt¶oinak adatai seg¶³ts¶eg¶evel elemzi a f}obb
meghat¶aroz¶o t¶enyez}oket, keresv¶en itt a legfontosabb fogyaszt¶oi motiv¶aci¶okat,
faktorokat, ¶es k¶³s¶erletet tesz egy olyan modell kialak¶³t¶as¶ara, amely szimul¶aci¶os
vizsg¶alatokat, el}orejelz¶eseket tesz lehet}ov¶e.

A mondanival¶onk kifejt¶ese sor¶an nem szabad az energiaszolg¶altat¶as mai
gyakorlat¶anak saj¶atoss¶agait¶ol eltekinteni. Magyarorsz¶agon is megval¶osultak
m¶ar a liberaliz¶aci¶o els}o l¶ep¶esei, ¶es kÄorvonalaz¶odtak a tov¶abbl¶ep¶es m¶odozatai.

2 A fontoss¶ag ¶es el¶egedetts¶eg m¶er¶ese

A villamosenergia-szolg¶altat¶assal val¶o fogyaszt¶oi el¶egedetts¶eg m¶er¶es¶enek ma-
gyar gyakorlata m¶ar majdnem egy ¶evtizede egyÄuttesen vizsg¶alja a fogyaszt¶oi
elv¶ar¶asokat, fontoss¶agot, a fogyaszt¶oi el¶egedetts¶eggel. A k¶etf¶ele megkÄozel¶³t¶est
alapvet}oen a GAP indexek kisz¶am¶³that¶os¶aga indokolja (Rekettye and Tersz-
ty¶anszky, 1997; Rekettye et al. 1997). A ¶un. gap indexek, a nemzetkÄozi szak-
irodalomban PI (performance { importance) n¶even ismert m¶odszer szerint, a
szolg¶altat¶as, illetve annak egyes Äosszetev}oj¶enek a fogyaszt¶ok ¶altal ¶eszlelt fon-
toss¶ag¶at vetik egybe a szolg¶altat¶asi teljes¶³tm¶ennyel val¶o fogyaszt¶oi el¶egedett-
s¶eggel.

Az el¶egedetts¶egi vizsg¶alatokat v¶eletlen jelleg}u, kombin¶alt mintav¶etel ala-
pozta meg a hat ¶aramszolg¶altat¶o t¶arsas¶ag terÄulet¶en. A minta reprezen-
tativit¶as¶at ¶es az eredm¶enyek megb¶³zhat¶os¶ag¶at a Magyar Energia Hivatal
hat¶arozata ¶³rta el}o. A megk¶erdez¶es szem¶elyes volt ¶es a sok v¶altoz¶o (nagy
sz¶am¶u k¶erd¶esre adott v¶alasz) egyÄuttes hat¶asak¶ent alakultak ki az Äosszetett az
egyes ¶aramszolg¶altat¶okra vonatkoz¶o komplex m¶er}osz¶amok. A vizsg¶alat kÄulÄon
foglalkozott a h¶aztart¶asi ¶es nem h¶aztart¶asi (Äuzleti, int¶ezm¶enyi) fogyaszt¶ok
el¶egedetts¶eg¶enek vizsg¶alat¶aval. Jelen tanulm¶anyban csak a h¶aztart¶asi fo-
gyaszt¶okra vonatkoz¶o vizsg¶alattal foglalkozunk.

A k¶erd¶esekre a meg¯gyelt h¶aztart¶asok 5 pontos ¶un. Likert-sk¶ala seg¶³ts¶eg¶e-
vel v¶alaszoltak. A hivatkozott hat¶arozat el}o¶³rta, hogy az eredm¶enyeket a vizs-
g¶alat sor¶an konvert¶alj¶ak, ¶es az el¶egedetts¶egi ¶es fontoss¶agi indexek 0-100 sk¶ala
alapj¶an kerÄuljenek meghat¶aroz¶asra. Mindez jelzi egy¶uttal azt is, hogy a m¶ert
egyedi v¶altoz¶ok kategorikus jellege, az aggreg¶al¶as sor¶an, v¶egÄul egy-egy kv¶azi
folytonosnak tekinthet}o v¶altoz¶ov¶a transzform¶al¶odik. Az eredeti v¶altoz¶ok a
transzform¶aci¶o kÄovetkezt¶eben term¶eszetesen nem lesznek folytonosak, ¶³gy
r¶ajuk vonatkoz¶oan a szok¶asos (pl. normalit¶asi) kÄovetelm¶enyek tov¶abbra sem
¶erv¶enyesek. Ugyanakkor a transzform¶aci¶o egy¶ertelm}uen jav¶³tja az eredm¶enyek
interpret¶alhat¶os¶ag¶at, illetve |az ism¶ervv¶altozatok terjedelm¶enek nÄovel¶es¶e-
vel| az egyes meg¶³t¶el¶esbeli kÄulÄonbs¶egek plauzibilisebb¶e v¶alnak.

Az Äosszetett mutat¶okat a t¶enyleges v¶alaszad¶ok ¯gyelembe v¶etel¶evel, s¶ulyo-
zott m¶odszerrel hat¶arozz¶ak meg. Hab¶ar az egyes k¶erd¶esek (v¶altoz¶ok, indik¶a-
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torok) elt¶er}oek a fontoss¶ag ¶es az el¶egedetts¶eg fÄuggv¶eny¶eben, az aggreg¶altabb
mutat¶ok f}obb szerkezetÄukben azonosak, ¶³gy Äosszehasonl¶³that¶oak.

A villamosenergia-szolg¶altat¶as liberaliz¶aci¶oja sor¶an a magyar gyakorlat-
ban is a villamos energia kor¶abban egys¶eges ,,csomagj¶at" sz¶et kellett bontani
a h¶al¶ozatot m}ukÄodtet}o egys¶egre (eloszt¶o h¶al¶ozati enged¶elyes) ¶es a szolg¶altat¶ast
ny¶ujt¶o egys¶egre (kÄozÄuzemi szolg¶altat¶o enged¶elyes). Ez a k¶et r¶eszleg ma m¶eg
a szolg¶altat¶o c¶egekn¶el egy t¶arsas¶ag keretei kÄozÄott m}ukÄodik, de m¶ar ¶³gy is
lehet}os¶eget ad arra, hogy a verseny teljes kialakul¶asa sor¶an ugyanazon a h¶a-
l¶ozaton kÄulÄonbÄoz}o szolg¶altat¶okt¶ol is v¶as¶arolhat¶o legyen a villamos energia. Az
el¶egedetts¶egi felm¶er¶est ez¶ert mindk¶et szervezetre (eloszt¶o h¶al¶ozati enged¶elyes
¶es kÄozÄuzemi szolg¶altat¶o enged¶elyes) elkÄulÄonÄulten v¶egezt¶ek el, egyszer}u ¶atla-
gol¶as seg¶³ts¶eg¶evel azonban m¶od ny¶³lott az Äosszevon¶asra, azaz a c¶eg egyÄuttes
fontoss¶agi illetve el¶egedetts¶egi m¶er¶es¶ere is. Itt kell megeml¶³teni, hogy hab¶ar a
dolgozat csak a h¶aztart¶asi fogyaszt¶ok el¶egedetts¶egi probl¶em¶aival foglalkozik,
meg¶allap¶³t¶asai ¶altal¶anos¶³that¶ok ¶es vonatkoznak az ugyancsak ¶evi rendszeres-
s¶eggel meg¯gyelt nem h¶aztart¶asi fogyaszt¶oi kÄorre is.

3 Az empirikus kutat¶as m¶odszertana

A v¶altoz¶ok, indik¶atorok jelent}os sz¶ama ¶es a megfelel}o mintanagys¶ag alap-
vet}oen a tÄobbv¶altoz¶os statisztikai m¶odszerek felhaszn¶al¶as¶at indokolja. Jelen
tanulm¶anyban le¶³rt vizsg¶alatainkat az egyik magyar ¶aramszolg¶altat¶o t¶arsas¶ag
adataira alapoztuk. Ennek a szolg¶altat¶o c¶egnek a m}ukÄod¶esi terÄulete a f}ov¶aros
¶es kÄorny¶eke.

Adatb¶azis

A h¶aztart¶asi fogyaszt¶oi kÄor fontoss¶agi meg¶³t¶el¶es¶et 30 darab, m¶³g az el¶ege-
detts¶eget 40 darab elemi v¶altoz¶o, Likert-sk¶al¶an m¶ert indik¶ator seg¶³ts¶eg¶evel
m¶ertÄuk, 2010 elem}u reprezentat¶³v v¶eletlen minta alapj¶an. Term¶eszetesen az
egyes indik¶atorok meg¯gyelt ¶ert¶ekei a minta elemsz¶am¶an¶al kisebbek voltak,
ami alapvet}oen az adatok meg nem felel¶es¶enek (missing) tudhat¶o be.

Az egyes indik¶atorok jelent¶es¶et ¶altal¶aban tÄomÄoren ki¶³rjuk, ¶es csak az ¶alta-
l¶anos modellek, meg¶allap¶³t¶asok eset¶en helyettes¶³tjÄuk }oket kÄulÄonbÄoz}o bet}ukkel.

A tov¶abbiakban a szintetikus, Äosszetettebb mutat¶ok jelÄol¶es¶ere vezessÄuk
be az I (importance=fontoss¶ag) illetve S (satisfaction=el¶egedetts¶eg) jelÄol¶est.
¶Ertelemszer}uen S1 az eloszt¶o h¶al¶ozati enged¶elyes, m¶³g az S2 a kÄozÄuzemi
szolg¶altat¶o enged¶elyes szervezetek el¶egedetts¶eg¶et jelÄolik.

Amint m¶ar fent eml¶³tettÄuk, az elemi k¶erd¶eseket 5-Äos sk¶al¶an m¶ert¶ek, a szin-
tetikus mutat¶osz¶amok 100-as sk¶al¶an jelennek meg. A tov¶abbi ÄosszefÄugg¶esek
felt¶ar¶asa miatt v¶alaszad¶onk¶ent is kisz¶amoltuk a kÄulÄonbÄoz}o Äosszetett, szin-
tetikus mutat¶osz¶amokat.
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Faktoranal¶³zis

A v¶altoz¶ok, indik¶atorok nagy sz¶ama (30 illetve 40 v¶altoz¶o) mindenk¶epp szÄuk-
s¶egess¶e teszi az inform¶aci¶ok tÄomÄor¶³t¶es¶et. Ez¶altal ny¶³lik m¶od arra, hogy a leg-
fontosabb meghat¶aroz¶o elemeket kiragadjuk, hat¶asukat elemezzÄuk. A statisz-
tikai adatredukci¶os m¶odszerek kÄozÄul a f}okomponens anal¶³zist v¶alasztottuk. A
v¶alaszt¶ast indokolta a v¶altoz¶ok azonos m¶ert¶ekegys¶eg¶en t¶ul, az elj¶ar¶as viszony-
lag egyszer}u volta, valamint az a t¶eny, hogy seg¶³ts¶eg¶evel kÄonnyen ¶ertelmezhet}o
faktorokat nyerhetÄunk.

A f}okomponensnek ft (t = 1; . . . ; p) olyan line¶aris kombin¶aci¶ok, amelyek
az eredeti v¶altoz¶okat xj (j = 1; . . . ; p) helyettes¶³tik, m¶ask¶ent bel}olÄuk, az
eredeti v¶altoz¶okb¶ol k¶epezhet}ok egy megfelel}o s¶ulyrendszer (vjt) seg¶³ts¶eg¶evel.
Tudjuk, hogy a f}okomponensek p¶aronk¶ent korrel¶alatlanok, sz¶els}os¶eges eset-
ben sz¶amuk megegyezik az eredeti v¶altoz¶ok sz¶am¶aval, azonban a gyakorlat-
ban sokszor l¶enyegesen kevesebb sz¶am¶u f}okomponens is ki tudja fejezni az
adatb¶azisban rejl}o legf}obb inform¶aci¶okat. A fentiek ¶altal¶anos form¶aban:

ft = v1tx1 + v2tx2 + . . . + vjtxj + +. . . + vptxp

xj = vj1f1 + vj2f2 + . . . + vjtft + +. . . + vjpfp

(1)

A f}okomponensek, faktorok fontoss¶ag¶at saj¶at¶ert¶ekÄuk jellemzik, csÄokken}o
m¶ert¶ekben. ¶Altal¶aban j¶onak mondhat¶o a faktor-modell, ha a meg}orzÄott
f}okomponensek az Äosszes sz¶or¶as mintegy 80%-t megmagyar¶azz¶ak. A fak-
torstrukt¶ura ¶attekinthet}obb¶e v¶alik, ha elv¶egzÄunk egy megfelel}o rot¶al¶ast. Mi
sz¶am¶³t¶asaink sor¶an az ¶un. VARIMAX m¶odszert haszn¶altuk.

A m¶odszer szem¶eltet¶es¶ere kiv¶alasztottuk a fontoss¶agi mutat¶ok azon kÄor¶et,
amelyek a h¶al¶ozati enged¶elyes tev¶ekenys¶egre (I1) vonatkoztak.

Az ¶altal¶anosan magas ¶atlagos ¶ert¶ekek mellett, n¶eh¶any v¶altoz¶o sz¶or¶asa
er}oteljes.

A rot¶al¶as ut¶an kialakult faktorstrukt¶ur¶at szeml¶elteti a 2. t¶abl¶azat.

Relat¶³v

A v¶altoz¶o megnevez¶ese ¶Atlag Sz¶or¶as sz¶or¶as
(%)

Folyamatos ¶aramszolg¶altat¶as 4,90 0,363 7
Ne legyen feszÄults¶egingadoz¶as 4,50 0,871 19
NÄovelhet}o fogyaszt¶as 3,42 1,506 44
Gyors hibafelv¶etel 4,82 0,454 9
T¶aj¶ekoztat¶as a hib¶akr¶ol 4,73 0,634 13
Gyors hibaelh¶ar¶³t¶as 4,86 0,394 8
Tervezett ¶aramszÄunetek 4,79 0,505 11
¶Oraleolvas¶as el}orejelz¶ese 3,93 1,392 35
Azonos¶³that¶o szerel}o 4,49 0,832 19
Udvarias szerel}o 4,54 0,695 15
Szakmai felk¶eszÄults¶eg 4,64 0,686 15
n = 1993

1. t¶abl¶azat. Kiindul¶o adatok az I1 tev¶ekenys¶egi kÄorhÄoz
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F}okomponensek
A v¶altoz¶o megnevez¶ese F1 F2 F3
Folyamatos ¶aramszolg¶altat¶as 0,460 0,086 0,034
Ne legyen feszÄults¶egingadoz¶as 0,273 0,023 0,613
NÄovelhet}o fogyaszt¶as -0,071 0,002 0,813
Gyors hibafelv¶etel 0,839 0,110 0,038
T¶aj¶ekoztat¶as a hib¶akr¶ol 0,733 0,071 0,222
Gyors hibaelh¶ar¶³t¶as 0,828 0,123 0,017
Tervezett ¶aramszÄunetek 0,570 0,226 0,092
¶Oraleolvas¶as el}orejelz¶ese 0,084 0,149 0,562
Azonos¶³that¶o szerel}o 0,099 0,829 0,100
Udvarias szerel}o 0,196 0,880 0,099
Szakmai felk¶eszÄults¶eg 0,203 0,854 0,033
Saj¶at¶ert¶ekek: 3,511 1,598 1,272
KMO=0,792; Bartlett's teszt Â2 = 6074;69, df = 55, p = 0; 000

2. t¶abl¶azat. Rot¶alt komponensek

A KMO (Kaiser-Meyer-Olkin) mutat¶o nem t¶er el jelent}osen az optim¶alis
0,8-es ¶ert¶ekt}ol, ami azt jelenti, hogy a korrel¶aci¶os m¶atrix inverze kÄozel diago-
n¶alis, teh¶at a faktorok inform¶aci¶otartalma jelent}os.

A faktoronk¶ent megjelÄolt v¶altoz¶ok komponensei adnak m¶odot azok de-
¯ni¶al¶as¶ara:

1. F1 { Gyorsas¶ag, megb¶³zhat¶os¶ag,

2. F2 { Udvariass¶ag, felk¶eszÄults¶eg,

3. F3 { Folyamatoss¶ag.

L¶athatjuk, hogy a 11 indik¶ator, v¶altoz¶o inform¶aci¶otartalm¶at 3 meghat¶aroz¶o
faktorba tudtuk s}ur¶³teni, amelyek alkalmasak arra, hogy a h¶al¶ozati enged¶elyes
tev¶ekenys¶eget megmagyar¶azz¶ak.

Valamennyi r¶eszterÄuletre vonatkoz¶oan elv¶egezhet}o a f}okomponens anal¶³-
zist, amely alapj¶an meghat¶aroztuk, mind a fontoss¶ag, mind az el¶egedetts¶eg
faktorait a vizsg¶alt szolg¶altat¶o t¶arsas¶agra vonatkoz¶oan.

FONTOSS¶AGI FAKTOROK EL¶EGEDETTS¶EGI FAKTOROK

I1 { H¶al¶ozati enged¶elyes S1 { H¶al¶ozati enged¶elyes
1. Gyorsas¶ag megb¶³zhat¶os¶ag S11 - Szolg¶altat¶asmin}os¶eg

2. Udvariass¶ag, felk¶eszÄults¶eg 1. ¶AramszÄunetek, feszÄults¶egingadoz¶as
3. Folyamatoss¶ag 2. Gyors hibaelh¶ar¶³t¶as

3. V¶altoztathat¶o fogyaszt¶as,
feszÄults¶egingadoz¶as

S12 - Kapcsolattart¶as
1. Udvariass¶ag, felk¶eszÄults¶eg, tervezett

¶aramszÄunetek, ¶oraleolvas¶asok
2. Udvariass¶ag, t¶aj¶ekoztat¶as

I2 { KÄozÄuzemi szolg. enged¶elyes S1 { KÄozÄuzemi szolg. enged¶elyes
1. Gyors kapcsolatfelv¶etel 1. Iroda el¶erhet}os¶ege, h¶³rlev¶el

2. ÄUgyf¶elirodai kÄorÄulm¶enyek 2. Sz¶amla ¶erthet}os¶ege, Äugyint¶ez¶es
3. Panaszok int¶ez¶ese, sz¶amlapanaszok gyorsas¶aga
4. Gyors egyszer}u Äugyint¶ez¶es 3. R¶esz-sz¶aml¶az¶as, pontoss¶ag, panaszok
5. R¶esz-sz¶aml¶ak Äosszhangja 4. Szerz}od¶es m¶odos¶³that¶os¶aga,

6. ¶Attekinthet}o sz¶aml¶az¶as, h¶³rlev¶el szakmai felk¶eszÄults¶eg

3. t¶abl¶azat. A szolg¶altat¶o c¶eg faktorstrukt¶ur¶aja
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A 4. T¶abla inform¶aci¶oi alapj¶an megszerkeszthetjÄuk a faktorok kapcsol¶o-
d¶asi s¶em¶aj¶at. (Ahol I a c¶eg fontoss¶agi ¶es S a c¶eg el¶egedetts¶egi indexe.)

1. ¶abra. A fontoss¶ag faktor-s¶em¶aja

2. ¶abra. Az el¶egedetts¶eg faktor-s¶em¶aja

A fenti s¶em¶ak t¶ampontk¶ent szolg¶alnak a fontoss¶agi el¶egedetts¶egi modellek
fel¶ep¶³t¶ese sor¶an.

A f}okomponensek, faktorok alkalmasak arra, hogy az adatb¶azisban, ese-
tÄunkben a k¶erd¶esekre adott v¶alaszokban rejl}o legf}obb tendenci¶akat megra-
gadj¶ak. Seg¶³ts¶egÄukkel kijelÄolhetjÄuk azokat a f}obb pontokat, amelyek meg-
v¶altoztat¶asa, ¶es ezek alapj¶an a szolg¶altat¶oi tev¶ekenys¶eg jav¶³t¶asa els}orend}u

IF11 IF12 IF13 I1

IF21 IF22 IF23 IF24 IF25 IF26 I2

I

S11

SF31 SF32 SF33 SF34 S2

S

SF21 SF22 S12

SF11 SF12 SF13

S1



A villamosenergia-szolg¶altat¶assal val¶o el¶egedetts¶eg. . . 79

fontoss¶aggal b¶³r a fogyaszt¶oi meg¶³t¶el¶es kapcs¶an. FelmerÄul azonban annak
ig¶enye is, hogy a f}obb tendenci¶ak seg¶³ts¶eg¶evel a jelens¶eget modellezzÄuk. Egy
veri¯k¶alt modell alkalmas lehet kÄulÄonf¶ele szimul¶ac¶okra, amelyek al¶at¶amaszt-
hatj¶ak, seg¶³thetik a menedzsment dÄont¶eseit.

Regresszi¶o a f}okomponenseken

L¶attuk, hogy a 2. t¶abl¶azatban kÄozÄolt adatok alapj¶an a h¶al¶ozati enged¶elyesek
kÄor¶eben a fontoss¶agot 3 faktor hat¶arozza meg szigni¯k¶ansan. Felvet}odik
annak a gondolata, hogy ezt a fontoss¶agi indexet (100-as sk¶al¶an m¶erve)
mint fÄugg}o v¶altoz¶ot kezelve, megbecsÄuljÄuk a h¶arom faktor seg¶³ts¶eg¶evel. A
f}okomponensek seg¶³ts¶eg¶evel becsÄult regresszi¶os egyenlet az al¶abbi:

I1 = 87;744 + 5;060 £ IF11 + 5;491 £ IF12 + 6;686 £ IF13

R2 = 0;991

N = 1993

A fÄuggetlen v¶altoz¶onak igen j¶o becsl¶es¶et adja a modell, ¶es alkalmas bi-
zonyos ¶erz¶ekenys¶egi vizsg¶alatokra. (Term¶eszetesen a kit}un}o illeszked¶es nem
meglep}o, hiszen a valamennyi mutat¶o ¶atlagol¶as¶aval keletkez}o I1 mutat¶ot ma-
gyar¶aztuk az eredeti mutat¶ok ter¶eben k¶epzett f}okomponensek seg¶³ts¶eg¶evel.)
Gondot jelent azonban a regresszi¶os param¶eterek ¶ertelmez¶ese, ugyanis a fak-
toroknak nincs kÄozvetlen t¶argyi tartalma.

Els}ok¶ent n¶ezzÄuk a f}okomponensen alapul¶o regresszi¶os modellt (jelÄoljÄuk a
tov¶abbiakban FR-rel)! A FR modell ¶altal¶anos alakja az al¶abbi:

ŷ = a0 + a1f1 + . . . + atft + . . . + apfp =

pX

t=1

atft (2)

Az egyenlet a0 param¶etere, mivel a v¶altoz¶okat standardiz¶aljuk, mege-
gyezik a fÄugg}o v¶altoz¶o (y) ¶atlag¶aval, a (2) egyenlet tÄobbi param¶etereinek
valamint az (1) ÄosszefÄugg¶esben jelzett s¶ulyoknak line¶aris kombin¶aci¶ojak¶ent
kisz¶am¶³that¶ok az eredeti v¶altoz¶oknak megfelelhet}o, ¶es ez¶ert ¶ertelmezhet}o, re-
gresszi¶os egyÄutthat¶ok:

bj =

pX

t=1

atvjt (3)

Meg kell jegyeznÄunk, hogy a f}okomponenseken alapul¶o regresszi¶os becsl¶es
m¶odszere ¶altal¶aban a fÄuggetlen v¶altoz¶ok kÄozÄotti igen er}os multikollinearit¶as
kezel¶es¶ere szolg¶al. Term¶eszetesen esetÄunkben is szÄuks¶egszer}uen ¶all fenn az
er}os kolline¶aris hat¶as. A hagyom¶anyos legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶evel (OLS)
kaphat¶o eredm¶enyek az egyÄutthat¶asok miatt ¶ert¶ekelhetetlenek. Mindezt ta-
nulm¶anyozhatjuk a becsÄult param¶etereket tartalmaz¶o al¶abbi t¶abl¶aban is.
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V¶altoz¶ok Regresszi¶os FR
param¶eterek

Constant b0 6,753
Folyamatos ¶aramszolg¶altat¶as b1 0,590
Ne legyen feszÄults¶egingadoz¶as b2 2,724
NÄovelhet}o fogyaszt¶as b3 3,256
Gyors hibafelv¶etel b4 0,910
T¶aj¶ekoztat¶as a hib¶akr¶ol b5 1,524
Gyors hibaelh¶ar¶³t¶as b6 0,839
Tervezett ¶aramszÄunetek b7 1,123
¶Oraleolvas¶as el}orejelz¶ese b8 2,576
Azonos¶³that¶o szerel}o b9 1,731
Udvarias szerel}o b10 1,868
Szakmai felk¶eszÄults¶eg b11 1,569
N = 1993

5. t¶abl¶azat. A f}okomponens-regresszi¶o becsÄult param¶eterei

A f}okomponensen alapul¶o regresszi¶os becsl¶essel (FR) j¶ol elkÄulÄonÄul}o para-
m¶eterekhez jutunk, melyekb}ol az is kit}unik, hogy leg¶erz¶ekenyebben a nÄovel-
het}o fogyaszt¶ast, m¶³g legkev¶esb¶e ¶erz¶ekenyen a folyamatos ¶aramszolg¶altat¶ast
¶³t¶elt¶ek meg a fogyaszt¶ok. Ez ut¶obbi fontoss¶ag¶at term¶eszetesnek tartj¶ak.

4 A modell

A fenti anal¶³zis seg¶³tett a jelens¶eg term¶eszet¶enek meg¶ert¶es¶eben, tov¶abb¶a m¶odot
ad annak egyfajta tov¶abbi modellez¶es¶ere is. A gyakorlati alkalmaz¶as sor¶an
azonban felmerÄul k¶et fontos k¶erd¶es:

1. Minden kÄorben alkalmazhat¶ok-e a f}okomponensen alapul¶o faktorok?

2. Hogyan tudn¶ank kevesebb, ¶es ez¶altal jobban kontroll¶alhat¶o v¶altoz¶o se-
g¶³ts¶eg¶evel modellezni a jelens¶eget?

Az elt¶er}o sz¶am¶u v¶altoz¶ok

KÄulÄonÄosen az el¶egedetts¶egi k¶erd¶esekre adott v¶alaszokat ¶ert¶ekelve tov¶abb kell
gondolni az elj¶ar¶asunkat. A fontoss¶agi k¶erd¶esekre a legtÄobb megk¶erdezett
v¶alaszol, a felvetett probl¶emakÄorr}ol van v¶elem¶enye. Nem ilyen egy¶ertelm}u
az el¶egedetts¶eg k¶erd¶eskÄore. ¶Altal¶aban azok min}os¶³tenek ebben a szakaszban,
akik tal¶alkoztak a k¶erdezett jelens¶eggel, esetleg probl¶em¶ajuk volt, ¶³gy er}otelje-
sebb kritik¶aval ¶elnek. A v¶elem¶enyek jelent}osen megoszlanak. Akik valamilyen
probl¶em¶at ¶eszleltek egy adott terÄuleten, ¶erz¶eketlenek m¶as probl¶ema ir¶ant, ¶es
ez¶ert nem is v¶alaszolnak. Mindezek kÄovetkezt¶eben az el¶egedetts¶egi v¶altoz¶ok
hossza (a v¶alaszol¶ok sz¶am¶anak fÄuggv¶eny¶eben) nagyon kÄulÄonbÄoz}o.

Szeml¶eltessÄuk a felvetett probl¶em¶at egy s¶ema seg¶³ts¶eg¶evel! A h¶al¶ozati
enged¶elyesek kapcsolattart¶asi index¶et 9 db v¶altoz¶o hat¶arozza meg. Az egyes
v¶altoz¶ok eset¶eben |a nem v¶alaszol¶asok, illetve ¶ert¶ekelhetetlen v¶alaszok kÄo-
vetkezt¶eben| kÄulÄonbÄoz}o sz¶am¶u meg¯gyelt ¶ert¶ekÄunk van. JelÄoljÄuk az egysze-
r}us¶eg kedv¶e¶ert xi-vel a kÄulÄonf¶ele v¶altoz¶okat, ¶es S12-vel a kapcsolattart¶as mu-
tat¶osz¶am¶at! A v¶altoz¶ok elemsz¶am¶at mindenÄutt feltÄuntettÄuk.
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3. ¶abra. A kapcsolattart¶as index¶ere hat¶o v¶altoz¶ok

A kÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u v¶altoz¶ok eset¶en a meg nem felel¶es igen nagym¶erv}u
lehet. M¶as megfogalmaz¶asban kicsi a kÄozÄos halmaz. Sok esetben az ¶un. kÄozÄos
halmaz m¶ert¶eke m¶eg minim¶alisan el¶eg lehet a f}okomponensek meghat¶aroz¶a-
s¶ahoz, azonban tov¶abbi sz¶am¶³t¶asokhoz, a r¶eszletes regresszi¶os modell kialak¶³-
t¶as¶ahoz m¶ar nem.

Mindezek azt sugallj¶ak, hogy olyan megold¶ast kell keresni, amely meg-
tartja a f}okomponens adatreduk¶al¶o, inform¶al¶o jelleg¶et, azonban a konkr¶et
regresszi¶os modell illeszt¶es¶ehez megfelel}oen nagy meg¯gyel¶esi elemsz¶amot
haszn¶al. K¶ezenfekv}onek t}unik a f}okomponensek kialakul¶asa ut¶an, ha kiv¶a-
lasztunk egy darab v¶altoz¶ot ¶un. vez¶erv¶altoz¶ot, amely leger}osebben korrel¶al
saj¶at faktor¶aval. Amennyiben ennek a v¶altoz¶onak az elemsz¶ama kiel¶eg¶³t}oen
nagy, nem okozhat probl¶em¶at a modell ¶ep¶³t¶ese.

Regresszi¶os modellek a vez¶erv¶altoz¶ok seg¶³ts¶eg¶evel

Elk¶epzel¶esÄunk szerint faktoronk¶ent egy-egy vez¶erv¶altoz¶o ¶es a szintetikus komp-
lex mutat¶osz¶am kÄozÄotti kapcsolatot vizsg¶aljuk egyszer}u egy egyenletes reg-
resszi¶os modellek seg¶³ts¶eg¶evel. Itt jegyezzÄuk, hogy az elt¶er}o elemsz¶amok
okozta probl¶ema miatt nem haszn¶alhatjuk a tÄobbv¶altoz¶os regresszi¶os mo-
delleket sem.

A fentiek alapj¶an teh¶at leszÄogezhetjÄuk, hogy annyi regresszi¶os modellÄunk
lesz, ah¶any f}okomponenst kvanti¯k¶altunk. Egy adott tev¶ekenys¶eghez tartoz¶o
f}okomponensek a saj¶at¶ert¶ekek alapj¶an rangsorolhat¶oak, de a saj¶at¶ert¶ekek egy-
ben az egyes faktorok s¶uly¶at is kifejezik. Ez¶ert az egyszer}u line¶aris regresszi¶os
modelleket a saj¶at¶ert¶ekekb}ol k¶epzett faktors¶ulyok (wi) seg¶³ts¶eg¶evel ¯nom¶³tjuk
az aggreg¶al¶as sor¶an. Magasabb aggreg¶al¶asi szinten elegend}o azonban, ha
csak egyszer}u ¶atlagol¶ast haszn¶alunk. A fontoss¶agi v¶altoz¶okat zji-vel, m¶³g az
el¶egedetts¶egi v¶altoz¶okat xkji-vel jelÄoljÄuk.

S12

x6

335

x7

800

x8

807

x1

136

x2

1913

x4

346

x3

1790

x9

776

x5

347
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A modellek ¶altal¶anosan az al¶abbiak:

A fontoss¶agi modell

Ij =
nX

i=1

wi(®0ji + ®jizji)

I =
1

m

mX

j=1

Ij

(4)

Az el¶egedetts¶egi modell

Sjk =
nX

i=1

wi(¯0kji + ¯kjixkji)

Sk =
1

m

mX

j=1

Skj

S =
1

p

pX

k=1

Sk

(5)

A modellez¶es eredm¶enyei

A vizsg¶alt ¶aramszolg¶altat¶o t¶arsas¶ag eset¶en mind a fontoss¶ag, mind az el¶e-
gedetts¶eg eset¶en 9-9 faktort sz¶amszer}us¶³tettÄunk. Az egyes faktorokon belÄul
kiv¶alasztottuk az al¶abbi vez¶erv¶altoz¶okat.

Fontoss¶agi v¶altoz¶ok

z11 { Hibafelvev}o gyors el¶erhet}os¶ege;
z12 { Udvariass¶ag, seg¶³t}ok¶eszs¶eg;
z13 { Fogyaszt¶as nÄovelhet}os¶ege;
z21 { ÄUgyint¶ez}o kÄonny}u el¶erhet}os¶ege;
z22 { Iroda nyitva tart¶asa;
z23 { Hat¶arid}on belÄuli panaszint¶ez¶es;
z24 { Egyszer}u Äugyint¶ez¶es;
z25 { M¶odos¶³that¶o r¶esz-sz¶amla;
z26 { ¶Erthet}o sz¶amla.

El¶egedetts¶egi v¶altoz¶ok

x111 { 3 percn¶el hosszabb ¶aramszÄunet;
x112 { Hibafelvev}o el¶erhet}os¶ege;
x113 { Fogyaszt¶as nÄovelhet}os¶ege;
x121 { Azonos¶³that¶os¶ag;
x122 { Szakmai felk¶eszÄults¶eg;
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x21 { Irodai v¶arakoz¶asi id}o;

x22 { ¶Erthet}o sz¶amla;

x23 { A panaszra reag¶al¶as hossza;

x24 { Sz¶amla m¶odos¶³that¶os¶aga.

A vez¶erv¶altoz¶ok seg¶³ts¶eg¶evel kapott eredm¶enyeket a 6. ¶es 7. t¶abl¶azat mu-
tatja.

Mind a fontoss¶agi, mind az el¶egedetts¶egi sz¶am¶³t¶asokhoz elegend}o volt az
elemsz¶am. M¶eg a legkevesebb meg¯gyel¶esen (83) alapul¶o regresszi¶o is megb¶³z-
hat¶o inform¶aci¶okat szolg¶altat. Pozit¶³vnek tekinthetjÄuk tov¶abb¶a, hogy vala-
mennyi param¶eter szigni¯k¶ans.

Az egyes modellekben a v¶altoz¶ok kÄozÄotti kapcsolat igen kÄulÄonbÄoz}o. ¶Al-
tal¶aban a fontoss¶agi modellek eset¶en kev¶esb¶e er}os a vez¶erv¶altoz¶o ¶es a mu-
tat¶osz¶am kÄozÄotti kapcsolat, ami term¶eszetes, ha arra, gondolunk, hogy itt
a v¶alaszad¶ok n¶eha a magas szintre tett elv¶ar¶asaikat fogalmazz¶ak meg. Az
el¶egedetts¶egi modellekben ¶altal¶aban er}osebb kapcsolatokat ¶erz¶ekelÄunk.

A modell alapvet}oen kÄoveti, ¶es tÄukrÄozi a meghat¶aroz¶o t¶enyez}ok hat¶as¶at.

Param¶eter BecsÄult Standard t-¶ert¶ekek R S¶uly N
¶ert¶ek hiba (%)

IF11 0,516 55,0 1997
®011 32,200 2,067 15,597
®11 11,506 0,427 26,930

IF12 0,630 25,0 1995
®012 46,386 1,154 40,211
®12 9,088 0,251 36,191

IF13 0,514 20,0 1995
®013 75,852 0,481 157,750
®13 3,447 0,129 26,732

IF21 0,656 42,1 1987
®021 38,283 1,260 30,274
®21 10,405 0,269 38,686

IF22 0,747 17,6 1961
®022 51,420 0,726 70,505
®22 8,361 0,168 49,671

IF23 0,443 11,0 1998
®023 31,203 2,510 12,433
®23 11,512 0,521 22,090

IF24 0,328 11,8 386
®024 53,682 5,384 9,971
®24 7,537 1,109 6,798

IF25 0,376 9,3 1125
®025 65,131 1,577 41,306
®25 4,737 0,348 13,609

IF26 0,373 8,2 2008
®026 40,863 2,540 16,089
®26 9,746 0,527 17,989

5%-os szigni¯kancia szinten minden param¶eter szigni¯k¶ans.

6. t¶abl¶azat. A fontoss¶agi (I) modell becsÄult param¶eterei ¶es a f}obb inform¶aci¶ok
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Param¶eter BecsÄult Standard t-¶ert¶ekek R S¶uly N
¶ert¶ek hiba (%)

SF11 0,861 48,8 1959
¯0111 12,688 0,920 13,786
¯111 16,302 0,217 75,005

SF12 0,671 29,6 285
¯0112 25,241 2,945 8,570
¯112 11,095 0,729 15,229

SF13 0,502 21,6 149
¯0113 39,052 5,160 7,568
¯113 8,620 1,225 7,038

SF21 0,700 65,4 800
¯0121 21,279 2,402 8,857
¯121 14,266 0,515 27,720

SF22 0,622 34,6 335
¯0122 20,000 4,667 4,285
¯122 14,253 0,984 14,480

SF31 0,597 50,3 385
¯031 48,393 2,412 20,066
¯31 8,370 0,574 14,582

SF32 0,648 21,2 1988
¯032 29,197 1,533 19,044
¯32 12,513 0,330 37,906

SF33 0,745 18,8 293
¯033 38,786 2,087 18,582
¯33 10,302 0,540 19,076

SF34 0,604 9,7 83
¯034 41,501 5,684 7,301
¯34 8,994 1,317 6,829

5%-os szigni¯kancia szinten minden param¶eter szigni¯k¶ans.

7. t¶abl¶azat. Az el¶egedetts¶egi (S) modell becsÄult param¶eterei ¶es a f}obb inform¶aci¶ok

5 ÄOsszefoglal¶as

Dolgozatunkban az el¶egedetts¶egi vizsg¶alatok egyfajta tov¶abbfejleszt¶es¶enek
lehet}os¶eg¶et fejtegettÄuk. C¶elunk alapvet}oen annak a bemutat¶asa volt, hogy
az el¶egedetts¶egi felm¶er¶esek sor¶an keletkezett nagym¶eret}u mint¶ak ¶es adatb¶azis
kedvez}o lehet}os¶eget ad kvantat¶³v m¶odszerek (tÄobbv¶altoz¶os statisztikai m¶od-
szerek) ¶es modellek alkalmaz¶as¶ara.

Kutat¶asunk n¶eh¶any f}obb meg¶allap¶³t¶as¶at az al¶abbiakban tudjuk Äosszefog-
lalni:

² A tÄobbv¶altoz¶os anal¶³zis ¶altalunk alkalmazott m¶odszere kÄozelebb vitt a
fogyaszt¶oi v¶elem¶enyek jobb megismer¶es¶ehez, a jelens¶eg term¶eszet¶enek
¶es bels}o strukt¶ur¶aj¶anak felt¶ar¶as¶ahoz.

² A f}okomponensek de¯ni¶al¶asa lehet}ov¶e teszi a k¶erd¶esek, indik¶atorok
min}os¶eg¶enek, ¶es azok konzisztenci¶aj¶anak ellen}orz¶es¶et.

² Az ÄosszefÄugg¶esek megismer¶ese egyben Äotleteket is adhat a menedzsment
sz¶am¶ara olyan dÄont¶esek, int¶ezked¶esek meghozatal¶ahoz, amelyek jav¶³tj¶ak
a szolg¶altat¶as sz¶³nvonal¶at. Ennek eredm¶enyei k¶es}obbi el¶egedetts¶egi
vizsg¶alatokban lesznek m¶erhet}ok.
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² A v¶azolt modell seg¶³ts¶eg¶evel, az ÄosszefÄugg¶esek tov¶abbi megismer¶es¶en
t¶ul, kÄulÄonf¶ele szimul¶aci¶os sz¶am¶³t¶asokra is m¶od ny¶³lik.

² A modell fel¶ep¶³t¶ese sor¶an az al¶abbi logik¶at javasoljuk:

{{ Az el}ozetes f}okomponens-anal¶³zis, amely megkÄonny¶³ti a faktorok
szerkezet¶enek megismer¶es¶et. SzÄuks¶eges l¶ep¶es itt a faktorstrukt¶ur¶ak
elemz¶ese is.

{ A meghat¶aroz¶o faktorokkal leger}osebben korrel¶al¶o v¶altoz¶ok, az ¶un.
vez¶erv¶altoz¶ok kiv¶alaszt¶asa.

{ A regresszi¶os modell param¶eter-becsl¶ese, ¶es a modell tesztel¶ese.

{ A v¶egs}o modell fel¶³r¶asa.

{ A kontroll vizsg¶alatok alapj¶an, ha szÄuks¶eges, a modell tov¶abbi
¯nom¶³t¶asa.

V¶egezetÄul szeretn¶enk hangs¶ulyozni, hogy tov¶abbi kvantitat¶³v m¶odszerek,
¶es tÄobbv¶altoz¶os statisztikai elj¶ar¶asok alkalmaz¶as¶ara is b}o lehet}os¶eget l¶atunk
a fogyaszt¶oi el¶egedetts¶egi vizsg¶alatok sor¶an. Mindezek tov¶abb ¶arnyalhatj¶ak
a fogyaszt¶oi v¶arakoz¶asokr¶ol ¶es v¶elem¶enyekr}ol kialak¶³that¶o k¶epet.
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QUANTITATIVE METHODS AND MODELS IN MEASURING

CUSTOMER SATISFACTION WITH THE ELECTRICITY SUPPLY

The main objective of the study was to contribute to the improvement of the meth-
ods used in the measurement of customer satisfaction. Satisfaction surveys in case
of public utilities usually need large size samples and produce big databases, which
according to the ¯ndings of this study present possibility to use quantitative meth-
ods and multivariate statistical models to understand customer preferences better.
The model developed in this paper o®ers possibilities to clarify the underlying mo-
tives of customer evaluation of the service quality, which can help the management
of the utility providers in improving their market performance.
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SZTOCHASZTIKUS H¶AL¶OSTRUKT¶UR¶AK KEZEL¶ESE
PROJEKTÄUTEMEZ¶ESI FELADATOKBAN1

KOSZTY¶AN ZSOLT TIBOR { FEJES J¶ANOS { KISS JUDIT
Pannon Egyetem

Egy projekt sikeress¶ege ¶erdek¶eben a megval¶os¶³t¶as sor¶an l¶etfontoss¶ag¶u k¶erd¶es-
k¶ent merÄul fel a tervez¶esi f¶azis hat¶ekony teljes¶³t¶ese [1]. E tanulm¶any c¶elja egy
eddig m¶eg nem ismert, a tervez¶esi f¶azis hat¶ekony t¶amogat¶as¶ara szolg¶al¶o tech-
nika bemutat¶asa. KÄulÄonbÄoz}o projektek eset¶eben a feladatok v¶egrehajt¶as¶anak
sorrendj¶et ¶altal¶aban a technol¶ogia hat¶arozza meg. Azonban joggal merÄulhet
fel a k¶erd¶es: ez a leghat¶ekonyabb v¶egrehajt¶asi sorrend? A feladatok Äosszes
Äutemez¶esi lehet}os¶ege, vagyis az Äosszes lehets¶eges megold¶as ¯gyelembe lett
v¶eve, miel}ott meghat¶arozt¶ak a t¶enyleges Äutemtervet? Munk¶ankat e k¶erd¶esek
megv¶alaszol¶asa motiv¶alta. A bemutat¶asra kerÄul}o elj¶ar¶as (SNPM: Stochastic
Network Planning Method) egy ¶altal¶anos m¶odszer, amely Äutemez¶esi feladatok
megold¶asa eset¶en alkalmazhat¶o. KÄulÄonlegess¶ege az eddig ismert m¶odszerek-
hez (pl.: PERT, GERT stb.) k¶epest, hogy val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok seg¶³ts¶eg¶evel,
az Äosszes lehets¶eges r¶akÄovetkez¶esi rel¶aci¶o ¯gyelembev¶etel¶evel hat¶arozza meg
a lehets¶eges megengedett megold¶asok halmaz¶at. A m¶odszer seg¶³ts¶eg¶evel a le-
hets¶eges megold¶asokat eredm¶enyez}o param¶eterek v¶altoztathat¶oak a projektet
¶er}o hat¶asok (pl.: piaci ig¶enyek, technol¶ogiai felt¶etelek v¶altoz¶asa) fÄuggv¶eny¶eben.
¶Igy az SNPM ak¶ar egy szak¶ert}oi rendszer kisebb moduljak¶ent is haszn¶alhat¶o
lehet. Munk¶ank sor¶an az SNPM-m¶odszer l¶ep¶eseit mutatjuk be, valamint
p¶eld¶akon keresztÄul illusztr¶aljuk az elj¶ar¶as m}ukÄod¶es¶et.

1 Bevezet¶es

A projektmegval¶os¶³t¶as els}o l¶ep¶esei kÄozÄott szerepl}o tervez¶esi f¶azis kiemelt jelen-
t}os¶eggel b¶³r, mivel egy ebben a szakaszban bekÄovetkezett ut¶olagos v¶altozta-
t¶as kihat¶assal van a tov¶abbi folyamatokra, ¶³gy sikertelen projekteredm¶enyek
szÄulethetnek.[15] Tanulm¶anyok igazolj¶ak, hogy a legtÄobb esetben a projek-
tek sikertelens¶ege m¶ar a tervez¶esi f¶azis sor¶an eld}ol. (L¶asd pl. [3,4,6,16]). A
projekttervez¶esi m¶odszerek alkalmaz¶asa sor¶an k¶et fontos probl¶ema vet}odik
fel: egyr¶eszt ¶altal¶aban nem tudjuk pontosan meghat¶arozni a tev¶ekenys¶egek
id}otartamait (legtÄobbszÄor csak becsÄulni tudjuk), m¶asr¶eszt sokszor nagyon
nehezen tudjuk meghat¶arozni a tev¶ekenys¶egek logikai strukt¶ur¶aj¶at, illetve a
tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti r¶akÄovetkez¶esi rel¶aci¶okat [11,18,20]. A projekttervez¶es
ismert ¶es a gyakorlatban eddig alkalmazott eszkÄozei az ¶un. h¶al¶otervez¶esi,
Äutemez¶esi elj¶ar¶asok, modellek. (L¶asd pl. [8,9,10,12,14,18,19,21,23,24].) Azon-
ban egy modell teljes¶³thet}os¶ege Äonmag¶aban nem el¶eg a sikeres projekttervhez.

1Be¶erkezett: 2008. febru¶ar 14. E-mail: kzst@vision.vein.hu.
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Fontos az alkalmazott modell adekv¶ats¶aga az¶ert, hogy a projekt befejez¶ese
ut¶an kapott eredm¶eny ne csak a modellhez, hanem a val¶os¶aghoz is min¶el
jobban illeszkedjen.

Hab¶ar az Äutemez¶esi probl¶em¶ak elm¶eletben j¶ol kidolgozottak, az Äutemez¶esi
elj¶ar¶asok gyakorlatban val¶o alkalmaz¶asakor gyakran elt¶er¶es tapasztalhat¶o a
tervezett eredm¶enyekhez k¶epest, melynek oka az egyik legnehezebben kezel-
het}o t¶enyez}oben, a bizonytalans¶agban rejlik [16]. Ez a bizonytalans¶ag is k¶et
csoportra bonthat¶o: becsl¶esi ¶es tervez¶esi bizonytalans¶agra.

A bizonytalans¶ag kezel¶es¶enek egyik eszkÄoze, hogy a v¶altoz¶o param¶etereket
val¶osz¶³n}us¶egi ¶ert¶ekekkel jellemezzÄuk. Ekkor felt¶etelezzÄuk, hogy kor¶abbi pro-
jektek sor¶an m¶ar szereztÄunk annyi ismeretet, hogy a v¶altoz¶o param¶eterek
statisztikai param¶etereit becsÄulni tudjuk. Jelenleg a tev¶ekenys¶egek idej¶enek
v¶altoz¶asait kezelni k¶epes legismertebb m¶odszer a PERT-m¶odszer. (L¶asd pl.
[6,8,17,21].) Abban az esetben, ha semmilyen kor¶abbi tapasztalat nem ¶all
rendelkez¶esre a projekt tervez¶ese sor¶an, akkor a sztochasztikus helyett fuzzy
megkÄozel¶³t¶est c¶elszer}u alkalmazni.

A tervez¶esi f¶azis speci¯kus l¶ep¶eseket tartalmaz, melyek kÄozÄott a v¶egre-
hajt¶as sorrendj¶et legtÄobb esetben a technol¶ogiai sorrend hat¶arozza meg. Az
SNPM kigondol¶asakor mi m¶as logikai oldalr¶ol kÄozel¶³tettÄuk meg ezt a k¶erd¶est.
A tev¶ekenys¶egek v¶egrehajt¶as¶anak sorrendje javar¶eszt a technol¶ogi¶at¶ol fÄugg
[2,5]. Ez igaz! Viszont ¶ugy gondoljuk, van sz¶amos olyan befoly¶asol¶o t¶enyez}o,
melyet eddig nem vettek ¯gyelembe a helyes v¶egrehajt¶asi sorrend megha-
t¶aroz¶as¶ahoz, pedig fontosak. Ilyen param¶eter lehet p¶eld¶aul a megt¶erÄul¶es,
hat¶ekonys¶ag, piaci ig¶enyek, v¶allalat good will-je stb., melyek egy-egy c¶elfÄugg-
v¶eny alapj¶at k¶epezve tudj¶ak befoly¶asolni a lehets¶eges megold¶asok halmaz¶anak
Äosszet¶etel¶et. Lehets¶eges megold¶asok alatt ¶ertjÄuk a v¶egrehajtand¶o tev¶ekeny-
s¶egek Äosszes olyan Äutemez¶esi v¶altozat¶at, amely bekÄovetkezhet. Az Äosszes
lehets¶eges megold¶asb¶ol kiv¶alasztani az optim¶alist m¶ar a menedzsment dÄont¶ese
alapj¶an, vagy egy ¶ujabb c¶elfÄuggv¶eny szerinti rangsorol¶assal lehet.

Egy projekt sor¶an a tev¶ekenys¶egek Äosszehangolt ir¶any¶³t¶as¶ahoz kÄulÄonbÄoz}o
Äutemez¶esi elj¶ar¶asokat lehet alkalmazni. Lehet determinisztikus m¶odszereket
(pl. CPM, MPM), de lehet sztochasztikus elj¶ar¶asokat is haszn¶alni, ami-
lyen a PERT, vagy annak ¶altal¶anos¶³t¶asa, a GERT-m¶odszer, mely hasonl¶o
elveken nyugszik, viszont a lehets¶eges megold¶asi v¶altozatok bekÄovetkez¶esi
val¶osz¶³n}us¶egeit is kezeli [8,12]. A fent eml¶³tett k¶et elj¶ar¶as haszna akkor je-
lentkezik, ha ¯gyelembe vesszÄuk a tev¶ekenys¶egek id}otartamaira vonatkoz¶o
becsl¶esi bizonytalans¶agokat, ¶es ez¶altal pr¶ob¶alunk kÄovetkeztetni a projekt leg-
val¶osz¶³n}ubb ¶atfut¶asi idej¶ere. Az ¶atfut¶asi id}ot analitikusan is ¶es Monte Carlo
szimul¶aci¶on alapul¶o m¶odszerek seg¶³ts¶eg¶evel is meg lehet hat¶arozni.

Az id}o- ¶es kÄolts¶egt¶enyez}ok viszont m¶ar a val¶os¶agban, egy kor¶abbi id}o-
pontban befejez}odÄott esem¶enyek adataib¶ol kerÄulnek meghat¶aroz¶asra. A rend-
szer k¶et gyenge pontj¶at a tev¶ekenys¶egek id}otartamainak pontos megbecsl¶ese,
valamint a folyamatokhoz a megfelel}o m¶er¶esek hozz¶arendel¶ese jelenti [22]. Mi
olyan m¶odszert szerettÄunk volna kidolgozni, mely nem csak a becsl¶esi bizony-
talans¶agokat, hanem a tervez¶esb}ol ad¶od¶o projekt strukt¶ur¶aj¶ara vonatkoz¶o
bizonytalans¶agokat, valamint a tervez¶es sor¶an fell¶ep}o megval¶os¶³t¶as sorrendi
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preferenci¶ait is kezelni tudja.

A bizonytalans¶ag kezel¶es¶ere egyes kutat¶asokban a tud¶asmenedzsment esz-
kÄozrendszer¶et ¶es kor¶abbi esetek adatait feldolgoz¶o szimul¶aci¶os elj¶ar¶asokat is
sikeresen alkalmaztak. Ezzel az elj¶ar¶assal azonban csak a bizonytalans¶agok
egy kis csoportj¶at lehet sikeresen kezelni, mivel csak azokat az eseteket tudja
¯gyelembe venni a rendszer, amelyek kor¶abban m¶ar megtÄort¶entek ¶es adataikat
feldolgozt¶ak [20].

Figyelemre m¶elt¶o m¶odszer az Äutemez¶esi feladatok sor¶an is alkalmazhat¶o
¶un. DSM (Dependency Structure Matrix) m¶odszer, mely a tev¶ekenys¶egek
sorrendj¶enek meg¶allap¶³t¶as¶ara ill. az inform¶aci¶o¶araml¶as koordin¶al¶as¶ara alkal-
mas. Hasonl¶oan a tev¶ekenys¶egek v¶egrehajt¶asi sorrendj¶enek meg¶allap¶³t¶as¶ara
szolg¶al, mint az ¶altalunk javasolt SNPM-m¶odszer. Viszont a DSM az egyes
tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti r¶akÄovetkez¶esi sorrendek meg¶allap¶³t¶as¶ara nem val¶osz¶³-
n}us¶egi v¶altoz¶okat, hanem csak az adott feladatok kÄozÄotti ¶un. inform¶aci¶o-
terjed¶esi sebess¶eget haszn¶alja [9]. Az SNPM ezenk¶³vÄul a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti
kapcsolatok er}oss¶eg¶et is ¯gyelembe veszi, valamint param¶eterei v¶altoztathat¶o-
ak, teh¶at sz¶elesebb kÄorben alkalmazhat¶o.

A legink¶abb elterjedt, a projekt kimenet¶enek lehets¶eges v¶altozatainak be-
kÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶egeit kezelni k¶epes h¶al¶otervez¶esi m¶odszer a m¶ar kor¶ab-
ban is eml¶³tett GERT-h¶al¶o. El}onye, hogy m¶ar a tervez¶es f¶azis¶aban meg lehet
hat¶arozni a projekt egy adott val¶osz¶³n}us¶egi szinthez tartoz¶o v¶arhat¶o ¶atfut¶asi
idej¶et. Tov¶abb¶a, mivel sz¶am¶³tunk a tev¶ekenys¶eg bizonytalan bekÄovetkez¶es¶ere,
illetve ismerjÄuk is annak m¶ert¶ek¶et, el}ore fel tudunk k¶eszÄulni az esetleges pro-
jekt megval¶os¶³that¶os¶ag¶at vesz¶elyeztet}o buktat¶okra [12]. H¶atr¶anya, hogy a
GERT csak a tev¶ekenys¶egek id}otartam¶at, illetve dÄont¶eses esem¶enyekn¶el a
lehets¶eges projekt-kimeneteleket tekinti val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶oknak, a tev¶e-
kenys¶egek kÄozÄotti kapcsolatokat nem. Az SNPM ezzel ellent¶etben az egyes
tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti kapcsolatok er}oss¶eg¶enek ¯gyelembev¶etel¶evel k¶epes meg-
hat¶arozni a projekt lehets¶eges megold¶asainak halmaz¶at. A val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶ok a kapcsolati er}oss¶egeken keresztÄul a dÄont¶eshoz¶ok preferenci¶ait tÄuk-
rÄozhetik, de ezt a modellt |bizonyos megszor¶³t¶asokkal| a bekÄovetkez¶esi
val¶osz¶³n}us¶egek kezel¶es¶ere is lehet alkalmazni.

A tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti kapcsolatokat teh¶at a tov¶abbiakban val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶ok¶ent kezeljÄuk, melyek v¶altoztat¶as¶aval a lehets¶eges megold¶asok halma-
za, illetve egy adott c¶elfÄuggv¶eny eset¶en (pl. lehet}o legrÄovidebb megval¶os¶³-
t¶asi id}o, legkevesebb ÄosszkÄolts¶eg stb.) a megval¶os¶³that¶o projektek (adott
c¶elfÄuggv¶eny szerinti) sorrendje is v¶altozik. Ezzel pl. egy szak¶ert}oi rendszer-
ben visszacsatol¶as hozhat¶o l¶etre, melyben |ha a projektet ¶ert¶ekeljÄuk| a
lehets¶eges r¶akÄovetkez¶esi rel¶aci¶ok er}oss¶eg¶et ¶ujras¶ulyozhatjuk. Ebben az eset-
ben a szak¶ert}oi rendszerben elegend}o az ¶un. megold¶asstrukt¶ur¶akat, valamint
ezek bekÄovetkez¶esi/elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶egeit t¶arolni, vagyis azon megold¶aso-
kat, melyek mindk¶et (technol¶ogia, menedzsment) szempont szerint megenge-
dettek.

A projektek egyszeri tev¶ekenys¶egsorok, minden l¶ep¶es¶et tekintve nem is-
m¶etl}odnek ¶ujra. Viszont a folyamatok sz¶etbont¶as¶aval m¶ar kaphatunk olyan
alfolyamatokat, melyek megism¶etl}odnek m¶as hasonl¶o projekt eset¶eben is. ¶Igy
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azok az adatok ¶ujrafelhaszn¶alhat¶ov¶a v¶alnak. Pl. h¶az¶ep¶³t¶es sor¶an a betonoz¶as
az ¶epÄulet t¶³pus¶at¶ol fÄuggetlenÄul az ¶ep¶³t}oipari projektekn¶el ism¶etl}od}o momen-
tum. M¶asr¶eszt az Äosszes lehets¶eges megold¶asb¶ol a menedzsment ¶altal megha-
t¶arozott c¶elfÄuggv¶enyekkel, korl¶atoz¶o felt¶etelek ¯gyelembev¶etel¶evel optim¶alis
megold¶asok eredeztethet}ok.

2 Az SNPM-m¶odszer ismertet¶ese

M¶odszerÄunk ismertet¶esekor tev¶ekenys¶eg-csom¶opont¶u h¶al¶okkal foglalkozunk.
Egyr¶eszt az¶ert, mert a legtÄobb projektmenedzsment szoftver is tev¶ekenys¶eg-
csom¶opont¶u h¶al¶ot (AoN2) haszn¶al, m¶asr¶eszt pedig az AoN-h¶al¶okn¶al a nyi-
lak reprezent¶alj¶ak a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti kapcsolatokat. A modellÄunkben
pedig a kapcsolatok er}oss¶eg¶evel foglalkozunk r¶eszletesen, ¶³gy k¶ezenfekv}o a
tev¶ekenys¶eg-csom¶opont¶u h¶al¶ok haszn¶alata.

A m¶odszerÄunkben ¶uj fogalomk¶ent jelenik meg a kapcsolat er}oss¶ege, mely
¶ert¶ek 0 ¶es 1 kÄozÄott b¶armely val¶os sz¶amot felvehet.

De¯n¶³ci¶o. N ¶es M tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti (r¶akÄovetkez¶esi rel¶aci¶oj¶anak) kap-
csolati er}oss¶eg¶et ½(N;M)-mel jelÄoljÄuk ¶es N , M tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti kapcso-
later}oss¶egnek nevezzÄuk. ½(N;M) ¶ert¶eke 0 ¶es 1 kÄozÄott b¶armely val¶os sz¶amot
felvehet (½(N; M) 2 [0; 1] µ IR). Annak val¶osz¶³n}us¶eg¶et, hogy N tev¶ekenys¶eg
kapcsolatban van M-mel, a kÄovetkez}ok¶eppen jelÄoljÄuk: p(½(N;M)) = ½(N;M).
Annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy N nincs (r¶akÄovetkez¶esi) rel¶aci¶oban M -mel:
p(:½(N; M)) = 1 ¡ ½(N;M) 2 [0; 1] µ IR.

Megjegyz¶es. Ha N ¶es M tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti kapcsolat ¶ert¶eke 1, akkor 100%
annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy N tev¶ekenys¶eg r¶akÄovetkez¶esi rel¶aci¶oban van M-
mel. (Pl. technol¶ogiai el}o¶³r¶as szerint N tev¶ekenys¶eg ut¶an M tev¶ekenys¶eget
kell elv¶egezni). Ekkor annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy N tev¶ekenys¶eg nincs
rel¶aci¶oban M-mel, p(:½(N; M)) = 1 ¡ ½(N; M) = 1 ¡ 1 = 0. Ha N ¶es
M tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti kapcsolat er}oss¶ege 0, akkor M tev¶ekenys¶eg fÄuggetlen
N -t}ol, ekkor kÄozÄottÄuk a kapcsolatot nem jelÄoljÄuk.

De¯n¶³ci¶o. Legyen adott egy N1;N2; . . . ;Nn tev¶ekenys¶egekb}ol ¶all¶o tev¶ekeny-
s¶eglista. Ekkor ½ 2 [0; 1]n£n m¶atrixot kapcsolati m¶atrixnak nevezzÄuk, mely-
ben Ni; Nj tev¶ekenys¶eg kÄozÄotti A(Ni;Nj) kapcsolat er}oss¶eg¶et ½(Ni; Nj) 2
[0; 1] jelÄoli (1 · i; j · n; i 6= j).

Megjegyz¶es. A kapcsolat milyens¶eg¶evel (pl. v¶eg-kezdet, kezd-kezd stb.),
ebben a f¶azisban m¶eg nem foglalkozunk. Azonban az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert fel
kell tennÄunk, hogy Ni ¶es Nj tev¶ekenys¶eg kÄozÄott egyszerre csak egy kapcsolat
de¯ni¶alhat¶o.

De¯n¶³ci¶o. Topologikusan megengedett a megold¶as, ha kapcsolati m¶atrixb¶ol
kapott megold¶as topologikusan rendezhet}o. A tov¶abbiakban az ilyen megol-
d¶asokat topologikusan megengedett strukt¶ur¶aknak nevezzÄuk.

2Activity on Node.
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De¯n¶³ci¶o. Egy lehets¶eges (topologikusan megengedett/nem megengedett)
megold¶as adjacencia s 2 f0; 1gn£n m¶atrix¶at strukt¶uram¶atrixnak nevezzÄuk,
elemeit sij-vel jelÄoljÄuk (sij 2 f0; 1g). Egy (topologikusan) megengedett
strukt¶ura strukt¶uram¶atrix¶at megengedett strukt¶uram¶atrixnak nevezzÄuk.

Megjegyz¶es. A topologikusan megengedett megold¶asok kÄozÄul a menedzs-
ment szempontj¶ab¶ol nem mindegyik lehets¶eges megold¶as megval¶os¶³t¶asa c¶el-
szer}u. P¶eld¶aul az olyan megold¶asok, melyek feleslegesen t¶ul sok r¶akÄovetkez¶esi
rel¶aci¶ot tartalmaznak, a menedzsment dÄont¶ese alapj¶an kihagyhat¶ok a megol-
d¶asok kÄozÄul. Ezeket a dÄont¶eseket a tov¶abbiakban formaliz¶aljuk ¶es korl¶atoz¶o
felt¶eteleknek tekintjÄuk.

De¯n¶³ci¶o. A topologikusan ¶es menedzsment szempontj¶ab¶ol megengedett
megold¶asokat megold¶asstrukt¶ur¶aknak nevezzÄuk.

1. P¶elda. TekintsÄunk egy egyszer}u, n¶egy tev¶ekenys¶egb}ol ¶all¶o tev¶ekenys¶egsort.
A technol¶ogiai kÄovetelm¶enyeket szem el}ott tartva nemcsak egym¶as ut¶an lehet
v¶egrehajtani a tev¶ekenys¶egeket, hanem egym¶assal p¶arhuzamosan is. (Az
egyes megold¶asi alternat¶³v¶ak kÄozÄott nincs preferenciabeli kÄulÄonbs¶eg, ezeket a
kapcsolater}oss¶egekb}ol sz¶amoljuk ki.) Ekkor megadhat¶o az al¶abbi kapcsolati
m¶atrix. (Ebben az esetben a kapcsolatok dÄont¶esi preferenci¶akat jelÄolnek, ¶³gy
itt a bekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶egek helyett az elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶eg fogalm¶at
haszn¶aljuk.)

A kiindul¶o kapcsolati m¶atrix:

½ =

0
B@

0 1 0:5 0
0 0 0:5 0:5
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA

Megjegyz¶es. Itt a 0.5-Äos ¶ert¶ek azt jelenti, hogy 0.5 annak a val¶osz¶³n}us¶ege,
hogy k¶et tev¶ekenys¶eg kÄozÄott van-e kapcsolat vagy nincs, teh¶at nem az egyes
megval¶os¶³t¶asi alternat¶³v¶ak kÄozÄotti val¶osz¶³n}us¶egeket reprezent¶aljuk.3

A p¶eld¶ankban a menedzsment szempontj¶ab¶ol megfelel}o megold¶asokat a
kÄovetkez}ok¶eppen de¯ni¶aljuk, ezeket korl¶atoz¶o felt¶etelekk¶ent tekintjÄuk:

1. Hat¶arozott a tev¶ekenys¶egsor kezdete ¶es a v¶ege: egy kezd}o ¶es egy v¶egpont
van a gr¶afban.

2. Nincs redund¶ans kapcsolat, vagyis: egy m > 2 szintb}ol ¶all¶o topologiku-
san rendezett gr¶af i-edik (i = 3; . . . ;m) szintj¶eben l¶ev}o Ni cs¶ucs, j-edik
(j < i) ¶es k-adik (k < j) szintben l¶ev}o Nj , Nk cs¶ucsok eset¶en az al¶abbi
¶elek kÄozÄul

A(Nj; Ni)
A(Nk;Ni)
A(Nj; Nk)

egyidej}uleg csak kett}o teljesÄulhet.

3Azzal, hogy az egyes alternat¶³v¶ak megval¶os¶³t¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶et (melyeket pl. GERT
h¶al¶oban reprezent¶alhatunk) hogyan lehet kapcsolati m¶atrix seg¶³ts¶eg¶evel le¶³rni, egy k¶es}obbi
cikk keret¶eben foglalkozunk.
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Ebb}ol a lehets¶eges gr¶af vari¶aci¶ok a kÄovetkez}ok:

a) topologikusan ¶es menedzsment szempontb¶ol is megengedett megold¶as.
Minden tev¶ekenys¶eg egym¶as ut¶an sorban hajt¶odik v¶egre. Elfogad¶asi
val¶osz¶³n}us¶eg:

p1 = ½(N1; N2) ¤ :½(N1; N3) ¤ ½(N2; N3) ¤ :½(N2; N4) ¤ ½(N3;N4) =

= 1 ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ 0:5 ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ 1 = 0:125

A strukt¶uram¶atrix:

s1 =

0
B@

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA

b) topologikusan ¶es menedzsment szempontb¶ol is megengedett megold¶as
(P¶arhuzamos v¶egrehajt¶as). Elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶eg:

p2 = ½(N1;N2) ¤ ½(N1;N3) ¤ :½(N2;N3) ¤ ½(N2; N4) ¤ ½(N3;N4) =

= 1 ¤ 0:5 ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ 0:5 ¤ 1 = 0:125

A strukt¶uram¶atrix:

s2 =

0
B@

0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA

c) megval¶os¶³that¶o, de a menedzsment szempontj¶ab¶ol nem megengedett
(kedvez}otlen) megold¶as. (A(N1;N2), A(N2; N3), A(N1; N3), valamint

N1 N2 N4N3

N1

N2

N4

N3

N1

N2

N4

N3
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A(N2; N3), A(N3; N4), A(N2;N4) kapcsolatok egyidej}uleg jelen van-
nak). Elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶eg:

p3 = ½(N1;N2) ¤ ½(N1;N3) ¤ ½(N2; N3) ¤ ½(N2;N4) ¤ ½(N3;N4) =

= 1 ¤ 0:5 ¤ 0:5 ¤ 0:5 ¤ 1 = 0:125

A strukt¶uram¶atrix:

s3 =

0
B@

0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA

d) menedzsment szempontj¶ab¶ol nem megengedett megold¶as. (TÄobb kezd}o-
¶es v¶egpont.) Elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶eg:

p4 = ½(A1;A2) ¤ :½(A1; A3) ¤ :½(A2;A3) ¤ :½(A2;A4) ¤ ½(A3;A4) =

= 1 ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ 1 = 0:125

A strukt¶uram¶atrix:

s4 =

0
B@

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA

e) menedzsment szempontj¶ab¶ol nem megengedett megold¶as. (A(N1; N2),
A(N2; N3), A(N1;N3) kapcsolatok egyidej}uleg jelen vannak). Elfo-
gad¶asi val¶osz¶³n}us¶eg:

p5 = ½(A1;A2) ¤ ½(A1; A3) ¤ ½(A2; A3) ¤ :½(A2;A4) ¤ ½(A3;A4) =

= 1 ¤ 0:5 ¤ 0:5 ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ 1 = 0:125

A1

A2

A4

A3

A1

A2

A4

A3
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A strukt¶uram¶atrix:

s5 =

0
B@

0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA

f) menedzsment szempontj¶ab¶ol nem megengedett megold¶as. Elfogad¶asi
val¶osz¶³n}us¶eg:

p6 = ½(A1;A2) ¤ ½(A1;A3) ¤ :½(A2; A3) ¤ :½(A2;A4) ¤ ½(A3;A4) =

= 1 ¤ 0:5 ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ 1 = 0:125

A strukt¶uram¶atrix:

s6 =

0
B@

0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA

g) menedzsment szempontj¶ab¶ol nem megengedett megold¶as. (A(N2; N3),
A(N3; N4), A(N2;N4) kapcsolatok egyidej}uleg jelen vannak). Elfo-
gad¶asi val¶osz¶³n}us¶eg:

p7 = ½(A1;A2) ¤ :½(A1; A3) ¤ ½(A2;A3) ¤ ½(A2;A4) ¤ ½(A3;A4) =

= 1 ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ 0:5 ¤ 0:5 ¤ 1 = 0:125

A strukt¶uram¶atrix:

s7 =

0
B@

0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA

A1

A2

A4

A3

A1

A2

A4

A3
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h) menedzsment szempontj¶ab¶ol nem megengedett megold¶as. Elfogad¶asi
val¶osz¶³n}us¶eg:

p8 = ½(A1;A2) ¤ :½(A1; A3) ¤ :½(A2;A3) ¤ ½(A2;A4) ¤ ½(A3;A4) =

= 1 ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ 0:5 ¤ 1 = 0:125

A strukt¶uram¶atrix:

s8 =

0
B@

0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA

Topologikusan valamennyi megold¶as megengedett. A menedzsment szem-
pontj¶ab¶ol azonban csak a ¶es b megold¶as kivitelez¶ese c¶elszer}u. A megengedett
strukt¶uram¶atrixokb¶ol a fenti felt¶etelek megl¶ete ellen}orizhet}o. Ha pl. el}o¶³r¶as,
hogy egy kezd}o- ¶es egy v¶egpont van a gr¶afban, akkor a (megengedett) struk-
t¶uram¶atrixban pontosan egy olyan i sor ¶es pontosan egy olyan j (i 6= j)
oszlop van, mely sor, illetve oszlop valamennyi eleme 0. A m¶asodik felt¶etel
teljesÄul¶ese ugyan¶³gy a topologikusan rendezett megold¶as strukt¶uram¶atrixa
alapj¶an ellen}orizhet}o. Ekkor ugyanis nem tal¶alhat¶o olyan 3 elem, melyre
sij = sik = slj = 1 (k < j, i < l).

A p¶eld¶aban az 1. korl¶atoz¶o felt¶etel miatt d, f, h alternat¶³v¶akat kiz¶artuk.
Azonban projektÄutemez¶es terÄulet¶en, de f}oleg folyamatszervez¶esben tÄobb kez-
d}o- ¶es v¶egpont is kezelhet}o. A gr¶afoknak csak az ir¶any¶³tott kÄormentess¶eg
krit¶erium¶anak kell megfelelniÄuk.

A p¶eld¶aban a 2. korl¶atoz¶o felt¶etel miatt kiz¶artuk c, e, g alternat¶³v¶akat.
Mivel azonban a tev¶ekenys¶egek kÄozÄott nem csak szigor¶u v¶eg-kezdet, hanem
elvileg b¶armilyen minim¶alis illetve maxim¶alis (kezd¶es-kezd¶es, befejez¶es-kezd¶es,
kezd¶es-befejez¶es) kapcsolat lehet, nem mondhat¶o el ¶altal¶anoss¶agban, hogy ez
a kiz¶ar¶as minden esetben indokolhat¶o lenne.

Ahhoz, hogy a megengedett megold¶asok kÄozÄul v¶alaszthassunk, meg kell
fogalmazni egy c¶elfÄuggv¶enyt. Pl. a legrÄovidebb ¶atfut¶asi id}o. Ekkor a te-
v¶ekenys¶egek lefut¶asi idej¶enek ¶es a kapcsolatok milyens¶eg¶enek ismeret¶eben a
legjobb megold¶as kiv¶alaszthat¶o a megengedett megold¶asok kÄozÄul.

Megengedett megold¶asok meghat¶aroz¶asa:

De¯n¶³ci¶o. A ½ 2 [¡1; 1]n£n kapcsolati m¶atrix reduk¶alt kapcsolati m¶atrix¶anak
nevezzÄuk r 2 f0; 1gn£n-t, ha teljesÄul minden 1 · i; j · n-re, hogy r 3
r(Ai; Aj) = b½(Ai;Aj)c.

A1

A2

A4

A3
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Megjegyz¶es. Az 1. p¶elda reduk¶alt kapcsolati m¶atrixa de¯n¶³ci¶o szerint:

r =

0
B@

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA :

Megjegyz¶es. Az Äosszes lehets¶eges megold¶as fels}o becsl¶ese k bizonytalan
kapcsolat eset¶en: 2k, ahol k maxim¶alis ¶ert¶eke: n(n ¡ 1).

Megjegyz¶es. Fontos megjegyezni, hogy abban az esetben, ha technol¶ogiailag
megval¶os¶³that¶o egy tev¶ekenys¶egsorrend felcser¶el¶ese is, pl. N tev¶ekenys¶eget M
kÄoveti 0,7 val¶osz¶³n}us¶eggel, M-et kÄoveti N 0,3 val¶osz¶³n}us¶eggel, az ehhez tar-
toz¶o kapcsolati m¶atrix

½ =

µ
0 0; 7

0; 3 0

¶
;

akkor m¶odszerÄunk ezt a k¶et lehet}os¶eget kÄulÄon lehets¶eges megold¶ask¶ent le-
sz¶amolja. Egyszerre a k¶et kapcsolat azonban egyidej}uleg nem teljesÄulhet
(ugyanis nem lesz kÄormentes a gr¶af).

Megjegyz¶es. Az Äosszes megold¶as meg¶allap¶³t¶asa m¶ar kÄozepes m¶eret}u h¶a-
l¶okn¶al is rem¶enytelen feladat lenne, ¶³gy reduk¶alnunk kell a ,,sz¶oba jÄohet}o"
megengedett megold¶asokat. A kÄovetkez}okben egy olyan m¶odszert mutatunk
be, mellyel az Äosszes megengedett megold¶ast meg lehet hat¶arozni ¶es a l¶ep¶esek
sz¶am¶at jelent}osen lehet reduk¶alni.

Ha sok lehets¶eges kapcsolat van az egyes tev¶ekenys¶egek kÄozÄott, akkor m¶ar
k = 100 elemn¶el a lehets¶eges megold¶asok kisz¶am¶³t¶asa rem¶enytelen v¶allalko-
z¶asnak t}unik, hiszen egy lehets¶eges vari¶aci¶o eset¶en topologikus rendez¶es seg¶³t-
s¶eg¶evel kell majd eldÄontenÄunk, hogy egy lehets¶eges gr¶af-vari¶aci¶o megengedett
megold¶as-e (vagyis h¶al¶o). Mivel a topologikus rendez¶es fut¶asideje O(n log n),
¶³gy kÄonnyen bel¶athat¶o, hogy k · n(n¡1) eset¶en O(2kn log n) ideig tartana a
lehets¶eges h¶al¶ok ki¶ert¶ekel¶ese. Ez¶ert szÄuks¶eges tov¶abb reduk¶alni a lehets¶eges
megold¶asok halmaz¶at.

M¶odszerÄunkben kihaszn¶aljuk az ir¶any¶³tott kÄormentes gr¶afok Äosszes tulaj-
dons¶ag¶at. Ha egy h¶al¶oban ir¶any¶³tott kÄor van, akkor topologikusan nem ren-
dezhet}o, ¶³gy olyan eseteket nem vonhatunk be, ahol kÄor lenne a h¶al¶ozatban.
Felhaszn¶aljuk, hogy abban az esetben, ha nincs kÄor egy egyszer}u gr¶afban,
akkor a gr¶af adjacencia m¶atrixa ¶atrendezhet}o ¶un. fels}oh¶aromszÄog m¶atrixba.
M¶odszerÄunk egy back-tracking elj¶ar¶as, mely bej¶arja a lehets¶eges megold¶asokat,
azokat a megold¶asokat pedig, amelyek nem jÄohetnek sz¶oba, ¯gyelmen k¶³vÄul
hagyja. A lehets¶eges megold¶asok gener¶al¶as¶an¶al a menedzsment ¶altal de¯ni¶al-
hat¶o korl¶atoz¶o felt¶eteleket is ¯gyelembe vehetjÄuk, ¶³gy ezen strukt¶uram¶atrixok
¶altal megadott gr¶afokat nem kell topologikusan rendezni.

A m¶odszer l¶ep¶esei:

0. l¶ep¶es. A reduk¶alt kapcsolati m¶atrix meghat¶aroz¶asa. A m¶atrix ¶atrendez¶ese
fels}o h¶aromszÄogm¶atrixsz¶a. Ha nem rendezhet}o ¶at, akkor nincs megold¶asa a
feladatnak ! STOP, ellenkez}o esetben ugr¶as az els}o l¶ep¶esre.
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1. l¶ep¶es. Ha az ¶elek sz¶ama (m) nagyobb, mint a cs¶ucsok sz¶ama (n)
m¶³nusz 1, akkor a topologikus rendez¶es elv¶egz¶ese. Ha nem, akkor ugr¶as a
2b-re. Ha megengedett a megold¶as (a strukt¶uram¶atrix megfelel a korl¶atoz¶o
felt¶eteleknek, topologikusan rendezhet}o), akkor ugr¶as a 2a. l¶ep¶esre, ellenkez}o
esetben a 2b-re.

2a. l¶ep¶es. A megold¶as ki¶³r¶asa. A kÄovetkez}o ¶el kiv¶alaszt¶asa. Csak olyan ¶el
v¶alaszthat¶o ki, amely a fels}o h¶aromszÄogben van, ¶es kor¶abban nem v¶alasztottuk
ki. Teh¶at (Ni;Nj) eset¶en i > j. Ha nincs kiv¶alaszthat¶o ¶el, akkor ugr¶as a
3. l¶ep¶esre, ha van kiv¶alaszthat¶o ¶el, akkor ugr¶as az 1. l¶ep¶esre.

2b. l¶ep¶es. Lehets¶eges tev¶ekenys¶eg kiv¶alaszt¶asa. Csak olyan tev¶ekenys¶eg
v¶alaszthat¶o ki, ahol az adjacencia m¶atrix ¶atrendezhet}o fels}o h¶aromszÄogm¶atrixsz¶a,
¶es kor¶abban ezt az ¶elt nem v¶alasztottuk ki. Ha nem v¶alaszthat¶o ki, akkor
ugr¶as a 3-as pontra. Ha van kiv¶alaszthat¶o ¶el, akkor ugr¶as az 1. pontra.

3. l¶ep¶es. Egy kiv¶alasztott kapcsolat redukci¶oja, ha a kapott gr¶af m¶ar
szerepel a megold¶asok kÄozÄott, vagy a redukci¶o ut¶an a gr¶af nem megengedett,
akkor kil¶ep¶es az ¶agb¶ol, egy¶ebk¶ent ugr¶as az 1. pontra.

2. p¶elda. TekintsÄuk az el}oz}o p¶eld¶at. Ekkor a kapcsolati m¶atrix a kÄovetkez}o:

½ =

0
B@

0 1 0:5 0
0 0 0:5 0:5
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA :

A reduk¶alt kapcsolati m¶atrix:

r =

0
B@

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
CA :

A lehets¶eges megold¶asok sz¶ama elvileg 23 = 8. Mivel azonban a reduk¶alt
kapcsolati m¶atrixban az ¶elek sz¶ama kisebb, mint 3, illetve k¶et olyan osz-
lop/sor is van, melyre az oszlopok/sorok ¶ert¶ekei 0-k, ¶³gy ez a menedzsment
¶altal t¶amasztott krit¶eriumok alapj¶an nem megengedett megold¶as (1d. ¶abra),
¶³gy a topologikus rendez¶est nem v¶egezzÄuk el. A m¶odszer szerint most egy
¶uj ¶elt kell v¶alasztani, melyet be kell venni a gr¶afba. Az egyik lehets¶eges ¶el
a ½(N1; N3) = 0:5 (1f. ¶abra). Itt a kiv¶alasztott ¶elek sz¶ama 3, de a korl¶atoz¶o
felt¶etelek kÄozÄul az els}ot nem teljes¶³ti, ez¶ert ¶ujabb ¶elt kell kiv¶alasztani. ¶Ujabb
¶el lehet a ½(N2;N3) = 0:5. A kiv¶alasztott ¶elek sz¶ama m¶ar 4 (1e. ¶abra),
itt azonban a 2. korl¶atoz¶o felt¶etel nem teljesÄul, ¶³gy topologikusan nem ren-
dezzÄuk. ¶Ujabb kiv¶alaszt¶as ½(N2; N4) = 0:5 ut¶an 1c. ¶abr¶at kapjuk. Itt is a
m¶asodik korl¶atoz¶o felt¶etel nem teljesÄul. TÄobb ¶el m¶ar nem v¶alaszthat¶o ki,
¶³gy ¶elt kell elvenni a gr¶afb¶ol. ½(N2;N3) = 0:5 ¶elet elv¶eve 1b. ¶abra szerinti
gr¶afot kapjuk, amely topologikusan rendezhet}o ¶es a korl¶atoz¶o felt¶eteleket
is ¯gyelembe vev}o megengedett megold¶as. ¶Ujabb ¶elt m¶ar nem vehetÄunk
el, mert ½(N2; N4) = 0:5 elv¶eve ism¶et 1f-hez jutn¶ank, ami r¶aad¶asul nem is
megengedett, ez¶ert a tov¶abbi redukci¶onak sincs ezut¶an ¶ertelme, ½(N1;N3) =
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0:5-Äot elv¶eve 1h. ¶abr¶ahoz jutunk, ami szint¶en nem megengedett megold¶as,
teh¶at ebb}ol az ¶agb¶ol kil¶epÄunk. ¶Igy visszajutunk az 1c. megold¶ashoz. Innen
½(N1;N3) = 0:5-Äot v¶alasztva 1g. ¶abr¶ahoz jutunk, ami a m¶asodik korl¶atoz¶o
felt¶etelt nem teljes¶³ti. ½(N2; N4) = 0:5-Äot elhagyva 1a. ¶abr¶at kapjuk, ami
viszont megengedett megold¶as.

A m¶odszer pszeud¶o k¶odja az al¶abbi t¶abl¶azatban tal¶alhat¶o:

1 r := reduced(½); fReduk¶alt kapcsolati m¶atrix meghat¶aroz¶asag
2 S := ;; fS-ben t¶aroljuk a megold¶asokatg
3 S := SNPM(r; S);
4
5 function SNPM(r; S);
6 begin
7 if (uptri(r) = true) then fAzt vizsg¶aljuk, hogy a kapcsolati m¶atrixg
8 begin ffels}o h¶aromszÄogm¶atrixba ¶atrendezhet}o-eg
9 if (m > n¡ 1) then
10 begin
11 if (m crit(r) = true) then fA korl¶atoz¶o felt¶etelek teljesÄul¶es¶enek g
12 begin fvizsg¶alatag
13 [s to,g] = to(r); fTopologikus rendez¶es elv¶egz¶eseg
14 fs to a rendez¶es sikeress¶eg¶et, g a topologikusan rendezett gr¶afot jelÄolig
15 if (s to = true) then
16 begin
17 S := S [ g; fA korl¶atoz¶o felt¶eteleket teljes¶³t}o, topologikusang
18 print g; frendezhet}o gr¶afokat t¶aroljuk ¶es ki¶³ratjukg
19 end;
20 end;
21 [s s,r] := select(r); fKÄovetkez}o elem kiv¶alaszt¶asa. Ha ez lehets¶eges,g
22 if (s s = true) then S:=SNPM(r,S) else fakkor ¶ujra megh¶³vjuk ezt ag
23 begin ffÄuggv¶enyt, ha nem akkor a redukci¶o elv¶egz¶eseg
24 [s r,r,g] := reduction(r);
25 if ((s r = true) and (m crit(r) = true)) then
26 begin
27 [s to,g] = to(r);
28 if ((s to = true) and (g not in S)) then
29 begin fmegvizsg¶aljuk, hogy a topologikusg
30 S = SNPM(r,S); frendez¶essel kapott gr¶afg
31 end; fszerepel-e a megold¶asok kÄozÄottg
32 end;
33 end;
34 end;
35 end;
36 end;

1. t¶abl¶azat. A m¶odszer pszeudok¶odja

Az el}oz}o p¶eld¶aban sz¶amos h¶al¶o nem megengedett volt, ¶³gy a tov¶abbiakban
csak azokat a gr¶afokat kell tekintenÄunk, ami topologikusan rendezhet}o ¶es a
menedzsment sz¶am¶ara megval¶os¶³that¶o (vagyis megold¶asstrukt¶ur¶ak). Ha e
krit¶eriumokat ¯gyelembe vesszÄuk, akkor a ¶es b vari¶ans egyenl}o val¶osz¶³n}us¶eggel
kÄovetkezhet be.

A backtracking elj¶ar¶as a lehets¶eges megold¶asok sz¶am¶³t¶asakor nem veszi
¯gyelembe azokat a m¶atrixokat, melyek nem rendezhet}ok ¶at fels}o h¶aromszÄog-
m¶atrixsz¶a (pl. kÄor van a h¶al¶ozatban). Ilyenkor tov¶abbi ¶elt sem v¶alasztunk
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ki, ¶³gy ezeket a strukt¶ur¶akat kiz¶arjuk. Ennek ellen¶ere ¶³gy is t¶ul sok olyan
megold¶ast j¶arunk be, melyek biztosan nem lehetnek megengedett megold¶asok.
A korl¶atoz¶o felt¶eteleket megfogalmazva a lehets¶eges megold¶asok sz¶am¶at csÄok-
kenthetjÄuk, ¶³gy a szelekci¶o eset¶en (21. sor) az ilyen lehets¶eges megold¶asokat
nem vesszÄuk ¯gyelembe.

Megjegyz¶es. JelÄolje az Äosszes megold¶as halmaz¶at P . Ebb}ol a topologiku-
san ¶es a menedzsment szempontj¶ab¶ol is megengedett megold¶asok halmaza
Q (Q µ P ). Az Äosszes tev¶ekenys¶eg bekÄovetkez¶esi/elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶ege
p = 1, hiszen a bekÄovetkez¶esek teljes esem¶enyrendszert alkotnak, m¶³g azon
projektek (megold¶asstrukt¶ur¶ak) bekÄovetkez¶esi/elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶egeinek
Äosszege q · p = 1, amelyek mind technol¶ogiailag, mind a menedzsment szem-
pontj¶ab¶ol megval¶os¶³that¶ok. (Az el}oz}o p¶eld¶aban p = 1, q = 0:125 + 0:125 =
0:25).4

De¯n¶³ci¶o. Egy i-edik (topologikusan ¶es menedzsment szempontb¶ol egyar¶ant)
megengedett projekt qi megval¶osul¶asi val¶osz¶³n}us¶ege a bekÄovetkez¶esi/elfoga-
d¶asi val¶osz¶³n}us¶ege osztva az Äosszes megengedett projekt bekÄovetkez¶esi/elfo-
gad¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶evel: qi = pi=q.

3. P¶elda. Adott c¶elfÄuggv¶enyre n¶ezve optim¶alis megold¶as kiv¶alaszt¶asa. Te-
kintsÄuk az el}oz}o p¶eld¶at. Most a kapcsolati er}oss¶egek jelÄoljenek dÄont¶eshoz¶oi
preferenci¶akat. Legyenek a tev¶ekenys¶egek lefut¶asi id}oi a kÄovetkez}ok¶eppen
megadva. dN1

= 5 nap, dN2
= 10 nap, dN3

= 7 nap, dN4
= 6 nap. A c¶el-

fÄuggv¶eny legyen a minim¶alis ¶atfut¶asi id}o! Az 1. p¶elda korl¶atoz¶o felt¶etelein t¶ul
tov¶abbi korl¶atoz¶o felt¶etel pedig: az adott projekt megval¶osul¶asi val¶osz¶³n}us¶ege
legyen legal¶abb 0.4! Ekkor a) ¶es b) megold¶as eset¶en a megval¶osul¶asi val¶osz¶³-
n}us¶eg 0.5, a tÄobbi esetben 0. Ezek kÄozÄul az a) megold¶as eset¶en az ¶atfut¶asi
id}o

dN1 + dN2 + dN3 + dN4 = 5 + 10 + 7 + 6 = 28 nap.

b) megold¶as eset¶en az ¶atfut¶asi id}o

dN1
+ max(dN2

; dN3
) + dN4

= 5 + max(10; 7) + 6 = 21 nap.

A fentiek szerint a b) v¶altozatot v¶alasztj¶ak. A tev¶ekenys¶egek rendben
lezajlanak ¶es a tev¶ekenys¶egsort sikeresnek ¶³t¶elik, ez¶ert a megold¶asban r¶eszt
vett bizonytalan rel¶aci¶ok ¶ert¶ek¶et 10%-kal nÄovelik. Ekkor ½(N1; N3) = 0:5 +
0:1 = 0:6. ½(N2;N4) = 0:6. Szint¶en k¶et lehets¶eges megold¶ast kapunk. Ekkor
a) megold¶as elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶ege:

p1 = ½(N1;N2) ¤ :½(N1;N3) ¤ ½(N2; N3) ¤ :½(N2; N4) ¤ ½(N3;N4) =
= 1 ¤ (1 ¡ 0:6) ¤ 0:5 ¤ (1 ¡ 0:6) ¤ 1 = 0:08 ;

b) megold¶as elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶ege:

p2 = ½(N1;N2) ¤ ½(N1; N3) ¤ :½(N2; N3) ¤ ½(N2;N4) ¤ ½(N3;N4) =
= 1 ¤ 0:6 ¤ (1 ¡ 0:5) ¤ 0:6 ¤ 1 = 0:18 :

4A topologikusan megengedett, de a menedzsment szempontok alapj¶an kiz¶art
strukt¶ur¶akat a menedzsment dÄont¶ese alapj¶an be lehet sz¶am¶³tani a Q halmaz elemei kÄoz¶e.
Ekkor a megval¶os¶³t¶asi val¶osz¶³n}us¶egek kisebbek lesznek. Optim¶alis megold¶ast azonban csak
a Q halmaz elemei kÄozÄul v¶alaszthatunk.



100 Koszty¶an Zsolt Tibor { Fejes J¶anos { Kiss Judit

Ekkor q = 0:08 + 0:18 = 0:26; q1 = 0:08=0:26 = 0:31; q2 = 0:18=0:26 = 0:69.
Ekkor a korl¶atoz¶o felt¶etel miatt a) megold¶as ki is esik, hiszen az el}o¶³rtak
szerint kisebb, mint 0.4.

Megjegyz¶es. A legtÄobb projekt sor¶an bizonyos tev¶ekenys¶egek v¶egrehajt¶asa
ism¶etl}odhet, m¶eg akkor is, ha ehhez tartoz¶o id}o-, er}oforr¶as- ¶es kÄolts¶egadatok
kÄulÄonbÄoz}oek lehetnek. Sok projekttervez}o szoftver ezt ki is haszn¶alja oly m¶o-
don, hogy a logikai h¶al¶ot, mint ,,projektsablont" le lehet menteni ¶es k¶es}obbi
alkalmaz¶asra fel lehet haszn¶alni (pl. MS Project, Primavera stb.). A javasolt
m¶odszerÄunk ett}ol a megold¶ast¶ol annyiban l¶ep tov¶abb, hogy nem csak a logikai
kapcsolatokat, hanem a kapcsolati er}oss¶egeket ¶es/vagy a megold¶asstrukt¶u-
r¶akat, illetve a megval¶os¶³t¶as sor¶an szerzett tapasztalatokat is t¶arolni tudja.
Ezen k¶³vÄul projekttervez¶esi technik¶akat nemcsak projektek kezel¶es¶ere, hanem
pl. egyedi ¶es kissorozatgy¶art¶as termel¶esir¶any¶³t¶as¶aban is lehet alkalmazni [12].
A visszavezet¶es, tapasztalatgy}ujt¶es ebben az esetben m¶eg hangs¶ulyosabb
lehet.

3 Gyakorlati alkalmaz¶as

Az SNPM elj¶ar¶as val¶os alkalmaz¶as¶anak el}onyeit egy, a gyakorlatban kipr¶ob¶alt
p¶eld¶aval illusztr¶aljuk. M¶odszerÄunk egy multinacion¶alis v¶allalat val¶os pro-
jektj¶enek v¶egrehajt¶asa sor¶an kerÄult kipr¶ob¶al¶asra. Az elemz¶es alapj¶at egy
37 tev¶ekenys¶egb}ol ¶all¶o, term¶ekbevezet¶est mag¶aba foglal¶o folyamat k¶epezte.
(Mivel itt a bizonytalan kapcsolatok sz¶ama 65 volt, ¶³gy a kapcsolatokat
reprezent¶al¶o adjacencia m¶atrix ¶es a gr¶af egy r¶eszlet¶et mutatjuk csak be. A
lehets¶eges megengedett h¶al¶ostrukt¶ur¶ak gener¶al¶as¶ahoz a Matlab programot,
m¶³g a projektek megjelen¶³t¶es¶ere az MS Project szoftvert haszn¶altuk.)

A munka els}o l¶ep¶esek¶ent az egyes feladatok kÄozÄotti kapcsolatokat, valamint
az egyes tev¶ekenys¶egek teljes¶³t¶esi idej¶et hat¶aroztuk meg v¶allalati szakemberek
seg¶³ts¶eg¶evel.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 { 0.5 0.5 0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 { 0 1 0.5 0.5 0.5 0.5 0 0 0 0 0 0
3 0 0 { 1 0.6 0.7 0.5 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 { 0.5 0.5 0 0.5 0.5 0.5 0 0 0 0
5 0 0 0 0 { 0 0.5 0.8 0.5 0.5 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 { 0.5 0.6 0.5 0.6 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 { 1 1 1 0 0 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 { 0.5 0.6 0.5 0.5 0.6 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 { 0 1 1 1 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 { 1 1 1 0
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 { 0.5 0.6 0.5
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 { 0 1
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 { 1
14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 {

2. ¶abra. R¶eszlet az adjacencia m¶atrixb¶ol
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Ahogy l¶attuk az el}oz}o p¶elda sor¶an, ha a t¶abl¶azatban tal¶alhat¶o kapcsolati
er}oss¶egeken v¶altoztatunk, a k¶es}obbi eredm¶enyek ennek fÄuggv¶eny¶eben szint¶en
v¶altozhatnak. A m¶odszer ezen tulajdons¶aga miatt alkalmas az SNPM egy
szak¶ert}oi rendszer kieg¶esz¶³t}o moduljak¶ent m}ukÄodni, mivel adatai ¶ujrafelhasz-
n¶alhat¶oak. (Ebben az esetben azonban csak Q halmaz elemeit c¶elszer}u t¶a-
rolni.). Az elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶egek meghat¶aroz¶asakor az al¶abbi t¶enyez}oket
vettÄuk ¯gyelembe: technol¶ogiai sorrend, rendelkez¶esre ¶all¶o ¶es a szÄuks¶eges
er}oforr¶asok ar¶anya (emberi ill. m}uszaki ¶ertelemben), aktu¶alis piaci t¶enyez}ok
(pl. sÄurg}os rendel¶es) stb. Ha egy lehets¶eges lefut¶asi v¶altozat bekÄovetkez¶ese
80% (kapcsolater}oss¶ege: 0.8), akkor az azt jelenti, hogy a tev¶ekenys¶egek kÄo-
zÄotti kapcsolatok alapj¶an 10 esetb}ol 8-szor ez a lefut¶asi vari¶aci¶o kÄovetkezne be
a c¶elfÄuggv¶enyek alkalmaz¶asa n¶elkÄul. Fontos megjegyezni, hogy a c¶elfÄuggv¶eny
magasabb priorit¶as¶u a val¶osz¶³n}us¶eg¶ert¶ekkel, preferencia¶ert¶ekekkel szemben.
J¶o p¶elda erre a vizsg¶alt projekt sor¶an tapasztalt eset, ahol az eredeti le-
fut¶as tÄobb mint 60%-os megval¶os¶³t¶asi val¶osz¶³n}us¶eggel b¶³rt, mi m¶egis a m¶asik
alternat¶³v¶at javasoltuk, mivel az rÄovidebb id}o alatt ¶es kevesebb kÄolts¶eg mel-
lett teljes¶³thet}o. A feladatok kÄozÄotti kapcsolatok becsl¶esekor a felt¶etlen r¶a-
kÄovetkez¶eseket 1-essel, a lehets¶eges kapcsolatokat (teh¶at a p¶arhuzamos tel-
jes¶³thet}os¶eget is) alapesetben 0.5-tel jelÄoltÄuk. Ett}ol olyan esetekben t¶ertÄunk
el, amikor nagyobb volt a val¶osz¶³n}us¶ege az adott r¶akÄovetkez¶esnek. Kiindul¶asi
alapul minden esetben az eredeti h¶al¶ot haszn¶altuk fel (3. ¶abra), melyet MS
Project seg¶³ts¶eg¶evel ¶abr¶azoltunk.

3. ¶abra. A projekt els}o 7 eleme alapesetben
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4. ¶abra. A projekt els}o 7 eleme a javasolt lefut¶asi sorrendben

Munk¶ank sor¶an a feladatok p¶arhuzamos¶³t¶as¶ara val¶o tÄorekv¶esÄunk mellett
azokat a lehet}os¶egeket vizsg¶altuk, melyek megengedett megold¶asokat ered-
m¶enyeznek. DÄont¶esi alternat¶³v¶ak felmerÄul¶esekor c¶elfÄuggv¶enyk¶ent a minim¶alis
¶atfut¶asi id}ot ¶es az elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶eget tartottuk szem el}ott. ¶Igy kaptuk
meg a v¶egs}o h¶al¶odiagramokat (4. ¶abra).

A teljes folyamat hat¶ekony megval¶os¶³t¶as¶anak m¶er¶es¶ere a megt¶erÄul¶esi id}o
¶ert¶ek¶et alkalmaztuk. Ezen mutat¶osz¶am mellett minden esetben meghat¶aroz-
tuk az ¶uj ¶atfut¶asi id}oket ¶es az azok hat¶asak¶ent ÄosszkÄolts¶egek szintj¶en jelent-
kez}o kÄolts¶egcsÄokken¶es m¶ert¶ek¶et is. Meghat¶aroztuk minden esetben az egyes
l¶ep¶esekhez tartoz¶o tartal¶ekid}oket is. A tÄobb tartal¶ekid}o jobban kezelhet}ov¶e
teszi a folyamatot, mivel a teljes¶³t¶es kÄozben tÄobb hat¶arid}os cs¶usz¶as v¶alik
lehet}ov¶e an¶elkÄul, hogy a teljes projekt tervezett befejez¶esi ideje megv¶altozna
(igaz, tÄobb er}oforr¶asra lesz egy id}oben szÄuks¶eg, ez azonban itt korl¶atoz¶o
felt¶etelk¶ent jelentkezett, vagyis olyan esetek, melyekn¶el az er}oforr¶as-szÄuks¶eglet
nem volt teljes¶³thet}o, a menedzsment szempontj¶ab¶ol nem megengedett megol-
d¶ask¶ent szerepeltek). A kritikus ¶uton l¶ev}o tev¶ekenys¶egek tartal¶ekideje mindig
nulla, vagyis nincs megengedett hibahat¶ar, kÄulÄonben cs¶uszik az eg¶esz projekt
tervezett befejez¶ese. Ebb}ol kifoly¶olag a kritikus utak sz¶am¶anak csÄokken¶es¶eb}ol
a teljes tartal¶ekid}o nÄoveked¶es¶ere lehet kÄovetkeztetni [13].

Munk¶ank sor¶an k¶et tov¶abbi felt¶etelez¶essel ¶eltÄunk. Az els}o, hogy az egyes
l¶ep¶esek p¶arhuzamos¶³t¶as¶at csak olyan esetekben alkalmaztuk, ahol volt szabad
kapacit¶as annak elv¶egz¶es¶ere, ¶³gy az nem ig¶enyelt tÄobblet-er}oforr¶ast. M¶asodik
felt¶etelez¶esÄunk a v¶allalati szakemberek dÄont¶es¶ere val¶o hagyatkoz¶as. A kap-
csolati m¶atrix alapj¶an elm¶eletileg az Äosszes megengedett megold¶as 265 =
3; 68 ¤ 1019. Ez a gyakorlatban kevesebb volt, mivel adottak voltak olyan
lehet}os¶egek, melyek azonnal kiz¶arhat¶oak. (P¶eld¶aul az Äuzleti terv kidolgoz¶as¶at,
v¶egleges friss¶³t¶es¶et minden esetben az utols¶o l¶ep¶esk¶ent kell elv¶egezni, mivel
csak akkor van m¶ar lez¶arva az Äosszes kor¶abbi feladat, melyeknek az adatait
rÄogz¶³teni kell.)

Vizsg¶alataink eredm¶enyek¶epp jutottunk el a v¶egs}o megengedett megol-
d¶ashoz, mely a tev¶ekenys¶egek p¶arhuzamos¶³t¶as¶anak kÄoszÄonhet}oen 7 munkanap
megtakar¶³t¶ast jelentett.
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4 ÄOsszefoglal¶as

A bemutatott m¶odszert m¶ar a logikai h¶al¶o tervez¶es¶enek szintj¶en lehet al-
kalmazni. Lehet}os¶eg van azonban egy m¶ar lezajlott projekt ¶ert¶ekel¶es¶ere is,
hiszen itt nem csak egyszer}uen a logikai h¶al¶ot lehet projektsablonk¶ent elmen-
teni, hanem a kapcsolatok er}oss¶eg¶enek feltÄuntet¶es¶evel, esetleg ¶ujra¶ert¶ekel¶es¶e-
vel a lehets¶eges megval¶os¶³t¶asi alternat¶³v¶akat is meg lehet hat¶arozni. A logikai
tervez¶es ut¶an a tev¶ekenys¶egid}ok, kÄolts¶eg- ¶es er}oforr¶asig¶enyek meghat¶aroz¶asa
ut¶an a bekÄovetkez¶esi/elfogad¶asi val¶osz¶³n}us¶egek mellett egy¶eb szempontok
(pl. minim¶alis kÄolts¶eg, minim¶alis ¶atfut¶asi id}o stb.) is szerepet j¶atszhatnak a
megfelel}o projektterv kiv¶alaszt¶as¶aban, illetve a lehets¶eges megold¶asok rang-
sorol¶as¶aban, ¶³gy ezt a m¶odszert ak¶ar projekttervez}o szoftverekben, s}ot ak¶ar
szak¶ert}oi rendszerekben is fel lehet haszn¶alni.
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HANDLING STOCHASTIC NETWORK STRUCTURES

IN PROJECT SCHEDULING

The success of the execution of a project depends greatly on the e±ciency of the
planning phase. [1] This study presents a new technology supporting the planning
phase. While projects can di®er greatly from one to the other and thus require
separate models and considerations, there are some questions that are always ap-
plicable. Is this the most e±cient executive sequence of tasks? Has all the possible
solutions been taken into consideration before the ¯nal schedule was identi¯ed? In
the course of our work, we searched for answers to these questions. The method
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under review (SNPM: Stochastic Network Planning Method) is a general technique
which is adaptable to solve scheduling tasks. The advantages of the SNPM over
already known methods (e.g. PERT, GERT, etc.) are that it identi¯es possible
solutions with the help of stochastic variables and that it takes into consideration
all of the possible successor relations. With this method, the parameters can be
changed if the impacts on the project change (e.g. due to tendencies of the market,
changes of technological conditions). Thus the SNPM could be useful as a module
of an expert system. The steps of the SNPM are introduced through a few examples
to show how it works.
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K ÄONYVEKR }OL

M¶ocz¶ar J¶ozsef: Fejezetek a modern kÄozgazdas¶agtudom¶anyb¶ol.
Sztochasztikus ¶es dinamikus nemegyens¶ulyi elm¶eletek, term¶eszet-

tudom¶anyos kÄozel¶³t¶esek. Akad¶emiai Kiad¶o, Bp. 608. o.

M¶ocz¶ar J¶ozsef a Marx K¶aroly KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Egyetem h¶³res terv-
matematika szak¶an v¶egzett ¶es az¶ota is az Egyetemen dolgozik. Sz¶amos
kÄulfÄoldi egyetemen volt vend¶egprofesszor, tÄobbek kÄozÄott az Oszakai, a Gronin-
geni, a Leuveni, a Sienai ¶es a Velencei La Foscara Egyetemeken. Az USC-n
mint Fulbright professzor folytatott kutat¶asokat. M¶ocz¶ar J¶ozsef, ma a Bu-
dapesti Corvinus Egyetem professzora, kÄozel 15 ¶eves kutat¶asi eredm¶enyeit
foglalta Äossze kÄonyv¶eben. Kutat¶asi r¶eszeredm¶enyeit ezt megel}oz}oen rangos
hazai ¶es nemzetkÄozi szakfoly¶oiratokban publik¶alta. TÄobb mint 60 jelent}osebb
tudom¶anyos cikk, kÄonyv, kÄonyvfejezet ¶es megh¶³vott el}oad¶as szerz}oje.

A kÄonyv a term¶eszet- ¶es a kÄozgazdas¶ag-tudom¶any alapvet}o k¶erd¶eseib}ol in-
dul ki, s a v¶eg¶en eljut a leg¶ujabb elm¶eletekig ¶es technik¶akig, ezekbe ¶agyazza
be az ¶uj ¶es ¶ujszer}u kutat¶asi eredm¶enyeit1, m¶egpedig egy teljesen ¶uj megkÄoze-
l¶³t¶esben. A kÄonyv ¶attekint¶est ad a kÄozgazdas¶agi elm¶eletek kialakul¶as¶ar¶ol, fel-
haszn¶alva a modern matematika ter¶en el¶ert eredm¶enyeket, majd a rendk¶³vÄul
szerte¶agaz¶o kutat¶asi terÄuletek kÄozÄul a sztochasztikus ¶es dinamikus nemegyen-
s¶ulyi elm¶eletekre koncentr¶al, felismerve azt a t¶enyt, hogy a t¶arsadalom r¶esze a
term¶eszetnek, ¶³gy a term¶eszettudom¶anyos megkÄozel¶³t¶esek eredm¶enyei a kÄoz-
gazdas¶agtanban is hasznos¶³that¶ok. E rendez}o elv a kÄulÄonbÄoz}o kÄozgazdas¶agi
iskol¶akb¶ol a legnagyobb r¶eszt a mainstream neoklasszikus iskol¶ab¶ol metsz
ki, j¶ollehet, hogy a keynesi ¶es ¶ujkeynesi iskol¶ak befoly¶as¶at is vizsg¶alja. A
kÄozgazdas¶agtan modern statisztikai, sz¶amviteli, p¶enzÄugytechnikai stb. isme-
reteinek tÄobbs¶ege is e leg¶ujabb eredm¶enyek kÄovetkezm¶enyei, amelyek meg-
fogalmaz¶asa szint¶en a term¶eszettudom¶anyok sokszor bonyolult matematikai
nyelvezet¶en tÄort¶enik: l¶enyeg¶eben ezek biztos¶³tj¶ak a gazdas¶ag modern elm¶e-
leteken alapul¶o m}ukÄod¶es¶et. Elfogadva ezek meghat¶aroz¶o szerep¶et, a szerz}o
itt az egyes paradigm¶akon alapul¶o tudom¶anyos kutat¶asok hat¶arterÄuleteinek
elm¶eleti eredm¶enyeibe, illetve az ¶altala felv¶azolt fejl}od¶esi ir¶anyokba, ¶uj elm¶e-
letekbe ¶es modellez¶esi technik¶akba k¶³v¶an betekint¶est adni a term¶eszettudo-
m¶anyok (science) kÄontÄos¶eben, ami a kÄozgazdas¶agtant modern kÄozgazdas¶ag-
tudom¶anny¶a tette ¶es m¶eg ink¶abb teszi.

A mai modern kÄozgazdas¶ag-tudom¶any leg¶ujabb szeml¶eleti ¶es kÄozel¶³t¶esi
technik¶ai a dinamika, a sztochasztika ¶es a nemegyens¶ulyi elm¶eletek ¶es mo-
dellek. A szerz}o sz¶eleskÄor}u kutat¶asai alapj¶an a Ramsey-Neumann-Haavelmo
h¶armast tekinti a k¶et vil¶agh¶abor¶u kÄozÄotti id}oszak legkiemelked}obb matema-
tikai kÄozgazd¶aszainak, akiknek eredm¶enyei meghat¶arozt¶ak a kÄozgazdas¶ag-
tudom¶any technikai ¶es m¶odszertani ir¶any¶at. A ,,nagy elm¶eleteket" pedig

1Az irodalomjegyz¶ekben 7 darab, rangos nemzetkÄozi szaklapban megjelent tanulm¶any¶at
hivatkozza meg a szerz}o. A teljes publik¶aci¶os list¶aja 60-n¶al tÄobb t¶etelb}ol ¶all.



108 KÄonyvekr}ol

Keynes ¶es kÄovet}oi, tov¶abb¶a Hicks, Schumpeter, Arrow, Samuelson ¶es a mo-
netarist¶ak (¶elÄukÄon Friedman) eredm¶enyei alak¶³tott¶ak, amelyek szint¶en meg-
tal¶alhat¶ok a leg¶ujabb dinamikus ¶es sztochasztikus nemegyens¶ulyi modellek
alapjaiban. Mindezt Roy E. Weintraub ¶un. tÄort¶eneti-rekonstrukci¶os m¶odsze-
r¶evel, matematikai nyelvezeten fejti ki, m¶egpedig Willard J. Gibbs szellem¶e-
ben, aki els}ok¶ent vallotta, hogy a ,,matematika egy nyelv".

A szerz}o ¶altal¶anos kutat¶asi c¶elkit}uz¶esi ¶es eredm¶enyei a sztochasztikus
¶es dinamikus nemegyens¶ulyi elm¶eletek terÄulet¶en az al¶abbiakban foglalhat¶o
Äossze.

A vizsg¶alataihoz felhaszn¶alt cikkeket ¶es tanulm¶anyokat, ¶es az azokban
tal¶alt eredeti gondolatokat, sok esetben m¶as szerz}ok szÄovegh}u kiemel¶es¶eben
¶es interpret¶aci¶oj¶aban, megfelel}o hivatkoz¶asokkal ¶ep¶³tette be kÄonyv¶ebe, ami
vil¶agos ¶es ¶erthet}o medret ny¶ujtott saj¶at eredm¶enyeinek kifejt¶es¶ere, ¶es egy¶uttal
egy sz¶eles irodalmi ¶attekint¶est is adott a modern, a mainstream neoklasszikus
kÄozgazdas¶ag-tudom¶any kialakul¶as¶ar¶ol ¶es f}obb modelljeir}ol. Vagyis h}uen kÄo-
veti a Lakatos Imre ¶altal megfogalmazott h¶³res t¶ezist: ,,A tudom¶any¯loz¶o¯a
a tudom¶anytÄort¶enet n¶elkÄul Äures, a tudom¶anytÄort¶enet a tudom¶any¯loz¶o¯a
n¶elkÄul vak." E t¶ezis els}o r¶esz¶enek magyar¶azata, rÄoviden ¶ugy foglalhat¶o Äossze,
hogy minden olyan tudom¶any¯loz¶o¯a, vagyis a kÄozgazd¶aszok terminol¶ogi¶aj¶a-
ban metodol¶ogia, amely nem veszi ¯gyelembe az ¶altala vizsg¶alt tudom¶any tÄor-
t¶enet¶et, elv¶eti a saj¶at t¶argy¶at, hiszen nem ismeri meg annak val¶odi m}ukÄod¶es¶et,
term¶eszet¶et. Vagyis itt most sokkal m¶elyebb ¶ertelmet kap a kÄozgazdas¶agtan
tudom¶anytÄort¶enete az idehaza szok¶asos elm¶elettÄort¶eneti megkÄozel¶³t¶esekn¶el,
amelyek tÄobbnyire csak a probl¶em¶ak korh}u t¶arsadalmi-gazdas¶agi szempont-
jaira t¶ernek ki, az adott terÄulet modern eredm¶enyeibe tÄort¶en}o be¶agyaz¶as
n¶elkÄul. Ez pontosabban azt jelenti, hogy egy-egy fejezetben egy bizonyos
t¶ema kifejt¶ese els}o, m¶ult sz¶azadbeli ¶erdemleges elm¶eleteib}ol kiindulva eljut
napjaink, s}ot a kÄozeljÄov}o v¶arhat¶o leg¶ujabb eredm¶eny¶eig. A t¶ezis m¶asodik
r¶esze azonban enn¶el j¶oval problematikusabb: azt ¶all¶³tja, hogy minden olyan
tÄort¶eneti kutat¶as, amelyik nem egy ¯loz¶o¯ai koncepci¶o ment¶en halad, medd}o
¶es ¶ertelmetlen. Ez¶ert a kÄozgazdas¶agtan tÄort¶enet¶ehez M¶ocz¶ar J¶ozsef azzal a
¯loz¶o¯ai koncepci¶oval fordult, s ezzel kÄoveti Lakatos Imre racion¶alis rekon-
strukci¶oj¶at, hogy v¶alaszt kapjon arra a k¶erd¶esre, hogy tudom¶any-e, s}ot Äon¶all¶o
tudom¶any-e a kÄozgazdas¶agtan? A v¶alaszt n¶ala is pontosan a tÄort¶eneti rekon-
strukci¶o szolg¶altatja. Vizsg¶alatainak kÄoz¶eppontj¶aba a term¶eszettudom¶anyos
megkÄozel¶³t¶eseket helyezte, a term¶eszettudom¶anyok, a ¯zika, k¶emia ¶es biol¶ogia
azon redukci¶oit, amelyek a modern elm¶eleti (r¶eszben matematikai) kÄozgazda-
s¶agtan kialakul¶as¶at ¶es az alkalmazott kÄozgazdas¶agtan, az Äokonometria meg-
szÄulet¶es¶et eredm¶enyezt¶ek. A szerz}o mindv¶egig azt hangs¶ulyozza kÄonyv¶eben,
hogy a kÄozgazdas¶agi folyamatokban a term¶eszettudom¶anyok (science) k¶³s¶erleti
eredm¶enyei, megfelel}o anal¶ogia alapj¶an, felhaszn¶alhat¶ok. Ami viszont a mate-
matikai redukcionizmust illeti, ott el¶egg¶e kritikusan fogalmaz. Az ¶un. science
matematik¶akb¶ol csak a k¶³s¶erletek eredm¶enyeit le¶³r¶o matematik¶at tartja alkal-
masnak a kÄozgazdas¶agtan formaliz¶alt ÄosszefÄugg¶eseinek le¶³r¶as¶ara a megfelel}o
anal¶ogia fenn¶all¶asa eset¶en, ami a priori kÄovetkezik a term¶eszettudom¶anyos
megkÄozel¶³t¶esb}ol. A bourbaki matematika, amely a matematikai ÄosszefÄug-
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g¶eseket alkalmaz¶asok n¶elkÄuli strukt¶urak¶ent kezeli |amit r¶eszletesen is be-
mutat|, ,,puszt¶³t¶o hat¶asa" kÄovetkezt¶eben a kÄozgazdas¶agtannak egy olyan
¶aga fejl}odÄott ki a kÄozelm¶ultban, aminek semmilyen kapcsolata sincs a val¶os
t¶enyekkel, ¶es csaknem elv¶alaszthatatlanok a tiszta matematik¶at¶ol. Ez az,
ami sz¶amos kÄozgazd¶asznak, kÄoztÄuk Roy E. Weintraubnak is, f¶elre¶ert¶esre ad-
tak okot, vagyis sokan a kÄozgazdas¶ag-tudom¶any matematikai tudom¶anny¶a
v¶al¶as¶ar¶ol besz¶elnek. M¶ocz¶ar J¶ozsef kÄonyve mindv¶egig azt bizony¶³tja, hogy sz¶o
sincs err}ol, csak a science kÄozel¶³t¶essel (redukci¶oval) az ott haszn¶alt matema-
tika nyelvezete egyre jobban ¶athatja, mikÄozben formaliz¶alt ÄosszefÄugg¶eseinek
le¶³r¶as¶ara megteremti a saj¶at matematikai nyelvezet¶et is.

¶Erdemes a matematikai m¶odszerek ¶es a sz¶am¶³t¶astechnika fejl}od¶es¶evel kap-
csolatban Krek¶o B¶ela egyetemi tan¶ar 1966-ban ¶³rt v¶elem¶eny¶et id¶ezni, amivel
Äosszhangban van M¶ocz¶ar J¶ozsef ¶all¶aspontja: ,,B¶armilyen messze is halad
ezen az ¶uton a fejl}od¶es, a matematika val¶oj¶aban mindig csak eszkÄoz marad
a kÄozgazd¶aszok kez¶eben. ¶Eppen ¶ugy, mint ahogy mind a mai napig csak
eszkÄoz maradt a ¯zikusok kez¶eben. A matematika fejletts¶eg¶enek mai fok¶an
| a leg¶altal¶anosabb rel¶aci¶ok tudom¶any¶anak tekinthet}o, eltekintve e rel¶aci¶ok
konkr¶et tartalm¶at¶ol. M¶ar ebb}ol a megfogalmaz¶asb¶ol is kÄovetkezik, hogy a
matematika sohasem l¶ephet a kÄozgazdas¶agi tudom¶anyok hely¶ebe. Ezzel szem-
ben igen komoly, sok esetben m¶assal nem p¶otolhat¶o seg¶³ts¶eget ny¶ujthat a
gazdas¶agi dÄont¶esek meghozatal¶an¶al." A matematikai m¶odszerek els}osorban a
dÄont¶es-el}ok¶esz¶³t¶est seg¶³tik el}o, tÄobbek kÄozÄott a progn¶ozisok kidolgoz¶as¶aval, a
,,dÄont¶es azonban tov¶abbra is kÄozgazdas¶agi [vezet¶esi] funkci¶o marad" ¶allap¶³tja
meg ezzel kapcsolatban Krek¶o B¶ela.2

A szerz}o egy¶ertelm}uen a science k¶³s¶erleteit le¶³r¶o matematikai redukcioniz-
must tekinti j¶arhat¶o ¶utnak a kÄozgazdas¶agtudom¶any term¶eszettudom¶anyos
megkÄozel¶³t¶es¶eben, els}osorban az¶ert, mert ¶³gy kevesebb a vesz¶elye annak, hogy
a kÄulÄonbÄoz}o m¶³toszok elt¶er¶³tik a kÄozgazdas¶agi modellez¶est a val¶os¶agt¶ol. Am¶³g
a neoklasszikus iskola a klasszikus mechanika Newton ¶altal megfogalmazott
tÄorv¶enyeinek matematikai ÄosszefÄugg¶eseit, a kÄozÄons¶eges di®erenci¶alegyenlete-
ket (ODE), illetve a parci¶alis di®erenci¶alegyenleteket (PDE) tekinti az egyik
legf}obb m¶odszertani eszkÄoz¶enek, addig a sztochasztikus differenci¶alegyenletek
(SDE) ¶es a sztochasztikus parci¶alis differenci¶alegyenletek (PSDE) a kvan-
tummechanika k¶³s¶erleti eredm¶enyeit tÄukrÄozik ¶es a sztochasztikus dinamikus
kÄozgazdas¶agi modellek megfogalmaz¶as¶at tett¶ek lehet}ov¶e a sztochasztikus fo-
lyamatok elm¶elet¶en keresztÄul. Emellett forradalmas¶³totta a p¶enzÄugyi mate-
matik¶at ¶es elvezetett a sztochasztikus dinamikus ¶altal¶anos egyens¶ulyi (DSGE)
modellekhez is.

A ¯zika, ezen belÄul kiemelten a newtoni mechanika tÄobb m¶odszer¶et ¶es
fogalm¶at alkalmazta a XIX. sz¶azad kÄozep¶et}ol a kÄozgazdas¶agtan: p¶eld¶aul
egyens¶uly, statika, dinamikus ¶es statikus egyens¶uly, periodicit¶as, harmonikus
mozg¶as, ciklikuss¶ag stb. A konjunkt¶ura-elemz¶es ¶es prognosztiz¶al¶as gyakran
alkalmazott anal¶ogi¶aja a harmonikus rezg}omozg¶as, mivel e tÄorv¶eny l¶enyege a
visszat¶er¶es, a megism¶etl}od¶es, a periodicit¶as, t¶agabb ¶ertelemben a ritmikuss¶ag.
Az ¶aralakul¶ast p¶eld¶aul ¶ugy k¶epzelt¶ek el, hogy a mozg¶o egyens¶uly tengely-

2Krek¶o B¶ela [1966]: Line¶aris programoz¶as. KJK. Budapest. 14. o.
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vonala a trend, ¶es a trend kÄorÄul harmonikus, ciklikus m¶odon ingadozik az
¶ar. A ciklikus mozg¶ast ugyanis az v¶altja ki, hogy a gazdas¶agi t¶enyez}ok alkal-
mazkod¶asi k¶epess¶ege m¶as ¶es m¶as, elt¶er}o a reakci¶osebess¶egÄuk. Ha beindul egy
folyamat, akkor ez a kÄulÄonbÄoz}o t¶enyez}ok egym¶asra hat¶as¶anak ered}ojek¶ent egy,
Äonmag¶at er}os¶³t}o mechanizmuss¶a v¶alik. A fordul¶opontot, pedig az id¶ezi el}o,
hogy min¶el t¶avolabb kerÄul a gazdas¶ag az egyens¶ulyi helyzethez k¶epest, ann¶al
er}osebb ellener}ok is m}ukÄodni kezdenek, hat¶asuk egyre ink¶abb ¶erezhet}ov¶e v¶a-
lik, ¶es arra k¶enyszer¶³tik a gazdas¶agot, hogy ¶ujra egyens¶ulyi helyzetbe kerÄuljÄon,
illetve azon t¶ullendÄuljÄon. E megkÄozel¶³t¶es teh¶at a Newton-f¶ele ,,akci¶o egyenl}o
reakci¶o", illetve ,,hat¶as egyenl}o ellenhat¶as" elvb}ol indul ki, vagyis azt felt¶ete-
lezi, hogy a gazdas¶agi ¶eletben |¶eppen ¶ugy, mint a ¯zika hull¶amjelens¶egei-
ben| az egyens¶ulyi helyzetb}ol val¶o kileng¶est az abba val¶o visszat¶er¶es je-
lens¶ege kÄoveti, majdnem mechanikus m¶odon. A Newtoni ¯zika a mikro ¶es
makro vil¶ag sz¶amos jelens¶eg¶et nem tudta megmagyar¶azni. E probl¶em¶akra
a v¶alaszt a kvantummechanika ¶es a relativit¶as elm¶elete adta meg. A kvan-
tummechanika elm¶eleti ¶es szigor¶u, form¶alis matematikai fel¶ep¶³t¶ese els}osorban
Planck, Dirac ¶es Neumann J¶anos nev¶ehez f}uz}odik, az ¶altal¶anos ¶es speci¶alis
relativit¶as elm¶elet¶et Einstein dolgozta ki. A ¯zika tudom¶any¶anak fejl}od¶ese a
kÄozgazdas¶agtanra is hat¶assal volt.

Azt, hogy mit is ¶ertÄunk itt eg¶eszen pontosan az ¶un. science matemati-
k¶an, p¶eld¶aul a ,,¯zikai matematik¶an", azt Ito integr¶al p¶eld¶aj¶an, genezis¶enek
tudom¶anytÄort¶eneti bemutat¶as¶aval vil¶ag¶³tjuk meg. KÄozismert, hogy mind
a sztochasztikus integr¶al¶as, mind a kock¶aztatott vagyon¶arak modellez¶ese a
Brown-mozg¶as formaliz¶alt megfogalmaz¶as¶aval kezd}odtek. A legkor¶abbi k¶³s¶er-
letek a Brown-mozg¶as matematikai modellez¶es¶ere R. Jarrow ¶es Ph. Protter3

szerint h¶arom forr¶asra vezethet}o vissza. Az els}o T. N. Thiel¶e¶e4 volt, aki
az id}osorok tanulm¶anyoz¶asa sor¶an adott egy lehets¶eges modellt a Brown-
mozg¶asra Koppenh¶ag¶aban; a m¶asodik L. Bachelier¶e5, aki a p¶arizsi ¶ert¶ekt}ozsde
vizsg¶alat¶aban t¶amaszkodott a Brown-mozg¶asra; ¶es v¶egÄul, a harmadik A. Ein-
stein¶e6, aki a folyad¶ekban meg¯gyelt kis r¶eszecsk¶ek mozg¶as¶anak modellj¶ere
tett javaslatot, l¶enyeg¶eben azzal a c¶ellal, hogy meggy}ozzÄon m¶as ¯zikusokat is
az anyag molekul¶aris term¶eszet¶er}ol. Sz¶amunkra most igaz¶ab¶ol Paul Langevin
francia ¯zikus, 1908-ban megjelent tanulm¶anya7 ¶erdekes, amelyben a Brown-

3Robert Jarrow, Philip Protter [2004]: A short history of stochastic integration and
mathematical ¯nance: the early years, 1880{1970, Anirban DasGupta, ed., A Festschrift
for Herman Rubin (Beachwood, Ohio, USA: Institute of Mathematical Statistics, 2004),
75{91. o.

4Thiele, T. N. [1880]: Sur la compensation de quelqeus erreurs quasisyst¶ematiques par
la m¶ethode des moindres carr¶es, Ritzel, Copenhagen.

5Bachelier, L. [1900]: Th¶eorie de la Sp¶eculation, Annales Scienti¯ques de l'¶Ecole Nor-
male Sup¶erieure, 21-286. o.; Bachelier, L. [1900]: Th¶eorie de la Sp¶eculation, Ghauthier-
Villars, Paris.

6Einstein, A. [1905]: On the movement of small particles suspended in stationary liquid
demanded by the molecular-kinetic theory of heat, Ann.d. Physik 17 (In Investigations of
the theory of Brownian movement, ed. R. FÄurth, Dover, New York, 1956); L¶anczos Korn¶el
[1978]: Einstein ¶evtizede. 1905-1915. Gyorsul¶o id}o. Magvet}o Kiad¶o. Budapest. Einstein
¶es a Brown-f¶ele mozg¶as. 110-118. o.

7Paul Langevin [1908]: Sur la th¶eorie du mouvement brownien, C. R. Acad. Sci. (Paris)
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mozg¶as le¶³r¶asa, saj¶at szavaival ¶elve, sokkal egyszer}ubb volt, mint Einstein¶e.
Ugyanis, am¶³g Einstein, kiindulva a megfelel}o hipot¶ezisekb}ol egy olyan par-
ci¶alis di®erenci¶alegyenletet (azaz, egy Fokker-Planck egyenletet) old meg,
amely egy Brown-mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecske val¶osz¶³n}us¶egi s}ur}us¶eg¶enek id}obeli
evol¶uci¶oj¶at szab¶alyozza, addig Langevin egyszer}uen csak Newton m¶asodik
tÄorv¶eny¶et alkalmazta a reprezentat¶³v Brown mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecsk¶ere. Ezzel
Langevin ,,feltal¶alta" a sztochasztikus ¯zika F = ma egyenlet¶et, amit most
Langevin egyenletnek neveznek. Ma m¶ar vil¶agos, hogy Langevin kÄozel¶³t¶es¶enek
nyilv¶anval¶o egyszer}us¶ege annak ¶ar¶an volt lehets¶eges, hogy az ¶uj matematikai
objektumokba szokatlan tulajdons¶agokat er}oltetett bele, amelyek m¶ara m¶ar
j¶ol kidolgozottak ¶es sz¶eles kÄor}uen elfogadottak. Mind a Langevin egyen-
let, mind a Fokker-Planck egyenlet folytonos ¯zik¶at, Markov (azaz, mem¶oria
n¶elkÄuli sztochasztikus) folyamatokat¶³rnak le. Ugyanakkor Langevin elemz¶ese
valamivel ¶altal¶anosabb ¶es pontosabb volt, mint Einstein¶e. Ugyanis, Langevin
bevezetett egy sztochasztikus er}ot (az }o kifejez¶es¶evel ¶elve, egy komplementer
er}ot), amely tolja kÄorbe a Brown-mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecsk¶et a sebess¶egt¶erben,
m¶³g Einstein teljes eg¶esz¶eben a kon¯gur¶aci¶os t¶erben dolgozott. Azaz, modern
terminol¶ogi¶aban fogalmazva, am¶³g Langevin a Brown-mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecs-
ke sebess¶eg¶et egy Ornstein-Uhlenbeck folyamatk¶ent ¶³rta le, a helyzet¶et, pedig
a sebess¶eg¶enek id}ointegr¶aljak¶ent, addig Einstein a helyzet¶et egy sodr¶od¶as
(drift) n¶elkÄuli Wiener folyamatk¶ent. Az el}obbi mag¶aba foglalja az ut¶obbit,
¶es egy speci¶alis ,,coarse-graining limit"-be8 reduk¶alja.

A Langevin-egyenlet a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o fel:

dXt=dt = ¡®Xt + ¾»t

ahol Xt a Brown-mozg¶ast v¶egz}o r¶eszecske sebess¶ege a t id}opillanatban, tov¶ab-
b¶a ® > 0 ¶es ¾ konstansok. Itt a ¡®Xt a kÄornyez}o kÄozeg hat¶as¶anak szisztema-
tikus r¶esze, amelyet a dinamikus s¶url¶od¶as hoz l¶etre. Az ® konstans a Stokes-
f¶ele tÄorv¶enyb}ol ® = 6¼a´=m-nek ad¶odik, ahol a jelÄoli a gÄomb alak¶u r¶eszecske
sugar¶at, m a r¶eszecske tÄomeg¶et, ´ pedig a kÄornyez}o folyad¶ek viszkozit¶as¶at.
Ezzel szemben a ¾»t m¶asodik tag azt az er}ohat¶ast reprezent¶alja, amit a
molekul¶ak ÄutkÄoz¶ese gyakorol a r¶eszecsk¶ere. Mivel norm¶alis kÄorÄulm¶enyek
kÄozÄott m¶asodpercenk¶ent kb. 1021 molekulaÄutkÄoz¶est sz¶amolhatunk Äossze,
ami a r¶eszecsk¶et minden ir¶anyb¶ol egyenletesen ¶eri, ez¶ert a ¾»t val¶oban egy
gyorsan v¶altoz¶o °uktu¶aci¶ot jelÄol, amit ,,feh¶er zajk¶ent" idealiz¶alhatunk. A
,,feh¶er zajt" nulla v¶arhat¶o ¶ert¶ek}u, az eg¶esz val¶os tengelyen konstans spektrum
s}ur}us¶eg}u, stacion¶arius Gauss-folyamattal azonos¶³tjuk. A feh¶er zaj most is
hasznos matematikai idealiz¶al¶asnak bizonyul azoknak a v¶eletlen hat¶asoknak
le¶³r¶as¶ara, amelyek gyorsan v¶altoznak ¶es a kÄulÄonbÄoz}o id}opontokhoz tartoz¶o
¶ert¶ekei gyakorlatilag korrel¶alatlanok. Ha a »t folyamatot ¶ugy norm¶aljuk,
hogy kovarianci¶aja delta-fÄuggv¶eny legyen, akkor ¾2 = 2®kT=m ÄosszefÄugg¶est
kapjuk (itt a k a Boltzmann-¶alland¶o, T pedig a kÄornyez}o folyad¶ek abszol¶ut
h}om¶ers¶eklete).

146, 530-533.o.
8Daniel T. Gillespie [1996]: Exact numerical simulation of the Ornstein-Uhlenbeck pro-

cess and its integral, Phys.Rev. E.54, 2084-2091. o.
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Megjegyzend}o, hogy a Brown-mozg¶as Langevin egyenlet¶eben szerepl}o Xt

val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o eloszl¶asfÄuggv¶enye meghat¶arozhat¶o, azonban valamennyi
ilyen tulajdons¶ag¶u Xt folyamat (Ornstein-Uhlenbeck folyamat) 1 val¶osz¶³n}u-
s¶eggel nem di®erenci¶alhat¶o realiz¶aci¶okkal rendelkezik, ez¶ert nem ¶ertelmezhet}o
kÄozÄons¶eges di®erenci¶alegyenletk¶ent. Megmutathat¶o, hogy a ,,feh¶er zaj" csak
¶altal¶anos¶³tott sztochasztikus folyamat, vagyis a

Wt =

Z t

0

»s ds

integr¶alt Wiener-folyamatnak9 feleltethetjÄuk meg, amib}ol parci¶alis integr¶al¶as-
sal kapjuk, hogy

dWt = »t dt :

Ha most a form¶alisan kÄozÄons¶eges di®erenci¶alegyenletekben ¶un. ,,feh¶er zaj"
t¶³pus¶u v¶eletlen »t fÄuggv¶enyek l¶epnek fel, vagyis:

_Xt = f(t;Xt) + G(t; Xt)»t ; Xt0 = c ;

ahol c v¶eletlen kezdeti ¶ert¶ek, akkor a fenti Wiener-folyamat ¯gyelembev¶ete-
l¶evel, kapjuk:

dXt = f(t; Xt)dt + G(t;Xt)dWt ; Xt0 = c :

Ez az egyenlet Xt folyamat szerinti (Ito-f¶ele) sztochasztikus di®erenci¶alegyen-
let, amelyet integr¶alegyenletk¶ent is fel¶³rhatunk:

Xt = c +

Z t

t0

f(s;Xs) ds +

Z t

t0

G(s; Xs) dWs :

Az itt szerepl}o Wt folyamat realiz¶aci¶oi 1 val¶osz¶³n}us¶eggel folytonosak ugyan,
de egyetlen intervallumban sem korl¶atos vari¶aci¶oj¶uak, ez¶ert a fenti integr¶al-
egyenletben a m¶asodik integr¶al ¶altal¶aban m¶eg sima G fÄuggv¶eny eset¶en sem
¶ertelmezhet}o a Wt realiz¶aci¶oi szerinti Riemann-Stieltjes integr¶alk¶ent, mivel
ebben az esetben a kÄozel¶³t}o Äosszeg hat¶ar¶ert¶eke fÄugg a kÄozbÄuls}o pontok meg-
v¶alaszt¶as¶at¶ol. Ito

Yt =

Z t

t0

G(s) dWs :

alak¶u integr¶alokat de¯ni¶alt a Ws Wiener-folyamat ¶un. jÄov}ot}ol nem fÄugg}o G
funkcion¶aljainak egy sz¶eles oszt¶aly¶ara, ¶es ezzel megalapozta a sztochasztikus
di®erenci¶al-egyenletek elm¶elet¶et, ami kezdetben a p¶enzÄugyi matematik¶aban
j¶atszott fontos szerepet, de ma m¶ar a re¶alfolyamatok szochasztikus vizsg¶ala-
t¶aban is jelent}os szerepet j¶atszik, amint M¶ocz¶ar J¶ozsef is r¶amutat kÄonyv¶eben.

KÄulÄon is meg kell eml¶³tenÄunk, hogy a kÄonyv egyes fejezeteiben vizsg¶alt
leg¶ujabb elm¶eletekben a szerz}o rangos, nemzetkÄozi h¶³r}u tud¶osok, kÄoztÄuk

9A Wiener-folyamat egy olyan folytonos (de sehol sem di®erenci¶alhat¶o) realiz¶aci¶okkal
b¶³r¶o Gauss-folyamat, aminek v¶arhat¶o ¶ert¶eke: EWt = 0, ¶es kovarianci¶aja: EWtWs =
min(t; s).
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tÄobb Nobel-d¶³jas hozz¶aj¶arul¶asa mellett elhelyezi az ¶erintett legkiv¶al¶obb hazai
kÄozgazd¶asz tud¶osok¶et is, m¶egpedig B¶ely¶acz Iv¶an¶et, Br¶ody Andr¶as¶et, Erd}os
Tibor¶et, Kornai J¶anos¶et, M¶aty¶as Antal¶et, Szentes Tam¶as¶et, Theiss Ed¶e¶et,
TÄorÄok ¶Ad¶am¶et ¶es Zalai Ern}o¶et.

M¶ocz¶ar J¶ozsef tudom¶anyos eredm¶enyei kÄozÄul n¶eh¶any, kÄulfÄoldi, illetve hazai
kutat¶okkal v¶egzett kÄozÄos kutat¶asok eredm¶enye. ¶Igy mindenk¶eppen megem-
l¶³tend}o Jinkichi Tsukui professzor neve, akivel egyÄutt az egyens¶ulyi ¶es a
nemegyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶akat vizsg¶alta dekompoz¶abilis gazdas¶agokban;
Krisztin Tibor professzor¶e, akivel egyÄutt a Harrod modell struktur¶alis sta-
bilit¶as¶ara adott bizony¶³t¶ast; ¶es Matolcsy Tam¶as¶e ¶es V¶an P¶eter¶e, akikkel
konzult¶alva, kimutatta, hogy nem igazolhat¶o Neumann J¶anos azon sejt¶ese,
hogy a nÄoveked¶esi modellje termodinamikailag izomorf m¶odon ¶ertelmezhet}o.
Megeml¶³tend}o m¶eg Kiyoshi Kuga, Richard H. Day, Lionello Punzo ¶es Roy E.
Weintraub neve, akikkel folytatott eszmecser¶ek visszatÄukrÄoz}odnek a kÄonyv
Neumann modellekkel, nemline¶aris dinamik¶aval ¶es a tudom¶anytÄort¶enettel
foglalkoz¶o fejezeteiben.

A szerz}o ¶uj kutat¶asi eredm¶enyei r¶eszletesebben:

(A) Neumann-Leontief modellekben

A Neumann modellek struktur¶alis tulajdons¶againak pontos¶³t¶asa. A struk-
tur¶alis tulajdons¶agok karakterisztikuma per se a technol¶ogi¶at reprezent¶al¶o A
input ¶es B output, nemnegat¶³v m¶atrixok pozit¶³v elemeinek elrendez}od¶es¶et}ol
fÄugg. Vagyis, hogy l¶etezik-e olyan fÄuggetlen term¶ekhalmaz, amelybe tartoz¶o
term¶ekek an¶elkÄul termelhet}ok, hogy a tÄobbib}ol felhaszn¶aln¶anak. Az ikerter-
mel¶es miatt viszont lehets¶eges el}o¶all¶³tani olyan term¶ekeket is, amelyeket nem
tekintettÄunk fÄuggetleneknek. Amennyiben l¶etezik fÄuggetlen term¶ekhalmaz,
akkor a megfelel}o KMT-technol¶ogi¶at reducibilisnek nevezzÄuk. A fentiekb}ol
vil¶agos, de amit maga David Gale10 sem vett ¶eszre, hogy a fÄuggetlen term¶ek-
halmaz kijelÄol¶ese nem egy¶ertelm}u. Ez a felfedez¶es ad lehet}os¶eget a Neumann
modellek struktur¶alis tulajdons¶againak pontos¶³t¶as¶ara, mind a Gale-f¶ele tech-
nol¶ogiai, mind a Robinson-f¶ele11 gazdas¶agi ¶ertelemben.

A Gale-f¶ele reducibilit¶asi de¯n¶³ci¶o alapj¶an az er}os ¶es a gyenge reducibilit¶asi
fogalmak bevezet¶ese. A Gale-f¶ele reducibilit¶asi de¯n¶³ci¶o az ikertermel¶es miatt
megengedi azt, hogy a fÄuggetlen term¶ekhalmazba olyan term¶ekek is beletar-
tozzanak, amelyeket nem haszn¶alunk fel el}o¶all¶³t¶asukhoz. Gale a legt¶agabb
halmaz¶at vette a fÄuggetlen term¶ekeknek ¶es amellett vezette be a reducibilit¶asi
de¯n¶³ci¶oj¶at. Viszont vehetjÄuk a legsz}ukebb halmaz¶at is a fÄuggetlen term¶ekek-
nek, ¶es akkor lehet}os¶eg ny¶³lik a gyenge reducibilit¶asi fogalmak bevezet¶es¶ere,
szemben a Gale-f¶ele er}os reducibilit¶asi fogalommal. A kett}o kÄozÄotti ¶atj¶ar¶as
teszi lehet}ov¶e a csak er}osen reducibilis, illetve a csak gyeng¶en reducibilis fogal-
mak bevezet¶es¶et. A Gale-f¶ele technol¶ogiai reducibilit¶as eme ¶uj taxon¶omi¶aja
bevezethet}o a Robinson-f¶ele gazdas¶agi reducibilit¶asra is.

10Gale, D. [1960]: The Theory of Linear Economic Models, McGraw-Hill, New-York.
11Robinson, S. [1973]: Irreducibility in the Von Neumann model, Econometrica, Vol. 41.

569-573. o.
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A reducibilit¶as ¶uj taxon¶omi¶aj¶anak egybevet¶ese Neumann, Weil, Morishima
dekompoz¶abilit¶asi de¯n¶³ci¶oival. Mi¶ert is lehet ¶erdekes ez az ¶uj taxon¶omia, nem
csak barokkos¶³t¶asa a megl¶ev}o fogalmaknak? A v¶alasz roppant egyszer}u: ma-
tematikailag tal¶an barokkos¶³t¶as, de ezzel kÄozgazdas¶agi ¶ertelemben pontos¶³t-
hat¶o Gale12 azon ¶all¶³t¶asa, miszerint a Neumann modell irreducibilis strukt¶u-
r¶aja, ak¶ar technol¶ogiai, ak¶ar gazdas¶agi ¶ertelemben, biztos¶³tja a kamatt¶enyez}o
¶es a nÄoveked¶esi t¶enyez}o egyenl}os¶eg¶et ¶es egy¶ertelm}us¶eg¶et, megfelel}o kibocs¶at¶as-
¶es ¶arvektorok mellett, vagyis az ¶un. unicit¶ast. A helyes ¶all¶³t¶as most ¶ugy
hangzik, hogy az unicit¶as fenn¶all a KMT strukt¶ur¶aj¶u Neumann modellek-
ben, ha azok irreducibilisek, vagy csak gyeng¶en reducibilisek, ak¶ar tech-
nol¶ogiai, ak¶ar gazdas¶agi ¶ertelemben13. Ez az ¶all¶³t¶asunk pontosan megegyezik
a Neumann ¶altal adott eredeti feltev¶essel, ami biztos¶³totta n¶ala az unicit¶ast.
Vagyis, az A + B > 0 akkor ¶es csak akkor ¶all fenn, ha a modell irreducibilis
vagy csak gyeng¶en reducibilis, mind technol¶ogiailag, mind gazdas¶agilag. Weil14

dekompoz¶abilit¶as de¯n¶³ci¶oja az er}os, a gyenge ¶es a csak er}os reducibilit¶asi
fogalmainkkal egyezik meg. Hasonl¶ok¶eppen, Morishima15 ¶altal adott dekom-
poz¶abilit¶as fogalom a technol¶ogiailag csak er}osen reducibilis strukt¶ura fo-
galm¶aval egyezik meg. A gazdas¶agilag csak er}osen reducibilis strukt¶ur¶at
Iritani16 Morishima dekompoz¶abilit¶as fogalm¶anak kiterjeszt¶ese foglalja ma-
g¶aba.17

A Neumann gazdas¶agok egyens¶ulyi ¶allapotainak meghat¶aroz¶asa;

{ a Neumann modellek nem egyens¶ulyi ¶allapotainak meghat¶aroz¶asa a du-
alit¶ason keresztÄul18;

{ egyens¶ulyi ¶es nemegyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶ak, turnpike-elm¶eletek;

{ ciklikus ¶es turnpike nÄoveked¶es reducibilis Neumann modellekben: em-
pirikus elemz¶esek a jap¶an gazdas¶ag input-output t¶abl¶azatai alapj¶an,

A kutat¶as c¶elja az (in)dekompoz¶abilis ar¶anyos ¶es ciklikus egyens¶ulyi ipar¶agi
nÄoveked¶esi p¶aly¶ak tanulm¶anyoz¶asa volt, m¶egpedig a z¶art, dinamikus, ¶es spe-

12Gale, D. [1960]: The Theory of Linear Economic Models, McGraw-Hill, New-York.
13¶Erdemes megjegyezni, hogy D. Gale tÄobb kisebb-nagyobb hib¶at is elkÄovetett vizsg¶a-

lataiban. Az egyik legs¶ulyosabbra maga Gale adott jav¶³t¶ast 1972-ben az Econometrica
(40) sz¶am¶aban ,,Comment" c. megjegyz¶es¶eben. E cikk sajn¶alatos m¶odon nem szerepel a
hivatkozott irodalmak kÄozÄott, b¶ar a szerz}o cit¶alja.
14Weil, T. L. Jr. [1968]: The decomposition of economic production systems, Econo-

metrica, Vol. 36. 260-278. o.
15Morishima, M. [1964]: Equilibrium, Stability and Growth, Oxford University Press,

Oxford.
16Iritani, J. [1981]: On Uniqueness of General Equilibrium, Review of Economic Studies,

48. 167-171. o.
17Az eredm¶enyek publik¶aci¶oi: M¶ocz¶ar J¶ozsef [1980]: A dekompoz¶abilit¶as kiterjeszt¶ese a

gazdas¶ag line¶aris modelljeiben, 1980, Szigma, 23-45. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [1991]: Structural
Properties of von Neumann Models, Pure Mathematics and Applications, Ser. C. Vol.
2, 301-311. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [1995]: Reducible von Neumann Models and Uniqueness,
Metroeconomica, 46, 1-15. o.
18Az eredm¶enyek publik¶aci¶oi: M¶ocz¶ar J¶ozsef [1980]: A Neumann-gazdas¶ag egyens¶ulyi

¶allapotainak meghat¶aroz¶asa, Egyetemi Szemle, 41-56. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [1997]: Non-
Uniqueness through duality in the von Neumann growth models, 1997, Metroeconomica,
48, 280-299. o.
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ci¶alis reducibilis technol¶ogi¶aval rendelkez}o input-output rendszerekben. Itt
M¶ocz¶ar J¶ozsef megmutatta, hogy bizonyos r¶eszgazdas¶agok (¶es ipar¶agaik) ar¶a-
nyos egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶akkal rendelkeznek, m¶³g a tÄobbiek ¶altal¶aban
ciklikus °uktu¶aci¶okkal. Azaz, az egyes r¶eszgazdas¶agok (¶es ipar¶agaik) optim¶a-
lis nÄoveked¶esi p¶aly¶ai nem szÄuks¶egszer}uen kÄozel¶³tik meg a megfelel}o ar¶anyos
nÄoveked¶esi p¶aly¶at a tervez¶esi horizont legtÄobb peri¶odus¶aban. M¶as szavakkal,
a szok¶asos turnpike tulajdons¶ag tÄobb¶e nem ¶all fenn. A Kornai J¶anos ¶altal
er}oteljesen kritiz¶alt egyÄontet}u ipar¶agi nÄoveked¶esi Äutemmel szemben itt, a
sokkal re¶alisabb, kÄulÄonbÄoz}o Äutemek gener¶al¶as¶ara ad lehets¶eges m¶odszereket.
A kutat¶asok ¶erdekes eredm¶enyeket adnak a nyitott gazdas¶agokra is, amikor
a kÄulkereskedelmet is ¯gyelembe vesszÄuk.19

A fenti Äosszes kutat¶asi t¶ema eredm¶enyeit foglalja Äossze M¶ocz¶ar J¶ozsef
(1995) tanulm¶anya, ami egy¶uttal a szerz}o PhD tanulm¶anya is volt, amelyet
,,hakase ronbunk¶ent" az Oszakai Egyetemre ny¶ujtott be 1993-ban, ¶es amire
megkapta a PhD tudom¶anyos fokozatot.20

(B) Perron-Frobenius t¶etelek a line¶aris ¶es a nemline¶aris Neumann
rendszerekben

E kutat¶as alapvet}o c¶elkit}uz¶ese a saj¶at¶ert¶ek-t¶etelek line¶aris ¶es nemline¶aris
Neumann rendszerekre tÄort¶en}o kiterjeszt¶ese. A vizsg¶al¶od¶asok keret¶eÄul olyan
tÄobbszektoros gazdas¶agi modell szolg¶al, amelyben az egyes tev¶ekenys¶egek
input-output kapcsolatait megfelel}o tulajdons¶ag¶u nemline¶aris fÄuggv¶enyekkel,
a r¶aford¶³t¶asi ¶es a kibocs¶at¶asi strukt¶ur¶aj¶at pedig Jacobi-m¶atrixokkal ¶³rjuk le.
Az id}o kezel¶ese szempontj¶ab¶ol a modell diszkr¶et, illetve a stacion¶arius mo-
dellek csal¶adj¶aba tartozik. A modell speci¶alis esetek¶ent ¶ertelmezhet}o mind
az irodalomb¶ol j¶ol ismert (nem)line¶aris input-ouput modell, mind pedig az
itt megfogalmazott nemline¶aris Neumann modell.

A saj¶at¶ert¶ekek megfogalmaz¶asa el}ott a szerz}o ¶ertelmezi a saj¶at¶ert¶ek, a
saj¶atvektor, a spektrum ¶es a spektr¶alr¶adiusz fogalm¶at, bevezeti az (ir)reduci-
bilit¶as kÄulÄonf¶ele v¶alfajait a (nem)line¶aris Neumann-rendszerekbe. A szigor¶u
egyens¶ulyt biztos¶³t¶o line¶aris Neumann modell a Cx = ¸Bx, illetve pC = ¸pB
¶altal¶anos¶³tott saj¶at¶ert¶ek-feladattal de¯ni¶alhat¶o, ahol C a fogyaszt¶asi ¶es B a
kibocs¶at¶asi m¶atrixokat, az x a tev¶ekenys¶egek alkalmaz¶asi szintvektor¶at, a p
a term¶ekek egys¶eg¶arvektor¶at, valamint a ¸ az expanzi¶os (nÄoveked¶esi illetve
kamat-) t¶enyez}o reciprok¶at jelÄoli. A fenti probl¶ema Perron-Frobenius tulaj-
dons¶agait |tudom¶asunk szerint| ez id¶aig csak O. L. Mangasarian21 vizs-

19Az eredm¶enyek publik¶aci¶oi: M¶ocz¶ar J¶ozsef [1991]: Irreducible Balanced and Unbal-
anced Growth Paths (Business Cycles and Structural Changes), Structural Change and
Economic Dynamics, 2, 159-176. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [1991]: Balanced and unbalanced growth
paths in a decomposable economy: contributions to the theory of multiple turnpikes, Eco-
nomic Systems Research, 3, 211-222. o. (co-author: Jinkichi Tsukui); M¶ocz¶ar J¶ozsef [1997]:
Growth paths developed by international trade in Leontief-type dynamic models, Japan
and the World Economy, 17-36. o.
20M¶ocz¶ar J¶ozsef [1995]: Cyclical and Turnpike Growth: Capital Accumulation Choices

in Some Reducible von Neumann Models, Society and Economy, 4. sz¶am, 32-191. o.
21Mangasarian, O. L. [1971]: Perron-Frobenius Properities of Ax ¡ ¸Bx, Journal of

Mathematical Analysis and Applications, 36, 86-102. o.
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g¶alta. T¶eteleit tiszt¶an matematikai szempontb¶ol, tetsz}oleges el}ojel}u, azonos
t¶³pus¶u ¶es megfelel}o felt¶eteleket kiel¶eg¶³t}o C ¶es B m¶atrixok mellett fogalmazta
meg. A technol¶ogiailag ¶es/vagy gazdas¶agilag (ir)reducibilis line¶aris Neumann-
rendszerre megfogalmazott Frobenius-t¶etel bizony¶³t¶as¶ahoz Mangasarian t¶ete-
leit haszn¶alja fel. Megmutatja, hogy ezek a bizony¶³t¶asok kiterjeszthet}ok a
nemline¶aris ¶altal¶anos¶³tott saj¶at¶ert¶ek-egyenletekre is. 22

(C) KÄozgazdas¶agi dinamika

Nemline¶aris dinamika, k¶aosz. A makroÄokon¶omiai nÄoveked¶est az eredend}oen
is bonyolult mikromegalapoz¶as¶aval egyÄutt vizsg¶alni meglehet}osen neh¶ez fela-
dat. Azokban a reprezentat¶³v ÄugynÄokmodellekben, amelyek megk¶³s¶erlik ezt,
els}osorban a mikrooptimalit¶as jelenik meg. Itt most nem optimaliz¶alunk;
csak a lehets¶eges, tetsz}oleges indul¶ofelt¶eteleket kiel¶eg¶³t}o egyens¶ulyi ¶es nem-
egyens¶ulyi p¶aly¶ak viselked¶ese ¶erdekel bennÄunket. ¶Igy az endog¶en v¶altoz¶ok
kezdeti ¶ert¶ekeinek megad¶as¶aval k¶epet kaphatunk azok id}obeli alakul¶as¶ar¶ol.
Egy ¶un. konstrukt¶³v mikromegalapoz¶ast fejlesztett ki a szerz}o, ami azt je-
lenti, hogy az aggreg¶alt mag¶ankiad¶asok elemeit megfelel}oen, kÄulÄonbÄoz}o piaci
¶ert¶ekel¶esekkel szab¶alyozzuk. E szab¶alyoz¶asok eszkÄozei: a fogyaszt¶asi ad¶o, a
r¶eszv¶enypiaci ¶ert¶ekel¶es (Tobin-q) ¶es az ¶arfolyam. Ezek mindegyike valami-
k¶eppen a mikroÄokon¶omi¶aban gyÄokerezik, ¶es ¶ert¶ekeik a megfelel}o piaci folya-
matokat ¶es dÄont¶eseket tÄukrÄozik. Vizsg¶alatait a Harrod ¶es Leontief klasszikus
nÄoveked¶eselm¶eletei alapj¶an kalibr¶alt modellekben v¶egezte el, amelyek a nem-
line¶aris dinamik¶at exog¶en sokkok n¶elkÄul gener¶alt¶ak.23

(D) Struktur¶alis stabilit¶asvizsg¶alatok a keynesi t¶³pus¶u nÄoveked¶esi
modellekben

Harrod-modell. A Harrod-modell egyenlete statikus egyens¶ulyi helyzetet de-
¯ni¶al, amit most az adapt¶³v v¶arakoz¶asok seg¶³ts¶eg¶evel megfogalmazott ¶es a tÄo-
k¶eletes el}orel¶at¶as feltev¶es¶evel egydimenzi¶osra reduk¶alt dinamikus nemline¶aris
modell stacion¶arius ¶allapotak¶ent sz¶armaztattunk. Megmutathat¶o, hogy dis-
equilibriumi kÄornyezet¶eb}ol vizsg¶alva a harrodi egyens¶ulyi helyzet lok¶alisan
instabil, de a dinamikus nemline¶aris Harrod-modell struktur¶alisan stabil.

A harrodi instabilit¶as vizsg¶alata nemline¶aris kÄozel¶³t¶essel legkor¶abban Nevile
(1962) cikk¶eben24 szerepelt. Nevile vil¶agosan megmutatja, hogy az instabili-
t¶as k¶et alapvet}o (multiplik¶ator ¶es akceler¶ator) premissz¶ab¶ol, plusz a v¶arako-
z¶asokra tett egy¶ertelm}u feltev¶esekb}ol kÄovetkezik.

22Az eredm¶enyek publik¶aci¶oja: M¶ocz¶ar J¶ozsef [2003]: Saj¶at¶ert¶ek-t¶etelek a line¶aris ¶es a
nemline¶aris Neumann rendszerekben, 2003, Szigma, XXXIV. ¶evf., 3-4. sz¶am, 95-118. o.
23Az eredm¶enyek publik¶aci¶oi: M¶ocz¶ar J¶ozsef [2004]: ¶Uj ¶aramlatok a kÄozgazdas¶agi di-

namik¶aban, ÄUnnepi dolgozatok dr. Szigeti Endre 70. szÄulet¶esnapj¶ara, J¶asz Nyomda ¶es
Kiad¶o Kft., Budapest, 164-200. o.; M¶ocz¶ar J¶ozsef [2008]: Nemline¶aris dinamika klasszikus
nÄoveked¶esi modellekben, Szigma, XXXIX. ¶evf., 1-2. sz¶am, 1-26. o.
24Nevile, J. W. [1962]: The Mathematical Formulation of Harrod's Growth Model: Com-

ment, The Economic Journal, Vol.72. No. 286, 367-370. o.
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Az el}obbi feltev¶es az akceler¶atorra vonatkozik, amely lehet ,,rigid" vagy
,,°exible", ¶es az ut¶obbi verzi¶o tÄobbletet vagy hi¶anyt eredm¶enyez a l¶etez}o
t}oke¶allom¶anyban.

Nevile azonban csak olyan p¶aly¶ak elemz¶es¶et bizony¶³totta, amelyekben a
nÄoveked¶esi Äutemek monoton vagy nÄovekv}oen, vagy csÄokken}oen t¶avolodnak a
harrodi egyens¶ulyt¶ol. (Mint a szerz}o eredm¶enyeib}ol k¶es}obb kiderÄult, csak az
instabil nyeregp¶aly¶at (sokas¶agot) hat¶arozta meg.) Vagyis, elemz¶ese nem volt
teljes, a mai terminus technicus szerint ad¶os maradt a modell teljes f¶azis-
diagramj¶anak elk¶esz¶³t¶es¶evel ¶es az Äosszes lehets¶eges mozg¶asi p¶alya vizsg¶alat¶a-
val. Erre egy¶ebk¶ent a 60-as ¶evek kÄozep¶en tÄobb szerz}o is reag¶alt, tÄobbek kÄozÄott
Ken-ichi Inada (1965)25 ¶es J. Encarnacion (1966)26. Sz¶amunkra most Inada
cikke az ¶erdekesebb, mert a k¶erd¶eses m¶asodrend}u di®erenciaegyenlet kvali-
tat¶³v megold¶as¶at ny¶ujt¶o r¶eszleges f¶azisdiagramot is felv¶azolta, j¶ollehet, }o sem
jutott el a teljes kÄor}u vizsg¶alathoz. Nevile (1965)27 ezt a hib¶at el is ismerte,
de sem }ok, sem m¶asok, eg¶eszen a mai napig nem adtak megold¶ast a Harrod-
modell teljes f¶azisdiagramj¶ara, s ezzel a nemegyens¶ulyi helyzetekb}ol kiindul¶o
trajekt¶ori¶ak vizsg¶alat¶ara. A szerz}o el}o¶all¶³totta a modell teljes f¶azisdiagramj¶at,
ami m¶ar teljes kÄor}u le¶³r¶ast ad a Harrod-modell dinamik¶aj¶ara, benne az in-
stabil ¶allapotra is. A Harrod-modell struktur¶alis stabilit¶asi tulajdons¶agaival,
irodalmi ismereteink szerint, nemzetkÄozi viszonylatban is, ¶erdemben el}oszÄor
a M¶ocz¶ar-Krisztin tanulm¶any foglalkozott. Mint ismeretes, a struktur¶alis
stabilit¶asi tulajdons¶ag megengedi, hogy az empirikus vizsg¶alatokban a para-
m¶eterek kiss¶e torz¶³tottak legyenek, ¶es megengedjÄunk m¶as term¶eszet}u kisebb
v¶altoztat¶asokat is a vektormez}oben. Ez kÄozgazdas¶agi szempontb¶ol az¶ert
rendk¶³vÄul jelent}os, mert struktur¶alis stabilit¶as mellett a t}okekoe±ciensek
v¶arhat¶o ¶es t¶enyleges id}obeli alakul¶as¶at le¶³r¶o fÄuggv¶enyek piciny v¶altoztat¶asa
(a vektormez}o perturb¶aci¶oja) nem ¶erinti az endog¶en v¶altoz¶ok kvalitat¶³v tulaj-
dons¶agait, vagyis trajekt¶ori¶aik meg}orzik topol¶ogiai ekvivalenci¶ajukat, s ezzel
el}orejelz¶esekre alkalmasak. Vagyis ebben az esetben ¶erv¶eny¶et veszti a Lucas-,
vagy m¶eg pontosabban az Engle-kritika kvalitat¶³v vonatkoz¶asa. Az id}opara-
m¶etert ¶atsk¶al¶azza a perturb¶alt modell, vagyis nem teljesÄul a topol¶ogiai konju-
g¶aci¶o; a nÄoveked¶esi Äutem bizonyos szintre tÄort¶en}o emelked¶ese vagy csÄokken¶ese
att¶ol elt¶er}o id}ot vehet ig¶enybe, mint amennyi az eredeti modellben volt.

A struktur¶alis stabilit¶as fogalm¶at a modern topol¶ogia eszkÄozeivel An-
dronov ¶es Pontrjagin (1937) de¯ni¶alt¶ak28. A fogalom mag¶anak a dinamikus
rendszernek egy bizonyos tulajdons¶aga, ami a legl¶atv¶anyosabban ¶ugy jelenik
meg, hogy a struktur¶alisan stabil modell f¶azisdiagramj¶anak kvalitat¶³v tulaj-
dons¶agai nem v¶altoznak, ha a modell felt¶eteleit kiss¶e perturb¶aljuk. M¶eg ha
a modell dinamikusan instabil egyens¶ulyi ¶allapottal is rendelkezik, a struk-

25Inada, K. (1965): The Mathematical Formulation of Harrod's Growth Model, The
Economic Journal, Vol.75. No. 299, 620-624. o.
26Encarnacion, J. (1966): On Instabilityin the Sense of Harrod: A Comment, Economica,

New Series, Vol. 33. No. 131, 346. o.
27Nevile, J. W. (1965): The Mathematical Formulation of Harrod's Growth Model: A

Reply to Dr. Inada, The Economic Journal, Vol.75. No. 299, 624-625. o.
28Andronov, A.{ Pontryagin, S. (1937): Structurally Stable Systems, Dokl. Akad. Nauk.

SSSR, Vol. 14, 247-250. o.
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tur¶alis stabilit¶asa m¶eg mindig tekinthet}o el¶egs¶eges felt¶etelnek a tudom¶anyos
jelens¶egek meg¯gyelhet}os¶eg¶ere ¶es el}orejelezhet}os¶eg¶ere, vagyis a mi esetÄunk-
ben most a Harrod ¶altal adott keynesi stacion¶arius gazdas¶agi nÄoveked¶esre.29

(E) Arrow-Debreu-modell ¶es a Kornai-kritika

Itt az ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶elet Arrow-Debreu modellj¶et vizsg¶alja a szerz}o,
¶es Kornai Antiequilibrium (1971, KJK, Budapest) c. kÄonyv¶eben megjelent
kritik¶akat veti Äossze Hahn (1973)30 meglehet}osen vitriolos ellenvet¶eseivel,
m¶egpedig Kornai (2005)31 leg¶ujabb Äon¶eletrajzi kÄotet¶eben megjelent vissza-
tekint¶essel aktualiz¶alva. A vita ¶ert¶ekel¶es¶eben, az ¶altal¶anos egyens¶ulyelm¶elet
¶es az antiequilibrium kÄulÄonbÄoz}os¶egeit vizsg¶alta, ami l¶enyeg¶eben nem k¶erd}o-
jelezte meg egyik megkÄozel¶³t¶es relevanci¶aj¶at sem, de a leg¶ujabb elm¶eletek nem
is mindenben igazolt¶ak Hahn ellenvet¶eseit. Mivel az Arrow-Debreu modell
nem tekinthet}o az antiequilibrium modell nemegyens¶ulyi kiterjeszt¶es¶enek, ¶es
ford¶³tva, az antiequilibrium modellnek nem egyens¶ulyi ¶allapota az Arrow-
Debreu modell, ez¶ert a mai ismereteink alapj¶an a k¶etf¶ele megkÄozel¶³t¶es szin-
t¶ezise nem lehets¶eges.32

(F) NÄoveked¶es termodinamikai ¶ertelmez¶ese

M¶ocz¶ar J¶ozsef megmutatja kÄonyv¶eben, hogy az ¶un. Gibbs-f¶ele formula csak
akkor haszn¶alhat¶o fel egy (Äoko)gazdas¶agi modellben, ha a megfelel}o kÄozgazda-
s¶agi fogalmak a termodinamik¶aban de¯ni¶alt potenci¶alokkal ¶es azokhoz kap-
csol¶od¶o irreverzibilis folyamatok r¶at¶aival megfelel}o m¶odon ¶ertelmezett. Az
ilyenf¶ele megfeleltet¶es k¶erd¶es¶et els}ok¶ent Neumann J¶anos vetette fel, misze-
rint a gazdas¶agi modellj¶eben a termodinamik¶aban de¯ni¶alt potenci¶alokkal ¶es
azokhoz kapcsol¶od¶o irreverzibilis folyamatok r¶at¶aival izomorf m¶odon ¶ertel-
mezhet}o lenne a nÄoveked¶es. M¶ocz¶ar J¶ozsef szigor¶uan termodinamikai Äossze-
fÄugg¶esekb}ol kiindulva levezeti, ¶es Samuelson33 kontra Br¶ody34 tanulm¶anyok
felhaszn¶al¶as¶aval bizony¶³tja, hogy sejt¶ese nem igazolhat¶o, viszont nem z¶arta
ki annak lehet}os¶eg¶et, hogy ¶altal¶anosabb keretek kÄozÄott m¶egis bizony¶³that¶o.

A kÄonyv igen alapos ¶es sz¶eles kÄor}u irodalomfeldolgoz¶ast tartalmaz, de
hi¶anyoltam Heller Farkas: A kÄozgazdas¶agi elm¶elet tÄort¶enete. Gergely R.,
Bp., 1943. c. alapvet}o munk¶aj¶anak feldolgoz¶as¶at, amit az Aula 2001-ben
reprint kiadott.

29Az eredm¶enyek publik¶al¶asa: M¶ocz¶ar J¶ozsef [2006]: A Harrod modell struktur¶alis sta-
bilit¶asa, Szigma, XXXVII. ¶evf., 1-2. sz¶am, 1-31. (t¶arsszerz}o: Krisztin Tibor)
30Hahn, H. F. (1973): The Winter of our Discontent, Economica August, 322-330. o.
31Kornai J¶anos (2005): A gondolat erej¶evel | Rendhagy¶o Äon¶eletrajz, Osiris Kiad¶o,

Budapest.
32Az eredm¶enyek publik¶aci¶oja: M¶ocz¶ar J¶ozsef [2006]: Arrow-Debreu modell ¶es a Kornai

kritika 30 ¶ev ut¶an, KÄozgazdas¶agi Szemle, 2. sz¶am, 171-199.
33Samuelson, P. A. [1992]: Economics and Thermodynamics: von Neumann's Problem-

atic Conjecture, in Rational Interaction, ed. By R. Selten, Springer-Verlag, Berlin.
34Br¶ody Andr¶as [1989]: Economics and Thermodynamics, in John von Neumann and

Modern Economics, ed. By M. Dore, S. Chakravarty and R. M. Goodwin, Clarendon
Press, Oxford.
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A kÄonyv aj¶anlhat¶o mindazoknak, akik ¶erdekl}odnek a kÄozgazdas¶ag-tudo-
m¶any ¶atfog¶o k¶erd¶esei, ezen belÄul a sztochasztikus ¶es dinamikus nemegyens¶ulyi
elm¶eletek ir¶ant. A kÄonyv nyilv¶anval¶oan tankÄonyv, ahogy ezt a szerz}o az
ut¶osz¶oban is hangs¶ulyozza, de ugyanakkor monogr¶a¯a is, ¶³gy felhaszn¶al¶asi
terÄulete enn¶el sz¶elesebb kÄor}u. A kÄozgazdas¶agtan sz¶amos szakterÄulete, ¶³gy
a marketing, a statisztika, az Äokonometria, a prognosztika, a sz¶amvitel ¶es
p¶enzÄugy ismereteinek tÄobbs¶ege a kÄonyvben vizsg¶alt leg¶ujabb elm¶eleti ered-
m¶enyekre ¶ep¶³tkezik.

Sipos B¶ela (PTE KTK)
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